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Resumo

A produgao dinamica de vértices e turbuléncia em condensados atdmicos de Bose-
Einstein, confinados em armadilhas harmoénicas submetidas a perturbagdes elipticas
peridédicas dependentes do tempo, é estudada considerando-se dois sistemas binarios
acoplados, que possuem massas diferentes. O estudo é feito no sistema referencial do
laboratério, considerando-se que ambas as espécies estdo inicialmente confinadas por uma
armadilha harmonica tipo panqueca (o que permite um tratamento quasi-bidimensional),
que é ligeiramente modificada elipticamente por uma interagdo periédica dependente do
tempo, cuja frequéncia caracteriza a rede final de voértices obtida dinamicamente. Para
verificar o efeito da diferenca de massa para a geracao de voértices, nossa abordagem foi
aplicada a duas misturas bindrias experimentalmente acessiveis 3°Rb-!33Cs e Rb-%Rb.
Para a compreensao do processo dindmico subjacente, calculamos para ambas as espécies a
evolugdo temporal das respectivas contribui¢des de energia (total e cinética) geradas pelos
vortices, juntamente com as velocidades associadas. Coletivamente, através da andlise
da evolugao temporal das energias cinéticas compressivas e ndo-compressivas, procurou-
se distinguir fluxos turbulentos de ndo turbulentos. Usando-se também a propagacao
temporal dos valores esperados do momento angular e do momento de inércia de ambos
os componentes do sistema binario, foram determinadas as frequéncias efetivas de rotacdo
obtidas quando da formagédo de redes estaveis de vortices. Tais frequéncias efetivas foram
posteriormente utilizadas em simula¢des no sistema referencial em rotagdo desligando-se
a perturbagdo peridédica temporal. Conforme foi demonstrado, para o caso do uso da
perturbagdo temporal, a produgdo dindmica de redes estdveis de vortices para misturas
bindrias de condensados com massas assimétricas ocorre de forma mais rdpida quando as
diferencgas de massa sdo maiores, do que ocorre para misturas com diferengas pequenas

entre as espécies.

Palavras Chaves: Gross - Pitaevskii; Turbuléncia; Vortices; Condensados de Bose-Einstein;

Sistemas Bindrios Acoplados.

Areas do conhecimento: Fisica da Matéria Condensada; Fisica Nuclear.
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Abstract

The dynamical production of vortices and turbulence in atomic Bose-Einstein con-
densates (BEC) confined in harmonic traps under time-dependent periodic eliptic pertur-
bations (stirring potential), is studied by using two kinds of mass-imbalanced coupled
systems. The study is done in the condensate laboratory frame, by considering that both
species are confined by a pancake-like harmonic trap (allowing a quasi-two-dimensional
treatment), slightly modified elliptically by a time-dependent periodic interaction, with
a frequency that is going to characterize the final pattern of vortices. To verify the effect
of mass differences on the vortex generation, our approach was applied to two experi-
mentally accessible binary mixtures, ®Rb-!33Cs and *Rb-¥Rb. For the understanding of
the underlying dynamical process, we calculate for both species the time evolution of the
respective energy contributions generated by the vortices, together with the associated
velocities. Collectively, through the analysis of the time-evolution of the compressible
and non-compressible kinetic energies, our aim was to distinguish turbulent from non-
turbulent flows. By using the temporal evolution of the mean-expected values for the
angular momentum and moment of inertia of both components of the binary system,
effective rotation frequencies were extracted, which were further considered within si-
mulations in the rotating frame without the stirring interaction. As it was verified, the
dynamic production of stable vortices occurs in a hastier form than for mixtures with

small mass differences between the species.

Keywords: Gross - Pitaevskii; Turbulence; Vortices; Bose-Einstein condensates; Binary

coupled systems.

Areas of knowledge.:

Condensed Matter Physics; Nuclear Physics.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao

Neste trabalho investigamos a producdo dindmica de voértices e turbuléncia em
pares atdmicos com massas distintas de condensados atdmicos de Bose-Einstein (CBE)
acoplados, confinados em armadilhas harmonicas submetidas a perturbacées temporais
elipticamente deformadas dependentes do tempo. A formagdo de vortices é investigada
no sistema-laboratério dos condensados, considerando duas misturas bindrias de isétopos
do Rubidio e Césio, quais sejam, 85Rb-8"Rb e 8°Rb-133Cs, experimentalmente acessiveis,
de modo a que nos permitam verificar possiveis efeitos da massa na dindmica de ambas
as espécies. Essas misturas bindrias sdo confinadas por uma armadilha harmoénica tipo
panqueca, levemente modificada elipticamente por um potencial periédico dependente
do tempo. Para distinguir fluxos dindmicos turbulentos de néo turbulentos, analisamos
a evolugdo temporal para ambas as espécies, com a contribuicdo da energia com as
velocidades associadas. Usando os valores médios do momento angular e momento de
inércia.

Os principais resultados alcangados vao detalhados no capitulo 5, no qual modelamos
duas misturas atdmicas que atualmente sdo facilmente acessiveis e controlaveis em ex-
perimentos de dtomos frios [*°Rb-133Cs e ®°Rb-¥Rb]. Essa misturas de dois condensados
foram consideradas no regime miscivel, que implica que as intera¢des repulsivas entre
atoms diferentes sdo menores do que as interagdes entre 4tomos idénticos. Com a mistura
confinada, sujeita a um potencial perturbativo periédico dependente do tempo, a dina-
mica passa por diferentes etapas de instabilidade, com deformacdo da forma, quebra de
simetria, regime de turbuléncia e nucleagdo de vértices. Para esse estudo, consideramos a
evolugdo temporal dos observaveis relevantes, como energias total e cinética, densidades
de corrente, torques e momento angular efetivo.

As evolugdes temporais das respectivas contribui¢cdes de energia, juntamente com
as velocidades associadas, sdo estudadas em ambas as espécies de forma a distinguir
escoamentos turbulentos de ndo turbulentos. Usando os valores médios do momento
angular e do momento de inércia, sdo sugeridas frequéncias de rotacao cléssicas efetivas,

que sdo consideradas dentro de simulag¢des no sistema de laboratério da armadilha em



rotacdo direta, no qual o operador momento angular é aplicado diretamente ao estado
fundamental. No modelo do sistema agitado periodicamente, é realizada uma anélise
espectral para ambas as espécies, com foco principal nas energias cinéticas incompressiveis.
No regime turbulento transiente, antes que padrdes de vortices estaveis sejam produzidos,
o comportamento caracteristico de Kolmogorov (k=5/3) é claramente identificado para
ambas as espécies em momentos intermedidrios. Emergindo da andlise relacionada ao
desequilibrio de massa, foi relevante observar que a mudanga verificada no escalonamento
espectral ocorre em menores energias cinéticas incompressiveis para maiores diferencas
de massa entre as espécies. Consequentemente, quanto maior é a diferenca de massa,
muito mais rdpida é a producdo dinadmica de vortices estaveis. Ou seja, notamos que a
mistura com maior desequilibrio de massa tem uma frequéncia de rotagdo maior do que a
mistura com menor desequilibrio de massa. Isso também é refletido no namero visivel de
vortices mostrados na rede final de vortices.

Com a energia cinética separada em parte compressivel e parte incompressivel, O
regime de possivel turbuléncia é verificado considerando a parte incompressivel, através
da anélise do espectro correspondente que evidenciou seguir aproximadamente a lei
de escala de Kolmogorov [k=3/3], conhecida do comportamento de sistemas cldssicos
com turbuléncia. Essa escala desaparece uma vez que as configuragdes de vortice se
cristalizam em formas estaveis. O comportamento seguindo uma lei de escala no espago
dos momentos, conhecida como escala de Kolmogorov, é observado por um tempo maior
no caso de grande desequilibrio de massa.

Resumindo essa introdugao, considerando como principal objetivo detalhar uma inves-
tigacdo sobre a producdo dinamica de vortices e turbuléncia em condensados acoplados
de Bose-Einstein, utilizando uma armadilha quasi-bidimensional, elipticamente defor-
mada por uma perturbagdo peridédica no tempo. Com esse objetivo, cuja discussdo vai
mais detalhada no capitulo 5, buscamos nos outros capitulos fornecer uma visao mais
abrangente dos conceitos e nota¢des empregados, assim como do contexto no qual esse
estudo se insere. Alguns dos topicos, que podem ser obtidos em vérios artigos e livros
textos, foram incluidos com objetivos motivacionais a leitores menos familiarizados com
conceitos empregados na mecanica quantica.

Detalhamos, a seguir, a estrutura dos capitulos e sessdes que foram empregados ao

longo dessa tese.
* No capitulo 1 temos essa introdugao geral com os objetivos principais.

* No capitulo 2, em uma sessdo inicial, procuramos destacar o contexto histérico
da previsao dos condensados de Bose-Einstein, e sua comprovagao em 1995. A
seguir, nas outras sessdes, procuramos estabelecer as bases para a compreensao
dos temas explorados nos capitulos subsequentes, detalhando alguns conceitos

histéricos e basicos da teoria quantica. Nessa parte, foi levado em consideragao

4



possiveis leitores ndo familiarizados com a fisica quéantica. Nosso objetivo também
foi fixar algumas notagdes utilizadas a partir do formalismo linear de Schrodinger,
de modo a se entender a necessidade de utilizarmos formalismos nao-lineares para

descrever a fisica dos condensados.

No capitulo 3, aprofundamos nossa apresentacdo sobre os condensados de Bose-
Einstein. Nesse contexto, apresentamos as equagdes bésicas do formalismo, propor-
cionando uma visdo mais detalhada dessa importante area de pesquisa. Exploramos
os fundamentos tedricos e conceituais, fornecendo uma compreensao abrangente
dos condensados de Bose-Einstein e preparando o terreno para as analises subse-

quentes.

No capitulo 4, detalhamos os principais resultados obtidos em nossa investigacéo.
Modelamos misturas atdmicas acessiveis em experimentos com dtomos frios, con-
siderando o regime miscivel e analisando a evolugdo temporal dos observaveis
relevantes. Observamos a influéncia do desequilibrio de massa na frequéncia de

rotagdo e no ntmero de vortices.

No capitulo 5, temos os resultados mais relevantes de nosso estudo, no qual nos
concentramo em estudar a dinamica associada, desde o regime de turbuléncia até
a cristaliza¢do de padrdes de vortices. Discutimos a aplicagdo da lei de escala de
Kolmogorov, conhecida no contexto de sistemas classicos com turbuléncia, e como
essa escala se modifica & medida que as configuragdes de vortice se cristalizam em
formas estaveis. Apresentamos as conclusdes e perspectivas futuras da pesquisa rea-
lizada, destacando os principais achados e seu impacto no campo dos condensados

de Bose-Einstein.

No capitulo A, temos apéndices, onde procuramos colocar alguns detalhes de méto-
dos computacionais comumente empregados na solugdo de equagdes diferenciais,

que foram ilustrados através de problemas da mecanica quantica.






Capitulo 2

Conceitos Historicos e Teoricos

2.1 Previsao e Comprovacao do Condensado de Bose-
Einstein

O Condensado de Bose-Einstein (CBE) é popularmente conhecido como o quinto
estado da matéria, formado por particulas de spin inteiro (Bésons) sendo o estado fun-
damental de um gas extremamente diluido de bésons, obtido com temperaturas muito
baixas, préximas ao zero absoluto, usando técnicas de aprisionamento 6ptico-magnéticas,

com resfriamento evaporativo e utilizando técnicas de resfriamento a laser.

Nesse limite do condensado, as particulas bosonicas passam a se comportar coletiva-
mente como se formassem um super dtomo, em temperaturas préximas ao zero absoluto,
da ordem de 10K, pois j& ndo tem energia livre suficiente para movimentar-se umas em
relagdo as outras, formando um condensado que se comporta como se fosse uma tinica
particula.

Para descrever um condensado de Bose-Einstein, um sistema quantico de bésons
idénticos, em sua forma mais simples, utiliza-se comumente a equagdo de Gross-Pitaevskii,
que é uma equagdo de campo médio ndo-linear de Schrodinger, com nao-linearidade
ctbica. Essa equagdo recebeu esse nome pelo reconhecimento aos trabalhos de Eugene P.
Gross[1] e Lev Petrovich Pitaevskii [2], em 1961, no desenvolvimento da teoria. No entanto,
importante observar que, ao nivel de colisdes de duas particulas, Bogoliubov em 1947 [3]
ja havia demonstrado para um gds homogéneo que um condensado de Bose-Einstein seria
somente possivel para sistemas com potenciais repulsivos. Também, no desenvolvimento
tedrico inicial da teoria, juntamente com Pitaevskii tivemos a participa¢do de Ginzburg
em 1958 [4].

Historicamente, o condensado de Bose-Einstein foi previsto em 1924 por Satyendra
Nath Bose e Albert Einstein [5, 6], tendo sido comprovado experimentalmente somente
em 1995, por Carl Wieman e Eric Cornell da Universidade de Colorado [7, 8], que resfri-
aram um gés de rubidio em uma armadilha magneto-6ptica. No mesmo ano, o grupo
de Wolfgang Ketterle do Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT) produziu um



Alta
« I e Temperatura T:
f velocidade térmica v
S

h\d*f\ \,V densidade d-3

"Bolas de bilhar”
A
A

<
7 v A

/

comprimento de onda de De Broglie
AdB=h/mv e T-1/2
“Pacotes-de-onda”

T=Tc.
BEC
Aag=d
“Ondas de matéria se
superpondo”

Baixa
% Temperatura T:
2z

T=0:
Condensado de Bose
puro
“Onda de matéria gigante”

Figura 2.1: A Dualidade particula-onda nos fornece essa representacdo de como
acontece a condensacao de Bose-Einstein.



condensado de Bose-Einstein usando dtomos de sédio [9]. Dessa forma, ficou comprovada
a teoria de Bose e Einstein, mostrando que as particulas bosonicas passam a se comportar
como uma Unica onda abaixo de uma temperatura critica; ou seja, os 4&tomos passam a
ocupar o mesmo estado quantico e agem coletivamente como um super-dtomo, possuindo
caracteristicas de super-condutividade e super-fluidez. Pela comprovacdo experimental
em 2001, os cientistas Carl Wieman, Eric Cornell e Wolfgang Ketterle receberam o prémio
Nobel de Fisica [10]. Note-se também que no mesmo ano de 1995 em que foram obtidos
os condensados de Bose-Einstein por Cornell, Wieman e Ketterle, o grupo liderado por
Randall Hulet [11], da Universidade de Rice (Texas) publicou também seus resultados
experimentais, com evidéncias do condensado de Bose-Einstein com géas de Litio, cujas
interacdes entre particulas é atrativa.

A partir de 1995, desde a comprovacdo experimental iniial do CBE, tivemos o surgi-
mento de iniimeros laboratdrios experimentais, em vérias partes do mundo, que também
conseguiram obter o condensado. Seguiu-se intensas investigagdes téoricas e experimen-
tais sobre as propriedades dos 4tomos nesse regime ultra-frio, o que pode ser verificado
em vdrias revisdes. Para uma revisdo bem recente, de 2023, com alguns detalhes sobre
as experiéncias, temos a Ref. [12]. Podemos aqui também citar uma retrospectiva de
Georgescu, sobre os 25 anos da descoberta experimental dos condensados, publicada na
Nature Reviews Physics [13].
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verifica o condensado de Bose-Einstein.



As equagdes que descreveram teoricamente o CBE sdo equagdes ndo-lineares, com
a teoria de campo médio, conhecidas como equagéo tipo Gross-Pitaevskii (EGP). Essas
equacdes possuem termos ndo lineares derivados da interacdo de duas ou mais particu-
las. Tais equagdes, além de possuirem solu¢des numéricas mais complexas, que podem
levar a sistemas cadticos ou que possuem ondas de choque [14, 15], podem também
admitir solugdes bem controladas e exatas, do “tipo Sélitons", que podem ser obtidas
analiticamente [16] ou numericamente. S6liton é uma onda solitdria que ndo perde energia
e mantém suas caracteristicas constantes, pois sua dispersao é compensada por efeitos
ndo-lineares. Em 1834, o fendmeno de propagacdo de uma onda solitaria foi observado
por John Scott Russel, sendo essa onda denominada Séliton. Atualmente temos indmeras
aplicagdes de estudos desse tipo de ondas solitarias na fisica de particulas, biologia mole-
cular, oceanografia, astrofisica e Optica ndo linear. Através de manipulacdo das intera¢oes
lineares e/ou nao-lineares, pode-se obter solucdes analiticas ou simulagdes numéricas da
equagdo nao-linear correspondente, que podem descrever também sistemas condensados
de Bose-Einstein.

Nossa pesquisa da-se no dmbito da fisica tedrica, através da Equagdo de Gross Pita-
evskii, a partir da qual obtemos os observaveis do CBE, ou seja, construimos um modelo,
que descreve o Condensado de Bose-Einstein, onde estudamos o comportamento solito-
nico, a variagdes de massa e frequéncia, a geragao de vortice, anélise da miscibilidade e
imiscibilidade entre condensados, sistemas perturbados e ndo perturbados[17]. Para um
estudo mais detalhado relacionado aos principios que sdo considerados no condensado
de Bose-Einstein, assim como sobre a correspondente realizacdo experimental, podemos
mencionar os primeiros dois capitulos da seguinte coletanea: [18], que se refere a uma
escola realizada em Sao Carlos em Margo de 2022. Nessa coletanea, os outros capitulos
sdo também de grande interesse dos estudos que realizamos nessa tese; em particular o

capitulo 3 sobre os modos coletivos e vOrtices.

2.2 Contextualiza¢ao Histérica

Na subsegdo presente, realizamos uma breve revisao histérica com o intuito de con-
textualizar os estudos mais recentes da Fisica Quéntica, em particular os condensados de
Bose-Einstein, que sdo o foco de interesse neste trabalho.

A incessante busca pela compreensdo das intera¢des e do universo levou os cientistas
a investigarem e compreenderem o meio em que vivemos através da experimentacao.
Desenvolveram-se técnicas e métodos de investigagdo que nos permitem analisar fendme-
nos complexos. No ambito deste projeto, nosso estudo se concentra no condensado de
Bose-Einstein e nos fendmenos associados a turbuléncias e vortices.

Do ponto de vista histérico do desenvolvimento cientifico e tecnolégico, é importante
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mencionar os alquimistas, que, através da manipulagdo de substancias, descobriram
algumas propriedades dos materiais e elementos quimicos. Seu objetivo era obter novas
substancias e materiais. Os alquimistas acreditavam que a matéria era composta por cinco
elementos: dgua, fogo, terra, ar e éter. Essa visdo prevaleceu do século V ao XV e envolvia
uma combinacgdo de diversas ciéncias e conceitos misticos.

Com o desenvolvimento do método cientifico no século XVI, atribuido a Galileu Ga-
lilei, que é conhecido como o "pai da ciéncia experimental", foram realizados diversos
experimentos que proporcionaram um grande avango na compreensado de varios fendme-
nos naturais, como os movimentos dos astros e as estruturas dos materiais. No século XIX,
chegou-se a conclusdo de que existem apenas trés estados fisicos fundamentais da matéria:
solido, liquido e gasoso. Posteriormente, identificou-se o plasma como o quarto estado
da matéria, reconhecimento que ocorreu no século XX. A determinagado desses estados
fisicos é baseada na distancia entre as particulas, nas forgas de coesdo e na energia cinética
das particulas. Esses fatores influenciam as propriedades das substancias, como forma e
volume [19].

Para exemplificar os estados até entdo conhecidos no século XIX, temos:

a) O estado s6lido: em que as forgas de coesdo entre as particulas sdo intensas, onde as
particulas estdo muito proximas umas das outras, com pouca quantidade de energia ciné-
tica, formando uma rede geométrica que define sua forma e volume. Néo sdo facilmente
comprimidos, sendo que para isso necessdrio uma pressdo muito alta.

b) O estado liquido: as forgas de coesdo entre as particulas sdo mais fracas, onde as
particulas praticamente deslizam umas sobre as outras, com um pouco mais de energia
cinética, onde mantém um maior distanciamento entre as particulas que sdo suficientes
para adequar ao meio, o volume é definido pelo objeto que os contém e que apresentam
uma superfcie delimitadora.

¢) O estado gasoso: as particulas possuiem um maior distanciamento, alto grau de
energia cinética, onde as forcas de coesdo entre as particulas, sdo pouco interagentes,
podemos considerar-las despreziveis, as particulas movimentam-se livremente intera-
gindo umas com outras, através de colisdes e seu volume preenche todo o ambiente que o
contém, apresentando uma alto grau de liberdade entre as particulas.

d) O plasma: é obtido no estado gasoso, quando uma substancia é aquecida a uma
temperatura muito alta capaz de superar a energia de ligagdo que matém os elétrons
em Orbita no nicleo do d&tomo e ocorrerd a ionizagdo dos gases, tornando a substancia
condutora de calor e eletricidade [20].

A investigagdo sobre o comportamento dos gases, liquidos e sélidos é recorrente
e primordial para comprender todo o processo transicdo de um estado para o outro.
Um estudo publicada em 1873 por Johannes Diderik van der Waals [21] em sua tese de

doutorado, propds uma Equagdo de Estado que relacionando o volume de uma substéancia,
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com a pressao e temperatura, ou seja, introduziu o conceito de volume molecular e atragdo
molecular entre as particula, foi agraciado com o prémio Nobel 1910.

A equagdo de estado de J.D. van der Waals contribuiu para o trabalho de James Clerk
Maxwell, possibilitanto a a unificagdo das teorias da eletricidade e do magnetismo, que
ticou definida como eletrognetismo, em relagdo a teoria cinética dos gases, descobriu
uma distribui¢do de probabilidade, que ficou conhecida como distribuigdo de Maxwell-
Boltzmann [20].

As observagoes e experimentos deram origem a todo um arcabouco de teoria de fisica,
cientistas acreditavam ter solucionado todos os mistérios do Universo até o fim do século
XIX, na literatura todo o escopo ficou denominado como fisica classica.

O espectro eletromagnético do experimento da radia¢do do corpo negro, quebrou o
paradigma da teoria cldssica, que naquele momento acreditavam que o estudo da fisica
estaria completa, a mecénica estatistica cldssica ndo conseguiu explicar o fendmeno. Max
Karl Ernst Ludwig Planck sugere a possibilidade de que a energia seja quantizada, desta
forma conseguia explicar o espectro eletromagnético. Foi o inicio de uma nova histéria no
saber cientifico, surge assim a Fisica Quantica, agora com uma estatistica na teoria quantica
abrindo um universo de possibilidades para interpretar e compreender os fendmenos da
natureza [22].

Em 1924, Satyendra Nath Bose propds uma nova interpretagdo da estatistica da férmula
de Boltzmann, porém a comunidade cientifica da época ndo deu muita atencao, foi entdo
que Nath Bose encaminhou uma carta para Albert Einstein, mostrando sua pesquisa.
A partir dela, Einstein propos algumas adaptagoes e sugeriu um novo comportamento
da matéria, ou seja, previu que com a estatistica de Bose, todas as particulas em baixas
temperaturas se aglutinariam no estado fundamental, ocorrendo um comportamento
atipico aos estados da matéria até entdo conhecidos, propds um novo estado da matéria,
teoricamente ficou conhecido como condensado de Bose-Einstein(CBE).

Verifica-se que na natureza existe duas caracteristicas intrinceca para sistemas fisicos,
sistemas simétricas e sistemas anti-simétricas. Sistemas simétricos sdo constituido de mui-
tas particulas idénticas com spin inteiro e ocupam um tinico estado de energia, conhecido
como distribuigdo estatistica de Bose-Einstein e sistemas anti-simétrico sdo constituido
por particulas de spin semi-inteiro, que ndo podem ocupar o mesmo nivel de energia,
conhecido com distribui¢do de Fermi-Dirac.

Em 1925 Wolfgang Pauli formulou a teoria onde afirma que dois férmions idénticos ndo
podem ocupar o mesmo estado quéantico simultdneamente, ficou conhecido na literatura
como principio de exclusdo de Pauli para a mecéanica quantica.

O Condensado de Bose-Einsten foi comprovado experimentalmente somente em
1995, por Carl Wieman e Eric Cornell da Universidade de Colorado[5, 6, 7, 8, 10], onde

resfriaram um gés de rubidio e colocaram numa armadilha magneto-6ptica, conseguindo
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comprovar a teoria de Einstein e Bose, mostrando que as particulas passam a comportarem-
se como uma tinica onda, nos remetentedo a alusdo do séliton, ou seja, passam a ocupar o
mesmo estado quantico e agem coletivamente como um super-dtomo, a busca para obter
o CBE, possibilitou um grande desenvolvimento em técnicas de resfriamento, assim como
descobrir fendmenos muito interessantes como a superfluidez e também fenémenos como

a super-condutividade [23, 24].

2.2.1 A Origem da Equacao de Schrodinger

Na segunda metade do século XIX, os fendmenos ligados a eletrodinamica classica
revelaram algumas inconsisténcias nesta teoria, como a radiagdo do corpo negro, que ndo
encontrava explicagdo realista com o que era observado experimentalmente. Marx Plank
para tentar explicar esse fendmeno, postula que a energia que até entdo era considerada
uma grandeza continua, deveria ser quantizada, ou seja, agora considerada como uma
grandeza discreta, maltipla de uma constante "h"(constante de Planck) multiplicada por
uma frequéncia "v". Dessa forma, foi possivel regularizar a discrepancia experimental
[25].

Essa constante /1, denominada como constante de Plank, tem dimensdo de energia

multiplicada pelo tempo, possuindo o seguinte valor numérico
h=4.136-10"PeV -5 = 6.6261-10734] -5, (2.1)

de modo que a energia teria dimensdo dessa constante multiplicada pela frequéncia
linear. Por conveniéncia, ja que normalmente as energias passaram a ser quantizadas,

sendo multiplicadas por uma frequéncia angular, foi definido outra constante equivalente,

h = 5 que fornece uma energia ao ser multiplicada pela frequéncia angular:

h
h= o & 1.0546-10734] .5 =~ 6.582- 10" 1%eV - s. (2.2)
Asssim, um quantum de energia seria dado por

o, 2.3)

E=hy=— —
v 2

Isso se deu com o Advento da quantizagdo da energia, proposta por Marx Plank em
1900, a qual inspirou Albert Einstein a concluir sua teoria da eletrodinamica dos corpos
em movimento e até mesmo a sua explicagdo do efeito foto-elétrico em 1905 [26], onde
propds que a luz, que na fisica cldssica é de natureza ondulatéria, agora se comporta como
pequenos corptsculos, cuja unidade seria um "quantum de luz". Tais corptsculos seriam

os fétons, com a energia deles dada por E = hv = hw.
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Também possibilitou compreender a radiagdo do corpo negro. Havia uma inconsistén-
cia na teoria classica ao relacionar a distribui¢do de energia do corpo com a frequéncia
de radiagdo emitida pelos mesmo. Na regido do ultravioleta (altas energias) havia uma
descontinuidade ao relacionar distribuigdo de energia com estes comprimentos de onda.
Tal discusséo ficou conhecida como "catastrofe do ultravioleta"[27].

Da teoria da relatividade de Einstein, supomos que uma particula sem massa, demonstra-

se que o momento desta particula é dado pela energia sobre a velocidade da luz.

E hv h
c Av 21 (2:4)
k

Em 1924 Louis de Broglie, especula que os fétons, sdo energia e tem natureza dual, ou seja,
ela é onda e tem comprimento de onda (A) e também é particula representada pelo seu

momento(P) e a constante de plank (h), relacionou as vdriaveis na seguinte férmula:

=% (2.5)

Em 1926 Schrodinger preparou um coléquio para tentar explicar a dualidade da
matéria, deu base para formular sua versdo para a mecanica quantica.

Em 1928 Max Born descobriu a relagdo entre a fungdo de onda e a probabilidade de
se encontrar a particula em uma determinada posi¢do, descobriu que a densidade de
probabilidade é representa pela grandeza estatistica.

A fungdo de onda (representada por ¥ = ¥(x,t)) é uma ferramenta matematica
usada para descrever qualquer sistema fisico na mecanica quéntica. Ela é composta
por uma amplitude (A), uma parte dependente do espago e outra parte dependente do
tempo. Substituindo as equagdes anteriores, obtemos a forma geral da fun¢do de onda de

Schrodinger:

Y(x,t) = Aekr—wh (2.6)

Nessa equacgdo, x representa a posigdo, t é o tempo, k é o ntimero de onda e w é a
frequéncia angular. A fun¢do de onda descreve a evolugdo temporal e espacial de uma par-
ticula quantica, e sua interpretagdo estatistica fornece informagdes sobre a probabilidade
de encontrar a particula em uma determinada posigéo.

A equagdo de Schrodinger, baseada na fun¢do de onda, desempenhou um papel
fundamental no desenvolvimento da mecéanica quantica. Ela possibilitou o calculo de

propriedades fisicas de particulas quéanticas e permitiu a compreensdo de fendmenos
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intrincados, como a interferéncia e o emaranhamento quantico. A equacdo de Schro-
dinger revolucionou nossa compreensao do mundo microscopico e continua sendo uma
ferramenta essencial na fisica moderna.

Vamos demonstrar a formulagdo de Schrodinger, para isso temos que representar
a fun¢do de onda. A funcdo de onda é uma ferramenta matemadtica que usamos para
descrever qualquer sistema fisico na mecanica quantica, na eq. 2.7, temos amplitude
A, uma parte dependente do espacgo e outra parte dependente do tempo, substituimos

equagdes 2.3 e 2.4, obtemos assim:

E
. . . —i—t
Y(x,t) = Ak .70t = Ak .o n (2.7)

Agora faremos a derivada parcial em fun¢do do tempo e a derivada parcial, duas vezes

em relagdo ao espago e obter a famosa equacao de Schrodinger:

¥ E

Fr —ZET (2.8)
Para a particula livre, temos:
%Y
ozt Y =0 (2.9)
Substituindo k = %:
%Y P2 (2m
T <2m> ¥ =0 (2.10)
PZ
Temos que E = o
0°Y  2mE
Isolando a energia (E):
W o%Y

Finalmente temos para a particula livre:
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2 52
L SR

o = 2moat (2.13)

Para uma particula que ndo livre, sobre a influéncia de um potencial V, precisa
relacionar a mecénica com a 6ptica, que conhecemos por mecanica Hamiltoniana, ou seja,

trajetoria de uma particula no espago é analoga a trajetéria de um raio de luz, ou seja, o

. : . . [,V .
indice de refragdo "n'"na mecanica 6ptica equivalean = (/1 — £ Da mecanica. Neste caso

o numero de ondas "k’, pode ser descrito como k = nkg no vacuo:

k=1/1——ko (2.14)

I

Agora substituimos a equagdo 2.14 em 2.9, obtemos:

0’y

=7+ n’k3¥ =0 (2.15)

Substituindo k = %:

o’y |4 ’ P2

2 P2
Multiplicando o segundo termo da equagédo por % para extrair a energia E = —Zm:
o’y V\ P? /2m
— —= | =[=]%Y=0 2.17
PP (1 E> i (2m> @17)
hZ
Multiplicado a equacgéo 2.17 por o
n? %Y 1%
2 9 + EY — EE‘I’ =0 (2.18)
Isolando a EVY:
h? 92Y
EY = ——— Y 2.19
2m 9x2 tv (2.19)
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Finalmente obtemos a Equacgao de Schrodinger para uma particula em um potencial
V.

) 4 n? 92Y
th— =

= gz T VY (2.20)

Na mecanica cldssica o interesse é encontrar a posicdo da particula em qualquer
instatante, na mecéanica quantica encontramos a fun¢do de onda para todo o instante. Na
mecanica quantica ndo conseguimos descobrir a posi¢do exata de uma particula, por conta
das dimensdes das particulas sdo muito pequena, por isso fun¢do de onde esta relacionada
a probabilidade de encontrar a particula em uma determinada posi¢do e um determinado

instante.

2.2.2 Equacdo de Schrodinger Linear

A Equagdo de Schrodinger é uma equagdo fundamental na teoria quantica que des-
creve a evolugdo temporal de uma fungdo de onda associada a uma particula quantica.
No entanto, existem diferentes formas da equacdo de Schrodinger, e nesta secao, focare-
mos na Equagdo de Schrodinger linear, que é uma forma particularmente importante e
amplamente utilizada na descri¢do de sistemas quanticos.

A Equacao de Schrodinger linear é uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem,

que pode ser escrita na forma geral:

L oY n_,

onde ¥ = (r,t) é a funcdo de onda associada a particula quantica, 71 é a constante de
Planck reduzida (7 = %, onde & é a constante de Planck), m é a massa da particula, V(r) é
o potencial que atua sobre a particula, V2 é o operador laplaciano espacial e i é a unidade
imagindria.

A Equacdo de Schrodinger linear descreve a evolugdo temporal da funcdo de onda
P(r, t), fornecendo informagdes sobre a probabilidade de encontrar a particula em diferen-
tes posi¢des e momentos ao longo do tempo. A parte a esquerda da equacao representa
a taxa de variagdo temporal da fungdo de onda, enquanto a parte a direita descreve a
dinamica espacial da particula, levando em consideragédo o efeito do potencial V (r).

Além disso, a Equagdo de Schrodinger linear apresenta propriedades notaveis. Pri-
meiramente, ela é uma equacgdo linear, o que significa que a superposicdo de solugdes
também é uma solugdo vélida. Isso reflete o principio fundamental da superposicdao

quantica, permitindo que diferentes estados quanticos se combinem e produzam estados
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mais complexos.

Outra propriedade importante da Equacdo de Schrodinger linear é a conservagdo da
probabilidade. A funcdo de onda (r, t) é normalizada, o que implica que a probabilidade
total de encontrar a particula em todo o espago é preservada ao longo do tempo. Essa
propriedade é garantida pelo termo i %—lf, que esta relacionado a derivada temporal da
funcdo de onda.

A Equacao de Schrodinger linear tem aplicagdes em uma ampla gama de areas, in-
cluindo fisica atdmica, fisica de particulas, quimica quéntica e 6ptica quantica. Ela permite
a descrigdo e predicdo de propriedades quanticas de particulas, como estados ligados,

estados dispersivos, comportamento de interferéncia e evolugao temporal de sistemas.

2.2.3 Equacao de Schrodinger Nao-Linear

A Equagdo de Schrodinger nao-linear descreve a dindmica de condensados de Bose-
Einstein (CBEs), que sdo sistemas quanticos formados por atomos ultrafrios com proprie-
dades coletivas e comportamento de onda de matéria. Enquanto a Equacdo de Schrodinger
linear é adequada para descrever sistemas quanticos diluidos, em que as intera¢des en-
tre particulas sdo fracas, a Equagdo de Schrodinger ndo-linear se torna essencial para
descrever os efeitos das interacoes fortes em CBEs.

A forma geral da Equacado de Schrodinger ndo-linear para um CBE é dada por:

L oY n_, )

zhg = —%V + Vext(r) + g[¥|7| ¥ (2.22)
onde ¥ (r, t) é a fungdo de onda macroscépica que descreve o condensado de Bose-Einstein,
h é a constante de Planck reduzida, m é a massa dos dtomos, Vex(r) € 0 potencial externo
que confina o condensado e g é o coeficiente de interagdo ndo-linear que determina a forga
das interag¢des entre os 4tomos no condensado.

A presenca do termo ¢|¥|?> na Equagao de Schrodinger nao-linear é o que confere a
ndo-linearidade ao sistema. Esse termo descreve as interagdes repulsivas entre os 4tomos
do condensado, que se tornam significativas quando a densidade de 4&tomos aumenta e as
intera¢des individuais se tornam importantes.

A Equacgdo de Schrodinger ndo-linear em CBEs tem propriedades tinicas e desafia a
intuigdo classica. Ela permite a formacado de estruturas coletivas chamadas sélitons, que
sdo pacotes de onda localizados e estdveis que podem se propagar através do condensado
sem sofrer dispersao significativa. Esses solitons podem assumir varias formas, como
s6litons de ondas de densidade (s6litons de condensado) e sélitons de fase (sélitons de
fase topologica).
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O estudo da Equagédo de Schrodinger ndo-linear em CBEs tem implicagdes importantes
para a compreensdo de fendmenos de transporte, interferéncia quantica e comportamento
coletivo em sistemas quanticos de muitos corpos. Além disso, a capacidade de manipular
e controlar os sélitons em CBEs abre novas possibilidades para aplica¢des em dreas como

Optica quantica, informagdo quantica e simulag¢des de sistemas fisicos complexos [29, 30].

2.24 Principio da Incerteza

O Principio de Incerteza de Heisenberg é um dos principios fundamentais da fisica
quantica, conforme a ref.[28]. Ele foi formulado pelo fisico alemdo Werner Heisenberg
em 1927 e descreve a limitacdo fundamental na precisdo com que podemos medir certas
propriedades quanticas, como a posi¢do e 0 momento de uma particula.

O principio de incerteza estabelece que, quanto mais precisamente medimos a posi¢ao
de uma particula, menos precisamente podemos medir o seu momento e vice-versa. Essa

relagdo é expressa matematicamente pela seguinte equagéo:

h h
AxiApi 2 5 = E (223)

Onde Ax; é a incerteza na medida da posicdo da particula, Ap; é a incerteza na medida
do momento da particula e h é a constante de Planck, uma constante fundamental da
fisica quantica.

Essa equacdo implica que, para uma particula, ndo podemos conhecer simultanea-
mente a sua posicao e o seu momento com precisdo arbitraria. Quanto mais precisamente
medimos a posigdo, maior serd a incerteza na medida do momento, e quanto mais precisa-
mente medimos 0 momento, maior serd a incerteza na medida da posigéo.

Essa limitagdo fundamental na precisdo das medidas quanticas tem implica¢des im-
portantes na fisica quantica. Por exemplo, ela implica que ndo é possivel determinar
com precisdo absoluta a trajetéria de uma particula quantica. Isso ocorre porque, para
determinar a trajetéria, seria necessdrio medir simultaneamente a posi¢do e 0o momento da
particula em cada instante de tempo, o que é impossivel devido ao principio de incerteza.

Além disso, o principio de incerteza é um dos principais responsaveis pela estranha
natureza da fisica quantica, na qual as particulas podem ter comportamentos aparente-
mente contraditérios, como estar em dois lugares ao mesmo tempo, ou estar emaranhadas
com outras particulas mesmo que estejam separadas por grandes distancias.

O principio de incerteza de Heisenberg é um dos principios fundamentais da fisica
quantica, que descreve a limitagdo na precisdo com que podemos medir certas proprieda-
des quanticas. Essa limitagdo tem implicagdes importantes na fisica quantica e é um dos

principais responséveis pela natureza estranha e aparentemente contraditéria da fisica
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quantica.

Temos como exemplo o gato de Schrodinger que é uma experiéncia mental proposta
pelo fisico Erwin Schrodinger para ilustrar a interpretagdo da mecénica quéntica de que
uma particula pode estar em vérios estados simultaneamente. A experiéncia envolve um
gato colocado em uma caixa opaca com um dispositivo que pode mata-lo ou deixa-lo
vivo, dependendo do estado de uma particula quantica. De acordo com a interpretagdo de
Schrodinger, enquanto a caixa estiver fechada, o gato estard em um estado quantico de
morto e vivo a0 mesmo tempo, até que a caixa seja aberta e o observador veja o resultado.

O principio de incerteza de Heisenberg estd diretamente relacionado ao gato de
Schrodinger, pois ele afirma que ndo é possivel medir simultaneamente a posigdo e o
momento de uma particula quantica com precisdo arbitraria. Isso significa que, enquanto a
caixa estiver fechada, ndo podemos saber com certeza a posi¢cdo e 0o momento da particula
quantica que determinard o destino do gato, o que implica que o gato estd em um estado
de superposicdo quantica de morto e vivo.

Assim, o gato de Schrodinger é uma das muitas ilustragdes da estranheza da mecanica
quantica e da relagdo entre o principio de incerteza e a natureza probabilistica da realidade
quantica. Embora o experimento seja puramente teérico e ndo tenha sido realizado na
prética, ele continua a ser um exemplo poderoso da teoria quantica e suas implicagdes

para a compreensdo do mundo fisico.

2.2.5 Principio de Exclusao de Pauli

Exclusao de Pauli é um principio fundamental da fisica quantica que descreve parti-
culas idénticas que ndo podem ocupar o mesmo estado quantico simultaneamente. Este
principio se aplica a particulas com spin semi-inteiro, conhecidas como férmions, como
elétrons, prétons e néutrons.

O principio da exclusao de Pauli foi proposto pelo fisico austriaco Wolfgang Pauli
em 1925, enquanto ele tentava explicar as propriedades da luz emitida por d&tomos. Ele
percebeu que a luz emitida tinha apenas certas energias, e que isso s6 poderia ser explicado
se os elétrons no dtomo estivessem confinados a certos niveis de energia e se os elétrons
nesses niveis de energia tivessem propriedades quanticas especificas.

O principio de exclusdo de Pauli afirma que dois elétrons ndo podem ter os mesmos
quatro nimeros quanticos: o namero quantico principal (n), o nidmero quantico do
momento angular (1), o nimero quantico magnético (m) e o nimero quantico de spin (s).
Isso significa que dois elétrons ndo podem ocupar exatamente o mesmo estado quantico.
Se dois elétrons tém os mesmos valores para n, 1, m e s, entdo eles devem ter spin oposto,
o que significa que um elétron tem spin "para cima"e o outro tem spin "para baixo".

Este principio tem implica¢es importantes para a estrutura dos 4tomos e a natureza

dos materiais. Ele explica por que os elétrons ocupam diferentes niveis de energia em um
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atomo e por que os atomos se ligam para formar moléculas. Ele também é a base para
o principio de exclusdo de Pauli estendido, que se aplica a todas as particulas com spin

semi-inteiro.

2.2.6 Estatistica de Férmions e Bdsons

A estatistica de férmions e bésons é um ramo da fisica estatistica que estuda o com-
portamento de sistemas compostos por particulas quanticas que obedecem a diferentes
principios de exclusdo. As particulas quanticas sdo divididas em dois grupos principais:
férmions e bésons.

Os férmions sdo particulas com spin semi-inteiro, como elétrons, prétons e néutrons.
Essas particulas obedecem ao principio de exclusdo de Pauli, que estabelece que duas
particulas idénticas ndo podem ocupar o mesmo estado quantico simultaneamente. Por
isso, sistemas compostos por férmions sdo descritos por fungdes de onda antissimétricas,
ou seja, que mudam de sinal quando as particulas sdo permutadas.

A distribui¢do de Boltzmann para sistemas de férmions é dada pela férmula:

1

fr(B) = mt o (2.24)

Onde E ¢ a energia, y é o potencial quimico, kg é a constante de Boltzmanne T é a
temperatura. Essa distribui¢do é conhecida como distribui¢do de Fermi-Dirac.

Os bésons, por sua vez, sdo particulas com spin inteiro, como fétons, gltions e bésons
W e Z. Essas particulas ndo obedecem ao principio de exclusado de Pauli, o que significa que
um ndmero arbitrario de bésons pode ocupar o mesmo estado quantico simultaneamente.
Sistemas compostos por bésons sdo descritos por fungdes de onda simétricas, ou seja, que
ndo mudam de sinal quando as particulas sdo permutadas.

A distribuicdo de Boltzmann para sistemas de bésons é dada pela férmula:

1

f3(E) = e mr —1 (2.25)

Essa distribuigao é conhecida como distribuigdo de Bose-Einstein.
A estatistica de férmions e bésons tem aplicacdes em diversos campos da fisica, in-

cluindo a fisica de particulas, a fisica da matéria condensada e a astrofisica.
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Capitulo 3

Formalismo e Propriedades do Conden-

sado de Bose-Einstein

Em 1995, na Universidade do Colorado,foi produzido experimentalmente o
primeiro condensado de Bose-Eintein pelos fisicos Eric Cornell e Carl Wieman e também
por Wolfgang Ketterle no MIT. Atualmente, continuam sendo realizados experimentos,
porém com tecnologias e os métodos de produgdo mais avangados. O primeiro condensado
de Bose-Einstein foi produzido em um gés de d4tomos de rubidio 87, onde foi confinado
por campos magnéticos e resfriado por evaporagdo, com a temperatura aproximada de
170 nanokelvin e uma densidade de 2,5 - 10'2 por centimetro ctibico e pode ser observada
por aproximadamente por 15 segundos.

Trés assinaturas primdrias de condensagao de Bose-Einstein foram vistas.

(i) No topo de uma ampla distribuicdo de velocidade térmica, apareceu um pico estreito
que estava centralizado na velocidade zero.

(ii) A fragdo dos atomos que estavam neste pico de baixa velocidade aumentou abrupta-
mente quando a temperatura da amostra foi reduzida.

(iii) O pico exibiu uma distribuicdo de velocidade nado térmica e anisotrépica esperada do
estado quantico de energia minima da armadilha magnética em contraste com a distribui-
cdo de velocidade isotrépica e térmica observada na fragdo ampla ndo condensada.

Um gds extremamente rarefeito de particulas bosonicas (de spin inteiro) é preparado e
colocado em uma regido de campo magnético intenso, o que faz com que essas particulas
fiquem aprisionadas em uma pequena regiao do espago;

Um laser atinge as particulas no sentido oposto ao seu movimento, fazendo com que
elas percam cada vez mais velocidade;

O campo magnético é lentamente reduzido, de modo que as particulas mais externas, e
que se movam mais rapidamente, escapem. Esse processo, que se assemelha a condensagdo
da dgua, resfria ainda mais as particulas internas, que ficam com temperaturas préximas

do zero absoluto.
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3.1 Experimentos de Resfriamento e Armadilhamento

Os experimentos de resfriamento e armadilhamento sdo técnicas usadas em
laboratérios de desenvolvimento cientifico para diminuir a temperatura de atomos (
moléculas) para valores extremamente baixos e, em seguida, manipuld-los e estuda-
los com precisdo em diversos tipos de fendmenos fisicos, por exemplo na pesquisa de
condensados de Bose-Einstein, como também na criagao relégios atdmicos extremamente
precisos, colaborando nas pesquisas para manuseio de diversos materias e possibilitando
a computacdo quantica.

Essas técnicas geralmente envolvem o uso de lasers para resfriar e controlar o movi-
mento dos 4tomos, o que permite investigar suas propriedades quénticas. Alguns exem-
plos de experimentos de resfriamento e armadilhamento incluem a armadilha magneto-
6ptica (MOT), a armadilha de Paul, a armadilha de dipolo eletromagnético (ou armadilha
Optica) e a resfriamento evaporativo.

Atualmente existem vdrios experimentos de resfriamento e armadilhamento, e cada
um funcionam de formas um pouco diferente e dependendo da pesquisa podem ser
associados para investigagdo mais de um tipo de resfriamento, segue alguns métodos de
resfriamento, como:

Armadilha Magneto—Optica (MOT): Na MOT, os atomos sao resfriados usando lasers
e campos magnéticos. Os 4tomos sdo primeiro presos em uma armadilha magnética, onde
um campo magnético mantém os d4tomos confinados em uma pequena regido do espago.
Em seguida, lasers sdo usados para resfriar ainda mais os 4tomos, fazendo com que eles
percam energia e reduzam sua temperatura.

Armadilha de Paul: A armadilha de Paul usa campos elétricos para prender atomos
ou fons em uma pequena regido do espago. Dois eletrodos em forma de anel geram um
campo elétrico oscilante que confina os &tomos na regido central. O resfriamento pode ser
alcancado por meio de colisoes elasticas entre os d&tomos

Armadilha de Dipolo Eletromagnético (ou Armadilha Optica): Nesse método, os
atomos sdo confinados usando um gradiente de intensidade de luz laser, em vez de um
campo magnético ou elétrico. A luz é focada em um ponto pequeno, criando um gradiente
de intensidade que atrai os 4tomos para o centro. Essa técnica é particularmente til para
resfriar &tomos a temperaturas extremamente baixas.

Resfriamento Evaporativo: Nesse método, os dtomos sdo inicialmente presos em uma
armadilha magnética ou ptica e, em seguida, o gas é gradualmente resfriado removendo
os dtomos mais energéticos da armadilha. Isso pode ser feito de varias maneiras, como
reduzindo a intensidade do campo magnético ou a intensidade da luz laser. A medida que
os atomos mais energéticos sdo removidos, os 4tomos restantes se resfriam e a temperatura

do gés diminui.
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Esses sdo apenas alguns exemplos de como os experimentos de resfriamento e armadi-
lhamento funcionam. Cada método tem suas préprias vantagens e limitagdes, e a escolha
do método depende dos objetivos do experimento.

O condensado de Bose-Einstein é um estado da matéria que ocorre quando um grupo
de 4tomos é resfriado a uma temperatura muito préxima do zero absoluto (-273,15 °C). Em
teoria, isso pode ser alcangado com qualquer elemento quimico que seja um boson, ou seja,
um tipo de particula que obedece a estatistica de Bose-Einstein. Na pratica, no entanto,
alguns elementos sdo mais comumente usados devido a sua facilidade de manipulacéo e
resfriamento.

Alguns dos elementos quimicos comuns usados para a obtencdo do condensado de
Bose-Einstein incluem:

O rubidio-87 (¥ Rb): é um dos elementos mais utilizados em experimentos de conden-
sado de Bose-Einstein. Ele é um dtomo alcalino que tem propriedades 6ticas e magnéticas
muito convenientes para resfriamento e manipulagao.

O s6dio-23 (**Na): é outro 4tomo alcalino comummente utilizado em experimentos
de condensado de Bose-Einstein. Ele tem uma estrutura eletronica simples que torna a
manipulagdo mais facil e é mais f4cil de ser resfriado do que alguns outros atomos.

O litio-7 (“Li): é um elemento quimico leve que ¢ um dos bosons mais leves. Como
resultado, pode ser resfriado a temperaturas muito baixas e é frequentemente usado em
experimentos de condensado de Bose-Einstein para estudar efeitos quanticos de sistemas
fortemente correlacionados.

Outros elementos quimicos, como o hidrogénio (*H), o hélio (*He) e o potassio (1K),
também foram usados em experimentos de condensado de Bose-Einstein. No entanto,
o rubidio (*”Rb), o sédio (**Na) e o litio (“Li) sdo alguns dos elementos mais comuns
devido as suas propriedades fisicas e a disponibilidade de técnicas para resfriamento e
manipulagéo.

Na secdo 2.2.1 apresentamos como a equagdo de Schrodinger e a hipétese de De
Broglie sdo importantes para entender o comportamento quéntico de &tomos e moléculas,
e sdo fundamentais para descrever o condensado de Bose-Einstein, ou seja, a equagdo
de Schrodinger e a hip6tese de De Broglie sdo essenciais para a descri¢do e compreensdo
do condensado de Bose-Einstein, observamos acima alguns métodos de resfriamento,
desenvolvimento das técnicas de resfriamento e armadilhamento de d&tomos trouxe uma
nova era na fisica atdmica e na Optica quantica.

Os experimentos iniciais com radiagdo e 4tomos, realizados por Lebedev, Nichols e
Hull no inicio do século XX, mediram a pressdo da radiagdo sobre objetos macroscépicos
[31, 32, 33]. Em 1933, Frisch demonstrou a pressdo da luz sobre d4tomos, observando o
desvio da radiagdo de ressonancia de uma lampada em um feixe de sédio atomico. Esses

experimentos sentaram as bases para o entendimento da interacdo entre 4tomos e luz.
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A interacdo da radiacdo eletromagnética com dtomos é governada por forgas elétricas
e magnéticas. Na década de 1960, os cientistas comecaram a compreender que a interagdo
entre a radiagdo e os a&tomos pode ser descrita em termos de momentos de dipolo. Um
dipolo é uma distribuigdo de carga com um polo positivo e um polo negativo separados
por uma distdncia. Quando uma particula carregada, como um elétron em um atomo,
é submetida a um campo elétrico oscilante da radiagdo, ela experimenta uma forca que
pode ser representada como um dipolo induzido.

Essa compreensdo dos efeitos dipolares na intera¢do radiacdo-atomo ¢é essencial para
explicar fendmenos como a absorcdo, emissdo e espalhamento da luz por d4tomos. Além
disso, o reconhecimento da for¢a da radiacdo como forga dipolo e dipolo induzido per-
mitiu o desenvolvimento de técnicas avangadas de manipulagdo e controle dos 4tomos
utilizando campos eletromagnéticos.

A partir da década de 1960, ocorreram avangos significativos nos estudos sobre a
interagdo da radiagdo com dtomos. Durante essa época, foi reconhecida a forga da radiacdo
como forga dipolo e dipolo induzido em 1962, e em 1968, Letokhov propds a utilizagdo da
forca radiativa para aprisionar atomos [35, 36, 37].

No entanto, a técnica de resfriamento a laser de 4tomos sé foi desenvolvida na década
de 1970, com a utilizagdo de feixes de laser de banda estreita e intensa para manipulacdo
dos dtomos. Essa técnica culminou com a descoberta do condensado de Bose-Einstein por
Cornell, Wieman e Ketterle em 1995 [10].

Desde entdo, o resfriamento a laser de 4tomos tem sido amplamente utilizado em
diversos experimentos e aplicagdes na fisica. Essas aplicagdes incluem a realizagdo de

relégios atdmicos ultra-precisos e estudos em fisica quantica.

3.2 A Interacdao de Dois e Trés Corpos na Fisica de

Sistemas de Muitos Corpos

Aqui apresentamos nossa abordagem, na qual expandimos a equac¢do nao-linear origi-
nal de Ginzburg-Pitaevskii-Gross [2, 4], que inclui um termo proporcional a densidade
(interacdo de dois corpos), adicionando um termo adicional proporcional & densidade
ao quadrado (interagdo de trés corpos). Em seguida, normalizamos essa equagdo para
unidades adimensionais e investigamos numericamente a solucdo da onda s, variando
os parametros adimensionais correspondentes, que estdo relacionados ao comprimento
de espalhamento de dois corpos, a intensidade da interagdo de trés corpos e ao nimero
de dtomos no estado condensado. Como mencionado em [38], para incorporar todos os
processos de espalhamento de dois corpos em um sistema de muitas particulas, substitui-

mos o potencial de dois corpos pela matriz T de muitos corpos. Geralmente, em energias
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muito baixas, aproximamos isso usando a matriz de espalhamento de dois corpos, que
é diretamente proporcional ao comprimento de espalhamento [39]. Portanto, para obter
a equacao desejada, consideramos primeiramente a Lagrangiana efetiva, que descreve
a fung¢do de onda condensada na aproximagdao de Hartree, resultando no funcional de
energia para a equacdo de Ginzburg-Pitaevskii-Gross (GPG). A Lagrangiana é expressa

como (Para maiores detalhes, ver [40, 41]):

. N ep ot 2
L= [& [lfw*m WO BN D i) I yrieyvrgr) - T |¢<7>|2] v
(3.1)
onde L; contém a nio linearidade, conforme derivado em [40], onde foram mantidos os
termos de espalhamento de dois e trés corpos para energia total zero.
Nesse caso, a equagdo nao-linear de Schrodinger resultante contém termos ndo-lineares
ctbico e quintico, correspondente as interagdes de dois e trés corpos, respectivamente,

conforme abaixo:

A R L R N M K B CE

ot 2m 2
Ressalte-se que nesse caso particular considerado em [40] estava sendo considerado
que o comprimento de espalhamento de dois corpos era atrativo, dai estar sendo assumido
—|a| no formalismo. O objetivo era estudar como o termo de trés corpos repulsivo poderia
evitar o colapso previsto do condensado para determinados ntiimeros criticos de dtomos.
A solugdo estaciondria correspondente a equagdo acima obtém-se com a separagdo da

parte temporal, que contém o potencial quimico y,

Y7, t) = e 1My (P), (3.3)
de formas que obtemos
= hz 2, M 52 4rth® |a] | 2 (7 =
wp(7) = | =5, V24 @it = N p(D)* + AN [p (@) | p(F) (B4

A interagdo de dois e trés corpos é fundamental para a compreensdo da fisica de
sistemas de poucos e muitos corpos. As interacdes de dois corpos sdo descritas pelo
comprimento de espalhamento a de duas particulas, enquanto as interagdes de trés cor-
pos sdo consideradas como um efeito perturbativo de ordem superior para um sistema
bastante diluido como o condensado de Bose-Einstein. Efeitos superiores de mais corpos
também devem estar presentes, porém sdo negligenciados considerando que a contribui-

cdo esperada seria bastante pequena. Logo, apds considerar a contribuigdo ndo-linear
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principal, que vem do termo de interagdo de dois corpos, o préximo termo relevante a
ser incluido seria o efeito devido a interacdo de trés particulas. No desenvolvimento das
pesquisas tedricas e experimentas sobre a condensagdo de Bose-Einstein (BEC)[6], vem
sendo destacada a importancia das contribui¢des devido a interagdes de trés corpos.

A relevancia dos condensados de Bose-Einstein para se entender as propriedades do
liquido *He foi apontada ja em 1938 por London[56], sugerindo que a peculiar transicao
de fase que o hélio liquido sofre a 2,18 K seria uma manifestagdo da condensagdo de Bose-
Einstein. Desde entdo, a pesquisa sobre BEC tem recebido consideravel apoio experimental
e tedrico [7, 55, 63, 125]

No entanto, o estudo da intera¢do de dois e trés corpos é especialmente importante
em sistemas com interacOes atrativas de dois corpos, nos quais acredita-se amplamente
que o condensado nado tenha uma solugdo estdvel acima de um certo ntimero critico de
atomos Nmax [57, 58, 59]. A adigdao de um potencial repulsivo derivado de interagdes de
trés corpos é consistente com um niimero de 4tomos maior que Nmax[60], o que estende a
regido de estabilidade do condensado consideravelmente. Além disso, para um grande
nimero de bésons, a repulsdo de trés corpos pode superar a atragdo de dois corpos, e um
condensado estdvel pode aparecer na armadilha [61].

Foi relatado que um gés de Bose suficientemente diluido e frio exibe dindmica de trés
corpos semelhante para ambos os sinais do comprimento de espalhamento d&tomo-adtomo
na onda-s [62]. Para sistemas de &tomos com comprimento de espalhamento d&tomo-dtomo
de s onda negativo, como no caso de 7Li, o numero de atomos permitidos no estado
condensado de Bose é limitado a um valor méximo, consistente com a previsdo de campo
médio [57].

A interagdo de dois e trés corpos é fundamental para a compreensdo da fisica de
sistemas de poucos e muitos corpos, especialmente em sistemas com intera¢des atrativas
de dois corpos, nos quais a adigdo de um potencial repulsivo derivado de intera¢des de
trés corpos estende a regido de estabilidade do condensado consideravelmente [7, 55, 56,
63, 125].

3.3 O formalismo de Ginzburg-Pitaevskii-Gross

O formalismo de Ginzburg-Pitaevskii-Gross é uma abordagem tedrica na fisica de sis-
temas de muitos corpos, particularmente na teoria da superfluidade e supercondutividade.
Ele leva o nome dos fisicos que desenvolveram a teoria: Lev Landau, Vitaly Ginzburg,
Evgeny Lifshitz, Lev Pitaevskii e Eugene Gross.

O formalismo descreve a evolugdo temporal da fungdo de onda de um condensado
de Bose-Einstein, que é um estado da matéria em que uma grande fra¢do de particulas

bosonicas estd no mesmo estado quantico. A fungdo de onda é descrita por uma equagdo

28



diferencial parcial ndo linear, conhecida como equagao de Gross-Pitaevskii, que inclui
termos que representam as interagdes entre particulas.

O formalismo é usado para descrever uma ampla gama de sistemas, incluindo 4tomos
ultrafrios em armadilhas magnéticas, spinors de Bose-Einstein, polaritons em cavidades
Opticas e muitos outros sistemas de fisica de matéria condensada. Ele também tem
aplicagdes em outras areas da fisica, como fisica de particulas, cosmologia e teoria da
informacado quantica.

As solugdes da equagdo de Gross-Pitaevskii podem fornecer informagdes sobre a
distribui¢do de densidade de particulas e a fase da fun¢do de onda, que sdo importantes
para entender as propriedades do condensado de Bose-Einstein, como a superfluidade e a
coeréncia de fase. O formalismo também permite a andlise da estabilidade do condensado
em diferentes regimes, como em presenca de potenciais externos e flutuagdes térmicas.

O formalismo de Ginzburg-Pitaevskii-Gross (GPG) é uma abordagem teérica poderosa
para descrever o comportamento de sistemas quanticos que consistem em muitos atomos
ou moléculas em um estado de condensado de Bose-Einstein (BEC). O formalismo foi
desenvolvido de forma independente por Eugene Gross, Lev Pitaevskii e Vitaly Ginzburg
na década de 1960.

O formalismo GPG fornece uma maneira de descrever o estado de um condensado de
Bose-Einstein através de uma equagdo de onda néo linear, que é uma generalizagdo da
equacdo de Schrodinger. Essa equagdo é uma equagdo de continuidade para a fungdo de
onda do condensado, que descreve a evolugdo do condensado no tempo e no espago.

O formalismo GPG tem sido aplicado a uma ampla gama de problemas na fisica da
matéria condensada, incluindo a dindmica de vortices em condensados de Bose-Einstein
[64], até a formacado de solitons [34, 65].

A Lagrangiana de Ginzburg-Pitaevskii-Gross (GPG) descreve a dindmica de um con-
densado de Bose em termos de sua fun¢do de onda macroscépica. A equacdo da Lagrangi-
ana GPG é dada por:

2
L= i (958~ 958 ) = 3l V9P~ Vi) Iy + gl 65)
Onde ¢ é a fungdo de onda macroscépica que descreve o condensado de Bose, /1 é a
constante de Planck reduzida, m é a massa dos dtomos do condensado, V. (r) é o potencial
externo que confina o condensado, g é a constante de interagdo de dois d&tomos e | V|2
representa o gradiente da fun¢do de onda.
A partir da Lagrangiana GPG, pode-se obter a equacdo de movimento de Gross-

Pitaevskii, que descreve a evolucdo temporal da fungao de onda macroscépica do conden-
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sado de Bose. Essa equacao é uma equagao ndo-linear de Schrodinger, dada por:

A " 2
ih—+t=|——V Vieyt (¥ .

ot o + Vext (r) + 89| | ¢
As equacdes GPG sao amplamente utilizadas na fisica tedrica e experimental de condensa-
dos de Bose, incluindo o estudo de solitdes, vortices, condensados em redes 6pticas, entre

outros.

3.4 Ressonancia de Feshbach

A ressonancia é um fendmeno que ocorre quando a frequéncia de um sistema € igual
ou muito préxima a frequéncia natural do sistema. Quando as frequéncias sdo iguais, os
materiais se quebram, comprometendo sua estrutura.

A ressonancia de Feshbach é uma caracteristica de sistemas de muitos corpos, onde é
determinado se o acoplamento estd em estado ligado ou desligado em relagdo aos graus
de liberdade. O nome ressonancia de Feshbach é uma homenagem ao fisico Herman
Feshbach [66].

A ressonancia de Feshbach torna-se muito importante nos estudos de atomos frios,
como nos Condensados de Bose-Einstein, bem como nos gases de Fermi. Podemos
controlar através da ressonancia de Feshbach e a constante de espalhamento dos gases,
variando as frequéncias e, assim, a forga e energia da interagdo atdmica em uma nuvem
de dtomos. A temperaturas ultra-frias, essas propriedades sdo proporcionais a densidade
e ao comprimento de espalhamento a, que influenciam a dindmica das colisdes.

O comprimento de espalhamento a pode ter sinal negativo ou positivo, resultando em
atracdo quando a < 0 e repulsdo quando a > 0, sendo mais estavel a interacdo neste tltimo
caso. O Rb e 0 2Na possuem propriedades favoraveis para a obtengio de Condensados
de Bose-Einstein. No entanto, espécies atdmicas como 39K, 85Rb e 133Cs nio sdo favoraveis
a obtencao de Condensados de Bose-Einstein e a ressonancia de Feshbach se faz necessaria.
Ela permite sintonizar as frequéncias e tornar o comprimento de espalhamento positivo,

facilitando a formacao do Condensado de Bose-Einstein.

a(B) = ay <1— B—AB0> (3.6)

A Equagao 3.6 descreve o comprimento de espalhamento a(B) em fun¢do do campo
magnético B. Esse comprimento é diretamente proporcional ao comprimento de espalha-
mento de fundo a f. Arazdoentre a largura de ressonancia, o parametro A, e a diferenga

do campo magnético sintonizavel B e o campo magnético By onde o comprimento de
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espalhamento diverge. A ressonancia de Feshbach permite ligar ou desligar a interacao
atdmica em um regime de temperatura muito baixa através da aplicagdo desse campo
magnético sintonizavel.

No limite de baixas temperaturas, um dos observéaveis relevantes é o comprimento de
espalhamento na onda s (ou seja, para momento angular ¢ = 0, a; = a(B)). Isso fornece
uma aproximacgdo relevante para a interagdo de particulas em um gas bastante diluido.
Nesse caso, temos a constante de acoplamento (g), que é diretamente proporcional a esse
comprimento de espalhamento, expresso na Equacao 3.7. Para interagdes atrativas, temos

g < 0, enquanto para interagdes repulsivas, g > 0.

47th?ay
m

g (3.7)

Com as experiéncias em laboratérios de 4tomos ultra-frios, também tivemos vérias
descobertas de fendmenos previamente previstos. Entre esses fendmenos, estd a realizagdo
experimental do efeito Efimov.

A ressonancia de Feshbach ressalta a importancia desse fendmeno em sistemas de
muitos corpos, especialmente em estudos de dtomos frios, como os Condensados de
Bose-Einstein e gases de Fermi. Através da ressondncia de Feshbach, é possivel controlar
e ajustar a interagdo atdmica em nuvens de dtomos ultra-frios, modificando as frequéncias
e, por consequéncia, a energia das colisdes. Além disso, a capacidade de manipular o
comprimento de espalhamento a e a constante de acoplamento g por meio da ressonan-
cia de Feshbach desempenha um papel fundamental na formagdo de Condensados de
Bose-Einstein, tornando possivel alcancar estados altamente correlacionados e estudar
fendmenos surpreendentes, como o efeito Efimov. As descobertas experimentais nesse
campo reforcam a profunda relacdo entre a fisica quantica e os fendmenos observéaveis,
conduzindo a novas perspectivas na compreensao das propriedades da matéria em tem-

peraturas ultra-baixas [52, 53].

3.4.1 Estados Efimov

O fendmeno conhecido como efeito Efimov é um fascinante resultado da fisica quantica
que emerge em sistemas de trés particulas interagindo, apresentando uma peculiaridade
intrincada. Nesse contexto, a caracteristica proeminente do efeito Efimov é a sua ca-
pacidade de gerar uma infinidade de estados ligados excitados ou estados ressonantes.
Especificamente, quando se considera um sistema composto por trés particulas, a natureza
quantica dessas particulas possibilita que, em certas circunstancias, eles possam formar
estados ligados que desafiam a intuicdo classica.

O cerne desse fendmeno reside na divergéncia do comprimento de espalhamento de
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dois corpos, que pode se tornar mais ou menos infinito. Essa peculiaridade tedrica tem
implicagdes surpreendentes. Em um cendrio em que o comprimento de espalhamento
entre duas particulas atinge extremos, o que implica em uma energia de ligagdo entre
esses dois corpos sendo nula, observa-se algo contraintuitivo: a proliferagdo de estados
ligados de trés corpos. Ou seja, mesmo que a intera¢do entre pares de particulas ndo seja
suficientemente forte para ligé-las, o sistema trimero consegue alcangar estados ligados
devido a interagdo quantica entre todas as trés particulas.

A notédvel amplificacdo na quantidade de estados ligados de trés particulas conforme
nos aproximamos do limite |a;|] — co é um trago fundamental desse fendmeno. Uma
analogia intrigante para essa situagdo é a formacdo de estados Borromeanos, que sdo
configuragdes onde trés elementos estdo interligados, mas qualquer par de elementos
ndo esta ligado. Esse arranjo ilustra como a natureza quantica e os efeitos de trés corpos
podem gerar resultados profundamente nao triviais, mesmo em circunstancias onde a
fisica classica tradicional ndo preveé tais comportamentos.

O efeito Efimov deve seu nome ao fisico russo Vitaly Efimov, que o propos pela
primeira vez em 1970. Desde entdo, suas implica¢des tém ecoado na fisica atdmica e
nuclear, abrindo portas para compreender sistemas complexos de particulas. Esse feno-
meno exemplifica de maneira vivida a intrincada interagdo entre os principios quanticos e
os resultados observaveis, reforcando como a mecanica quéntica pode revelar aspectos

inesperados e fundamentais da natureza [52, 53].

3.5 Desenvolvimento da Equacao de Schrodinger e
suas Implica¢des Quanticas

A equagdo de Schrodinger é uma das mais importantes equagdes da fisica, descrevendo
a evolugdo temporal de sistemas quanticos. Ela foi proposta pelo fisico austriaco Erwin
Schrodinger em 1926, como uma maneira de unificar a mecanica ondulatéria de Louis de
Broglie e a mecanica matricial de Werner Heisenberg.

A origem da equacao de Schrodinger pode ser rastreada até as tentativas de Max Planck
e Albert Einstein de explicar a radiagdo eletromagnética emitida por corpos quentes,
conhecida como radia¢do de corpo negro. Em 1900, Planck propds que a energia da
radiacdo eletromagnética era quantizada em pacotes discretos, chamados de "quanta".
Isso levou a ideia de que a energia da matéria também poderia ser quantizada.

Em 1924, Louis de Broglie propds que todas as particulas poderiam ter propriedades
ondulatérias, uma ideia que foi confirmada experimentalmente pouco depois por Davisson
e Germer, que observaram a difra¢do de elétrons por um cristal. Essa teoria de dualidade

onda-particula foi a base para a mecanica ondulatéria.
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Enquanto isso, Heisenberg e outros desenvolveram uma teoria matricial da meca-
nica quantica, que descrevia como as grandezas fisicas, como posigdo e momento, eram
representadas por matrizes. No entanto, a interpretagdo fisica dessas matrizes ndo era
6bvia.

Schrodinger percebeu que a mecanica ondulatéria de de Broglie poderia ser expressa
matematicamente como uma equagdo diferencial, que descrevia a evolugdo temporal
de uma fung¢do de onda. Ele derivou essa equagdo em 1926, baseando-se em ideias
de Hamilton e de Hamilton-Jacobi e utilizando um método matemaético chamado de
"separagdo de varidveis". A equacdo resultante tornou-se conhecida como a equagao de
Schrodinger, conforme demonstrado no segdo 2.2.1.

A equagdo de Schrodinger permitiu aos fisicos calcular as propriedades dos sistemas
quanticos, como a energia dos estados permitidos e as probabilidades de medi¢des em
diferentes posicoes. Ela tornou possivel prever e explicar uma série de fendmenos quanti-
cos, como a difragdo de elétrons por um cristal, a estrutura dos 4tomos e a explicagdo da

superposigdo de estados quanticos.

3.5.1 Equacao de Gross-Pitaevskii

A equagdo de Gross-Pitaevskii é uma ferramenta fundamental para a descricdo de sis-
temas de condensados de Bose-Einstein em fisica atdmica e 6ptica quantica. Essa equacao
é uma forma nao linear da equagao de Schrodinger que descreve o comportamento de
uma condensagdo de Bose em um potencial externo.

A partir da equacdo de Gross-Pitaevskii, é possivel obter o valor esperado de uma
observéavel em um sistema de condensado de Bose. Para isso, é necessério determinar a
densidade do condensado, que pode ser obtida a partir da solu¢do da equacgéo.

Além disso, a equacdo de Gross-Pitaevskii permite o calculo do potencial quimico do
sistema, que representa a energia necessdria para adicionar uma particula ao condensado.
Esse valor é de grande importancia para a compreensdo do comportamento do condensado
em diferentes regimes termodindmicos.

Outra aplicacdo da equagdo de Gross-Pitaevskii é na descrigdo do potencial da arma-
dilha em um sistema de condensado de Bose. O potencial da armadilha é um potencial
externo que é aplicado para manter o condensado confinado em uma regido do espago. A
equacado de Gross-Pitaevskii pode ser utilizada para determinar a forma do potencial da
armadilha que melhor se adequa ao sistema em questao.

A equagdo de Gross-Pitaevskii também é importante na descri¢do da miscibilidade
de diferentes espécies de condensados de Bose em um mesmo sistema. A miscibilidade
é a capacidade de duas espécies de condensados coexistirem em um mesmo espago. A
equagao de Gross-Pitaevskii permite a determinagao das condi¢des para a miscibilidade

em sistemas de condensados de Bose.
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Por fim, a equagdo de Gross-Pitaevskii é til na descrigdo de vortices em condensados
de Bose. Voértices sdo regides do condensado onde a fase da fungdo de onda se altera
abruptamente. A equagdo de Gross-Pitaevskii permite a determinagdo da forma desses
vortices e sua interagdo com outras particulas no sistema.

Em resumo, a equagado de Gross-Pitaevskii é uma ferramenta essencial para a compre-
ensdo de sistemas de condensados de Bose-Einstein em fisica atbmica e 6ptica quantica.
A partir dessa equacdo, é possivel obter informacdes importantes sobre a densidade, o
potencial quimico, a forma da armadilha, a miscibilidade e a formagdo de vértices em um

sistema de condensado de Bose.

3.5.2 Potencial Quimico

O potential quimico y; de uma espécie i em uma mistura atoémica é definido como a
razdo de variagdo da energia livare de um sistema termodindmico com relagdo a variagdo
no ntmero de 4&tomos ou moléculas da espécie adicionadas ao sistema. Logo, é a derivada
parcial da energia livre com relacdo ao ntimero de dtomos da espécie, como todas outras
espécies permanecendo constantes. O potencial quimico é uma grandeza que depende da
temperatura, pressdo e nimero de particulas do sistema, e é definido como a variagdo da
energia livre de Gibbs com relagdo ao niimero de particulas, mantendo-se a temperatura T
e a pressdo P constantes. Na mecanica quantica, é comum descrever o potencial quimico
em termos da densidade de energia livre de Gibbs, que é a energia livre por unidade de

volume. Considerando-se vérias espécies i, sendo

dU = TdS — PdV + ) _u;dN;

a variacgdo infinitesimal da energia interna U, com S, P, V, respectivamente, entropia,

pressdo e volume do sistema termodindmico, o potencial quimico da espécie i seria

- ()
l oN; S,V,Nj '

Na equacdo nao-linear de Schrodinger, o potencial quimico é a auto-solugédo estacionaria,
que se identifica com auto-valor de energia para o caso linear.

Em sistemas quanticos, o potencial quimico é importante porque afeta a distribuigao
de particulas no sistema. Ele determina a probabilidade de se encontrar uma particula
em uma determinada regido do espago, e é crucial para a descri¢do de fendmenos como
a condensacdo de Bose-Einstein, em que um grande nimero de particulas ocupam um

mesmo estado quantico.
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3.6 Reducao Dimensional Espacial

Considerando a simetria da armadilha que ¢ utilizada em sistemas atomicos conden-
sados, para simplificar o formalismo, é 1til se providenciar uma redugdo dimensional
do caso tri-dimensional (3D) no espago, para o caso bi-dimensional (2D), ou para o caso
uni-dimensional (1D). No caso da redugdo da equagdo nao-linear 3D para 2D, resolve-
mos analiticamente de forma exata uma das dimensdes através de um ansatz Gaussiano,
considerando-se que o sistema armadilhado é tipo-panqueca (ou tipo-pizza), de modo
que a ndo-linearidade ndo afete uma das dimensdes que estaria mais confinada. No outro
caso de redugdo de 3D para 1D, o sistema confinado é tipo charuto, com a ndo-linearidade
ndo afetando duas dimensdes, que poderiam ser resolvidas analiticamente, com ansatz
Gaussianos.

Nessa sessdo, vamos exemplificar o caso da reducdo dimensional de 3D para 1D,
lembrando-se que no capitulo principal da tese onde temos dois condensados acoplados,

a redugcdo foi realizada de 3D para 2D.

3.6.1 Reduc¢ao Dimensional de 3D para 1D da Equacao de Gross-

Pitaevskii

A equacdo de Gross-Pitaevskii é uma equacado ndo linear que descreve a evolucao
temporal da func¢do de onda de um condensado de Bose-Einstein. Ela é obtida a partir da
equagdo de Schrodinger para um sistema de muitas particulas, usando uma aproximagao
média do campo de particulas.

O formalismo da equacdo de Gross-Pitaevskii é baseado na representagdo de segunda
quantizacdo, que descreve o sistema em termos de operadores de criagdo e destruicdo
de particulas. Na representacdo de segunda quantizagdo, a func¢do de onda do sistema é
substituida por um operador de campo, que é uma fun¢do que descreve a amplitude e a
fase do condensado em cada ponto do espaco. O operador de campo é definido como a
média dos operadores de criacdo e destrui¢do de particulas do condensado, e pode ser
escrito como uma soma de fungdes de onda espaciais e temporais.

A equacdo de Gross-Pitaevskii é obtida a partir da equagdo de Schrodinger para
o operador de campo, que descreve a evolugdo temporal da amplitude e da fase do
condensado. A equacdo de Schrodinger é transformada em uma equagéo de evolugao
para o operador de campo, que inclui um termo néao linear que descreve a interagdo
entre as particulas do condensado. Esse termo néao linear é proporcional a densidade do
condensado ao quadrado e depende do potencial externo que confina o condensado.

A equacdo de Gross-Pitaevskii é uma equacdo ndo linear que pode ser resolvida

numericamente para obter a dindmica temporal da fungdo de onda do condensado. Ela é
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amplamente usada em diversas areas da fisica quantica, como a fisica atdmica, a fisica da
matéria condensada e a astrofisica, para descrever a dindmica de sistemas quanticos de
muitas particulas.

Na descricdo da onda quantizada de um sistema formado por N bésons intera-
gentes de massa m, confinados por um potencial externo Vey;(7), obtemos o hamiltoniano

do sistema de muitos corpos:

hz
2m

H = / aryt (7) [— V2 4+ Vo (P) | ¥(7) +% / drdi ¥ (Y ) V(E - 7)Y E) Y ) (3.8)

A equacdo de Gross-Pitaevskii consiste em duas partes principais o termo néo linear e
o potencial externo:

O termo ndo linear descreve a interagdo entre as particulas do condensado. Essa
interagdo é a chave para a formacdo do condensado e influencia sua estabilidade e compor-
tamento coletivo. O termo nédo linear é proporcional a densidade do condensado elevada
ao quadrado, capturando a interagdo entre as particulas vizinhas.

A seguir temos a equagdo de Gross-Pitaevskii:

oY (7 ) K, B )
ih— = =5 V¥ + Vet (7)Y + g|¥|°Y (3.9
onde Y é a fungdo de onda:
Y = ¥(7,1) = exp <_;Z”> ¥(7) (3.10)

e ¥* é a funcdo de onda conjugada:
it
Y =Y (7 t) =exp (ﬁ) P*(7) (3.11)
a constante de acomplamento g que carrega a constante de espalhamento a:

47th%a
m

9= (3.12)

O termo do potencial externo representa a influéncia de um potencial sobre o con-
densado de Bose-Einstein. Isso pode ser um potencial magnético, 6ptico ou elétrico, por
exemplo. O termo do potencial externo é geralmente dado por uma fungdo que depende
das coordenadas espaciais, descrevendo a forma e a intensidade do potencial em diferentes

regides do espago, temos o potencial externo V,(7) dado por:
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L om
Voxt () = E(wixz + w§y2 + w?z?) (3.13)

O laplaciano é um operador diferencial que desempenha um papel importante na
descri¢do matematica de fendmenos fisicos, incluindo o potencial externo em sistemas
quanticos. No contexto do potencial externo, o laplaciano atua sobre a fun¢ao de onda de

um sistema para descrever como ela se curva ou se espalha em resposta a influéncia do

potencial.

(3.14)

A:v2:<az 2 aZ)

a2 a2 T a2

Equacao de Gross Pitaevkii explicita

L 0¥ (7 t) /A SR SR M, 5o 0o oo AR | e
Zhen:lmn@ﬂ+mﬂ+&ﬁ+z“%x+%y+%2”‘,n‘“ TEY

(3.15)

A obtengdo de solugdes tipo charuto ou tipo panqueca para a equagdo de Gross-
Pitaevskii depende das condi¢des iniciais e das caracteristicas do sistema fisico em consi-
deragdo. Essas solugdes correspondem a diferentes perfis espaciais da fun¢do de onda e
estdo associadas a diferentes regimes de comportamento do sistema.

Solugdo tipo charuto é quando reduzimos de 3D para 1D A solugdo tipo charuto
refere-se a uma distribui¢do espacial da fun¢do de onda que é fortemente confinada em
uma dire¢do e mais difusa em outras dire¢des. Essa forma é tipicamente encontrada
em sistemas altamente anisotrépicos, onde a frequéncia de oscilagdo harmonica é muito
maior em uma direcdo do que nas outras. Por exemplo, em armadilhas unidimensionais
extremamente apertadas, onde a oscilagdo ocorre predominantemente ao longo de um
eixo, a fungdo de onda assume uma forma alongada, parecida com um charuto.

A seguir apresentamos a fun¢do de onda, onde separamos em duas fun¢des uma
dependente do espaco R(x,y) e outra espago-tempo Z(z, t), assim reduzimos de 3D para
1D.

Y(7,t) = R(x,y)Z(z,t) (3.16)

Agora substituindo 3.16 em 3.15
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L OR(x,y)Z(z,t) h2 2 2
0 = “om \ax2 T a2 T a2 ) REWZ(H)

+%(w X+ wiy® + wiz?)R(x,y) Z(z, t)
+47‘Ch2as|R( ) (Z,t)’zR(X,y)Z(Z/t)

Multiplicando os dois lados da equagdo (Sanduichando), por R(x, y)* para encontrar
o valor esperado, realizando a integracdo dos dois lados da equacao, ou seja, aplicando a

propriendade de completeza, temos:

(x, LN
/ny ]Qt /ny (axz 2 —l—az) R(x,y)Z(z,t)dxdy
—|—/R x,y)* = (wix? —|—wyy + w?z?)R(x,y)Z(z, t)dxdy
+/ R 4% —= 2 R(x, ) Z (2, PR (x,9) Z (2, Hidxdy

Funcdo de onda R(x,y):

 m(wy + wy) m(x? +y*) (wx + wy)
R(x,y) = g exp ( 7 (3.17)
Realizando mundanca de varidveis:
1 x? +y?
R(x,y) = - 3.18
(xy) = =exp ( 2B (3.18)
Considerando as frequéncias
Normalizagado
/R x,¥)*R(x,y)dxdy =1 (3.20)

Realizando os célculos e separando as fungdes em R(x,y) e em Z(z) que representam

o oscilador harménico, obtemos o potencial quimico:
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WZ(z) = [—hz (%) + 2 +zwmas\z<z>12] 2(2)

2m \ 922

Mudangas de variaveis:

2
[ h
T:wi't1“2:<2i’>;ZEZZL,Z:Z‘ZL;IL: W'li
1

Obtemos:

0Z(z,T) 9 ) 2 s
2i G @Z(z,r) +a°z°Z(z,7) +|Z'|°Z(z,T)

hwl

A funcdo de onda

Z(z,7) = u(z,T) = uexp (thZt> = uexp <Za?)12t>

= uexp (Za;lzclet> = uexp (Z\/hET>

Funcao de onda:

u(z, 7) = y/4las|Z(z, t) exp (zwht>

Solucdo tipo panqueca é quando reduzimos de 3D para 2D

Y(7,t) = R(x,y,t)Z(z)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

A solugdo tipo panqueca refere-se a uma distribuicdo espacial da fungdo de onda que

é ampla em uma diregdo e muito confinada em outras dire¢des. Essa forma é encontrada
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em sistemas altamente anisotrépicos, onde a frequéncia de oscilacdo harmonica é muito
maior em duas dire¢des do que na terceira. Por exemplo, em armadilhas bidimensionais
altamente apertadas, onde as oscilagdes ocorrem principalmente em dois eixos, a fun¢do
de onda assume uma forma achatada, parecida com uma panqueca.

A obtencdo dessas solugdes depende da modelagem adequada do potencial, das
condigdes iniciais e das intera¢des entre as particulas no sistema. As caracteristicas do
sistema, como o formato do potencial e as frequéncias de oscilagdo harmonica ao longo

dos diferentes eixos, influenciam diretamente a forma da solugéao.
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Capitulo 4

Instabilidades

A compreensdo das instabilidades é uma questdo fundamental em diversas areas da
fisica, como na fisica cldssica e na fisica quantica. Em ambas as 4reas, fendmenos como o
caos, vortices e turbuléncias podem surgir em fluidos e em sistemas de muitas particulas,
resultando em comportamentos complexos e imprevisiveis.

Na fisica cldssica, a turbuléncia é um fendmeno complexo que ocorre em fluidos em
movimento, resultante da interagdo entre forcas que causam o movimento e as forgas
de viscosidade que tendem a suavizar o fluxo. Vortices também sao regides de rotagdo
em um fluido que podem afetar o fluxo do fluido. O caos, por sua vez, refere-se a
um tipo especifico de comportamento dindmico que pode ocorrer em sistemas fisicos,
onde pequenas mudangas nas condigdes iniciais podem levar a grandes diferengas no
comportamento futuro do sistema.

Na fisica quéntica, a turbuléncia quantica surge em sistemas de muitas particulas, como
no condensado de Bose-Einstein. Nesse sistema, todas as particulas estio em um mesmo
estado quantico, o que leva a comportamentos coletivos complexos, como a formagado
de filamentos de vortices e instabilidades decorrentes da interagdo entre esses vortices.
O estudo das instabilidades em sistemas quanticos é fundamental para entendermos as
propriedades de muitos materiais, desde superfluidos até semicondutores.

Este capitulo explorard as instabilidades em sistemas fisicos, tanto na fisica classica
quanto na fisica quantica, com foco nas aplica¢des em turbuléncias, vortices e caos. Discu-
tiremos a formacédo e a interagdo de vértices em fluidos, bem como a turbuléncia quantica
em sistemas de muitas particulas, incluindo o condensado de Bose-Einstein. Além disso,
abordaremos as implica¢des dessas instabilidades em propriedades fisicas e em aplicagdes

préticas, como em engenharia de fluidos e na fabricacdo de materiais.

4.1 Caos

O caos é um fendmeno complexo e intrigrante que ocorre em diversos sistemas dinami-
cos da natureza, desde sistemas climaticos e bioldgicos até sistemas fisicos e matematicos.
O termo “caos"é geralmente utilizado para descrever um estado de desordem aparente e

imprevisibilidade, mas na matematica e na fisica, o caos tem um significado mais preciso
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e técnico.

Na fisica, o caos é um fendmeno caracterizado pela imprevisibilidade das trajetérias
de um sistema dinamico deterministico. Isso significa que, embora as equagdes que des-
crevem o sistema sejam completamente deterministicas, pequenas variagdes nas condi¢des
iniciais podem levar a grandes diferencas nos resultados finais. Ou seja, sistemas cadticos
sdo altamente sensiveis as condic¢des iniciais, conforme a ref. [14].

Na matemaédtica, o estudo do caos esta relacionado a teoria dos sistemas dindmicos.
Os sistemas dindmicos sdo aqueles que mudam com o tempo, e podem ser descritos
por equagdes matematicas. O estudo do caos em sistemas dindmicos é importante para
entender como eles se comportam e evoluem, e como pequenas mudangas nas condicdes
iniciais podem afetar significativamente sua dinamica.

Algumas caracteristicas distintivas que o distinguem de outros fendmenos dinami-
cos. Em sistemas cadticos, a evolucdo temporal pode parecer aparentemente aleatéria
e complexa, mesmo que as equagdes que descrevem o sistema sejam completamente
deterministicas. Isso ocorre porque, em sistemas cadticos, pequenas perturbagdes nas
condi¢des iniciais sdo amplificadas e se propagam pelo sistema, resultando em uma ampla
gama de comportamentos possiveis.

Outra caracteristica importante do caos é a presenca de fractais. Os fractais sdo
estruturas matemadticas auto-similares, ou seja, que se repetem em diferentes escalas.
Os sistemas cadticos muitas vezes geram padrdes fractais, que sdo formas geométricas
complexas e irregulares que se repetem infinitamente em diferentes escalas.

Os sistemas cadticos muitas vezes apresentam uma propriedade chamada de sensibili-
dade as condigdes iniciais. Isso significa que pequenas mudangas nas condig¢des iniciais
podem levar a grandes diferencas nos resultados finais. Essa propriedade é uma das
principais razdes pelas quais os sistemas caéticos sdo imprevisiveis a longo prazo.

Existem aplicagdes do caos em vérias dreas da ciéncia e da tecnologia. Em fisica, o
estudo do caos é importante para entender a dindmica de sistemas fisicos complexos,
como fluidos turbulentos e sistemas gravitacionais. Na biologia, o caos é encontrado
em muitos sistemas biolégicos, como a dindmica populacional de espécies, e pode ter
implicagdes para o controle e prevenc¢ao de doengas.

Na matemdtica, o estudo do caos tem aplicacdes em vdrias dreas, como a teoria
dos sistemas dinamicos e a geometria fractal. Além disso,0 estudo do caos também
tem aplicacdes na engenharia e na tecnologia. Por exemplo, o caos pode ser usado
para melhorar a eficiéncia de sistemas de controle, como na estabilizagdo de circuitos
eletronicos. Também temos a aleatoriedade aparente dos sistemas cadticos pode ser usada
em aplicagdes como criptografia e geragdo de ntiimeros aleatérios.

Embora os sistemas cadticos sejam imprevisiveis a longo prazo, é possivel controlar e

prever seu comportamento em curto prazo. Essa abordagem é conhecida como controle
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do caos e envolve a aplicacdo de pequenas perturbacdes no sistema para direciona-lo a
um estado desejado. O controle do caos tem aplicagdes em dreas como comunicagdes,
processamento de sinal e controle de processos industriais.

A previsibilidade do caos também pode ser melhorada por meio de técnicas de mode-
lagem matemaética e simulacdo numérica. Modelos matematicos precisos podem fornecer
informagoes valiosas sobre a dindmica de um sistema cadtico, permitindo que os pes-
quisadores entendam melhor seu comportamento e prevejam seu futuro a curto prazo,
conforme ref. [43].

O estudo do caos é um campo fascinante e em constante evolugdo, com aplica¢des
em diversas areas da ciéncia, da tecnologia e da engenharia. Embora os sistemas ca6ticos
sejam imprevisiveis a longo prazo, é possivel controlar e prever seu comportamento em
curto prazo por meio de técnicas de controle e modelagem matematica.

O caos também tem implicagdes filosoficas e culturais. A imprevisibilidade e complexi-
dade dos sistemas cadticos nos lembram que o mundo natural é complexo e inerentemente
incerto, e que a compreensao e a previsao de seu comportamento requerem um esforco

constante de pesquisa e aprendizado.

4.2 Natureza dos Vortices

Os vértices aparecem naturalmente em uma ampla gama de gases e fluidos. Pode-se
observar um vortice, por exemplo, quando a dgua se funde em um movimento circular no
ralo de uma banheira cheia, depois de puxar o tampao do ralo. Ou, por exemplo, durante
tempestades, quando os tornados, que sao vortices extremamente grandes, se formam.
Mas os vortices também existem em escalas muito pequenas, por exemplo em liquidos
quanticos como o superfluido Helio, gases atomicos ultrafrios ou em supercondutores nos
quais os vortices tém propriedades regidas pelas leis da fisica quantica, que as vezes tem
implicades estranhas e nao intuitivas.

O tamanho de um vértice e caracterizado pela corrente total de particulas que circulam
em torno do centro do vértice, seu niicleo. em liquidos quénticos, os vortices ndo vém em
tamanhos arbitrdrios, mas existem apenas em um conjunto quantizado de tamanhos. O
menor vortice tem um tinico quantum. Nenhum voértice menor pode existir em um liquido
quantico homogéneo. Todos os vortices maiores tém multiplos inteiros do tamanho do
menor vortice. A quantizagdo do tamanho do vértice ocorre porque o liquido e forgado
pelas leis da mecanica quantica a um movimento de travamento circulante em torno do
ntcleo do vortice.

Em experimento [44] ja foi gerado um tnico vOrtice quantico em um pequeno san-
duiche em forma de rosquinha feito de dois eletrodos supercondutores em forma de

anel de 100 microns de didmetro separados por um filme dieletrico muito fino. Nesse
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sistema, conseguiram confinar o vértice em um pocgo de potencial usando um pequeno
campo magnético. O vértice no pogo de potencial se comporta essencialmente como uma
bola de gude em uma tigela. Se alguém deslocar a bola de gude do centro da tigela, ela
rolard de volta para o centro em um movimento oscilatério. Em seguida, investigaram
experimentalmente com muito cuidado a dinadmica de tal vortice preso em um pogo de
potencial a temperaturas muito baixas. Observando que, quando o vértice oscila no fundo
do pogo, ele o fard apenas com um conjunto discreto de amplitudes permitidas pelas leis
da mecanica quantica. Da mesma forma que os proprios vortices existem apenas em um
conjunto quantizado de tamanhos, em baixas temperaturas eles também podem oscilar
apenas com um certo conjunto discreto de amplitudes no potencial. Observamos essa
propriedade do vértice ao confind-lo com radiagdo de micro-ondas de um de seus estados
oscilatérios para o outro.

Além disso, como foi baixado uma das bordas do pogo de potencial (correspondente a
uma inclinagdo da tigela), os pesquisadores puderam observar o vértice escapando do
pogo por um tinel através da parede lateral do pogo, ou seja, o vortice pode escapar do
pogo mesmo que a amplitude de suas oscilagdes seja pequena demais para superar o topo
da barreira, esse processo é permitido para mintisculos voértices pelas regras da mecanica
quantica.

Essas propriedades mecanicas genuinamente quénticas na dindmica de um tnico
vortice isolado foram observadas pela primeira vez nestes experimentos [44]. Tais experi-
mentos ajudardo os cientistas a entender melhor as propriedades de baixa temperatura de
vortices e materiais que contém voértices. Por um lado, os vortices frequentemente limitam
o desempenho de materiais ou dispositivos supercondutores, como filmes superconduto-
res usados para transporte de corrente, sensores de campo magnético sensiveis (SQUIDs)
ou outros eletrdnicos supercondutores. Por outro lado, a dindmica quantica controlada de
vortices também pode abrir um caminho vidvel para a construcao de elementos para um

computador quéantico baseado no fendémeno observado.

4.3 Vértices e Estados de Momento Angular

Em materiais supercondutores, a formagdo de vortices na presenga de um campo
magnético aplicado ja vem sendo estudada hd muito tempo [45]. Quando o supercondutor
é submetido a um campo magnético, as supercorrentes de pares de Cooper em seu interior
se ajustam de maneira a expulsar o campo, o que e conhecido como efeito Meissner. Porém,
especialmente em ligas supercondutoras, se o campo for maior que um certo campo
critico, ele e capaz de penetrar na amostra supercondutora, formando uma linha de fluxo
magnético quantizado, ao redor da qual se forma um vértice na supercorrente. A medida

que o campo aumenta, mais vortices vao entrando na amostra de maneira quantizada e se
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agrupando em uma rede triangular. Porém, em 2003, Chibotaru e coautores estudaram
supercondutores de tamanho mesoscépico com vdrias geometrias e verificaram que o
padr~ao de vortices formado nessas estruturas ndo s6 segue a formagao da rede triangular,
como também acompanha a mesma simetria do sistema [46]; desta forma, se o sistema é
quadrado, por exemplo, esperam-se padrdes de vértices com tal simetria.

Inspirados por essa tendéncia de se estudar a geometria da rede de vortices em
sistemas mesoscopicos, em 2005, Slachmuylders et al. investigaram um efeito parecido
em pontos quanticos semicondutores. A ideia geral é a seguinte: se eletrons em um
sistema semicondutor plano de geometria circular sdo submetidos a um campo magnético
perpendicular externo, as energias dos autoestados formam um padrdo com uma serie
de cruzamentos entre estados no espectro como func¢do do campo. Como o momento
angular neste caso comuta com o Hamiltoniano, os autoestados de energia também sdo
autoestados de momento angular, e os cruzamentos no espectro, na prética, representam
cruzamentos entre estados diferentes de momento angular. Porém, se essa simetria circular
é quebrada por um potencial de confinamento triangular, ou quadrado, é necessario que
haja anti-cruzamentos, ao invés de cruzamentos, no espectro, uma vez que autoestados de
momento angular ndo sdo mais autoestados do sistema. Isso indica a possibilidade de um
estado exatamente sobre um desses anti-cruzamentos ser uma combinacdo de estados de
momento angular diferentes. Mais ainda, como o sistema néo é circular, circulos menores
de corrente eletronica induzidos pelo campo magnético dentro da geometria confinante
podem ser responsdveis pela quantizagdo de momento angular no sistema. Tais correntes
circulantes seriam andlogas aos vortices em supercondutores, enquanto a quantizagdo de
momento angular seria analoga a quantiza¢do do fluxo magnético. A analogia parece se
justificar ainda mais quando percebemos que a primeira equacdo de Ginzburg-Landau,
que descreve a densidade de pares de Cooper no supercondutor, e, na verdade, é a mesma
equacdo de Schrodinger que rege eletrons no semicondutor, mas com um potencial ndo
linear adicional. A possibilidade de se combinar estados de momento angular positivo e
negativo nos estados dos anti-cruzamentos do espectro do ponto quantico semicondutor,
prevendo assim a existéncia de uma rede de voértices e anti-vortices, torna ainda mais
interessante este tipo de estudo. Uma investigagdo bastante completa foi feita ent~ao
para se estudar estes estados de vortices em pontos quanticos semicondutores quadrados
e triangulares e sua comparagdo com o esperado em supercondutores mesoscépicos
similares [47].

Com a descoberta do grafeno, surge agora um novo sistema para se investigar a
formagdo deste tipo de vortice. Na verdade, um padrdo de vortices nas conexdes de
Berry de um ponto quantico de grafeno com geometria triangular zigzag, no modelo
continuo, foi feito em 2010 por Ezawa. Porém, esforcos no sentido de se estudar a

formagdo de vortices induzidos por campos magnéticos nesta e em outras geometrias e
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outros tipos de borda ainda sado escassos na literatura. Mais uma motivagdo para este
estudo surge quando lembramos que, diferentemente dos semicondutores, onde elétrons
de baixa energia obedecem a equagdo de Schrodinger do modelo de massa efetiva, e dos
supercondutores, onde pares de Cooper obedecem & equagdo de Schrodinger ndo-linear,
no grafeno, os elétrons de baixa energia obedecem & equagdo de Dirac para particulas sem
massa. Torna-se ent~ao interessante investigar se hd de fato a formagdo de texturas de
vortices de correntes em algum dos autoestados de energia dessas estruturas de grafeno e,
se hd, ent~ao, sob que condi¢des de intensidade de campo, geometria e tipo de borda, e

como estes vortices se relacionam com estados de momento angular.

4.4 Vortices Opticos

Os vértices atrairam a atengdo dos fisicos em parte por causa de sua estabilidade excep-
cional. Os vortices podem ocorrer naturalmente como redemoinhos e tornados na Terra e
como vortices gravitacionais em torno de buracos negros no espago. Na fisica quantica,
0s vortices sdo geralmente encontrados em conjuntos de particulas, como superfluidos,
supercondutores e condensados de Bose-Einstein. No entanto, se o movimento de uma
Unica particula poderia representar um vortice ndo foi abordado até 1992, quando Allen et
al. sugeriram que os f6tons em um feixe de laser podem transportar momento angular
orbital como um vértice. Desde entdo, varios métodos para geracdo e deteccdo de feixes
de vértices 6pticos foram desenvolvidos e aplicados em muitas dreas cientificas, e também

foram gerados feixes de vortices de outra particula elementar, o elétron.

4.5 Turbuléncia

A compreensdo da turbuléncia é um dos maiores desafios atuais da fisica, tanto em
seu contexto classico quanto quantico. Embora a turbuléncia cldssica seja governada
pelas leis da mecanica cléssica, a turbuléncia quantica é construida sobre emaranhados de
filamentos de vortices discretos, o que torna seu estudo ainda mais complexo.

Uma das principais dificuldades em entender a turbuléncia é a falta de uma teoria
de primeiros principios para explicar a intermiténcia espago-temporal observada. Os
fluxos turbulentos podem ser considerados como uma intrinseca colegdo de voértices
que interagem mutuamente, mas a imagem se torna ainda mais precisa na turbuléncia
quantica.

Recentemente, foram estudadas as estatisticas de circulagdo de velocidade em turbu-
léncia quantica e classica. Os resultados mostraram que, em fluxos quanticos, a turbuléncia
de Kolmogorov surge da correlacdo das orientagdes dos voértices, enquanto os desvios

associados a intermiténcia se originam de seu arranjo espacial nao trivial.
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Além disso, foi possivel vincular a distribuigdo espacial de vortices na turbuléncia
quantica a dissipagdo de energia de granulagdo grosseira na turbuléncia classica. Isso
permitiu a aplicacdo de modelos existentes de intermiténcia da turbuléncia cldssica ao
caso quantico, iniciando um caminho promissor para uma melhor compreensao desta
dltima.

Os resultados deste estudo fornecem uma conexdo entre a intermiténcia da turbu-
léncia quantica e cldssica e podem ajudar a avangar nossa compreensdo deste fendmeno
complexo. No entanto, ainda hd muito a ser explorado nesta area, especialmente no que
diz respeito a turbuléncia quantica, que ocorre em escalas extremamente pequenas e é
governada pelas leis da mecanica quantica. Novas ferramentas tedricas e experimentais
serdo necessarias para compreender completamente este fendmeno e suas implicagdes em

varios campos da fisica.

4.5.1 Turbuléncia Classica

Turbuléncia cldssica é um fendmeno complexo e altamente dissipativo que ocorre
em fluxos de fluidos com alto nimero de Reynolds. Ela é caracterizada por uma ampla
gama de escalas fortemente interativas, resultantes da nao linearidade dos fluxos turbu-
lentos. A dissipagdo de energia em turbuléncia cldssica é fortemente associada a mistura
rapida e aumento nas taxas de transferéncia de momentum, calor e massa. A vorticidade
desempenha um papel fundamental na descri¢do dos fluxos turbulentos, que ndo sao
caracteristicas exclusivas de fluidos, mas sim de fluxos de fluidos. A teoria da turbuléncia
sofre da falta de métodos matemaéticos robustos devido a nédo linearidade da equagdo de
movimento, o que resulta em cada padrao de fluxo individual apresentando caracteristicas
Unicas associadas as suas condigdes iniciais e de contorno. A compreensao da turbuléncia
classica é crucial para diversos campos da fisica, incluindo a aerodinadmica, oceanografia,
geofisica e engenharia de processos.

Os fluxos turbulentos sdo altamente dissipativos e requerem uma fonte de energia para
serem mantidos. A energia é fornecida em grandes escalas de comprimento e dissipada
em escalas menores. Além disso, a turbuléncia é caracterizada pela ampla gama de
escalas fortemente interagindo entre si, bem como pela intrinseca aleatoriedade espacial e
temporal. A vorticidade é uma grandeza fundamental na descricdo dos fluxos turbulentos,
que apresentam altos niveis de flutuag¢oes vorticais. Embora ndo haja uma teoria geral
para descrever a turbuléncia cléssica, os teéricos concentram-se em familias de fluxos com
condi¢des de contorno relativamente simples. A compreensdo da turbuléncia classica é

fundamental para a modelagem e previsdao de muitos fendmenos naturais e industriais.
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4.5.2 Equacado de Navier-Stokes

Nesta sec¢do da tese, serd abordada a equacdo de Navier-Stokes, que é amplamente

utilizada para descrever o movimento de fluidos. A equagdo é dada por:

o @1’ +V-Vv> = —Vp+uVv+f (4.1)

onde p é a densidade do fluido, v é o vetor de velocidade do fluido, t é o tempo, p é a
pressdo, u é a viscosidade dindmica e f é a for¢a por unidade de massa.

A equacgdo de Navier-Stokes é um conjunto de equagdes diferenciais parciais ndo
lineares que descrevem a dinamica do fluido. Ela é derivada das leis de conservagdo da
massa, do momento e da energia. Embora a equacdo de Navier-Stokes tenha uma base
cinética limitada, ¢ amplamente aceita como adequada para descrever fluxos de fluidos
reais.

No entanto, a solugdo geral da equacdo de Navier-Stokes ndo pode ser dada devido a
falta de desenvolvimento matematico das equagdes diferenciais parciais ndo lineares. Por
esta razao, a solucdo do problema da equacdo de Navier-Stokes sujeita a condi¢des iniciais
e de contorno pode ser obtida apenas numericamente.

Embora ndo haja uma solugao geral para a equagao de Navier-Stokes, a solugdo pode
ser aproximada em problemas especificos utilizando-se técnicas de simulagdo numérica.
A equagdo de Navier-Stokes é frequentemente utilizada em aplicagdes que envolvem a
dindmica de fluidos, tais como aerodindmica, engenharia de combustado, oceanografia,
entre outras areas.

Além disso, a equagdo de Navier-Stokes é uma equagdo nédo integravel e nao local.
A propriedade de nado-localidade no espaco fisico é devida a pressdo, que é diretamente
definida pelo campo de velocidade. Portanto, o campo de velocidade é ndo-local tanto no
espago fisico quanto em qualquer outro espaco (hd um acoplamento entre as escalas de
comprimento grande e pequeno). As dificuldades descritas acima sdo principalmente de
natureza formal ou técnica. Ha ainda uma outra dificuldade de natureza geral: a falta de
conhecimento sobre os processos fisicos subjacentes a turbuléncia e sua geragao e origem.

Por causa dessas dificuldades, a abordagem estatistica deve ser adotada nas teorias de
turbuléncia desde o inicio, devido a extrema complexidade. Nas teorias de turbuléncia, no
entanto, as equagdes de movimento sempre levam a situagdes em que ha mais incégnitas
do que equacoes. Isso é chamado de problema de fechamento da teoria da turbuléncia.

Em muitas circunstancias, é possivel argumentar que alguns aspectos da estrutura da
turbuléncia dependem apenas de algumas varidveis ou parametros independentes. Se
tal situagao prevalecer, os métodos dimensionais muitas vezes ditam a relagdo entre as
variaveis dependentes e independentes, resultando em uma solugao conhecida exceto

por um coeficiente numérico. Além disso, outra abordagem frequentemente utilizada
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é explorar algumas das propriedades assintéticas dos fluxos turbulentos. Qualquer
descrigdo proposta da turbuléncia deve se comportar adequadamente no limite em que Re
se aproxima do infinito, uma vez que se pode considerar efeitos moleculares de viscosidade
nula. Em geometrias de fluxo simples, as caracteristicas do movimento turbulento em
algum ponto no tempo e espago parecem ser controladas principalmente pelo ambiente
imediato (invariancia local).

Considerando a equagdo de Navier-Stokes incompressivel (densidade constante), em
que u é a viscosidade cinematica, p é a pressdo e m e p sdo a massa e densidade da
particula, respectivamente. A equagdo de Navier-Stokes é o resultado de uma grosseira
gradagdo sobre os efeitos moleculares estocasticos. Embora a equacdo de Navier-Stokes
tenha uma fundagdo cinética limitada, é comumente considerada adequada para descrever
fluxos de fluido reais.

No entanto, a matematica das equagdes diferenciais parciais ndo lineares nao foi
desenvolvida a ponto de se obter uma solugdo geral. Portanto, ha pouco uso analitico
substancial da equacdo de Navier-Stokes na turbuléncia. No entanto, simula¢des nu-
méricas tém sido amplamente utilizadas. Além disso, a equagdo de Navier-Stokes é
ndo integravel e ndo local. A propriedade de nado-localidade no espaco fisico é devido
a pressdo, que é diretamente definida pelo campo de velocidade. Assim, o campo de
velocidade é ndo local no espago fisico e em qualquer outro espago (ha um acoplamento
entre as escalas de comprimento grandes e pequenas). As dificuldades descritas acima sdo
principalmente de natureza formal ou técnica. Ha outra dificuldade de natureza geral: a
falta de conhecimento sobre os processos fisicos subjacentes da turbuléncia e sua geragdo
e origem.

Como a solugdo geral da equacdo de Navier-Stokes ¢é inatingivel, adota-se uma abor-
dagem estatistica na teoria da turbuléncia desde o inicio, devido a extrema complexidade.
Na teoria da turbuléncia, no entanto, as equac¢des de movimento sempre levam a situagdes
em que ha mais incégnitas do que equagdes. Isso é chamado de problema de fechamento
da teoria da turbuléncia. E preciso usar suposicdes estatisticas para tornar o ntimero de
equacgoes igual ao nimero de incégnitas.

Consideragoes de simetria sdo centrais para o estudo da turbuléncia totalmente de-
senvolvida. Em Re mais alto, quando o fluxo se torna turbulento, suas propriedades
estatisticas sdo invariantes sob transla¢des. Comentarios semelhantes podem ser feitos
sobre todas as outras simetrias da equagao de Navier-Stokes: 0 mecanismo responsavel
pela geragdo do fluxo turbulento geralmente ndo é consistente com a maioria das possiveis
simetrias. No entanto, os aspectos qualitativos de muitos fluxos turbulentos sugerem
alguma forma de homogeneidade, isotropia e possivel invariancia de escala. No limite
de Re infinito, todas as possiveis simetrias da equacdo de Navier-Stokes, normalmente

quebradas pelo mecanismo que produz o fluxo turbulento, sdo restauradas em um sentido
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estatistico em pequenas escalas (£, com L sendo a escala caracteristica da produgédo de
turbuléncia). Sob a mesma suposicdo, o fluxo turbulento é auto-similar em pequenas
escalas, ou seja, possui um tnico expoente de escala /. Assim, existe um expoente de

escala h € R, tal que,
do(r,k') ~ |K| =K (mod n"), do(r,K) (4.2)

é a densidade espectral de energia de dissipacdo de turbuléncia. Essa invariancia de
escala sugere que o fluxo turbulento é governado por uma hierarquia de estruturas, que
se repetem em todas as escalas menores, até as escalas em que a viscosidade molecular se
torna importante. Essas estruturas sdo chamadas de "redemoinhos"ou "vortices"e a sua
dinamica é uma das principais questdes em aberto no estudo da turbuléncia. A busca por
uma descri¢do detalhada dessas estruturas e sua interagdo é uma 4rea ativa de pesquisa

na fisica da turbuléncia.

Leis de Kolmogorov

Andrey Nikolaevich Kolmogorov foi um matematico e estatistico russo que nasceu em
Tambov, Russia, em 25 de abril de 1903, e faleceu em Moscou, Russia, em 20 de outubro
de 1987. Ele é considerado um dos maiores matematicos do século XX e fez contribui¢des
importantes em vérias dreas da matematica, incluindo teoria da probabilidade, analise,
topologia e mecanica quantica.

Kolmogorov estudou na Universidade de Moscou e comegou a trabalhar na universi-
dade aos 20 anos de idade. Ele se tornou professor na universidade em 1931 e permaneceu
la pelo resto de sua carreira. Em 1933, ele publicou seu famoso livro "Foundations of
the Theory of Probability", que se tornou um cléssico e estabeleceu as bases para a teoria
moderna da probabilidade.

Além de suas contribui¢des para a teoria da probabilidade, Kolmogorov fez impor-
tantes contribui¢des para a andlise, desenvolvendo o conceito de espaco métrico, e para
a teoria dos conjuntos, trabalhando com a teoria da medida e estabelecendo os axiomas
de Kolmogorov para a probabilidade. Ele também fez contribuicdes para a mecanica
quantica, propondo uma interpretagdo probabilistica da teoria.

Kolmogorov recebeu vérios prémios em reconhecimento ao seu trabalho, incluindo a
Medalha de Ouro da Academia de Ciéncias da URSS em 1941, o Prémio Stalin em 1946 e a
Medalha Lomonosov em 1958. Ele também foi eleito para vérias academias de ciéncias,
incluindo a Academia de Ciéncias da Russia e a Academia de Ciéncias da Franca.

Em resumo, Kolmogorov foi um dos matematicos mais influentes do século XX, cujas
contribui¢des a teoria da probabilidade, andlise, topologia e mecanica quéntica ainda sdo

amplamente estudadas e aplicadas hoje em dia.
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As leis de Kolmogorov sdo um conjunto de trés hipoteses formuladas por Andrey
Kolmogorov em 1941 que descrevem o comportamento estatistico de um fluxo turbulento
de fluido incompressivel. Essas leis sdo fundamentais para o estudo da turbuléncia e sdo
amplamente utilizadas na modelagem numérica de fendmenos turbulentos.

A primeira lei de Kolmogorov, também conhecida como hipétese de isotropia local,
afirma que, em uma escala suficientemente pequena, a turbuléncia é estatisticamente
isotrépica. Isso significa que as propriedades estatisticas do fluxo ndo variam com a
direcdo, mas apenas com a distdncia. Matematicamente, essa hip6tese pode ser expressa

como:

}i—% <5ul(x)(r572(x +7)) — v, (43)

onde du;(x) = u;j(x +r) — u;(x) é a flutuagdo da velocidade no ponto x e na diregéo i,
(-) denota a média estatistica e v é a viscosidade cinemética do fluido.

A segunda lei de Kolmogorov, ou hipétese de similaridade estatistica, estabelece que
as estatisticas do fluxo turbulento dependem apenas da taxa de dissipagado de energia
por unidade de massa. Isso significa que, para um dado valor de taxa de dissipagdo ¢,
as propriedades estatisticas do fluxo sdo as mesmas, independentemente da escala de

observac¢do. Matematicamente, essa hipétese pode ser expressa como:

(Gu)?) [0\
<<5uf>v>”(r> / @9

onde du, e duy sdo as flutuagdes de velocidade em escalas de comprimento r e /,
respectivamente, p € um ntmero inteiro positivo e {, € o expoente de escala, que ¢ uma
constante universal dependente apenas de p.

A terceira lei de Kolmogorov, ou hipétese de dissipagdo de energia, afirma que a
taxa de dissipagdo de energia em uma escala de comprimento ¢ é proporcional a e'/3¢4/3,

Matematicamente, essa hipdtese pode ser expressa como:

e ~ v ((Suy)3) /3. (4.5)

Essas trés hipoteses de Kolmogorov tém implicagdes profundas para a natureza da
turbuléncia e sdo a base da teoria da turbuléncia de cascata, que descreve como a energia
é transferida das grandes escalas para as pequenas escalas, onde é finalmente dissipada
em calor pela viscosidade do fluido.

As leis de Kolmogorov possuem diversas consequéncias praticas e tedricas. Algumas
delas incluem:

Espectro de energia: As leis de Kolmogorov permitem determinar o espectro de
energia das turbuléncias, que é uma representacado grafica da quantidade de energia em

cada comprimento de onda. O espectro de energia é usado em diversas aplica¢des, desde
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o projeto de aerofélios de avides até a previsdo de ondas em oceanos.

Andlise de dados experimentais: As leis de Kolmogorov sdo utilizadas para analisar
dados experimentais de turbuléncia, como velocidade e pressdo em diferentes pontos do
fluxo. Através da andlise dos dados, é possivel inferir informagdes importantes sobre a
dindmica do escoamento, como a taxa de dissipagdo de energia e o tamanho das estruturas
turbulentas.

Modelagem numérica: A compreensao das leis de Kolmogorov é fundamental para o
desenvolvimento de modelos numéricos de turbuléncia. Esses modelos sdo utilizados em
diversas dreas, como na engenharia aerondutica e na simula¢do de escoamentos em rios e
oceanos.

Previsdo do tempo: As leis de Kolmogorov também tém implica¢des na previsao do
tempo, pois permitem modelar o comportamento da turbuléncia na atmosfera. Modelos
numéricos baseados nas leis de Kolmogorov sdo utilizados em diversas agéncias meteoro-
légicas para prever condi¢des atmosféricas adversas, como tempestades e furacdes.

A Lei de Kolmogorov 5/3 é uma consequéncia das leis de Kolmogorov que descrevem
o comportamento das escalas de energia em fluidos turbulentos. Essa lei é particularmente
importante, pois é considerada um marco na compreensdo da turbuléncia, uma vez que é
baseada na teoria da cascata de energia de Kolmogorov.

De acordo com essa lei, 0 espectro de energia das flutuagdes de velocidade em fluidos

turbulentos em escala inercial é dado por:

E(K) o< k7373 (4.6)

onde E(k) é a energia cinética contida em cada comprimento de onda k. Essa lei foi
observada em muitas condi¢des turbulentas diferentes, incluindo ventos atmosféricos,
ondas oceédnicas, turbuléncia em escoamentos e jatos supersonicos.

Alei de Kolmogorov 5/3 implica que a energia é transferida dos grandes redemoinhos
aos menores, em uma cascata de energia, até que as escalas sejam suficientemente peque-
nas para que a viscosidade dissipe a energia em forma de calor. A lei também fornece
uma relagdo entre a energia e a escala espacial ou temporal, permitindo que sejam feitas
previsdes sobre a turbuléncia em diferentes condigdes.

A Lei de Kolmogorov 5/3 tem sido amplamente utilizada em muitas dreas da fisica,
incluindo a meteorologia, engenharia, fisica de plasmas e geofisica, entre outras. E uma
das leis mais importantes e bem conhecidas na teoria da turbuléncia, e seu sucesso
em descrever as caracteristicas da turbuléncia é um testemunho do poder da teoria de

Kolmogorov.
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Energia de cascata

A cascata de energia é um conceito fundamental na dindmica dos fluidos e na teoria
da turbuléncia. O termo se refere a transferéncia de energia em um fluxo turbulento do
regime de grandes escalas para o regime de pequenas escalas, onde a energia é dissipada
em forma de calor devido a viscosidade do fluido.

O processo de cascata de energia é descrito pela lei de Kolmogorov, que postula a
existéncia de uma estrutura hierdrquica de vortices de diferentes tamanhos, empilhados
em uma hierarquia decrescente. A energia é introduzida no topo da cascata a uma taxa
constante, e é transferida de vortices maiores para vortices menores por meio de interagdes
ndo lineares, até que ela atinge a escala dissipativa de Kolmogorov, onde é dissipada pela
viscosidade do fluido.

A cascata de energia é um fendmeno néo trivial que ocorre em sistemas turbulentos, e
sua compreensdo requer uma abordagem multifacetada, envolvendo a teoria matematica,
a modelagem numérica e a experimentagdo fisica. Em particular, a teoria da turbuléncia
fornece uma estrutura conceitual para entender a dindmica dos fluidos turbulentos e a
transferéncia de energia entre as diferentes escalas.

Um aspecto importante da cascata de energia é que ela ndo ocorre apenas em uma
dire¢do, ou seja, da escala maior para a menor. Na verdade, a transferéncia de energia
também ocorre em escalas menores para maiores, devido a natureza ndo linear das
equagdes de Navier-Stokes que governam o movimento dos fluidos. Essa transferéncia
reversa de energia é conhecida como cascata inversa e é mais proeminente em sistemas
com fortes gradientes de energia, como a turbuléncia geofisica e a turbuléncia magneto-
hidrodindmica.

A cascata de energia tem implicacdes significativas em vérias dreas da ciéncia e da
engenharia. Por exemplo, ela afeta o transporte de calor e massa em sistemas geofisicos,
como a atmosfera e os oceanos, e é crucial para entender a dindmica de combustdo
em motores a jato e em reatores nucleares. A cascata de energia também é importante
em aplica¢des industriais, como em turbinas hidraulicas e e6licas, onde a eficiéncia do
processo depende da transferéncia de energia entre as diferentes escalas, ou seja, é um
processo fundamental que ocorre em sistemas turbulentos, caracterizado pela transferéncia
de energia do regime de grandes escalas para o regime de pequenas escalas, onde a energia
é dissipada em forma de calor. Seu estudo é crucial para entender a dindmica dos fluidos

turbulentos e tem implicagdes significativas em vérias dreas da ciéncia e da engenharia.
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Capitulo 5

Vértices e Turbuléncia Através de Per-
turbacao Periddica de Condensados de

Bose-Einstein Acoplados

Voértices sdo fendmenos amplamente observados e estudados em diversos sistemas
naturais, abrangendo desde correntes ocednicas e atmosféricas até a formacao de turbilhdes
em rios e nuvens. Esses padroes de escoamento giratério ao redor de um centro de
rotagdo sao caracterizados pela presenga de vorticidade, uma grandeza matematica que
descreve a circulagdo ou rota¢do de um fluido em um determinado ponto de seu campo
de escoamento. Em particular, no contexto dos condensados de Bose-Einstein (BECs),
que sdo estados altamente correlacionados de um grande ntimero de atomos ultrafrios, a
formacdo de vértices tem sido objeto de intensa pesquisa.

Nossa pesquisa se concentra na produgdo de vortices em condensados de Bose-Einstein
(BECs) agitados e acoplados. Investigamos a dindmica da formagdo de voértices em
sistemas confinados por armadilhas harmonicas e exploramos a geracdo de vortices
em um quadro rotativo. Para isso, consideramos a frequéncia de rotacdo efetiva da
armadilha, que é calculada a partir do momento de inércia e do momento angular efetivo
do condensado. Realizamos simulagdes para BECs de duas espécies, levando em conta os
efeitos da diferenca de massa entre as espécies, a fim de examinar como isso influencia a
formagdo de vortices. Observamos que sistemas com maior assimetria de massa tendem a
produzir vértices de forma mais rdpida.

Além disso, investigamos a producdo dindmica de vortices em misturas experimen-
talmente acessiveis, como 8°Rb-133Cs e Rb-3"Rb. Para isso, resolvemos numericamente
as equacoes de movimento e analisamos a dindmica do sistema usando uma variedade
de medidas, incluindo espectros de energia. Nossas analises revelaram evidéncias da lei
classica caracteristica de Kolmogorov k=5/3 associada a turbuléncia, com modificagdes na
escala do nicleo de vértice universal k2 no regime ultravioleta. Além disso, considera-
mos a mistura no referencial do laboratério, confinada em uma armadilha harmoénica tipo
panqueca levemente perturbada de forma eliptica por um potencial periédico dependente

do tempo. Essa perturbacdo introduz dindmica turbulenta, resultando em padrdes estaveis
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finais de vortices induzidos pela periodicidade da perturbacdo. Como resultado, nosso es-
tudo tem como objetivo principal distinguir entre fluxos turbulentos e ndo turbulentos em
BECs bidimensionais, com efeitos interessantes sendo observados devido ao desequilibrio
das massas atdmicas.

As observagoes experimentais de vortices em condensados de Bose-Einstein (BECs)
tém sido um tema de grande relevancia na pesquisa em fisica quantica, especialmente no
estudo da superfluidez. A superfluidez é um fendmeno quantico que ocorre em certos
fluidos, nos quais a viscosidade é completamente eliminada e as particulas podem mover-
se livremente e sem obstaculos. A formagao de matrizes de vértices é uma caracteristica
fundamental da superfluidez, tendo sido verificada anteriormente em um superfluido de
hélio em rotagdo [75].

Desde entdo, a formagdo de vortices em BECs tem sido amplamente investigada por
meio de estudos tedricos e experimentais. Diversas revisdes [64, 79, 80, 81, 82] descrevem
os avangos realizados apds as primeiras observagdes, abrangendo técnicas como rotagdo
da armadilha magnética, agitagdo a laser e excitagdo oscilatéria sobrepondo o potencial de
confinamento para a nucleagao de vortices em BECs.

As observagoes experimentais de vortices em BECs foram motivadas pela sua impor-
tancia esperada para os aspectos fundamentais da mecéanica quantica, como a superfluidez.
Os primeiros registros experimentais foram relatados em [67], seguidos por outros estudos
[68,69,70,71,72,73, 74]. Esses experimentos foram realizados utilizando técnicas como
rotagdo da armadilha magnética e excitagdo oscilatéria para induzir a formagdo de vortices
em BECs.

Desde entdo, intimeros estudos teéricos e experimentais tém sido conduzidos para
compreender a formacdo dindmica de voértices em BECs e os mecanismos envolvidos
em sua geragdo. Essas investigacoes tém sido fundamentais para o desenvolvimento da
fisica de BECs e para a compreensdo dos fendmenos quanticos associados a superfluidez
em sistemas de muitas particulas. As observagdes experimentais de vértices em BECs
continuam sendo um tema de pesquisa importante, com vérias questdes ainda a serem
elucidadas.

Os conceitos da turbuléncia de fluidos tém sido aplicados no estudo da dinamica de
condensados de Bose-Einstein (BECs) submetidos a rotacdo, apresentando uma deforma-
cdo eliptica fraca e dependente do tempo em seu potencial de confinamento [83]. Essa
deformacao introduz uma instabilidade quadrupolar e gera um fluxo turbulento, no qual
a energia injetada é dissipada por meio de interacdes entre ondas de som, vortices e perda
de particulas. A formagdo de uma rede de voértices, que ocorre ao longo de periodos de
tempo prolongados e em equilibrio com a rotacao, é resultado desse processo turbulento.

Os regimes cldssico e quantico de turbuléncia bidimensional em condensados de

Bose-Einstein (CBE) confinados tém sido objeto de estudo em vdrias pesquisas, utilizando
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andlise espectral para decompor a energia cinética em componentes compressiveis (som)
e incompressiveis (vortice) [84, 85, 86, 87, 88]. E importante ressaltar as revisdes recentes
que abordam a &drea consolidada da turbuléncia quantica em gases quanticos [89, 90, 91].

Recentemente, houve um grande interesse em compreender as diferengas fundamen-
tais entre a turbuléncia quantica e cléssica em sistemas de rotagdao [92]. Em particular,
estudos recentes em sistemas binarios tém investigado a dindmica de vortices e a formagdo
de padrdes [93], com o objetivo de compreender os mecanismos de formagao de vortices e
sua relagdo com as excita¢oes de ondas sonoras [30, 94]. Além disso, simula¢des tém obser-
vado a emergéncia de estruturas coerentes de vortice de alta energia em fluidos quanticos
turbulentos bidimensionais (2D), o que estd em acordo com experimentos recentes [86, 88].

Outro aspecto interessante é o estudo de estruturas tridimensionais de vértices em
condensados de Bose-Einstein dipolares [96]. Esses estudos consideram armadilhas
totalmente anisotrépicas com aumento da excentricidade, o que pode resultar em um
comportamento complexo de vortices.

Além disso, a produgao de voértices em condensados de Bose-Einstein de multiplos
componentes é um tema intrigante, pois existem vdrias fases de rede de vértices que
podem ser observadas além dos padrdes triangulares de Abrikosov, inicialmente pre-
vistos em supercondutores do tipo II [95, 97, 98]. Para uma visdo mais atualizada da
teoria da rede de vortices focada em experimentos em condensados de Bose-Einstein,
recomendamos a leitura de [99].

E importante destacar que a produgao de dois condensados de Bose-Einstein sobre-
postos utilizando dois estados de hiperfino diferentes do mesmo is6topo de rubidio, 8’Rb,
foi relatada por Myatt et al. (1997) [100]. Esse trabalho foi seguido por estudos sobre as
oscilagoes coletivas resultantes da colisdo de dois condensados de Bose-Einstein [101] e
investiga¢des das propriedades atdmicas e moleculares de condensados de Bose-Einstein
acoplados [102].

Para dois is6topos diferentes de rubidio, 85Rb e 8Rb, a teoria existente indica que
um condensado duplo misto de is6topos estaveis pode ser formado por resfriamento
evaporativo simpético, permitindo o controle parcial das intera¢des entre os estados de
hiperfino [103]. Essa possibilidade foi confirmada experimentalmente na produgdo de uma
mistura condensada acoplada de potéssio e rubidio ('K e 8Rb) [104]. As propriedades
colisionais dessa mistura foram estudadas mais detalhadamente [105], incluindo o controle
das interagdes entre as espécies [106]. A observacdo de separagdo de fase controlavel [107]
foi seguida pela producio de condensados de Bose-Einstein acoplados de Rb e *Cs
[108], is6topos de estroncio 84885y [109], potéssio K [110] e sédio ?*Na [111]. Gases
ultrafrios fortemente dipolares de disprésio (Dy) e érbio (Er) [112, 113] também tém sido
objeto de varios estudos em misturas dipolares.

O alto controle experimental de sistemas binarios acoplados de duas componentes
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sugere a possibilidade de rotagdo de condensados de Bose-Einstein em misturas atomicas.
Esses estudos tém se concentrado principalmente nas estruturas de voértices no estado
fundamental em relagdo a miscibilidade, que é uma caracteristica relevante de gases
ultrafrios de multiplas componentes. O comportamento miscivel desses sistemas depende
da natureza das interag¢Oes interatdmicas entre as diferentes espécies. Condensados de
Bose-Einstein de duas componentes misciveis ou imisciveis podem ser distinguidos pela
sobreposicdo ou separagdo espacial de suas respectivas fungdes de onda de cada com-
ponente. Para diferentes misturas dipolares bindrias confinadas, algumas propriedades
rotacionais foram estabelecidas [115, 116, 117]. A transi¢ao miscivel-imiscivel de misturas
dipolares de condensados de Bose-Einstein com vértices foi estudada em geometrias tipo
panquecas e tipo charutos, considerando isétopos de disprésio (1921%4Dy) e érbio (1%®Er).
Apos estudos exploratérios da ocorréncia de padrdes de vortices em misturas bindrias
em rotagdo [119, 120], a sensibilidade do desequilibrio de massa em misturas dipolares foi
destacada em [121], juntamente com o papel das intera¢des dipolo-dipolo na formacao de
separacdes de fase.

No presente trabalho, nosso objetivo é analisar a geracao e estabilizagao de vértices
em condensados de Bose-Einstein binarios desequilibrados em massa sob agitagdo. Como
sistemas exemplares, estudamos duas misturas acessiveis experimentalmente: $Rb-13*Cs e
85Rb-8"Rb, o que nos permite distinguir os efeitos do desequilibrio de massa. Para entender
o processo de formagao de vortices, analisamos a decomposi¢do da energia cinética em
partes compressiveis e incompressiveis para ambos os componentes da mistura. Tomamos
cuidado extra para remover os efeitos da rotagdo do corpo rigido nos espectros de energia
cinética, calculando uma frequéncia média instantanea de rotagdo na qual a andlise pode
ser afetada sem introduzir artefatos.

A Secdo 5.1 esta dividida em quatro partes, com detalhes do formalismo de campo
médio fornecidos na Se¢do 5.1A. Na Secédo 5.1B, descrevemos os parametros e a abordagem
numérica utilizada. Na Se¢do 5.1C, apresentamos as relagdes energéticas dependentes
do tempo para o modelo de agitacdo, com uma andlise da formagdo de vortices. O
formalismo relacionado aos espectros de energia cinética no campo em rotagao € incluido
na Segdo 5.1D. Nas Se¢des 5.2 e 5.3, apresentamos os principais resultados e discutimos
aspectos relevantes devido as diferencas de massa nas misturas, em relacdo aos padroes de
vortice e a distribuicdo de energia. A Segdo 5.2 fornece detalhes sobre a evolugdo temporal
de observéaveis relacionados aos dois tipos de sistemas acoplados com desequilibrio de
massa que estamos estudando, considerando o potencial de agitacdo. Os resultados
finais dos padrdes de vortice também sdo comparados com os resultados do estado
fundamental, obtidos sem o potencial de agitacdo, mas assumindo a correspondente
frequéncia de rotagdo cldssica. Na Segdo 5.3, realizamos uma andlise dos espectros de

energia cinética, com foco na anélise do comportamento dos espectros incompressiveis
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durante a evolugao temporal, desde a nucleagdo de voértices até a regido de tempo em que
os padrdes de vortice estdveis sdo estabelecidos. Finalmente, na Secdo 5.4, apresentamos

um resumo com nossas conclusdes gerais e perspectivas.

5.1 Condensados de Bose-Einstein Agitados

Em nossa abordagem atual, consideramos um sistema composto por dois tipos de
atomos, i = 1,2, com massas diferentes, m;. Ambos os tipos de &tomos possuem o mesmo
numero de dtomos, N; = N, e estdo confinados em armadilhas harmoénicas altamente
achatadas. As frequéncias longitudinais e transversais das armadilhas sdo denotadas por
wj , € w; |, respectivamente, com uma relagdo fixa de aspecto A = A; = w;,/w; | = 10.

Nosso estudo tem como foco a andlise da ocorréncia dindmica de vértices em um sis-
tema bindrio miscivel inicialmente estdvel. Para isso, consideramos que os comprimentos
de espalhamento intraespécies sdo fixos e idénticos, a11 = a2 = 604y (onde ag € o raio
de Bohr), de modo que a forga relativa é controlada pelo comprimento de espalhamento
interespécies a1p. Além disso, para garantir que o sistema acoplado esteja em um estado
miscivel, assumimos a12/a;; = 1/2, onde a interagdo entre espécies é cerca de metade
da interacdo intraespécies. Essas suposi¢des relacionadas as interagdes nédo lineares de-
pendem das possibilidades experimentais reais de controlar as interagdes por meio de
mecanismos de ressonancia de Feshbach [123].

A equacdo de Gross-Pitaevskii (GP) acoplada é expressa em uma forma adimensional,
em que as unidades de energia e comprimento sdo dadas, respectivamente, por fiw, e
ly = \/h/(mw,), assumindo a primeira espécie (a menos massiva) como referéncia em
nosso sistema de unidades. Portanto, as varidveis espaciais tridimensionais r e a varidvel
temporal t sdo substituidas por varidveis adimensionais. Para conveniéncia, mantemos
a mesma representagdo, r/f, — r e wyt — t, com as novas varidveis sendo entendidas
como adimensionais. Dentro dessas unidades, ajustamos inicialmente as frequéncias de
confinamento das armadilhas para ambas as espécies de forma que mzw%’ L= mlwg, per-
mitindo que as armadilhas tridimensionais ndo perturbadas (3D) para ambas as espécies

sejam representadas pela mesma expressao:
1 2 2 2.2 1 2.2
Visp(r) = E(x +y? +A%2%) = Vo(x,y) + A (5.1)

onde Vj(x,y) é a armadilha harménica 2D. Dessa forma, ndo ha um fator explicito
dependente da massa no potencial da armadilha, que permanece apenas no termo de
energia cinética. Ao escolher valores muito grandes para a razao de aspecto A, podemos
fazer a aproximacgdo usual, em que a fungao de onda total 3D, ;(x, y,t)xi(z), é fatorizada,

com xi(z) = (Aj/m)"*e4%/2, Nesse caso, a energia do estado fundamental para a
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armadilha harmonica na dire¢do z se torna uma constante que é adicionada a energia
total. Podemos assumir uma func¢do de onda transversal comum independente da massa
para ambas as componentes, com A; = A, pois qualquer dependéncia da massa pode ser
absorvida ao alterar a razdo de aspecto correspondente. Essa abordagem de redugao para
2D implica que também precisamos ajustar os parametros nao lineares de acordo, pois a

integracdo na dire¢do z resultard em uma dependéncia em A nos parametros ndo lineares.

5.1.1 Dinamica de Condensados Bindrios em Armadilhas Agita-
das

Motivados por estudos anteriores nos quais espécies atdmicas condensadas foram
submetidas a potenciais de agitacdo [68, 72, 73], desenvolvemos uma abordagem que
considera condensados bindrios acoplados. Nesse cendrio, ambos os componentes sdo
confinados em armadilhas harmonicas de formato achatado, conhecidas como armadilhas
"panqueca”, e sdo afetados por potenciais de agitacdo que variam com o tempo. Esses
potenciais sdo representados por perturbacdes elipticas idénticas que oscilam nas diregdes
x e y, conforme descrito em um estudo anterior [83]. A expressdo que utilizamos para

descrever o potencial de agitacdo dependente do tempo em duas dimensdes é dada por:

Vi(x,y,t) = g [(x* — y*) cos(2Qt) — 2xy sin(2Qkt)], (5.2)

onde Q) é o parametro de frequéncia de agitagdo a laser, medido em unidades de w,,
e € representa a forca correspondente. A equacdo de Gross-Pitaevskii (GP) acoplada em
duas dimensdes, que descreve a dindmica do sistema, pode ser escrita como:

OY;
la—ll; = [—zmml'vz + Vo(x,y) + Vs(x,y,t) + Zgij!¢j|2] P, (5.3)
! j

onde as fungdes de onda de duas componentes, §; = ;(x, y, t), sdo normalizadas para

um valor total de probabilidade de 1:

| ax [y el = [ i =1, (5.4)

e o operador V? é o laplaciano que atua nas coordenadas espaciais x e y. Os parametros
gij representam as interagdes de contato entre os dois componentes do condensado e sdo
relacionados aos comprimentos de espalhamento intra e interespécies, denotados por a;; e

a2, respectivamente. Esses parametros sao dados por:

mlaiij

, (5.5)
Hijlo
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onde y;; = mnj;_mngj representa a massa reduzida das espécies i e j. Para realizar nossas
simulagdes numéricas, ajustamos a unidade de comprimento para ¢, = 1ym (aproxima-
damente 1.89 x 10%a), de modo que os comprimentos de espalhamento a;; possam ser
convenientemente expressos em termos de ag. O potencial total da armadilha, incluindo o
potencial de agitagdo dependente do tempo Vi(x,y, t), pode ser expresso em coordenadas

polares, quando apropriado, da seguinte forma:

x=rcosf, y=rsinf (0 <r < o00,0<0<2m)er?=x*+y% (5.6)

Dentro dessas coordenadas, assumindo que o potencial de agitagdo tem a mesma forma
para ambas as componentes do condensado, o potencial total da armadilha Vy(x,y) +

Vs(x, v, t) pode ser escrito como:

N

V(r,0,t) = % [1+ ecos (20 +2Q¢t)], (5.7)
onde r e 6 representam as coordenadas polares e t é o tempo.

A intera¢do usual da armadilha é afetada por uma pequena perturbagdo de forca
€ = 0.025 (conforme descrito em Ref.[83]) para manter os condensados com uma forma
aproximadamente simétrica em 2D durante a evolugdo, baseado em experimentos anterio-
res com potenciais anarmonicos[68, 72]. Essa perturbagdo periddica serve para acionar a
dindmica, afetando a posicao angular axial 6. A forca total da armadilha oscila entre 1 — €
e 1 4 € em meio periodo T = 71/Q, implicando que, em média, ao longo de um intervalo
de tempo longo, a for¢a da armadilha néo é alterada. No entanto, a frequéncia de agitagdo
tem o papel de acionar a dindmica, que passa por diferentes estdgios, resultando na for-
macado de um padrao final de voértices. Esta abordagem de agitacdo dependente do tempo
induz, em ultima instancia, uma rota¢do na armadilha, mas difere da abordagem que
obtém diretamente a rotagdo da armadilha no referencial em rotacdo através do operador
de momento angular no estado fundamental.

Com o potencial de armadilha agitada acima aplicado aos condensados acoplados,
o processo dindmico comega com a energia injetada nos condensados, excitando uma
oscilacdo de modo quadrupolar. A dindmica completa depende da frequéncia perturbada
apropriada ()r da pequena perturbacio eliptica, que deve estar préxima de uma resso-
nancia quadrupolar quando a amplitude das oscilagdes se torna grande o suficiente. Ao
mudar Q) para valores em que as oscilagdes quadrupolares tém amplitude reduzida, o
sistema se torna estdvel. Portanto, neste processo dindmico, a excitagdo imita rotagdo, mas
o sistema continua irrotacional, conforme observado em [83].

Além disso, para analisar a formagdo de padrdes de vortices, consideramos também

uma abordagem independente, na qual vamos para o referencial rotativo com rotagao
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direta da armadilha, aplicando o operador de momento angular na fun¢éo de onda do

estado fundamental. A formalizagdo GP (5.3) é alterada para:

.. 0
Vs(x/y/ t) — L, = _IQOE' (58)

Esse modelo nos permite verificar a correspondéncia entre a frequéncia rotacional cldssica
assintética, obtida a partir do modelo de agitacdo, e a abordagem direta independente do
tempo para a producdo de padrdes de voértices. Conforme mostrado, padrdes semelhantes
sdo produzidos no fluido quantico, com uma frequéncia de quadro rotativo )y < 1,
associada a frequéncia rotacional classica assintética.

Em nosso estudo atual, investigamos sistemas condensados acoplados com desequili-
brio de massa, o que torna a dindmica mais complexa dentro do mecanismo de agitacéo,
levando mais tempo do que no caso de um tinico condensado para chegar a fase final com
configuragdes estdveis de vortices em ambos os condensados. Além da dindmica, que é
verificada pela interacdo entre as densidades de nuvem interna e externa de um tnico
condensado, também temos o acoplamento entre dois condensados com desequilibrio de
massa.

Na armadilha agitada (5.7), comum a ambos os condensados acoplados, ao assumir
um pequeno valor € = 0.025 para a for¢a da perturbagdo em nossas simulagdes numéricas,
buscamos pelo parametro apropriado ()¢ para desencadear a dinamica de forma a pro-
duzir, ao longo de um intervalo de tempo longo, configuragdes de padroes de vortices
estdveis em cada uma das nuvens condensadas. Descobrimos que ()¢ precisa ser maior
que 0,9, sendo QO = 1,25 fixado ao considerar um padrdo com quase 10 ou mais voértices.
Isso reflete que uma rotacdo menor efetiva da armadilha é induzida assintoticamente,
com Q) sendo apenas um parametro de frequéncia na pequena perturbacdo dependente
do tempo, gerando uma instabilidade quadrupolar necessdria para iniciar e manter a
dindmica. Como nenhum amortecimento é assumido no formalismo, todas as energias ci-
néticas produzidas sdo transferidas para a producdo de ondas sonoras (parte compressivel)
e vorticidade (parte incompressivel), como serd mostrado. Portanto, primeiro exploramos
a dindmica completa fornecida pela Eq.(5.3) com a perturbagdo dependente do tempo
deformada elipticamente (5.7), na qual uma dada frequéncia do laser induz a dinamica
no sistema acoplado, passando por diferentes regimes na evolugao de longo tempo para
alcancar padrdes estaveis de vortices.

Em seguida, considerando os resultados obtidos com o modelo de potencial de agi-
tacdo, realizamos uma andlise semi-cldssica dos observaveis de rotagdo relevantes para
definir uma frequéncia cldssica efetiva (). Essa frequéncia é obtida através da média
temporal. Portanto, com ()9 = (), ao irmos para o referencial rotativo sem a perturbagdo
dependente do tempo, estabelecemos uma correspondéncia aproximada entre as duas

abordagens para gerar padrdes de vortices semelhantes.
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5.1.2 Simula¢ao Numérica e Parametros

Para entender melhor o comportamento dindmico dos sistemas condensados aco-
plados com desequilibrio de massa, realizamos simula¢des numéricas. Utilizamos uma
abordagem computacional para modelar o sistema e estudar como ele evolui ao longo do
tempo. Nossas simulagdes sdo fundamentais para obter informagdes importantes sobre a
formacao de padroes de vortices no fluido quéntico.

Na simulacao, utilizamos alguns pardmetros essenciais que influenciam o comporta-
mento do sistema. Primeiramente, consideramos a for¢a da perturbacao, representada por
€ = 0.025. Além disso, precisamos escolher uma frequéncia adequada Q)¢ para iniciar e
manter as dindmicas do sistema. Descobrimos que a frequéncia ()¢ deve ser maior que 0,9
para produzir um padrao especifico com cerca de 10 ou mais vortices. Para nossos estudos,
fixamos o valor de () em 1,25, pois isso nos proporcionou os resultados desejados.

Utilizamos também um modelo de potencial de agitagdo eliptico para analisar as
propriedades rotacionais do sistema. Através de uma andlise semi-cldssica, determinamos
a frequéncia cléssica efetiva ().;, que é obtida por média temporal. Essa frequéncia é crucial
para estabelecer uma correspondéncia aproximada entre as abordagens de simulagao e
obter padrdes de vortices semelhantes.

Para realizar as simula¢des numéricas, resolvemos a equagdo de campo médio aco-
plada GP 2D. Utilizamos o método de Crank-Nicolson com passo de tempo dividido e
um algoritmo de discretizagdo apropriado, conforme detalhado em Ref. [127]. Nossas
unidades adimensionais sdo escolhidas com base na frequéncia transversal da armadilha
w, e na constante de Planck reduzida /. A unidade de tempo ¢é definida como 1/w,, e
a unidade de comprimento é ¢, = ,/i/(miw,) = 1um, onde m; é a massa da primeira
espécie.

O tamanho do passo espacial é definido como 0,05, enquanto os passos de tempo sado
de 10~*. Essa discretizagdo espago-tempo foi escolhida para garantir a estabilidade e a
precisdo dos resultados durante a evolugdo temporal do sistema acoplado. Os passos
espaciais sdo mais de quatro vezes menores que os comprimentos de cura, que sdo os
comprimentos de corte nos tamanhos do ntcleo de vortice.

Consideramos uma mistura bindria completamente miscivel, em que os comprimentos
de espalhamento intraespécies sdo iguais (417 = a2). O parametro de miscibilidade
0 = ayp/a11, que mede a interagdo entre as espécies, deve ser menor que 1 para que o
sistema seja miscivel. Para nossos estudos, assumimos comprimentos de espalhamento
intraespécies repulsivos, com a;; = 60ag, sendo ag o raio de Bohr. O comprimento de
espalhamento interespécies é definido como a1, = 304y, resultando em = 0, 5, indicando
a miscibilidade do sistema, dado por (5.5), ligeiramente menor devido as diferencas de
massa dos sistemas bindrios considerados.

Os comprimentos de cura (healing lengths) estdo relacionados aos potenciais quimicos
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adimensionais y; (unidades fiw)), que séo obtidos a partir das solugdes estaciondrias da
equagdo de campo médio acoplada GP 2D com V; = 0, onde ; = \/rTie*iW, dadas pela
Eq. (5.3)

Os comprimentos de cura, medidos em unidades de ¢, = 1um, e as velocidades
do som, medidas em unidades de ¢,w,, sdo importantes para entender a dinamica do
sistema. Para a mistura binéria 8°Rb-133Cs, temos W1 = pssgp, = 15,10, pp = pizscg = 12,87,
¢1 = Csspp = 0,257, G2 = Cuzncs = 0,223, 051 = Usspp, = 3,43, U520 = U133, = 3,71. Paraa
mistura de quase massas idénticas, 85Rb-8"Rb, os valores sdo U1 = pssgp, = 15,53, o =
psr, = 15,40, &1 = Cssgp, = 0,254, ¢ = Csrgp = 0,252 € U1 = Ussg, ~ U2 = Usrgp, = 4, 04.
Ressaltamos que a escolha de nossas unidades estd baseada na primeira espécie, o que
implica que os comprimentos de cura dimensionais completos &; = {p+/m1/ (mip;) = £,¢;

contém um fator de massa em relagdo ao potencial quimico.

5.1.3 Anadlise da Formacao de Vértices

De modo geral, os gases quénticos sdo fluidos compressiveis, o que significa que
sua densidade correspondente pode variar quando sujeitos a uma forga. Essa afirmacao
é verdadeira até certo ponto, j4 que uma parte do fluido pode se comportar como um
fluido incompressivel, semelhante a um liquido. No cendrio que estamos considerando, o
condensado é submetido a um potencial de agitacdo que depende do tempo, associado
a um torque. Esse torque é principalmente resultado de uma parcela da energia cinética
rotacional, que podemos chamar de componente compressivel.

Portanto, para analisarmos esse comportamento, comecamos considerando a energia
total. Nela, consideramos apenas o potencial harmoénico somado ao potencial de agitacdo
que depende do tempo como o potencial total da armadilha, conforme a Equacao (5.3).
Desse modo, para cada componente da mistura, as energias totais E;(t) correspondentes

podem Ser expressas como:

= (a2 | M o2 oy . 1 / 2 .
Ei(t) = /d r [zmiva + Vl(x,y,t)nl(x,y,t)] + zj:Ellzgl] d°r ni(x,y, t)ni(x,y,t),
(5.9)

onde 1;—15(x,y,t) = |§;|? sdo as densidades respectivas dependentes do tempo. Para
cada espécie, considerando as densidades de corrente j;(x, y, t) em termos das densidades

e dos campos de velocidade correspondentes v;(x, y, t), temos:

ji(x/y’ t) = ni(xry/ t) Vi(x/y, t)/

0 que nos permite expressar as velocidades na forma:
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WiV — VY] (5.10)

1
V) = i

As energias cinéticas associadas, que sdo dadas por
Koy — ™ 2 2
Ei (t) = S /d rni(x,y, t)|vi(x,y,t)|%, (5.11)
1

podem ser decompostas em partes compressiveis E{ (t) e incompressiveis E“(t). Para isso,
o componente i do campo de velocidade ponderado pela densidade, definido como

ui(x’y’ t) = ”i(xz]/; t)Vi(x/]// t)/
é dividido em uma parte incompressivel,

(nc) (ne) _ 0,

(x,y,t), satisfazendo V.u; "’ =

e uma parte compressivel,

ugc) = ugc)(x, y,t), satisfazendo V x ufc) =0.

Portanto, com
u;(x,y,t) = ufnc)(x, y,t) + ulgc)(x, Y1),

a energia cinética total se divide em duas partes, ndo compressivel e compressivel, po-

dendo ser escrita na forma

Eff(t) = E[“(t) + E{(t)
_ M 2 (nc) |2 ()2
= /d [P+ a2 (5.12)

No espaco dos momentos bi-dimensional, com k = (k,, k) e d%k = dk.dk,, essas duas

partes das energias cinéticas, com («) = (c), (nc), podem ser escritas como

(a) _ ﬂ/ 21| (@) 2

S— /d2k‘/d2re_ik'ru§“)

87'[21’111'

2

Para analisar as contribui¢des das ondas sonoras, bem como dos vértices, sdo determinadas
as partes compressiveis e incompressiveis das energias cinéticas. O torque experimentado
pelo potencial de agitacdao dependente do tempo, V;(7, 6, t), que é dado pela Eq. (5.7), pode

ser obtido através do operador de torque correspondente.
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T (r,t) = —aaeVs(r, 0,t) = e r*sin(26 + 2O t), (5.14)

Isso corresponde a aplicar uma rotagdo na parte eliptica do potencial que varia no
tempo, com 2Ot — 2Ot — 71/2. Devido a essa mudanga no potencial que varia no
tempo, segue-se que os valores esperados dos momentos angulares induzidos, (L;(t));, e

do respectivo momento de inércia, (I(t));, sdo dados por

(L) = i [@ry; g and (1) = [@rlpf 7,

com a velocidade rotacional clédssica associada sendo

o = Rk 5.15)

Somos conscientes de que calcular o momento de inércia de um sistema superfluido

ou de um condensado ndo é um problema trivial. Na literatura, a teoria de perturbacao
é frequentemente empregada para determinar o momento de inércia de gases de Bose
ideais confinados. Este é um tratamento dependente da temperatura, que considera tanto
as partes condensadas quanto as ndo condensadas na avaliagdo do momento de inércia de
um sistema quantico. No entanto, uma vez que estamos trabalhando com um modelo GP
puro, as nuvens térmicas ndo condensadas ndo entram em considera¢do. No6s utilizamos
somente a relagdo classica para estimar velocidades rotacionais aproximadas.

O fator de estrutura nos fornece informagdes sobre a periodicidade da densidade do
condensado. No caso da geometria da rede triangular, observam-se picos periédicos em
uma estrutura hexagonal regular. Ao analisar a posi¢do desses picos no fator de estrutura,
é possivel distinguir entre a rede de Abrikosov e a rede de vértices fixados.

Além disso, podemos considerar o fator de estrutura da densidade para o sistema aco-
plado, como discutido em [124]. Esse fator de estrutura é uma fungdo de k = | /k2 + k% e
fornece informagdes sobre a ordem da rede e a periodicidade da densidade do condensado.

Ele pode ser expresso como:

1 e
k) = oo / | pi[2e T, (5.16)

5.1.4 Espectro de Energia Cinética no Referencial Rotativo

O campo de velocidade em um referencial em rotagdo, em uma frequéncia () dada, é

definido subtraindo-se o campo de velocidade de um corpo rigido correspondente, como
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vo=v—(Qxr),, (5.17)
de forma que, para cada componente de densidade n;, a corrente de particulas associada

jia(tt) =ni(rt)via(rt) (5.18)
satisfaca a equagdo de continuidade

on;(r,t)

3 +V 'j,’/Q(I‘, t) =0. (5.19)

Portanto, seguindo as equagdes (5.11) até (5.13), ao considerar um referencial em rotacdo
em uma frequéncia () dada, obtemos

o m
El((%(t) = 5 1'
1

=0 [ ak EY k1), (5.20)

[ PF e pP

que nos define a densidade espectral de poténcia de velocidade no espago k, dada por
E® (k1) = k/m a6, F) (%, )2 (5.21)
i\ = kI & ET :

Dentro desta defini¢do, por conveniéncia, estamos removendo a diferenca na razédo de
massa relativa, que ndo afeta o comportamento espectral correspondente de cada compo-
nente. Esta equacdo é usada para calcular as densidades espectrais de poténcia de energia
cinética (ou velocidade) apresentadas neste trabalho. Os métodos computacionais para o
célculo do espectro de poténcia de velocidade usando energias cinéticas decompostas sdo
discutidos em mais detalhes em Ref. [126].

5.2 Formacgado de Vértices

No nosso estudo, examinamos duas misturas com desequilibrio de massa, o que per-
mite a comparacdo dos resultados entre uma mistura com uma discrepancia consideravel
de massa entre os componentes, representada por ¥ Rb —13% Cs, e um sistema com uma
diferenca de massa negligenciavel, exemplificado por ®Rb —% Rb. Em ambos os casos,
observamos padroes de rede estédveis, e as frequéncias médias derivadas dos resultados
sdo obtidas pelo modelo de agitacdo. Esse modelo é entdo aplicado para deduzir os
padrdes de rede com base nos resultados independentes do tempo do estado fundamental.

Dessa forma, dividimos os nossos resultados em duas se¢des, cada uma correspon-
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dendo aos dois sistemas bindrios que estamos investigando.

5.2.1 Mistura Binaria 3°Rb-133Cs

Nesta subsegdo, apresentamos os principais resultados referentes ao sistema bindrio
com desequilibrio de massa composto por #Rb e 133Cs. Como mencionado anteriormente,
os resultados da amostra que obtivemos correspondem a comprimentos de espalhamento
fixos em uma configuragdo miscivel, ou seja, § = 0,5. Considerando o controle experimen-
tal atual sobre a condensacdo dessas duas espécies atdmicas, podemos argumentar que
as técnicas de ressonancia de Feshbach [123] podem ser empregadas para aproximar o
sistema acoplado a essa condicao hipotética.

t=4000 |(d,) t=27000

Figura 5.1: Conjunto de painéis que indicam a evolucdo temporal das densidades
para a mistura condensada 85Rb-133Cs em uma configura¢do miscivel com é = 0, 5.
Os painéis superiores representam o 8 Rb (componente 1), enquanto os painéis
inferiores correspondem ao '3*Cs (componente 2). O sistema comega em um
estado fundamental e evolui no tempo com parametros QO = 1,25 e € = 0,025.
Os niveis de densidade estdo indicados na parte superior dos painéis. Todas as
quantidades sdo adimensionais, considerando as unidades fornecidas.

Na Fig.5.1, por meio da evolucdo temporal das densidades, temos os principais resul-
tados para as densidades, em que é mostrado o caminho para o reticulado de voértices

gerado pelo potencial de agitacdo. Ao considerar quatro conjuntos de painéis, dentro
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do espago 2D definido pelas coordenadas cartesianas (unidades de Ep), fornecemos os
resultados das densidades em alguns intervalos de tempo especificos, caracterizando
regimes especificos, tanto para as espécies ®°Rb (painéis superiores, com rétulos 1) quanto
para '3Cs (painéis inferiores, com rétulos 2). Para obter solugdes de estado fundamental
ndo-rotativas estaveis, primeiro resolvemos a Eq.(5.3) acoplada usando tempo imagindrio
(t = —it), com € = 0 (sem o potencial de agitacdo). Em seguida, essa solugdo de estado
fundamental é evoluida em tempo real, considerando uma frequéncia eliptica rotativa
Qr = 1,25 com a intensidade do potencial de agitagdo € = 0,025, conforme dado em
Eq.(5.7). Os primeiros painéis acoplados da Fig.5.1, (a;) e (az), sdo para t = 200, que se
refere ao intervalo de tempo em que deformacgdes de forma comegam a ocorrer no sistema.
Conforme verificado, o sistema condensado ja estd exibindo deformagdes elipticas (excita-
¢Oes quadrupolares), devido ao potencial de agitacdo, que periodicamente reverte de volta
ao pogo de 2D simétrico, com o ciclo completo esperado dado por 7/ Qf. A deformacao
de forma é mais perceptivel no primeiro componente mais leve (**Rb) do que no segundo
(133Cs). Esse comportamento periédico continua até ocorrer uma quebra na simetria, com
a nucleagdo de vortices ocorrendo na superficie das espécies condensadas, apés tempo
de evolucgdo suficientemente longo (¢t > 3000). Para este segundo intervalo, antes e no
momento em que a nucleagdo de vortices comega a aparecer, selecionamos dois conjuntos
de graficos na Fig. 5.1, para t = 3600 [painéis b;) e (by)] e para t = 4000 [painéis c1) e (c2)].
O intervalo de tempo, no qual podemos observar a quebra da simetria, é representado
pelos dois conjuntos de painéis (b;) e (c;), dentro de um intervalo de At = 400 (com t =3600
e 4000). A medida que o tempo aumenta, ap6s um intervalo em que comportamentos
turbulentos sdo verificados, os vortices nucleados se movem da superficie para a parte
interna dos condensados, com padrdes de rede comegando a aparecer em ambos 0s
condensados acoplados, e suas posigdes se tornando estdveis. Na configuragdo final,
notamos que o namero de voértices nucleados emergindo no componente mais pesado é
significativamente maior do que o ntimero de vortices obtidos para a espécie mais leve.
As evolugdes de densidade representadas na Fig.5.1 podem ser melhor analisadas
ao considerar as energias cinéticas correspondentes, que sdo mostradas na Fig.5.2 no
referencial do laboratério. Para isso, considerando as duas espécies condensadas, as
energias cinéticas totais sdo mostradas no painel (a), as quais sdo decompostas em duas
partes mostradas no painel (b), uma que é compressivel e outra, incompressivel. No
intervalo de tempo inicial, as oscilagdes de energia correspondem as oscilagdes do modo
de respiracdo dos condensados. As energias exibem comportamentos crescentes, a partir
das fases de deformagéo eliptica dos condensados, voltando as energias estabelecidas a
medida que seguem a simetria da armadilha. A deformagado da forma é mais perceptivel
no primeiro componente (**Rb) do que no segundo (}**Cs), o que pode ser compreendido

pela diferente inércia das espécies. O aumento das energias de ambos os componentes
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Figura 5.2: Para cada componente da mistura, ®Rb (i =1, linhas s6lidas azuis) e
133Cg (i =2, linhas tracejadas vermelhas), sdo apresentadas as evolugdes temporais
(no referencial do laboratério) das energias cinéticas, E
e suas partes correspondentes compressiveis (E7, indicado com marcadores) e
incompressiveis (E!, indicado com triangulos) [painel (b)]. Com a configuragado
inicial sendo elipsoidal, a evolucdo é mostrada até que padrdes de vortice estaveis
sejam verificados. Todas as quantidades sdo adimensionais dentro das unidades

fornecidas.
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ocorre devido a nucleagao de vortices. Neste caso, observamos que um aumento mais
dréstico é verificado para o mais pesado. Na configuragdo final, também é notado que
o nimero de vortices nucleados emergindo no componente condensado mais pesado
é significativamente maior do que no mais leve. Em geral, as energias no referencial
rotativo diminuem quando a frequéncia de rotacdo ou o niimero de vortices aumenta. O
crescimento continuo das energias no referencial do laboratdrio, verificado mesmo apés a
saturacdo do ntimero de vortices, estd associado ao potencial de agitagdo dependente do
tempo aplicado a um sistema acoplado.

Para analisar os diferentes comportamentos dindmicos, uma observavel relevante é
a energia cinética, que separamos da energia total. A energia cinética é decomposta em
duas partes, considerando a compressibilidade de cada parte condensada da mistura. Os
comportamentos das energias cinéticas totais de ambas as componentes sdo apresentados
no painel (a) da Fig.5.2, com a decomposicdo correspondente em partes compressiveis
e incompressiveis mostradas no painel (b). O aumento das energias pode ser verificado
visualmente nos graficos mostrados em Fig.5.2, que se torna linear no intervalo de tempo
longo, para t > 10%. E mais significativo analisar a energia cinética do sistema para enten-
der a geracdo de vortices, porque todas as informagdes sobre os campos de velocidade
podem ser extraidas das energias cinéticas associadas, como os elementos relacionados a
propagagdo de ondas sonoras e geragao de vortices. Portanto, é apropriado distinguir na
energia cinética total, as partes correspondentes as ondas actsticas (propaga¢do compres-
sivel) das relacionadas a geracdo de vortices (incompressiveis). A contribuigdo da energia
cinética total tem um comportamento semelhante de oscilagdo como a energia total na
evolugdo do tempo inicial, com enormes contribui¢des de energia decorrentes da produgdo
de vortices e ondas sonoras ao longo da rotagdo dindmica de longo tempo. Nesse processo,
as principais contribui¢des nas energias cinéticas virdo das energias incompressiveis, mas
contribuigdes significativas também das partes compressiveis, como verificado em painel
(b) da Fig.5.2. Comparado com a energia total (ndo mostrada na figura), devemos destacar
que, na primeira etapa da evolucdo do tempo, antes da nucleacdo de vortices, a energia
cinética é apenas uma pequena fracdo da energia total, com o comportamento oscilatério
mais forte na componente mais leve. No entanto, na evolu¢do de tempo mais longa, a
energia cinética total da componente 133Cs cresce para ser mais de 20% da energia total; en-
quanto, o aumento correspondente na energia cinética total do elemento #Rb tornando-se
préoximo de 16% da energia total. Isso é consistente com o ntimero observado de vortices
emergindo no caso de 13Cs em comparagdo com o ntimero correspondente para #Rb,
como verificado pelos resultados dados em Fig.5.1.

A nucleagao de vortices, responsavel pelo aumento das energias cinéticas, comega a
ocorrer na superficie, movendo-se para a parte interna dos condensados, com as partes

incompressiveis fornecendo a principal contribui¢do para a energia cinética total. Ao

72



0 10000 / QULI)UU 30000

Figura 5.3: Para a mistura de °Rb (i = 1) e 133Cs (i = 2), as respectivas evolucdes
temporais das densidades de corrente [painel (a), dadas por (5.10)] e torques [pai-
nel (b), dadas por (5.14)] sdo mostradas até que padrdes estaveis de vortices sejam
verificados. Em unidades fornecidas, todas as quantidades sdo adimensionais.

comparar ambas as componentes, as partes compressiveis e incompressiveis da energia
cinética da segunda componente (}3*Cs) sdo maiores do que as obtidas para a primeira
componente (¥Rb), por um fator que, em um intervalo de tempo mais longo, pode ser
associado a razdo de massa correspondente entre as duas espécies. Para melhorar nossa
compreensdo da dindmica da formacgao da rede de vortices, a partir da armadilha eliptica
rotativa, neste caso de uma mistura de massa desequilibrada grande, também plotamos a
evolugdo completa do tempo da densidade de corrente (j = nv) e do correspondente torque
para as duas espécies, até que os padrdes de vortices sejam gerados e se tornem estéveis.
Os resultados sdo apresentados na Fig. 5.3, com as densidades de corrente mostradas
no quadro superior (a), e os torques dados no quadro inferior (b). Como verificado,
na evolucdo inicial, as densidades de corrente sdo zero para ambas as componentes da
mistura, até que ocorra uma quebra de simetria préximo a t ~ 3000, com voértices sendo
nucleados na superficie. As densidades de corrente atingem seus méximos em torno de
t ~ 5000, quando a mistura estd em condic¢do turbulenta, diminuindo para um valor médio
consistente com a estabilizacdo do niimero de voértices sendo gerados. Consistentemente,
em toda a evolucdo temporal, a corrente é maior para o elemento mais massivo da mistura,
o0 133Cs no presente caso. Essa corrente mais alta é consistente com o maior ntimero de

vortices sendo gerados.
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Figura 5.4: Evolugdes temporais das frequéncias de rotagado [Eq. (5.15)]: Q) (f),
para Rb (linha vermelha sélida); (), para '33Cs (linha verde pontilhada); com
a média correspondente, Oy, (t) = [Q1(t) + Q2 ()] /2 (linha azul tracejada). As
linhas verticais aproximadamente dividem o grafico em trés intervalos de tempo:
(I) deformacgdes de forma; (II) regime turbulento, com inicio de nucleag¢des de
vortices; e (III) quando os padrdes de vortices estdo estabelecidos. Dentro das
unidades fornecidas, todas as quantidades sdo adimensionais.

No painel (b) da Fig.5.3, em correspondéncia com o painel (a), os torques experimenta-
dos por ambos 0s componentes, devido ao potencial de agitagdo, sdo mostrados durante
a evolugdo temporal do sistema. O potencial de agitagdo dependente do tempo fornece
a energia rotacional inicial para o sistema girar. Esse aumento na energia rotacional é
distribuido entre os dois componentes, sendo mais eficaz no caso do componente mais
leve, com o pico no torque alcancando seu maximo no intervalo de tempo t < 3000. O
elemento mais pesado, com uma inércia correspondente mais alta, sente um torque inicial
que é cerca de 30% do torque do mais leve. No entanto, em um intervalo de tempo mais
longo, com ambos os valores médios variando perto de pontos fixos estaveis, verifica-se
que o elemento mais pesado experimenta um torque mais alto do que o mais leve. Esses
resultados podem ser associados aproximadamente com o ntimero de vortices induzidos
nas densidades de ambos os componentes mostrados na Fig.5.1. A raiz quadrada da razéo
de torque estd na mesma ordem que o quadrado das razdes de massa, e também a razdo
entre o niimero de vortices.

As evolugdes temporais obtidas para as velocidades rotacionais classicas ();(t) sdo
mostradas na Fig.5.4, obtidas a partir das razdes de valor esperado entre 0 momento

angular induzido (L.); e o momento de inércia correspondente (I);, como dado pela
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Eq.(5.15). Os condensados rotativos sempre refletem o momento angular, que é uma
quantidade conservada, no estado de equilibrio. Quando o momento angular do sistema
aumenta, a velocidade rotacional também aumenta, correspondendo. Podemos claramente
observar trés intervajn nlos de tempo na evolugdo da velocidade rotacional, dada pela
Eq.(5.15), como indicado na figura. O intervalo inicial (I) corresponde ao periodo em
que temos as deformagdes de forma dos condensados. A nucleagdo de vortices ocorre
na regido identificada por (II) na figura, que corresponde ao aumento das velocidades
observadas na Fig.5.3(a). Na regido (III), temos as formacdes de rede de voértices, com
Q;(t) convergindo para valores quase constantes.

A evolugdo temporal geral dos valores esperados fornecera a correspondente frequén-
cia rotacional classica definida no tempo para cada componente da mistura, dada por uma
linha s6lida vermelha para a espécie mais leve (%°Rb) e uma linha verde pontilhada para
a espécie mais pesada (133Cs). Como mostrado na Fig. 5.4, as frequéncias crescem mais
rapidamente para o componente mais leve do que para o mais pesado no intervalo de
tempo inicial, quando o sistema acoplado ainda estd no intervalo de tempo dado pela
regido I, antes da nucleagao de voértices. Na regido II, notamos a transi¢do com nucleagdo
de vértices na superficie, quando as frequéncias comecam a crescer mais rapidamente para
o elemento mais pesado. A estabilizacdo das frequéncias, que acontece mais rapidamente
para o componente de massa maior, é verificada no intervalo de tempo longo dado pela
regido III, com a emergéncia de padrdes de vortices estdveis.

Para simular a solu¢do de estado fundamental de uma abordagem independente do
tempo, como fornecido pela substituigdo (5.8), consideramos a frequéncia () correspon-
dendo a uma média temporal das frequéncias rotacionais ();(¢), em que assumimos para
o tempo total de média o intervalo de zero até o ponto em que a frequéncia se torna quase

constante, de forma que Q;(t > T) ~ ;(T). Com esta prescrigdo, obtemos

T T
Qp = % /0 Qo (1) dt = % /0 O (1) + O ()] dt. (5.22)

A partir dos resultados mostrados na Figura 5.4, em que T ~ 30000 e a frequéncia média
saturada é O, (T) ~ 0.72, a prescrigdo acima nos da (g ~ 0.63. Como mostrado na Figura
5.5, esta prescricdo fornece um valor aproximadamente bom para a frequéncia rotacional
classica, quando usado na equacéao (5.3), sem o potencial de agitacao.

Na Fig.5.5, fornecemos uma comparagdo entre os resultados das densidades acopla-
das, obtidos com o potencial de agitagdo [painéis (a;)] e sem ele [painéis (b;)], usando a
prescrigdo (5.22). Considerando o potencial de agitacdo a laser (5.7), com Q = 1.25e
e = 0.025, os resultados estaveis correspondentes, apresentados nos painéis (a;) e (az),
sd0 0s mesmos previamente mostrados nos painéis (d;) e (dz) da Fig.5.1, respectivamente,
para t = 27000. Sem o potencial de agitagdo, usando (5.8), obtemos as solu¢des completas

em estado fundamental das densidades acopladas, considerando a frequéncia ()9 como
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Figura 5.5: As solugdes de padrdes de vortices, obtidas em ¢t = 27000 com o
potencial de agitagdo [(a;) = (d;) da Fig.5.1], sdo comparadas com as solugdes
de estado fundamental da Eq.(5.3), usando (5.8) com )y = 0.63 [mostrado nos
painéis (b;)]. Os niveis de densidade sdo indicados no topo de cada painel. Todas
as quantidades apresentadas nos graficos sdo adimensionais.
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dada pela frequéncia média temporal (5.22), que nos dara aproximadamente ()y = 0.63
no presente caso. Os resultados verificados nos painéis (by) e (b2) da Fig.5.5, calculados
diretamente para as solu¢des em estado fundamental, como obtidas para as solugdes em
estado fundamental, ndo sdo afetados por propagacdes de ondas sonoras. A correspon-
déncia entre os painéis de densidade (a;) com (b;) também foi confirmada examinando as
ordens de rede obtidas a partir da Eq.(5.16), com os fatores de estrutura fornecendo boa

concordancia nas posi¢des dos picos associados.
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Figura 5.6: A figura apresenta os fatores de estrutura para o isétopo de rubidio
8Rb e o0 isétopo de césio 133Cs, mostrando os efeitos da agitacdo na formagio
de padroes de vortices. A andlise dos minimos nos gréficos permite comparar a
influéncia da agitagdo nos dois sistemas, determinando qual deles é mais propenso
a geracdo de padroes de vortices. Essa figura é relevante para o estudo de sistemas
com diferencas de massa e comportamento dindmico similar ao do 85Rb-133Cs,
fornecendo informagdes importantes sobre os efeitos da agitacdo nesse processo

A Figura é apresentada no contexto de um estudo sobre uma mistura bindria de dois

is6topos de rubidio, #Rb e 8Rb. O objetivo principal do estudo é verificar os efeitos da
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diferenca de massa na formagdo de padrdes de vortices usando um potencial de agitagdo.
A Figura 5.6 mostra os fatores de estrutura (si(k)) para o 8Rb e o 133Cs (previamente
estudado) em fungdo do ntimero de onda (k). As linhas tracejadas azuis representam os
resultados obtidos com o potencial de agitacdo, enquanto as linhas sélidas azuis mostram
os resultados da rotagdo sem agitagdo. Os minimos nos graficos correspondem as ordens
da rede.

A Figura 5.6 ajuda a comparar os efeitos da agitacdo na formacdo de padrdes de
vortices entre 0 ¥Rb e o 13Cs. Observa-se que as posi¢des dos minimos nos graficos
(correspondentes as ordens da rede) sdo indicadas por linhas vermelhas. Essa andlise
permite determinar qual sistema é mais favoravel na producdo de padrdes de vortices
usando um potencial de agitagdo.

No geral, a Figura 5.6 fornece informagdes importantes sobre os efeitos da agitacdo na
formagdo de padrdes de vortices em uma mistura bindria de 85Rb- 8’Rb, e sua anélise é
relevante para o estudo de sistemas com diferengas de massa e comportamento dindmico
similar ao do #Rb- 13Cs.

5.2.2 Mistura Binaria ®Rb—%Rb

Para o caso de dois isétopos da mesma espécie, assumimos a mistura binaria 8Rb-
87Rb. O objetivo principal é, repetindo o mesmo tipo de célculos previamente realizados
para 8Rb-133Cs, verificar claros efeitos de desequilibrio de massa em nossos resultados.
Particularmente, tentaremos apontar o sistema que é mais favordvel na producdo de
padrdes de vortices usando um potencial de agitagdo. Para isso, seguimos as mesmas
parametrizagdes anteriores para as interagdes de armadilha e particulas, considerando uma
configuracdo completamente miscivel, com 6 = a12/a11 = 0.5 (onde ax; = ay; = 60ay).

A evolugdo temporal das densidades pode ser verificada pelos quatro conjuntos de
painéis mostrados na Figura 5.7, para as duas espécies, sendo a fileira superior para ®°Rb
e a inferior para Rb. Como esperado, devido a pequena diferenca de massa entre os
componentes, o comportamento dindmico observado para ambas as espécies é semelhante
ao longo da evolugdo temporal, até que os padrdes de voértice se tornem estdveis. Em
comparagdo com a Figura 5.1, deve-se observar que o tempo para atingir a condi¢do na
qual ocorrem os vértices nucleados na superficie se movem da superficie para a parte
interna dos condensados é menor. Esse comportamento pode ser melhor verificado
considerando os resultados obtidos para os outros observaveis, em correspondéncia com
o caso de desequilibrio de massa mais forte anterior. Para isso, estamos apresentando
os resultados de evolugdo temporal para as energias cinéticas na Figura 5.8, correntes e
torques na Figura 5.9, com as correspondentes velocidades de rotacdo cldssicas mostradas
na Figura 5.10.

Neste caso, com ambas as espécies tendo aproximadamente a mesma massa, o nimero
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Figura 5.7: Conjunto de painéis indicando a evolucdo temporal das densidades
para a mistura ®Rb-8Rb. Os painéis superiores sio para ®°Rb (componente 1),
com os painéis inferiores para ¥ Rb (componente 2). Como no caso da Figura 5.1,
a partir de uma solucédo de estado fundamental, o sistema é evoluido em tempo
real com Qg = 1.25 e € = 0.025. Os niveis de densidade sdo indicados no topo dos
painéis. Dentro das unidades fornecidas, as grandezas plotadas sdo adimensionais.
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Figura 5.8: Para ambos os componentes, ®Rb (i = 1) e ¥/Rb (i = 2), o painel (a)
mostra a quase completa sobreposi¢do das energias cinéticas totais (sélido-azul
para EX, com tracejado-vermelho para EX). As partes compressiveis (circulos)
e incompressiveis (tridngulos) de EIK sdo mostradas no painel (b). Dentro das

unidades fornecidas, todas as grandezas sdo adimensionais.
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Figura5.9: As densidades de corrente [no painel (a)] com os torques [no painel (b)],
respectivamente dados pelas equagdes (5.10) e (5.14) para ambos os componentes,
sdo mostrados para a mistura 8°Rb-8’Rb, durante o processo dinamico que ocorre
até a geracgdo de vortices. Dentro das unidades fornecidas, todas as grandezas sao
adimensionais.
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Figura 5.10: Evolugdo temporal de Q;(t) (Eq. (5.15)) de ambos os componentes,
8Rb (curva sélida vermelha) e 8Rb (curva tracejada verde), com o resultado
médio correspondente, Q.(f) = [ (t) + Oo(#)]/2 (curva tracejada azul). As
linhas verticais indicam trés intervalos de tempo na evolugdo: (I) deformagdes de
forma; (II) periodo de transigdo com nucleac¢do de vortices na superficie; e (III)
com formagao de lattices de vortices. Todas as quantidades sdo adimensionais.

final de vértices verificado para ambas as componentes é 0 mesmo, como mostrado na
Figura 5.7. Também como esperado, os resultados respectivos sdo muito préximos para as
energias cinéticas de ambas as espécies, de forma que estamos representando as energias
cinéticas totais no painel (a) da Figura 5.8, com as partes compressivel e incompressivel
das energias cinéticas no painel (b). Como no caso de ¥ Rb—13Cs, considerando a Figura
5.2, inicialmente as energias cinéticas sdo uma fragdo muito pequena da energia total
(ndo mostrada na figura), tornando-se uma fragdo grande (cerca de 13Esses resultados,
juntamente com os resultados mostrados para a corrente e torques, também estdo bastante
em contraste com os correspondentes verificados para o caso de desequilibrio de massa
mais forte, onde o processo de nucleagdes de vortice e 0o movimento para a parte interna
do condensado se torna muito mais rdpido. O tempo para estabilizar os padrdes finais
de vértice é muito mais longo no caso de sistemas acoplados com massas semelhantes,
como se pode verificar em particular a partir dos resultados obtidos para as frequéncias
rotacionais cldssicas. Ao comparar a Figura 5.10 com a Figura 5.4, notamos que as frequén-
cias médias ja estdo atingindo a convergéncia em ¢ ~ 30000 para 8Rb—!33Cs. No entanto,
para ®Rb—8Rb, é necessario um tempo muito mais longo para uma convergéncia final.
Na Figura 5.11, seguimos o mesmo procedimento feito na Figura 5.5 para ®Rb-13Cs,
agora considerando o sistema de massas quase idénticas, 85Rb-8Rb, fornecendo uma

comparacao entre os resultados para as densidades acopladas, obtidas com o potencial de
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Figura 5.11: Os resultados do padrao de vortices, em t = 35000 com o potencial
de agitacdo [(a;) = (di) da Fig.5.7], sdo comparados com as solug¢des em estado
fundamental da Eq.(5.3), usando (5.8) com )y = 0.6 [painéis (bi)], para o sistema
acoplado %°Rb (espécie 1) e 3Rb (espécie 2) em configuragdo miscivel a12/all =
0.5. Os niveis de densidade sdo indicados no topo de cada painel. Dentro das
unidades fornecidas, todas as quantidades sdo adimensionais.
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agitacdo (usando os mesmos parametros QO = 1.25 e € = 0.025) [painéis (a;)] e sem ele
[painéis (b;)]. Os resultados estdveis correspondentes, apresentados nos painéis (a) e (a2),
sd0 0os mesmos anteriormente mostrados nos painéis (d;) e (d2) da Figura 5.7, respectiva-
mente, para t = 35000. Usando (5.8), ou seja, removendo a perturbacdo dependente do
tempo, obtemos as solugdes completas de estado fundamental das densidades acopladas
com )y = 0.6 nos painéis inferiores. Neste caso, a prescrigdo (5.22) fornece um valor
para a frequéncia préxima ao limite assintético verificado na Figura 5.10, Qav ~ 0,52,
indicando um valor menor para )y para melhorar a concordéancia entre os painéis de

densidade (a;) e (b;).

5.3 Espectros de Energia Cinética Incompressivel

Nesta se¢do, consideramos as densidades espectrais de poténcia de velocidade no
espaqo k, conforme dado pelas equagdes (5.20) e (5.21), para a andlise dos espectros de
energia cinética incompressivel das duas componentes, que é a parte mais apropriada da
energia cinética relacionada as caracteristicas de fluidez na producéo de vértices. Os méto-
dos espectrais de energia cinética para andlise de fluxos turbulentos em fluidos quanticos
de quebra de simetria dentro do limite de Gross-Pitaevskii podem ser encontrados em
Ref. [126]. O espectro E(*) incompressivel é esperado se comportar como k~2 quando as
configuragdes de vortice se tornam bem estabelecidas dentro do condensado. No regime
de evolucdo temporal, antes de atingir a configuragdo de padrado de vértice, o espectro é
esperado se aproximar do comportamento de Kolmogorov k—3/3, caracterizando o regime
turbulento de um fluido. A fim de realgar o efeito das diferencas de massa neste estudo do
comportamento dindmico de poténcia da lei de poténcia, na préxima se¢do, ambos os com-
portamentos dos sistemas acoplados com desequilibrio de massa, ¥Rb-12*Cs e ®Rb-*"Rb,
serdo analisados comparativamente ao longo da evolucdo temporal das misturas.

Portanto, a seguir, ambos o0s sistemas acoplados com desequilibrio de massa, 85Rb-
133Cg e BRb-%"Rb, tém seus espectros de energia cinética incompressivel, E(ne) (k,t), apre-
sentados nas Figuras 5.12 a 5.13. Os resultados sdo exibidos como fun¢ées do ntiimero
de onda k multiplicado pelos correspondentes comprimentos de cura ¢. Para ambos os
casos, no conjunto selecionado de painéis acoplados, estamos considerando instantes de
tempo, com as correspondentes frequéncias rotacionais cldssicas, que sdo representativas

dos intervalos de tempo antes e depois da nucleacdo dos vortices.

5.3.1 Espectros de Energia Cinética ®Rb-13°Cs

Primeiramente, examinamos os espectros de energia cinética para o caso em que

ha um desequilibrio de massa mais forte entre as espécies. Ao considerarmos as trés
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Figura 5.12: Espectros de energia cinética incompressivel, E"¢ = E"™(k,t), para
a mistura ®Rb-133Cs, obtidos pela média de 50 amostras no intervalo de tempo
turbulento (II) indicado na Fig. 5.4, que aproximadamente concordam com o
comportamento de lei de poténcia de Kolmogorov cléssico k~5/3 na faixa mostrada
0.1 < k¢ < 1 (linhas pontilhadas vermelhas), sendo modificado para k> na regido
do ultravioleta. Todas as quantidades sdo adimensionais.

regides definidas na Figura 5.4, podemos selecionar intervalos de tempo representativos
da evolugao. O primeiro intervalo (I), correspondendo também aos painéis (a;) da Figura
5.1, refere-se ao intervalo de deformagdo da forma, quando percebemos que a frequéncia
de rotacdo é muito mais lenta para o componente mais pesado. Como nédo héa formacao de

vortices nesta fase, analisar o espectro neste regime ndo fornece informacdes tteis sobre
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Figura 5.13: Espectros de energia cinética incompressivel, E"® = E"(k, t), para a
mistura 8°Rb-8Rb, obtidos através da média de 50 amostras no intervalo turbu-
lento (II), indicado na Fig.5.10. Com um comportamento semelhante ao observado
para o caso de maior desbalanceamento de massa, na Fig.5.12, a mudanga no
comportamento de lei de poténcia é verificada para valores maiores de k&. Todas
as quantidades estdo sem dimensao.

o comportamento da lei de poténcia. Além disso, na tltima parte do intervalo (III), ndo
se deve esperar nenhum comportamento turbulento, considerando que o sistema j4 esta
préximo do equilibrio. A medida que o sistema se aproxima deste intervalo de tempo, com
um padrao de vortices ja estabelecido, deve-se notar o comportamento caracteristico da

lei de poténcia k~3, que é perdido quando as ondas sonoras comegam a afetar os nticleos
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dos vortices.

Portanto, o intervalo de tempo (II) é o mais relevante para caracterizar o regime
turbulento no qual os vortices comecam a ser formados na superficie (préximo a t ~
3500 — 4000), entrando na parte interna dos condensados na tltima parte do intervalo
(quando t estd proximo de 4500). Consideramos este intervalo para examinar com mais
detalhes o possivel comportamento da lei de poténcia esperada. Para caracterizar melhor
este regime, indo da turbuléncia a formagdo de padrdes de vértices, na Figura 5.12,
exibimos os espectros de energia cinética incompressivel para os dois componentes da
mistura 8°Rb-133Cs, em termos de k& (onde & se refere ao comprimento de cura especifico
de cada espécie de condensado). Os resultados, obtidos pela média de 50 amostras
no intervalo de tempo turbulento (II) definido na Figura 5.4, confirmam claramente o
comportamento da lei de poténcia de Kolmogorov k=5/3 no regime turbulento (II) para
k& < 1, que muda para k~3 para momentos maiores.

Significativamente, um fluido quantico é mais turbulento nessa fase devido a um
grande ntimero de geragdes de vortices na superficie. O fluido quantico parece mais
turbulento até que o torque, experimentado pelos condensados devido ao agitagdo a laser,
alcance a regido mais estdvel (como observado na Figura 5.3). Ao longo do processo,
os condensados acoplados tém uma injecdo continua de energia devido ao potencial de
agitagdo a laser. O espectro de energia cinética de velocidade é dominado pelo espectro
de rotacdo de corpo rigido no regime do infravermelho. Neste trabalho, removemos a
grande contribui¢do do infravermelho calculando o espectro no quadro de referéncia
giratorio, ja que a amplitude do sinal do infravermelho é grandemente reduzida em tal
quadro. Os espectros de energia cinética incompressivel, correspondentes as configura¢des
de vortices apresentadas nos painéis (d;) da Figura 5.1, sdo mostrados em k¢ em escala
logaritmica. Da mesma forma que em Ref. [84], também considerando nossos resultados
atuais de sistemas acoplados, os espectros sdo analisados para os regimes do infravermelho
(k¢ < 27) e ultravioleta (k¢ > 271). O espectro incompressivel se torna mais importante
quando os vértices entram no sistema. No regime ultravioleta, o espectro de energia
cinética incompressivel apresenta um comportamento de escala universal k> que surge
da estrutura do nticleo do vértice. No regime do infravermelho, o espectro incompressivel
segue a lei de poténcia de Kolmogorov k~%/3. Esta caracteristica de lei de poténcia é
mantida até k¢ ~ 277, mudando para k—2 em momentos mais altos. Esses comportamentos
desaparecem depois que os vortices entram na parte interna das densidades, com o sistema

acoplado relaxando para a cristalizacdo de padrdes de rede.

5.3.2 Espectros de Energia Cinética ®Rb-*"Rb

Seguindo uma andlise semelhante a realizada na secio anterior para 8°Rb-!33Cs, na

Figura 5.13 apresentamos nossos resultados para os espectros ao considerar a mistura
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8Rb-*"Rb. Para esta mistura, as respectivas distribuicdes de densidade sdo dadas na
Figura 5.7. Neste caso, seguindo a mesma ordem que antes, temos o intervalo inicial de
deformacgdo da forma sendo representado em (a;), em ¢t = 200. Os outros instantes de
tempo sdo para o intervalo de tempo em que a nucleagdo de voértices comega [(b;), em
t = 2600], entrando na parte interna [(c;), em ¢ = 4000], e quando os padrdes de vortices
se tornam estaveis [(d;), em t = 35000].

Como consideramos antes, para este sistema também estamos focando particular-
mente na regido (II), indicada na Figura 5.10, onde ocorre o regime turbulento, até que
padrdes de vortices se formem para cada componente. Os resultados correspondentes sdo
mostrados na Figura 5.13, com o painel superior mostrando os espectros para o compo-
nente %°Rb e o painel inferior para o componente 8Rb. Novamente, nossos resultados
foram obtidos pela média de 50 amostras na regido (II), considerando intervalos de tempo
fixos. Ao compararmos os dois tipos de misturas, observamos que o comportamento de
lei de poténcia de Kolmogorov k~%/3 no regime turbulento (II) (verificado para k& < 1) é
deslocado para valores maiores de k¢ quando consideramos diferencas de massa proximas
entre as espécies. Também observamos o mesmo tipo de mudanga ocorrendo para o

comportamento k3, que comega para valores maiores de k¢.

5.4 Considerac¢oes Finais

Nos estudamos a dindmica de nucleacdo de vortices e os fluxos turbulentos associados
produzidos pela agitacdo a laser eliptica de dois tipos de condensados Bose-Einstein
acoplados de massa desigual, confinados em uma geometria de "panqueca'efetiva bidi-
mensional. Modelamos dois sistemas facilmente acessiveis e controldveis em experimentos
de 4tomos frios: misturas de %°Rb-133Cs e 8Rb-¥Rb, ambos no regime miscivel.

Durante a agitagdo, observamos as etapas de instabilidade conhecidas no sistema de
componente tnico [83]: deformagdo da forma, quebra de simetria envolvendo nucleacdo
de vértices e, finalmente, a abordagem do equilibrio do referencial em rotagdo. Para
caracterizar a nucleagdo de vortices no sistema de BEC acoplado, calculamos a evolugdo
temporal de observéaveis dinamicos relevantes para cada um dos dois componentes da
mistura, incluindo as energias total e cinética, as densidades de corrente e os torques.

Durante o regime de deformagédo da forma, a energia cinética injetada é principalmente
compressivel, mudando para energia incompressivel quando a nucleacdo de voértices
comeca. Para baixa desigualdade de massa, as tltimas redes de voértices sdo semelhantes,
enquanto para o sistema de alta desigualdade de massa, a espécie mais pesada suporta
mais vortices na mesma frequéncia de rotagdo. Isso é consistente com a regra de Feynman
para a densidade de vortices em uma rede rigidamente rotativa [64], enquanto a densidade

de vortices é proporcional a massa atomica.
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O torque inicial experimentado pelos condensados acoplados logo ap6s ligar o laser
agitador é mais forte para a espécie atdbmica menos massiva. Quando os vortices se
aproximam de configuragdes de rede estabilizadas, para ambos os elementos, os torques
saturam, sendo mais fortes para o mais massivo. Para calcular a frequéncia de rotagdo
efetiva dependente do tempo de cada componente, usamos a relagdo de rotagdo cléssica,
obtida a partir dos valores esperados dos operadores de momento angular e momento
de inércia. A mistura com maior desequilibrio de massa tem uma frequéncia de rotacdo
maior do que a mistura com menor desequilibrio de massa. Isso também é refletido no
numero visivel de vértices mostrados na rede final de voértices.

Como medida de energia do voértice, calculamos a energia cinética incompressivel,
tomando cuidado para subtrair o campo de velocidade do corpo rigido ndo interessante
associado a rotacdo. No regime turbulento, a energia cinética incompressivel mostra
algumas evidéncias de uma escala Kolmogorov k—5/3, para valores dos momentos k (como
uma fungdo do inverso do comprimento de cura ¢ ') menores do que 1, o que é modificado
para um comportamento de lei de poténcia k=3 no regime ultravioleta determinado pela
estrutura do ntcleo do vértice [84]. Embora a faixa de escala Kolmogorov seja um pouco
limitada, o espectro é consistente com o transporte de energia para grandes escalas a
medida que os vértices desordenados entram no sistema e comegam a se organizar.
Os vortices nesta etapa estdo préximos a fronteira do condensado, e a escala de lei de
poténcia de Kolmogorov desaparece uma vez que as configuragdes de voértice estaveis se
desenvolvem.

Ao comparar os sistemas com grande e pequeno desequilibrio de massa, sdo ob-
servadas duas caracteristicas notdveis. Primeiro, notamos que um sistema com grande
desequilibrio de massa apresenta o comportamento aproximado de lei de poténcia k=5/3
por um periodo de tempo mais longo. Nesse sentido, ver as figuras 5.12 e 5.13, nas
quais também se pode notar que a mudanga no comportamento de escala, de k~5/3 para
k—3, ocorre em energias cinéticas incompressiveis mais baixas para diferencas de massa
maiores entre as espécies. Segundo, a produgao dindmica de padrdes estdveis de vortices
é verificada como um processo muito mais rdpido para sistemas com maior desequilibrio
de massa do que para sistemas com desequilibrio de massa menor.

Além dos resultados acima, também devemos destacar que, no caso em que um tnico
condensado é confinado sob as mesmas condigdes de interacdo de agitagao (implicando
em nenhuma interagdo entre particulas, ou g;» = 0), o processo de produgdo de um
padrao estavel de vortices serd muito mais rdpido. Esses resultados podem ter impacto em
investigacOes experimentais em que sdo consideradas configura¢des misciveis com massas
iguais ou quase iguais de duas particulas, como quando dois componentes spinoriais do
mesmo dtomo estdo sendo estudados em experimentos de atomos frios condensados.

O outro extremo, com misturas misciveis com grande desequilibrio de massa, também
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é de interesse, considerando que a produgdo mais rapida de padrdes estdveis pode ser
alcancada. Finalmente, de outra perspectiva, o presente estudo com condensados acopla-
dos pode ser estendido usando termos imagindrios dissipativos Gross-Pitaevskii, com um
tratamento dos condensados com seus componentes térmicos correspondentes. Isso pode
ser util para calcular precisamente a velocidade rotacional efetiva das nuvens térmicas.

Como resultado da minha pesquisa de doutorado, tive a oportunidade de publicar
um artigo que contribui significativamente para o avan¢o do conhecimento na drea, na
Physical Review A [129] e também disponivel no Arxiv 2205.1465.
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Apéndice A
Apéndice

Neste Apéndice consistes na utilizacdo de sistema fisicos que é uma técnica de produ-
zir teorias e formulag¢des conceituais que possam criar condigdes de aplicagdo empirica,
aplicamos no Oscilador de Duffing,na resolugdo de EDOs ndo-lineares, com sua varia¢do
do estado ndo forcado, fracamente nao linear e for¢cado, produzindo dados numéricos com
a utilizagdo do fortran, com os dados podemos plotar os graficos, favorecendo uma melhor
interpretagdo do comportamento fisico, obviamente utilizamos métodos numéricos para

escrever Os programas.

Resolvemos a também equacdo de Schrodinger independente do tempo para o caso
do pogo potencial, utilizando método numérico e programagado em fortran, o qual pode

ser reproduzido por qualquer compilador.

A.1 Resolucao Equacao Schrodinger Para o Po¢o Po-

tencial

Nesta se¢do, apresentamos uma resolugdo simplificada da equagdo de Schrodinger, que
é uma das principais equagdes para sistemas quanticos. Utilizamos o método numérico
Newton-Raphson e Runge-Kutta para o Poco de Potencial, que é um modelo cldssico que
ilustra a aplicagdo da equagdo de Schrodinger.
A equagdo de Schrodinger é dada por:
oY

in- = HY (A.1)

Onde ‘Y(?, t) é a fungdo de onda, 1 é a constante de Planck reduzida, e Héo operador
Hamiltoniano.
Para um sistema quantico de uma particula em uma dimenséao, a equagao de Schro-
dinger pode ser escrita como:
¥ (W, 1) K P¥(H,H)

ih—— =

o s HV ()Y (A2)
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Onde m é a massa da particula e V(x, t) é o potencial que atua na particula na posigéo
X no tempo ¢.
Para obter as solugdes estacionarias dessa equagdo para um potencial V(x), podemos

usar a seguinte forma de onda:

Et
Y(X, ) =¥ (x)e N (A.3)
Onde E é a energia total do sistema, dada por:
p?
E=_——+V(x) (A4)

2m
Substituindo essa forma de onda na equagdo dependente do tempo, obtemos a equagao

de Schrodinger independente do tempo:

G
2m 9x2

Que pode ser resolvida para um dado potencial V(x), a fim de se obter as solugdes

+V(x)¥ =EY, (A.5)

‘I’(?, t) e os autovalores ou autoestados de energia E.

A equacdo de Schrodinger é amplamente utilizada na fisica quantica e em outras 4reas
da ciéncia, como a quimica, onde é usada para modelar a estrutura eletrénica dos 4tomos
e moléculas. A equagdo de Gross-Pitaevskii, por exemplo, é uma equagdo de Schrodinger
ndo linear que é usada para descrever a dindmica de condensados de Bose-Einstein em
fisica atomica e Optica quantica. Nesta secdo demonstramos de um forma simples a
resolucdo da equacdo de Schrodinger, utilizando o método numérico Newton-Rasphso e

Runge-Kutta para o Poco de Potencial. Para um sistema quantico geral,temos:

ih— = AY (A.6)
Onde:
¥(%,t): fungdo de onda:
= %: costante de Planck reduzida (h = 6,63-1074] -s)

H: operador Hamiltoniano.

St

No caso de uma particula tinica em uma dimensao, a equagdo de Schrédinger se

torna:

iha\f(?, H_ R PY(F,

= s e TV (L)Y (A7)

Onde ‘Y(?, t) é a funcdo de onda, que fisicamente representa a amplitude de proba-
bilidade para que a particula seja encontrada na posi¢do x no instante t; m é a massa da

particula e V (x,t) é o poténcial* da particula na posi¢ao x no tempo ¢.
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* ENERGIA POTENCIAL
No caso em que desejamos obter as solucdes estaciondrias dessa equagdo para o potencial
V = V (x),obtemos:

Et
Y(X, ) =¥ (x)e I (A.8)
Onde E é a energia total do sistema:
p?
E:T(p)+V(x):>E:ﬂ+V(x) (A9)

Substituindo ‘I’(?, t) na equagdo dependente do tempo:

Py
2m 9x2

que é a equacdo de Schrodinger independente do tempo.

+V(x)¥ =EY, (A.10)

Essa equagdo pode ser resolvida para um dado poténcial V (x), a fim de se obter as
solucoes ¥( 7, t) e os autovalores ou auto-estados de energia E.

Schrodinger Independente do Tempo Para o Poco de Potencial

a) Resolveremos a equacdo de Schrodinger independente do tempo para o pogo de

potencial

0,sex < —a
v(x) =< -V, —a< x <a

0,sex > —a

Usamos o método Neqton-Raphon para obtermos os auto-estados de energia do sistema
nocasoE < 0eVy > 0.
Usamos o método de Runge-Kutta para resolver a equacdo e compare com a solucdo

analitica.

A.1.1 Solugao do Poco

solucdo analitica da equagdo de Schrodinger
Na regido dentro do pogo —a/2 < x < a/2,temos:
Y (x) = Asen (kjx) + Bcos (kjx) —a/2<x<a/2 (A11)

Comk; =+2mE/h
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Nas regides fora do pogo x < a/2 e x > a/2 é dada por:

¥ (x) = Cek* 4 Def11* x < —a/2 (A.12)

Y (x) = Fe"'™ + Ge™ 1 x >a/2 (A.13)

kH = \/21’]1(‘/0 - E)/h
Para determinar as constantes arbitrarias, inicialmente impomos a exigéncia de que
as autofung oes permanece¢am finitas para todos os x. As condi¢des de que a fungdo sdo

quando x — —coe x — foolevama D = 0 e F = 0 respectivamente

Y (x) = Cé¥ x < —a/2 (A.14)

Y (x)=Ge * x> —a/2 (A.15)

Imponhamos agora a exugéncia de que as autofungdes e suas primeira derivadas
sejam continuas em x = —a/2 e x = +a/2. Sdo obtidas quatro equagoes.

— A sen (kja/2) + B cos (kja/2) = Ce kua/2 (A.16)

Akj cos (kja/2) + Bk sen (kja/2) = Ckre~kua/2 (A.17)

Asen (kja/2) + B cos (kja/2) = Ge kua/2 (A.18)

Akj cos (kja/2) — Bky sen (kja/2) = Gkje kue/2 (A.19)

Através de algumas manipulagdes algébricas, encontraremos:

k]tg<k[ll/2)2k[[ SGB#OG(G—FC) 7&0
klcotg(kIa/Z) = —k]] se A # Oe (G — C) # 0

é facil ver que as duas equagdes ndo podem ser satisfeitas simultaneamente. As

autofuncdes sdo de dois tipos. Analisaremos somente para o primeiro tipo:
kitg(kja/2) =k se B =0e(G+C) =0 (A.20)
Entdo (G-4 — 13) fica

B cos(kja/2) = Ge kua/2
G = Bcos(kja/2)e knv/2 = C
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e as autofungdes sdo

[B cos(kja/2)ekne/2)ekin* x < —a/2
¥(¥X) = [B] cos(kix) —a/2x < a/2
[B cos(kja/2)ekne/2)e=kux x > q/2

Substituindo K; e Kj; na equagdo 4 — 15, e multiplicando por a/2, a equagéo fica

\/ mEa? /2h2tg(\/ mEa? /21*) = \/ m(Vy — E)a2/2h%) (A.21)

Para uma dada particula de massa m e um dado pogo de potencial com profundidade
Vo e largura 4, essa equagdo é uma equagdo com uma incégnita, E. Suas solugdes sao
os possiveis valores de energia total da particula - os autovalores para as autofungdes
do primeiro tipo. Podemos obter solu¢des dessa equagado transcendental apenas por
graficos ou numéricos. Apresentamos um método simples que ilustra as caracteristicas

importantes da equagdo. Fagamos a troca da variavel
€ = vmEa%/2h (A.22)

de forma que fica

ctane = \/mV0a2/2h2 — €2 (A.23)

A.12 Método de Newton-Raphson Aplicado a Fun¢ao Transce-
dental

Para determinar a solucdo da equacdo de Schoredinger utilizamo do Método de
Newton-Raphson para a determinacdo do auto-valor de energia através da solugdo da
funcdo transcedental:

Algoritimo método Newton Raphson, para o compilador Force 2.0 ou Fortran F77
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Funcao: newtonraphson

real function f (x)

real k

common k

f=xx*x2* ((tan(x)) **2) —k+x**2 ! entrar com a funcao
return

end

real function g(x)

g=2.xx* (tan (x) »x—2+x+tan (x) *x*—1l+xrxtan(x) »x-3+1.) ! derivada da

return

end

program newtonraphson
common k

external f,g

integer n

real x,erro, faux, k,energia,Vo

k=16.

n=0

Vo=1.

erro=0.001 ! entrar com o erro
x=4. ! entrar com o chute inicial

write (*,*) x, f£(x),n

faux=f (x)

do while (faux.ge.erro)
n=n+1
x=x-f (x) /g (x) ! metodo newton-rapshon

faux=f (x)

write (=%, *) X ., faux ,n
end do
write (%, %) "raiz =" , x

Energia= (x**2/k) *Vo
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write (%,*) "Autovalores de Energia = "

, Energia
read (*,*)

end

Obtemos as raizes através desse programa, apenas a solugdo par, sdo ¢ = 1.25 e

e = 3.6, estes valores foram utilizados para o Programa Runge-Kutta que nos fornece os
autovalores:

21> 21> 1.2
E=¢? = ¢2 Vi ( 5

2
~|—] ~0. Vi A.24
ma? mVoa2 ' ° 4 > 0.0980 Vo (A.24)
21> 212 3.60
E = ¢ = ¢ Vo~|——] ~0. \% A2
€ a2 € mVoa2 0 < 4 ) 0.808 0 ( 5)

A partir desta constante podemos calcular a solugdo da equagao de Schoredinger.
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Através do célculo obtido nas iteracdes pelo Método de Newton-Raphson para a
solucgdo de k' = k tan ka obtemos o valor da constante A = 1.25 €3.60 e adotando 2m = 1 e

i = 1 temos para a solugdo par da equagdo de Schoredinger:

PP
Frae 1,25-¢ (A.26)
PP
Froe 3.6-¢ (A.27)

Para solugdo desta equagao temos que utilizar do Método de Runge-Kutta de quarta
ordem.Por se tratar de uma equagéo diferencial de segunda ordem devemos reescreveé-la

na forma de um sistema:

& _ dz
dx?  dy
dz
PRl
& _ dz
dx?  dy
dz
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A.1.3 Algoritimo Runge-Kutta Para o Poco de Potencial

C

Funcao: rungekuttacomposta
real function f(x,t)

real E

common alfa,E

f=alfa*cos (Exx)

return

end

real function g(z,t)
g=z
return

end

program rkuttaschro
external f,qg
common alfa,E

integer i,n

real k1,k2,k3,k4,11,12,13,14,a,b,x,z,h,alfa,E

open(l7,FILE='xvstl.dat’)

open(18,FILE="xvszl.dat’)
open(19,FILE="senvstl.dat’)

alfa= 1.25235343 ! entre com o alfa
alfa= 3.59533477 ! entre com o alfa
a=0. ! entre com a malha

b=30. ! entre com a malha

E=1.

x=0. ! entre com a x inicial
z=1. ! entre com a z inicial
h=0.1 ! entre com o passo

t=0. ! entre com o tempo inicial
i=0.

n=int ( (b—a) /h)

write(x,*) "i = " ,"t= , x(t)=
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write (x,*) i, "
write(17,*) t, "
write (18,%) =z, "
write (19,*) t, "

do i=1,n+l

kl=f (x,t)
ll=g(z, t)

n n " " "
Pt r Xy

n
s X

",sin(t)

k2=f (x+h*11/2.,t+h)
12=g (z+hxk1/2.,t+h)

k3=f (x+h*12/2., t+h)
13=g (z+h*k2/2.,t+h)

k4=f (x+h*13, t+h)
14=g (z+h*k3,t+h)

x=x+h* (11+2.%x12+2.%13+14) /6.
z=z+h* (k1+2.xk2+2.%xk3+k4d) /6.

t=t+h

*I*) il "
t, "
18,%) z, "
t, "

n n n n "
4 t 4 4 X 4

",sin(t)

A.14 Meétodos Numéricos para descrever CBE

Métodos Numéricos sdo técnicas matemadticas que sdo amplamente utilizadas na

ciéncia para resolver problemas complexos que envolvem equagdes diferenciais, integrais
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e outras equagdes matemadticas. Na fisica, os Métodos Numéricos

O condensado de Bose-Einstein é um estado da matéria que ocorre a temperaturas
extremamente baixas e densidades muito altas, onde um grande niimero de 4tomos se
funde em um tnico estado quéntico. Esse fendmeno é descrito por equagdes diferenciais
ndo lineares que sdo extremamente dificeis de serem resolvidas analiticamente.

Por causa disso, Métodos Numéricos sdo amplamente utilizados para estudar o con-
densado de Bose-Einstein. Métodos como o Método de Diferencas Finitas, o0 Método
de Elementos Finitos e 0 Método de Monte Carlo sdo utilizados para discretizar essas
equagdes diferenciais e permitir a solu¢do numérica.

Além disso, os Métodos Numéricos também sdo utilizados para estudar as proprie-
dades termodindmicas do condensado de Bose-Einstein, como sua temperatura critica
e densidade critica. Esses estudos sdao importantes para o desenvolvimento de novos
materiais e tecnologias baseadas no condensado de Bose-Einstein.

Os Métodos Numéricos sao uma ferramenta essencial para a compreensao e estudo do
condensado de Bose-Einstein e outros sistemas complexos na fisica e na ciéncia em geral.
A aplicacdo desses métodos permite a obtencdo de resultados precisos e confidveis, que

sdo fundamentais para o avanco do conhecimento cientifico e tecnolégico.

A.2 Lagrange

A mecanica de Lagrange ou mecanica Lagrangiana é uma formula¢do da mecanica

classica que relaciona conservagdo de energia com o momento linear.

q={q:} (A.28)
L = L(qi, 171', t) (A29)
. dg;
Gi = TZ' (A.30)
ty
5= / L(gi, d;, t)dt (A.31)

i
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Equacdes de Euler-Lagrange

oL d (oL
a5 =0 (432

sistema nado-conservativo (ou dissipativo)

oL d (JL\ .
At IR -
Qe = iﬁ?xf . F; (A.34)
1 - ] aql *
]
E(qirqi/t) - T - U (A35)
£:T—U:T:%m[x2+y2+zz] (A.36)
. dx
X = ﬁ = ’()x (A37)
Coordenadas polares:
X =rcosf (A.38)
y =rsinf (A.39)
X =r#cosf —rfsinf (A.40)
y = #sinf + r6 cos 6 (A41)
1 ) N2
Liiopr = im[r + (r0)"] (A42)

A.3 Meétodo Variacional

O método variacional é uma importante ferramenta matematica utilizada na

mecanica quantica para aproximar solugdes de equagdes diferenciais ndo resolviveis anali-
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ticamente. Ele consiste em escolher uma fungdo de onda candidata que se aproxima da
solugdo exata e, em seguida, calcular o valor esperado da energia da fungdo de onda candi-
data. O objetivo é minimizar o valor esperado da energia, o que leva a uma aproximacao
mais precisa da solugdo exata da equagao diferencial.

Um exemplo de aplicagdo do método variacional na mecénica quantica é a deter-
minagdo da energia do 4tomo de hidrogénio. A equagdo de Schrodinger descreve o
comportamento do elétron no d&tomo de hidrogénio, mas ndo pode ser resolvida analitica-
mente. No entanto, o método variacional pode ser usado para obter uma aproximagdo da
energia do elétron.

Para isso, uma funcdo de onda candidata é escolhida, como uma combinacdo linear
de fung¢des de onda de hidrogénio com diferentes valores de n, 1 e m. Em seguida, o
valor esperado da energia é calculado a partir da fungdo de onda candidata. O objetivo
é minimizar o valor esperado da energia, variando os pardmetros da funcdo de onda
candidata, até que ele atinja um minimo, o que leva a uma aproximacdo mais precisa da
energia do elétron.

O método variacional é amplamente utilizado na mecénica quantica para aproximar
solugdes de equagdes diferenciais nao resolviveis analiticamente. Ele é uma ferramenta
poderosa para obter aproximagdes precisas de solugdes de equagdes diferenciais, e é uma
técnica importante para a compreensdo e predi¢do de fendmenos fisicos na escala quantica.

A equagdo de Schrodinger descreve o comportamento quantico do elétron em torno do
nucleo do dtomo de hidrogénio. Para resolver essa equa¢do usando o método variacional,
é necessdrio escolher uma func¢do de onda de teste (ou "trial") que depende de alguns
parametros ajustaveis. A ideia é escolher a fung¢do de teste que leva a menor energia
possivel, ou seja, a fun¢do de onda que melhor representa o estado fundamental do
elétron.

A funcdo de onda de teste para o 4tomo de hidrogénio pode ser escrita como uma
combinagdo linear de fun¢des de onda mais simples, que sdo as fun¢des de onda dos
estados estaciondrios de energia conhecidos (chamados de estados de energia "base"ou

"fundamentais"). Portanto, podemos escrever a fun¢ao de onda de teste como:

_

n—

0 [
lljtrzal Z 2 2 Cnlm’ybnlm ) (A.43)

onde ,,,(r) é a funcdo de onda dos estados de energia base, que sdo dados pelas
solugdes analiticas da equagdo de Schrodinger para o &tomo de hidrogénio.

A energia média do elétron na fungdo de onda de teste pode ser escrita como:
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— fl)b:rial(r)Hlptrial (r)dl' N
= S Wit (O Piriar (1) dr (A.44)

onde H é o operador Hamiltoniano para o 4&tomo de hidrogénio.
Para encontrar os valores dos coeficientes c,;,, que minimizam a energia média, pode-

mos tomar a derivada em relacdo a esses coeficientes e igualar a zero, ou seja:

J(E)

acnlm

=0 (A.45)

Essa equagdo nos d4 um conjunto de equagdes algébricas que podem ser resolvidas
numericamente para obter os valores dos coeficientes c,;,, que minimizam a energia
média.

Note que a escolha da fungdo de onda de teste ndo € tinica, e diferentes fungdes de
teste podem levar a diferentes resultados. Portanto, é importante escolher uma funcdo
de teste adequada que leve a melhor aproximacado do estado fundamental do elétron no
atomo de hidrogeénio.

O método variacional é uma ferramenta matemadtica muito importante na mecanica
quantica é o método variacional, que estéd relacionado com o céalculo variacional que
consiste solucionar problemas de maximos e minimos de fun¢des continuas definidas
sobre algum espaco funcional. Constituem uma generalizagdo do calculo elementar de

maximos e minimos de fung¢des reais de uma variavel.

A4 Método de Crank-Nicolson Aplicado ao Conden-

sado de Bose-Einstein

O método de Crank-Nicolson é um Método de Diferengas Finintas(MDF) usado para
resolver equagdes diferenciais parciais, como por exemplo a equagdo do calor, a equagdo
de Gross-Pitaevskii, ou seja, um equagdo de 2t ordem no tempo e no espago,com o tempo
implicito e numericamente estavel foi desenvolvido pelo fisico e matematico John Crank e
pela matematica Phyllis Nicolson, onde uma solugdo continua u(x, t) é necessario, o que
satisfaz a equacgao diferencial parcial de segunda ordem u; — u,, = 0 parat > 0, sujeito a
uma condigdo inicial do formulério u(x,0) = f(x) para tudo real x. Eles consideraram
métodos numéricos que encontram uma solugdo aproximada em uma grade de valores de
x e t, substituindo u;(x, ) e uyy(x, t) por aproximacdes de diferengas finitas Ref. [128].

O método de Crank-Nicolson é baseado em diferencas centradas no espago, e na regra
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trapezoidal no tempo, é de segunda no tempo e no espago. Por exemplo, para um caso

unidimensional, se a equagédo diferencial parcial for

a—u—F uxta—uaz—u
ot " 9x” 9x?

uttt oy ou 0?

ZTI = (u, x,t, %/ sz) (Euler explicito)
utth — oyt ou 92
thl — Fin+1 (u, x,t, %, a;) (Euler implicito)

M = 1 <F.”+1 (u, X, t, a—u, 82u> + F (u, x,t, a—u, 82u>> (Crank-Nicolson)

At 2\ dx’ dx? ! dx’ dx?

O método de Crank-Nicolson é uma técnica numérica amplamente utilizada para
resolver equagdes diferenciais parciais de segunda ordem no tempo e no espago. Ele
fornece uma solugéo precisa e estdvel para muitas equagdes fisicas, incluindo a equacdo
do calor e a equagdo de Gross-Pitaevskii. A combinagdo de diferencas centradas no espago
e da regra trapezoidal no tempo torna o método Crank-Nicolson um dos mais populares
em aplicag¢des praticas. Sua implementacao é relativamente simples e eficiente, tornando-o
uma ferramenta poderosa para resolver problemas complexos em vdrias dreas da fisica e
engenharia.
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1
A.5 Método 3 de Simpson

A regra de Simpson é uma homenagem ao matemadtico britdnico Thomas Simpson

(1710 — 1761) inventor da regra de Simpson que aproxima integrais definidas.

A regra % de Simpson utiliza uma parabola para aproximar a fung¢do no intervalo de
integragdo e assim tem como vantagem um erro menor do que a integral calculada pela
regra do trapézio.

Para calcular o polindmio de segundo grau é necessario ter 3 pontos que interpolem a
fungdo. Dois pontos sdo obtidos nas extremidades, sendo xg =aexy, = b

O ponto x; pode ser obtido de qualquer valor x no intervalo [a, b]. Por convencao,
faz-se x1 o ponto médio do intervalo.

Assim, x1 = xg + h, de forma a ter dois subintervalos de mesmo tamanho, h = bz;”

De posse de 3 pontos, pode-se encontrar a o polindmio de segundo grau que passa

por todos os pontos utilizando a técnica de Lagrange:

w (A.46)

/abP(x) dx = — {f(a) +4f (a;b> +f(b)} : (A.47)

/;P(x) dx = b; [f(a) +4f (”;b> +f(b)} . (A.48)

/abp(x) dx = g {f(a) +4f (”erb> +f(b)} : (A.49)
M=(b-a)f (a;b> (A.50)
T= (b a)(f(a) + F(0). (A51)
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1 i
(b= a)’f"(@) +O((b—a)" (A5

1

— 13 (0 —a)’f"(@) +O((b - a)*) (A.53)

A regra de Simpson % é uma técnica de integracdo numérica que aproxima a integral
definida de uma funcéo utilizando um polindmio de segundo grau. Essa técnica é baseada
na ideia de que uma parabola é capaz de aproximar de maneira mais precisa a fun¢ao do
que uma reta, utilizada na regra do trapézio.

Para calcular a regra de Simpson %, é necessario utilizar trés pontos que interpolam a
funcdo no intervalo de integracdo, sendo dois pontos nas extremidades e um ponto no
meio do intervalo, que é o ponto médio. Com esses trés pontos, é possivel encontrar o
polindmio de segundo grau que passa por todos eles utilizando a técnica de Lagrange.

A regra de Simpson 1 ¢ amplamente utilizada na prética para aproximar integrais
definidas, especialmente quando se tem pouca informagao sobre a fungdo a ser integrada.
Essa técnica pode ser aplicada em diversas dreas do conhecimento, como engenharia,
fisica, economia, entre outras, permitindo obter resultados aproximados de integrais de

maneira rdpida e eficiente.
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