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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre a monotonicidade de zeros de polinémios
ortogonais classicos de variavel continua e de variavel discreta em relacao aos seus para-
metros. Sao também apresentados limitantes para os zeros de alguns destes polindmios.

Palavras-chave: Polindmios Ortogonais, Zeros, Monotonicidade, Limitantes.



Abstract

This work presents a study about the monotonicity of zeros of classical orthogonal
polynomials of continuous and discrete variable with respect to its parameters. It is also
given bounds for the zeros of some of these polynomials.

Keywords: Orthogonal polynomials, Zeros, Monotonicity, Bounds.
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CAPITULO

I

Introducao

A pesquisa apresentada ao Programa de Pos-graduacgao em Matematica Aplicada
e Computacional, da Universidade Estadual Paulista “Jalio de Mesquita Filho”, Cam-
pus Presidente Prudente surgiu da “curiosidade” de estudar o comportamento dos ze-
ros dos polinémios ortogonais, tendo em vista a importancia do tema em aplicagoes na
Matematica e em outras Ciéncias Aplicadas. Neste trabalho, estudaremos o comporta-
mento dos zeros dos polindmios ortogonais classicos de varidvel continua: Jacobi, Laguerre
e Hermite, e de variavel discreta: Charlier, Meixner, Kravchuck e Hahn; apoiados, princi-
palmente, nos trabalhos de RAFAELI [21], no que diz respeito aos polinomios de variavel
continua, e FERRAZ [8], que trata dos polindmios de variavel discreta, até seus estudos
preliminares pouco explorados.

Apresentaremos, no segundo capitulo, defini¢oes e resultados conhecidos sobre poli-
nomios ortogonais que serao indispensaveis para a compreensao dos demais capitulos.
Além disso, veremos sua importancia no tema de integragao numérica, ja que os zeros dos
polindmios ortogonais sao os noés das formulas de quadratura de Gauss, uma das aplicagoes
mais conhecidas desses polinomios. Estudaremos, ainda, sequéncias encadeadas, assunto
que seré utilizado no ultimo capitulo, para demonstrar que uma matriz é positiva definida.

No terceiro capitulo, apresentaremos teoremas sobre o comportamento dos zeros dos
polinonios ortogonais: o Teorema de Markov para variavel continua e sua versao para va-
riavel discreta, que tratam da monotonicidade dos zeros como fungoes de seus parametros,
e o Teorema de Krasikov e Zarkh, sobre a distancia entre quaisquer dois zeros consecutivos
dos polinémios ortogonais discretos. Além disso, aplicaremos esses teoremas aos zeros dos
polindémios ortogonais classicos e, para melhor compreensao, ilustraremos graficamente o
comportamento desses zeros, com os graficos obtidos através do programa Mathematica.

No quarto capitulo, apresentaremos limitantes para os zeros de polinomios ortogonais
classicos, obtidos através dos teoremas de Perron-Frobenius e de Hellmann-Feynman, uti-

lizando relagoes de limites entre zeros de polinémios ortogonais ja conhecidas. Nosso
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objetivo é alterar essas relacoes, encontrando func¢oes simples envolvendo os zeros dos
polindmios, de forma que a convergéncia passe a ser mondtona, ora crescente e ora de-
crescente, para, entao, determinarmos limitantes inferiores e superiores para os zeros dos

polindmios ortogonais. Novamente, ilustraremos os resultados.



CAPITULO

2

Polinbmios Ortogonais na Reta Real

Neste capitulo apresentaremos os principais resultados da teoria bésica sobre polinémios
ortogonais na reta real, que podem ser encontrados nos textos classicos de Chihara [6] e
Szegd [23].

2.1 Polindmios Algébricos

Chama-se fungao polinomial ou polinémio algébrico na varidvel z a funcao

n
—1 2 k
p(z) = apz™ + ap_12" " + -+ agx® + a1+ ag = E apr”,
k=0

definida para todo x real, onde ag, ay, - - - ,a, € IR e sdo chamados coeficientes do polindémio.

Denotaremos o espaco vetorial dos polindémios de grau no méximo n por II,, isto é,
H P n n—1 2 . ]R,
n = 10T + Ap1T + - taxt Far +agap, a1, 0, € .

Se um polinémio algébrico é de grau exatamente n, entao devemos ter a,, # 0.

O espago vetorial de todos os polinémios seréa denotado por II, ou seja,

k=0

Se p(¢) = 0, dizemos que ¢ é uma raiz ou um zero do polinémio p(z).
Enunciaremos a seguir um teorema muito importante sobre os zeros de um polindémio

algébrico.

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental da Algebra) Qualquer polinomio p(x) de grau

n, n > 1, com coeficientes complexos tem exatamente n zeros complexos xi,xo, -+ ,xy.



Além disso, p(x) pode ser unicamente representado por
p(z) = ap(x — x1)(x — 29) -+ - (T — ),
onde a, € o coeficiente do termo x".
Uma demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [9].

Observacao 2.1 Outra forma de representar um polinémio de grau exatamente n é a
que segue:

n n—1 1
Pn(T) = Qppx™ + ppa2"" 4+ apir + anp,

onde o primeiro indice de cada coeficiente representa o grau do polindémio e o segundo

indice corresponde ao termo cujo coeficiente estd acompanhando.

2.2 Sequéncia de Polinémios Ortogonais

Seja ¢(x) uma fungao nao-decrescente, nao-constante e limitada em um intervalo (a, b),
finito ou infinito, que define uma medida d¢ em (a,b). Definimos o produto interno
(-,-) : II x I — IR, através da integral de Stieltjes

(brq) = / p()q(2)dd (), (2.1)

que sera utilizado a partir daqui nos nossos estudos sobre polindémios ortogonais.

Defini¢ao 2.1 Dado um produto interno (-, -) em I1, dizemos que a sequéncia de polinomios

{P,(z)},", € uma sequéncia de polindmios ortogonais (SPO) com relag¢ao a (-,-) se
(i) P,(z) € de grau exatamente n, n > 0;

0, sen #m,

(11) (P, Pn) = {

pn >0, sen=m.

Definicao 2.2 Uma sequéncia de polindomios ortogonais, onde p, = 1, é uma sequéncia

o0

de polinomios ortonormais e serd denotada por {p,(x)}, .

2.3 Propriedades Basicas

Teorema 2.2 Seja {P,(z)} ", uma sequéncia de polinémios ortogonais. Toda subse-

quéncia finita {Py(x)},., € linearmente independente.



m
Demonstragao. Tomemos escalares ¢, 1 < k < m, tais que chPk(a:) = 0. Por um

k=0
lado, para cada polinémio P;(z), 1 < j < m, temos

<ickpk,a-> = (0.P,) =0, (2.2)

Por outro lado, a definicao de ortogonalidade implica que

> o (P, P) = c; (P}, ;). (2.3)
k=0
Como (P, P;) > 0, de (2.2) e (2.3) segue que ¢; = 0 para cada j, o que demonstra o

teorema. u

Corolario 2.1 Seja p(x) um polinémio de grau menor ou igual a n. Entdo, p(x) pode

ser unicamente representado por
p(x) = coPo(z) + 1 Pr(x) + -+ + ¢, Py (x),
com coeficiente reais co,cy, -+, Cp.

Demonstracao. Devemos provar que P = {P,, P;,--- , P,} forma uma base para II,.
Mas isso ¢ uma consequéncia do teorema anterior, ja que II, ¢ um espago linear de
dimensao n + 1 e Py, P,---, P, sao n + 1 elementos linearmente independentes de II,,.
Portanto, cada elemento de II,, pode ser unicamente representado como combinacao linear

de elementos de P. -

Teorema 2.3 Seja (-,-) um produto interno em Il e p(x) um polindomio qualquer. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) {P,(z)} é uma sequéncia de polinémios ortogonais em rela¢io a (-,-);

0, se p(x) tem grau menor que n,

(b) (p, Pr) = {

K, #0,se p(x) tem grau exatamente n;

(c) (x™, P,) =0 para m <n e (z",P,) # 0.

Demonstracao. (a)=(b) Seja {P,(z)}, -, uma sequéncia de polindmios ortogonais em
relagdo a (-, -) e p(z) um polinémio de grau m. Entéao, pelo Corolario 2.1, existem escalares
¢, tais que

p(z) = chPk(:p), Cm 7 0.

k=0

m



Logo,

S 0 sem<n
7Pn — C P,Pn = ’
(0, Pn) kgoﬂk ) {cn(Pn,PH?éOa se m = n.

Portanto, (a)=-(b). E imediato que (b)=(c).

Consideremos P,,(x) = Z am,kxk, Am.m # 0 e provemos agora que (c¢)=(a).
k=0

(i) Seja m < n. Entao,

(P Pa) = 3t (2%, B,) 20
k=0

(ii) Seja m = n. Logo
L (c)

<Pn7 Pn> - Z Qn K <Ik7 Pn> = Qppn <mn’ Pn> 3& 0.
k=0

Entao, (¢c)=(a) e isso demonstra o teorema. n

Teorema 2.4 Sejam {P,(z)} ", e {Qn(x)} ~, duas sequéncias de polindmios ortogonais
com respeito ao mesmo produto interno. Entao, para cada j > 0, existe uma constante c;
tal que Qj(x) = ¢; Pj(x).

Demonstracao. ScjaQ;(z) € {Qn(z)},—,. Pelo Corolério 2.1, existem escalares ¢y, - - - , ¢;,
c; # 0, tais que
Q;(z) = coPo(z) + crPr(x) + - - + ¢; Pj(2).

Mas, pelo Teorema 2.3 item (b) temos

(Qj, Po) = (Qj, P1) = --- = (Qj, Pj—1) = 0.

Assim, para cada k =0,---,j — 1, temos
J
0=1(Q;, P) =Y ci (P Py) = cp(Py, P

=0

Como (P, Py) > 0, entao ¢, =0, 1 <k < j — 1. Portanto,
Qj(x) = ¢;F;(x),
€, ainda’ Cj = <Q]7PJ> / <PJ7P]> u

Veremos, a seguir, uma importante propriedade dos polinémios ortogonais, que nos

permite obter o polinomio P, a partir dos polinémios P, e P, ;.
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Teorema 2.5 (Relagao de recorréncia de trés termos) Seja {P,(x)}.—, uma sequén-

cia de polinémios ortogonais. Entao,
Poi1(7) = (Ap1® — Bry1) Po(w) — Cr1 Poa (), n >0, (2.4)

com Py(x) =1, P_1(x) =0, Api1,Bni1,Chi1 € R e

AnJrl <Pn7 Pn>
An <Pn717 Pn71>

Ap+1.n xpn7 PTL
An+1 - SUARKASS 7é 07 Bn+1 - An+1< >

P —<Pn7pn> #0. (2.5)

3 Cn+1 -

Demonstracao. Seja P,(x) = a4, n2" + -+ + @p1T + app.

Como z P, é um polindmio de grau n + 1, pelo Corolério 2.1 podemos escrever
2P, (z) = coPo(z) + -+ - + ¢, Po(x) + i1 Posa (). (2.6)

Multiplicando P, (z) por z e igualando o coeficiente de seu termo de maior grau ao coefi-

ciente do termo de maior grau de (2.6), obtemos a, ,, = ¢p41Gn+1n+1. LOgO,

ann
Cpp1 = ———. 2.7
H Ap+1,n+1 ( )
Pela ortogonalidade, para cada k =0,--- ,n + 1, temos
<$L’Pn, Pk> = CL <Pk, Pk> . (28)

Por outro lado, pelo Teorema 2.3 (item b),
(xP,, Py) = (Py,xP) =0, (2.9)

para k=0,--- ,n — 2.
De (2.8) e (2.9), segue que ¢ = 0 para 0 < k < n — 2. Entao, podemos reescrever

(2.6) da seguinte forma:

-'L‘Pn(x> - Cn—lpn—l(x) + CnPn(ZL') + Cn—l—an—l—l(l’)

ou, ainda,
Pri1(z) = (An1® — Bpya) Po(z) — Cry1 P (2) (2.10)
1 " —
com An+1 = ) Bn+1 = ‘ € On—l—l = oot .
Cn+1 Cnt1 Cnt1

De (2.7), resulta que

Ap+41n+1
Apyy = Sotlmtl,

n,n



Por (2.10), temos
0= <Pn+17 Pn> - An+1 <IPTL, Pn) - Bn+1 <Pn> Pn> - Cn—l—l <Pn—17 Pn> .
=0
Logo,

P, P,
Bny1=Ann ﬁ

Analogamente,
0= <Pn+1a Pn—1> - An+1 <l'Pn, Pn—1> - Bn+1 <Pn7 Pn—1> - Cn—i—l <Pn—17 Pn—1> .

Logo, como (P,, P, 1) =0,

<xPn7 Pn—1>

Chy1 = Api1————.
- i <Pn—1a Pn—1>

Para melhorar este resultado, observe que

P,(x) = (Apz — By) Po1(z) — Cp Py—o(2),

ou seja,
xPn,l(x) = A—nPn(:L‘) + A—npn,1($) + A—nPn,Q(x)
Dali,
<5UPn7 Pn—1> = <Pn, xpn—1> = A_ <Pna Pn> + A_ <Pn> Pn—1(33)> +A_ <Pn, Pn—z(ﬂf)>
=0 =0

_ (P,,P,)
- An ny+n/ -

Portanto,

An—i—l <Pna Pn>

OTH‘l: An <Pn—1apn—1>‘

Destacaremos dois casos particulares de polinémios ortogonais, os polindmios moénicos
e os ortonormais.

Um polindémio é ménico se o coeficiente de seu termo de maior grau é igual a um.
[e.e]

Podemos construir uma sequéncia de polinémios ortogonais monicos {Pn(:v)} a partir
n=0
de uma sequéncia de polindmios ortogonais, dividindo cada polinémio P, (x) pelo corres-

pondente coeficiente do termo de maior grau, isto é,

P,(z) = ,n> 1



A relacao de recorréncia de trés termos para esses polindmios é, entao, dada por
Pn—i-l(x) - <JI - Bn+1) Pn(x) - Cn+1Pn—1<x)7 (211)

com
_ (aPuB)
Biji=———— ¢ G =
(P P2 )
pois a,, = 1,n > 0.

Podemos obter uma sequéncia de polinémios ortonormais {p,(x)} através de uma
sequéncia de polindémios ortogonais { P, ()}, dividindo cada polinémio P, por sua norma.
Logo,

Bu()

@) = @r "2t

com ||P,|| = v/{Pp, P,).
Como todo polindémio ortonormal é um polinémio ortogonal, da relagao de recorréncia
(2.4) temos

pn+1(x) - (An—l—lx - Bn-l—l)pn(x) - Cn—l—lpn—l(x)a n Z Oa (212)

com

Ap+1n TPny Pn
An+1 - %7 Bn+1 - An—i—l% - An+1 <xpn7pn> ;

(2.13)

ATL mny n An
Cooit = +1 <p p) _ +1

An <pn—1apn—1> An '

Teorema 2.6 (Identidade de Christoffel-Darboux) Seja {p,(x)} uma sequéncia de

polinémios ortonormais. Entao,

ipk(x)pk@) _ Al Pr+1(2)Pn(y) —z;n(x)pnﬂ(y). (2.14)
k=0 ntl v

Demonstragao. Da relacao de recorréncia de trés termos (2.12), podemos escrever

Prt1(2)pn(y) — pa(@)Pns1(y)

= [(Ans12 = Bnt1) pu(®) — Co1Pn—1(2)] pu(y) — Pu() [(Ans1y — Bot1) pa(y)
_Cn+1pn—1(y)]

= Ani1 (2 = Y) Pu(2)Pn(y) + Crtt [Pn(@)Pr-1(y) — Pu(y)pn-1(2)] .
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Mas de (2.13) temos Cy 1 = Api1/An. Logo,

Pn+1 (x)pn(y) - pn(x)pn—l-l(y)
= Auea { @ = ) ) + - @ () = P aa ]}

n

Analogamente,

Pu(®)Pn-1(y) — Pu1(2)pn(y)
— 4, {(x ) e (@Pas(y) +

A [Pr—1(z)pn-2(y) — pnl(y)pn2<x)]} .

Substituindo (2.16) em (2.15), obtemos

pn-l—l(x)pn(y) - pn(x)pn—l—l(y) = ATH-I {(CL’ - y) [ N(x>pn(y) + pn—1<x)pn—1(y)]

L1
An—l

Usando este raciocinio n vezes temos

n

Prs1()pn(Y) = Pu(@)pnii(y) = Anpa {(x—y) pr()pr(y)

F ) (o) |

Mas, pl(x) = apax + aip € p()(l') = Qo,0- EIlJCéO7

p1(®)po(y) — p1(y)po(x) = (x — y) apas,i-

Dai,

1
Pr+1(2)Pn(y) = Pu(@)Pns1(y) = Anga ( [Z pr(x)pr(y) + A—1G0,0a1,1] :

Como Ay = ay1/aop € po(r) = po(y) = ag, temos

Prt1(2)pn(y) — Pu(@)Prns1(y) = Ay ( [Zpk z)pr(y —|—p0(:c)p0(y)] :

Portanto,

1 Pn+1 (I>pn (y) - pn pn+1
Pk pk;
Ant1 r—y Z

Pt (2)po_a(y) — Pnl(?/)pnz(iﬁ)]} |

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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Fazendo y — z em (2.14), obtemos a forma confluente da identidade de Christoffel-

Darboux:
> (@)’ = A;l [2n() (pri1(2))" = Py () (pa(x))] > 0, Yo € RR. (2.19)
2.4 Zeros

Teorema 2.7 Seja {P,(z)},_,, uma sequéncia de polinémios ortogonais com relagao &
medida do(x) no intervalo (a,b). Entdo, os zeros de P,(x) sao reais, distintos e estao

localizados em (a,b).

Demonstragao. Vamos supor que P,(z) nao muda de sinal em (a,b). Dessa forma,
P,(x) > 0 ou P,(z) < 0 para todo = € (a,b), porém, P,(x) ndo ¢ identicamente nulo.

Logo,
/ Pu(2)dé(z) > 0 ou / Py (2)do(x) < 0. (2.20)

Mas, pela ortogonalidade,

/ Py (2)do(z) — / 1. Py (2)do(x) = 0. (2.21)

De (2.20) e (2.21) temos um absurdo. Isto significa que P,(z) muda de sinal pelo menos
uma vez em (a, b), isto é, existe pelo menos um zero real de multiplicidade impar de P,(x)
em (a,b).

Suponhamos que existam r < n raizes reais, distintas, de multiplicidade impar de

P,(z) =0em (a,b), a saber, z,, 1, , Tp,. Assim, pelo Teorema 2.1,

P(z) =ann(z —xp1) - (2 — Tpy) Qnr (), (2.22)

em que ), .(z) é um polindmio de grau n — r, que tem somente raizes complexas (que
nao interceptam o eixo x), ou raizes reais fora de (a,b), ou raizes de multiplicidade par
em (a,b). Logo, @,_.(z) nao muda de sinal em (a,b).

Pela relagao de ortogonalidade,

b
/ (x —xpq) - (& — 2, ) Po(x)dp(x) = 0. (2.23)

Mas, substituindo (2.22) em (2.23), temos

b
[ @m0 Qo) 0. (2.24)

pois Q,,—(x) ndo muda de sinal e os demais fatores sao positivos.
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Comparando (2.23) e (2.24) temos um absudo. Logo, r > n. Como, P,(z) ¢ um
polinémio de grau n, obtemos pelo Teorema 2.1, r = n. Portanto, P, (x) tem n zeros reais

e distintos no intervalo (a,b). -

Teorema 2.8 Seja {P,(z)},~, uma sequéncia de polindmios ortogonais. Consideremos
Tpm < Tpp1 < -+ < Tpg 0§ zeros de Po(r) € Tpniin1 < Tppin < -+ 0 < Tpy11 0S 26708

de P,y1(x), arranjados em ordem decrescente. Entdo, esses zeros se entrelagcam, ou seja,
Tn41,n+1 < Tnn < Tn+1,n < Tnn—1 << Tn+1,2 < Tn,a < Tn41,1-

Demonstragao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que os polindémios P, (x),
n > 0, sejam ortonormais, com o coeficiente do termo de maior grau positivo. Desta
forma, calculando (2.19) em cada um dos zeros x,i1x de Poii(z), k = 1,--- ,n + 1,

obtemos
Pn(xn+17k>PT/L+1 ([En_A'_Lk) > 0 (225)

Pelo Teorema 2.7, os zeros de P, 1(x) sdo reais e distintos. Logo, pelo Teorema de
Rolle, que pode ser encontrado em [18], como P41 (Zpi1%) = Pot1(Tni1k41), K =1,-++ ,n,
existe ¢ € (Tpy1k, Tny1h41) tal que P (c) = 0. Assim, P/ (@pi1k) € Phoy (Tng1t1)
tém sinais opostos.

Por (2.25), segue que P, (z,41%) € Po.1(%yp41,6) tém sinais iguais para todo k =
1,---,n+ 1. Logo, P, (xn+1%) € Pn(Tn+1k+1) tém sinais contrarios. Isto significa que

P, (z) tem um zero em (%11 k, Tnt1k+1)- -

2.5 Polindmios Ortogonais Classicos

Veremos, nesta secao, familias de polindmios ortogonais de variavel continua e de
variavel discreta. Além das referéncias citadas no inicio do capitulo, foram consultados
Ferraz [8] e Koekoek e Swarttouw [14].

Estamos considerando o produto interno definido por (2.1), porém, se ¢(x) é absolu-

tamente continua, esse produto interno reduz-se a

(p,q) = / p(r)q(z)w(z)dr, (2.26)

em que w(z) > 0, mas nao identicamente nula em (a,b), e ¢ denominada fungao peso.
Uma sequéncia de polindmios ortogonais com respeito ao produto interno (2.26) é

chamada sequéncia de polindmios ortogonais de varidvel continua.
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Defini¢ao 2.3 Seja ¢ uma fungao real, nao-decrescente e definida em um intervalo (a,b).

Dizemos que x € um ponto de aumento de ¢ se, para todo € > 0, tivermos

d(x +€) — p(x —e€) > 0.

Se ¢(z) tem uma quantidade finita ou enumeravel de pontos de aumento, {z},_,, ou
seja, ¢(r) é uma fungio escada, considerando w(xy) = ¢(x +€) — @(z, —€), ¢ — 0, 0

produto interno (2.1) reduz-se ao somatorio

N

(p.a) = plxe)glar)w(z),

k=0

onde N ¢é um ntmero inteiro ou N = 0o e w(xy) > 0.
Podemos considerar que a fungao w(x) ¢ definida apenas para os pontos de aumento

x), e a chamaremos fungao salto. Através de uma mudanca de variaveis, {xg, z1,x9, -+ } =

{0,1,2,---} :== N, temos

N

(p,a) =Y p(k)a(k)w(k), w(k) > 0. (2.27)

k=0

As sequéncias de polinémios ortogonais obtidas do produto interno (2.27) sao deno-
minadas sequéncias de polindmios ortogonais de variavel discreta.

Apresentaremos a seguir as familias de polindémios ortogonais classicos de variavel
continua: Jacobi, Laguerre e Hermite, e de varidvel discreta: Charlier, Meixner, Kravchuck
e Hahn, que diferem pelas suas fun¢oes peso ou salto.

Definiremos esses polindémios através das funcoes hipergeométricas, ,F;,, que sao

al e an
nFm ) )
bi, - b

onde (a), = a(a+1)---(a+k—1) é o simbolo de Pochhammer.

definidas por

S (an) @)
x) = L W G

m)k:

2.5.1 Polinémios de Variavel Continua

Polinémios de Jacobi - Os polindmios de Jacobi, denotados por pL? )(x), sao ortogo-
nais no intervalo (—1,1) em relagio a fungao peso w(z;a, 3) = (1 — 2)*(1 + x)”, onde «
e 3 sao nimeros reais e o, 3 > —1.

Podemos definir os polindmios de Jacobi por

1 —n,a+f+n+1
Plad)(z) = (a+1), R n,a+G+n
n! a+1

11—z
>0
2 )7”—7
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ou, ainda, pela formula de Rodrigues

( 1)” —o -0 d" a+n B+n
] (1—2)"(1+2) I [(1 x) (1+x) , n>0

Esses polinomios podem ser obtidos pela seguinte relagao de recorréncia de trés termos:
2P (@) = B (@) + Biga(a, B)P7 (@) + Cua (o, B)P (), k=0, (2:28)

com as condigbes iniciais Pfoll’ﬁ )(:1:') =0e Po(a’ﬂ ) (x) =1, e cujos coeficientes sao dados por

- a?
Bii(a, B) = 2k+a+0+2)2k+a+f)
e
Cryi(a, B) = Ak (k+a)(k+0)(k+atp)

2k+a+-1)2k+a+0)>2k+a+3+1)

A relagao de ortogonalidade dos polinémios de Jacobi é dada por:

0, sem #mn,
(Pry P) = gath+l Da+n+DI(B+n+1) (2.29)
,  sem =n.
(a+pB+2n+1) Ma+B+n+1)

Denotaremos os zeros desses polindémios por z, ;(«, ), 1 < j < n.

De acordo com as caracteristicas dos parametros « e 3, nessa familia destacam-se:
(i) Polindmios de Legendre, P,(x), com o = 3 = 0 e, portanto, w(x) = 1;

(ii) Polinomios de Chebyshev de primeira espécie, T,(x), onde o = § = —1/2, logo,

w(z) = (V1- x2)71;

(iii) Polinomios de Chebyshev de segunda espécie, U, (x), com o = 3 = 1/2, portanto,

w(r) =1 — a2

(iv) Polinémios de Gegenbauer ou Ultraesféricos, oM (x), cujos zeros, fungoes do para-
metro A, sao denotados por z, (), ja que o = f = A — 1/2. Assim, w(z;\) =
(1= A > —1/2;

Polinémios de Laguerre - Os polinomios de Laguerre, L (x), sdo ortogonais no in-
tervalo (0,00) com respeito a fungao peso w(z;a) = e *x%, a > —1. Eles sao definidos

por

n!

nga)(@ = —(a . 1F1 ( -
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ou, ainda, pela formula de Rodrigues

n
—ozxd

L) = (=1)"
©a) 1= (1) a0

[x‘”"e_ﬂ ,n>0.
A relagao de recorréncia para esses polindmios é a seguinte:
sL (@) = L), () + Bra () LY (@) + Cra (@) LY, (2), k>0, (2.30)
com condigoes iniciais L(f‘l) (x)=0¢e Léa) (x) = 1. Seus coeficientes sao dados por
Biii(a) =2k +a+1 e Cipi(a) =k(k+ ).
A relagao de ortogonalidade dos polinomios de Laguerre é dada por

0, se m #n,

(2.31)
nl'(a+n+1), sem=n.

<LmLm> - {

Indicaremos os zeros do polindémio Lé“’(a:) por £, ;(a), 1 < j <mn.

Polinémios de Hermite - Os polindmios de Hermite, H,, (), sdo ortogonais com relagao

a funcio peso w(z) = e™*" no intervalo (—oo, 00). Podemos defini-los por

—-n/2,—(n—1)/2 1
H,(x) = (20)" o Fy ( R x—) nz0,
e, também, por
2 dn 2
H,(z):=(=1)"e" e [e’w } ,n >0

A relagao de recorréncia para esses polindmios é
1
ka(x) = in_,_l(ZE) + k’Hk_l($), k>0, (2.32)

com H_y(z) =0e¢ Hy(z) = 1.

A relacao de ortogonalidade é a que segue:

0, se m #n,

2.33
2"nl\/T, sem =n. (2:33)

<Hn7 Hm> = {

Além disso, os zeros desses polindmios serao representados por h, ;, 1 < j < n.
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2.5.2 Polinémios de Variavel Discreta

Polindmios de Charlier - Os polinomios de Charlier, C,(z;a), ortogonais em N =

{0,1,---}, sdo relacionados a fungao salto w(k;a) = %, a> 0.

Podem ser definidos, através de funcio hipergeométrica, por
1
a )

Clz;a) = Xn: (Z) @) K (—a)" .

k=0

—n, —x

Chn(zya) = oF) (

ou, ainda, por

Esses polinomios satisfazem a seguinte relagao de recorréncia de trés termos:
2Cy(z;a) = —aCiyq(z5a) + (k + a) Cx(z;a) — kCr_1(x; a) (2.34)

e a relacao de diferencas,

Co(z+ 1;a) = W#Cn(x;a) - gC’n(x —1;a), a>0. (2.35)

A relacao de ortogonalidade satisfeita por esses polindmios é
(Cn, C) = a e oy, a >0,

o simbolo 9,,, denota o delta de Kronecker, definido da seguinte maneira:

5mn:{ 0, sem#n

1, se m =n.
Além disso, os zeros do polinémio C),(x;a) serao denotados por ¢, ;(a), 1 < j < n.

Polinémios de Meixner - Os polinémios de Meixner, M, (x;(3,c), sdo ortogonais em

c* (8)k

T,ﬁ>0e0<c<1,onde

N = {0,1,---}, com respeito a fungao w(k;3,c) =
By =BB+1)-(B+k—1).

Podemos definir esses polinomios por

M, (x;8,¢) = o Fy ( _”’ﬁ_””
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e obté-los pela relagao de recorréncia

c(k+ E+(k+053)c k
e My(x; B, c) = (ff)Mk+l(x§ﬁ7 c) — %Mk(*f;ﬁvc) + g Mi(z;8,¢)-
(2.36)
Os polinémios de Meixner satisfazem a relacao de diferencas,
4 c(r + 3) +n(c—1) T
M, 1:6,¢) = M, (x;3,¢c) — —M,(xr — 1;3,¢). (2.37
(z+153,¢) B (x:.6) = gy Ml = 1:.0). (287
Além disso, a relacao de ortogonalidade para esses polindmios é a seguinte:
|
c(1—c)

Os zeros de M,,(z; 3, ¢) serao denotados por m, ;(3,¢c), 1 < j <n.

Polinémios de Kravchuck - Os polinémios de Kravchuck, K, (z;p, N), n < N, sdo or-

N
togonaisem N = {0,1--- , N}, com relagao a funcao salto w(k; p, N) = (k’ >pk (1—p)NF

)

vKy(v;p, N) = —p(N = k)Ky1(2;p, N) + [p(N — k) + k(1 = p)] Ki(z;p, N)
— k(1 —p) Ki_1(z;p, N).

0<p<l.

Podem ser definidos por

—n, —x

K,(z;p,N) := oF
(z;p,N) 21( N

e obtidos pela relacao de recorréncia

(2.38)

Esses polinomios satisfazem a seguinte relacao de diferencas:

p(N—z)+a(l—p) —n z(1—p)
K,(x+1;p,N) = K,(x;p,N)———=K,(x—1;p, N), (2.39
( ) e (x5, N) = ), (2.39)
e a relagao de ortogonalidade
(—1)"n! <1 —p)n
( ) (=N), \ » (2:40)

paran,m < N.
Os zeros de K,,(z;p, N) serao indicados por &, j(p, N), 1 < j < n.
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Polinémios de Hahn - Os polinomios de Hahn, Q,(z;, 3, N), n < N, sdo ortogonais
s ~ a+k\[(B+N—-k
em NV = {0,1,--- , N} com respeito a fungao w(k;a,3, N) = N N :
a,f>—-1loua, < —N.
Sao definidos por
1) , n>0

rQp(z; 0, B, N) = —ArQrsa(x; 0, B, N) + (A + Ck) Qu(z; 0, B, N) — CrQp-1(x; 0, 3, N),
(2.41)

—n,—x,n+a++1
—N,a+1

Qn(z;0,0,N) := 3F, (

e satisfazem a relacao de recorréncia

com

(k+a+8+1)(k+a+1)(N—k) _k(kta+ B+ NA+1)(k+5)
k+a+p+1)2k+a+5+2) 2k+a+8)2k+a+8+1)

=

E =

Satisfazem também a relacao de diferencas

nn+a+pf+1)+(@+a+1l)(r—N)+z(z—0F—-N—-1)
(x+a+1)(x—N) (2.42)

r(N—z+5+1) .
(I—F()é—i—l)(N—Q?)Qn(x_17a’6’N)’

Qn(z+1;0,6,N)=

XQn($3a76> N) -

onde n > 0.

Além disso, obedecem & seguinte relagao de ortogonalidade:

(—D)"(n+a+B+1)y, (B+1),n!

5mna Y SN'
@n+a+B+1)(a+1), (—N), NI i

<Qna Qm> =

Os zeros de Q,(x; v, 3, N) serao denotados por g, (o, 3, N), 1 < j <n.
Um caso particular dos polindmios de Hahn sao os Polindémios de Gram ou de Cheby-

shev Discretos, cujos parametros « e (3 sdo iguais a zero. Logo, w(k) = 1.

2.6 Formulas de Quadratura

Uma importante aplicagao dos polindmios ortogonais, dentre outras, revela-se quando
precisamos calcular aproximadamente uma integral, ¢ o que chamamos de quadratura
numérica. Mais detalhes podem ser encontrados em |7] e [16].

Podemos aproximar a integral

1(f) = / f(2)dé(x),
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por uma combinacao linear de n valores de f da seguinte forma:

k=1

com Ty € [a,b], 1 <k < n, distintos e chamados nos da formula de quadratura. Os
nimeros A, %, 1 <k <n, sao denominados pesos.
Assim,

I(f) = @n(f) + R(f),

em que R(f) é o erro da aproximagao. Quando temos R(f) = 0, dizemos que a férmula
de quadratura ¢é exata.

O grau de precisao algébrica de uma férmula de quadratura é o nimero k tal que

I(f) = Q(f), ¥f e,
I(f) #Q(f), para algum f € My,

As formulas de quadratura que tém maximo grau de precisao algébrica 2n — 1, sao

conhecidas como Foérmulas de Quadratura de Gauss ou gaussianas.

Teorema 2.9 (Férmula de quadratura de Gauss) Seja

1) = [ 1ta)dota).

O mdzximo grau de precisao algébrica de uma formula de quadratura para I(f) de n nds
€2n — 1. A formula de quadratura que atinge esse grau de precisio algébrica € unica e

dada por
Qg(f) = )\n,l f(Zn,l) + >\n,2 f(Zmz) + ...+ /\n,'fl f(Zn,n), (243)

onde zn1,2n2,- -, %nn 540 08 zeros do n-ésimo polindmio da sequéncia de polinomios
ortogonais {P;j(x)}7_, associada a dg(x). Os pesos \,; (nimeros de Christoffel) sio

positivos e dados por

’ P, (x)
A = n db(z), j=1.2.. . ..n.
N /a P (2n) (7 — 2n) o) g "

2.7 Sequéncias Encadeadas

Nesta secao, estudaremos as sequéncias encadeadas positivas, as quais chamaremos
simplesmente de sequéncias encadeadas. Apareceram, primeiramente, no estudo de certas
fracoes continuas e possuem muitas aplicagoes no estudo de polinémios ortogonais. Todos

os resultados apresentados aqui podem ser encontrados em [6].
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.~ N N . , N
Definig¢ao 2.4 Uma sequéncia {c,},_,, N < oo, € denominada sequéncia encadeada se

existe outra sequéncia {g,}"_, tal que
¢n = (1=gn1)gn, n>1, (2.44)
com0<gy<1,0<g,<1,n>1.

Disto, segue que 0 < ¢, < 1, para todo n > 1.
A sequéncia {g,} ¢ uma sequéncia de parametros para {c,} e go ¢ o parametro inicial.
Vale ressaltar que nao é dificil construir exemplos de sequéncias encadeadas, porém

nao é simples verificar se uma dada sequéncia é encadeada.

Exemplo 2.1 Consideremos a sequéncia constante {1/4}.
Neste caso, para calcularmos uma sequéncia de parametros podemos tomar gy = 0 e

calcular ¢;,i = 1,2, -+, através de (2.44):

a=01-g)gn = 1/4=01-0gn = g1=1/4.
= (—g)gi = 1/A=(1—3/8)g = gi—1/4-8/5=2/5
Por indugao, mostra-se que {g,} = {ﬁ :
n

Podemos ainda verificar que a sequéncia constante {1/2} é outra sequéncia de para-

metros para {1/4}. De fato, seja gy = 1/2, logo
a=01-g)g = 1/4=01-12)g = g =(1/4)-2=1/2.
Da mesma forma, mostramos que g; = 1/2 para i =2,3,---.

Através desse exemplo podemos concluir que uma sequéncia encadeada pode admitir

mais do que uma sequéncia de parametros.

Teorema 2.10 Sejam {c,} uma sequéncia encadeada e {gr} e {hx} duas sequéncias de

pardmetros para {c,}. Entao, gy < hy para k > 1 se, e somente se, gy < hg.

Demonstracao. Como {gx} e {hx} s@o sequéncias de parametros para {c,}, temos
(1_gk—1)gk = Cr = (1—hk_1) hy, k>1.

Logo,
g_k: . 1-— hk—l

_ k>
hi,  1—gr
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Observando esta relagao, podemos concluir que 0 < g < hp < 1 se, e somente se,

0 < grp_1 < hp_1 < 1. Em particular, para k = 1, temos g9 < hy. n

Teorema 2.11 Seja {c,} uma sequéncia encadeada. Se {c,} tem uma sequéncia de pard-
metros {gi} tal que gy > 0, entao, para cada hy tal que 0 < hg < go, existe uma sequéncia

de parametros {hy} correspondente.

Demonstragao. Faremos a demonstracao por inducao sobre hy.

Se 0 < hy < go, entao 0 <1 —gg <1 — hg. Como ¢; > 0, obtemos

C1 &1
< < .
IL—hy 1—go

0

Note que ¢1/(1 — go) = g1, jé que (1 — go)g1 = 1.

Fazendo hy = ¢1/(1 — hg), obtemos ¢; = (1 — hg)hy e 0 < hy < g1 < 1.

Suponhamos que exista hy, tal que ¢, = (1 — hy_1)hg, com 0 < hy, < g < 1. Entao,
0<1—gr<1—hg Como cpyq >0,

Ck+1 Ck41
I—=hy 1—g

0< = Gk+1 < 1.

Logo, existe hpy1 = cxr1/(1 — hy), ou seja, cpy1 = (1 — hg)hgs1, com 0 < hpyq <
Irr1 < L.

Portanto, {hy} é outra sequéncia de parametros para {c,}. =

Observacao 2.2 A partir da definicao de sequéncias encadeadas, o teorema anterior nos
diz que toda sequéncia encadeada tem uma sequéncia de parametros {my} tal que mg = 0
e, pelo Teorema 2.10, temos que my < g para qualquer outra sequéncia de parametros

{gr}. Isto nos leva a definir sequéncia minimal de parametros.

Defini¢ao 2.5 Seja {c,} uma sequéncia encadeada. Uma sequéncia de parametros {my}

€ chamada sequéncia minimal de pardmetro se my = 0.

Pela Observacao 2.2, segue que toda sequéncia encadeada possui pelo menos a se-
quéncia minimal de parametros. Se esta for a unica sequéncia de parametros para {c,},

dizemos que {¢,} determina seus parametros unicamente.

Definigao 2.6 Seja {c,} uma sequéncia encadeada. Uma sequéncia de parametros { My}
€ chamada sequéncia mazximal de pardmetros se My > gx, k > 0, para qualquer outra

sequéncia de parametros {gx}.

Teorema 2.12 Toda sequéncia encadeada {c,} possui uma sequéncia mazimal de pard-

metros.
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Demonstracao. Se {c¢,} determina seus parametros unicamente, entdo sua sequéncia
minimal de parametros é também sua sequéncia maximal de parametros.

Suponhamos que {¢,} nao determine seus parametros unicamente. Entao, qualquer
outro parametro inicial é maior que zero. Seja M, o menor limite superior para o conjunto
de todos os parametros iniciais. Como gg < 1, Vgq, logo, 0 < My < 1.

Pelo Teorema 2.11, para cada x tal que 0 < x < M, existe uma sequéncia de para-
metros {gx(z)} tal que go(z) = .

Para cada valor fixo de n, g, ¢ uma funcao crescente, pois se 1 < 2, temos

90(1'1) =21 < Ty = 90(56'2)-

Logo, pelo Teorema 2.10, g, (x1) < g,(z2), paran > 1.

Além disso, como g, é uma fungao limitada (0 < g, < 1, para n > 1), podemos definir

M, = lim g,(x), n>1. (2.45)

oM
Disto segue que 0 < g,(x) < M, < 1, n > 1 e como {g;} é uma sequéncia de
parametros para {c,}, entdao c¢,y1 = (1 — ¢u(2))gns1(z). Fazendo x — M, obtemos
Cny1 = (1= M,)M,, 11, com 0 < M, < 1 para todo n, pois, se M, fosse igual a 1, terfamos
cny1 = 0 e {c,} ndo seria uma sequéncia encadeada. Portanto, {M;} é a sequéncia

maximal de parametros para {c,}. m

Observagao 2.3 As sequéncias {my} e {M}.} denotarao, respectivamente, as sequéncias

minimal e maximal de parametros de {c,}.

Teorema 2.13 Seja {c¢,} uma sequéncia encadeada. Se 0 < d,, < ¢,, para n > 1, entdo

{d,} também é uma sequéncia encadeada.

Demonstragao. Definindo hg =0 e hy = dy, temos d; = (1 — hg)hy, com 0 < hy < ¢ =
my < 1, pois ¢; = (1 — mg)my = (1 — 0)my.
Suponhamos que dy = (1 — hg_1)hg, com 0 < hy <mp <1, k=1,2,--- n.

Por hipotese, temos dj 1 < cxy1, entao

diy1 < crp1 = (1 —mp)mysr < (1 — )My

Deste modo, existe hyy 1 tal que 0 < hpyg < mygpq < 1, com dgq = (1 — hy)hge.

Portanto, provamos por indugao que {d,} ¢ uma sequéncia encadeada. =

Este teorema afirma que, conhecendo-se uma sequéncia encadeada, podemos dizer se

outra sequéncia é ou nao encadeada através da comparacao de seus termos.



CAPITULO

3

Teoremas de Markov e de Krasikov e
Zarkh

Neste capitulo veremos dois teoremas importantes sobre o comportamento dos zeros

dos polinémios ortogonais. Esses resultados sao conhecidos e podem ser encontrados em
Ferraz [8], Ismail [11], Krasikov e Zarkh [15] e Rafaeli [21].

3.1 Teorema de Markov

Vimos que existem familias de polindmios ortogonais que dependem de parametros.
Dessa forma, surge a curiosidade de saber como se comportam os zeros desses polindmios
como fungoes de seus pardmetros. Vamos entao estudar um teorema estabelecido por An-
drei Markov em 1886, que fornece condic¢oes suficientes para que os zeros de um polinémio
ortogonal sejam fungoes crescentes ou decrescentes dos seus parametros.

Consideremos, primeiramente, {F,(x;7)}, ., uma sequéncia paramétrica de polino-
mios ortogonais de variavel continua no intervalo (a, b), relacionada a fung¢ao peso w(zx; 7),

T € (71, T2).

Teorema 3.1 (Teorema de Markov para variavel continua) Seja P, (z;7) o n-ésimo
polinémio ortogonal com relagao a fungao peso w(x;T), que € positiva e tem a primeira

deriwada continua com relagao a7 paraa < x <betm < 7T < To. Suponha que as integrais

b :
/ kacjm, k=0,1,2,...,2n — 1, (3.1)
" T

convergem uniformemente em todo subintervalo compacto de (11, 72). Se

Olnw(x;T)
or

23
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€ uma fungdo crescente (decrescente) de x em (a,b), entdo todo zero x, (1) de P,(x;T)

¢ uma fungao crescente (decrescente) de .

Demonstragao. Como P,(z;7) é ortogonal em (a, b) com relagao a fungao peso w(x; 1),

entao, dada f(z) um polinémio de grau 2n — 1, pelo Teorema 2.9 temos

b
/f(x) xrdm—ZAk f(@ni(7)), (3.2)

com z, x(7) denotando os zeros de P,(z;7) e com os pesos Ay(7) todos positivos. Dai,
derivando (3.2) com relacao ao pardmetro 7 e mudando a ordem entre diferenciagao e

integragao, o que ¢ possivel gragas a convergéncia uniforme de (3.1), temos
aw (x;7)
[ = 3 o) + A ) 53

Definamos o polinomio f(x) de grau 2n — 1 por

P2(x;7)

p—Y oon (7 (3.4)

fz) =

Como podemos escrever P,(x;7) = (2 — Tp1 ) (@ — Tp2) -+ (. — 2pg) -+ - (¥ — Ty ), temos

P2(x;7)

T — xn,k(T) = (33 — xn,l) (x — l’n,z) o (:L’ — xnyk) o (x _ xn,n) _ (3'5)

fx) =

Logo,
f(xni(1)) =0, i=1,2,...,n. (3.6)

Além disso, derivando (3.5) com relagao a x, obtemos

f(ni(7)=0,i=1,2,.... k=1L k+1,...,n, (3.7)

pois, Py (2,i(T;2)) =0,i=1,---.n
Seja pr(x) um polindémio tal que

f(z)

pk(‘r) = T — xn,k(T).

Logo, f(z) = (x — 2, x(7))pi(z). Derivando f(x) em relagdao a x, obtemos

f'(x) = pr(@) + 2(z — 2o k(7)1 (@) i ().
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Portanto, f'(2,x(7)) = pi(z,x(7)). Por outro lado, de (3.4) temos

Pi(zir) = (v —2u(7)) f(2)
= (&= 20(7)) (& — 20(7)) Pic(2)
= (2~ 20x(7))" pi(2).

Logo, Po(w;7) = (z — 2 s(7))pi(). Assim,
Poa;7) = pr(@) + (2 — 200 (7)) 0 (%)
Entdo, P/ (2,4(7); 7) = pi(znx()) €, portanto,
F(@an(7)) = [Br(wnp(r); 7)] (3.8)

Desta forma, (3.7) e (3.8) implicam que f'(,;(7)) = [P.(2px(7); 7)) 0t i = 1,..., 7, €

assim, (3.3) reduz-se a

bP2. .
[ B suten),

— ZTui(T)  OT
Seja g(x; T) uma fungao auxiliar definida por

1 Ow(z;7)  Olnw(x;T)

9(w;7) = w(xz;7) Ot N or

Observe que

) 1 Ow(nk(7); 7) _
g(xn,k(T)vT) - w(xmk(T);T) or y k= 1,2,...,77,.

Podemos, entao, reescrever (3.9) da seguinte forma:

b 2(q: T )
/ %g (z;7) w(a; T)de = Ap(7) [Py (2n k(1) 7)]” 2, (7). (3.10)

Por outro lado, da propriedade de ortogonalidade de P,, segue que

C Par) o Pmn)
/a—)w(x,T)dx—/a Po(w:w(z: )z = 0. (3.11)

T — T (T T — T p(T)

Agora, multiplicando (3.11) pela constante g (z,,(7); 7) obtemos

/ %g (Xnk(T);T)w(x; 7)d2 = 0.
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Subtraindo da igualdade (3.10), temos

b 2 T 2
/ —ﬁi«n’k&)‘ [9/(257) — g (@ s (r): ) (5 7)d = Ag(r) [Ph(n (7); )] 2 ()
a : (3.12)

ou, equivalentemente,

b 7)) — g (Tpr(T); T 9
[ B T Z I s r)dn = ) [Phlans (i) ). (339

Uma vez que ¢ (z;7) tem derivada continua com relagdo a x, pelo Teorema do Valor

Médio, que pode ser obtido em [18],

/ ) = g(J};T) _g<xn,k(7);7)
9 (&) R

?

para algum ponto £ entre x e x, (7). Assim, se ¢’ (;7) > 0 para todo & em (a,b) (ou
seja, a funcdo ¢ (x;7) é crescente), a fungdo integrante em (3.13) é nao negativa e, dai,
2, (1) > 0. Analogamente, se ¢’ (§;7) < 0 para todo § pertencente ao intervalo (a,b) (ou

seja, a fungao g (r;7) & decrescente), entdo ;, (1) < 0. u

Esse teorema pode ainda ser reformulado para sequéncias de polinomios ortogonais de
variavel discreta. Seja {P,(z;7)}, -, uma sequéncia de polinomios ortogonais de variavel
discreta, relacionada a fungao salto w(k;7), com k € N, onde N é um conjunto finito ou

infinito da forma {0,1,2,---}, e 7 € (11, T2).

Teorema 3.2 (Teorema de Markov para variavel discreta) Seja P,(z;7) o n-ésimo
polinémio ortogonal com relagao & funcao salto w(k;T) que € positiva e tem a primeira

derivada continua em rela¢ao a 7, para 7 € (11,72) e k € N. Suponhamos que as séries

o(k;
E:W@%fik =01, 2n—1, (3.14)
keN 4

convirjam uniformemente para T em qualquer subconjunto compacto de (11,73). Entao,

0s zeros de P,(x;T) sao fungoes crescentes (decrescentes) de T € (11,T) se

Inw(zx;7)]
or

¢ uma fungao crescente (decrescente) de x em um intervalo que contém N .

Demonstracao. Sejam x1(7), xo(7), -+ ,z,(T) 0s zeros de P,(z,7). O Teorema 2.9

garante que, para qualquer polinémio p(z) de grau menor ou igual a 2n — 1, temos

D p(R)wlhi7) = D7 A (r)play () (3.15)

keN
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com A\j(7) > 0,1 <j <n. Queremos derivar essa equacdo em relagdo a 7.

Vejamos primeiramente que, ao derivarmos o lado esquerdo, obtemos

Ow(k;T)
S oty 20857

keN

Note que essa é uma combinagao linear das séries (3.14) que, por hipdtese, convergem uni-
formemente em compactos de (71, 72). Logo, essa série também converge uniformemente
e, portanto, o lado esquerdo de (3.15) é derivavel.

Analisaremos, agora, as condigoes para que o lado direito de (3.15) seja derivavel.
Como os zeros de P,(z;7) sao simples, entdao P,(z;(7);7) = 0 e 0P,(z;(1);7)/0x # 0.
Assim, pelo Teorema da Funcgao Implicita, que pode ser encontrado em [19], os zeros
z;(1), j=1,--- ,n, sdo derivaveis em relacao a 7.

Além disso, os coeficientes A;, j = 1,2,--- ,n, sao determinados pelo sistema linear
obtido ao considerarmos que a férmula de quadratura (3.15) é exata para os n polindémios

iyn—1
que formam a base de II,,_;. Ao tomarmos, por exemplo, a base {k'},_,, temos

1 11 A (T) 2 ke w(k; )
xi (1) wo(r) ... wu(T) X(T) | D open kFw(k;T)
py7Hr) apTHNr) L ap () An(T) D ken K w(k )
os elementos da matriz desse sistema, z;(7)", i = 0,1,---,n—1, j = 1,2,--- ,n, bem

como os termos independentes Y, - z'w(k; 7), sdo derivaveis em relagao a 7 (pois (3.14)
converge uniformemente), entdo o vetor solugao desse sistema linear (Aj, Ag, - - - ,)\n)T
também é derivavel em relagao a 7. Isso significa que o lado direito de (3.15) também é
derivavel.

Portanto, derivando a equagao (3.15) em rela¢do a 7, obtemos

=
keN j=1

50 2208 3 B0, () D] g

Como (3.15) vale para todo polindémio p(z) de grau 2n — 1, consideremos

P2(x;7)

p(x) = $——$z(7)

Observe que

B 0 se J #1i,
vmasiry | (Po(zi(7);7))* se j=i.
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Dai, podemos reescrever (3.16) da seguinte forma:

Pg(k)ﬂ-) 8W(k;7-) = N(T N (7)) dmZ(T)
5 (FED) 225D o) (Bt 2,

keN

Adicionando ao lado esquerdo o termo

L L ufalr)in) ¢ (M) wlki ),

w(x;(7);7) or e \k - z;(T)

que ¢ zero devido a ortogonalidade, obtemos

P2(k; 1) 1 (%)(k;T)_ 1 Ow(xi(7); T) wlk: T
k — x;(T) [w(k:;T) or w(@i(7);7) or ] )
gdxi<’7'>

dr

keN

= Ni(7) (B (2s(7); 7))

Sabemos que \;(7) > 0 e também w(k;7) > 0. Logo, o sinal de dz;(7)/dr seré positivo
(negativo) se o sinal de
1 1 Ow(k;T) 1 Ow(x;(7);7)

k—xz;i(7) |w(k;T)  OT B w(x;(7);7) or (3.17)

for positivo (negativo). Como

O[Inw(z;7)] 1 Ow(x;T)

or w(x;t) o

se Olnw(x;7)]/OT for uma fungao crescente (decrescente) em um intervalo que contém
N (esse intervalo também contém os zeros de P,(z) pelo Teorema 2.7), entdo a equagao
(3.17) sera sempre positiva (negativa). Logo, o sinal de dx;(7)/dt sera positivo (negativo),

ou seja, z;(7) serd uma fungao crescente (decrescente) de 7. m

Observagao 3.1 w(x;7) é a extensao continua da fungao salto w(k; 7).

3.2 Teorema de Krasikov e Zarkh

Veremos, agora, outro resultado sobre os zeros dos polindémios ortogonais discretos.
Para isso, seja M(p) o minimo da distancia entre os zeros de p, isto é, para um polindémio

p de grau n com zeros Xy, Lo, ..., Ty,

M(p) :mln{|xl —ZL']| 1l 7&]7 ] = 1,2,,71}
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Vimos que os polindmios ortogonais de variavel discreta classicos satisfazem uma
equagao de diferengas. De acordo com [15], vamos assumir que P, é um polindémio orto-

gonal de variavel discreta que satisfaz uma equacao de diferencas da forma
P,(x+1)=2A,(x) P,(x) — By(z) Py(x — 1), (3.18)

com A(x) e B(z) continuas num intervalo L, que contenha todos os seus zeros. Para
tais polinoémios, além do fato de que os zeros de P,(x) e de P,11(z) se entrelagam, temos
também que, sob certas condigbes, os zeros de P,(x) se entrelagam com os zeros de
P,(x+1). Esse fato segue de um resultado de Krasikov e Zarkh [15], apresentado a seguir

com outra demonstracao devida a Ferraz [8].

Teorema 3.3 (Teorema de Krasikov e Zarkh) Seja P,(z) um polinémio ortogonal
discreto com rela¢ao ao produto interno (2.27). Suponha que P,(x) satisfaca (3.18) e que
exista I C L, tal que

(1) todos os zeros de P, estao em I,
(i) Bu(x) >0 para x € 1.

Entao, M(p) > 1. Se, além disso, A,(x) >0 em I, entao M(p) > 2.

Demonstragao. Vamos provar primeiramente que existe um ponto do suporte da medida
N ={0,1,2,---} entre quaisquer dois zeros consecutivos de P,(x).
De fato, sejam z; e 2y zeros consecutivos quaisquer de P,(z). Se nao houver x € N

tal que z; < x < 29, entao teremos

P, (x)P,(x
3 ()P ()

@ o) — Zz)w(a:) > 0.

zeN

Mas, P,(z)/[(z — z1) (x — 2z3)] tem grau n — 2. Logo, pela propriedade de ortogonali-
dade,

Z Pn(x)Pn(I>

@ o) — ZQ)w(:U) = 0.

zeN
Esta contradigdo prova que entre zeros consecutivos de P, () existe um ntmero inteiro.

Isso implica que em um intervalo [m,m + 1], m € N, pode existir no maximo um
zero de P,(z), pois, se existissem dois zeros entre dois niumeros inteiros consecutivos, nao
haveria um nimero inteiro entre esses zeros.

Como P,(z) satisfaz a equagao de diferengas (3.18), entao, para todo zero z de P,,
temos P, (zx + 1) = —B,(2;) Pn(2zx — 1). Como, por hipoétese, 2z, € I, por (ii) B,(zx) > 0.
Logo,

sinal P,(z + 1) = —sinal P,(z — 1).
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Portanto, como os zeros de P,(x) s@o simples, em cada intervalo [z, — 1, z; + 1] existe
uma quantidade impar desses zeros.
Seja z; o menor zero de P,(z). Nesse caso, existe uma quantidade impar de zeros em

[21, 21 + 1]. Seja m o menor inteiro maior ou igual a z;. Logo,
n<m<zn+1<m+1.

Como pode existir apenas um zero de P, (x) em [m — 1,m], segue que z; ¢ o inico zero
desse intervalo. No intervalo [m,m + 1] existe no maximo um zero e, como a quantidade
de zeros em |z1, 21 + 1] deve ser impar, nao é possivel que este zero esteja entre m e z; +1,
pois existiriam dois zeros em [z1, z; + 1]. Logo, a tnica possibilidade ¢ que exista apenas
0 zero z; neste intervalo.

Seja zy 0 segundo menor zero de P,(x), entao z3 > z; + 1 e s6 podem existir zeros no

sub-intervalo 29, 29 + 1] de [22 — 1, 25 + 1]. Consideremos dois casos:

e Se zp < m+ 1, entdo z; é 0 tnico zero do intervalo [m, m + 1] e temos

m<zm<m+l<zn+1l<m+2

Em [m+ 1,m + 2] existe no méaximo um zero de P, e em [z, 25 + 1] existe uma
quantidade impar de zeros. Sabemos que no intervalo [z3, m + 1] ha um zero, logo
nao pode haver um tnico zero em [m + 1, z; + 1], pois teriamos um numero par de

Zeros em [z, zo + 1]. Assim, 25 € o tnico zero do intervalo [z5 — 1, 2 + 1].

e Se zp > m + 1, considere m + i (¢ > 2) o menor inteiro maior ou igual do que zs.
Entao,

m+l<zm<m+i<zm+l<m+i+1.

Como no intervalo [m + i, m + i + 1] existe no maximo um zero, este nao pode estar
em [m + i, zo + 1], pois terfamos um nimero par de zeros em |29, 29 + 1]. Logo, temos

apenas o zero 2z, no intervalo [z5 — 1, 29 + 1].

Prosseguindo com esse raciocinio para cada z,, k = 1,--- ,n, conclui-se que no inter-
valo [z, — 1, 2, + 1] existe apenas o zero z;. Isto significa que a distancia entre os zeros é
maior que 1, ou seja, M(p) > 1.

Agora, considerando A, (z) > 0 em I, sejam zi, 2o dois zeros consecutivos e

21+ 29
—2 .

e

Se a distancia de z; a 2o for menor do que dois, entao, Z — 1 e Z + 1 estao fora do

intervalo [z, 23]. Como B, (x) > 0, entdo nao existem zeros de P,(z) entre z; — 1 e z; ¢
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nem entre z; e 29 + 1. Logo, o sinal de P, (Z — 1) é oposto ao sinal de P,(Z) e o sinal de
P,(Z+ 1) também é oposto ao sinal de P,(Z).

Porém, ao aplicarmos a equagao (3.18) a z, temos uma contradi¢ao, pois
P.Z+ 1)+ B,(2)P.(z—1) =2A,(2)P,(2) (3.19)

implica que, se os sinais de P,(Z+ 1) e P,(Z — 1) sao iguais entao P,(Z) também deve ter
0 mesmo sinal.

Portanto, a distancia de z; a zo é maior ou igual a 2, ou seja, M(p) > 2. Porém, o
caso M(p) = 2 é impossivel, pois teriamos Z — 1 = z; e Z+ 1 = z5. Dai, (3.19) implicaria
A(Z)P,(Z) =0, ou seja, P,(Z) =0, o que é um absurdo. Logo, M(p) > 2. [ ]

3.3 Aplicacoes

Nesta se¢ao aplicaremos o Teorema de Markov para verificar a monotonicidade dos
zeros dos polindmios ortogonais classicos em relacao aos seus parametros. Além disso,
provaremos, através do Teorema de Krasikov e Zarkh, que a distancia minima entre os

zeros dos polindémios ortogonais classicos de variavel discreta é maior que um.
Teorema 3.4 Seja {Pé“’ﬁ) (:E)} uma sequéncia de polindmios de Jacobi. FEntao, seus
zeros Tn; (o, B), 1 < j < n, sao fungoes decrescentes do pardmetro o € (—1,00) e

crescentes do parametro f € (—1,00).

Demonstragao. Sabemos que os polindémios de Jacobi sao ortogonais em (—1,1) com

relagao a funcao peso w(z;a, B) = (1 — x)%(1 + x)”. Entao,
hw(z;o, f) =l [(1 —2)*(1+2)°] =In(1—2)*+In(l+2)° =aln(l —z)+ BIn(l+z).

Fixando (3 e considerando w(z; a, ) uma fungao de «, temos

Olmw(z;a,8)
e - In(1 — z).
Como
dn(l—=z) 1
dx  1-x

e—1/(1—2x) <0em —oo <z < 1, In(1 — x) é uma funcdo decrescente neste intervalo.
Dal, pelo Teorema 3.1, concluimos que z, ;(c, 3) é uma fungao decrescente de c.
Mostraremos, agora, o comportamento dos zeros em relacao a 3. Fixando « e con-

siderando w(x; «, ) como funcdo de 3, temos

Olnw(z; a, B)

3 =In(1+x)
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e, assim,
dIn(1 + x) 1

dx Cl4a

Logo, In(1 4+ z) é uma fungao crescente para —1 < = < 1, pois 1/(1 + x) > 0 neste

intervalo. Pelo Teorema 3.1, obtemos que x, j(c, #) é uma funcgao crescente de (3. -

Para uma melhor compreensao deste resultado, apresentamos, nas Figuras 3.1 e 3.2, os

graficos dos zeros do polinémio Péa’ﬁ ) (). No primeiro deles, fixamos = 1 e obtemos os

zeros x5 (o, 1), j =1,---,5, como fungdes decrescentes do parametro a. J& no segundo
grafico, tomamos o = 1 e obtemos os zeros 5 (1, 3), j = 1,--- , 5, como fun¢des crescentes
de S.

1.0\

0.5

80 100

-0.5

-1.0*-

Figura 3.1: Grafico dos zeros =5 j(a, 1), 1 < j <5, como fungoes do pardametro a.

-1.0"-

Figura 3.2: Grafico dos zeros x5 (1, 3), 1 < j <5, como fungdes do pardametro (3.
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E revelante destacarmos quando os polindmios de Jacobi assumem valores iguais para
a e 3. Considerando o« = = A—1/2 > —1, temos um caso particular dos polinomios de

Jacobi, que sdo os polinomios de Gegenbauer, oM ().

Teorema 3.5 Seja {Cfl)‘) (x)} uma sequéncia de polindomios de Gegenbauer. Entao seus

zeros T, ;(N), 1 < j < |n/2|, sao fungdes decrescentes de A > —1/2.

Demonstragao. Os polinémios de Gegenbauer sao ortogonais no intervalo (—1,1) em

relacio a funco peso w(x; A) = (1 — 22)*~ Y2, Assim,
Inw(z; ) =In(l — 222 = (A =1/2)In(1 — 2?).

Logo,
Olnw(z; \)
O\

Como esta nao é uma fungao monoétona em (—1,1), ndo podemos aplicar diretamente

=In(1 — 2?).

o Teorema de Markov. Sabemos que os polindémios de Gegenbauer sao simétricos em
relacao a origem e, por este motivo, basta considerarmos os zeros positivos usando uma
transformada quadratica.

Sejam g,(f‘) () e A (x) os polindomios hipergeométricos de grau n

—n,n+ A
g (@) = oy ( l‘)

1/2
()

E bem conhecido que { 9n (x)} ¢ {hg‘) (x)} sao sequéncias de polindmios ortogonais

— A+1
hgl’\)(x) _ LR n,mn-+ A+
3/2

em (0, 1) com respeito as fungoes peso w,(z;\) = 7/2(1 — 2)* Y2 e wy, (3 \) = 21/2(1 —
x)*~1/2 respectivamente. Em outras palavras, gy (x) ¢ um multiplo de Cé;\L)(xl/Q) e
AV (z) 6 um mdltiplo de m_l/QC’é;\L)Jrl(xl/z). Portanto, os zeros de ¢ (z) e h(z) sdo,
respectivamente, z3, ;(A) e 23, 1 ;(A), j=1,--- ,n.

Calculando, agora, as derivadas logaritmicas de w, e wj, em relacao a A, obtemos
0 0
B In w,(z; ) = 5ln wp(z;A) =1n (1 — ).

Como
d In (1 ) ! <0 € (0,1)
—In(l—-2)=—— r
dx * j— para T

pelo Teorema 3.1, os zeros de gff)(x) e hg)(m) sao fungoes decrescentes de A, ou seja,

d d
axgw'()‘) = 2x2n,j<>\)$,2n,j()‘> <0 e axgn—i—l,j()‘) = 2$2n+1,j()‘)$/2n+1,j(>‘) <0,
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para j = 1,--- ,n. Isto significa que os zeros positivos de C’T({\)(x) sao fun¢oes decrescentes
de \. ]

. . A
A Figura 3.3 ilustra o comportamento dos zeros de Cé )(x) Observe que os zeros
positivos decrescem enquanto que os zeros negativos crescem. Além disso, o zero x5 3 esté

localizado exatamente sobre o eixo.

100

-1.0"-
Figura 3.3: Grafico dos zeros x5 ;(A), 1 < j <5, como funcoes do parametro A.

Teorema 3.6 Seja {L,(fl) (x)} a sequéncia de polindmios de Laguerre. Entao, seus zeros

l,i(a), 1 < j <n, sao fungoes crescentes de o € (—1,00).

Demonstragao. Os polinomios de Laguerre sdo ortogonais no intervalo (0,00) com

T

respeito a fungao peso w(x;a) = x%~*. Assim,

T

Ihnw(z;a) =In(z% ") =Inz®+Ine* =alnzr —xlne =alnz — z.

Logo,
Jlnw(z; a) lns.
Oa
Como
dinz 1 50
dr  z

para 0 < x < 00, entao Inz é uma funcao crescente neste intervalo. Dai, pelo Teorema

3.1, conclui-se que os zeros dos polindémios de Laguerre sao fungoes crescentes de . g

Analisemos graficamente o comportamento dos zeros do polindémio Léa) (x) como fungoes

crescentes do parametro a.
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120 -

A
!

1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 a
20 40 60 80

Figura 3.4: Grafico de {5 ;(a), 1 < j <5, como fun¢ées do parametro a.

A partir daqui, aplicaremos o Teorema de Markov para polindémios de variavel discreta.

Teorema 3.7 Os zeros ¢, j(a), 1 < j < n, dos polinomios de Charlier, Cy,(x;a), sio

fungoes crescentes de a € (0, 00).

Demonstragao. Sabemos que os polindmios de Charlier sao ortogonais em relagao a
funcao salto w(k;a) = a*/k!, a > 0, k € N' = {0,1,2,---}. Consideremos a extensio

continua em (0,00), w(z;a) = a®/T'(z 4+ 1). Dai,

0 0 a”® 0 T
90 In w(z;a)] = 9 [hl m} = %[xln a—In T'(z+1)] = -
Como ; ,
T
dz [5] RPEL

temos que z/a é uma fungao crescente de x € (0,00). Logo, o Teorema 3.2 implica que

os zeros de Cy,(x;a), sdo fungdes crescentes de a > 0. n

O grafico abaixo ilustra o comportamento dos zeros do polinémio Cg(x; a) em relagao

ao parametro a. Observe que eles sao fungoes crescentes.
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120f
1oof
sof
60f

20¢

20 40 60 80 100

a

Figura 3.5: Grafico de cg(a), 1 < j <6, como funcoes do parametro a.

Teorema 3.8 Os zeros, m, ;j(3,c), 1 < j < n, dos polinémios de Meixner, M,(x;[3,c),

sao fungoes crescentes de ambos os parametros, 3 € (0,00) e ¢ € (0,1).

Demonstragao. Os polinémios M, (z; 3, ¢) sdo ortogonais com respeito a funcao salto
w(k; B,¢) = FB)/K!, 3>0,0<c<1, keN=1{0,1,2---} A extensdo continua
dessa funcao é

Tz + )

w(z; B,c) = Tz +1)

x € (0,00).
Assim,

AT(x+ P)

In w(z;5,¢) =In {W

} =xzlnc+InT(z+0)—InT(F) —InT(x+1). (3.20)

Derivando (3.20) em relacdo a 3 temos

0 o Tatd) T
55 ww:0.0] = /g~ Fz) = M0~ ¥0),

onde, segundo [1|, ¥(z) = I''(z)/T'(z) é a derivada logaritmica da fun¢ao gama, conhecida
como digama, que ¢ uma fungao crescente para x > 0. Portanto, os zeros de M, (z; 3, c)
sao funcoes crescentes de [3.

Derivando (3.20) em relacao a ¢, obtemos

0 x

— |In w(x; B,¢c)] = —.

o [ w(a: 6,0)] = -
Como ¢ > 0, conclui-se que esta é uma funcao crescente para x > 0. Logo, pelo Teorema
3.2, os zeros my, ;([3, ¢) sdo funcodes crescentes de c. u

Observe o comportamento dos zeros do polinémio Mg(x; 3,c). Na Figura 3.6, fixa-

mos ¢ = 0.6 e obtemos os zeros mg;(5,0.6), j = 1,---,6, como fungdes crescentes do
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parametro 3. Na Figura 3.7, tomamos [ = 30 e, assim, os zeros mg ;(30,¢), j =1,---,6

sao funcoes crescentes do parametro c.

200 -

Figura 3.6: Grafico de mg(3,0.6), 1 < j <6, como funcoes do parametro [3.

200
150
100

50

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.7: Grafico de mg (30,c¢), 1 < j <6, como fungdes do parametro c.

Teorema 3.9 Os zeros K, ;j(p,N), 1 < j <mn, do polinémio de Kravchuck, K, (z;p, N),

sGo fungoes crescentes de ambos os parametros p € (0,1) e N, para N > n.

Demonstracao. A fungao salto relacionada aos polinomios de Kravchuck é w(k;p, N) =

N _
(k)pk (1-— p)N FkeN = {0,1---, N}, cuja extensao continua ¢ dada pela seguinte

expressao:
D(N + Dp* (1=p)""
'(N+1—2)l(z+1)’

w(z;p,N) = z e (0,N).
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Assim,

Inw(z;p, N)=InT'(N+1)+zlnp+(N—2)In(1—p)—InT'(N+1—2z)—InT(z+1).

Logo,
Omw(xz;p,N) x N-—-x x—Np
op p 1-p p(l-p)
Como
d x—Np 1 -0,

dep(l—p)  p(1—p)
pois 0 < p < 1, segue que dw(x;p, N)/Op é uma func¢ao crescente de x. Logo, os zeros
Kn,j(p, N) sao funcoes crescentes de p.

A monotonicidade de &, ;(p, N) com respeito a N, isto é, a desigualdade k,, ;(p, N)<
Knj(p, N + 1), foi estabelecida por L. Chihara e D. Stanton em 1990 [5, Teorema 3.1].
Também ha uma demonstracao desse fato apresentada por Jordaan e Tookos em 2009 [13],
que segue imediatamente do entrelacamento entre os zeros dos polindémios K, (x;p, N) e

K, _1(z;p, N) e da relagdo contigua

N—-n+1

n
N1 K,(x;p,N) + ——K,_1(z;p, N). (3.21)

Ku(z;p,N+1) = Nl

A relagao anterior aparece com um erro na pag. 2020 de [13].
Vamos considerar os zeros de K,,_1(x;p, N), K,(z;p, N) e K,(z;p, N + 1) em ordem
decrescente. Pelo Teorema 2.8, os zeros de K, _1(z;p, N) e K, (x;p, N) se entrelagam, ou

seja,
/Qn,n(p7 N) < ’%n—l,n—l(p7 N) <. < Hn,Q(p) N) < Hn—l,l(p7 N) < "in,l(p7 N) (322)
Calculando (3.21) para z = K, j(p, N), obtemos

n .
Ko (0, N);p, N 1) = S Kt (i (0, N )i, N), G =100

Como n/(N + 1) > 0, temos
sinal (K, (kn,;(p, N);p, N + 1)] = sinal [K,,_1(kn,;(p, N);p,N)], j=1,---,n.  (3.23)

Por outro lado, de [11, p.183], temos K, (z;p,N) = 1/[(—=N)np"] 2™ + ---. Como
pe(0,1)e (=N), =(=N)(=N +1)--- (=N +n—1) (n fatores negativos), segue que o
coeficiente do termo de maior grau de K, (z;p, N) tem sinal (—1)" e, o de K,,_1(x;p, N)
tem sinal (—1)""1. Por (3.22), resulta que

sinal [K,,_1(kn(p, N);p, N)] = (=1)"7.
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Assim, de (3.23),
sinal [K, (kn,;(p, N);p, N + 1)] = (1),

ou seja, existe pelo menos um zero de K, (z;p, N 4+ 1) em cada um dos n — 1 intervalos
(Fnjt1(p, N), knj(p,N)), j=1,--- ,n—1. Além disso,

e Sen é par, entdo sinal [K,,(k,1(p, N);p, N +1)] = —1e lim K,(z;p, N+1) = +o0.
Isso significa que existe um zero de K,(x;p, N + 1) em (kp1(p, N), 00).

e Se n é impar, entao sinal [K,,(k,1(p, N);p, N +1)] = +1 e lim K, (z;p, N +1) =

—00, ou seja, existe um zero de K, (z;p, N + 1) em (k,1(p, N), 00).
De qualquer forma, temos k,1(p, N + 1) > k,1(p,N). Portanto, s, ;(p, N +1) >

Knj(p, N), para todo j =1,--- ,n.

Para melhor compreendermos o comportamento dos zeros do polinomio de Kravchuck,
vejamos o grafico dos zeros do polindémio kg(x;p, N). No primeiro, Figura 3.8, fixamos
N = 50 e obtemos os zeros kg j(p,50), 1 < j < 6, como fungdes do parametro p. No
segundo, Figura 3.9, fixamos p = 0.6 e obtemos os zeros g (0.6, N), 1 < j < 6, como

fungoes de N (considerando N continuo).

50
40f
30f
0.

10

e S
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.8: Grafico de kg j(p, 50), 1 < j <6, como funcoes do parametro p.



40

1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 N
10 20 30 40 50

Figura 3.9: Grafico de kg (0.6, N), 1 < j <6, como func¢ées do parametro N.

Teorema 3.10 Os zeros, g, j(o, 3, N), 1 < j < n, do polinémio de Hahn, Q,(z;a, 5, N),
s@o fungoes decrescentes do parametro € (—1,00) e crescentes de o € (—1,00) e N,

para N > n.

Demonstragao. A funcao salto relacionada aos polinomios de Hahn é w(k; o, 5, N) =

k N —k
(Oé_]: )(ﬁ—;{_k )70"5> —loua,f < —N,ke{0,---,N}. Suaextensao continua

é a seguinte

MNa+z+ 1IN+ N—-z+1)

w(z; o, B, N) = I'(z+ D(a+ D0(B+ DON —z 4+ 1)

ze (0,N).

Assim,

Inw(z;a,,N)=InNa+z+1)+InI'(B+N—-z+1)—InT'(z+1)

(3.24)
—InT(la+1)—InI'(BF+1)—InI'(N—-z+1).

Logo,

9 , _ Dlatz+l) o+

= V(z+a+1l) —V(a+1).

Como ja mencionamos, ¥ é uma fungao crescente, logo 01In w(z; «, 5, N)/0a é uma fungao
crescente de z, z € (0, N). Portanto, g, (o, 3, N), 1 < j < n, sao funcoes crescentes do

parametro «.
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Agora, derivando (3.24) em relagao a 3, temos

"B+ N-—z+1) TI'(B+1)
'G+N—-z+1) T(B+1)
= VY(@B+N—-z+1)-V(F+1),

%ln w(z;a, B, N)

e & medida que x aumenta em (0, N), dw(z;«, 3, N)/0F diminui, ou seja, esta é uma
funcao decrescente de z. Logo, os zeros g, j(c, 3, N) sdo func¢oes decrescentes do parametro
3.

A demonstragao da monotonicidade dos zeros g, j(a, 5, N), 1 < j < n, em relagao a
N, ou seja, a relagao g, (o, 5, N) < gn (o, 3, N + 1), n < N, foi demonstrada no artigo
de Levit em 1967 [17|. A demonstragdo que apresentaremos aqui, segue de [3] e [8].

Vamos indicar por ¢, < t, 1 < -+ < ty < t; os zeros de Q,(z;a,5, N — 1) e por
1 < Qn-2 < -+ < qa < q 0s zeros de Q,_1(x;c,f+ 1, N — 1). Assim, fixando n e N,

n < N, pelo Teorema 5.1 de [13] e considerando ¢ = 1, obtemos
by < Qo1 <tp—1 <---<q <t. (3.25)

Vamos usar a relagdo contigua para as séries 3F, dada em [2, p.155-157|, ou seja,

1
b F) a, az, as o) —auB a+1,az, a3 o)+ (a=b) 4B a, az, as o -
b+1,by b+1,by

b, by
paraa = —n,a; = —x,a3=n+a+F+1,b=—N e by = a+ 1, pode ser escrita em

termos dos polinémios de Hahn como
—NQu(x;a, B, N)+nQ, 1(z;0, +1,N—1)+ (N —n) Qu(z;a,5,N —1) = 0. (3.26)
Aplicando os zeros tj, j =1,--- ,n, de Q,(x;, 3, N — 1) em (3.26), obtemos
Qultjsa, B,N) = Quoa(tii B4+ 1N = 1), (3.27)
Por outro lado, de [11, p.179], temos
Qn(z;0, 3, N) = (a+B+n+1)n/[(@+)n(=N)n] 2" +---,

ou seja, o coeficiente do termo de maior grau de @, (x;«, 3, N) tem sinal (—1)". Entao,

por (3.25), concluimos que

sinal [Q,_1(tj;a, B+ 1,N —1)] = (—=1)".
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Isso e (3.27) implicam que
sinal [Q,(t;; ¢, B, N)] = (—=1)"7.

Logo, Qn(t;; v, 3, N) troca de sinal em cada um dos intervalos (¢;,t;_1), j = 2,...,n.
Portanto, tem pelo menos um zero de Q,(t;; @, 3, N) em cada um desses n — 1 intervalos.
Falta localizar um zero. Como o coeficiente do termo de maior de @, (z;a, 3, N) é (—1)"
e seu sinal em ¢ é (—1)""!, logo, Q. (x;, 3, N) tem um zero em (t;,00). Assim, se os

zeros de Q,(z;a, 3, N) sa0 u, < Up_1 < +-+ < up, entao
Ly < Up <tpqg < o <ty <uy <ty <ug.
Relembremos que t; = g, j(a, 5, N — 1) e u; = q,,j(ax, 5, N). Portanto,

QH,j(a767N - 1) < qn,j(@>ﬂaN)'

Observemos esses resultados através dos graficos dos zeros do polindémio Qg(z; o, 3, N).
No primeiro, Figura 3.10, tomamos § = 20, N = 60 e obtemos os zeros ¢ ;(c, 20, 60),
1 <5 <6, como fungdes crescentes de a. No segundo gréfico, Figura 3.11, fixamos a = 10
e N = 60, entao os zeros ¢ (10, 3,60), 1 < j < 6, sdo funcoes decrescentes do parametro
(. No terceiro, Figura 3.12, temos o = 40, § = 30 e os zeros ¢;(40,30,N), 1 < j <6,

sao fungoes crescentes de V.

20 40 60 80

Figura 3.10: Grafico de ¢g;(c, 20,60), 1 < j < 6, como fungdes do parametro o.



43

e
20 40 60 80

Figura 3.11: Grafico de ¢4,(10,3,60), 1 < j <6, como fungdes do parametro [3.

L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 N
10 20 30 40 50 60

Figura 3.12: Grafico de ¢g,,(40,30,N), 1 < j <6, como funcdes do parametro N.

Observando que as medidas de Jacobi e Hahn sdo simétricas, isto é, w(z;a,5) =
w(—z; 0, o) e wlk;a, B, N) = w(—Fk; 5,a, N), temos que os zeros satisfazem z,, ;(c, §) =
—xp, (3, @), como vemos nas figuras 3.1 e 3.2, e ¢, j(o, 3, N) = —¢, (5, a, N), conforme
as figuras 3.10 e 3.11.

Os graficos apresentados foram feitos no programa Mathematica, onde os zeros foram
obtidos através do comando Solve e plotados através do comando Plot.

Agora, vamos aplicar o Teorema de Krasikov e Zarkh para determinarmos a distancia

entre os zeros dos polindmios ortogonais classicos discretos.

Teorema 3.11 Os zeros dos polinémios de Charlier, Meizner, Kravchuck e Hahn tém

distancia maior que um entre si.
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Demonstragao.

e Da relagao de diferencgas (2.35) e de (3.18), temos
x
Bu(z) = 2.
(1) ="

Como a > 0e x € (0,00), B,(z) > 0 e, portanto, M(C,,) > 1.

e De (2.37) e (3.18), segue que

B,(z) = Ma

com(3>0,0<c<lexe(0,0),logo, B,(z)> 0, donde resulta que M(M,,) > 1.

e Da equagao de diferencas (2.39) e de (3.18), obtemos

_ z(1—-p)
By(x) = (N —2)

onde 0 < p < 1, N é um inteiro positivo e x € (0, N). Assim, 1l —p>0e N —z > 0.
Disto segue que B, (z) > 0 e, portanto, M(K,) > 1.
e Da relagao de diferenca (2.42) e de (3.18), obtemos

r(N—z+0+1)
(r+a+1)(N—2z)

B, (z) =

com «, 3 > —1. Assim, a+1>0e f+1>0. Além disso, z € (0,00) e, portanto,
N — 2 > 0. Desta forma, B, (z) > 0. Logo, M(Q,,) > 1.

Observagao 3.2 Quanto a funcao A, ndo temos A, (z) > 0 para nenhum dos polindémios

ortogonais classicos de variavel discreta.



CAPITULO

=

Teoremas de Hellman-Feynman e

Perron-Frobenius

Neste capitulo veremos outros resultados sobre a monotonicidade de zeros de polino-
mios ortogonais, utilizando os coeficientes da relagao de recorréncia de trés termos dos
polindmios ortonormais associados.

Seja { Py (x;7)},c uma sequéncia paramétrica de polinomios ortogonais. Entao, eles

satisfazem & relacao de recorréncia de trés termos
2Py (z;7) = Ye(7) Pog1(x; 7) + Bi(7) Pe(;7) + 0 (7) Pe—r (23 7), K=0,1,2,---  (4.1)

com condigoes iniciais P_y(z;7) = 0, Py(x;7) = 1 e Y% (7)dps1(7) > 0.

Fazendo k = 0,1,--- ,n — 1 em (4.1), obtemos o seguinte sistema:
aPy(z;7) = 0(T)Pi(z;7) + Bo(T) Po(w; ) + 6o (7) P (25 7)
xP(x;7) = n(n)Py(x;7) 4+ G1(1)Pi(x; 7) + 01(7) Po(2;7)

xPy(x;7) = Yo(7)P3(x;7) + PBo(7)Pa(x; 7) + do(7) Pr(x; 7) ,

2P, 1(x;7) = Y1 (T)Pu(x;7) + Bu1(T)Poi (2, 7) 4+ 81 (7) Pya(x; 7)

45
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que, na forma matricial, pode ser escrito como

Py(z;T Bo(T)  o(T) 0 Py(z;7)
Py(x;7 61(7) Bu(1) m(7) Pi(z;7)

. Py(z; 7 _ 0 6a(7)  Ba(7)  72(T) Py(z;7)
P,_o(x;T) 0 On—2(T)  Bua(T) Yn—2(7) P, _o(z;7)
P,_y(x;7) 0 0 On-1(7) Ba-1(7)) \Pu-1(x;7) (4.9)

+
0
Vn—1Pn (25 7)

A matriz n X n do sistema anterior sera denotada por H, (7).

Agora, seja {p,(z;T)}, o\ @ sequéncia de polindmios ortonormais associada ao mesmo
produto interno. Assim,

polz;7) = (/ab dcb(w))

e satisfazem a relagao de recorréncia de trés termos

~1/2

1/2
Y01 Vk-1
, 7)== Pi(x; 7
ptair) = (B

xpr(z;7) = ap(T)prr1(x; 7) + bp(7)pr (25 7) + ap—1(7)pr—1(z; 7), (4.3)
com ak(T) = \/’}/k(T)(SkJrl(T), bk(T) :ﬁk(T), /{ZZO
Analogamente, para k= 0,1,--- ,n — 1, temos
zpo(x;7) = ao(T)pi(x;7) + bo(T)po(x;7) + a_1(7)p_1(x; 7)
zpr(z;7) = ai(T)pa(x;7) 4+ bi(T)pr(x; 7) 4+ ao(T)po(x; 7)
apa(;7) = aa(T)ps(x;T) + ba(T)pa(z; 7) + ar(7)p(2; 7) :

P 1(2;7) = a1 (T)Pn(%57) + b1 (7)1 (73 7) + @2 (T)Pn—2(z;7)
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ou, na forma matricial,

po(x;T) bo(T) ao(T 0 0 0 po(x;T)
p1(x;7) aog(7) bi(1) ai(71) 0 0 p1(z;7)
N pa(z;T) _ 0 ai(r) bo(r) ao(7) 0 po(x;7)
) 0
Pr—a(x;T) 0 0 ans3(7) bpo(7) ano(7) || Pna(z;7)
Pn—1(x;7) 0 ---O 0 0 ana(7) bua(7)) \Puarl;7) (4.4)
0
0
+
0

1 (T)pn (5 7)
A matriz n x n do sistema (4.4) sera denotada por J,,(7).

Teorema 4.1 Se {Py(x;7)}._, e {pr(x;7)},_, sio obtidas das relagoes de recorréncia
(4.1) e (4.3), respectivamente, entio os zeros de P, (x;7T) € p,(x;T) sao autovalores das

correspondentes matrizes H, (1) e J, (7).

Demonstracao. Seja x,, ;(7) um zero de P,(z;7) e definimos o vetor

Prj = (Po(@ng(7)), P (7)), Paca (@ (7))

Substituindo x = x,, ;(7) em (4.2), obtemos

Po(2n,3(7); 7) Po(@n,3(7); 7)
(1) Pl(xn,g:'(T);T) () Pl(fﬂn,{(T)W) L0
Pn—l(xn,j(T); 7') Pn—l(xn,j (7—); T)

Logo, @, j(7)Pn; = H,(7)P, ;. Portanto, x, ;(7) ¢ autovalor de H, () associado a P, .

Como py(x;7) = /e Pp(x;7), com cp = (Y071 Yr-1) / (0102 - - 0y), para k > 1, os
zeros de P, (x;7) e p,(z;7) sdo 0s mesmos.
Definindo

Boj = (P0(2ni (1)), P1(20g (7)), s Paa (T (7)) "
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e substituindo z = z,, ;(7) em (4.4), obtemos

Po(n,;(7); 7) Po(n,;(7); 7)
s (7) pl(xn,j‘(T% 7) — J.(7) pl(xn,j‘(T)? 7) 0
Pn—1(20,5(7); 7) Pn—1(@nj(T); T)
isto &, x,,;(7)P,,; = Ju(7)P,;- Logo, T, ;(7) & autovalor de J,(7) associado a p,, ;. n

Consideremos a matriz J) (1), onde cada elemento ¢ a derivada em rela¢do a 7 do

respectivo elemento de J,(7). Entao,

Jo(7) =

Veremos, agora, alguns resultados sobre autovalores de matrizes hermitianas. Um

deles é o corolario do teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [8|.

Teorema 4.2 (Perron-Frobenius) Sejam A e B matrizes tridiagonais n x n com ele-
mentos positivos. Se os elementos de B — A sao nao negativos, entao o maior autovalor

de B ¢ maior que o maior autovalor de A.

Corolario 4.1 Seja H, (1) uma matriz tridiagonal n x n com elementos fora da diagonal
positivos. Se os elementos de H,(T) sao fungées nao-decrescentes (nao-crescentes) de T,

entao o maior autovalor de H,(T) € fungdo nao-decrescente (nao-crescente) de .

Os proximos resultados sao mais abrangentes pois valem para todos os autovalores da

matriz tridiagonal.

Teorema 4.3 (Teorema de Hellmann-Feynman) Seja z(7) autovalor de uma matriz
simétrica A(T) com autovetor p(T). Suponha que os elementos de A(T) e de p(T) sejam

diferencidveis. Entao, z(T) € diferencidvel e

p(r)" A'(1)p(7)
p(m)Tp(r)

Demonstracao. O autovalor z(7) é dado por

(1) =

p(r)" A()p(r)

AT = e
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Entéao, se p(7) e A(7) sao diferenciaveis, z(7) também é.

Dai, podemos derivar a equacao A(7)p(7) = 2(7)p(7), 0 que resulta em

A(T)p(T) + A(T)p (1) = 2 (7)p(7) + 2(7)p (7).

Multiplicando esta equacio a esquerda por p(7)7 e sabendo que p(7)TA(7) = [A(7)p(r)]" =

2(7)p(7)T, a equagio anterior reduz-se a

p(r) A (r)p(r) = 2 (m)p(7) " p(7).

Logo,
p(r) " A'(7)p(7)

p(r)Tp(r) .

(1) =

Corolario 4.2 Nas mesmas condi¢oes do teorema anterior, se a matriz A'(T) € positiva
(negativa) definida, entao o autovalor z(t) de p(T) € uma fungao crescente (decrescente)

de T.

I[sso decorre da seguinte defini¢ao:

Definigao 4.1 Uma matriz hermitiana A € positiva (negativa) definida se 27 Az > 0
(<0), Vo #0.

A partir do que vimos, se J),(7) é uma matriz positiva (negativa) definida, os zeros do
n-ésimo polindmio ortogonal associado a J,(7) sdo fungdes crescentes (decrescentes) de
7. Portanto, devemos mostrar que J/ (7) ¢ uma matriz positiva (negativa) definida e uma

das maneiras é pelo teorema a seguir, cuja demonstracao decorre de fatos mostrados em

12] e [24].

Teorema 4.4 (Wall-Wetzel) Seja A, uma matriz simétrica tridiagonal da forma

d() So 0
S0 d1 S1

An - 0 S1 dQ 0
0 0 0 dp—1

Sed, >0 (d, <0),0<k<n-—1, amalriz A, € positiva (negativa) definida se, e

somente se,
-2
{ S% }n
dkdk+1 k=0

forma uma sequéncia encadeada.
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Desta forma, se os coeficientes by (7), 0 < k < n — 1, sdo fungdes crescentes (decres-

centes) de 7, para mostrarmos que a matriz J/ (7) é positiva (negativa) definida basta

g’ "
(7). (7)

k=0

mostrarmos que

forma uma sequéncia encadeada.

4.1 Aplicacoes: limitantes para os zeros dos polinémios

ortogonais classicos

4.1.1 Polindmios de Laguerre

Sabemos que os zeros ¢, j(a), 1 < j < n, do n-ésimo polinémio de Laguerre sao fungoes
crescentes de «, resultado este mostrado no Teorema 3.6.
Ha uma formula assintoética envolvendo os zeros dos polindmios de Laguerre e Hermite

provada por Calogero [4]:

1 1
lnj(@) = a+V2ah, ; + 3 (L+2n+2h2;)+0 (ﬁ) :

Em outras palavras, quando a — oo, temos

(o) = [a+1/3 (1+2n+2h2 )]
V2a

A Figura 4.1 mostra-nos esta convergéncia:

— hn,j-

lnj(a) = [a+1/3 (1+2n+ 2h2 )]

Figura 4.1: Gréafico de ,n=4el<75<4, em traco

V2a

continuo e, dos zeros do polinémio de Hermite, hy;, 1 < j < 4 em tracos pontilhados.
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Para quaisquer constantes ¢, e d,,, que podem depender de n mas nao de «, podemos

ainda escrever
lnj(a) = (@ +c)

vo+d,

— \/§hw~, o — Q.

Seja, entao,

e (a) _ én,j(a) — (a +C7L)
n7‘7 - °
va+d,
Se mostrarmos que esta quantidade ¢ uma func¢ao monoétona com relagao ao parametro
@, temos uma cota superior ou inferior para os zeros ¢, ;(«) dos polindémios de Laguerre.

Em particular, se z, ;(a) for uma fun¢ao nao-decrescente de o, temos

loj(a) = (a +c,)
’ <V2h,;.
—_ < V2h,,

Queremos, entao, determinar os melhores valores possiveis para as constantes ¢, e d,, tais

que tenhamos a menor cota superior para os zeros ¢, ;(«), isto &,

Ui(a) < (a+cp) + 2+ dy)hy,.

Para este fim, provaremos primeiramente que z, j(«) é zero de algum polinémio ortogonal.

De fato, seja z = [ — (a + ¢,,)] /v + dp,. Entao, x = \/a+ d,z + a + ¢,. Definindo
L)(z) = L (\/oz +dyz+a+ Cn) ,

temos que z, ;j(®), 1 < j < n sao os zeros de ng‘)(z).
Fazendo r = a + d,z + a + ¢, em (2.30), obtemos

(\/oz tdyz+a+ cn> LW (z) = L, (2) + 2k + a+ 1) L (2) + k(k + @)L, ()

ou, equivalentemente,

b kAl enj, , kkta)
voa+d, va+d, k vao+d,

Portanto, os polindmios ortonormais associados aos polinémios reescalados de La-

T(a . N ~ N ~
guerre, que representaremos por {L,(1 )(z)}, satisfazem & relacdo de recorréncia de trés

zL,(ca) (2) = L;f_ﬁl(z) + L,ici)l(z)

termos
2L (2) = @(@) L, (2) + (@) L (2) + a1 () T, (2),

com

R 1 (k+1>(a+’f+1):\/(’“+1)(O‘+k+1) O<k<n-—2

@) = va+d, va+d, a+d,
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~ 2k+1—c

be(a) Va+d,

Determinaremos valores para as constantes ¢, e d, de modo que ay(«) e bi(«) sejam

, 0<k<n-—1.

fungoes nao-decrescentes de . Assim, aplicando o Teorema de Perron-Frobenius temos
que o maior zero de L%a)(z) é funcao nao-decrescente de «.

Derivamos essas constantes em relagao a o e obtemos

(k+1DY%(d, —k—1)

a) <k<n-2
(@) 20+ k+ D2 (a+d,)3? 0 ="
e
~, e —2k—1
bp(a) = a1 d 0<k<n-—1.

Deste modo, a},(c) > 0 se, e somente se, d,, > k+1,0 <k <n—2. Logo, d, > n— 1.
Como queremos a menor constante, tomamos d,, =n — 1.

Além disso, Bﬁe(a) > 0 se, e somente se, ¢, > 2k + 1, para 0 < k < n — 1. Entao,
cn > 2n — 1 e, como queremos o menor valor para c¢,, segue que ¢, = 2n — 1.

Portanto, para ¢, = 2n —1 e d,, = n — 1, pelo Corolario 4.1 concluimos que o maior
zero de Z;O‘)(z) ¢ funcao nao-decrescente de . Logo, temos uma cota superior para o
maior zero do polinomio de Laguerre.

Com essas mesmas constantes, vamos estender este resultado para os demais zeros
de Z%a)(z) aplicando o Teorema de Hellmann-Feynman. Como consequéncia do Teorema
de Wall-Wetzel e do Teorema 2.13, e sabendo que a sequéncia constante {1/4} é uma

sequéncia encadeada, basta verificarmos que

e)? 1 .
T & =hEnTE )
De fato,
(k+1)(n — k — 2)?
@)’  _ Aatk+rDatn-18 _  (k+)n-k-2) o)
b ()b, () (n—k—-1)(n—k—2) Alatk+1D)(n—k—1) '
(a4+n—1)32(a+n—1)>32
Assim,

(k+1)(n—k—2) 1 k41
< - & T/
dla+k+1)(n—k—-1) 4 k+1—n

para 0 < k <n —2. Logo, a > 1/(1 — n).
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Portanto, tomando ¢, = 2n — 1, d, = n—1 e « > 1/(1 —n), segue que
~ ~ n—2

{[6;6]2 / [b;(&) A +1(0‘)] } ¢ uma sequéncia encadeada. Entao, pelo Teorema de Wall-
k=0

Wetzel e o Teorema de Hellmann-Feynman, concluimos que os zeros de Efza) (z) sao fungoes
nao-decrescentes de a. Assim, os zeros dos polindémios de Laguerre possuem uma cota
superior.

Para que os zeros £, ;(«) possuam uma cota inferior, devemos determinar os melhores
valores para ¢, e d,, de modo que z, ;j(«) seja uma funcao nao-crescente de «, isto &, que

tenhamos

bnj(a) — (@ + )
: > 2hn j )
—_— 2 V2

li(a) > (a+c,) + V2(a+ dy)hy .

Note que os melhores valores para ¢, e d, sao os maiores possiveis, de forma que

pois, assim,

tenhamos a maior cota inferior para os zeros ¢, j(c) dos polinémios de Laguerre.

Verificaremos a monotonicidade de z, ;(«) aplicando o Corolario 4.1. A partir do que
vimos anteriormente, temos a () < 0 se, e somente se, d, < k+1,0 <k <n—2. Logo,
devemos ter d,, < 1. Como queremos o maior valor, segue que d,, = 1.

Além disso, bj.(a) < 0 se, e somente se, ¢, <2k+1,0<j <n—1. Logo, ¢, < 1le,
portanto, ¢, = 1.

Desta forma, se ¢, = d,, = 1, pelo Corolério 4.1 o maior zero de Z%a)(z) é uma funcao
nao-crescente de «. Temos, entao, uma cota inferior para o maior zero do polinomio de

Laguerre. Com estas constantes, para 0 < k < n — 2, temos

(—=k)*(k +1)
@) Aletk+ D+ k 7
B (a)  (@+ DR+ 12 da+k+1) |
(=k)[—(k+ 1)

Entao,

K <1 S k<a+k+1 & > —1
——————— — (6% [0} —1.
dla+k+1) 4

Disto, podemos concluir que se ¢, = 1, d, = 1 e a > —1, os zeros de Lga)(z) sao
funcoes nao-crescentes de « e, assim, os zeros do polindomio de Laguerre possuem uma
cota inferior.

Diante do exposto, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.5 Sejan € IN. Entao, para 1 < j <n, [{, (o) — (a+2n—1)] /Va+n—1
€ uma fungdo nao-decrescente de a para o > 1/(1 —n) e [l,;(a) — (@ +1)] /Va+1 é

uma fungao nao-crescente de o para o > —1. Além disso, temos

(a+1)+2(a+1)h,,; <l j(a) < (a+2n—1)++/2(a+n—1)h,,.
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As figuras a seguir ilustram os resultados deste teorema. As Figuras 4.2 e 4.3 mostram,

respectivamente, que as quantidades

lugla) —(a+2n—-1) = loj(a) —(a+1)
va+n-—1 vVoa+1 ’

n=4,1<j<4

sao funcoes crescentes e decrescentes de « e, convergem para \/§h47j, onde hy; sao os
zeros do polinémio de Hermite de grau 4. A Figura 4.4 mostra o grafico dos zeros do
polindmio de Laguerre de grau 4 em relagao ao parametro «, limitados inferiormente e

superiormente por

(a+1)+2(a+1)h,; e (a+2n—1)++/2(a+n—1)h,;, n=4, 1<j<A4,

respectivamente.

(a) — (a+2n—-1)

vo+n—1

\/§h4’j, 1 < j <4 em tragos pontilhados.

lr
Figura 4.2: Gréfico de —2

,n=4el <j <4, em trago continuo e, de
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-2

(@) = (a+1)

l
Figura 4.3: Grafico de —

, 1 < 7 < 4, em traco continuo e, de \/§h4,j,

va—+1

1 <5 <4 em tragos pontilhados.

100 |
80 |
60
40/

20

— 1 1 1 1 a
20 40 60 80

Figura 4.4: Grafico dos zeros de Lfla)(a:) em trago continuo, dos limitantes superiores
a+2n—1++/2a+n—1)h,;,n=4e1 < j <4, em tracos pontilhados pretos e dos
limitantes inferiores a + 1 + y/2(ac +1)hy,j, n = 4 e 1 < j < 4, em tracos pontilhados

azuis.

4.1.2 Polindomios de Charlier

Vimos que os zeros do n-ésimo polindmio de Charlier sao fungoes crescentes do parametro
a, Teorema 3.7.
Em [14] encontramos a seguinte formula assintotica envolvendo os polinomios de Char-
lier e Hermite:
lim (2a)*"C,, ((2a)1/2x +a;a) = (—1)"Hy ().

a—00
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Como os zeros sao fungoes continuas dos coeficientes dos polinémios, temos

Cpjila) —a

V2a

— Ny j, @ — 00,

E o que podemos ver na Figura 4.5:

6,

-2t

Figura 4.5: Grafico de M

V2a

1 < j <4 em tracgos pontilhados.

, 1 < 7 < 4, em traco continuo e, dos zeros hyj,

Podemos ainda afirmar que

Cnj(a) = (a+ ¢n)
2(a+dy)

— Ny j, @ — 00,

vale para quaisquer constantes ¢, e d,, que podem depender de n mas nao do parametro
a.

Se provarmos que 2, ;(a) = [ca;(a) — (a+¢,)] /v/2(a + d,) é uma funcdo monétona
nao-decrescente de a, temos uma cota superior para os zeros do polindmio de Charlier,

ou seja,
cnjla) <V2(a+dy)hn; +a+c,.

Precisamos determinar as melhores constantes ¢, e d,, tais que isso acontece. Note que,
para obtermos a menor cota superior para ¢, (a), as constantes devem ser as menores
possivelis.

Definamos

Ci(z;a) == (20)**Cy(z: a).

Agora, multiplicando (2.34) por (2a)*/?, temos

2(2a)*2Cy(x;0) = —a(2a)**Chyr (2;a) + (k + a)(20)*2Cy(x; a) — k(20)"?Ch_, (z; a),
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ou seja, obtivemos a relacao de recorréncia de trés termos para Cy,

-~ a

rCy(x;a) = —W6k+1(x; a) + (k + a)Cr(z; a) — k(2a)?*Cr_1(z: a). (4.8)

Seja z =[x — (a+ ¢,)] /v/2(a + d,). Logo, x = \/2(a + d,)z + a + ¢,.

Definamos
Ci(z:a) = ék( 2a+dy)z+a+ cp;a) = (20)"2Cr(V/2(a + dn)z + a + cn;a).

Fazendo x = \/2(a + d,,)z + a + ¢, em (4.8), obtemos

al/?

—Wékﬂ(z; a)+ (k+a)Cy(z; a) — k(2a)*Cr_1(2; a),

[ 2(a+dy)z+a+ cn] Ci(z;a) =

ou, equivalentemente,

~ \/5 ~ k — Cp ~ k’\/a ~
Ck(z;04) = ————=C ; ———C%(z50) — ——=C%_1(2;a).
< k:(Z CL) QM k+1(Z CL)+ 2(a+dn) k(z CL) a+dn k 1(2 a)

Desta forma, os polinomios ortonormais de {Ck(z; a)} satisfazem a relagao de recor-

réncia de trés termos

2Ck(z;a) = ax(a)Cri1(z;a) + br(a)Cr(z;a) + ag—1(a)Cr_1(z; a),

com
1 1
arla) = | L EDVe _ JaEED o g,y
2Va+d, Va+d, 2(a+d,)
) k
bk(a):_—cn, 0<k<n-1.
V2(a+d,)
Derivando essas constantes em relacao a a, obtemos
o (a) = 1 { a(k+1) ]—1/2 {(k; +1)2(a+dy) —a(k + 1)21 _ dp |
2 |2(a+dy) 4(a+ d,)? a[2(a + d,)]*?
, —1/2[2(a+ d,)]"*2(k — ¢n) en—k
2(a +dy) 2(a + d,,)]

Assim, aj(a) > 0 < d,, > 0 e, como queremos o menor valor para essa constante,
segue que d,, = 0.
Além disso, bj(a) > 0< ¢, —k >0. Isto é, ¢, > k, 0 <k <n—1. Logo, ¢, >n — 1.

Como queremos o menor valor para c¢,, concluimos que ¢, =n — 1.
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Portanto, assumindo ¢, = n —1 e d,, = 0, pelo Corolario 4.1, z, ;(a) é uma funcao
ndo-decrescente e 2, j(a) < h, ;. Logo, ¢, ;(a) < v/2ah,;+a+n —1, onde ¢, (a) é o
maior zero de Cy,(z;a).

Agora, vamos estender este resultado para os demais zeros do n-ésimo polinémio de
Charlier utilizando o Teorema de Hellmann-Feynman.

Considerando ¢, = n—1 e d, = 0, temos a,_,(a) = 0, para todo k e bj(a) =
[n—(k+1)]/[(2a)3?] > 0 para 0 < k <n—1. Assim,

n—1
eapr Y - o0
n p—

| O Gapr 0 0

J! (a) : -

1
0

0 (2@)3/2

0 0 0 0

¢ uma matriz definida positiva, logo z,;(a) ¢ uma funcdo nao-decrescente e obtemos
cnjla) < v/2ah, ;j + a+n — 1 para todo zero de C,(z; a).

Por outro lado, determinaremos os melhores valores para ¢, e d,, de modo que z, ;(a)
seja uma funcao nao-crescente de a, pois teremos uma cota inferior para os zeros de Char-
lier. A maior cota inferior é determinada quando tomamos os maiores valores possiveis
para essas constantes.

Temos a)(a) <0 < d, <0, com d, > —a, a > 0. Portanto, d, = 0. Além disso,
bi.(a) <0 < ¢, <k, 0<k<n-—1. Logo, ¢, <0 e, como queremos o maior valor, temos
c, = 0.

Portanto, tomando ¢, = 0 e d, = 0, pelo Corolario 4.1 2, ;(a) ¢ uma funcdo nao-
crescente e z,;(a) > h, ;. Entdo, v2ah,; +a < ¢, (a), sendo ¢, j(a) o maior zero de
Chn(z;a).

Estenderemos este resultado para os demais zeros do polinémio de Charlier através

do Teorema de Hellmann-Feynman. Tomando ¢, = 0 e d,, = 0 obtemos aj(a) = 0 e
bj(a) = —k/ [(2a)*?] <0 para 0 < k <n— 1. Assim,

0 0 0
1
0 — 0
3/2
7. (a) (2a) |
0 0 n- 1
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¢ uma matriz definida negativa e, portanto z, ;(a) ¢ uma funcao nao-crescente. Note que
nao alteramos a convergéncia apresentada na Figura 4.5, ja que ¢, = d, = 0. Assim,
obtemos

V2ah, ; +a < ¢, ;(a), paral < j <n.

As consideragoes acima apresentadas demonstram o seguinte teorema, encontrado em

8].

Teorema 4.6 Sejam n € N e a > 0. Entdao, para 1 < j < n, as fungoes (¢, (a) —
a)/\/2a decrescem e [c, j(a) — (a +n —1)] /v/2a crescem para a € (0,00). Além disso, as
destgualdades

a+V2ah,; < cpjla) <a+n—1+v2ah,;,

sao satisfeitas para j =1,... n.
As Figuras 4.5 e 4.6 mostram, respectivamente, que as quantidades

cnjla) —a . cnjla) —(a+n—1)

v2a V2a

sao fungoes decrescentes e crescentes de a e convergem para os zeros do polinomio Hy(x).

 n=4,1<j<4

A Figura 4.7 apresenta os zeros de Cy(z;a) em relagao ao parametro a e seus limitantes

inferiores e superiores

a+vV2ah,; e a+n—1+vV2ah,;, n=4,1<j<4

-6}

(a) —(a+n—1)

Cn . .
Figura 4.6: Grafico de —Z ,n=4el<j <4 em traco continuo e, dos

V2a

zeros hyj, 1 < j <4 em tracos pontilhados.
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100 -
80 - z
60 - Z
40 -
0 A

= L 1 1 1 1 a

20 40 60 80

Figura 4.7: Gréafico dos zeros ¢4 j(a), 1 < j < 4, em trago continuo e, dos limitantes
superiores a +n — 1 +v2ahy;, n =4 e 1 < j <4, em tracos pontilhados pretos e dos
limitantes inferiores a + v2ahs j, 1 < j < 4 em tragos pontilhados azuis.

4.1.3 Polindmios de Meixner

Temos a seguinte rela¢ao de limite entre os polinomios de Meixner e de Laguerre [14]:
LYY
lim M, (L;a + 1,0) = &
1—c¢
Entao, podemos afirmar que quando ¢ — 1

(1—=c)mpj(a+1,¢) = 1, (a).

A Figura 4.8 ilustra esta convergéncia
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Figura 4.8: Grafico de (1 — ¢)ms (v +1,¢), 1 < j <5, em trago continuo, convergindo

para os zeros {5, 1 < j <5, em tragos pontilhados.

Podemos ainda escrever
F(c)(1—c)mpj(a+1,¢) +G(c) = F(1)l, (o) + G(1).

Queremos provar que 2, ;(c¢) = F(c)(1—c)m, ;j(a+1, ¢)+G(c) é uma funcao monétona.

Seja z = F(c)(1 — ¢)x 4+ G(c), entao x = (z — G(c)) / [F(c)(1 — ¢)]. Definamos

M, (z,a,c) = M, (FZ((;(—?(_C)C);(X + 1,(:) .

Observe que z, ;(c) é zero de M, (z, ).
Substituindo = = (z — G(c)) / [F(¢)(1 — ¢)] na relagdo de recorréncia de trés termos

para os polinomios de Meixner (2.36), obtemos

z—G(c)

Flod—o) (c— 1>Mk<2, a,c) = c(k+a+ 1)Mk+1(2, a,c) — [k+ (k+a+ 1) Mj(z, a, c)

+kMy_1(z, , ¢),
que pode ser reescrita da seguinte forma

Mz, 0,0) = —cA]/T(c)(k: +a+ 1)Mkil(z, a,c¢)+ [kF(c) + (k+ a+ 1)cF(c) + G(c)]
XMy (z,a,¢) — kF(c)My_1(z, o, c).

Logo, os polinémios ortonormais relacionados a M, (z, «, ¢), que representaremos por

M, (z, a, c), satisfazem a seguinte rela¢ao de recorréncia de trés termos:

z]\/ik(z, a,c) = ak(c)]\/ikﬂ(z, a,c) + bk(c)]\/ik(z, a,c) + ak_l(c)]\//zk_l(z, a,c),
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com

ap(c)=+/cF(c)(k+a+1)(k+1)F(c)=v/cF2(c)(k+1)(a + k+ 1), k=0,1,---

bi(c) = kF(c)+cF(c)(k+a+1)+G(c), k=0,1,---,n—1.

Derivamos os coeficientes ay(c) e by(c) e obtemos

(k+ 1) (a+k+1)(F?(c)+ 2cF(c)F'(c))
2¢/(k+1)(a+k+1)cF?(c)

ap(c) =

V(E+1)(a+k+1)(F*(c) + 2cF(c)F'(c))
2\/cF?(c) '

Assim,
ay(c) >0 < F?(c) + 2cF(c)F'(c) > 0.

Se F?(c) + 2¢F(c)F'(¢) = 0, temos

F'(e) 1
Fle) 2
InF(c) = Inc /2
Fle) = \%

Derivando b (c) e substituindo F(c¢) = 1/4/c, obtemos
bi(c) = kF'(c)+ [(F(c)+cF'(c)) (k+a+1)]+G'(c)

k k+a+1

— _ !/

= —gap T NG + G'(c)

k(I =)+ e(a+1) ,

= 53/ + G'(c).

Entao,
k(1 —c¢)—cla+1)
/ /
bp(c) <0< G'(e) < 5372
Note que

d [k(l1—-c)—cla+1)] 1-c
dk 203/2 T 2an

0.

Como esta ¢ uma fungao crescente em relagao a k, temos

a—+1

bi(c) <0 G'(c) = W
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logo,
Ge) = —(a+ Ve
1
Tomando F(c) = 7 e G(c) = —(a + 1)y/c segue que J/(c) é uma matriz diagonal
c
com elementos negativos, logo, é uma matriz definida negativa e, portanto,
(1—=c)mpj(a+1,¢) —cla+1)

e

¢ uma funcao monoétona nao-crescente e

(1—=c)myj(a+1,¢) —cla+1) > lpi(a) = (a4 1),

7 >

ou seja,

Vel i(a) — ela+ 1)+ cla+1)

myj(a+1,¢) >

1—c¢
_ Vellagla) = (a+1) + Ve(a+ 1))
1—c

Por outro lado,

40 2 00 019 = gttt pel

logo,
1l-n—(n+a)

G(C) - \/E
Assim, tomando F(c¢) = 1/y/c e G(c) = [1 —n — ¢(n+ «)] /y/c segue que J/ (c) é uma

matriz diagonal com elementos positivos, assim J/ (¢) é uma matriz definida positiva, logo,

(1—cmpjla+1,c)+1—n—c(n+a)

e

¢ uma funcao nao-decrescente, desta forma

(1—cmpj(a+1,c)+1—n—c(n+a)

e

<Uln;ila) =2n—a+1,
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isto é,

myj(a+1,¢) < loj@)—2n—a+1++e(n+a)+

l—c| ™ Ve
Ve | 2\/E—C—Zn\/5+cn+n—1}

N n—l]

= I_C_Emj(a)—a—i—a\/g—l—i—\/z%— e

= (@)~ (ot 1) (1 vE) + (- 1>M] -

Ve

Desta forma podemos enunciar o seguinte teorema obtido por [8]:

Teorema 4.7 Sejamn € IN, a > —1 e 0 < c < 1. Entao, as quantidades

(1 —c)myj(a+1,¢) —cla+1)] (1 —=c)my(a+1,¢) —c(a+n) —n+1]

NG ‘ NG

s@o, respectivamente, fungoes decrescentes e crescentes de ¢, onde ¢ € (0,00). Além disso,

as desigualdades

Ve

1—c¢

[nj(a) = (a+1)(1=/c)] < myj(a+1,c)

Y (@)~ (a4 )=V + (11

IN

(1= Ve
\/E

sao satisfeitas para 0 < j <n —1.

Os resultados deste teorema sao ilustrados a seguir. As Figuras 4.9 e 4.10 mostram,

respectivamente, que

(1—c)myj(a+1,¢) —cla+1) . (I—c¢)myj(a+1,¢c) —cla+n)—n+1

Ve Ve ’

sao funcoes decrescentes e crescentes de ¢, paran = 5 e 1 < j < 5; estas quantidades

convergem, respectivamente, para [(5 (o) — (a+1)] e [l5;(a) — (2n+a+1)], n =5,
onde /5 ; representam os zeros dos polinomios de Laguerre de grau 5. A Figura 4.11 apre-
senta os zeros de Ms(x; v + 1, ¢) em relagao a ¢, limitados inferiormente e superiormente

por

\/EV

1—c¢

@) = @+ D(1=v0] e X5 lby(@) - @+ D=y + (- L

C

n =295, 1< 7 <5, respectivamente.
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40

L — e (a4 1.¢) — .
Figura 4.9: Grafico de ( c)ms,;(a i’/_’ c)—cla+1)
c

de [l5; — (@ +1)], 1 < j <5, em tragos pontilhados.

, 1 <7 <5, em traco continuo e

—c)my jla+1,¢) —cla+n) —n+1
\/E
trago continuo e de [, ; — (2n+a —1)], n=5e 1 < j <5, em tracos pontilhados.

1
Figura 4.10: Gréafico de ( ,nm=5el<j7<5 em
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350

300

250

200 -

150 -

100 -

L L L .
0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 4.11: Gréfico dos zeros ms ;(c), 1 < j < 5, em traco continuo preto e, dos limitantes

{EC [0n () — (a+1)(1 = Vc)],n=5el < j <5, em tragos pontilhados ver-

i [&W(O‘) —(a+ 1)1 =Ve)+(n— 1)%

\/E Y
n=>5el <7 <5, em tragos pontilhados amarelos.

inferiores 1

melhos e, dos limitantes superiores

4.1.4 Polinomios de Kravchuck

Tendo em vista a relagao de limite entre os polindmios de Kravchuck e Hermite en-

contrada em [14]:

(—=1)"Hn ()

(525

N—oo

N
lim ( )Kn(pN+a: 2p(1 —p)N;p,N) =
n

podemos afirmar que quando N — oo

"fn,j(p7 N) - pN
2p(1 —p)N

— Dy

como visto na Figura 4.12:
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15F

1.0+

05F~—=—~——“———“—=-—=“---“--“-=------------~-

. S EEE—————————.—.—.

—15F

Ka;(p, N) — pN

2p(1 —p)N
1 <75 <4, em tragos pontilhados.

Figura 4.12: Grafico de , 1 < j <4, em trago continuo e dos zeros hy ;,

Podemos ainda afirmar que

K:nj(va)_pN_cn N '
V2p(1 = p)N +d, "

para quaisquer valores ¢, e d,, que sao constantes em relacao a N.

Queremos provar que
_Hnj(pw]v) pN—Cn

T (- p)N 1 d,

é uma funcao monotona.
xr—pN —c,

\/2p1— )N +d,

Seja z = , entdo, x = 21/2p(1 — p)N +d,, + pN + ¢,. Definimos

Ki(z;p, N) := K (2¢/2p(1 — p)N 4+ dy, + pN + ¢;p, N), k=0,--- ,n.

Note que z,; é zero de Ki(z;p, N). Queremos encontrar uma relagao de recorréncia
de trés termos para estes polindémios.

Fazendo a mudanga de variavel x = z1/2p(1 — p)N + d,, + pN + ¢, em (2.38) obtemos

~ N —k ~ N —k)—pN+Ek(1l—-p)—c,
2Ky(z;p,N) \/2]9 1(_ N)—i—d Kk+1(z§p7N)+p( \/)QP f_ N(—i—d p)=c
1 — ~
X Kp(z;p, N) — P) Ky_1(z;p, N).

V2p(1 — p)N +d,
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Assim, os polinémios ortonormais associados a Ky (z;p, V) satisfazem uma relacao de

recorréncia de trés termos com coeficientes:

G (V) = p(N — k) (k+1)(1—p) :\/p(l—p)(kJrl)(N—k)
' V2L = PN + dy \/2p(1 — )N + d, 21— )N +dy

~ k(1 —2p)—c,
bo(V) = (1—2p) .
V2p(1 — p)N +d,
Derivando estes coeficientes em relacao a N obtemos:
: 2N — k)2 [2p(1 — p)N + d, ]2
¢ 1 k(1—2

2p(1 = p)N +d,]*?
Entao,
a(N)>0&d, > —k2p(1—p), 0<k<n-2.

Como —k2p(1 — p) é uma funcao decrescente de k, 0 < k < n — 2, e queremos o menor
valor para d,,, temos d,, = 0.

Da mesma forma,
D(N)> 0 ¢ >k(1—2p), 0<k<n-—1.

Assim, precisamos dividir em dois casos:

ese 0 <p<1/2 entdo, 1 —2p > 0 e k(1 — 2p) é uma fungdo crescente de k,
0 <k <n —1. Desta forma, devemos tomar ¢, = (n — 1)(1 — 2p);

esel1/2 <p<1,entdo 1 —2p < 0 e k(1 —2p) é uma fungao decrescente de k,
0<k<n-—1. Logo, ¢, =0.

Diante do exposto, se 0 < p < 1/2, tomando d,, =0 e ¢, = (n — 1)(1 — 2p) segue que

o maior zero de K, (z;p, N) é uma fungao crescente de N, ou seja,

Kn1 (D, N) —pN — (n—1)(1 — 2p)
2p(1 —p)N

¢ uma funcao crescente de N, assim obtém-se uma cota superior para o maior zero de

Kravchuck, isto é,

kn1(p, N) < pN + (n—1)(1 = 2p) + /2p(1 — p)Nh,, 1.
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Além disso, para 1/2 < p < 1, considerando d,, = ¢, = 0 resulta que

/{n,l(pv N) - pN
2p(1 —p)N

é uma funcao crescente de NN, logo

kn1(p, N) < pN ++/2p(1 —p)Nhy, 1.

Por outro lado,
. (N)<0&d, < —k2p(1—p), 0<k<n-2,

como queremos o maior valor para d,, segue que d,, = —2(n — 2)p(1 — p).

Da mesma forma,
P(N)<0& e, <k(1—2p), 0<k<n-—1.

Logo, como queremos o maior valor de ¢,
e se 0 < p<1/2, entdo, ¢, = 0;
e se 1/2<p<1, entdoc, = (n—1)(1—-2p).

Com efeito, se 0 < p < 1/2, tomando d,, = —2(n — 2)p(1 — p) e ¢, = 0 segue que

tin,1(p, N) — pN
V2p(1=p)(N —n+2)

é uma funcgao decrescente de IV, assim obtém-se uma cota superior para o maior zero de

Kravchuck, isto é,

Além disso, para 1/2 < p < 1, considerando d, = —2(n—2)p(1—p) e ¢, = (n—1)(1—2p)

resulta que

V2p(1=p)(N —n+2)

¢ uma funcao decrescente de N, logo

ki1 (p, N) > pN + (n — 1)(1 = 2p)\/2p(1 — p)(N — 0+ 2)hy, 1.

Com o objetivo de conseguir limitantes para o menor zero de Kravchuck, definimos

Ki(2p, N) := Ki(—2p,N) = Kp(—2/2p(1 = p)N + d, + pN + co;p, N).
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o (p, N) = pN — -
Note que — i N) —p = & zero de K, (z;p, N).
\/2]) 1—p)N +d,
i pN —Cp .
Seja z = , entao r = —z\/2p(1 —p)N +d, + pN + ¢,. Fazendo

\/ 2p(1 —p)N + d,’
uma mudanga de Varlavel em (2.38) obtemos:

N —k ~ E(1—-2p)—c, =
ol ) Kpa(2p, N) — 4 —2p) Ky (2;p, N)
V2p(1 —p)N +d, V2p(1 —p)N +d,

kE(1—0p ~
\/2p 1(_ N T4, Ki_1(z;p, N).

2Ky (2;p,N) =

Disto podemos concluir que os polindmios ortonormais associados a K, (z; p, V) satis-

fazem uma relagao de recorréncia de trés termos com coeficientes:

. k(N =k)p(1 —p) . ~ — k(1 —2p)
ax(N) = \/2p(1—p)N+dn be(N) = \/Qp 1—p)N+d,

Derivando estes coeficientes em relacao a N obtemos:

kp(1 —p) [d, + 2p(1 — p)k]
2 [k(N — k)p(1 - p)]"* [2p(1 — p)N + d,]*?

a,(N) =

7Ny = PA=D) k(1 —2p) — ]
[2p(1 = p)N + d,J*"?

Desta forma,
a,(N)>0&d, > —2p(1 —p)k, 0<k<n-2.

Como —2p(1 — p)k ¢ uma funcdo decrescente de k, segue que d, > 0. Pelo fato de
querermos a menor cota superior, buscamos o menor valor de d,,, logo d,, = 0.

Da mesma forma,

~

b(N) > 04 k(1 —2p) > cp,
entao, precisamos dividir em dois casos:

e se 0 < p<1/2 entdo k(1 — 2p) é uma fungao crescente de k, assim o maior valor

de ¢, que satisfaz a inequacao é ¢, = 0;

e se 1/2 <p< 1, entao k(1 — 2p) é uma func¢ao decrescente de k, logo, o maior valor

de ¢, que satisfaz a inequacédo é ¢, = (n — 1)(1 — 2p).

Diante disto, podemos concluir que para 0 < p < 1/2, considerando d,, = ¢, = 0, o

maior zero de K (z; p, V) é¢ uma fungao crescente de N. Assim, sabendo que —h,, ,, = hy, 1,
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temos
_kn,n(p7 N) + pN <

= lin,1,
2p(1 —p)N

isso implica em
kn,n(p’ > pN \/ 1 - hn 1-

Da mesma forma, se 1/2 < p < 1, tomando d, =0 e ¢, = (n — 1)(1 — 2p), segue que

—knn(p, N) +pN + (n — 1)(1 — 2p)
2p(1 —p)N

¢ uma funcao crescente de N, logo

Por outro lado,
. <0&d, <-2p(1—pk, 0<k<n-—2. (4.9)

O maior valor de d,, que satisfaz (4.9) é d,, = —2p(1 — p)(n — 2).
Além disso,
bo<0ec, >k(1—2p), 0<k<n-—1,

assim, o menor valor de ¢, possivel
e sc0<p<1/2 éc,=(n—1)(1-2p);
esel/2<p<l1 éc,=0.

Portanto, se 0 < p < 1/2, tomando d, = —2p(1 —p)(n —2) e ¢, = (n — 1)(1 — 2p)

segue que o maior zero de K, (z;p, N) é uma fungao decrescente de N, entao

—Fnn(p, N) +pN + (n —1)(1 — 2p)

>h
V2p(1 = p)(N —n+2)

= ln1,

ou seja,

knn(p, N) <pN + (n—1)(1—2p) — \/2p1— N —n+2)h,;

Se 1/2 < p < 1, considerando d,, = —2p(1 — p)(n — 2) e ¢, = 0 temos

_“n,n(@ N) +pN
V2p(1=p)(N —n+2) ~

n,1)

ou seja,

Fenn(p, N) < pN — \/2p(1 — p)(N — n + 2)h,, 1.
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Isto demonstra o seguinte teorema obtido em [§]:

Teorema 4.8 Sejam n, N € N, comn < N e0<p<1.

(i)

(i)

Seja 0 < p < 1/2. Em fungao do maior zero de K, (z;p, N), temos que

ki1 (p, N) —pN — (1 = 2p)(n — 1)
2p(1 —p)N

€ funcao crescente de N, enquanto

lin,l(p7 N) - pN
V2p(1=p)(N = n+2)

¢ fungao decrescente de N. Em fun¢do do menor zero de K,(z;p, N), temos que

_lin,n(pa N) + pN
2p(1 —p)N

€ funcao crescente de N, enquanto

—Knn(D, N)+pN + (1 —2p)(n—1)
V2p(1 — p)(N — n + 2)

€ funcao decrescente de N. Além disso, temos os limitantes:

pN -V 2]3(1 _p)Nhn,l S /ﬁ?n,TL(pa N)

<pN +(1—=2p)(n —1) = /2p(1 = p)(N — n+ 2)hy,

e

PN + /2p(1 — p)(N —n+2)hy1 < kpi(p, N)
<pN+ (1 =2p)(n—1)+/2p(1 — p)Nhy, 1,

sendo h,1 o maior zero de H,(x).
Seja 1/2 < p < 1. Em fun¢ao do maior zero de K, (x;p, N), temos que

'%n,l(p7 N) B pN
2p(1 —p)N

€ fungao crescente de N e

Fn1(p, N) —pN — (n —1)(1 - 2p)
V2p(1=p)(N —n+2)
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¢ fungdo decrescente de N. Em fun¢do do menor zero de K,(x;p, N), temos que

—Fnn(p, N) +pN + (n—1)(1 - 2p)
2p(1 —p)N

€ funcao crescente de N, enquanto

_"fmn(pa N) +pN
V2p(1 = p)(N —n+2)

€ funcao decrescente de N . Além disso, temos os limitantes:

pN+ (n—1)(1 —2p) — /2p(1 —p)Nhy1 < Kpn(p, N)
<pN — /2p(1 = p)(N — n+ 2)hy

e

pN + (n—1)(1—=2p) + /2p(1 = p)(N = n + 2)hs1 < kna(p, N)

<pN +/2p(1 —p)Nhy

sendo h,1 o maior zero de H,(x).

Para ilustramos tais resultados apresentamos os seguintes graficos, que serao divididos em

dois casos:

i) 0<p<1/2

As figuras 4.13 e 4.14 mostram que as quantidades

Fna (P, N) =pN —(1 = 2p)(n—1) Kn1(p, N) — pN
2p(1—p)N V2p(1 = p)(N —n+2)

sao, respectivamente, fungoes crescente e decrescente de N paran = 4 e p = 0.4,
onde ,1(p, N) é o maior zero de Ky(x;p, N). Ambas convergem para o maior zero

do polinémio de Hermite de grau 4.
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15F

1.0F

U ettt

e

-1.0F

-15E

p,N) —pN — (1 —2p)(n—1)

2p(1 —p)N
continuo azul e de hy; em tragos pontilhados azuis.

Figura 4.13: Grafico de fon1( ,n =4 p= 04, em traco

Kinj(ps N) = pN — (1 = 2p)(n — 1)

2p(1—p)N
possuem comportamento monotonico em relacao a N para todo j, mas apenas

Observagao 4.1 Note que as quantidades , A0
garantimos a monotonicidade para 7 = 1. As quantidades que nao temos garantia
de monotonicidade sao apresentadas na Figura 4.13, bem como nas figuras a seguir,

em traco continuo preto.

/ﬁ;n,l<p7 N) - pN

V2p(1—p)(N —n+2)
e de hy em tragos pontilhados azuis.

Figura 4.14: Grafico de n =4, p= 0.4, em traco continuo azul

As Figuras 4.15 e 4.16 mostram que

—Hun (P, N) + PN - —Fnn(p, N) +pN + (1 - 2p)(n — 1)
2p(1 — p)N V2p(1=p)(N —n+2)
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sao, respectivamente, funcoes crescente e decrescente de N, paran = 4 e p = 0.4,
onde Ky, ,(p, N) indica o menor zero do polinémio de Kravchuck de grau 4. Estas
convergem para g ;.

1.5F

05F~————-——-—-——=—-—-———=-—-—--—-—-----—-—--

P ——

-1.0

-1.5

_ﬁn,n(]% N) +pN

2p(1 —p)N
hs1 em tragos pontilhados azuis.

Figura 4.15: Gréfico de

,n=4,p=0.4, em traco continuo azul e de

—Fnn(p, N) +pN + (1 —2p)(n —1)

V20(1 = p)(N = n +2)
continuo azul e de hy; em tragos pontilhados azuis.

Figura 4.16: Grafico de

,n =4, p=04, em traco

A Figura 4.17 mostra os zeros do polindmio de Kravchuck de grau 4, além dos

limitantes superiores

pN+(1-2p) (n—1)+v/2p(1—p)Nhyy e pN+(1-2p)(n—1)—/2p(1—p)(N —n+2)hp 1

e inferiores

pN +/2p(1 —p)(N —n +2)hu1 e pN —/2p(1 — p)Nh,,
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para o maior e o menor zero de K4(x;0.4, N), respectivamente.

20

Figura 4.17: Grafico dos zeros ky;(0.4,N), 1 < j < 4, em traco continuo vermelho, dos

limitantes superiores para o maior e o menor zero de Kravchuck em tracos pontilhados

pretos e dos limitantes inferiores para o maior e o menor zero de Kravchuck em tracos

pontilhados azuis.

i) 1/2<p<1.

As Figuras 4.18 e 4.19 mostram que

Kn1(p, N) — pN . Kn1(p, N) —pN — (n —1)(1 — 2p)
2p(1 - p)N V2p(1 = p)(N —n +2)

sao, respectivamente, fungoes crescente e decrescente de N paran = 4 e p = 0.6,

onde Ky,1(p, N) é o maior zero de Ky(x;p, N). Ambas convergem para o maior zero

do polindémio de Hermite de grau 4.

1.0

0.5

15F

-0.5
-1.0

-1.5

Figura 4.18: Grafico de

Kn,l(p7 N) _ pN
2p(1 —p)N

,n =4, p=0.4, em traco continuo azul e de hy

em tracgos pontilhados azuis.
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Figura 4.19: Grafico de

kin1(p, N) —pN — (n —1)(1 — 2p)
V2p(1 = p)(N —n+2)

,n =4 p= 04, em traco

continuo azul e de hy; em tragos pontilhados azuis.

As Figuras 4.20 e 4.21 mostram que as quantidades

/{n,n(pv N) +pN + (1 - 2p)(n - 1) _/{n,n(p7 N) +pN

21— )N ¢ Vol p(N —n 12

sao, respectivamente, funcoes crescente e decrescente de N, para n = 4 e p = 0.6,

onde K, ,(p, N) representa o menor zero do polinémio de Kravchuck de grau 4.

Ambas convergem para hy .

1.5F

0.5F =~~~ " """~ T - - - - — - ——mm o

3 Y,

-15E

Figura 4.20: Gréfico de —

Fnn(ps N) +pN + (1 —2p)(n —1)
2p(1 —p)N

,n =4, p=04, em traco

continuo azul e de hy; em tracos pontilhados azuis.
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—knn(p, N) + pN

V21 = p)(N —n+2)
e de hg; em tracos pontilhados azuis.

Figura 4.21: Grafico de n =4, p = 0.4, em traco continuo azul

A Figura 4.22 mostra os zeros do polindmio de Kravchuck de grau 4, além dos

limitantes superiores

PN +v/2p(1 — p)Nhy1 e pN — \/2p(1 — p)(N = n + 2)hy,1

e inferiores

PN+(1-2p) (n—1)++/2p(1—p)(N —n+2)hp1 € pN+(1-2p)(n—1)—+/2p(1—p)Nh,, 1

para o maior e o menor zero de K4(x;0.6, N), respectivamente.

20 i
15:
10:
;f:

1
—

Figura 4.22: Grafico dos zeros k4 ;(0.6,N), 1 < j < 4, em traco continuo vermelho, dos
limitantes superiores para o maior e o menor zero de Kravchuck em tracos pontilhados
pretos e dos limitantes inferiores para o maior e o menor zero de Kravchuck em tracos

pontilhados azuis.



CAPITULO

Consideracoes Finais

Reunimos, neste trabalho, resultados encontrados nas pesquisas realizadas, mais pre-
cisamente nas referéncias [8| e [21], sobre zeros de polinémios ortogonais classicos de vari-
avel continua e de variavel discreta. Apresentamos um estudo sobre o comportamento dos
zeros de polindmios ortogonais cléssicos em relacao aos seus parametros e tais resultados
foram obtidos aplicando-se o Teorema de Markov, que obtém o comportamento dos zeros
dos polinémios ortogonais através da derivada logaritmica da funcao peso ou salto desses
polinémios. Com esse estudo foi possivel perceber que os zeros dos polindmios ortogonais
classicos sao fun¢oes monotonas dos seus parametros. Além disso, apresentamos limitantes
para os zeros dos polindémios de Laguerre, Charlier, Meixner e Kravchuck, tais resultados
foram obtidos como consequéncia dos teoremas de Perron-Frobenius e Hellmann-Feynman,
através de uma analise envolvendo os coeficientes da relagao de recorréncia de trés termos
dos polinémios ortonormais e de relagoes limite encontradas na literatura. Tais resultados
foram ilustrados através de graficos feitos no programa Mathematica.

Nossa contribuicao foi apresentar uma abordagem mais detalhada da determinagao
desses limitantes, adicionando constantes na relacao de limite e determinando para quais
constantes eram obtidos os melhores limitantes.

Esta pesquisa nao se esgota com este estudo, pois pretendemos estender esta forma de
obter os limitantes para os zeros dos demais polindémios ortogonais cléssicos, investigando
outras formas de alterar as relacoes limites de modo a obter fun¢des monédtonas que
envolvem os zeros dos polindémios e que consequentemente fornecam excelentes limitantes

para OS Zeros.
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