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RESUMO

XAVIER, J.R. Análise do Mapa de Frequências Aplicada ao Estudo de Detritos Espaciais na Resso-

nância 14:1. 2018, 49f. Dissertação (Mestrado em Física)-Faculdade de Engenharia do Campus de

Guaratinguetá, Universidade Estadual Paulista.

Neste trabalho apresentamos uma análise da dinâmica de detritos espaciais na ressonância 14:1. O

sistema analisado foi o sistema Terra-detrito considerando a não esfericidade da Terra. Para esta análise

foram utilizados dois programas, o Mercury e o Algorítimo de Transformada de Fourier Modificado

por Frequência. O desenvolvimento do potencial terrestre foi feito considerando os coeficientes de

achatamento J2, J3 e C22, e as equações do movimento foram encontradas. Afim de analisar a evolução

temporal dos elementos orbitais as equações do movimento foram inseridas no pacote Mercury e um

conjunto de integrações para 1 e 20 dias foi realizado. As integrações mostram que os coeficientes

afetam significativamente as trajetórias dos detritos. As regiões de estabilidade, instabilidade e o tempo

de difusão para 5000 partículas foram analisadas através do mapa de difusão obtido pelo algorítimo de

análise de frequência. Os resultados indicam regiões de estabilidade próximas à ressonância 14:1.

Palavras-Chave: Detritos espaciais. Ressonância. Mapa de frequência.



ABSTRACT

XAVIER, J.R. Frequency Map Analysis Applied to the Study of Spatial Debris in Resonance 14: 1.

2018, 49f. Dissertation (Master in Physics) -Faculty of Engineering of the Guaratinguetá Campus,

State University of São Paulo.

In this work we present an analysis of the dynamics of spatial debris in the 14: 1 resonance. The

system analyzed was the Earth-debris system considering the non-sphericity of the Earth. For this

analysis, two programs, Mercury and Frequency Modified Fourier Transform Algorithm, were used.

The development of the earth potential was made considering the gravity coefficients J2, J3 and C22,

and the equations of motion were found. In order to analyze the time evolution of the orbital elements,

the equations of motion were inserted in the Mercury package and a set of integrations for 1 and 20

days was performed. The integrations show that the coefficients significantly affect the trajectories of

the debris . The regions of stability, instability and diffusion time for 5000 particles were analyzed by

the diffusion map obtained by the frequency analysis algorithm. The results indicate stable regions of

close to 14: 1.

Keywords: Space debris. Resonance. Frequency map .



LISTA DE ILUSTRAÇÕES

Figura 1 Lottie Williams segurando o detrito que a atingiu em 1997 . . . . . . . . . . . 15

Figura 2 Resíduos do foguete Delta II. a) Tanque de propulsão, a) Tanque de pressão . . 16

Figura 3 Suposto detrito que caiu em Myanmar na Ásia. . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Figura 4 Possível detrito que caiu em Anapurus em 2012 . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Figura 5 a) Astronautas fazendo reparos no Hubble. b) Furo na (ATA) da ISS. . . . . . . 19

Figura 6 Distância entre dois pontos P e P’ em coordenadas esféricas . . . . . . . . . . . 24

Figura 7 Variação temporal da excentricidade para a) 1 dia e b) 20 dias. . . . . . . . . . 32

Figura 8 Variação temporal da inclinação para a) 1 dia e b) 20 dias. . . . . . . . . . . . . 33

Figura 9 Variação temporal do semieixo maior para a) 1 dia e b) 20 dias. . . . . . . . . . 33

Figura 10 Variação temporal da excentricidade para a) 1 dia e b) 20 dias. . . . . . . . . . 34

Figura 11 Variação temporal da inclinação para a) 1 dia e b) 20 dias. . . . . . . . . . . . . 34

Figura 12 Variação temporal do semieixo maior para a) 1 dia e b) 20 dias. . . . . . . . . . 35

Figura 13 Variação temporal da excentricidade para a) 1 dia e b) 20 dias. . . . . . . . . . 35

Figura 14 Variação temporal da inclinação para a) 1 dia e b) 20 dias. . . . . . . . . . . . . 36

Figura 15 Variação temporal do semieixo maior para a) 1 dia e b) 20 dias. . . . . . . . . . 36

Figura 16 Exemplo de arquivo de entrada do programa de análise de frequência. . . . . . 40

Figura 17 Exemplo de arquivo de saída do programa de análise de frequência. . . . . . . 40

Figura 18 Mapa de difusão para 5000 partículas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

Figura 19 Ampliação do mapa de difusão para 5000 partículas . . . . . . . . . . . . . . . 43

Figura 20 Segunda ampliação do mapa de difusão para 5000 partículas . . . . . . . . . . 44



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 – Descrição do tamanho, quantidade e informações sobre rastreamentos e impacto

dos detritos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

Tabela 2 – Valores de alguns parâmetros relacionados à Terra. . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Tabela 3 – Condições iniciais para construção do mapa de difusão para 5000 partículas . . . 42

Tabela 4 – Tabela para comparação de valores de parâmentros das partículas na região de

estabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Tabela 5 – Tabela para comparação de valores de parâmentros das partículas na região de

instabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

a Semieixo maior

ATA Montagem do Tanque de Amônia

C22 Coeficiente de achatamento setorial de segunda ordem

e Excentricidade

D Difusão

FMA Ánalise do Mapa de Frequência

FMFT Algorítimo de Transformada de Fourier Modificado por Frequência

G Constante Gravitacional

GEO Órbita Geoestacionária

GPS Sistema de Posicionamento Global

I Inclinação

ISS Estação Espacial Internacional

J2 Coeficiente de achatamento zonal de segunda ordem

J3 Coeficiente de achatamento zonal de terceira ordem

LEO Órbita Baixa da Terra

LogD Escala logarítimica de cores

MEO Órbita Média da Terra

NASA Administração Nacional da Aeronáutica e Espaço

PAM-D Módulo de Assistência de Carga Útil

Pn Polinômios de Legendre

P n
m Polinômios Associados de Legendre

tDiff Tempo de Difusão



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1 O QUE SÃO DETRITOS ESPACIAIS? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1 CASOS DE REENTRADA E DE ACIDENTES ENVOLVENDO DETRITOS

ESPACIAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1.1 Perturbações consideradas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1.1.1 O problema de dois corpos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1.1.2 O Problema circular restrito de três corpos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2 O POTENCIAL TERRESTRE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2.1 Os Coeficientes zonais J2 e J3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2.1.1 O Coeficiente setorial C22 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3 RESSONÂNCIA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3.1 A Ressonância tesseral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3 MODELAGEM MATEMÁTICA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.1 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.1.0.1 Simulações com J2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.1.0.2 Simulações com J2 + J3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.1.0.3 Simulações com adição de C22 ao sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4 ANÁLISE DO MAPA DE FREQUÊNCIA (FMA) . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.1 DESCRIÇÃO ANALÍTICA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.1.1 O parâmetro de difusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.1.1.1 O mapa de difusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

5 CONCLUSÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5.1 TRABALHOS FUTUROS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48



12

1 INTRODUÇÃO

O risco de colisões entre detritos e sondas espaciais fizeram com que os detritos ocupassem um

lugar importante no âmbito das pesquisas espacias nos últimos anos. O principal objetivo é informações

que visam diminuir o risco de acidentes entre estes artefatos e sondas espaciais, sua reentrada na

atmosfera terrestre bem como a diminuição de sua população em órbitas altamente habitadas. Diante

disto, torna-se indispensável conhecer a dinâmica, bem como o contexto histórico de estudos já

realizados sobre estes objetos.

1.1 O QUE SÃO DETRITOS ESPACIAIS?

Detritos espaciais são divididos em duas categorias, artificiais e naturais. De acordo com Batista

(2011) "os detritos naturais podem ser entendidos como fragmentações, aglomerações, desprendimentos

e capturas de corpos naturais como Meteoroides e Asteroides por exemplo".

Segundo a NASA (2010) detritos orbitais artificiais "são objetos produzidos pelo homem que es-

tão em órbita ao redor da Terra mas que não desenvolvem mais nenhuma atividade para as quais foram

enviados ao espaço". Estes objetos podem ser derivados de explosões de satélites espaciais, resultados

de destruição de satélites que não são mais úteis para a missão a qual foi designado, colisões en-

tre naves operantes com naves inoperantes ou simplesmente objetos deixados em órbita por astronautas.

A região do espaço próxima à Terra, onde estes objetos podem ser encontrados, é dividida em

três categorias, LEO, MEO e GEO, que são as regiões de órbitas baixas, médias e geoestacionárias,

respectivamente. Estas órbitas são classificadas de acordo com a altitude das mesmas em relação à

superfície da Terra, que segundo Rossi (2005):

i) LEO: Órbitas que estão entre 90 à 2000 km de altitude da superfície terrestre. Nesta órbita é

possível encontrar detritos espaciais de tamanhos diversos e que possuem uma velocidade de impacto

maior que 9 km/s. A maior parte dos detritos espaciais estão nesta região, mais precisamente entre 900

e 1400 km de altitude.

ii) MEO: Órbitas que possuem uma altitude de 2000 à 36000 km. Nesta região encontram-se os

Satélites de Posicionamento Global (GPS).
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iii) GEO: Situadas a uma altitude acima de 36000 km da superfície terrestre. Satélites nesta órbita

estão em ressonância 1:1 com a Terra.

Em Santos (2007) podemos encontrar a classificação destes objetos da seguinte maneira:

• Objetos grandes- Fragmentos com tamanho maiores que 10 cm de diâmetro;

• Objetos de risco- Fragmentos com tamanho entre 1,0 e 10,0 cm de diâmetro;

• Restos menores ou micro restos- Fragmentos menores que 1,0 cm de diâmetro.

Uma melhor descrição destes objetos é apresentada na Tabela 1, que fornece a quantidade de

objetos, os que podem ser rastreados e o tipo de dano que uma colisão pode causar para cada tamanho

de detrito correspondente.

Tabela 1 – Descrição do tamanho, quantidade e informações sobre rastreamentos e impacto dos detritos.

Tamanho Quantidade Rastreamento e Impacto

1 mm à 3 mm Milhões Não podem ser rastreados. Pequenos danos.

3 mm à 1 cm Milhões Não podem ser rastreados. Pequenos danos.

1 cm à 5 cm Milhares A maior parte não podem ser rastreados. Gran-

des danos.

5 cm à 10 cm Milhares Limite inferior de rastreamento. Danos catastró-

ficos.

10 cm ou maiores Centenas Catalogado e rastreado pela rede de vigilância

espacial. Danos catastróficos.
Fonte: Aerospace (2017)

O rastreamento desses objetos é feito principalmente por telescópios militares. Os dois principais

países que assumem essa tarefa são os Estados Unidos e a Rússia. De acordo com Gomes (2011)

a US Strategic Command, dos Estados Unidos, fornece um mapa de rota diária dos detritos com

acesso "online" livre, diferentemente dos russos que mantém em sigilo suas informações. A Europa

também atua no rastreamento destes fragmentos por meio de um radar francês chamado Graves. Este

radar monitora 2000 fragmentos na órbita baixa da Terra, com exceção dos objetos com mais de 1 metro.

Neste trabalho usaremos uma poderosa ferramenta desenvolvida por Laskar em 1990 conhecida

como Análise do Mapa de Frequência (FMA) para analisar regiões de estabilidade e instabilidade nas

órbitas dos detritos na região LEO. A escolha da órbita LEO se deu pelo fato de ser a região com
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maior número de detritos. O objetivo principal desse trabalho é aprender a utilizar o FMA e aplicá-lo

ao sistema Terra-detrito.

No capítulo 2 será apresentada uma breve revisão bibliográfica contendo estudos já realizados sobre

casos de acidentes e reentrada de detritos espaciais. Neste capítulo o suporte literário também será

usado para apresentar uma descrição analítica das perturbações consideradas no trabalho.

No capítulo 3 apresentamos o desenvolvimento do potencial terrestre até a ordem 3 e as equações

do movimento. Apresentaremos uma análise da evolução com o tempo de alguns elementos orbitais

dos detritos integradas pelo Bülirsch-Stöer do pacote Mercury, Chambers (1999). Na última seção

do capítulo 3 estudaremos os efeitos dos coeficientes de achatamento zonais J2, J3 e do coeficiente

setorial C22 nas órbitas de detritos sob influência da ressonância tesseral 14:1. Os detritos em órbita

baixa estão muito distantes da Lua, assim, o efeito gravitacional devido à Lua é bem pequeno e por

esse motivo o mesmo não será considerado neste trabalho.

No capítulo 4 é feita uma descrição teórica do algorítimo de análise de frequência, do parâmetro

de difusão e do tempo de difusão. Posteriormente é apresentado o mapa de difusão para diferentes

condições iniciais obtido através do Algorítimo de Análise de Frequências e uma análise do mesmo é

feita.

Para o capítulo 5 tem-se a discussão dos resultados obtidos e as pretensões para trabalhos futuros.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

O número de detritos que consegue voltar para Terra é surpreendentemente grande. Segundo a NASA

(2010) pelo menos um detrito cai na Terra por dia. A maioria desses objetos queimam ao passarem

pela atmosfera, e os que sobrevivem a esse estágio, e conseguem aterrissar, acabam nos oceanos; já que

a Terra é constituída em sua maior parte por água. A principal preocupação da comunidade científica

é com as possíveis colisões que podem acontecer envolvendo detritos espaciais e sondas ainda em

operação, já que esses são os casos mais recorrentes e possíveis.

Neste capítulo uma breve revisão bibliográfica será apresentada visando fornecer informação

envolvendo os principais casos de acidentes e de reentrada envolvendo detritos espaciais.

2.1 CASOS DE REENTRADA E DE ACIDENTES ENVOLVENDO DETRITOS ESPACIAIS

Mesmo com um número grande de detritos reentrando à Terra o único acidente causado por um

resíduo espacial a um humano Hall (2014), aconteceu em 1997 no estado de Oklahoma quando Lottie

Williams foi atingida no ombro por um resíduo de 15 cm de comprimento enquanto caminhava em um

parque da cidade de Tulsa. O resíduo foi identificado como sendo parte do tanque de combustível do

foguete Delta II, foguete de lançamento de um satélite da Força Aérea Americana em 1996. Na Figura

1, Lottie aparece segurando o detrito que a atingiu.

Figura 1 – Lottie Williams segurando o detrito que a atingiu em 1997

Fonte: Batista (2011)

Partes maiores do foguete Delta II foram encontradas em lugares diferentes de onde Lottie foi

atingida. O tanque de pressão de 30 kg foi encontrado perto de Seguin, e o principal tanque de
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propulsão de cerca de 250 kg aterrissou em Georgetown, ambos no estado do Texas.

Figura 2 – Resíduos do foguete Delta II. a) Tanque de propulsão, a) Tanque de pressão

(a) (b)
Fonte: Batista (2011)

A última peça pertencente ao foguete Delta II foi encontrada em janeiro de 2001 quando o resíduo

caiu na Arábia Saudita. A peça era o Módulo de Assistência de Carga Útil - Delta (PAM-D) que

pesava cerca de 70 kg e fazia parte do terceiro estágio do foguete.

Resíduos de outro foguete também conseguiram sobreviver à reentrada na atmosfera terrestre,

segundo a Aerospace Corporation (2017) o tanque de propelente do segundo estágio do foguete Delta

e dois objetos de formato esférico aterrissaram na África do Sul entre os meses de abril e maio de 2000.

Em abril de 2000 o tanque de propelente do foguete foi encontrado em uma fazenda próxima à cidade

do Cabo, e no mês de maio os outros dois objetos com cerca de 30 kg e 55 kg foram encontrados na

província de Cabo Ocidental também na África do Sul.

Um dos casos mais recentes de um suposto detrito que caiu na Terra aconteceu em novembro de

2016 em Myanmar na Ásia. Segundo o jornal Myanmar Times (2016) o objeto com cerca de 3,7

metros de comprimento caiu perto de uma mina de jade abandonada no município de Hpakant. Não

foi confirmado pelos órgãos responsáveis se tal objeto tenha caído do céu, mas as suspeitas é de que

o mesmo fosse um impulsionador de foguete usado no lançamento de satélites chineses. A Figura 2

mostra o objeto no local exato da sua queda.
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Figura 3 – Suposto detrito que caiu em Myanmar na Ásia.

Fonte: Jornal The Myanmar Times (2016)

No Brasil alguns casos de reentrada de detritos já foram registrados mas nenhum confirmado

oficialmente pela NASA. De acordo com o jornal O Tempo (2012) um desses eventos aconteceu no dia

22 de fevereiro de 2012 no povoado de Anapurus que fica a 280 km de São Luís do Maranhão. O

resíduo era uma esfera de metal supostamente do tanque de combustível do foguete Ariane 4 lançado

pela Agência Espacial Europeia.

Figura 4 – Possível detrito que caiu em Anapurus em 2012

Fonte: Jornal O tempo (2012)

Um outro caso de um possível detrito que caiu em terras brasileiras aconteceu em março de 2008 na

cidade de Montividiu interior de Goiás. Mesmo não tendo a confirmação de que o objeto veio do

espaço, as informações que se tem é de que o fragmento seria parte de um tanque de combustível
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possivelmente de um foguete ou um satélite.

O primeiro acidente entre um detrito e uma nave em operação aconteceu em 1996, segundo Gomes

(2011) a colisão foi entre um satélite militar francês, o Cerise, e um fragmento oriundo da explosão do

foguete Ariane ocorrida 10 anos antes. A partir de então outros acidentes foram sendo divulgados e a

contabilização do número de fragmentos em órbitas terrestres aumentado, alguns eventos fizeram com

que esse número saltasse nos últimos anos. Nesse contexto podemos destacar:

• A destruição do satélite chinês Fengyun-1C

Em 11 de janeiro de 2007 a China lançou um míssil anti-satélite e destruiu o satélite meteorológico

Fengyun-1C. De acordo com Rossetto (2013) este evento foi o que mais gerou detritos espaciais até

então, o evento gerou cerca de 2300 objetos maiores que 10 cm de diâmetro, mais de 35000 entre 1 e

10 cm e mais de 1 milhão de detritos menores que 1 cm.

• A colisão entre os satélites Iridium 33 e Cosmos 2251

A colisão ocorreu em 10 de fevereiro de 2009 e foi a primeira colisão entre dois satélites. O satélite

Cosmos era um satélite russo e estava fora de operação, enquanto o satélite Iridium era um satélite

americano que fazia parte de uma constelação de 66 satélites e ainda em atividade. Rossetto (2013)

afirma que a colisão entre os dois satélites gerou cerca de 1500 fragmentos no espaço.

Fragmentos como os gerados pelos dois acidentes mencionados atingiram por diversas vezes o

telescópio espacial Hubble e a Estação Espacial Internacional (ISS). Não foi uma única vez que o

Hubble passou por reparos no espaço devido à estragos causados por colisões com lixo espacial, e por

diversas vezes a ISS teve que mudar sua rota original para desviar de possíveis colisões com detritos.

A Figura 3 (a) mostra um desses momentos em que o telescópio Hubble passou por reparos no espaço

e a Figura 3 (b) mostra um pequeno furo na Montagem do Tanque de Amônia (ATA) da ISS.
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Figura 5 – a) Astronautas fazendo reparos no Hubble. b) Furo na (ATA) da ISS.

(a) (b)
Fonte: NASA (2010)

Assim como a ISS e o telescópio Hubble várias sondas de importante cunho científico e social

estão em órbita e podem ser lesionadas se colidirem com objetos em movimento. Diante do contexto

histórico apresentado torna-se claro a importância do estudo da dinâmica destes objetos.

2.1.1 Perturbações consideradas

É esperado que diante do grande número de detritos em órbita e dos casos de reentrada e de

acidentes envolvendo os mesmos, a quantidade de autores afim de estudar sua dinâmica aumente.

Através de estudos já realizados acerca da dinâmica destes objetos faremos uma breve descrição

sobre o problema de dois e três corpos e posteriormente apresentaremos o potencial estudado além de

descrever de forma sucinta cada perturbação considerada.

2.1.1.1 O problema de dois corpos

De acordo com Murray e Dermott (1999) quando dois corpos com massas m1 e m2 interagem

em um campo gravitacional, o movimento dos mesmos é descrito pelo problema de dois corpos. O

problema de dois corpos é integrável e pode ser solucionado analiticamente, sendo Isaac Newton em

1687 o primeiro a apresentar tal solução.

Considerando que estes dois corpos de massas m1 e m2 são pontos de massa e que possuem

coordenadas (ξ1, η1, ζ1) e (ξ2, η2, ζ2) em um sistema inercial, a equação do movimento relativo de m1

ao redor de m2 é:
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d2~r

dt2
+ µ

~r

r3
= ~0 (2.1)

Fazendo o produto vetorial de ~r com a equação acima e integrando posteriormente temos:

~r × ~̇r = ~h (2.2)

Que é a integral do momento angular, que será útil para obter a solução analítica do sistema.

Usando as equações de posição, velocidade e aceleração em coordenadas esféricas na equação do

momento angular obtemos a seguinte expressão:

~h = r2θ̇ẑ (2.3)

Sendo ẑ um vetor unitário perpendicular ao plano da órbita.

Substituindo o vetor aceleração ~̈r em coordenadas esféricas na equação
d2~r

dt2
+ µ

~r

r3
= ~0 e conside-

rando a componente radial temos:

r̈ − rθ̇2 = − µ
r2

(2.4)

Fazendo r =
1

µ
e resolvendo a equação diferencial temos como solução:

r̈ = −h2u2d
2u

dθ2
(2.5)

Que tem como solução geral:

u(θ) =
µ

h2
+K cos(θ −$) (2.6)

onde K (amplitude) e $ (fase) são as constantes de integração.
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Fazendo novamente u =
1

r
tem-se:

r =
p

1 + e cos(θ −$)
(2.7)

que é a equação geral das cônicas; onde p = h2/µ, e = (h2K)/µ, e é a excentricidade e p é o semilatus

rectum. Portanto, dado posições e velocidades iniciais conseguimos obter o movimento de m1, ou

descrever a órbita do objeto através dos seis elementos orbitais:

• a = Semieixo maior : Descreve o tamanho da órbita;

• e = Excentricidade : Dá o formato da órbita;

• I = Inclinação: Fornece o ângulo entre o plano da órbita e o plano equatorial;

• ω, Ω e M = Forma o desenho da órbita no espaço. Sendo ω o argumento do pericentro, Ω

longitude do nodo ascendente, M anomalia média.

2.1.1.2 O Problema circular restrito de três corpos

Segundo Murray e Dermott (1999), diferentemente do problema de dois corpos, o problema de

três corpos não tem solução analítica, apenas cinco soluções especiais definidas como os pontos de

equilíbrio Lagrangianos. O problema circular restrito de três corpos descreve o movimento de um

corpo de massa m1 orbitando um corpo principal de massa M e perturbado por um corpo de massa

m2, como a massa de m1 é muito pequena em comparação com os outros dois corpos seu efeito sob os

corpos M e m2 pode ser desconsiderado. A denominação de restrito é dada porque o corpo de massa

m1 não perturba os outros dois corpos do sistema e circular porque o corpo de massa m2 descreve

uma órbita circular ao redor do corpo de massa M .

Para descrever as equações do movimento no problema restrito de três corpos Murray e Dermott

(1999) consideram um sistema de referência inercial de coordenadas (ξ, η, ζ), centrado no centro de

massa do sistema. Dessa forma as equações do movimento que descrevem o movimento de m1 são:
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ξ̈ = µM
ξM − ξ
r3M

+ µ2
ξ2 − ξ
r32

, (2.8)

η̈ = µM
ηM − η
r3M

+ µ2
η2 − η
r32

, (2.9)

ζ̈ = µM
ζM − ζ
r3M

+ µ2
ζ2 − ζ
r32

, (2.10)

onde

r2M =(ξM − ξ)2 + (ηM − η)2 + (ζM − ζ)2,

r22 =(ξ2 − ξ)2 + (η2 − η)2 + (ζ2 − ζ)2,

µM = 1− m2

M +m2

e µ2 =
m2

M +m2

.

Por meio de uma matriz de rotação podemos relacionar as coordenadas do referencial inercial

(ξ, η, ζ) com as coordenadas do sistema girante (x, y, z) com movimento n. As equações do

movimento ficam:

ẍ− 2nẏ − n2x = −
[
µM

x+ µ2

r3M
+ µ2

x− µM
r32

]
, (2.11)

ÿ + 2nẋ− n2y = −
[
µM
r3M

+
µ2

r32

]
y, (2.12)

z̈ = −
[
µM
r3M

+
µ2

r32

]
z. (2.13)

Estas equações podem ser escritas como:

ẍ− 2nẏ =
∂V

∂x
, (2.14)

ÿ + 2nẋ =
∂V

∂y
, (2.15)

z̈ =
∂V

∂z
. (2.16)

onde n pode ser tomado como a taxa de rotação do corpo central e V é o potencial do sistema.

Desprezando os efeitos gravitacionais de m2, as equações 2.14, 2.15 e 2.16 são as equações do

movimento de m1 ao redor de M relativo à rotação do corpo principal.
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2.2 O POTENCIAL TERRESTRE

A não esfericidade da Terra faz com que os elementos orbitais dos corpos que a orbitam passem

por variações ao longo do tempo. A lei da gravitação universal postulada por Newton (1687) diz que

se dois corpos de massas diferentes m e M estão separados por uma distância r, esses corpos irão se

atrair com uma força chamada de força de atração gravitacional, dada por:

F(r) =
GMm

r2
r̂, (2.17)

Sendo m a massa de um corpo pontual que é atraído por um corpo de massa maior M . G =

6, 67×10−11Kg−1s−2 é a constante de gravitação universal e r̂ é o vetor unitário que aponta na direção

da força. Essa força pode ser escrita em termos do gradiente do potencial, da forma:

F(r) = m
∂V

∂r
= m∇V, (2.18)

onde V =
GM

r
.

De acordo com Santos (2007), para o caso de uma partícula que é atraída por corpo com distribuição

de massa não uniforme, cada elemento de massa (dM) irá exercer uma força de atração sob essa

partícula. Portanto o potencial para um corpo atraído por um outro corpo com distribuição de massa

não homogênea pode ser escrito da seguinte maneira:

V = G
dM

r
, (2.19)

Considerando o caso de dois corpos representados pelos pontos P e P’ de coordenadas esféricas

(r, θ, λ) e (r′, θ′, λ′), respectivamente, e separados por uma distância ∆, como mostra a Figura 4; o

potencial gravitacional para estes corpos pode ser escrito como:
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Figura 6 – Distância entre dois pontos P e P’ em coordenadas esféricas

Fonte: Kuga et al (2011)

V = G
dM

∆
, (2.20)

onde cos Ψ = cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ cos (λ′ − λ).

Usando a lei dos cossenos podemos definir ∆ com a seguinte relação, onde r′ < r:

1

∆
=

1

r
√

1− 2 r
′

r
cos Ψ + r′2

r2

, (2.21)

Fazendo uma expansão em série de potências da equação 2.21, os termos que acompanham rn são

os chamados polinômios de Legendre Pn(x). A equação 2.21 pode ser escrita da forma:

1

∆
=

1

r

∞∑
n=0

(
r′

r

)n
Pn(cos Ψ), (2.22)

Substituindo a equação 2.22 na expressão 2.20, usando o teorema da adição de Legendre e fazendo

algumas simplificações, encontramos a equação final do potencial gravitacional escrita de acordo com

Kaula (1966) considerando a Terra como o corpo central do sistema:

V (r, φ, λ) = G
ME

r

∞∑
n=0

(
RE

r

)n n∑
m=0

Pm
n (sinφ)(Cnm cosmλ+ Snm sinmλ). (2.23)
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onde Cnm e Snm são os coeficientes dos harmônicos esféricos, G a constante gravitacional, ME a

massa da Terra, RE o raio equatorial da Terra, r a distância entre o corpo central e a partícula, φ a

latitude geocêntrica, λ a longitude geocêntrica e Pm
n os polinômios de Legendre dados como:

Pm
n (x) =(1− x2)m/2 d

m

dxm
Pn(x),

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n.

Expandindo a expressão do potencial mostrada na equação 2.23 até n = 3 temos:

V3(r, φ, λ) =
GME

r
+
GME

r

(
RE

r

)2 [
1

2
(3 sin2 φ− 1)C2

]
+
GME

r

(
RE

r

)2 [
3 cos2 φ(C22 cos 2λ+ S22 sin 2λ)

]
+
GME

r

(
RE

r

)3 [
1

2
sinφ(5 sin2 φ− 3)C3

]
.

(2.24)

Segundo Rao (1986), se a origem do sistema de coordenadas coincide com o centro de massa do

corpo central os coeficientes C10 = C11 = S11 = S00 = 0, por esse motivo tais coeficientes não

aparecem na expansão acima.

O coeficiente zonal C20 representa o achatamento nos polos do planeta e é atribuído a ele um valor

positivo Kuga et al (2011), desta forma convencionou-se que o valor numérico deste achatamento

é negativo no Equador, ou seja, C2 = −J2. Neste trabalho estamos interessados no potencial em

função dos coeficientes zonais J2, J3 e do coeficiente setorial C22. Vamos considerar as conversões de

coordenadas esféricas para coordenadas cartesianas e então podemos escrever o potencial em função

de (x, y, z) da seguinte maneira:

V3(x, y, z) =
GME

r
+
GME

r

(
RE

r

)2 [
J2

(
1

2
− 3z2

2r2

)]
+
GME

r

(
RE

r

)2 [
3C22

(x2 − y2)
r2

]
+
GME

r

(
RE

r

)3 [
J3
z

2r

(
3− 5z2

r2

)]
.

(2.25)

Cada coeficiente do potencial provoca uma perturbação no sistema estudado. Neste trabalho

os coeficientes de achatamento terrestre considerados são J2, J3 e C22 presentes na expansão do
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potencial. A escolha de trabalhar com estes coeficientes se dá pelo fato de não encontrarmos trabalhos

sobre detritos espaciais que analise os efeitos da combinação deste três coeficientes nas órbitas dos

detritos. Nas próximas subseções uma abordagem mostrará a contribuição de cada coeficiente nessas

perturbações.

2.2.1 Os Coeficientes zonais J2 e J3

Celletti et al (2016) afirmam que de todas as perturbações sofridas pelos detritos espaciais, a

perturbação causada pelo termo J2 é uma das mais importantes. A influência deste efeito possibilita a

análise dos efeitos seculares nas trajetórias dos objetos, além de ser fundamental para o estudo de

sobreposição de ressonâncias tesserais. Para o caso do coeficiente zonal J3 segundo estudos realizados

por Kuga et al (2011) o seu principal efeito é a oscilação da distância do pericentro.

2.2.1.1 O Coeficiente setorial C22

O coeficiente setorial C22 representa o achatamento no equador do planeta. Segundo Kuga (2011) o

seu efeito é observado principalmente nos satélites geoestacionários. Em Scheeres (1999) o coeficiente

C22 é usado para analisar mudanças no momento angular e na energia da órbita de uma partícula

orbitando um asteroide. As variações de momento e de energia podem fazer com que a partícula colida

com a superfície do asteroide ou seja ejetada de sua órbita.

No trabalho de Carvalho (2017) são considerados os termos zonais do potencial gravitacional e

o termo setorial C22 para estudar a dinâmica de um satélite artificial que orbita o planeta Mercúrio.

O sistema é analisado de duas maneiras, com e sem média das equações do movimento; sendo

observado que o resultado obtido é o mesmo para as duas situações. Uma das principais conclusões do

trabalho é que o coeficiente setorial C22, em conjunto com os coeficientes zonais, diminuem o valor da

excentricidade orbital.

2.3 RESSONÂNCIA

Os efeitos ressonantes tem uma contribuição significativa na análise da dinâmica de detritos

em órbita ao redor da Terra. Celletti et al (2016) afirmam que isso acontece devido à grandes

variações que algumas ressonâncias causam nos elementos orbitais dos detritos. O fenômeno

ressonante ocorre através da relação entre duas partes de um sistema que tem os seus com-

portamentos envolvidos por vibrações ou frequências periódicas; se houver uma fração entre as
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frequências, descrita pela relação de dois inteiros pequenos, esta relação é entendida como ressonância.

Alguns trabalhos vêm analisando os efeitos ressonantes na dinâmica de fragmentos em órbitas

terrestres. Sampaio (2013) desenvolveu um estudo das regiões que estão sob os efeitos das ressonâncias

2:1 e 14:1; essas ressonâncias tem seus efeitos diretamente ligados aos objetos em órbitas média e

baixa, respectivamente. No estudo o autor investiga a influência destas ressonâncias nos elementos

orbitais de satélites e detritos artificiais. Através de uma análise do período ressonante dos detritos

o autor conclui que os ângulos ressonantes oscilam entre curta e profunda ressonância, também é

observado que os ângulos ressonantes provocam irregularidades nas órbitas dos detritos.

As ressonâncias 2:1 e 14:1 são novamente investigadas em conjunto com a ressonância 1:1 no

trabalho de Sampaio et al (2014). Uma abordagem sobre o ângulo ressonante, período ressonante e

frequência de detritos espaciais é apresentada mostrando, ao final do trabalho, que os movimentos

orbitais dos fragmentos estudados serão influenciados por ângulos ressonantes durante um longo

período de tempo. Possíveis movimentos irregulares podem ser confinados em uma região delimitada

por ângulos ressonantes com maiores períodos de ressonância, ou seja, alguns objetos em torno das

ressonâncias exatas 1:1, 2:1 e 14:1 permanecem em ressonância por um longo período de tempo.

Usando o formalismo Hamiltoniano e considerando os efeitos do geopotencial, Celletti e Gales

(2014) analisam analiticamente e numericamente as regiões caóticas e regulares sob os efeitos das

ressonâncias 1:1 e 2:1. Os autores incluíram as perturbações causadas pelo Sol, Lua e a pressão de

radiação solar, e assim foi obtida a localização dos pontos de equilíbrio, as amplitudes das ilhas de

libração e as peculiaridades fundamentais para o entendimento da influência destas ressonâncias na

dinâmica de detritos e de satélites artificiais, tendo em vista que na região destas ressonâncias estão

localizados os satélites geossíncronos e os GPS.

Detritos em órbitas geossícronas são também investigados por Celletti e Gales (2015) e novas

ressonâncias são consideradas, são elas: 3:1, 3:2, 4:1, 4:3, 5:1, 5:2, 5:3, 5:4. Concluindo que as

perturbações decorrentes da atração do Sol, da Lua e da pressão de radiação solar, não modificam

significativamente as principais características do sistema dinâmico estudado, como a localização dos

pontos de equilíbrio, a amplitude das ilhas ressonantes e o comportamento regular ou caótico das

órbitas.
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2.3.1 A Ressonância tesseral

.

A ressonância estudada neste trabalho será a ressonância tesseral 14:1, ou seja, quando a Terra der

uma volta completa em torno do seu próprio eixo o detrito executará 14 voltas completas ao redor da

Terra. Celletti e Gales (2015) afirmam que se houver uma comensurabilidade entre o período rotacional

da Terra e o período orbital do detrito uma ressonância tesseral ocorre quando:

`Ṁ − jθ̇ = 0 j, ` ∈ Z. (2.26)

A ressonância tesseral de ordem j:` irá existir sempre que tal relação for satisfeita. θ̇ corresponde à

velocidade angular de rotação da Terra e Ṁ é o movimento médio do detrito. Os principais efeitos

desta ressonância são observados na variação do semieixo maior com uma escala da ordem de centenas

de dias Celletti e Gales (2014).

No próximo capítulo será analisado o movimento de um detrito em órbita ao redor da Terra sob

os efeitos dos coeficientes J2, J3 e C22. Para tanto será necessário estudar e modificar o integrador

numérico mercury (Chambers 1999).
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3 MODELAGEM MATEMÁTICA

Neste capítulo serão fornecidas informações acerca do desenvolvimento do trabalho, o sistema

estudado, as equações do movimento, o integrador numérico e os resultados obtidos.

O sistema a ser analisado será o sistema Terra-detrito, considerando a não esfericidade da Terra e

os detritos localizados em órbita baixa, mais precisamente, na região onde se encontram detritos na

ressonância 14:1. A velocidade de rotação da Terra também é considerada e será denominada como n.

O sistema de referência adotado é o sistema girante que tem suas equações do movimento descritas de

acordo com Scheeres e Paskowitz (2006):

ẍ+ 2nẏ − n2x =− GMER
2
Ex

r3
+
∂V

∂x
,

ÿ − 2nẋ− n2y =− GMER
2
Ey

r3
+
∂V

∂y
,

z̈ =− GMER
2
Ez

r3
+
∂V

∂z
.

(3.1)

onde V é o potencial dado por:

V3(x, y, z) =
GME

r
+
GME

r

(
RE

r

)2 [
J2

(
1

2
− 3z2

2r2

)]
+
GME

r

(
RE

r

)2 [
3C22

(x2 − y2)
r2

]
+
GME

r

(
RE

r

)3 [
J3
z

2r

(
3− 5z2

r2

)]
.

(3.2)

Para simplificações matemáticas adotaremos GME = µ. Fazendo as derivadas do potencial com

relação as coordenadas (x, y, z) temos:

ẍ =− 2nẏ + n2x− µR2
Ex

r3
− µR2

ExJ2
2r5

[
3− 15

(z
r

)2]
+

3µR2
EC22x

r5

[
2− 5(x2 − y2)

r2

]
− µR2

EJ3xz

2r7

[
15− 35

(z
r

)2]
,

(3.3)
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ÿ =2nẋ+ n2y − µR2
Ey

r3
− µR2

EyJ2
2r5

[
3− 15

(z
r

)2]
− 3µR2

EC22y

r5

[
2 +

5(x2 − y2)
r2

]
− µR2

EJ3yz

2r7

[
15− 35

(z
r

)2]
,

(3.4)

z̈ =− µR2
Ez

r3
− µR2

EzJ2
2r5

[
9− 15

(z
r

)2]
− 15µR2

EC22z

r7
(x2 − y2)

− µR2
EJ3

2r5

[
−3 + 30

(z
r

)2
− 35

(z
r

)4]
.

(3.5)

As integrações apresentadas nesse trabalho foram feitas utilizando o integrador Bülirsch-Stöer do

pacote Mercury Chambers (1999). Dentro do pacote contém uma subrotina onde estão inseridas

as acelerações devida aos termos J2, J4 e J6. Um dos objetivos desse trabalho é analisar os efeitos

dos coeficientes J3 e C22 nas órbitas dos detritos, dessa forma foi necessário substituir as equações

existentes na subrotina pelas equações 3.3, 3.4 e 3.5.

As implementações foram realizadas na subrotina MFO_OBL, rotina responsável pelo cálculo da

perturbação devida ao achatamento do corpo central. Também foram incluídas mais duas subrotinas

externas ao programa: MCO_H2AST e MCO_AST2H. A primeira subrotina é responsável por

converter os vetores de estado do referencial inercial para o referencial sinódico. Após a integração ser

feita no referencial sinódico, a segunda subrotina faz o processo inverso da primeira para que tenhamos

os arquivos de saída do programa no referencial inercial. Para a construção dessas duas subrotinas

usamos as equações 3.10 e 3.11 do livro Murray e Dermott (1999). As modificações não alteram o

programa principal do pacote Mercury.

3.1 SIMULAÇÕES NUMÉRICAS

Nesta seção serão apresentados os resultados de um conjunto de simulações numéricas. Os resultados

dessas simulações serão usados para analisar os efeitos dos coeficientes de achatamento terrestre J2, J3

e C22 na órbita dos detritos espaciais. Os detritos foram posicionados na região exata da ressonância

14:1 e as integrações foram feitas para os períodos de 1 e 20 dias, o período orbital dos detritos na

região de interesse está entre 1,5 à 2,0 horas, assim, integrações por um período de 1 e 20 dias já são
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suficientes para analisar o sistema. Os valores de alguns parâmetros relacionados à Terra adotados nas

simulações são fornecidos pela Tabela 2.
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Tabela 2 – Valores de alguns parâmetros relacionados à Terra.

Simbolo Valor Unidade Nome

J2 1, 0826× 10−3 Adimensional Coeficiente de achatamento zonal de or-

dem 2.

J3 2, 53241×10−6 Adimensional Coeficiente de achatamento zonal de or-

dem 3.

C22 1, 57462×10−6 Adimensional Coeficiente de achatamento setorial de or-

dem 2.

n 6,28 rad/dias Velocidade de rotação da Terra.
Fonte: Celletti et al (2016)

Afim de entender os efeitos dos coeficientes de achatamento terrestre nas órbitas dos detritos, as

próximas seções apresentarão os resultados de algumas simulações numéricas onde esses efeitos foram

analisados.

3.1.0.1 Simulações com J2

Para a primeira simulação em que apenas o coeficiente J2 é considerado, as condições iniciais usadas

foram semieixo maior no valor de 7258,69 Km, excentricidade igual a 0,019, inclinação igual a 87 ◦,

os ângulos ω = Ω = M = 0 ◦ e J2 = 1.0826× 10−3. Os resultados desta análise são apresentadas nas

Figuras 7, 8 e 9 a seguir:

Figura 7 – Variação temporal da excentricidade para a) 1 dia e b) 20 dias.

(a) (b)
Fonte: Produção da própria autora

Analisando a Figura 7 podemos perceber que em (a) variação de curto período da excentricidade
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durante todo período de integração. É obsesrvado também em (b) que essa variação de longo período

devido ao coeficiente J2 aumenta gradativamente ao longo do tempo, um resultado esperado já que tal

coeficiente se apresenta como uma das perturbações que mais afetam a órbita de satélites e detritos

artificiais.

Figura 8 – Variação temporal da inclinação para a) 1 dia e b) 20 dias.

(a) (b)
Fonte: Produção da própria autora

Observando a Figura 8 (a) e (b) notamos que a variação da inclinação é mínima e acontece de

maneira irregular, isso é verificado tanto na integração de 1 dia como na integração de 20 dias. Segundo

Celletti et al (2016), os efeitos do coeficiente J2 é observado principalmente na excentricidade e

no semieixo maior, portanto, essa variação mínima da inclinação está de acordo com os resultados

encontrados na literatura. Segundo Roy (2004) a variação de curto período depende de cos I , sendo

I = 87◦.

Figura 9 – Variação temporal do semieixo maior para a) 1 dia e b) 20 dias.

(a) (b)
Fonte: Produção da própria autora
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Para a variação do semieixo maior mostrada na Figura 9 (a) e (b), verificamos uma variação de 18

Km aproximadamente na integração de 1 e 20 dias. Em (a) temos uma variação de curto período do

semieixo que aparece de forma mais tênue na integração de 20 dias (ROY, 2004).

3.1.0.2 Simulações com J2 + J3

Nesta simulação serão considerados os coeficientes J2 e J3. As condições iniciais usadas foram

um semieixo maior no valor de 7258,69 Km, excentricidade igual a 0,019, inclinação igual a 87 ◦, os

ângulos ω = Ω = M = 0 ◦, J2 = 1.0826× 10−3 e J3 = 2.53241× 10−6. Os resultados desta análise

são mostradas nas Figuras a seguir:

Figura 10 – Variação temporal da excentricidade para a) 1 dia e b) 20 dias.

(a) (b)
Fonte: Produção da própria autora

Quando incluímos o coeficiente zonal J3 nas integrações, observamos um salto na excentricidade.

Esse salto acontece bem mais rápido do que no gráfico da Figura 7 (b). Isso nos permite dizer que

para uma análise a curto período o coeficiente J3 tem grande influência na excentridade das órbitas dos

detritos. Perturbações de longo período são observadas na Figura 10 (b) (ROY, 2004).

Figura 11 – Variação temporal da inclinação para a) 1 dia e b) 20 dias.

(a) (b)
Fonte: Produção da própria autora
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Figura 12 – Variação temporal do semieixo maior para a) 1 dia e b) 20 dias.

(a) (b)
Fonte: Produção da própria autora

Através de uma análise das Figuras 11 e 12 é possível verificar que os coeficientes J2 e J3 tem o

mesmo efeito na inclinação e no semieixo maior das partículas. Embora a variação periódica em I é

função do cos I , sendo I = 87 ◦ (ROY, 2004).

3.1.0.3 Simulações com adição de C22 ao sistema

O último caso a ser analisado considera os três coeficientes de achatamento J2, J3 e C22. As

condições iniciais usadas foram semieixo maior no valor de 7258,69 Km, excentricidade igual a 0,019,

inclinação igual a 87 ◦, os ângulos ω = Ω = M = 0 ◦, J2 = 1.0826× 10−3, J3 = 2.53241× 10−6 e

C22 = 1, 57462× 10−6.

Figura 13 – Variação temporal da excentricidade para a) 1 dia e b) 20 dias.

(a) (b)
Fonte: Produção da própria autora
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Figura 14 – Variação temporal da inclinação para a) 1 dia e b) 20 dias.

(a) (b)
Fonte: Produção da própria autora

Figura 15 – Variação temporal do semieixo maior para a) 1 dia e b) 20 dias.

(a) (b)
Fonte: Produção da própria autora

As Figuras 13, 14 e 15 apresentam os resultados das simulações onde o coeficiente setorial

C22 é incluído, temos um sistema integrado considerando J2, J3 e C22. Podemos concluir que

o coeficiente C22 tem um efeito mínimo na variação dos elementos orbitais dos detritos. Uma

análise mais detalhada desse efeito pode ser feita com uma integração para uma maior período de tempo.

Os resultados apresentados nesta seção mostram que os coeficientes J2 e J3 são as perturbações de

maior efeito na trajetória das partículas, isso pode ser facilmente verificado nos gráficos mostrados

nas Figuras 7, 8, 9 e 10. Esses resultados apresentam coerência com resultados de trabalhos como os

de Celletti et al (2016), Carvalho (2011) e King-Hele (1958). Diante dos resultados mostrados nessa

seção conclui-se que as simulações numéricas descreveram com precisão o comportamento dos objetos

localizados na região ressonante em órbita baixa da Terra.
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4 ANÁLISE DO MAPA DE FREQUÊNCIA (FMA)

Neste capítulo fornecemos uma descrição do método Análise do Mapa de Frequência (FMA), além

de fornecer informações de como ter acesso a essa ferramenta e como obter os parâmetros de difusão e

tempo de difusão através das frequências fundamentais obtidas usando tal método.

O mapa de frequência filtra as frequências fundamentais de um sistema obtidas através de uma

integração numérica para um curto intervalo de tempo. Desenvolvido por Laskar (1990), este método

tem se apresentado como uma ferramenta muito eficaz no estudo da dinâmica de sistemas planetários.

Dentre estes trabalhos podemos destacar os de Laskar, Froeschlé e Celletti (1992), Nesvorný e

Morbidelli (1998), Laskar e Robutel (2001) e Gutiérrez e Winter (2017).

Em seu trabalho de 1992, Laskar, Froeschlé e Celletti, através de um mapeamento padrão fazem

uma comparação do algorítimo de análise de frequência com o método de cálculo do expoente de

Lyapunov, método que determina a velocidade de fase com que dois pontos próximos no espaço de

fase se aproximam ou se afastam. Os autores usam tal comparação para exibir o comportamento não

regular de uma órbita, e concluiu-se que as vantagens desta ferramenta é que o tempo de integração

numérica para qualquer sistema é muito curto. O método de análise de frequências pode ser aplicado

para sistemas com até 15 graus de liberdade além de utilizar apenas uma órbita para o cálculo das

frequências fundamentais. Nesvorný e Morbidelli (1998) utilizam a mesma ferramenta para estudar

um sistema composto por três corpos e concluíram que as órbitas nas ressonâncias de movimento

médio se espalhavam de forma lenta e caótica em excentricidade.

Estas ressonâncias de movimento médio também são analisadas no trabalho de Laskar e Robutel

(2001), onde estudam a dinâmica de partículas localizadas no Sistema Solar as quais foram integradas

numericamente sob o efeito gravitacional dos planetas. A evolução das partículas foram observadas

em três diferentes regiões, a primeira região delimitada de Mercúrio até Júpiter foi chamada de sistema

interno, a segunda região considerada foi a região de Júpiter até Netuno chamada de sistema externo e

a terceira região do sistema analisada foi para objetos situados além de Netuno, mais precisamente,

objetos no Cinturão de Kuiper. A difusão das trajetórias destes objetos e o comportamento caótico dos

mesmos foram analisados considerando os elementos orbitais (a, e, i,Ω, ω,M) dos objetos sem massa

e dos planetas do Sistema Solar. Através dessa análise foi possível verificar as regiões caóticas e as

regiões estáveis.
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Já em Gutiérrez e Winter (2017) o mapa de análise de frequência é utilizado para determinar a

estabilidade de quatro pequenos satélites do planeta Saturno. Para isso um mapa de difusão das regiões

onde se encontram estes satélites foi construído, e assim foi possível fazer uma caracterização do

comportamento dinâmico dos mesmos. Usando a relação n/nM e traçando um gráfico de n/nM vs

a eles determinam as regiões onde se encontram as ressonâncias de movimento médio a que estes

satélites estão envolvidos, considerando n e nM o movimento médio de uma partícula e o movimento

médio de Saturno respectivamente. Uma das principais conclusões que os autores chegaram é que a

longo prazo estes quatro pequenos satélites tem comportamento dinâmico estável.

4.1 DESCRIÇÃO ANALÍTICA

Quando se tem um sistema integrável, ou seja, um sistema que pode ter as suas equações do

movimento solucionadas explicitamente, sob o domínio da frequência é possível determinar se seu

comportamento é caótico ou regular obtendo primeiramente as frequências fundamentais do sistema

através do algorítimo de análise de frequência. Analiticamente o mapa de frequências pode ser descrito

da seguinte maneira:

Seja a Hamiltoniana de um sistema integrável com n graus de liberdade, dada por:

H(J, θ) = H0(J) + εH1(J, θ) (4.1)

onde ε é um pequeno parâmetro adimensional que pode assumir valores variando de forma contínua de

0 (sem perturbação) para 1 (perturbação completa), e J representa as variáveis de ação e θ as variáveis

de ângulo.

Após algumas transformações canônicas a Hamiltoniana é reduzida, passando a depender somente

das variáveis de ação H(J, θ) = H0(Ji) com j = 1, 2, . . . , n. Desta forma, as equações do movimento

são dadas por:

J̇i = 0; θ̇j =
∂H0(Ji)

∂(Ji)
= νj(J) (4.2)

onde νj(J) são as frequências fundamentais do movimento.

Assim, as ações são constantes de movimento e νj(J) são as frequências fundamentais do movi-
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mento que fornece a quantidade zj(t) = zj0e
ivjt nas variáveis complexas zj = Jje

iθj , onde zj0 = zj(0).

Neste trabalho a relação z′j = a(t) exp(iλ(t)) foi usada para encontrar as frequências fundamentais

do movimento que foram calculadas através do algorítimo de transformada de Fourier modificado

por frequência (FMFT). O programa, assim como os comandos para compilação e execução

podem ser encontrados na página pessoal de um de seus autores, David Nesvorný, cujo endereço é

https://www.boulder.swri.edu/ davidn/. Os termos a(t) e λ(t) representam a evolução temporal do

semieixo maior e da longitude média respectivamente.

Em resumo, Robutel e Laskar (2001) afirmam que é possível encontrar uma aproximação quase

periódica de um sistema através da seguinte relação:

z′(t) = α0 exp(iν0t) +
N∑
j

αj exp(iνjt). (4.3)

As partículas com movimento regular terão os valores de semieixo maior e movimento médio

próximos dos valores da amplitude e da frequência respectivamente.

Para o obter as frequências em uma simulação numérica feita no algorítimo de análise de frequências,

é fornecido para cada partícula do sistema estudado um arquivo de dados com três colunas, T , X e Y ,

onde os valores de X e Y são encontrados através das relações:

X = a cosλ

Y = a sinλ (4.4)

onde a é o semieixo maior das partículas, λ a longitude média e T o tempo de integração.

Um exemplo de arquivo de entrada é mostrado na Figura 16:
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Figura 16 – Exemplo de arquivo de entrada do programa de análise de frequência.

Fonte: Nesvorný (2017)

Após as simulações numéricas é obtido um arquivo de saída com três colunas contendo os valores

da frequência (ν), amplitude (A) e fase (φ) de cada partícula. Na Figura 17 tem-se um exemplo de

arquivo de saída do programa.

Figura 17 – Exemplo de arquivo de saída do programa de análise de frequência.

Fonte: Nesvorný (2017)
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4.1.1 O parâmetro de difusão

As frequências fundamentais do sistema são calculadas para dois períodos diferentes, a frequência

calculada de 0 a T é denominada ν1 e a frequência calculada de T a 2T é denominada ν2. Se as

frequências apresentarem uma variação muito pequena de um intervalo de tempo para outro o

movimento pode ser considerado periódico, o que caracteriza um comportamento regular das órbitas.

Para as frequências com uma grande variação de um intervalo para outro temos um movimento

irregular dos corpos, descrevendo um comportamento irregular e para alguns casos até caótico. Essa

irregularidade pode ser caracterizada pela difusão (D) das órbitas.

Segundo Gutiérrez e Winter (2017) o parâmetro D mensura a estabilidade das órbitas das partículas

de um determinado sistema após um tempo [T] de integração relativamente curto. O valor da difusão é

calculado através da relação dada por Robutel e Laskar (2001):

D =
|ν1 − ν2|

T
. (4.5)

Considerando os valores obtidos para D, é possível encontrar o tempo de difusão tDiff das órbitas es-

tudadas, esse parâmetro permite calcular o tempo aproximado para que alguma variação no movimento

médio das partículas seja notado. Tal parâmetro pode ser calculado como:

tDiff = (DP )−1. (4.6)

onde P é o período da órbita.

4.1.1.1 O mapa de difusão

Após ser obtido o parâmetro D é possível construir o mapa de difusão. Esse mapa é construído em

um plano tridimensional a versus e com o terceiro eixo sendo uma escala de cores com os valores

da difusão. É usual adotar uma escala de cores logarítimica para os valores da difusão pois estamos

trabalhando com números muito pequenos. Essa escala de cores irá caracterizar o comportamento das

órbitas das partículas. Nesse trabalho a função de cada cor será adotada da seguinte maneira:

• Linhas com cores do preto para o vermelho: Serão usados para partículas com um valor de

difusão muito baixo logD ≤ −12. Dessa forma, cada ponto vermelho irá representar partículas

com órbitas quase periódicas.
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• Linhas com cores do vermelho para o amarelo: Para partículas com um valor de -10 ≤ logD ≤

-6. Essas cores serão usadas para partículas com comportamento fracamente irregular.

• Pontos com cores do amarelo para o verde: Para objetos com altos valores de logD ≥ −4. Para

partículas com esse valor de difusão dizemos que seu comportamento é fortemente irregular.

Um conjunto de 5000 partículas foi integrado para construção do mapa de difusão, as perturbações

causadas pelos coeficientes J2, J3 e C22 foram consideradas. As condições iniciais dos elementos

orbitais usadas para construção do mapa são mostradas na Tabela 3.

Tabela 3 – Condições iniciais para construção do mapa de difusão para 5000 partículas

Simbolo Valor Unidade Nome

ai 7000 Km Semieixo maior inicial

af 7500 Km Semieixo maior final

∆a 1, 5× 10−4 Km Passo

ei 0,014 Adimensional Excentricidade inicial

ef 0,024 Adimensional Excentricidade final

∆e 2, 5× 10−3 Adimensional Passo

I 87 Graus Inclinação

ω 0 Graus Argumento do pericentro

Ω 0 Graus Argumento do nodo ascen-

dente

M 0 Graus Anomalia média
Fonte: Produção da própria autora.

Das 5000 partículas integradas, 132 colidiram com a Terra em 5 anos de integração. Para as

partículas restantes construímos o mapa de difusão mostrado na Figura 18.
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Figura 18 – Mapa de difusão para 5000 partículas

Fonte: Produção da própria autora

Analisando a Figura 18 verificamos que maior parte das partículas tem um comportamento fraca-

mente irregular e que pequenos conjuntos de partículas possuem órbitas fortemente instáveis. Uma

análise mais detalhada do mapa nos permite observar que objetos posicionados muito próximas à resso-

nância 14:1, localizada em a = 7258, 69 Km, tem um comportamento regular e que independente dos

valores da excentricidade a região de estabilidade se mantém entre 7225 a 7320 Km. Essa informação

pode ser confirmada através de uma ampliação do gráfico da Figura 18:

Figura 19 – Ampliação do mapa de difusão para 5000 partículas

Fonte: Produção da própria autora
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Uma ampliação do mapa da Figura 18 é apresentada na Figura 19, a região ampliada compreeende

o semieixo maior de 7200 a 7270 Km, através dessa ampliação várias informações sobre o sistema

podem ser obtidas. A primeira delas é a confirmação de que os objetos posicionados próximos e

exatamente na ressonância possuem órbitas estáveis, estas partículas possuem um tempo de difusão

(tDiff ) de aproximadamente 1, 4 × 106 anos, considerando um período orbital de 1,8 horas. Nessa

região existe a possibilidade de serem encontradas outras ressonâncias, essa hipótese é levantada pelo

fato de existirem linhas pretas muito densas em vários pontos do gráfico.

Da Figura 19 ainda podemos concluir que um conjunto de partículas entre o semieixo maior de

7209 a 7220 Km possuem órbitas com comportamento altamente irregular, essas órbitas possuem um

valor de difusão muito alto e consequentemente um tempo de difusão muito baixo, esse tempo é de

aproximadamente 6 anos.

Outras regiões de estabilidade e instabilidade podem ser analisadas a partir da Figura 18. Uma

segunda ampliação dessa Figura nos permite analisar com mais precisão essas regiões.

Figura 20 – Segunda ampliação do mapa de difusão para 5000 partículas

Fonte: Produção da própria autora

A Figura 20 apresenta uma segunda ampliação do gráfico da Figura 18. Analisamos a região

compreendida entre o semieixo maior de 7270 a 7350 Km. O gráfico mostra a existência de uma

região de maior estabilidade que a região mostrada na Figura 19. Essa informação pode ser confirmada

pela maior quantidade de linhas pretas no gráfico e pelo cálculo do tempo de difusão que para essa

região é de aproximadamente 1, 5× 108 anos. Nessa região também existe a possibilidade de serem
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encontradas outras ressonâncias.

O segundo conjunto de partículas com órbitas instáveis também é mostrado na Figura 20. Esses

objetos estão localizados entre o semeiexo maior no valor de aproximadamente 7328 a 7331 Km. O

tempo de permanência deles nessa região é bem curto por volta de 0,2 anos.

Segundo Robutel e Laskar (2001) para partículas com órbitas regulares o valor da frequência

fundamental deve ser próximo do valor do movimento médio das mesmas, assim como o valor da

amplitude deve ser próximo do valor do semieixo maior inicial, lembrando que como as unidades de

medidas desses parâmetros são diferentes, estamos considerando nesse caso apenas os números para

efeito de comparação. Construímos duas tabelas,cada uma com dados de 4 partículas para que essa

informação fosse verificada. A primeira tabela foi construída para partículas na região de estabilidade

e os valores de frequência, movimento médio, semieixo maior inicial e amplitude são apresentados e

comparados entre si.

Tabela 4 – Tabela para comparação de valores de parâmentros das partículas na região de estabilidade

Partícula ai (UD) A ( ◦) ncalc

(rad/Anos)

ν (rad/Anos)

2851 1.04104 1.03971 0.24015 0.20247

2881 1.04147 1.04014 0.24000 0.24573

2893 1.04162 1.04027 0.23995 0.25943

2856 1.04111 1.03978 0.24012 0.20952
Fonte: Produção da própria autora.

onde ν é a frequência fundamental calculada através do algorítimo de análise de frequências, ncalc é o

movimento médio calculado, A é a amplitude obtida através do algorítimo de análise de frequências e

ai é o semieixo maior inicial das partículas e UD é uma unidade de distância.

A Tabela 4 nos permite confirmar as informaçãos encontradas em Robutel e Laskar (2001), que

afirmam que na região de estabilidade os valores de ν e ncalc são próximos, assim como os valores de

ai e A.

Assim, se na região de estabilidade os valores de ν e ncalc e de ai e A devem ser próximos, isso

implica que na região de instabilidade tais valores devem ser diferentes para cada partícula. Essa

informação pode ser verificada através da Tabela 5.
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Tabela 5 – Tabela para comparação de valores de parâmentros das partículas na região de instabilidade

Partícula ai (UD) A ( ◦) ncalc

(rad/Anos)

ν (rad/Anos)

3268 1.04702 102.71649 0.23809 0.75422

3288 1.04730 25.16217 0.23800 0.69492

4143 1.05962 1.19153× 10−5 0.23386 0.04199

3317 1.04774 0.00542 0.23785 0.63450
Fonte: Produção da própria autora.

Analisando a Tabela 5 observamos que as partículas que se encontram na região de instabilidade

apresentam valores de ν e ncalc e de ai e A bem diferentes para cada partícula.
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5 CONCLUSÃO

O objetivo do presente trabalho foi aplicar o mapa de análise de frequência no estudo da dinâmica

de detritos espaciais na ressonância 14:1. Para que o mapa de frequência seja utilizado é preciso

que o sistema seja integrado e assim obitido a evolução temporal dos elementos orbitais. Essas

integrações foram feitas usando o pacote Mercury e alguns resultados puderam ser obtidos. As

principais conclusões para esse primeiro conjunto de simulações foi que dos coeficientes considerados,

os de maiores efeitos são os coeficientes zonais J2 e J3 e que o coeficiente setorial C22 tem uma

contribuição miníma de perturbação nas órbitas dos detritos espaciais. Os resultados encontrados

nessas integrações se adequam aos disponíveis na literatura.

Usando o Algorítimo de Transformada de Fourier Modificado por Frequência nós construímos um

mapa de difusão para 5000 partículas e as conclusões que chegamos é que os objetos posicionados

exatamente na ressonância 14:1 possuem órbitas estáveis e que esta estabilidade pode ser explicada

pelo confinamento dos objetos pela ressonância 14:1 e por outras ressonâncias que ainda são

desconhecidas, uma análise mais detalahada é necessária para tal afirmação. Outra conclusão de

grande relevância é que a região de estabilidade independe dos valores de excentricidade, pois de

e = 0, 014 a e = 0, 024 a região se mantém estável mostrando assim que as órbitas estáveis dependem

apenas do semieixo maior das partículas.

A região de órbitas caóticas se encontram a aproximadamente 48 Km antes e 48 Km depois da

ressonância. Podemos concluir ainda que a irregularidade nas órbitas desses objetos não é causada

pela ressonância 14:1, pois segundo Celletti e Gales (2018) a largura dessa ressonância é de 1,6 Km,

considerando uma análise feita de 0 ◦ a 120 ◦

5.1 TRABALHOS FUTUROS

Para uma análise mais realista do sistema pretende-se adicionar outras perturbações, estas pertur-

bações seriam o arrasto atmosférico, a pressão de radiação solar e mais coeficientes derivados do

potencial terrestre.

Aplicar o mapa de frequência para um número maior de objetos, para uma maior região, para outros

sistemas com diferentes ressonâncias. Tentar encontrar as possíveis ressonâncias apontadas neste

trabalho.
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