UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

"JULIO DE MESQUITA FILHO"
CAMPUS DE GUARATINGUETA

JADILENE RODRIGUES XAVIER

ANALISE DO MAPA DE FREQUENCIAS APLICADA AO ESTUDO DE DETRITOS
ESPACIAIS NA RESSONANCIA 14:1 :

Guaratingueta

2018



JADILENE RODRIGUES XAVIER

ANALISE DO MAPA DE FREQUENCIAS APLICADA AO ESTUDO DE DETRITOS
ESPACIAIS NA RESSONANCIA 14:1

Trabalho de P6s-Graduacdo apresentado ao Con-
selho de Curso de Pds-Graduacdao em Fisica da
Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratin-
guetd, Universidade Estatual Paulista, como parte
dos requisitos para obten¢ao do diploma de Mestre

em Fisica .

Orientador: Prof Dr. Silvia Maria Giuliatti Winter.

Guaratinguetd

2018



Xavier, Jadilene Rodrigues

X3a Anilise do mapa de freqiiéncias aplicada ao estudo de detritos
espaciais na ressonancia 14:1 / Jadilene Rodrigues Xavier — Guaratingueta,
2018.
56 f:il.

Bibliografia: f. 50-54
Dissertacgdo (Mestrado) — Universidade Estadual Paulista, Faculdade de

Engenharia de Guaratinguetd, 2018.
Orientador: Proft. Dr?. Silvia Maria Giuliatti Winter

1.Detritos espaciais. 2. Ressonancia. L. Titulo

CDU 521.3(043)

082252
Luc aximo

Bibliotecaria/CRB-8 3595




/N
A%AV
UNEeSP "  unNvERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
CAMPUS DE GUARATINGUETA

JADILENE RODRIGUES XAVIER

ESTA DISSERTACAO FOI JULGADA ADEQUADA PARA A OBTENCAO DO TiTULO DE
“MESTRE EM FISICA”

PROGRAMA: FISICA

APROVADA EM SUA FORMA FINAL PELO PROGRAMA DE POQ-GRAI)UACAO

\/( L,__AK_(._C(-..; — x
Prof. Dr. Konstatm (,eorgne\r Kostov
Coordenador

BANCA EXAMINADORA:

Prof®. Dr". SILVIA MARIA GIULIATTI WINTER
Orientadora / UNESP/FEG

) B 208 Tl Ol oo

Prof. Dr. ANTONIO FERNANDO BERTACHINI DE ALMEIDA PRADO

INPE/SJC
. )
e T G CrS \brfv-i-n,&)
Prof. D\ JARBAS CORDEIRO SAMPAIO
IFBA

Margo de 2018




DADOS CURRICULARES

JADILENE RODRIGUES XAVIER

NASCIMENTO 24.07.1988 - Janudria / MG

FILIACAO Silvia Rodrigues Xavier
2008 /2013 Graduacdo em Fisica - Licenciatura em
Fisica

Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia
e Tecnologia do Norte de Minas Gerais-

Campus Janudria

2016/2018 Curso de P6s-Graduacao em Fisica, nivel
Mestrado
Faculdade de Engenharia do Campus de
Guaratingueta
Universidade Estadual Paulista - UNESP

Sdo Paulo-Brasil.



Esta dissertacdo é dedicada a minha made Silvia e aos meus

irmdos que sempre acreditaram e torceram por mim.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus pela oportunidade que me foi dada, por ter permanecido sempre ao meu lado ao
longo desses dois anos e por colocar em meu caminho pessoas incriveis que me ajudaram na conclusao
deste trabalho e que agora tenho a oportunidade de agradecer.

Agradeco a minha amada e doce mae Silvia pelo amor, por sonhar esse sonho comigo, por ndo
me deixar desistir e por ser a melhor mae do mundo. Amo vocé "mamusca".

Aos meus irmaos Aurilene, Giane, Lico, Marcilene, Cida e Misael por me amarem e cuidarem
tdo bem de mim. Agradeco ainda pelo apoio durante essa caminhada, por terem me ouvido quando
precisei desabafar e pelo colo nos dias que precisei chorar, eu amo vocés.

A minha orientadora professora Silvia Giuliatti Winter por me conduzir tdo bem durante esse
projeto, por acreditar em mim e em meu trabalho, pela paciéncia e pelo imensurdvel aprendizado.

Agradeco em especial ao meu querido namorado André pela imensa ajuda com os programas,
pelo apoio emocional, pelo ombro amigo nos incontdveis dias de choro, pelo amor e paciéncia.

N3ao poderia deixar de agradecer ao meu brago direito durante esses dois anos, minha querida
amiga Rosana. Obrigada pela amizade sélida, pelo apoio, por acreditar em mim até o Gltimo momento
e pelos inimeros bolos de cenoura que fez para me alegrar nos dias dificeis.

A amiga de curso Tais pela amizade criada ao longo desses dois anos. Obrigada pelas sessdes de
desabafo, choro e risadas. Aos amigos Nilton e Daniel pela ajuda com os programas e pela paciéncia.
Agradeco ainda ao Marco Muiioz pela imensa ajuda com o mapa de anélise de frequéncia.

As amigas de longa data Izabel e Diandra pelo carinho e por estarem sempre torcendo e orando

por mim.



Este trabalho contou com o apoio financeiro da
Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e

Tecnolégico- CNPq.



"A Terra é o ber¢o da humanidade, mas ninguém pode

viver no berco para sempre."”

Konstantin Tsiolkovsky



RESUMO

XAVIER, J.R. Andlise do Mapa de Frequéncias Aplicada ao Estudo de Detritos Espaciais na Resso-
nancia 14:1. 2018, 49f. Dissertacdo (Mestrado em Fisica)-Faculdade de Engenharia do Campus de

Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista.

Neste trabalho apresentamos uma andlise da dindmica de detritos espaciais na ressonancia 14:1. O
sistema analisado foi o sistema Terra-detrito considerando a nao esfericidade da Terra. Para esta andlise
foram utilizados dois programas, o Mercury e o Algoritimo de Transformada de Fourier Modificado
por Frequéncia. O desenvolvimento do potencial terrestre foi feito considerando os coeficientes de
achatamento J, J3 e Cy, € as equagdes do movimento foram encontradas. Afim de analisar a evolugdo
temporal dos elementos orbitais as equacdes do movimento foram inseridas no pacote Mercury e um
conjunto de integragdes para 1 e 20 dias foi realizado. As integragdes mostram que os coeficientes
afetam significativamente as trajetorias dos detritos. As regides de estabilidade, instabilidade e o tempo
de difusdo para 5000 particulas foram analisadas através do mapa de difusio obtido pelo algoritimo de

andlise de frequéncia. Os resultados indicam regides de estabilidade proximas a ressonancia 14:1.

Palavras-Chave: Detritos espaciais. Ressonancia. Mapa de frequéncia.



ABSTRACT

XAVIER, J.R. Frequency Map Analysis Applied to the Study of Spatial Debris in Resonance 14: 1.
2018, 49f. Dissertation (Master in Physics) -Faculty of Engineering of the Guaratinguetd Campus,

State University of Sao Paulo.

In this work we present an analysis of the dynamics of spatial debris in the 14: 1 resonance. The
system analyzed was the Earth-debris system considering the non-sphericity of the Earth. For this
analysis, two programs, Mercury and Frequency Modified Fourier Transform Algorithm, were used.
The development of the earth potential was made considering the gravity coefficients .J5, J3 and Cys,
and the equations of motion were found. In order to analyze the time evolution of the orbital elements,
the equations of motion were inserted in the Mercury package and a set of integrations for 1 and 20
days was performed. The integrations show that the coefficients significantly affect the trajectories of
the debris . The regions of stability, instability and diffusion time for 5000 particles were analyzed by

the diffusion map obtained by the frequency analysis algorithm. The results indicate stable regions of

close to 14: 1.

Keywords: Space debris. Resonance. Frequency map .
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1 INTRODUCAO

O risco de colisdes entre detritos e sondas espaciais fizeram com que os detritos ocupassem um
lugar importante no ambito das pesquisas espacias nos ultimos anos. O principal objetivo € informacdes
que visam diminuir o risco de acidentes entre estes artefatos e sondas espaciais, sua reentrada na
atmosfera terrestre bem como a diminuicao de sua populagdo em 6rbitas altamente habitadas. Diante
disto, torna-se indispensdvel conhecer a dinamica, bem como o contexto histérico de estudos ja

realizados sobre estes objetos.

1.1 O QUE SAO DETRITOS ESPACIAIS?

Detritos espaciais sdo divididos em duas categorias, artificiais e naturais. De acordo com Batista
(2011) "os detritos naturais podem ser entendidos como fragmentagdes, aglomeracdes, desprendimentos
e capturas de corpos naturais como Meteoroides e Asteroides por exemplo".

Segundo a NASA (2010) detritos orbitais artificiais "sdo objetos produzidos pelo homem que es-
tdo em Orbita ao redor da Terra mas que nao desenvolvem mais nenhuma atividade para as quais foram
enviados ao espaco". Estes objetos podem ser derivados de explosdes de satélites espaciais, resultados
de destruicdo de satélites que nao sao mais uteis para a missao a qual foi designado, colisdes en-

tre naves operantes com naves inoperantes ou simplesmente objetos deixados em Orbita por astronautas.

A regido do espaco proxima a Terra, onde estes objetos podem ser encontrados, € dividida em
trés categorias, LEO, MEO e GEO, que sdo as regides de Orbitas baixas, médias e geoestacionarias,
respectivamente. Estas Orbitas sdo classificadas de acordo com a altitude das mesmas em relacdo a

superficie da Terra, que segundo Rossi (2005):

i) LEO: Orbitas que estdo entre 90 a 2000 km de altitude da superficie terrestre. Nesta 6rbita é
possivel encontrar detritos espaciais de tamanhos diversos e que possuem uma velocidade de impacto
maior que 9 km/s. A maior parte dos detritos espaciais estdo nesta regidao, mais precisamente entre 900

e 1400 km de altitude.

ii) MEO: Orbitas que possuem uma altitude de 2000 2 36000 km. Nesta regido encontram-se 0s

Satélites de Posicionamento Global (GPS).
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iii) GEO: Situadas a uma altitude acima de 36000 km da superficie terrestre. Satélites nesta Orbita

estdo em ressonancia 1:1 com a Terra.

Em Santos (2007) podemos encontrar a classificagao destes objetos da seguinte maneira:

e Objetos grandes- Fragmentos com tamanho maiores que 10 cm de didmetro;

e Objetos de risco- Fragmentos com tamanho entre 1,0 e 10,0 cm de didmetro;

e Restos menores ou micro restos- Fragmentos menores que 1,0 cm de didmetro.

Uma melhor descri¢do destes objetos € apresentada na Tabela 1, que fornece a quantidade de

objetos, os que podem ser rastreados e o tipo de dano que uma colisdo pode causar para cada tamanho

de detrito correspondente.

Tabela 1 — Descricao do tamanho, quantidade e informacdes sobre rastreamentos e impacto dos detritos.

Tamanho Quantidade Rastreamento e Impacto

1 mm a 3 mm Milhdes Nao podem ser rastreados. Pequenos danos.

3mmalcm Milhdes Nao podem ser rastreados. Pequenos danos.

IcmaScm Milhares A maior parte nao podem ser rastreados. Gran-
des danos.

ScmalOcm Milhares Limite inferior de rastreamento. Danos catastré-

10 cm ou maiores Centenas

ficos.
Catalogado e rastreado pela rede de vigilancia

espacial. Danos catastroficos.

Fonte: Aerospace (2017)

O rastreamento desses objetos € feito principalmente por telescopios militares. Os dois principais

paises que assumem essa tarefa sdo os Estados Unidos e a Russia. De acordo com Gomes (2011)

a US Strategic Command, dos Estados Unidos, fornece um mapa de rota didria dos detritos com

acesso "online" livre, diferentemente dos russos que mantém em sigilo suas informag¢des. A Europa

também atua no rastreamento destes fragmentos por meio de um radar francé€s chamado Graves. Este

radar monitora 2000 fragmentos na drbita baixa da Terra, com exce¢do dos objetos com mais de 1 metro.

Neste trabalho usaremos uma poderosa ferramenta desenvolvida por Laskar em 1990 conhecida

como Andlise do Mapa de Frequéncia (FMA) para analisar regides de estabilidade e instabilidade nas

orbitas dos detritos na regido LEO. A escolha da 6rbita LEO se deu pelo fato de ser a regido com
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maior nimero de detritos. O objetivo principal desse trabalho € aprender a utilizar o FMA e aplicéd-lo

ao sistema Terra-detrito.

No capitulo 2 sera apresentada uma breve revisao bibliografica contendo estudos ja realizados sobre
casos de acidentes e reentrada de detritos espaciais. Neste capitulo o suporte literdrio também sera

usado para apresentar uma descricao analitica das perturbacdes consideradas no trabalho.

No capitulo 3 apresentamos o desenvolvimento do potencial terrestre até a ordem 3 e as equagdes
do movimento. Apresentaremos uma anélise da evolu¢do com o tempo de alguns elementos orbitais
dos detritos integradas pelo Biilirsch-Stoer do pacote Mercury, Chambers (1999). Na ultima secao
do capitulo 3 estudaremos os efeitos dos coeficientes de achatamento zonais Js, J3 € do coeficiente
setorial Cy9 nas Orbitas de detritos sob influéncia da ressonincia tesseral 14:1. Os detritos em 6rbita
baixa estdo muito distantes da Lua, assim, o efeito gravitacional devido a Lua é bem pequeno e por

esse motivo 0 mesmo nao serd considerado neste trabalho.

No capitulo 4 € feita uma descri¢do tedrica do algoritimo de anélise de frequéncia, do parametro
de difusdo e do tempo de difusdo. Posteriormente é apresentado o mapa de difusio para diferentes
condicdes iniciais obtido através do Algoritimo de Andlise de Frequéncias e uma andlise do mesmo é
feita.

Para o capitulo 5 tem-se a discussao dos resultados obtidos e as pretensdes para trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O numero de detritos que consegue voltar para Terra € surpreendentemente grande. Segundo a NASA
(2010) pelo menos um detrito cai na Terra por dia. A maioria desses objetos queimam ao passarem
pela atmosfera, e os que sobrevivem a esse estagio, e conseguem aterrissar, acabam nos oceanos; ja que
a Terra € constituida em sua maior parte por dgua. A principal preocupacdo da comunidade cientifica
€ com as possiveis colisdes que podem acontecer envolvendo detritos espaciais e sondas ainda em
operacdo, ja que esses SA0 0s casos mais recorrentes € possiveis.

Neste capitulo uma breve revisdo bibliogréfica serd apresentada visando fornecer informacgao

envolvendo os principais casos de acidentes e de reentrada envolvendo detritos espaciais.

2.1 CASOS DE REENTRADA E DE ACIDENTES ENVOLVENDO DETRITOS ESPACIAIS

Mesmo com um nimero grande de detritos reentrando a Terra o tnico acidente causado por um
residuo espacial a um humano Hall (2014), aconteceu em 1997 no estado de Oklahoma quando Lottie
Williams foi atingida no ombro por um residuo de 15 cm de comprimento enquanto caminhava em um
parque da cidade de Tulsa. O residuo foi identificado como sendo parte do tanque de combustivel do
foguete Delta II, foguete de lancamento de um satélite da Forca Aérea Americana em 1996. Na Figura
1, Lottie aparece segurando o detrito que a atingiu.

Figura 1 — Lottie Williams segurando o detrito que a atingiu em 1997

Fonte: Batista (2011)

Partes maiores do foguete Delta II foram encontradas em lugares diferentes de onde Lottie foi

atingida. O tanque de pressdo de 30 kg foi encontrado perto de Seguin, e o principal tanque de
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propulsdo de cerca de 250 kg aterrissou em Georgetown, ambos no estado do Texas.

Figura 2 — Residuos do foguete Delta II. a) Tanque de propulsdo, a) Tanque de pressao

i

|

'l

|

(a) (b)
Fonte: Batista (2011)

A ultima pega pertencente ao foguete Delta II foi encontrada em janeiro de 2001 quando o residuo
caiu na Arédbia Saudita. A peca era o Médulo de Assisténcia de Carga Util - Delta (PAM-D) que

pesava cerca de 70 kg e fazia parte do terceiro estagio do foguete.

Residuos de outro foguete também conseguiram sobreviver a reentrada na atmosfera terrestre,
segundo a Aerospace Corporation (2017) o tanque de propelente do segundo estagio do foguete Delta
e dois objetos de formato esférico aterrissaram na Africa do Sul entre os meses de abril e maio de 2000.
Em abril de 2000 o tanque de propelente do foguete foi encontrado em uma fazenda préxima a cidade
do Cabo, e no més de maio os outros dois objetos com cerca de 30 kg e 55 kg foram encontrados na

provincia de Cabo Ocidental também na Africa do Sul.

Um dos casos mais recentes de um suposto detrito que caiu na Terra aconteceu em novembro de
2016 em Myanmar na Asia. Segundo o jornal Myanmar Times (2016) o objeto com cerca de 3,7
metros de comprimento caiu perto de uma mina de jade abandonada no municipio de Hpakant. Nao
foi confirmado pelos 6rgaos responsaveis se tal objeto tenha caido do céu, mas as suspeitas € de que
o mesmo fosse um impulsionador de foguete usado no langamento de satélites chineses. A Figura 2

mostra o objeto no local exato da sua queda.



17

Figura 3 — Suposto detrito que caiu em Myanmar na Asia.

Fonte: Jornal The Myanmar Times (2016)

No Brasil alguns casos de reentrada de detritos ja foram registrados mas nenhum confirmado
oficialmente pela NASA. De acordo com o jornal O Tempo (2012) um desses eventos aconteceu no dia
22 de fevereiro de 2012 no povoado de Anapurus que fica a 280 km de Sdo Luis do Maranhdo. O
residuo era uma esfera de metal supostamente do tanque de combustivel do foguete Ariane 4 lancado

pela Agéncia Espacial Europeia.

Figura 4 — Possivel detrito que caiu em Anapurus em 2012

T
Fonte: Jornal O tempo (2012)

Um outro caso de um possivel detrito que caiu em terras brasileiras aconteceu em mar¢o de 2008 na
cidade de Montividiu interior de Goids. Mesmo nao tendo a confirmagdo de que o objeto veio do

espaco, as informacgdes que se tem € de que o fragmento seria parte de um tanque de combustivel
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possivelmente de um foguete ou um satélite.

O primeiro acidente entre um detrito € uma nave em operagdo aconteceu em 1996, segundo Gomes
(2011) a colisdo foi entre um satélite militar francés, o Cerise, € um fragmento oriundo da explosdo do
foguete Ariane ocorrida 10 anos antes. A partir de entdo outros acidentes foram sendo divulgados e a
contabilizacdo do nimero de fragmentos em Orbitas terrestres aumentado, alguns eventos fizeram com

que esse nimero saltasse nos ultimos anos. Nesse contexto podemos destacar:

e A destruicao do satélite chinés Fengyun-1C

Em 11 de janeiro de 2007 a China lancou um missil anti-satélite e destruiu o satélite meteorologico
Fengyun-1C. De acordo com Rossetto (2013) este evento foi o que mais gerou detritos espaciais até
entdo, o evento gerou cerca de 2300 objetos maiores que 10 cm de didmetro, mais de 35000 entre 1 e

10 cm e mais de 1 milhdo de detritos menores que 1 cm.
e A colisdo entre os satélites Iridium 33 e Cosmos 2251

A colisao ocorreu em 10 de fevereiro de 2009 e foi a primeira colisdo entre dois satélites. O satélite
Cosmos era um satélite russo e estava fora de operagdo, enquanto o satélite Iridium era um satélite
americano que fazia parte de uma constelacdo de 66 satélites e ainda em atividade. Rossetto (2013)

afirma que a colisdo entre os dois satélites gerou cerca de 1500 fragmentos no espaco.

Fragmentos como os gerados pelos dois acidentes mencionados atingiram por diversas vezes o
telescopio espacial Hubble e a Estacdo Espacial Internacional (ISS). Nao foi uma tnica vez que o
Hubble passou por reparos no espaco devido a estragos causados por colisdes com lixo espacial, e por
diversas vezes a ISS teve que mudar sua rota original para desviar de possiveis colisdes com detritos.
A Figura 3 (a) mostra um desses momentos em que o telescopio Hubble passou por reparos no espaco

e a Figura 3 (b) mostra um pequeno furo na Montagem do Tanque de Amodnia (ATA) da ISS.
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Figura 5 — a) Astronautas fazendo reparos no Hubble. b) Furo na (ATA) da ISS.

Fonte: NASA (2010)

Assim como a ISS e o telescopio Hubble viérias sondas de importante cunho cientifico e social
estdo em Orbita e podem ser lesionadas se colidirem com objetos em movimento. Diante do contexto

histérico apresentado torna-se claro a importancia do estudo da dindmica destes objetos.

2.1.1 Perturbacoes consideradas

E esperado que diante do grande nimero de detritos em 6rbita e dos casos de reentrada e de
acidentes envolvendo os mesmos, a quantidade de autores afim de estudar sua dindmica aumente.
Através de estudos ja realizados acerca da dindmica destes objetos faremos uma breve descri¢do
sobre o problema de dois e trés corpos e posteriormente apresentaremos o potencial estudado além de

descrever de forma sucinta cada perturbacao considerada.

2.1.1.1 O problema de dois corpos

De acordo com Murray e Dermott (1999) quando dois corpos com massas m; € ms interagem
em um campo gravitacional, o movimento dos mesmos € descrito pelo problema de dois corpos. O
problema de dois corpos € integravel e pode ser solucionado analiticamente, sendo Isaac Newton em

1687 o primeiro a apresentar tal solugdo.

Considerando que estes dois corpos de massas m; € my sdo pontos de massa e que possuem
coordenadas (£1,71, (1) e (&2, 12, (2) em um sistema inercial, a equa¢do do movimento relativo de m;

ao redor de my €:
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&P 7
g Ty =0 2.1)

Fazendo o produto vetorial de 7 com a equagdo acima e integrando posteriormente temos:

(2.2)

=
X
=y
Il
el

Que ¢ a integral do momento angular, que serd 1til para obter a soluc¢do analitica do sistema.

Usando as equagdes de posicdo, velocidade e aceleracdo em coordenadas esféricas na equacdo do

momento angular obtemos a seguinte expressao:

h =203 (2.3)

Sendo Z um vetor unitario perpendicular ao plano da orbita.
d*7

oo . L ~ r = .
Substituindo o vetor aceleragdo i* em coordenadas esféricas na equagao §7e) + p— = 0 e conside-
r
rando a componente radial temos:
iz = L (2.4)
r

1 . .
Fazendo r = — e resolvendo a equacdo diferencial temos como solucao:

d*u
12,2
7 =—hu TR 2.5
Que tem como solugao geral:
u(f) = L K cos(f — w) (2.6)
h? '

onde K (amplitude) e w (fase) sdo as constantes de integragao.
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Fazendo novamente u = — tem-se:
r

_ p
1+ ecos(d — w)

. 2.7)

que é a equagdo geral das conicas; onde p = h?/u, e = (h?K)/u, e é a excentricidade e p € o semilatus
rectum. Portanto, dado posicoes e velocidades iniciais conseguimos obter o movimento de my, ou

descrever a orbita do objeto através dos seis elementos orbitais:

e ¢ = Semieixo maior : Descreve o tamanho da orbita;

e ¢ = Excentricidade : Da o formato da 6rbita;

I = Inclinacdo: Fornece o angulo entre o plano da 6rbita e o plano equatorial;

w, e M = Forma o desenho da 6rbita no espago. Sendo w o argumento do pericentro, €2

longitude do nodo ascendente, M anomalia média.

2.1.1.2 O Problema circular restrito de trés corpos

Segundo Murray e Dermott (1999), diferentemente do problema de dois corpos, o problema de
trés corpos ndo tem solu¢do analitica, apenas cinco solucdes especiais definidas como os pontos de
equilibrio Lagrangianos. O problema circular restrito de trés corpos descreve o movimento de um
corpo de massa m; orbitando um corpo principal de massa M e perturbado por um corpo de massa
Mo, como a massa de m4 é muito pequena em compara¢ao com os outros dois corpos seu efeito sob os
corpos M e my pode ser desconsiderado. A denominacao de restrito é dada porque o corpo de massa
my ndo perturba os outros dois corpos do sistema e circular porque o corpo de massa msy descreve

uma O6rbita circular ao redor do corpo de massa M.

Para descrever as equacdes do movimento no problema restrito de trés corpos Murray e Dermott
(1999) consideram um sistema de referéncia inercial de coordenadas (&, 7, ¢), centrado no centro de

massa do sistema. Dessa forma as equacdes do movimento que descrevem o movimento de my sdo:
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"M T3
v T

ST S (2.10)
v 9

onde

Por meio de uma matriz de rotacdo podemos relacionar as coordenadas do referencial inercial

(&,m,(¢) com as coordenadas do sistema girante (z,y,z) com movimento n. As equagdes do

movimento ficam:

i—?ny—nx:—[,qu—l;'uz—i- f_g“M}, 2.11)
Ty Ty
i+ 2nd — ny = — {*‘_y n “—:f} Y, 2.12)
"M Ty
5= {“—?Jr“—??} - (2.13)
Ty Ty
Estas equagdes podem ser escritas como:
oV
F—ong = (2.14)
oz
oV
i+ 2nd = 2, (2.15)
oy
oV
A 2.16
== (2.16)

onde n pode ser tomado como a taxa de rotacdo do corpo central e V' € o potencial do sistema.
Desprezando os efeitos gravitacionais de mo, as equacdes 2.14, 2.15 e 2.16 sdo as equagdes do

movimento de m; ao redor de M relativo a rotacio do corpo principal.
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2.2 O POTENCIAL TERRESTRE

A nao esfericidade da Terra faz com que os elementos orbitais dos corpos que a orbitam passem
por variacdes ao longo do tempo. A lei da gravitacao universal postulada por Newton (1687) diz que
se dois corpos de massas diferentes m e M estdao separados por uma distancia r, esses corpos irdo se

atrair com uma for¢ca chamada de for¢a de atracdo gravitacional, dada por:

£, (2.17)

Sendo m a massa de um corpo pontual que € atraido por um corpo de massa maior M. G =
6,67 x 10" "1 K g~1s72 é a constante de gravitacdo universal e T é o vetor unitdrio que aponta na direcio

da forca. Essa forca pode ser escrita em termos do gradiente do potencial, da forma:

F(r) = m%—v = mVV, (2.18)

r

GM
et
De acordo com Santos (2007), para o caso de uma particula que € atraida por corpo com distribui¢cao

onde V =

de massa ndo uniforme, cada elemento de massa (dM) ird exercer uma forca de atracdo sob essa
particula. Portanto o potencial para um corpo atraido por um outro corpo com distribuicao de massa

ndo homogénea pode ser escrito da seguinte maneira:

M
v — GdT’ (2.19)

Considerando o caso de dois corpos representados pelos pontos P € P’ de coordenadas esféricas
(r,0,\) e (1,0, \N'), respectivamente, e separados por uma distincia A, como mostra a Figura 4; o

potencial gravitacional para estes corpos pode ser escrito como:
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Figura 6 — Distancia entre dois pontos P € P’ em coordenadas esféricas

[

-

Fonte: Kuga et al (2011)

dM
V=G, (2.20)

onde cos U = cos f cos 0’ + sin fsin 6’ cos (N — \).

Usando a lei dos cossenos podemos definir A com a seguinte relacdo, onde ' < 7:

1_ 7 (2.21)

Fazendo uma expansdo em série de poténcias da equagdo 2.21, os termos que acompanham 7" sio

os chamados polindmios de Legendre P,(x). A equagdo 2.21 pode ser escrita da forma:

1 o= /r\"
N Z (?> P, (cos W), (2.22)

n=0

Substituindo a equagao 2.22 na expressao 2.20, usando o teorema da adi¢ao de Legendre e fazendo
algumas simplificacdes, encontramos a equacio final do potencial gravitacional escrita de acordo com

Kaula (1966) considerando a Terra como o corpo central do sistema:

o0

ME Re\" <= . . .
V(r,¢,\) = GT Z (T) T;)Pn (sin @) (Chym cos MA + Sy, sSinmA). (2.23)

n=0
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onde C),,, e S, sdo os coeficientes dos harmdnicos esféricos, G a constante gravitacional, Mg a
massa da Terra, Ry o raio equatorial da Terra, r a distancia entre o corpo central e a particula, ¢ a

latitude geocéntrica, A a longitude geocéntrica e P os polindmios de Legendre dados como:

dm
pm —(1 — 2m/2_Pn
(2) =(1 — %) T (z),
1 da .,
“ gz &

Bu(x)

Expandindo a expressdo do potencial mostrada na equacdo 2.23 até n = 3 temos:

GM GM R
Va(r, d, \) =2 + E(—E

T T r

21y ,
> [5(3 sin ¢ — 1)02}
i GMg (RE

2
. T) [3 cos? ¢(Cha cos 2X + Sp sin 21)] (2.24)

r

GMg (Re\’[1
+ 2 <—E) {— sin ¢(5sin® ¢ — 3)03] .
r 2
Segundo Rao (1986), se a origem do sistema de coordenadas coincide com o centro de massa do
corpo central os coeficientes Cp = C1; = S11 = Spp = 0, por esse motivo tais coeficientes nao

aparecem na expansao acima.

O coeficiente zonal Cy representa o achatamento nos polos do planeta e € atribuido a ele um valor
positivo Kuga et al (2011), desta forma convencionou-se que o valor numérico deste achatamento
€ negativo no Equador, ou seja, C5; = —.J;. Neste trabalho estamos interessados no potencial em
fun¢io dos coeficientes zonais J5, J3 e do coeficiente setorial Cs,. Vamos considerar as conversdes de
coordenadas esféricas para coordenadas cartesianas e entdo podemos escrever o potencial em fun¢do

de (z,y, z) da seguinte maneira:

- S8 (), (12

r r r 2 22

2
1 GMy (@) {3022—(5”2 - yﬂ (2.25)

r r 72
M 3 2

L GMp (Re\" 1, 2 (3 527N |
r r 2r 72

Cada coeficiente do potencial provoca uma perturbagdo no sistema estudado. Neste trabalho

os coeficientes de achatamento terrestre considerados sdo .Jo, J3 e Cyy presentes na expansao do
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potencial. A escolha de trabalhar com estes coeficientes se dd pelo fato de ndo encontrarmos trabalhos
sobre detritos espaciais que analise os efeitos da combinacao deste trés coeficientes nas Orbitas dos
detritos. Nas proximas subsecdes uma abordagem mostrard a contribuicdo de cada coeficiente nessas

perturbacgdes.

2.2.1 Os Coeficientes zonais J; e J;

Celletti et al (2016) afirmam que de todas as perturbacdes sofridas pelos detritos espaciais, a
perturbacdo causada pelo termo .J, € uma das mais importantes. A influéncia deste efeito possibilita a
andlise dos efeitos seculares nas trajetdrias dos objetos, além de ser fundamental para o estudo de
sobreposicdo de ressonancias tesserais. Para o caso do coeficiente zonal J3 segundo estudos realizados

por Kuga et al (2011) o seu principal efeito € a oscilagdo da distancia do pericentro.

2.2.1.1 O Coeficiente setorial Cys

O coeficiente setorial C'y5 representa o achatamento no equador do planeta. Segundo Kuga (2011) o
seu efeito € observado principalmente nos satélites geoestaciondrios. Em Scheeres (1999) o coeficiente
(52 € usado para analisar mudangas no momento angular e na energia da drbita de uma particula
orbitando um asteroide. As variacdes de momento e de energia podem fazer com que a particula colida

com a superficie do asteroide ou seja ejetada de sua 6rbita.

No trabalho de Carvalho (2017) sdo considerados os termos zonais do potencial gravitacional e
o termo setorial C'y; para estudar a dinamica de um satélite artificial que orbita o planeta Merctrio.
O sistema € analisado de duas maneiras, com e sem média das equacdes do movimento; sendo
observado que o resultado obtido é 0 mesmo para as duas situagcdes. Uma das principais conclusdes do
trabalho é que o coeficiente setorial C'y2, em conjunto com os coeficientes zonais, diminuem o valor da

excentricidade orbital.

2.3 RESSONANCIA

Os efeitos ressonantes tem uma contribuicdo significativa na andlise da dindmica de detritos
em Orbita ao redor da Terra. Celletti et al (2016) afirmam que isso acontece devido a grandes
variagdes que algumas ressonancias causam nos elementos orbitais dos detritos. O fendmeno
ressonante ocorre através da relacdo entre duas partes de um sistema que tem o0s seus com-

portamentos envolvidos por vibragdes ou frequéncias periddicas; se houver uma fracdo entre as
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frequéncias, descrita pela relacio de dois inteiros pequenos, esta relagao € entendida como ressondncia.

Alguns trabalhos vém analisando os efeitos ressonantes na dindmica de fragmentos em Orbitas
terrestres. Sampaio (2013) desenvolveu um estudo das regides que estdo sob os efeitos das ressonancias
2:1 e 14:1; essas ressonancias tem seus efeitos diretamente ligados aos objetos em 6rbitas média e
baixa, respectivamente. No estudo o autor investiga a influéncia destas ressonancias nos elementos
orbitais de satélites e detritos artificiais. Através de uma andlise do periodo ressonante dos detritos
o autor conclui que os dngulos ressonantes oscilam entre curta e profunda ressonancia, também &

observado que os angulos ressonantes provocam irregularidades nas 6rbitas dos detritos.

As ressonancias 2:1 e 14:1 sdo novamente investigadas em conjunto com a ressonancia 1:1 no
trabalho de Sampaio et al (2014). Uma abordagem sobre o angulo ressonante, periodo ressonante e
frequéncia de detritos espaciais é apresentada mostrando, ao final do trabalho, que os movimentos
orbitais dos fragmentos estudados serdo influenciados por angulos ressonantes durante um longo
periodo de tempo. Possiveis movimentos irregulares podem ser confinados em uma regido delimitada
por angulos ressonantes com maiores periodos de ressonancia, ou seja, alguns objetos em torno das

ressonancias exatas 1:1, 2:1 e 14:1 permanecem em ressonancia por um longo periodo de tempo.

Usando o formalismo Hamiltoniano e considerando os efeitos do geopotencial, Celletti e Gales
(2014) analisam analiticamente e numericamente as regides cadticas e regulares sob os efeitos das
ressonancias 1:1 e 2:1. Os autores incluiram as perturbagdes causadas pelo Sol, Lua e a pressao de
radiacgdo solar, e assim foi obtida a localiza¢ao dos pontos de equilibrio, as amplitudes das ilhas de
libracdo e as peculiaridades fundamentais para o entendimento da influéncia destas ressonancias na
dindmica de detritos e de satélites artificiais, tendo em vista que na regido destas ressonincias estao

localizados os satélites geossincronos e os GPS.

Detritos em Orbitas geossicronas sao também investigados por Celletti e Gales (2015) e novas
ressonancias sao consideradas, sao elas: 3:1, 3:2, 4:1, 4:3, 5:1, 5:2, 5:3, 5:4. Concluindo que as
perturbacdes decorrentes da atracdo do Sol, da Lua e da pressdo de radiagcdo solar, ndo modificam
significativamente as principais caracteristicas do sistema dindmico estudado, como a localiza¢do dos
pontos de equilibrio, a amplitude das ilhas ressonantes € o comportamento regular ou cadtico das

orbitas.
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2.3.1 A Ressonancia tesseral

A ressonancia estudada neste trabalho sera a ressondncia tesseral 14:1, ou seja, quando a Terra der
uma volta completa em torno do seu préprio eixo o detrito executard 14 voltas completas ao redor da
Terra. Celletti e Gales (2015) afirmam que se houver uma comensurabilidade entre o periodo rotacional

da Terra e o periodo orbital do detrito uma ressonancia tesseral ocorre quando:

IM — 6 =0 jleZ. (2.26)

A ressonancia tesseral de ordem j:/ ird existir sempre que tal relacdo for satisfeita. 6 corresponde a
velocidade angular de rotac@o da Terra e M € o movimento médio do detrito. Os principais efeitos
desta ressonancia sdo observados na variagdo do semieixo maior com uma escala da ordem de centenas

de dias Celletti e Gales (2014).

No préximo capitulo serd analisado o movimento de um detrito em 6rbita ao redor da Terra sob
os efeitos dos coeficientes .J5, J3 € Csy. Para tanto serd necessdrio estudar e modificar o integrador

numérico mercury (Chambers 1999).
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3 MODELAGEM MATEMATICA

Neste capitulo serdo fornecidas informagdes acerca do desenvolvimento do trabalho, o sistema
estudado, as equagdes do movimento, o integrador numérico e os resultados obtidos.
O sistema a ser analisado sera o sistema Terra-detrito, considerando a nao esfericidade da Terra e
os detritos localizados em 6rbita baixa, mais precisamente, na regido onde se encontram detritos na
ressonancia 14:1. A velocidade de rota¢do da Terra também € considerada e serd denominada como n.
O sistema de referéncia adotado € o sistema girante que tem suas equagOes do movimento descritas de

acordo com Scheeres e Paskowitz (2006):

GMgRix n a_v
r3 Ox’
GMERJQEy i 8_V
r3 oy’
_ GMgR%2 N av
rs 0z’

i+ 2ny — n’r = —

§j—2ni —ny = — (3.1)

Z =

onde V' € o potencial dado por:

-t o8 (), (12

r r r 2 2r?

2 2 .2
n G Mg (@) [3022 (z° —y )} (3.2)

r r 72
M 3 2

L GMe (Bp)\" i, 2 (g 52|
r r 2r 72

Para simplificacdes matemdticas adotaremos GMp = p. Fazendo as derivadas do potencial com

relagdo as coordenadas (z,y, z) temos:

2 2 2
i — oy 4 n2e — S HEET e (f)
r3 2rd r
2 2 .2
r r

. puR% J3xz 15— 35 (E)Q |
2r7 r
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As integracdes apresentadas nesse trabalho foram feitas utilizando o integrador Biilirsch-Stder do
pacote Mercury Chambers (1999). Dentro do pacote contém uma subrotina onde estdo inseridas
as aceleracdes devida aos termos .J5, Jy € Jg. Um dos objetivos desse trabalho € analisar os efeitos
dos coeficientes J3 e Cy, nas Orbitas dos detritos, dessa forma foi necessario substituir as equacdes

existentes na subrotina pelas equacdes 3.3, 3.4 e 3.5.

As implementagdes foram realizadas na subrotina MFO_OBL, rotina responsavel pelo célculo da
perturbacdo devida ao achatamento do corpo central. Também foram incluidas mais duas subrotinas
externas ao programa: MCO_H2AST e MCO_AST2H. A primeira subrotina é responsdvel por
converter os vetores de estado do referencial inercial para o referencial sinddico. Apds a integracao ser
feita no referencial sinddico, a segunda subrotina faz o processo inverso da primeira para que tenhamos
os arquivos de saida do programa no referencial inercial. Para a construcao dessas duas subrotinas
usamos as equagdes 3.10 e 3.11 do livro Murray e Dermott (1999). As modificagdes ndo alteram o

programa principal do pacote Mercury.

3.1 SIMULACOES NUMERICAS

Nesta secdo serdo apresentados os resultados de um conjunto de simula¢des numéricas. Os resultados
dessas simulacgdes serdo usados para analisar os efeitos dos coeficientes de achatamento terrestre J5, J3
e Uy, na Orbita dos detritos espaciais. Os detritos foram posicionados na regido exata da ressonancia
14:1 e as integragdes foram feitas para os periodos de 1 e 20 dias, o periodo orbital dos detritos na

regido de interesse estd entre 1,5 a 2,0 horas, assim, integracdes por um periodo de 1 e 20 dias ja s@o
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suficientes para analisar o sistema. Os valores de alguns parametros relacionados a Terra adotados nas

simulagdes sdo fornecidos pela Tabela 2.
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Tabela 2 — Valores de alguns parametros relacionados a Terra.

Simbolo Valor Unidade Nome

Jo 1,0826 x 1072 Adimensional Coeficiente de achatamento zonal de or-
dem 2.

J3 2,53241x107% Adimensional Coeficiente de achatamento zonal de or-
dem 3.

Cy 1,57462x107% Adimensional Coeficiente de achatamento setorial de or-
dem 2.

n 6,28 rad/dias Velocidade de rotacao da Terra.

Fonte: Celletti et al (2016)
Afim de entender os efeitos dos coeficientes de achatamento terrestre nas orbitas dos detritos, as
proximas segdes apresentardo os resultados de algumas simulagdes numéricas onde esses efeitos foram

analisados.

3.1.0.1 Simula¢des com .J5

Para a primeira simulacdo em que apenas o coeficiente ./, € considerado, as condi¢des iniciais usadas
foram semieixo maior no valor de 7258,69 Km, excentricidade igual a 0,019, inclinacdo igual a 87 °,
osangulos w = Q) = M = 0°e Jo, = 1.0826 x 1073. Os resultados desta analise sdo apresentadas nas
Figuras 7, 8 € 9 a seguir:

Figura 7 — Variacao temporal da excentricidade para a) 1 dia e b) 20 dias.
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Fonte: Producdo da prépria autora

Analisando a Figura 7 podemos perceber que em (a) variacdo de curto periodo da excentricidade
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durante todo periodo de integragdo. E obsesrvado também em (b) que essa variagio de longo periodo

devido ao coeficiente .J; aumenta gradativamente ao longo do tempo, um resultado esperado ja que tal

coeficiente se apresenta como uma das perturbagdes que mais afetam a 6rbita de satélites e detritos

artificiais.
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Figura 8 — Variacdo temporal da inclinagdo para a) 1 dia e b) 20 dias.

ICoij —

0.2

0.4 0.6 0.8

Tempo (Dias)
(@)

w
=
I
Jid

o

1(

87

86.9995

86.999

86.9985

86.998

86.9975

86.997

86.9965

86.996 L
0 5 10 15 20

Tempo (Dias)

(b)

Fonte: Producdo da prépria autora

Observando a Figura 8 (a) e (b) notamos que a variagao da inclinagdo € minima e acontece de

maneira irregular, isso € verificado tanto na integracdo de 1 dia como na integracao de 20 dias. Segundo

Celletti et al (2016), os efeitos do coeficiente J, € observado principalmente na excentricidade e

no semieixo maior, portanto, essa variacdo minima da inclinacio estd de acordo com os resultados

encontrados na literatura. Segundo Roy (2004) a variacdo de curto periodo depende de cos I, sendo

I =87°.
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Figura 9 — Variacdo temporal do semieixo maior para a) 1 dia e b) 20 dias.
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Para a variagdo do semieixo maior mostrada na Figura 9 (a) e (b), verificamos uma variagdo de 18

Km aproximadamente na integracao de 1 e 20 dias. Em (a) temos uma variacao de curto periodo do

semieixo que aparece de forma mais t€nue na integrag¢do de 20 dias (ROY, 2004).

3.1.0.2 Simula¢des com Jy + J3

Nesta simulacdo serdo considerados os coeficientes J, e J3. As condi¢des iniciais usadas foram

um semieixo maior no valor de 7258,69 Km, excentricidade igual a 0,019, inclinacdo igual a 87 °, os

angulosw = Q=M =0°, J, = 1.0826 x 1073 e J3 = 2.53241 x 1075. Os resultados desta anslise

sdo mostradas nas Figuras a seguir:
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Quando incluimos o coeficiente zonal J3 nas integracdes, observamos um salto na excentricidade.

Esse salto acontece bem mais rdpido do que no gréfico da Figura 7 (b). Isso nos permite dizer que

para uma andlise a curto periodo o coeficiente .J3 tem grande influéncia na excentridade das 6rbitas dos

detritos. Perturbagdes de longo periodo sdo observadas na Figura 10 (b) (ROY, 2004).
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Figura 12 — Variagdo temporal do semieixo maior para a) 1 dia e b) 20 dias.
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Através de uma andlise das Figuras 11 e 12 € possivel verificar que os coeficientes J; e J5 tem o

mesmo efeito na inclinagdo e no semieixo maior das particulas. Embora a variacdo periédica em [ é

func¢do do cos I, sendo I = 87° (ROY, 2004).

3.1.0.3 Simula¢des com adi¢do de Cy, ao sistema

O dltimo caso a ser analisado considera os trés coeficientes de achatamento Jy, J3 € Cyy. As

condic¢des iniciais usadas foram semieixo maior no valor de 7258,69 Km, excentricidade igual a 0,019,
inclinacdo igual a 87°, os Angulos w = Q = M = 0°, J, = 1.0826 x 1073, J3 = 2.53241 x 107 % ¢
Cyy = 1,57462 x 1076,

0.0196

0.0194
0.0192

0.0188
0.0186
0.0184

Excentricidade

0.0182

0.018
0.0178
0.01?60

Figura 13 — Variagdo temporal da excentricidade para a) 1 dia e b) 20 dias.

0.019

T
Com J2,]3 e C22 ——

0.2 0.4 0.6 0.8

Tempo (Dias)
(a)

Excentricidade

0.021

Com 2.3 e C22

0.0205

0.02

0.0195

0.019

0.0185

0.018

0.0175 . .
0 5 10 15 20

Tempo (Dias)

(b)

Fonte: Producdo da prépria autora



87

86.999

86.998

86.997

| (Graus)

86.995
86.994 -

86.993
0

7260

Figura 14 — Variagdo temporal da inclinacao para a) 1 dia e b) 20 dias.

86.996 -

ComJ2/3ecC22 —-

0.2

Figura 15 — Variacao temporal do semieixo maior para a) 1 dia e b) 20 dias.

0.4 0.6
Tempo (Dias)

(a)

7258 |

7256
7254
7252
7250
7248

Semieixo maior (Km)

7246
7244
7242
7240

Com )23 e C22 —

0.2

0.4 0.6
Tempo (Dias)

(@)

0.8 1

| (Graus)

Semieixo maior (Km)

87

86.999

86.998

86.997

86.996

86.995

86.994

86.993
0

7260

36

5 10

Tempo (Dias)

(b)

Fonte: Producdo da prépria autora

7258

7256 fil

7254
7252
7250
7248
7246
7244
7242
7240
7238

Com J2,j3 & C22

0

5 10
Tempo (Dias)

(b)

Fonte: Producdo da prépria autora

20

As Figuras 13, 14 e 15 apresentam os resultados das simulagdes onde o coeficiente setorial

(5o € incluido, temos um sistema integrado considerando J,, J; e (5. Podemos concluir que

o coeficiente Cyy tem um efeito minimo na variacdo dos elementos orbitais dos detritos. Uma

analise mais detalhada desse efeito pode ser feita com uma integragdo para uma maior periodo de tempo.

Os resultados apresentados nesta secdo mostram que os coeficientes J, e JJ3 sdo as perturbagdes de

maior efeito na trajetoria das particulas, isso pode ser facilmente verificado nos graficos mostrados

nas Figuras 7, 8, 9 e 10. Esses resultados apresentam coeréncia com resultados de trabalhos como os

de Celletti et al (2016), Carvalho (2011) e King-Hele (1958). Diante dos resultados mostrados nessa

secdo conclui-se que as simulagdes numéricas descreveram com precisdo o comportamento dos objetos

localizados na regido ressonante em Orbita baixa da Terra.
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4 ANALISE DO MAPA DE FREQUENCIA (FMA)

Neste capitulo fornecemos uma descri¢do do método Andlise do Mapa de Frequéncia (FMA), além
de fornecer informacdes de como ter acesso a essa ferramenta e como obter os parametros de difusdo e

tempo de difusdo através das frequéncias fundamentais obtidas usando tal método.

O mapa de frequéncia filtra as frequéncias fundamentais de um sistema obtidas através de uma
integracdo numérica para um curto intervalo de tempo. Desenvolvido por Laskar (1990), este método
tem se apresentado como uma ferramenta muito eficaz no estudo da dindmica de sistemas planetarios.
Dentre estes trabalhos podemos destacar os de Laskar, Froeschlé e Celletti (1992), Nesvorny e

Morbidelli (1998), Laskar e Robutel (2001) e Gutiérrez e Winter (2017).

Em seu trabalho de 1992, Laskar, Froeschlé e Celletti, através de um mapeamento padrao fazem
uma comparacao do algoritimo de andlise de frequéncia com o método de calculo do expoente de
Lyapunov, método que determina a velocidade de fase com que dois pontos proximos no espago de
fase se aproximam ou se afastam. Os autores usam tal comparag@o para exibir o0 comportamento ndo
regular de uma 6rbita, e concluiu-se que as vantagens desta ferramenta é que o tempo de integracao
numérica para qualquer sistema € muito curto. O método de anélise de frequéncias pode ser aplicado
para sistemas com até 15 graus de liberdade além de utilizar apenas uma orbita para o cdlculo das
frequéncias fundamentais. Nesvorny e Morbidelli (1998) utilizam a mesma ferramenta para estudar
um sistema composto por trés corpos e concluiram que as érbitas nas ressonancias de movimento

médio se espalhavam de forma lenta e cadtica em excentricidade.

Estas ressonancias de movimento médio também sdo analisadas no trabalho de Laskar e Robutel
(2001), onde estudam a dindmica de particulas localizadas no Sistema Solar as quais foram integradas
numericamente sob o efeito gravitacional dos planetas. A evolucdo das particulas foram observadas
em trés diferentes regides, a primeira regido delimitada de Merctrio até Jupiter foi chamada de sistema
interno, a segunda regiao considerada foi a regido de Jupiter até Netuno chamada de sistema externo e
a terceira regido do sistema analisada foi para objetos situados além de Netuno, mais precisamente,
objetos no Cinturdo de Kuiper. A difusdo das trajetdrias destes objetos e o comportamento cadtico dos
mesmos foram analisados considerando os elementos orbitais (a, e, 7, {2, w, M) dos objetos sem massa
e dos planetas do Sistema Solar. Através dessa anélise foi possivel verificar as regides cadticas e as

regides estaveis.
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Ja em Gutiérrez e Winter (2017) o mapa de andlise de frequéncia € utilizado para determinar a
estabilidade de quatro pequenos satélites do planeta Saturno. Para isso um mapa de difusdo das regides
onde se encontram estes satélites foi construido, e assim foi possivel fazer uma caracterizacido do
comportamento dindmico dos mesmos. Usando a relagdo n/ny e tragando um gréfico de n/ny, vs
a eles determinam as regioes onde se encontram as ressonancias de movimento médio a que estes
satélites estdo envolvidos, considerando n e n,; 0 movimento médio de uma particula € 0 movimento
médio de Saturno respectivamente. Uma das principais conclusdes que os autores chegaram € que a

longo prazo estes quatro pequenos satélites tem comportamento dinadmico estavel.

4.1 DESCRICAO ANALITICA

Quando se tem um sistema integravel, ou seja, um sistema que pode ter as suas equacgdes do
movimento solucionadas explicitamente, sob o dominio da frequéncia € possivel determinar se seu
comportamento € cadtico ou regular obtendo primeiramente as frequéncias fundamentais do sistema
através do algoritimo de andlise de frequéncia. Analiticamente o mapa de frequéncias pode ser descrito

da seguinte maneira:
Seja a Hamiltoniana de um sistema integravel com n graus de liberdade, dada por:

H(J,0) = Hy(J) + eH.(J,0) 4.1)

onde € € um pequeno parametro adimensional que pode assumir valores variando de forma continua de
0 (sem perturbacao) para 1 (perturbagdo completa), e J representa as varidveis de a¢@o e 6 as varidveis
de angulo.

Ap6s algumas transformacdes canOnicas a Hamiltoniana € reduzida, passando a depender somente
das varidveis de acdo H(J,0) = Hy(J;) com j = 1,2,..., n. Desta forma, as equagdes do movimento

sdo dadas por:

- 0Hy(J;)

Ji=0; 6 507 = v;(J) (4.2)

onde v;(.J) sdo as frequéncias fundamentais do movimento.

Assim, as agdes sdo constantes de movimento e v;(.J) sdo as frequéncias fundamentais do movi-
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mento que fornece a quantidade z;(t) = zj0e™i' nas varidveis complexas z; = J;¢%, onde z;0 = z;(0).

Neste trabalho a relagdo 2 = a(t) exp(iA(t)) foi usada para encontrar as frequéncias fundamentais
do movimento que foram calculadas através do algoritimo de transformada de Fourier modificado
por frequéncia (FMFT). O programa, assim como os comandos para compilagdo e execucdo
podem ser encontrados na pagina pessoal de um de seus autores, David Nesvorny, cujo endereco é
https://www.boulder.swri.edu/ davidn/. Os termos a(t) e A(t) representam a evolucdo temporal do

semieixo maior e da longitude média respectivamente.

Em resumo, Robutel e Laskar (2001) afirmam que € possivel encontrar uma aproximacao quase

periddica de um sistema através da seguinte relagao:

N
2 (t) = ag exp(ivpt) + Z aj exp(iv;t). 4.3)
J

As particulas com movimento regular terdo os valores de semieixo maior € movimento médio

préximos dos valores da amplitude e da frequéncia respectivamente.

Para o obter as frequéncias em uma simulacao numérica feita no algoritimo de anélise de frequéncias,
¢ fornecido para cada particula do sistema estudado um arquivo de dados com trés colunas, 7', X e Y,

onde os valores de X e Y sdo encontrados através das relacoes:

X =acos A

Y =asin A\ “4.4)

onde a é o semieixo maior das particulas, A a longitude média e 7" o tempo de integracao.

Um exemplo de arquivo de entrada € mostrado na Figura 16:
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Figura 16 — Exemplo de arquivo de entrada do programa de anélise de frequéncia.

T X Y

0 0.0469531032814454 0.01203364088265954
1000 0.047%9672216336422 0.01425%98220620331
2000 0.0487257462553382 0.01672340945207885%
3000 0.04%2522B80654264 0.01%3024273623325
4000 0.04%94514285302897 0.021%695130249¢6%9
5000 0.04544B86056416431 0.0246594785860254
6000 0.04%115907083450% 0.02745650760%90154
7000 0.0485057989065%8¢ 0.0302053718828407
8000 0.0476108167152237 0.032911868761018
9000 0.0464432445¢50074 0.035543170058594¢7
10000 0.0450148025404538 0.0380680541374072
11000 0.04334036186534%% 0.0404573175011¢684
12000 0.0414376892641141 0.04268354526759566
13000 0.03%932723777378%4 0.0447216610485628
14000 0.037031%66811788% 0.04654887606575974
15000 0.03453771905023%13 0.0481448%48167462
16000 0.03155904369869743 D.ﬁ4%iﬁ“llL€561257
17000 0.02%3013005035%51 0.0505758376651135
18000 0.0265412687567214 0. H“l;d&S%éSEUSEE
15000 0.0237434%66665487 0.051510358082972
20000 0.020542521€8261259 0.05214855%20778318
21000 0.01817389131227€4 0.0521004787745%027
22000 0.015473701032374 .0517€59282517413
23000 L.UlﬂE?cU3=9:45372 0.051164608759315917
24000 0.0104223198279%1 0.0503006011260644
25000 0.0081405830387%458 0.045196438368175
26000 0.00606466708B623282 0.0478B763073075576
27000 0.0042233915%6401793 0.04636%92297893355
28000 0.00264171685698154 0.04470872957927855
29000 0.0013399298B5793%€8 0.0429323316513731
30000 0.0002332503281531526 0.0410808550338291

Fonte: Nesvorny (2017)

ApOs as simulagdes numéricas € obtido um arquivo de saida com trés colunas contendo os valores
da frequéncia (v), amplitude (A) e fase (¢) de cada particula. Na Figura 17 tem-se um exemplo de
arquivo de saida do programa.

Figura 17 — Exemplo de arquivo de saida do programa de anélise de frequéncia.

v A &b

4, 248816529723259 2. 4411859999959 735 30, 6702031483308
28,2206 29580347 2. @157508222153111 3@8.111888208 7293
3.@89514 79888228 Q. @1 79999999954 783 121. 3620@1280497
52.1925731984448 Q. 0@@5looe@ooaaezzd 45.551@017683 75
2F.@813F5629898 Q. 00@1582999824259119 218, F2laad3@3444
29, 3799922134321 2. @@01l¥F7999059620492 217.4205306020282
28.80722611%49 2. 2201@e5991553@3198 32. 516355779154
27.57348@1796556 9,49924479111183e-85 43, 7305773955445
5.427a4441028214 5. 199999544 3343e-05 116, 98398 F555663
@, 8e¥l227980922669 5. 5000002212854 2e-25 F4.11a@@12588621

Fonte: Nesvorny (2017)
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4.1.1 O parametro de difusao

As frequéncias fundamentais do sistema sao calculadas para dois periodos diferentes, a frequéncia
calculada de 0 a T € denominada 1, e a frequéncia calculada de T a 2T € denominada v,. Se as
frequéncias apresentarem uma variagdo muito pequena de um intervalo de tempo para outro o
movimento pode ser considerado periddico, o que caracteriza um comportamento regular das 6rbitas.
Para as frequéncias com uma grande variagdo de um intervalo para outro temos um movimento
irregular dos corpos, descrevendo um comportamento irregular e para alguns casos até cadtico. Essa

irregularidade pode ser caracterizada pela difusdo (D) das 6rbitas.

Segundo Gutiérrez e Winter (2017) o parametro D mensura a estabilidade das orbitas das particulas
de um determinado sistema apds um tempo [T] de integracdo relativamente curto. O valor da difusao é

calculado através da relacdo dada por Robutel e Laskar (2001):

_ 1 — 1

D
T

4.5)

Considerando os valores obtidos para D, € possivel encontrar o tempo de difusdo ¢ p; ¢ das Orbitas es-
tudadas, esse parametro permite calcular o tempo aproximado para que alguma varia¢do no movimento

médio das particulas seja notado. Tal parametro pode ser calculado como:

tpifp = (DP)™". (4.6)

onde P € o periodo da 6rbita.

4.1.1.1 O mapa de difusdo

Ap6s ser obtido o parametro D € possivel construir o mapa de difusdo. Esse mapa € construido em
um plano tridimensional a versus e com o terceiro eixo sendo uma escala de cores com os valores
da difusdo. E usual adotar uma escala de cores logaritimica para os valores da difusdo pois estamos
trabalhando com nimeros muito pequenos. Essa escala de cores ird caracterizar o comportamento das

Orbitas das particulas. Nesse trabalho a funcao de cada cor serd adotada da seguinte maneira:

e Linhas com cores do preto para o vermelho: Serdo usados para particulas com um valor de
difusdo muito baixo logD < —12. Dessa forma, cada ponto vermelho ird representar particulas

com Orbitas quase periodicas.
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e Linhas com cores do vermelho para o amarelo: Para particulas com um valor de -10 < logD <

-6. Essas cores serdo usadas para particulas com comportamento fracamente irregular.

e Pontos com cores do amarelo para o verde: Para objetos com altos valores de logD > —4. Para

particulas com esse valor de difusdo dizemos que seu comportamento € fortemente irregular.

Um conjunto de 5000 particulas foi integrado para constru¢ao do mapa de difusdo, as perturbagdes
causadas pelos coeficientes J,, J3 e Uy, foram consideradas. As condigdes iniciais dos elementos

orbitais usadas para construcao do mapa sd@o mostradas na Tabela 3.

Tabela 3 — Condigdes iniciais para construcao do mapa de difusio para 5000 particulas

Simbolo Valor Unidade Nome

a; 7000 Km Semieixo maior inicial

ar 7500 Km Semieixo maior final

A, 1,5 x 1074 Km Passo

e; 0,014 Adimensional Excentricidade inicial

ef 0,024 Adimensional Excentricidade final

A, 2,5 x 1073 Adimensional  Passo

1 87 Graus Inclinagdo

w 0 Graus Argumento do pericentro

Q 0 Graus Argumento do nodo ascen-
dente

M 0 Graus Anomalia média

Fonte: Producio da prépria autora.
Das 5000 particulas integradas, 132 colidiram com a Terra em 5 anos de integragdo. Para as

particulas restantes construimos o mapa de difusdo mostrado na Figura 18.
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Figura 18 — Mapa de difusdo para 5000 particulas
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Analisando a Figura 18 verificamos que maior parte das particulas tem um comportamento fraca-

mente irregular e que pequenos conjuntos de particulas possuem Orbitas fortemente instaveis. Uma

andlise mais detalhada do mapa nos permite observar que objetos posicionados muito proximas a resso-

nancia 14:1, localizada em a = 7258, 69 Km, tem um comportamento regular e que independente dos

valores da excentricidade a regido de estabilidade se mantém entre 7225 a 7320 Km. Essa informacao

pode ser confirmada através de uma ampliag¢do do grafico da Figura 18:

Figura 19 — Ampliagdo do mapa de difusdo para 5000 particulas
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Uma ampliagdo do mapa da Figura 18 € apresentada na Figura 19, a regido ampliada compreeende
o semieixo maior de 7200 a 7270 Km, através dessa ampliacdo varias informacgdes sobre o sistema
podem ser obtidas. A primeira delas € a confirmacdo de que os objetos posicionados proximos e
exatamente na ressonancia possuem Orbitas estdveis, estas particulas possuem um tempo de difusdo
(tpifs) de aproximadamente 1,4 x 10% anos, considerando um periodo orbital de 1,8 horas. Nessa
regido existe a possibilidade de serem encontradas outras ressonancias, essa hipétese € levantada pelo

fato de existirem linhas pretas muito densas em vérios pontos do gréfico.

Da Figura 19 ainda podemos concluir que um conjunto de particulas entre o semieixo maior de
7209 a 7220 Km possuem Orbitas com comportamento altamente irregular, essas Orbitas possuem um
valor de difusdo muito alto e consequentemente um tempo de difusdo muito baixo, esse tempo € de

aproximadamente 6 anos.

Outras regides de estabilidade e instabilidade podem ser analisadas a partir da Figura 18. Uma
segunda ampliacdo dessa Figura nos permite analisar com mais precisdo essas regioes.

Figura 20 — Segunda amplia¢dao do mapa de difusdo para 5000 particulas
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|
&
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Fonte: Produgado da prépria autora

A Figura 20 apresenta uma segunda ampliacdo do grafico da Figura 18. Analisamos a regido
compreendida entre o semieixo maior de 7270 a 7350 Km. O grafico mostra a existéncia de uma
regido de maior estabilidade que a regiao mostrada na Figura 19. Essa informagdo pode ser confirmada
pela maior quantidade de linhas pretas no gréfico e pelo cdlculo do tempo de difusdo que para essa

regido é de aproximadamente 1,5 x 10® anos. Nessa regido também existe a possibilidade de serem
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encontradas outras ressonancias.

O segundo conjunto de particulas com 6rbitas instaveis também € mostrado na Figura 20. Esses
objetos estdo localizados entre o semeiexo maior no valor de aproximadamente 7328 a 7331 Km. O

tempo de permanéncia deles nessa regido é bem curto por volta de 0,2 anos.

Segundo Robutel e Laskar (2001) para particulas com Orbitas regulares o valor da frequéncia
fundamental deve ser proximo do valor do movimento médio das mesmas, assim como o valor da
amplitude deve ser préximo do valor do semieixo maior inicial, lembrando que como as unidades de
medidas desses parametros sdo diferentes, estamos considerando nesse caso apenas 0s nimeros para
efeito de comparacao. Construimos duas tabelas,cada uma com dados de 4 particulas para que essa
informacao fosse verificada. A primeira tabela foi construida para particulas na regido de estabilidade
e os valores de frequéncia, movimento médio, semieixo maior inicial e amplitude s@o apresentados e

comparados entre si.

Tabela 4 — Tabela para comparagao de valores de paramentros das particulas na regido de estabilidade

Particula a; (UD) A(°) Neale v (rad/Anos)
(rad/Anos)

2851 1.04104 1.03971 0.24015 0.20247

2881 1.04147 1.04014 0.24000 0.24573

2893 1.04162 1.04027 0.23995 0.25943

2856 1.04111 1.03978 0.24012 0.20952

Fonte: Producio da prépria autora.
onde v ¢ a frequéncia fundamental calculada através do algoritimo de andlise de frequéncias, 7.4 € O
movimento médio calculado, A € a amplitude obtida através do algoritimo de andlise de frequéncias e

a; € o semieixo maior inicial das particulas e UD € uma unidade de distancia.

A Tabela 4 nos permite confirmar as informacaos encontradas em Robutel e Laskar (2001), que

afirmam que na regido de estabilidade os valores de v € 7.4 $A0 proximos, assim como os valores de

CLZ’CA.

Assim, se na regido de estabilidade os valores de v e n.q. € de a; e A devem ser proximos, isso
implica que na regido de instabilidade tais valores devem ser diferentes para cada particula. Essa

informacao pode ser verificada através da Tabela 5.
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Tabela 5 — Tabela para comparagdo de valores de paramentros das particulas na regido de instabilidade

Particula a; (UD) A(°) Neale v (rad/Anos)
(rad/Anos)

3268 1.04702 102.71649 0.23809 0.75422

3288 1.04730 25.16217 0.23800 0.69492

4143 1.05962 1.19153 x 107°  0.23386 0.04199

3317 1.04774 0.00542 0.23785 0.63450

Fonte: Producgdo da prépria autora.

Analisando a Tabela 5 observamos que as particulas que se encontram na regido de instabilidade

apresentam valores de v e n.q. e de a; ¢ A bem diferentes para cada particula.
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5 CONCLUSAO

O objetivo do presente trabalho foi aplicar o mapa de andlise de frequéncia no estudo da dinamica
de detritos espaciais na ressonincia 14:1. Para que o mapa de frequéncia seja utilizado é preciso
que o sistema seja integrado e assim obitido a evolucdo temporal dos elementos orbitais. Essas
integracdes foram feitas usando o pacote Mercury e alguns resultados puderam ser obtidos. As
principais conclusdes para esse primeiro conjunto de simulacdes foi que dos coeficientes considerados,
os de maiores efeitos sdo os coeficientes zonais Jo e J3 € que o coeficiente setorial C5; tem uma
contribui¢do minima de perturbagdo nas Orbitas dos detritos espaciais. Os resultados encontrados

nessas integracdes se adequam aos disponiveis na literatura.

Usando o Algoritimo de Transformada de Fourier Modificado por Frequéncia nds construimos um
mapa de difusdo para 5000 particulas e as conclusdes que chegamos € que os objetos posicionados
exatamente na ressonancia 14:1 possuem Orbitas estaveis e que esta estabilidade pode ser explicada
pelo confinamento dos objetos pela ressonancia 14:1 e por outras ressonancias que ainda sdo
desconhecidas, uma andlise mais detalahada € necessdria para tal afirmacdo. Outra conclusdo de
grande relevancia € que a regido de estabilidade independe dos valores de excentricidade, pois de
e =0,014 ae = 0,024 aregido se mantém estdvel mostrando assim que as Orbitas estdveis dependem

apenas do semieixo maior das particulas.

A regido de oOrbitas cadticas se encontram a aproximadamente 48 Km antes e 48 Km depois da
ressonancia. Podemos concluir ainda que a irregularidade nas Orbitas desses objetos ndo é causada
pela ressonancia 14:1, pois segundo Celletti e Gales (2018) a largura dessa ressonéncia € de 1,6 Km,

considerando uma anélise feitade 0° a 120°

5.1 TRABALHOS FUTUROS

Para uma andlise mais realista do sistema pretende-se adicionar outras perturbagdes, estas pertur-
bacdes seriam o arrasto atmosférico, a pressao de radiagdo solar e mais coeficientes derivados do
potencial terrestre.

Aplicar o mapa de frequéncia para um nimero maior de objetos, para uma maior regido, para outros
sistemas com diferentes ressonancias. Tentar encontrar as possiveis ressonancias apontadas neste

trabalho.
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