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RESUMO

Nesta dissertacdo serd estudada a inserc@o das simetrias da Relatividade muito especial no contexto
de mecanica quantica, assim serda construida a atuacdo de transformacdes de ISIM(2) em estados
pertencentes ao espaco de Hilbert em mecanica quéntica. Porém, para tal, nos capitulos anteriores a
este resultado, serdo apresentados os fundamentos necessarios para alcan¢ar uma compreensao do tema.
Serdo abordados os topicos de teoria de grupos, Relatividade restrita, Relatividade muito especial e
mecanica quantica.

Ap6s concluir esta primeira etapa, surge um foco acerca da busca pela existéncia, ou ndo, de represen-
tagcdes projetivas de SIM(2) e ISIM(2). Serao estudados aspéctos algébricos e topoldgicos de SIM(2)
e ISIM(2), e, subsequentemente, esta dissertacdo adentra no estudo da teoria de representacdes de
raio de grupos continuos, teoria esta construida por Bargmann em 1954. Neste estudo havera uma

exposicao dos topicos trabalhados por Bargmann, com o adendo de alguns comentérios.

PALAVRAS-CHAVE: Relatividade muito especial. SIM(2). Estados de uma particula. Espaco de

Hilbert. Representagdes de raio.



ABSTRACT

In this thesis, the insertion of very special Relativity symmetries in the context of quantum mechanics
will be studied, thus the performance of ISIM(2) transformations in states belonging to the Hilbert
space in quantum mechanics will be constructed. However, to this end, in the chapters prior to this
result, the necessary foundations to reach an understanding of the theme will be presented. Topics of
group theory, special relativity, very special relativity and quantum mechanics will be addressed.

After completing this first stage, there is a focus on the search for the existence, or not, of projective
representations of SIM(2) and ISIM(2). Algebraic and topological aspects of SIM(2) and ISIM(2) will
be studied, and, subsequently, this thesis enters into the study of the theory of unitary ray representations
of continuous groups, a theory built by Bargmann in 1954. In this study there will be an exposition of

the topics worked by Bargmann, with the addition of some comments.

KEYWORDS: Very Special Relativity. SIM(2). One particle states. Hilbert space. Ray representati-

ons.
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1 INTRODUCAO

Apesar do grande nimero de previsoes assertivas do Modelo Padrao da fisica de particulas, ainda
existem fendmenos nao explicados pelo mesmo, tais como a origem da massa dos neutrinos, a assi-
metria entre matéria e anti-matéria, a energia e matéria escuras, entre outros. Muitas sdo as tentativas
de resolucao destes problemas, tais como violagdes na invariancia de Lorentz, nas quais as quebras
usualmente sdo feitas a partir da introducdo de campos de fundo. Porém, um meio de se alcangar
violagcdo de Lorentz sem a necessidade de introducdo de campos adicionais € através da utilizagcao
de um outro grupo de simetrias. Ao substituir o grupo de simetria de uma teoria por um de seus
subgrupos proprios nao necessariamente o subgrupo fornecerd uma teoria com as mesmas previsoes
anteriores a substituicao. Este fato pode ser exemplificado ao tomar os subgrupos de SO(1,3) gerados
por A, = (J; +1K;)/2e A_ = (J; —iK;)/2, ambos isomorfos a SU(2). Individualmente, suas trans-
formacdes ndo sdo o suficiente para recuperar as predi¢des da relatividade especial. Porém para o caso
do grupo de Lorentz, alguns de seus subgrupos préprios tem chamado uma atencao em particular, pois
estes subgrupos fornecem uma cinematica relativistica consistente, fornecendo contracdo e dilatacdo

do espaco e do tempo, soma de velocidades, invariancia e maximalidade da velocidade da luz no vacuo.

Estes subgrupos proprios compdem uma teoria que recebe o nome de VSR (acronimo do inglés
para relatividade muito especial). Esta € uma teoria que estuda a cinemética formada por um conjunto
de simetrias que possuem uma caracteristica em comum: o foco em subgrupos do grupo de simetrias
de Lorentz os quais ao terem seus elementos compostos com simetrias de paridade e reversao temporal
recuperam o grupo das transformacdes de Lorentz usual em Ahluwalia e Horvath, 2010, (porém

complexificado), e ndo mais os subgrupos inicialmente tratados.

Estes conceitos foram utilizados pela primeira vez por Cohen e Glashow em 2006, onde os autores
definem novos geradores utilizando de combinagdes lineares dos ja conhecidos geradores de rotagoes e
boots, e, curiosamente, por conta da forma dos novos geradores, surge uma anisotropia natural na teoria
privilegiando-se desta forma um eixo espacial. Mantendo os postulados de invariancia da velocidade
da luz e do principio da relatividade, esta teoria de dindmica relativistica modificada trard consigo
alguns resultados ja conhecidos a partir do estudo de dois subgrupos que compdem as simetrias da
VSR, os grupos SIM(2) e HOM(2).

Deste cendrio surgird um campo de estudos com alguns desdobramentos interessantes, pois, por
conta desta violacao de Lorentz, a matéria ordindria ndo deve ser descrita por uma teoria com este
tipo de simetrias. Em Das e Mohanty, 2011, vé-se algo que reforca esta ideia, o eletromagnetismo é
incompativel com estas novas transformacgdes de simetria. Este trabalho visa introduzir as bases para
uma construcao do formalismo de representacdo de particulas em teoria quantica de campos. Aqui
¢ apresentada a constru¢do de estados de uma particula invariantes pela acao dos grupos SIM(2) e
HOM(2).
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Nas secoes 2 a 4 estdo contidas as bases para o inicio deste estudo, ja na secdo 5 encontra-se a
insercdo das simetrias da VSR em Mecanica Quantica através da representacao de SIM(2) e HOM(2)
no espacgo de Hilbert. A principio, a construcao se dd de modo usual, porém ao langar mao do estudo
da topologia dos grupos SIM(2) e de HOM(2), observa-se que esses sdao fundamentalmente diferentes
do grupo de Lorentz, uma vez que neste cendrio, ao que tudo indica, pode haver a possibilidade
de construcao de nio apenas representacdes ordindrias, mas também das chamadas representacdes
projetivas. Representagcdes com este formato surgem para o grupo de Galilei, fato este apresentado em
Weinberg| (1995), cujas razdes de aprecimento sdo topoldgicas, trazendo assim uma suspeita de sua

existéncia também para SIM(2) e de HOM(2) e seus grupos inomogéneos.

Um interesse em representacdes projetivas se justifica ao passo que observa-se o surgimento
de detalhes matemadticos intrincecos a estas estruturas, observados nos trabalhos Filippelli (2011)
e Wawrzyckil (2004). Assim, na secdo 6 visa-se estudar a teoria de representacdes de raio (ou
representacOes projetivas), desenvolvida em Bargmann| (1954), na tentativa de elucidar as questoes
relacionadas a representagdes projetivas e os grupos SIM(2) e de HOM(2), juntamente com seus
grupos inomogeéneos. Nesta secdo serd feita uma abordagem profunda, porém de apenas parte da teoria

construida por Bargmann.
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2 TEORIA DE GRUPOS E REPRESENTACOES

Durante esta constru¢do, comumente surgirdo estruturas algébricas chamadas de grupos. Estas
estruturas desempenham um papel importante em diversas areas da fisica, pois, a partir do estudo das
aplicacdes deste tema, as nocdes de simetrias e invariantes se tornaram parte central das formulacdes
da fisica moderna. Nas proximas se¢des um tipo bem particular de grupo, que serd fundamental
na construcdo dos proximos capitulos, o chamado de Grupo de Lie, nome dado em homenagem ao
matematico noruegués Sophus Lie, serd o foco desta andlise que tem por intuito o desenvolvimento e
demonstracdo das propriedades essenciais do mesmo. Os conteudos aqui tratados podem ser vistos

com mais profundidade e exemplos em |Hamermesh (1989).

2.1 GRUPOS

Um grupo, (G, +), € uma estrutura algébrica abstrata formada por um conjunto, G, dotado de uma

operacdo, -, entre seus elementos de tal forma que essa satisfaz as seguintes propriedades:

1. A operacdo entre os elementos do grupo é fechada, ou seja:

-G xGE =G
(2.1.1)
(91, 92) = g3 = g1 - 9o
2. A operacdo entre os elementos é associativa, isto é, para todo ¢, go, g3 € G, ocorre:
(91-92) - 93 =91 (92 - g3)- (2.1.2)
3. Existe um elemento, e, chamado de neutro, com a propriedade:
gre=e-g=g, (2.1.3)
paratodo g € G.
4. Para todo elemento g € G, deve existir um elemento g~! € G, tal que:
-1 _ -1,

Um exemplo bem comum € o grupo que contém apenas dois elementos, e € g;, com a operagao
dada pela seguinte lei de composi¢ao: e o elemento neutro e g; - g; = e. Uma forma de visualizar esta
estrutura, que para grupos finitos € bem comum, € usar da construcio de tabelas das operacdes entre os
elementos, nas quais as intersecdes entre colunas e linhas sdo os resultados dos produtos realizados

pelos elementos a esquerda e a cima. Para o exemplo em questdo, a tabela é:

€ g1
el e G

g1 | g1 €
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2.2 REPRESENTACAO DE GRUPOS

Algo interessante a se perceber nesta altura é que no exemplo de grupo dado por (G, -) tanto o
conjunto como a operagdo nao precisavam ser definidos da forma escolhida. Caso fossem tomados um
conjunto dado por {0, 1} e uma operagio sendo definida como adi¢do modulo 2, +,, ocorreriam de o

elemento neutro ser 0 e de 1 +,1 = 0. Tem-se entdo que a tabela de operagdes sera:

+ 101
00 1
1110

Assim se percebe que este € o mesmo grupo tratado anteriormente, diferindo apenas nos simbolos
que descrevem os elementos. Este grupo, descrito desta maneira, ¢ chamado de Z>. A mesma nocao
pode ser empregada na constru¢do de uma generalizacdo deste grupo para os n primeiros inteiros, seu
nome é Z,, um grupo com a operacao sendo a adicao médulo n. Como dito anteriormente, grupos
sdo descritos apenas pela lei de composi¢cdo de seus elementos, e assim a no¢do de grupo se torna
algo plenamente abstrata. Mas, para aplicagdes fisicas, o mais natural é procurar por uma forma de
descrever a lei de composi¢ao de um grupo abstrato em termos de um conjunto formado por objetos
conhecidos, como por exemplo procurar a descri¢do dos elementos do grupo dado por um conjunto de
operadores lineares que atuam sobre um espaco vetorial. Assim o objetivo € o de construir uma funcao,
p, que toma elementos do grupo e retorna elementos do espago dos operadores lineares de tal forma

que a lei de composicao seja mantida. Assim defina p da seguinte maneira:

p:G — T(V) 2.2.1)
g plg)=1,, (2.2.2)

onde T € uma transformacdo linear dada por:

T,: V-V (2.2.3)
v Tyo=1" (2.2.4)

Como dito, esta funcao deve ser tal que preserve a lei de composicdo, assim, sejam g1, go € g3 € G e

sejam 7,

o> 1y, €Ty, € T(V). Entdo se p preserva a composi¢do, temos:

gl : 92 - g3 :> Tng92 == Tg3' (2.25)

Funcdes p deste tipo sdo chamadas de representagcdes de G. Um tipo especial de representacdes sao as

representacdes fieis nas quais p € injetiva.

2.3 GRUPOS DE LIE

Grupos de Lie sdo grupos que possuem um forte apelo geométrico pois além de possuirem infini-

tos elementos, podem ter seus elementos organizados em algum espago de maneira tal a formarem



17

superficies. Nestas superficies € possivel construir parametrizagdes as quais permitem a obten¢do de
uma estrutura diferencial ponto a ponto. Estas estruturas sdo chamadas de Variedades Diferencidveis.
Mas grupos de Lie, mesmo possuindo a possibilidade de construciao de parametrizacdes, ainda podem
possuir certos elementos que realizam transformacgdes discretas. Assim as superficies formadas por
grupos de Lie podem ser dadas pela unido de superficies que ndo possuem pontos em comum, ou seja,
superficies desconexas ou disjuntas. Um exemplo deste tipo de grupo € o grupo de rotagdes em 21
com a simetria de reflexdo de um dos eixos. Este grupo vai ser descrito geometricamente por dois
circulos disjuntos. Por conta disto uma classe importante surge, a dos grupos de Lie conexos, nos quais
todos os elementos do grupo estao interligados por curvas continuas e suaves, de tal maneira que todos
os elementos podem ser obtidos através de caminhos partindo da identidade. Assim sendo, esta secao
se dedica a estudar propriedades desta classe especial de grupos que serdo de grande importancia a

diante.

Como dito, grupos de Lie sdo grupos continuos cujos elementos sdo parametrizaveis. Logo um
elemento g que pertenca ao grupo podera ser descrito em termos de um conjunto de coordenadas
xl 2%, ..., 2" e assim seus elementos serdo fungdes destas coordenadas, g = g(x', 2%, ..., 2"). Desse

modo, a composi¢do de dois elementos do grupo serd dada por:
gzt 2%, ... 2" g(™, 2, ..., 2") = g(a", 2, ..., 2"™), (2.3.1)

onde cada conjunto coordenado acima se refere a um ponto distinto da superficie do grupo, e em

particular as coordenadas do ponto (!, 2”2, ..., 2"™) devem ser fungdes dos pontos (z', z*

(2t 2, .. 2™):

e x) e

I (R N LN L L i B (2.3.2)

De maneira a tornar a notagio mais compacta, a n-dpla (x!, 22, ..., 2") serd denotada por (z?) e
analogamente para as demais, de modo que (%) = ¢'(x,z’). Este aspecto da composi¢do de
elementos € de extrema importancia para Grupos de Lie Conexos. Os elementos destes grupos
sdo continuamente ligados a identidade do grupo (a qual em alguma parametrizacdo serd a origem,
1 = ¢(0,0,...,0)), assim a composi¢do de um elemento com sua inversa possui uma caracteristica

fundamental:
g(z")g~ (@7) = g(a")g(—2’) = g('(x, —z)) = L. (2.3.3)

Assim tem-se que ©'(z, —z) = (0,0, ...,0) = ¢'(—z, z). Uma outra propriedade pode surgir:

g9(z')1 = g(¢'(x,0)) = g(z) = g(¢'(0,z)) = Lg(). (2.3.4)

Daqui se obtém que
¢'(2,0) = ¢'(0,2) = (z'), (2.3.5)

e que
9(0)g(0) = g((0,0)) = g(0) = ¢(0,0) = 0. (2.3.6)
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Estas propriedades sdo o que € preciso para simplificar o que vem a seguir. Como foi dito anteriormente,
em Grupos de Lie Conexos todos os elementos estdo conectados a identidade por caminhos suaves,
cuja parametrizagdo pode ser tal que a origem estard na identidade, assim sendo, seus elementos podem

ser descritos em termos de uma Serie de Taylor em torno da identidade:

[ Dg xixd [ O%g
=1 ¢ 4 — 2.3.7
g9(x) +$(0$Z>x0+ ol (6x’8x3)x0+ (2.3.7)
Definindo: 9
( g,) = _iX;, (2.3.8)
o' ) .,

e substituindo (2.3.8)) em (2.3.7]), obtém-se

g(x) =1 +ir" X; + T

o Xt (2.3.9)

Nesta série, termos do tipo Xz, Xjk, ... irdo em algum momento aparecer, porém estes sdo completa-
mente determinados por X, por conta disto X; recebe o nome de gerador. A demonstracio disto se da

pela investigagio de propriedades da fungdo ¢’ (x, z'). Tome a expansio de ¢'(z, x’)

O Ok
O (x,2") = "(0,0) + xZ% + 2" 8?’2' +
o o e=0=a’ R 2.3.10
il 82(,0 N .’L‘”LE’J 32g0 N xza:/j 8290 N ( )
2l 0xidxd | _,_., 20 Qz"ox| _,_, 20 0xidx| _,_.,
Aqui, usando das relacdes (2.3.1)), (2.3.4) e (2.3.6)), obtém-se:
dp" AP dp* O 09"
. = — (=, = —(x,0 = — =0, = , 2.3.11
Oz’ z=0=x' Oz’ (:E m) z=0=xz' Oz’ (x ) z=0=x' Oz’ r=0=z' ' Oz z=0=xz' ( )
¢ 62 k 8(5k 8(5k 82 k
ha =i =g=2t=_""% (2.3.12)
0x' 07| ,_o_,  Ox ozd  02"0x' | ,_o_.
Das derivadas de segunda ordem o termo restante € o de derivadas mistas, portanto tem-se:
1 o
O (x,2)) = 2" + 2™ — Eijxe’] + .. (2.3.13)
com C’fj =— g;g;,
z=0=xz'
Tomando uma situagdo em particular de (2.3.13): o caso em que =’ = —x, obtém-se:
k koo Lo i
O0=2"—=x +§C’ijx v + ... (2.3.14)

de todo modo, ordem a ordem o polindmio tem de se cancelar, deste modo € obtido que:

Cra'z" =0. (2.3.15)
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Ao se tomar a simetrizag@o e anti-simetrizacao de C’i’“j nos indices i € j:
C’“—I(C’“+C’“)+1(C’f—c’“) (2.3.16)
ij — 9\~ T i) T 5 jil): -9
Definindo:

1

L1, . (2.3.17)
ij = §(Cij - Cji)'
Assim substituindo (2.3.17) em (2.3.13):
efata + fhata = 0. (2.3.18)
Como ej; e x'z" sdo simétricos em 4, j e 2z ndo sdo necessariamente nulos, o tensor ej; tem de ser

nulo para todos os valores dos indices ¢, 7, obtendo entdo que:

Cl = (2.3.19)

4
entdo p(z, z') é da forma:

O (x,2)) = 2% + 2/F — f’“ LA (2.3.20)
Agora, considere o produto g(z)g(z") = g(p(z,2")) expandido em série de Taylor:

1

$/ZI'/]XZJ + .. ):
) 2! (2.3.21)
= 1+ ip(x, 2’ ) X; + A o), a') X + ..

) |
(1+ix'X; + 5aczacJXij + )1+ X +

Valendo-se de (2.3.20), a equacdo anterior retornard

: 1, . , 1,
(1+ ' X; + ix’xﬂxij + )L +ia"X; + éa;”x’ﬂxij +..) =
) ) 1
=1+i{z'+2" — =
2™
1 . ) 1 .
g la’ + 2 = S fama 4 et —fkl:r EAEIS

2™+ X+ (2.3.22)
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Realizando as distribui¢coes
- - 1 i 1j L, 1 . 4
14z Xz +r Xz — X .Z‘jXZ'Xj + §.T ZL’JXij + §ZL’ IJXij
—i—%xlx’kx'JXiij + %xlﬁx’kXink + szxjx’kx'lXinkl + ..

i i i mm 1, . 1., (2.3.23)
142" X; +x Xi—§fmn;1: T Xi+§$$]Xij+§$$]Xij—
1

1. . 1 . . o 1 . .
—Zx"f,glxkx’lXij + §$/Z.T'7Xij + §x”x’JXZ-j — Zx”f,glxkx’lXij—

1 . . 1 . ) 1 . .
i / i 9./ i £ 1q .k .01
—2 b0 Xy — 1 ol Xy + gqufklxpx T2 X + ...

Simplificando os termos que se repetem em ambos os lados e aproximando para até ordem dois nos

parametros

—2'2" X; X, = —% Loama X+ %a:ix’inj + %:L’jx’iXij. (2.3.24)
Que pode ser reescrita na forma:
X X = % oM X — %(xix’f + 272" X5 (2.3.25)
Simetrizando e antissimetrizando o tensores X, X; e ™z
Ly ({XZ-, X} + X, Xj]) =

2 (2.3.26)

_Ez m,./n n,./m m,/m __ n, /m _1 1,09 ) .
_4mn<(x "+ 2""™) + (22" — 2" ))XZ 2(3:95 + 27 x") X,

Como o tensor f! ¢ antissimétrico, seu produto pelo termo (x™z™ + z"2'™) se anula, restando

apenas:

51"9&’7 ({XZ-, X+ X, Xj]) = ;l L™ — ™)X, — é(xlx” + 272" X5 (2.3.27)

Simetrizando e antissimetrizando agora o tensor x'z"”, resulta:

() i =) ) (060060 16060 =

- ;l Lo (@M — ™)X — 5(96%'] + 2x") X

(2.3.28)

Novamente, os termos restantes do produto do lado esquerdo da equacao sdo os produtos de tensores

simétricos com simétricos, € antissimétricos com antissimétricos, em vista disso se obtém:

L, i P i L, i P i
1 (@27 + 27X, X} + (@' — aTa") X, X = (2.3.29)
= % L@ — 2™ X — §(x1x” + 2" x") X5
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,igu ue vém multipli 4 2 + i) e (xia? — adax’t),
Agora, igualando os termos que vém multiplicados pelos parametros (z'z"” + 272" e (z'x” ik

fato que resulta em:

Xi, X} = —2Xy,
{{ 2 ! (2.3.30)

-k
Assim € possivel ver o motivo de X; ser chamado de gerador. Note que a relagdo entre os geradores é

dada por f ’jj Essas sdo chamadas de constantes de estrutura do grupo. Por fim, a segunda equagdo de

(2.3.30) é chamada de dglgebra dos geradores do grupo.
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3 SIMETRIAS E TEORIAS DE CINEMATICA

Esta secdo visa construir através das nocoes de invariantes as relacdes que atrelam teorias de
cinemdtica a grupos de simetria. Quais suas conexdes com grupos e algebras de Lie, que, por
conseguinte, fornecerdo base para as secdes seguintes. Sec¢des essas que visam introduzir representacoes
destas simetrias em espacos de Hilbert. Deste modo, aqui serdo apresentadas fundamentacdes da
relatividades especial e muito especial. Os contetidos tratados nesta secao podem receber o devido
aprofundamento nas seguintes referéncias |Bergmann! (1976),|Cohen e Glashow| (2006)) e Ahluwalia e
Horvath| (2010).

3.1 RELATIVIDADE ESPECIAL

3.1.1 Transformacoes de Lorentz

A relatividade restrita € uma teoria cujo objetivo € introduzir ideias ndo abordadas pela cinemaética
galileana, como as observagdes de Michelson e Morley a cerca da invariancia da velocidade da luz.

Estas ideias vao surgir na construcio através dos seguintes postulados:

1. A velocidade da luz é uma constante universal, todo e qualquer referencial visualizard um feixe
se propagar com velocidade igual a c, ndo importando a velocidade relativa entre o referencial e a
fonte.

2. Todo e qualquer referencial inercial com velocidade inferior ou igual a c precisa ver a fisica de
maneira covariante, logo a causalidade precisa ser mantida por transformacoes entre referenciais

inerciais.

De posse dos presentes postulados, vé-se que a luz € um objeto fisico de importancia. Desse modo

faz-se natural observar com mais afinco propriedades deste.

Comecando pelo seguinte sistema: Dado um referencial inercial S, em que, no instante ¢; = 0,
liga-se uma lanterna a partir de sua origem e apontada em uma dire¢ao qualquer. Dado isso, em um

tempo ¢ posterior a t; = 0, ocorrerd que

po Mz 4 =y + =z 3.1.1)

(t—t)

(r—2:)* + (y —9:)° + (2 — ) = At —t:)* = 0. (3.1.2)

Pode-se entdo a partir disso definir a seguinte forma quadratica:

SS=(r—x)+(y—u)+(z—z)-3>0-t) (3.1.3)
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Como, pelos postulados, € fundamental que ¢ seja uma constante no universo, se faz necessdrio entdo
que para observagdes a cerca do trajeto da luz sempre ocorra s? = 0, ndo importando o referencial
inercial em questdo. Em outras palavras, foi imposta a invariancia de s? apenas para um intervalo da

trajetoria da luz .

Tomando agora dois referenciais inerciais, S e S’, de tal forma que em ¢; = 0 suas origens coincidirdo
sobre 0 mesmo ponto e que S’ se moverd em uma velocidade © = v,¢ com relagdo a S. Ao ligar, agora,

uma lanterna em direcdo a x positivo, haverdo entdo as seguintes formas quadraticas:

SS=@—x)+y—u)+ (-2 —A3{t—t)

= (@ =) (= g (= )= )R

(3.1.4)

Para escrever de uma maneira mais comum na literatura, toma-se a nota¢do da seguinte forma:
(o —2f) =2, (v —yl) = 2%, (7 — 2}) = 2 e c(t’ —t,) = 2/°. Escritos desta maneira, estas
coordenadas compdem as coordenadas de um espago vetorial chamado espaco de Minkowski, no
qual a descricdo dos eventos ndo mais sdo dadas pela trinca de coordenadas de posi¢do, mas sim
por coordenadas de posicao espago-temporal. Como as transformacdes de Galileu nao produzem o
resultado de invariancia da velocidade da luz, surge entdo a necessidade de encontrar um conjunto de
transformacdes de coordenadas que relacionem ambos os sistemas de S e S’ de maneira a deixar s?
invariante. Tais transformagdes deverdo ser lineares, assim, por essas lidarem com vetores do espaco

de Minkowski deveriao ser escritas da seguinte forma:

20 A B 0 0] |2°
2! cC D 0 o] |a
22 o o 1 o] |22|” (3.1.5)
3 0 0 0 1] |23
X' = AX. (3.1.6)

Agora procedendo para a seguinte andlise: a forma quadritica s? pode ser vista como o produto interno

de um vetor AX, do espagco de Minkowski, por ele mesmo:

(X, X) = X"nX = —(2°)2 + (") + (2?)* + (2*)?, (3.1.7)
com:
-1 000
0 100
— , 3.1.8
n 010 (3.1.8)
001

comumente denotada por n = diag(—1,1,1,1).

Assim, se tomar a transformagdo AX — A(AX) = AX’, pelo o que foi visto devera ocorrer a
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igualdade:
(X, X)=(X"X"). (3.1.9)

Fato que também pode ser visualizado da seguinte forma:
(X', X"y = (AX,AX) = XT(AThA) X = XTnX = (X, X), (3.1.10)

O pentiltimo passo de (3.1.10) leva a duas informagdes importantes:

1. Para a igualdade valer, necessita-se de: ATn A = n;
2. O determinante de A tem de ser *+1;

De 1. € possivel obter:

A2 — % =1, (3.1.11a)

D?* - B% =1, (3.1.11b)

AB —CD = 0. (3.1.11c¢)
De 2. temos que det(A) = 1, assim:

AD — BC = 1. (3.1.12)

Recaptulando, haviam quatro entradas ndo determinadas na matriz A (A, B, C' e D), porém de
(3.1.11)) foram obtidos os primeiros trés vinculos entre essas entradas, restando apenas um pardmetro
livre para essa transformacao. Assim esta transformagdo é completamente descrita por um parametro
livre. Todavia parametrizacdes podem ser tomadas para as quatro entradas. Inicialmente existem as

seguinte possibilidades de parametrizagao:

{:I:A = +D = cosh(¢.), B.1.13)

+B = +£C = senh(¢s.).

Porém nem todas destas possibilidades fornecem transformacdes da forma necessaria. Por exemplo:
uma da imposicdes fisicas exige |A| > 0, pois A é o coeficiente relacionado com a seta temporal,
e a forma como o tempo evolui ndo deve ser do futuro para o passado (os motivos para isto estao
relacionados com o fato de que transformagdes que invertem a direcao temporal levam a conclusdes
absurdas como efeitos ocorrendo anteriormente a sua causa). Ou também, escolher D = —cosh(¢,)
leva a uma transformacdo de paridade no eizo x, muito embora nem toda transformacdo imponha uma
paridade. Portanto, tem-se A = D, fato que, uma vez incluso na equagdo (3.1.11c), retorna C' = B.

Ja os sinais de C' e de B sdo obtidos através da seguinte observagao:
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Independentemente do significado de cosh(¢,.) e senh(¢,), as expansdes dos coeficientes desta

transformagdo deverdo retornar, em aproximagdo de primeira ordem, as transformagoes de Galileu.

Por conseguinte deve-se avaliar o que ocorre com a expansdo da componente x; em fungdo do
parimetro ¢,
2"t = cosh(¢,)x' & senh(¢,)2°. (3.1.14a)

2t = [1 4 OX,)]|2t £ [pr + O%(¢2)]2° =~ 2! £ $p2° = 2! £ @ct. (3.1.14b)

Como foi suposto inicialmente que S’ se desloca em direcdo a x positivo, tem-se assim duas informa-
¢cOes importantes aqui: ao comparar esta expressao com a transformacio de Galileu, resulta que o sinal

de ¢, serd o negativo.

Estas andlises despontam nas seguintes escolhas:

A =D = cosh(¢.),
(3.1.15)
B = C = —senh(¢,).
Desse modo sucede que
2" = 2%osh(¢,) — 2 sinh(¢y),
o 1 (3.1.16)
2" = —x"sinh(¢,) + x cosh(¢y),
ou, na forma matricial,
cosh(¢,) —senh(¢,) 0 0
—senh(¢, h(¢.) 0 O
A, = | TEOnA(Ge)  cosh(@:) (3.1.17)
0 0 1 0
0 0 01

Para finalizar a obtencédo das transformagdes de Lorentz deve-se observar o seguinte, S’ se desloca com

velocidade v com relagdo a S, assim, nas coordenadas de S, v pode ser expresso como:

e (3.1.18)

Por outro lado, como S’ esta centrado no sistema de coordenadas z’, obtém-se a partir das transforma-

¢oes de Lorentz o seguinte:

1
cosh(pg)x" — senh(¢py)ct =0 = z' —tanh(¢y)ct =0 = x? = ctanh(¢,). (3.1.19)

Portanto
g = tanh(éy). (3.1.20)

Por conta dessa relacdo entre ¢, e a velocidade v, € dado para ¢, o nome de Rapidez.
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Com isso foi possivel obter relagdes que perfazem paralelos entre as fun¢des hiperbdlicas da para-
metrizacao e grandezas fisicas. Para tal, faremos as seguintes manipulagdes: tomando a identidade
trigonométrica das fungdes hiperbdlicas e a dividindo por cosh?(¢,) é possivel isolar cosh?(¢,),

obtendo-se assim

1

cosh®(¢,) — senh®(gs) =1 = cosh(8x) = T

(3.1.21)

1

V1-52

Tomando 3 = Z e definindo o fator de Lorentz como v = , as seguintes trés relacdes podem ser

obtidas:
tanh(¢,) = - = B, (3.1.22a)
c
h(és) ! (3.1.22b)
cosh(¢,) = —— =1, 1.
V1= 2 !
senh(¢,) = L = [7. (3.1.22¢)
V1=
Temos portando as transformacdes de Lorentz na dire¢cdo z:
2" = (2 — Bat), (3.1.23a)
2"t = (2t — B20), (3.1.23b)
% = 2%, (3.1.23¢)
2 =2 (3.1.23d)

Ja as transformagdes inversas podem ser obtidas ao buscar a matriz inversa a A, dada por

cosh(¢,) senh(¢,) 0 0
At senh(¢,) cosh(¢,) 0 0 (3.124)
0 0 10
0 0 01
Ap0s substituir as defini¢des anteriores, € possivel obter
1 = (2 + B2'), (3.1.252)
ot = ~(2" + B2”), (3.1.25b)

2?2 =1, (3.1.25¢)
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= 1. (3.1.25d)

No caso estudado até aqui, os referenciais se moviam apenas no eixo z. Uma investigagdo semelhante
centrada em referenciais com movimentos relativos dados nos eixos ¢ e Z levaria a transformagdes

dadas pelas seguintes matrizes: para a dire¢ao 9

cosh(¢,) 0 —senh(¢p,) 0
0 1 0 0
y = ; (3.1.26)
—senh(¢,) 0 cosh(¢,) O
0 0 0 1
japara z
cosh(¢,) 0 0 —senh(¢p,)
1
A, = 8 0 (1) 8 . (3.1.27)

—senh(¢,) 0 0 cosh(¢,)

Mas caso se queira estudar um movimento mais geral entre os observadores S e S’, com ¥ = (v, vy, v;).

A matriz que efetuard esta transformacao sera:

! e —By —78.
- — x _ Byﬁx B Bzﬂz
L B, 1+ (v 1)|5|2 (v—1) wgz (y—1) i -
N 1)%% 1+ (v — 1)ﬁ (v — 1)%% ’ o
_ o Bocﬁz _ Byﬂz B 63
-8 (v—1) FE (v—1) o 1+ (v 1)|5|2 |

Com (3 = (B,, By, 8.) = T/c.

Esta matriz de transformacao sera util para uma comparagio futura, pois percebe-se que esta nao
demonstra possuir eixos preferenciais, fato que posteriormente ird contrastar com a construcao da VSR

e com as transformagdes de seus grupos de simetria.

3.1.2 Dilatacao do Tempo

Em linhas gerais, a dilatacdo do tempo € um fendmeno atrelado a uma mudanca de escala nas
medigdes de tempo. Mais especificamente, novamente sejam dois referenciais S e S. Em ¢t = 0
suas origens coincidem, mas para ¢ > 0 se movem um com rela¢io ao outro com @ = v, sendo a
velocidade de S’ vista por S, assim S’ verd S com velocidade v = —u,7'. Fato este que pode ser visto
da seguinte maneira, tomando o sistema de coordenadas de S’, o referencial S se move da seguinte
maneira

da’ dx't Uy

W = —/Ux ou dxlo = —? = —61, (3.1.29)
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Em vista disso, para ', S se movera com a rela¢do
da'' = —B,dx"°. (3.1.30)
J4 S, se observard como nao possuindo deslocamento em x, portanto
dz' = 0. (3.1.31)

Assim, tomando as formas quadréticas ds? e ds’?, com ambos visando observar a variacio do estado
de S no tempo, teremos:
ds®> = —(dz°)* + (dx')? = —(dx")?, (3.1.32a)

ds”? = —(d2’)? + (d2'")? = —(d2”)? + B2(d2")* = —(1 — 82)(da")>. (3.1.32b)

Utilizando do fato de que ds? é um escalar e assim dever4 ser um invariante por mudanca de coordena-
das. Obtém-se a igualdade
daz'"® = ~vda°. (3.1.33)

Este resultado fornece um dado importante. Como v > 1, o fator de Lorentz fard com que a medida
de tempo no referencial S’ seja superior ou igual a medida de tempo realizada pelo referencial S,
significando que a passagem de tempo em S serd reduzida tanto quanto maior for a velocidade do

referencial S com relagédo S'.

O detalhe da construgido desse resultado foi o fato de que quem observou o movimento foi S’ e a
informacéo da observag¢do da movimentagéo de S com relagdo a S’ foi introduzida através de (3.1.29).
Caso a mesma andlise fosse feita, usando agora que dx! / dz" = B, como sendo a velocidade de S’
vista por S, o resultado seria agora que dz° = ydz™®. Tudo depende de qual referencial é usado para

observar o movimento do outro.

Mas para que deixe de existir esta ambiguidade relativa a qual referencial deve-se tomar como estando
em repouso, basta tomar que para haver uma comparagao entre as medidas de tempo realizadas por
cada referencial individualmente, os referenciais precisardo se reencontrar, mas para que isto ocorra,
pelo menos um desses terd de sofrer uma acelerag@o para que retorne ao encontro do referencial. Desta
maneira, quebra-se a simetria existente, e passa-se a ser possivel tomar uma escolha sobre qual serd o

referencial dito inercial.

3.1.3 Contracao do Espaco

A andlise deste fendmeno € semelhante a anterior. Para obter o resultado da dilatagdo do tempo
foi utilizado o artificio de manter S na mesma posi¢ao do inicio ao fim da medi¢ao do tempo e aqui
a no¢ao serd a mesma. Porém nesta etapa o objetivo é comparar medidas de comprimentos usando

medicdes de tempo.
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Para tal, S’ se movera com velocidade v = v, com relagdo a S e carregard consigo uma barra
repousada sobre o eixo i/. Ambos os observadores, S e §’, irdo medir o intervalo de tempo que levara

para que a barra passe completamente pela origem de S.

Assim, do ponto de vista de S, a extremidade da barra ird se encontrar na origem de S no instante
inicial t; = 0, e o fim da barra estard na origem no instante final {; = ¢, assim o intervalo de tempo
total para a passagem da barra serd At = ¢ e portanto o comprimento da barra, medida por S, serd dada
por Azt = vAt = ovt.

Do ponto de vista de S’, a situagdo prosseguird de modo andlogo. Quando a extremidade inicial da
barra passar sobre a origem de S, comegara a contar um crondmetro em S’, de tal forma que o0 mesmo
serd parado no instante em que a extremidade final da barra passar pela origem de S. Assim S’ medira
um intervalo de tempo igual a At’ associado a passagem da barra pela origem de S, deste modo o

comprimento da barra serd dado por Azl = v At

Tomando agora a equagdo que codifica o fendmeno da dilatagdo do tempo, (3.1.33). A substituigio

dos tempos aqui obtidos por S e S’ resultard em

/1:1

Az —Azt, (3.1.34)

Y

ou na forma diferencial: .
da't = =dz'. (3.1.35)

g

Como ~ > 1, esse resultado exprime que do ponto de vista de S’ objetos que acompanhem S terdo seus

comprimentos reduzidos.

3.1.4 Soma de Velocidades

A soma de velocidades talvez seja a propriedade mais importante a se analisar, porque justamente
oque motivou o desenvolvimento de um novo conjunto de transformagdes que mantivesse a velocidade
da luz como um invariante foi de fato a incongrué€ncia entre esse novo conceito e a soma de velocidades
galileana. Além de que apds obtidas novas leis de transformacao entre referenciais, somente a partir de

uma expressdo de soma de velocidades se tornard possivel construir uma teoria cinematica.

Assim, novamente serd usado o mesmo estratagema. Tome dois referenciais S e S’ de tal forma
que S’ terd uma velocidade, ¥ = v,1, relativa a S. Neste cendrio, suponha a existéncia de uma particula
P com velocidade, V = V1 + V, 5 + V,k, com respeito a S. Deste modo, a pergunta natural é: qual

yJ

serd a velocidade de P com respeito a S’?

Do ponto de vista de S, P possuird uma velocidade V. Analisando primeiro a componente x,
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assim na forma diferencial, tem-se

dz't V! da"
V=T ou f= (3.1.36)

Observando agora esta expressdo do ponto de limite de funcdes

dx’l ) A.I'/l
w2t Ag G137
A substituigdo das transformagdes de Lorentz obtidas em (3.1.23) resulta em
d /1 A 1 _ A 0
N (3.1.38)

dz®  Az050 Az0 — BAZY’

fazendo ressalvas para um ponto importante: houve uma mudanga no pardmetro da operacao de limite,
mas isto s6 € possivel pois a convergéncia Az’ — 0 implica em Ax® — 0. Este resultado pode ser
obtido através da observagdo de que a velocidade V, ja é conhecida, e seu valor € V, = cAz!/Ax®.
Concomitantemente, ao tomar a transformacao de Lorentz para a componente Ax”, e introduzindo
que Azt = Az°V, /¢, obtém-se

Ve

Ax® = 9(Ar = BATY) = o(Ax0 = FZ) = 91— BHAL. (3139)

AzOV,
c
Esta relacdo fornece que Az e Az se relacionam de maneira afim. Esta relagio seria invalidada
caso o coeficiente (1 — V,./c) se anule ou venha a divergir. Para que se anule, V, teria de assumir
o valor de ¢/3 = ¢*/v, sendo assim mais rapido que a luz, mas isto ndo é possivel. J4 para o vaso
de (1 — BV, /c) divergir, seria necessario que V. divergisse, o que também é uma impossibilidade.

Consequentemente, Az"® — 0 implica em Az® — 0.

Prosseguindo, a fatoragdo de (3.1.38) resulta em

n 1 0_
R e 140
Finalmente, aplicando o limite e introduzindo (3.1.36)
/ n _ _
Gt en L
Portanto Vo
V, = #‘Q/C (3.1.42)

Aplicando o raciocinio andlogo € possivel obter as demais componentes y e z. Por tanto, tem-se, ao

avaliar a componente V,,, o seguinte

Vi, dx” . Ax”? , Ax? Ax?/Az°
im —— = lim
Ax0—0 Az Az0—0 Y(Az® — SAz!)

—Ai:lggo v(1 — Az /Ax0)’

c dx'0

(3.1.43)
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dessa maneira

v
Vie —2% 3.1.44
T A LA
Os exatos mesmos cdlculos levam ao cdlculo da componente 2
V.
V! (3.1.45)

T AoV /)

Destes resultados € possivel perceber que, apesar de o movimento relativo entre os referenciais ser
dado no eixo z, todas as componentes do vetor velocidade serdo transformadas pelo fato de que todas

dependem da transformac@o da transformacio de Lorentz do fator da°.

3.1.5 O grupo de Lorentz O(1,3) e o grupo SO(1,3)

Estudar o conjunto de transformagdes, previamente obtidos, do ponto de vista da teoria de grupos é
uma outra andlise bastante frutifera que pode ser feita. Portanto o primeiro passo desta investigacdo se
da em buscar comprovar que o conjunto das transformagdes de Lorentz dotado do produto matricial

efetivamente forma um grupo. Assim deve-se demonstrar que para essas transformagdes valem as

propriedades descritas pelas equagdes (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) e (2.1.4).

1. O conjunto das transformagdes de Lorentz é fechado:

Para demonstrar isso, deve-se tomar duas transformacdes de Lorentz sucessivas e demonstrar que o
resultado desta composicao € também uma transformacgdo de Lorentz. Assim tome trés referenciais S,

S’ e S”. De tal forma que S e S’ estdo conectados por uma transformacéo dada por:

2" = (2 — Bat), (3.1.46a)
2"t = (2t — pa?), (3.1.46b)
7% = 2% (3.1.46¢)
7" = 23 (3.1.46d)

Ja S’ e S” estdo conectados por transformagdes dadas por:

20— ’)//(ZE/O - B/xll)a (3.1.47a)

o - ’y/(ZE,l _ /:LJO)’ (3.1.47b)

"% =z, (3.1.47¢)
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2" =, (3.1.47d)

Ao compor as transformagdes (3.1.47) com as transformagdes (3.1.46) € possivel obter

LUHO _ 7/7<1 +6/6> [.CL’O . 1,5:_—;/%1,1] _ ’)///<l’/0 . ﬁ//xll), (3.1.482)
2" = ’7,7(1 +ﬁ/6) [Il _ 1,61;/%1,0] _ N(xll _ B//J/O)’ (3.1.48b)
" =z = 12, (3.1.48¢)
1" =2 =2 (3.1.484)

Ap6s as identificacoes de 7' = v'v(1+ 3'B) e " = (5 + 5) /(1 + '), as equagdes (3.1.48)) revelam
que a composicao destas transformacgdes € também uma transformacao de Lorentz, portanto vale a

propriedade de fechamento.
2. A composic¢do das transformagdes de Lorentz € associativa:

Para a demonstracdo dessa propriedade, a logica se d4 através da argumentacdo de que a computagdo
de transformacdes de Lorentz se da pelo produto matricial, mas como o produto matricial € associativo,
tem-se entdo que a composicao transformagdes de Lorentz também serd. Assim para transformacgdes

de Lorentz Ay, Ay e A3, ocorre que
(AlAg)Ag - Al (A2A3> (3149)

De um ponto de vista fisico, a mesma afericao poderia ser feita, ao levar em conta que nenhuma
mudanca na descricdo dos eventos da cinematica parece ocorrer ao mudar a ordem de apreciacao das

transformacoes.
3. Existe no conjunto das transformagdes de Lorentz o elemento neutro:

A transformacgdo de Lorentz que relaciona um referencial S a si mesmo terd o parametro 5 = 0 e
consequentemente a matriz que a desempenha € a identidade, desta forma comprova a existéncia do do

elemento neutro no conjunto das transformagdes de Lorentz.
4. Para toda transformacao de Lorentz existird uma inversa:

D4 anélise feita em (3.1.10), vem a tona o fato de que matrizes as quais efetuam transformagdes
de Lorentz devem satisfazer A’ A = 7, e portanto tem seu determinante sendo +1 ou —1. Pelo
estudo da dlgebra linear € possivel obter que matrizes inversiveis, ou ndo singulares, sdo aquelas cujo

determinante é diferente de zero. Demonstrando assim a existéncia de que para cada transformacao de
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Lorentz havera uma inversa.

De maneira explicita, é possivel obter A~! em funcdo de A, basta observar que dada a existéncia

de A~! se torna possivel o produto desta a esquerda de AT A = 7, obtendo entdo

A=A~ (3.1.50)
em seguida, tomando-se o produto a direita por 7, segue-se que

At =nATy. (3.1.51)

Os estudos realizados até agora foram centrados em encontrar transformagdes que envolvessem as
coordenadas temporais e espaciais em simultdneo e que preservassem a forma quadratica (3.1.3). Mas
um fato € o de que além destas transformacdes também existem outras transformacdes que preservam
(3.1.3). Naturalmente rotagdes ndo influenciam na componente temporal e como ji é sabido elas
preservam o médulo de vetores, portanto deverdo preservar também (3.1.3). Assim as matrizes que

desempenham rotagdes ao redor dos eixos Z, § e Z sdo:

1

0 _ , (3.1.52a)
0 0 cos(f;) —sin(6;)
0 (

01) cos(6y)

1 0 0 0
0 in(6
B, — 0 cos(f) 0 sin(6y) , (3.1.52b)
0 0 L 0
|0 —sin(fz) 0 cos(fs)]

1 0 0
0 cos(f3) —sin(fs)
0 sin(f3) cos(6s)
0 0 0

Rs = (3.1.52¢)

_ o O O

Finalizada a busca por transformagdes continuas que preservem (3.1.3)), dd-se origem agora uma busca
por informagdes acerca da conectividade do grupo de Lorentz. Assim, analisando uma caracteristica
importante dos elementos do grupo de Lorentz: seus determinantes podem ser =1 . Deste fato se
obtém que deve haver uma simetria discreta que leve uma transformagao de determinante 1 a -1.
Caso contrario, haveria uma forma de levar continuamente o determinante de 1 a -1, o que faria o
determinante em algum instante se anular. Assim esta matriz ndo devera possuir inversa e assim nao

pertence ao grupo. Assim surgirdo trés transformacdes que efetuardo papeis de reflexdo de eixos do
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espago-tempo, sdo elas: reversdo temporal, paridade e sua composi¢ao

—1.0 0 0 10 0 0 ~1.0 0 0
100 0-1 0 0 0-10 0

T — P = , TP = . (3.1.53)
010 0010 0 0-1 0
00 1 00 0-1 0 0 0-1

O conjunto formado pelas rotacdes, transformacgdes de Lorentz e reflexdes dotado do produto matricial
forma um grupo, de nome grupo ortogonal em 143 dimensdes, ou apenas O(1,3). Este € um grupo de
Lie, pois seus elementos sao descritos por um conjunto de parametros continuos, € as componentes
de suas matrizes sao func¢des diferencidveis. Mas, apesar de ser um grupo de Lie, nem todos os seus
elementos podem ser escritos como desvios continuos do elemento identidade, ocorrendo assim um
impedimento na execucao da teoria elaborada na secdo anterior. Este fato motiva a definicao de um
novo grupo relacionado a O(1,3). Este novo grupo serd semelhante a O(1,3), mas este permitird a
obtencdo de geradores e suas dlgebras de Lie. O grupo que surge dessa busca chama-se SO(1,3),
também chamado de grupo de Lorentz ortécrono préprio. Seus elementos s@o as transformacoes de
O(1,3), A, que possuem simultaneamente a entrada A% > 1 edet(A) = 1. Ja para SO(1,3) a situagdo é
distinta, todos os seus elementos podem ser totalmente descritos por desvios continuos da identidade
assim um estudo do ponto de vista da teoria dos grupos de Lie conexos pode ser realizado. Dito isso, o
uso da expansao dada em fornecerd as bases para o reconhecimento de seus geradores. Assim,

ao tomar a expansao da matriz que efetua uma rotagao ao redor de Z, se obtém:

Rs3(05) = 1+ i05J5 + ... (3.1.54)
Na forma matricial obtém-se
1 0 0 0 1 000 00 0 O
0 0 in(f;) 0 01 00 0 0 —2 0
CO_S( 3) sin(f3) 0| _ 40, Ty (3.1.55)
0 — sin(f3) cos(f3) 0O 0010 0 ¢ 0 0
0 0 0 1 0 0 01 00 0 O

Obtido assim o primeiro gerador de transformacdes de rotacdo, J;. A replicagdo do mesmo processo

nas demais transformacdes do grupo SO(1,3) leva a obtencdo dos demais geradores de rotacdes e
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transformacoes de Lorentz:

0 i 00 00 i 0 00 0 i
0 0 0 0000 0000

K= Ky — Ky — , (3.1.56)
0000 i 000 0000
0000 0000 i 000
[0 0 0 0] (0 0 0 0] 0 0 0 0
000 0 00 0 0 0—i 0

J, = |, g = o= o (3.1.57)
00 0—i 00 0 0i 00
00 i 0] 0—i 0 0] 000 0

De posse destes objetos torna-se possivel obter relacdes que serdo de grande importancia no desen-
volvimento deste trabalho. Como obtido em (2.3.30), do calculo direto dos comutadores envolvendo
os presentes geradores € possivel obter relagdes as quais recebem o nome de dlgebra de Lie do grupo

de Lorentz:
[ i, Jj] = i€ijidr, (3.1.58a)
[ Ji, K] = i€ K, (3.1.58b)
(K, K] =—iein . (3.1.58¢)

A importancia da obtengdo da dlgebra de Lie dos geradores se pronuncia ao passo que torna-se
necessario identificar formas de introduzir em novos espagos simetrias ja conhecidas de outros. De tal
forma que ao obter operadores que perfacam transformagdes lineares em outros espagos, caso seja
possivel garantir que estes irdo satisfazer a dlgebra de Lie da simetria desejada, tem-se que assim foi

obtida uma nova representacao da atuacdo desta simetria.

3.1.6 O grupo de Poincaré

Até este ponto muito se foi estudado acerca das transformagdes de Lorentz, porém estas ndo
sd0 as unicas isometrias existentes para o espaco de Minkowski. Também devem ser inclusas as
transformacgdes de translacao nas andlises. Da introducdo de translagdes surge o estudo do chamado
grupo de Poincaré, ou grupo de Lorentz inomogéneo. Uma transformacgdo desse grupo se da pela
juncdo da atuacdo de uma transformacio de Lorentz A e em sequéncia translada-se o vetor resultante
por um outro quadri-vetor cujas componentes servirdo de parametros de translacdo. Assim uma

transformacdo geral deste tipo, que una dois observadores S e §’, serd dada pela seguinte relagdo
X' =AX +a=P(Aa)X. (3.1.59)

Para demonstrar que de fato este serd um grupo, novamente serd necessario demonstrar que esse
satisfaz as quatro propriedades de um grupo descritas pelas equagdes (2.1.1), (2.1.2)), (2.1.3) e (2.1.4).
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1. O conjunto das transformacgdes de Poincaré é fechado:

Para esta demonstragdo deve-se tomar duas transformagdes, uma que una os referenciais S e S’ e outra

que una S’ com S”. As quais sdo dadas por

X’:A1X+a1 EP(Al,al)X, (31603)

X”: AQX/+ Ao = P(AQ, GQ)X/, (3160b)

assim a composi¢ao destas serd dada por:
X// = AQ [AlX + (11] + a9 = P(AgAl, A2a1 + (LQ)X = P(Ag, Clg)X. (3161)

Através das identificacdes A3 = Ay A e ag = Asa; + ay foi possivel perceber que sim, a composi¢ao

dessas duas transformagdes resulta em uma transformacao também pertencente ao conjunto das trans-

formacdes de Poincaré.

2. A composicao das transformagdes de Poincaré € associativa:

Para esta etapa, deve-se demonstrar que para trés transformagdes de Poincaré P(Aq, a1), P(Ay, az) e
P(A3, a3) valera:

(P(A1,a1)P(A2,a2)) P(As, a3) = P(Ay, a1) (P(A2, a2) P(A3, a3)). (3.1.62)

Para esta realizar esta tarefa a maneira mais simples € pela computacio individual de ambos os lados
da equagdo, e, ao desenvolver ambos, buscar chegar a um mesmo resultado. Assim. computando o

termo entre paréntesis do lado esquerdo de (3.1.62), se obtém
P(Al, al)P(AQ, CLQ) = P(AlAQ, Alag + Cll) = P(A/, CL/), (3163)

as identificagdes: A’ = A1 A;, @’ = Ajas + aq visam facilitar a proxima etapa que serd realizar entdo o

produto a direita por P(As, a3) que resulta em
P(N,d")P(Az,a3) = P(NAs, Naz + a') = P(A{AsAz, Ay Asaz + Ajas + a3). (3.1.64)
Fazendo entdo o desenvolvimento do termo entre paréntesis do lado direito de (3.1.62):
P(Ag,a2)P(A3, a3) = P(AsAs3, Asaz + az) = P(A",d"). (3.1.65)

Novamente, identificar A” = AyA3 e a” = Asaz + as, visa facilitar a substitui¢do no préximo passo.

Tomando o produto da esquerda por P(A;, a;) que provém

P(Al, Cll)P(A”, CLH) = P(AlA”, Ala” + al) = P<A1A2A3, A1A2a3 + A1a2 + Cll). (3166)
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Confrontando os resultados, percebe-se que os lados direitos das equagdes (3.1.64) e (3.1.66) sao

iguais, logo via transitividade a igualdade (3.1.62)) € confirmada.

3. Existe no conjunto das transformacdes de Poincaré o elemento neutro:

O elemento neutro é dado pela transformacéo P(1,0), pois ja foi obtido que 1 pertence ao conjunto

das transformacdes de Lorentz e é sempre possivel realizar uma translagdo por um vetor nulo.

4. Para toda transformacao de Poincaré existird uma inversa:

Para esta andlise, a investigacdo deverd ser pautada na seguinte no¢ao: dada uma transformacao

P(A1,a1), P(As, as) serd sua inversa caso venha a obedecer que
P(Al, a1>P<A2, 0,2) = P(]l, O) (3167)
Das identificacdes obtidas em (3.1.61)), pode-se observar que isto ocorrerd caso satisfagam:

A1A2 = ]l, (31683)

Ajas +a; =0. (3.1.68b)

Fato que pode ser obtido através das relacdes

A2 = (A1>71 (31693)

as = —(A1)tay. (3.1.69b)

Consequentemente, para todo P(Ay, ay), existird P((A;)~", — (A1) 'ay) tal que a composigdo destas
resulte no elemento neutro. Deste modo foi comprovado que efetivamente as transformagdes de

Poincaré constituem um grupo.

3.2 RELATIVIDADE MUITO ESPECIAL

3.2.1 Introducao a VSR e aos grupos SIM(2) e HOM(2)

A Relatividade muito especial, VSR, € uma teoria que visa estudar a cinemadtica gerada por
subgrupos do grupo de Lorentz que possuem a seguinte propriedade: nestes ndo deve estar contida a
simetria de paridade. Deste modo apenas quatro sdo os subgrupos que se encaixam nesta requisicao.
Mas antes de os enunciar, devem-se primeiro ser apresentadas duas matrizes que serdo fundamentais.

Sao elas

Ty = Ky + Ja, (3.2.12)
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Ty = Ky — Ji. (3.2.1b)
Que em forma matricial s@o descritas por
0 2 00 00 ¢« 0
7 0 ¢ 00 00
T, = , Ty = 3.2.2a
oo ool T |io0 o0 G229
00— 00 00— 0

Doravante, os quatro subgrupos que fazem parte da VSR sao:

Tabela 1 — Grupos da VSR e seus Geradores.

T(2) 11,15

E(2) T17 T27 JS

HOMQ®) 1Ti,T5, K3

SIM(2) 1,1 Ks, J3
Fonte: (Cohen e Glashow| (2006)

Tabela 2 — Algebra dos Geradores dos grupos da VSR.

17, T3] = 0 [Th, K3 = iTh [T1, J3] —i15
[J37K3] = 0 [T27K3] = ZTZ [T27']3] = ZTl

Fonte: |Ahluwalia e Horvath| (2010)

Apesar de satisfazerem o requerimento de ndo incluir paridade, as transformagdes pertencentes aos
primeiros dois grupos ndo mantém (3.1.3)) invariante, ou seja, a velocidade da luz ndo é covariante pela
acao destas transformacoes. J4 para HOM(2) e SIM(2) a situacdo muda de figura, estes grupos nao
sO preservam a invariancia de ¢, mas também permitem a constru¢do de fatores semelhantes aos da
relatividade restrita, como uma lei de soma de velocidades e a possibilidade de emular os fendmenos

da dilata¢do do tempo e contragcdo do espaco.

Para encontrar como devem ser matrizes que desempenham as transformacdes da VSR, basta tomar

a exponenciacdo dos geradores que resultard nas seguintes matrizes

1+¢

ol

) (3.2.32)

M

8]

«
o 1
0 0
5 «Q
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Pz — , (3.2.3b)

o O = O

[ cosh¢ 0 0 —sinh ¢

. 0 10 0

s — , (3.2.3¢)
0 01 0

—sinh¢ 0 0 cosh¢

1 0 0
Jitds _ 0 cos(f) sin(
0 —sin(f) cos(

0 0 0

(3.2.3d)

>
~—
= o O O

Destas matrizes, apenas as trés primeiras realizam transformacdes que perfazem um papel semelhante
ao das transformagdes de Lorentz, haja vista que diferentemente da quarta matriz (rotagdo em torno de
2) as demais possuem componentes ndo nulas nas linhas e colunas referentes a componente temporal.

Assim para T(2) e E(2) uma matriz que desempenha uma transformacao tipo-Lorentz € dada por:

1+ 3(®+ 8% a B —3(a®+ %)
B = ¢oTi T2 — g é (1) _g (3.2.4)
1@+8%)  a B 1+3(a*+p5?)

Mas essa ndo preserva a invariancia da velocidade da luz. De fato, isso ocorre pois a igualdade
BTnB = 1 nio se mantém. Assim ja se torna possivel descartar T(2) e E(2) como possiveis grupos

que déem origem a uma cinemadtica com viabilidade fisica.

Ja para HOM(2) e SIM(2), ao analisar uma transformacao andloga a Lorentz dada por

Aysp = e TPl gioKs, (3.2.5)

que na forma matricial fica:

5@ +e?(1+(*+p%) a B 3@ —e?(1+(a®+67))
ae™? 1 0 —qe~?
Avsr = B 01 gt : (3.2.6)
(e —e?(1—(a?+5%)) a B 3(e?+e?(1—(a?+ 7))

esta sim preserva AL ¢xnAysr = 1), assim a invariancia de ¢ é mantida. Um detalhe que vale salientar
€ o de que efetivamente as transformacgdes andlogas aos boosts para a VSR sdo as mesmas para ambos

os grupos SIM(2) e HOM(2), pois esses s6 diferem no que tange rotagdes em torno de Z.
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A transformacdo inversa a Ay g € dada pela expressao
Aygp=e"""se 2 emi0Tn, (3.2.7)
que por computacao direta fornece:

oe? + e (14 (a? + 5%)) —ae™ =7 —e?+e 0 (1= (a? + 5)))
I —Q 1 0 «o
Avsr = _3 0 1 3 . (3.2.8)

Yoe? e {1+ (a2 + F7))—ae 0= e Yef + (1= (07 + 57)))

Para obter quais valores que os indices «, 3 e ¢ tomardo, basta tomar uma atuagdo direta destes.
Suponha a situagdo de uma transformacao que transforme um quadri-vetor de momentum p de um
referencial S para um referencial S’, onde este momentum sera descrito por um outro quadri-vetor p'.
Ou seja

P = Ayvsrp. (3.2.9)

Ao supor que os referenciais S e S° diferem por uma velocidade arbitraria, a transformagdo sera

também arbitrdria, de tal forma que ocorrera:

POl |3 e+ (@ +8%) a B gef —e?(1+ (0> + 7)) | |p°

! —® 10 —ae? L
P l= e e b (3.2.10)

p? Be? 0 1 —Be? P2

PPl [ —e (1= (a®+5%) a B (e +e?(1l—(a®+5%))] |P°

Que culmina nas seguintes equagdes:

PO =5(ef + e (1+a® + )’ +ap' + Bp* +3(e?—e P (1+ 0’ + B2)p',  (32lla)
Pt =ae %P’ +p' — ae %P, (3.2.11b)
p? = Be ?p" + p* + —Be PP, (3.2.11¢)
PP =3(”—e?(1—a? = )p° + ap' + p* +5(e” + e (1 — ® — 5%))p°. (3.2.11d)

O parametro ¢ € obtido através da subtragcdo da equacido (3.2.11a)) pela (3.2.11d), j4 os parametros o e
£ podem ser obtidos através da substitui¢do de ¢ nas equagdes (3.2.11b) e (3.2.11c)). Ao seguir estes

passos € possivel obter:
/1 1

p —p

o= ———->—
/0 /37
p =D

(3.2.12a)
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/2 2

p-—p
0 3
p-—p

Existe um caso em particular de uma transformacgao que serd importante no decorrer da construcao.
Esta transformagdo leva um quadri-momentum em repouso k = (mc, 0,0, 0) em um quadri-momentum

genérico, através de p = L(p)k. Os parAmetros para este caso se tornam:

p
o = W, (32133)
/2
[ (3.2.13b)
p-—p
mc

P p*  m*e = p’(’ —p)]
me p°—p3 p0—p? me(p® — p?)
pt pt
£ 1 0 2
L(p) = | mg mg . 3.2.14
(p) & fé ( )
£ 0 1 £
mcC C
P 2 mie =P )
L me p°—p> p0—p? me(p® —p?)

Uma outra possivel descricdo desta transformacdo pode ser obtida ao utilizar velocidades para
compor a matriz, € ndo mais o do quadri-momentum. Para efetuar essa transi¢do, basta tomar

p = Yom(c, vy, vy, v, ). Portanto, a nova descrigdo serd dada por:

5 ﬁm 6y 11— 712;(1 - 62) 1
! 1_62 1_62 Wv(l_ﬁz)
YoBa 1 0 —Yo e
L(v) = : 3.2.15
<U) ’Yvﬁy 0 1 _W/vﬁy ( )
Ba: 63/ 1 - ’7352(1 - Bz)

_%}BZ 1- ﬁz I Bz '71)(1 - ﬁz)

3.2.2 Dilatacao do Tempo, Contracao do Espaco e Soma de Velocidades

Suponha dois referenciais S e S’ conectados por uma transformagao L(v). Assim o quadri-vetor
posicdo um objeto que se move junto a S serd descrito apenas por sua componente temporal, mas ao

ser descrito por S’ este ponto seré descrito por 2’ = L(v)z. Portanto a componente z'° sera dada por:

2" = ~yaP. (3.2.16)
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Encontrando assim a expressao de dilatacdo do tempo, que curiosamente € idéntica ao caso usual.

Jano que diz respeito a contrag@o do espaco, a investigacao se daré da seguinte forma: tomando dois
referenciais S e S’, com S’ se movendo com velocidade ¥ = v,i com relagdo a S. Junto ao referencial
S’ estard uma barra apoiada sobre 0 €ixo x, para S’ a barra possui comprimento [’ = Ax'! = x’fl -z’
Assim uma medida do comprimento da barra efetuado por S serd da forma [ = Ax! = JJ} — 2!, de tal
forma que o intervalo de tempo entre a medida da posicdo das extremidades da barra seja nulo, ou seja

Az? = 0. Assim, da transformag@o (3.2.15)), com a simplificacdo 3, = 3, = 0, se obtém as seguinte

equacoes:
Azt = Azt — 4B, AP, (3.2.17a)
Az = Aa?, (3.2.17b)
Az = B, Azt + Ax? /. (3.2.17¢)

Como, para S’, o prolongamento da barra se d4 apenas em 7, ocorre que Az"3 = Ax’? = (. Portanto,

resolvendo o sistema de equagdes, encontra-se

Ax/l

1 _
Az = -

(3.2.18)

Passando a busca de uma relagdo de soma de velocidades, um olhar atento sobre as equagdes (3.1.48)
revela que da composicao de duas transformacdes de Lorentz usuais obtém-se uma terceira transforma-
¢éo cujo parametro 3" é reconhecido a partir de um termo que exatamente o obtido na deducéo de soma
de velocidades. A mesma logica também aqui serd empregada, da composi¢ao de duas transformacgdes
de SIM(2) sera obtida uma terceira, cujo parametro de transformacao fornecerd a expressao de soma
de velocidades no cendrio da relatividade muito especial. Assim tomando trés referenciais S, S’ e S”
de tal forma que S serd tomado como estando em repouso, assim S’ esta relacionado ao referencial S
por uma transformacdo da forma L(v). J4 S” estard conectado a S’ por uma transformagio geral do

tipo (3.2.6), cujos pardmetros de transformagao seréo:

/
1 YUy = Yolg

3.2.19
R G215
/ J—
g = 1 Tl (3.2.19b)
’Yv’(c - U,/z)
¢/ —In |:7v<C — Uij) 1 : (3.2.190)
’Yv’(c - US)

estes parametros diferem dos encontrados em (3.2.12)) pelas substitui¢des dadas por p = v, m(c, vy, vy, ;)
e p’ = yum(c, v, v,,v.). Comisso a transformagio dada pela combinagdo Ay sz L(v) resulta em uma

transformacdo que relaciona S a S”. Mas como S foi tomado com sendo um referencial em repouso,
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ocorre que S” podera ser conectado a S também por uma transformagao da forma L(v”). Desde modo,
ao efetuar o produto destas transformacdes e realizar as identificacOes entre as entradas da primeira

coluna de L(v") com a primeira coluna de Ay sgL(v), se torna possivel encontrar:

Yor [yo (Ve + vy0))) + (vz — 1) (V] = )72 + v
fYU(ULE - 1)

N = : (3.2.20a)

o = _,}/’U(’UZ - 1)[U/x — ’vax(v'; _ 1)] (3.2.20b)
T e+ 0y 73— (L= ) h

v = _f)/v(vz - 1)[U7:l - ’yvvy(U; _ 1>] (3 2 ZOC)
Yy (vevg +ugvy) 92 (v = 1)(v) = 1) + 0L B
T ) v ? -

o _ YOy = vyvy) + y5vs(v: = (] — 1) + 0] 3.2.20d
o = : : v - (3.2.20d)
Yo(V20, +vyvy) + 2 (v, — 1)(v], — 1) + v,

3.2.3 Os grupos ISIM(2) e IHOM(2)

Da introducdo de transformacdes de transla¢do espaco-temporais no contexto do grupo de Lorentz
surge o estudo do grupo de Lorentz inomogéneo, ou grupo de Poincaré. E assim como Poincaré
estd para Lorentz, vdo haver também grupos inomogéneos no contexto da VSR. A discussao até
aqui feita se restringiu a parte homogénea das transformagdes, porém translacdes podem também ser
atuadas em simultdneo com transformacodes de SIM(2) e HOM(2), formando assim dois conjuntos de
transformacdes que serdao chamados de SIM(2) e HOM(2) inomogéneos, ou simplesmente ISIM(2)
e IJHOM(2). Estes grupos possuem uma func¢do analoga ao grupo de Poincaré de tal forma que a
demonstracdo de que ISIM(2) e IHOM(2) sao efetivamente grupos € idéntica a o que foi feito para

Poincaré.



44

4 MECANICA QUANTICA

O outro pilar para a constru¢do de uma teoria quantica de campos € mecanica quantica. Assim
sendo, este capitulo serd dedicado a fornecer os fundamentos necessarios para o prosseguimento. De
tal modo que um devido aprofundamento mais rebuscado pode ser obtido em Sakurai e Napolitano
(2020)

Assim, trés sao os postulados da teoria quantica que se destacam quanto a relevancia no desenvolver

do presente trabalho.

1. Todo estado quantico é completamente descrito por um raio. Onde raio é um conjunto funcoes
de onda pertencentes a um espago de Hilbert, conjunto este no qual seus elementos diferem

apenas por uma fase.

2. A todo observavel cldssico corresponderd um operador que atua no espaco de Hilbert, o qual

serd linear, ou anti-linear, e hermitiano.

3. Toda medida fisica assumird um dos valores pertencentes ao espectro de um operador que atua
no espago e o valor esperado de uma medida desse observdvel, para um estado normalizado,
serd dada pelo produto interno do estado com o resultante do produto do operador atuando

sobre o estado inicialmente tratado.

4.1 ESTADOS, O ESPACO DE HILBERT E O PRODUTO INTERNO

Desde o principio dos postulados, a no¢ao de espaco de Hilbert tem sido necesséaria, assim:

Espaco de Hilbert é um espago vetorial que além de possuir um produto interno também possui
a propriedade de que toda sequéncia de Cauchy converge para algum elemento do proprio espaco

vetorial. A essa propriedade de convergéncia é dado o nome de completeza.

Tomando o Espaco de Hilbert como plano de fundo, serd possivel definir mais alguns elementos da
teoria, comec¢ando pela nocao de estado. Um estado fisico € um vetor deste espaco. O corpo deste
espaco vetorial € o corpo dos complexos. A razao disto € a de que propriedades da matéria, como o
spin, que terd mais énfase com o prosseguir dos capitulos, ndo podem ser descritas tomando como
corpo os nimeros reais, exigindo assim da utiliza¢do de outros corpos, como complexos e quatérnions
(ponto salientado no primeiro capitulo de Sakurai e Napolitano (2020)).

Agora, por conta da mudanca de corpo, surge a necessidade de uma modificacdo em certos
conceitos como o de produto interno, no qual as propriedades de simetria e de bilinearidade sofrerdo

uma modificacdo da seguinte forma:

(0,9) = (¥, 0)", 4.1.1)
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(0,0) = (9, 0)". (4.1.2)

Onde ” %7 denota o conjugado complexo.

Esta modificacdo surge para que a norma seja um nimero real. Outro ponto que sofre uma
modificacdo, e de consequéncia imediata da mudanca anterior, € a bilinearidade, que para a entrada da

direita sera dada da forma usual:

(¢, 1 + agthy) = a1 (¢, 1) + (@, 12). (4.1.3)

Porém por conta de (4.1.1) tem-se que, para a segunda entrada, (4.1.3]) serd da forma:

(Bid1 + Bag, V) = Bi(d1,v) + B5(d2,v). 4.1.4)

Jd a nogado de norma positiva e nao degenerada se mantém, sendo (1), 7)) > O parat # 0e (¢,¢) =0

para ¢ = 0.

4.2 OPERADORES EM MECANICA QUANTICA

Operadores desempenham papel fundamental na mecanica quantica, pois, como evidenciado nos
postulados, observdveis fisicos, ou seja, grandezas mensurdveis experimentalmente, estdo atreladas a
existéncia de operadores que fornecem em seu espectro todos os possiveis valores a serem medidos em

experimentoﬂ Assim sendo, estes operadores precisam satisfazer alguns requisitos:
* Seu espectro tem de conter todos os possiveis valores mensurdveis experimentalmente;
* Medidas fisicas tém de ser descritas por nimeros reais.

Por conta disto seus auto-vetores (que tradicionalmente sdo chamados de auto-fun¢des em espagos
de Hilbert de dimensao infinita) fornecem uma base do espaco de Hilbert (exceto para o caso de
degenerescéncias) e também estes operadores serdo Hermitianos. Ou seja, um operador () associado a

uma medida fisica, terd a seguinte propriedade:

Q=q" 4.2.1)
pois ao se tomar dois auto-estados de @, ¥, € ¥/, obtém-se:

(¢a’a Q%) = (wa’a O”vba) = O‘(Q/)o/a ¢a)7

4.2.2)
(Q%m ¢a) = (0/%/, @Z]a) = a/*(wo/a wa)'

Ao saber que () se trata de um operador Hermitiano, tem-se que ao tomar a transformago adjunta de
@ na segunda linha de (4.2.2)) obtém-se (Qv/, o) = (Yo, Q11ba), que pela Hermiticidade retorna

1

Aqui os referidos estados sdo estados puros. Para estados mistos € necessario realizar uma extensao dos postulados.
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(QYar, Vo) = (Yo, Q). Assim a subtracdo entre as duas equagdes de (4.2.2) resultd em:

(a0 — &) (Yar, o) = 0. (4.2.3)

Duas informagdes podem ser obtidas da equacdo (4.2.3)), a primeira € a de que ao tomar v/, = ), serd
obtido:
a—at =0, 4.24)

portanto o tem de ser real.

A segunda consequéncia obtida é a de que para o # ¢/, tem-se que o produto interno (1., 1) = 0,
ou seja v, e Y, sdo ortogonais. Também € possivel mostrar, no caso de ndo haver degenerescéncias,
que seus auto-estados fornecerdo uma base para espagos de Hilbert de dimensao finita ( j4 em caso
de degenerescéncia, procura-se um outro operador, (), com as propriedades: [Q), Q'] = 0 e que ndo
possua degenerescéncias de auto-valores nos mesmos casos de (). Assim pode-se descrever um estado

qualquer como combinacao linear dos auto-estados com indices que denotem os dois auto-valores,
wa,ﬂ’ onde Q'%m = 51%,5)-
Outra propriedade fundamental € a de que:

Operadores de simetria em mecdnica qudntica sdo lineares e unitdrios ou anti-lineares e

anti-unitdrio

A razdo disto serd explorada mais a frente. Mas operares lineares e anti-lineares sdo aqueles que
obedecem a seguintes propriedades: Dado um operador (), escalares « e 3 e dois estados 1) e ¢, )

sera chamado de linear, se:

Qlay + o) = aQy + BQ9, (4.2.5)

e () sera chamado de anti-linear, se:

Qo) + o) = " QY + Q. (4.2.6)

Ja os operadores U e U’ sdo ditos unitarios e anti-unitarios, respectivamente, em caso de ocorrer:

(U, Us) = (¢, ), (4.2.7)

U, U'd) = (1, 9)". (4.2.8)
Da defini¢io de operador unitario é possivel obter que U = U™, pois a igualdade (4.2.7), dotada da

nog¢do de adjunta, implica em:

(U, Ug) = (0, UU¢) = (¢,16) = (¢, ), (4.2.9)

2 Esta propriedade é demonstrada no chamado Teorema de Wigner de representacdes de simetria em mecanica quantica.
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5 ALGEBRAS QUANTICAS

O decorrer desta secdo se baseia de maneira bem enfatica nos trabalhos do professor Steven
Weinberg que culminaram em Weinberg| (1995) e no trabalho em um artigo bastante elucidativo do
professor Lee (2016).

5.1 REPRESENTACAO DOS GRUPOS ISIM(2) E IHOM(2) EM MECANICA QUANTICA

A busca por representagdes dos grupos ISIM(2) e IHOM(2) em Mecénica Quantica significa buscar
formas de obter operadores unitdrios que satisfacam as leis de composicdo dos grupos. Mas para
que se possa utilizar da teoria dos grupos de Lie conexos, deve-se em primeiro momento reduzir as
variedades dos grupos ISIM(2) e IHOM(2) para suas partes conexa ISIM(2), e IHOM(2),. Assim,
apos concluida a representacdo desta parte, a busca por representar estes grupos se resume em buscar
representar a Unica simetria discreta pertencente a eles, completando entdo a busca. Como HOM(2) e
SIM(2) diferem apenas no que diz respeito ao gerador de rotagdes .J3, basta realizar a construcao para
ISIM(2) que IHOM(2) vird como caso particular na constru¢do. Deste modo, dadas transformacdes de
ISIM(2), P(A1,a1) e P(Ay, as) que satisfagam

P(AQ, ag)P(Al, CLl) = P(AgAl, A2a1 + (12) = P(A3, ag), (511)

os operadores que representardo estas transformagdes no espago de Hilbert, U (A1, a;) U(Ag, az), terdo
de satisfazer:
U(Ag, CLQ)U(Al, al) = U(AQAl, A2a1 + CLQ) = U(Ag, CL3). (512)

Por conta da restri¢ao a parte conexa SIM(2), x Translagdes, este serd um Grupo de Lie Conexo, assim
¢é possivel realizar a expansdo em série de Taylor para transformacdes infinitesimais. Portanto, para
uma transformacéo infinitesimal A

A—1+w, (5.1.3)

ocorrerd que a transformacdo U (A, a) serd dada por:
Ul +w,e)~ 1+ %wmﬂ” — i€, P?, (5.1.4)

com €, um conjunto de pardmetros infinitesimais de translagdes espaco-temporais. Enquanto w,,, sao
os parametros das demais transformacoes, rotacdo e transformagdes andlogas a Lorentz.

Até este ponto, esta transformacgdo tem o exato mesmo formato de uma expansdo para a repre-
sentacdo de transformacgdes infinitesimais do grupo de Poincaré no espaco de Hilbert. A forma de
se introduzir uma forma de visualizar os geradores de SIM(2) neste contexto € se utilizar de duas

relacOes entre 0s pardmetros w,,, de tal forma que a partir de J*? seja possivel obter os geradores de
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transformacoes da VSR. Assim as relacdes entre os parametros sao:

{wm = W31 (5.1.5)

Wo2 = —Wa3

de tal forma que a equagdo (5.1.4) aliada com (5.1.5) se torna:
Ul +w,e) = 1+ (w()l(JOl + I Fwoa(J%% — T?) +wesJ® +w12J12) —ie,P*, (5.1.6)

e assim identificando os geradores T} = J%' + J13, Tp, = J92 — J2 K3 = J% e J3 = J'2, e 0s

parimetros wy; = a, woe = [, Wz = ¢ € wiy = 6§ obtém-se:
Ul +w,e)=1+i (@T1 + BTy + ¢pJ% + 9J12> — i€, P". (5.1.7)
Para a obtencdo da dlgebra de Lie de ISIM(2), a seguinte estratégia pode ser usada:

Dado um operador arbitrario A e uma transformacéo infinitesimal de simetria U = 1 + i€T, o

operador transformado A’ serd escrito da seguinte maneira
A UAU, (5.1.8)
cujo desenvolvimento, retorna
UAU ™ = (1 + ieT)A(1 — ieT) = A+ ie[T, A] + O(€?). (5.1.9)
Portanto, transformacdes de simetria agindo sobre operadores implicam em transforma-los seguindo:
A A +ie[T, Al + O(2). (5.1.10)

Assim foi encontrado um caminho para obter a dlgebra de Lie de ISIM(2), . Deste modo, tomando a
conjugacdo U (A, a)U (1 + w,e)U~ (A, a) e a desenvolvendo de acordo com as leis de composi¢do de

transformacoes de ISIM(2).., chega-se na igualdade:
UA,a)U(1 +w,e)U (A, a) =U(T1 +AwA™, Ae — AwA'a), (5.1.11)

onde, a direita da equac@o, identifica-se AwA~! como um «’, parAmetro de transformacdes da parte
de SIM(2).. resultante nesta operagio e Ac — AwA~'a como o pardmetro de translacdo resultante da

composi¢ao.

Por questdao de J*” ja fornecer uma notacao adequada para os calculos a seguir, torna-se mais
pratico o desenvolvimento seguindo esta notacdo. Vale salientar que, apesar de nas préximas linhas a

notacdo de geradores de SIM(2) ndo vir a ser usada, as transformagdes A se mantém elementos do
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grupo SIM(2)., e ainda estdo empregados os vinculos (5.1.5). Dito isso, ao substituir a equacdo (5.1.4)
em (5.1.11) e atentando-se aos fatos de que (AwA™"),, = ALAJwye e (AwA™ a), = APAJw,.a”,

se obtém:
U(A,a)(1+ %wngp" —ie, PP) U (N,a) =1+ %wpg(A;AVU[J“” +2a” P*])—ie,APP". (5.1.12)
Ao antissimetrizando o termo a” P* e identificar os termos associados aos parimetros w,, € €,, obtém-se

U(A,a)PPUY(A,a) = AP P, (5.1.13a)

U(A,a)J? U (A a) = AN (J" + o’ P* — a'P"). (5.1.13b)

Tomando agoraA =1+ wea=¢

Ul+w,e)PPU TN (1 +w,e) = PP +w/P, (5.1.14a)

Ul +w,e)J U (1 4we) =J" 4wl 4w M — e P?+ PP, (5.1.14b)
Mudando agora agora o foco e aplicando conceito obtido em (5.1.10) nas equagdes (5.1.13)), tomando
T por %wWJ/“’ — €, P", 0 que resulta em:

Ul +w,e)PPU N1 +w,e) = PP +i {%wwﬂ“’ — ¢, P" PP, (5.1.152)

Ul +w,e)JU (1 +w,e)=J" +i [%wwﬂ]‘“’ —e€,P", J7 . (5.1.15b)

Igualando as equagoes (5.1.14) e (5.1.15))

z{%wwﬂ” —€,P", Pﬂ] = wfPH, (5.1.16a)

i[%wa’“’ — €, P, JPU] = wupJW + wH”Jp“ — e’ P + €7 PP, (5.1.16b)

Aqui um ponto tem de ser avaliado com cautela, para ser possivel comparar os termos que acompanham
Wpo cOM 08 que acompanham w,/, primeiro serd necessario abaixar o indice p, mas com apenas isso na
comparacdo sobrard um fator 1/2, o qual pode ser eliminado caso w, seja antissimetrizad Assim,
tomando a antissimetrizacdo e abaixamento do indice p, obtém-se

wl = %waﬁ((;o;npﬁ _ 5677&/))’ (5.1.17a)

' Valendo ressaltar que w ¢ antissimétrico, basta olhar para a equagdo (65, 4+ Wi )Mpo (6%, + wT,) = N que resulta em

Wy = —Wyp.
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w! = 1was(6%n7 — 051, (5.1.17b)

Que ao substituir em (5.1.16) e tomar & — p e § — v retorna

Z.|:%WW’JHV_ E.UPM7 Pp:| :%wlw(npllplt - UMPPV), (51183)

i |:%WMV JH — ¢, P*. Jpa] _ % Wy (NP7 THT— 0 TV 4y JPH— 1l JPV) — €, " P+ €7 PP. (5.1.18b)

Através da comparagdo de termos atrelados aos mesmos parametros em (5.1.18a)) € possivel obter os
comutadores que relacionam o operador J*” com P” e P* com P”. Analogamente, de (5.1.18b)) ¢
possivel obter os comutadores de J*” com J? e P* com J*?. Notando que o comutador de P com J

foi obtido duas vezes, apenas com indices modificados. Assim

Q[TR JPO] = Pl IR — e JVO Y TP — e P (5.1.19a)
i[PP, J™] = g Y — P PH, (5.1.19b)
i[P*, PP] = 0. (5.1.19¢)

Caso estivessem sendo analisadas as relacdes obtidas para o caso usual, estas equacdes seria chamadas
de dlgebra de Lie dos geradores do grupo de Poincaré, ou dlgebra de Lie quanticas dos geradores do
grupo de Poincaré. Estas mesmas relagdes escritas sob uma notagdo que evidencia os geradores J; e

K;, sdo elas:
i, Jj] = deijedi, [Ji, K] =t Ky, [Kj, K] = i€,

K, H] = iP;, [Ji, Pj] = i€iju Py, K, Pj] = i0i;H,

[Ji, H] = [P, H] = [H,H] =0, [Pi’Pj]:O'
Assim obtendo um resultado exatamente igual ao caso usual de Poincaré. Como esperado, pois todo A
pertencente a SIM(2),;. também € elemento do grupo de Lorentz e dada a notagdo tomada os resultados

tem de ser iguais. Porém ao se colocar de maneira explicita os vinculos de (5.1.5)) se torna possivel

obter relacdes entre os geradores 11, 15, K3 e P*, completando a dlgebra de Lie de ISIM(2), .

5.2 ESTADOS DE UMA PARTICULA

Ao iniciar a desenvolvimento das representacdes de simetrias da VSR sobre o espago de Hilbert,
vé-se logo de inicio um problema: os grupos de Lie HOM(2) e SIM(2) sdao grupos ndo compactos

portanto nao admitem a construcao de representacdes unitdrias de dimensao finita, tal qual ocorre com
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Tabela 3 — Algebra dos Geradores de ISIM(2) em uma Rep. Ordindria.

[TV, Ty] = 0 [T,Ky = i
[Jg,Kg] = 0 [TQ,Ks] = ZT2
|B,,P,] = 0 [Ty, J5] = —iT5

[T27J3] - ZTl
[lep()] = ZPl [TQ,P()] = ZPQ
[Tl,Pl] — ZP()—2P3 [TQ,Pl] - 0
[T, P] = 0 [To, Py] = iPy —1P3
[T\, P = Py [Ty, Py = iPy
(K3, By] = 1Ps [J3, By] = 0
[Kg,Pl] = 0 [Jg,Pl] = ZP2
(K3, Py = 0 [J3, Py] = —i P
(K3, P3| = 1Py [J3, Ps] = 0

Fonte: Autor

o caso Lorentz. O mesmo verifica-se para transformacdes em VSR inomogénea, e justamente pelos
mesmos motivos, os paradmetros de transformagdes de boosts sdo ndo compactos, pois para um intervalo
ser compacto ele precisa ser fechado e limitado e € sabido que todos os pontos de aderéncia no conjunto
dos parametros de boost pertencem ao conjunto, porém o conjunto € ilimitado consequentemente
€ ndo-compacto. O mesmo acontece para os parametros de translagdes espaco-temporais. Assim
sendo, o cendrio se mostra favordvel para a utilizagcdo do mesmo artificio usado na construgdo de
representacdes do grupo de Poincaré no espago de Hilbert: tomando uma possivel base dada por
auto-estados do operador P* (P*, = p"1),), pois tomando a equagdo , uma transformacao

geral da VSR pode ser escrita da seguinte maneira:
U(A,a) = U(A,0)U(1,A " a), (5.2.1)
e assim a representacdo do operador translacdo espaco-temporal serd dada por:
U(1,a), = e, = ey (5.2.2)

obteve-se assim a atuag@o de P* sobre os estados. A escolha da notagdo para o estado v, se da
pelo fato de que, até este ponto, os Uinicos auto-valores que descrevem a base de auto-estados sdo os
auto-valores do operador momemtum, mas que se mostrardo insuficientes para descrever uma base por

completo.

Para prosseguir na construg@o vale notar que

PHUN)Pp) = Np" (U(A)hp), (5.2.3)
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pois:
PHU(A)p) = UMUHA)PHU(A)y), (5.2.4)

onde U(A,0) = U(A).
Mas, como demonstrado em (5.1.13a):
U(NPU Y (A) = AFPY. (5.2.5)
Em particular, tomando A~ ao invés de A
UANHPU YA = (AHEPY, (5.2.6)
Como U(A™Y) =U"Y(A) e (A"1)" = A}, se obtém entdo:
U Y A)P*U(A) = A» P”, (5.2.7)

Utilizando (5.2.7) em (5.2.4)) resulta em:

PHUMNYy) = UMN, Py = UMM, p"y = M p"(U(A)y), (5.2.8)
identificando, assim, que U (A)v, o< 5.

O proximo problema se d4 na constru¢do das demais transformagdes da VSR. No caso usual de uma
mecanica quantica invariante por Poincaré um fato experimental pode ser utilizado no presente ponto:
os Unicos observaveis de dimensdo infinita detectados experimentalmente sio 0 momentum e a posicao,
os quais sao conectados por transformadas de Fourier. Assim, a representacio das transformacoes de
Lorentz devem ser descritas em termos de representacdes de dimensao finita, ou seja, representacoes
matriciais, de tal forma que deve haver um rétulo discreto intrinseco aos estados. Porém para a VSR
ndo ha motivos experimentais para esse tipo de suposi¢cdo e por conta disto se torna vélido realizar
o desenvolvimento de representacdes com dimensoes finita e infinita para a parte homogénea das
transformacdes. Mas por razdes topoldgicas, que serdo exploradas mais a frente, representacdes de
dimensao infinita serdo impedidas de existir, mas a titulo educacional a apresentagdo de transformacdes
de dimensao infinita se mostra frutifera . Desse modo, as informag¢des anteriores culminam nas

seguintes expressoes:

UM po =Y Coo(A, p)Vorpor, (5.2.92)

U(A)(p, o) = / Co (A, p, o')(Ap, o')do. (5.2.9b)

O—/

Atencdo a mudancga de notagao entre as equagdes (5.2.93) e (5.2.9b), haja vista que no segundo caso o’

se trata nao s6 de um parametro continuo, mas também de uma varidvel de integracdo, por isto opta-se

pela notagdo de ¢’ sendo um argumento de fungéo.
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O préximo passo a ser tratado agora € avaliar se a composicao de transformacdes ird satisfazer as

condig¢des para ser uma representacao. Ou seja, procura-se obter o seguinte:
U(A)U(A2) = U(A1A), (5.2.10)

assim para transformacdes U (A1) e U(A3) a composi¢do U(A;)U(Ay) serd dada por:
VAU (Ao} = U(Ay) ( S Co (s, pwm,a/) | (52.11)

O operador U (A;) € linear, portanto comuta com as constantes C,/,(As). Fazendo com que a atuac¢do
de U(A;) se dé por:

U(AM)U(A2) by = ZZOW (A1, Aop)Cor (A2, P Agp.o- (5.2.12)

Agora, partindo da equagéo (5.2.9a)), deve-se desenvolver a agdo de U(A;A;) sobre um estado, assim:

(A A2 wpg ZCO'"O' A1A27 )w/\ll\gp ol (5.2.13)

ol

Igualar as equagdes (5.2.12)) com (5.2.13) retorna:

Coro(AiA2,p) =Y Corgr(A1, Aop)Cor (As, ). (5.2.14)

Aqui, um problema andlogo ao caso Lorentz se evidencia, nao foi obtida uma representacao. Para
que fosse obtido uma representagdo seria necessario obter um resultado diferente de (5.2.14), o qual

deveria ser da forma:

CU”U(A1A27p) = Z Co‘”a’(Alyp)Ca"a(A%p); (5215)

o
assim sendo, novamente a solucao serd a mesma do caso Lorentz: tomar uso do método de represen-
tacoes induzidas. Para tal é necessdrio selecionar transformacgdes pertencentes aos grupos da VSR
que mantenham invariantes a norma do quadri-vetor momentum e o sinal da componente temporal do
momentum. Assim, tome:

p* = L(p)" k", (5.2.16)

nesta equagdo foi utilizada a transformagao L(p)* definida em (3.2.14)), portanto a partir de (5.2.16)

tem-se também:
Pu = Ny L(p) K. (5.2.17)

Partindo de (5.2.16) e de (5.2.17) se obtém a norma a partir de:

P'pu = L(p), L(p) o kK. (5.2.18)
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Como enunciado anteriormente em (3.2.6)), as contra¢des dadas por L(p)* L(p)?,1, se resumem em
Nya, ASSIM:
PPy = N kK = K ko = m?. (5.2.19)

Deste modo € possivel garantir duas informacdes:
1. p'p, = k%ko = m?
2. O sinal de p° é o mesmo de k° (por conta da construgdo de L(p))

Diante dos fatos anteriores, defina:

$po = N(DU(L(D)) ko = Z Coro(L(p), K)oy (5.2.20)

Agora, uma transformac@o U (A) agindo sobre o estado Epﬂ ¢ da forma:

UM, , = N(p)U(MNU(L(p) ke = N(p)U(AL(D)) U0 (5.2.21)
Doravante, ao introduzir a identidade L(Ap)L(Ap)~' = 1 em U(AL(p)), obtém-se:
U(AL(p)) = U(L(Ap)L(Ap)*AL(p)) = U(L(Ap))U(L(Ap) " AL(p)). (5.2.22)

Um detalhe que surge € o funcionamento da composi¢do L(Ap)~*AL(p) que € igual a L(k), pois
se p = L(p)k, entdo Ap = L(Ap)k. Agora aplicando L(Ap)~*AL(p) em um quadri-momentum
em repouso k se obtém L(Ap)'AL(p)k = L(Ap)~'Ap = k. Portanto L(Ap)~'Ap = L(k). Esta
transformacdo é de tamanha importancia que se define:

W(A,p) = L(Ap) " 'AL(p). (5.2.23)

Ao contrdrio do que possa parecer a transformagdo L(k) ndo necessariamente é a matriz identidade,
apesar de k* = L(k)" k¥ dar a entender que L(k)", = §*, mas na realidade desde o inicio foi suposto
que k£ é um estado de repouso de alguma 6rbita das transformacdes da VSR, por exemplo: o estado de
repouso da 6rbita das particulas massivas é k* = (k, 0,0, 0), e portanto as tnicas exigéncias sdo as de
que L(k)% = 1e L(k)'y = 0 = L(k)%, jd as demais componentes sdo livres. Estas transformagdes sido
de tal forma que o conjunto das que realizam isso formard um grupo, chamado de Grupo de Isotropia,
ou Little Group. Para cada caso de quadri-momentum representativo de uma érbita distinta podera

levar a um grupo de isotropia diferente.

Novamente, uma estrutura andloga € obtida. Porém como estes sdo o grupos de isotropia associados

aos grupos de simetria da VSR, ocorre que ndo serdo os mesmos do caso Lorentz.

Assim, voltando ao ponto que gerou o interesse no grupo de isotropia, em (5.2.22)). Substituir a
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defini¢do de uma transformacao pertencente ao grupo de isotropia, resulta em:
U(AL(p)) = U(L(Ap))U(W (A, p)). (5.2.24)

Portanto caso seja possivel construir representacdes para estas transformacdes, teremos construido uma
representagdo das transformagdes da VSR sobre os estados v, ,. Fazendo a verificagio da possibilidade

de U(W (A, p)) constituir uma representagéo do grupo de isotropia, deseja-se obter:
UW)U (W) = UW1Ws), (5.2.25)

onde W; indica a transformacdo W (A;, p;).

Uma atuacdo de uma transformagao da forma U (W (A, p)) sobre um estado em repouso ¢, , serd

dada por:

U(W (A, p))tno = Z Clora k) o = Z Do (W (A, ), k). (5.2.26)

Para explicitar ainda mais a diferenca das transformagdes do grupo de isotropia nos estados, ¢ comum

adotar a nota¢do das componentes destas transformacdes por D, (W5, k) e ndo pelo usual C,., (Ws, k).

Entdo, atuando o lado esquerdo de (5.2.25) no estado 9, , resulta:

UW)U W)ty o =U(W1) <ZDM (Ws) wka> = Dot (W1) Dt (W) o, (5.2.27)

0-1/0./

apenas com o intuito ndo carregar a notagdo em demasia, a seguinte notagcdo foi tomada:
DU”U'(W(Ai7 pz); k’) = Do.//o./(m>. (5228)
Ja o lado direito da equagio (5.2.25) atuado sobre o mesmo estado 1)y, , retornard com:

U(WiWa)iq = ZD (WiWa)tpqn. (5.2.29)

Comparando as equagdes (5.2.27) e (5.2.29) obtém-se:

ZD 11 (W1, k) Do g (W, k) = Do (Wi Wa, k), (5.2.30)

O—l

assim obtendo a expressdo da composi¢do de duas transformagdes de uma representacio. Portanto
parte do trabalho esta concluida, basta observar como este resultado ird impactar na construcdo da

representacdo das transformagdes da VSR sobre os estados Ep,o" Assim

UMY, , = N(@)UAL(p))Yro = N(p)U(L(Ap))U(W (A, p))Yr.qo, (5.2.31)
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cujo desenvolvimento da expressdo anterior se d4 no uso de (5.2.26)):

Uy, = N(p)U(L(AP)) 2 Doro(W(A, p), K)o

= )T Do (W (A ) R)U (L (AP 023
Pela definigao de (5.2.20) pode-se construir:
Tape = NADULAD) o = ULAD) o = ﬁgg’;) , (523
portanto (5.2.32)) se torna:
UM, oo K)o (5.2.34)

Assim, entdo, foi possivel construir uma representacdo das transformagdes de SIM(2) e HOM(2) na

base dos estados ¢, ,, faltando apenas a determinacio do quociente das constantes de normalizacio.

p,0?
Para concluir a transformag@o mais geral para os estados 1, , basta utilizar da equagdo li que

fornece a representagdo de P, e assim tomar que uma transformagdo completa, U(A, a), pode ser
decomposta no produto das partes homogénea e translagio: U (A, 0)U (1, A~'a). Porém aqui surge

um detalhe, como definir a aplicacdo de uma translacdo sobre a base w pois, se at€ o0 momento,

P,
s6 foi definida sobre a base 1, ,? Porém, como demonstrado em (5.2.8)) temos que P*(L(p)¢y,) =

L(p)* k" (L(p)Yko) = p*(L(p)k,»), portanto a atuagdo da translagﬁo tem a mesma forma nos estados

i(A"ta)

@pyg sendo da forma e wP" - Assim, seja a transformacdo geral da IVSR sobre o estado Ep’a, que

pode ser escrita das seguintes duas maneiras:

UA,a),, =€ (A “p“

Z Dy NOLe. (5.2.35)

ol tay (Ap)
U(A,a)p,, = et Ap Z Do ( )Y pp o (5.2.36)

5.3 O GRUPO DE ISOTROPIA E A CONSTANTE DE NORMALIZACAO

Na sec¢do anterior o problema de representar as transformagdes dos grupos ISIM(2) e IHOM(2)
foi praticamente completo com a utilizagdo do método das representacdes induzidas em O6rbitas
para determinados quadri-momentos em repouso. Portanto obteve-se, através do Little Group, uma
forma de descrever transformagdes gerais da VSR atuando em estados de uma particula, a menos
da identificagdo das constantes de normalizagdo N(p). Agora as dltimas pegas que faltam neste
quebra cabegas sdo: encontrar, de maneira explicita, a constante de normaliza¢do e encontrar 0s
coeficientes D,/ (W (A, p), k). O dltimo destes pode ser obtido através da andlise: as transformagdes
W preservam os quadri-vetores de momento em suas Orbitas de camada de massa. Assim, tomando

transformacdes infinitesimais do grupo de isotropia sobre candidatos de momento para cada 6rbita, faz-
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se possivel realizar a identificacdo dos geradores destas transformacdes. Em vista disso, transformagdes

infinitesimais do grupo de isotropia serdo escritos da seguinte maneira:
W=1+w. (5.3.1)

Desta forma as informag¢des dos geradores estio presentes em w, assim como informagdes sobre 0s
parametros da transformacdo. Agora, deve-se escolher a qual grupo de simetria a anélise sera feita,
pois, na VSR, dois sdo os possiveis grupos de simetria a se tomar: SIM(2) e HOM(2) e nada garante
que para cada um desses 0os mesmos grupos de isotropia surgirdo nas andlises. Apds isso, basta tomar

a atuacdo de W sobre os quadri momentos padrao.
Para SIM(2):

Comecando para o caso massivo, tem-se k* = (mc, 0,0, 0), assim:
WEEY = k' = kY + Wk = k' = Wik” =0 = wuk” = 0. (5.3.2)

Logo w,o = 0, portanto wyg = wyy = wzg = 0. Para que estes objetos fornecam transformacgdes
da VSR sdo necessdrios dois vinculos sobre os parametros: wp; = ws; € wps = —wos. Portanto
w31 = wyg = 0, restando ndo-nulo apenas wy,. Assim o tnico gerador de transformagdo presente no
grupo de isotropia de SIM(2) no caso massivo é .J3, portanto pode-se fazer o reconhecimento de que
este se trata do grupo SO(2).

Tomando agora o caso ndo massivo, k* = (+x, 0,0, k):
whk” = (£wh + wh)k = 0. = fw,0 = wys. (5.3.3)

Assim se obtém, para o caso de seta do tempo apontando no sentido de ¢ positivo, w,3 = ws,. Isso
resulta em: wgpy = wo3, W1p = W13, Wog = W3 € W3y = wsg. Das relagdes de vinculo entre parametros
de transformacdo da VSR tem-se também wy; = w31 € wp2 = —ws3. Portanto o grupo de isotropia

associado a SIM(2) para o caso ndo-massivo € o grupo gerado por J3, este grupo é chamado de SO(2).
Para HOM(2):

A andlise para HOM(2) € em esséncia a mesma, diferindo apenas no fato de ndo incluir o gerador de
rotacdes .J3. Portanto para os casos massivo € ndo-massivo, o grupo de isotropia € o grupo com apenas
o elemento identidade. Esses sdo resultados importantes que, até onde sabemos, ndo haviam ainda sido

reportados na literatura.

Agora, para investigar o valor da constante de normalizacio, € natural observar mais a fundo

como a constante de normalizagdo afeta o produto interno dos estados e assim investigar como a

p?a-’

invariancia das probabilidades afetam a forma das constantes de normalizagdo. Deste modo, dados os
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Tabela 4 — Grupos de isotropia na VSR.

SIM(2)  Massivo SOQ2)
Nao-massivo  SO(2)
HOM(2) Massivo {e}

Nao-massivo {e}

Fonte: Autor

estados ortonormais vy, € 1y, », tem-se:

-

(.o, Vio) = 63K — £)dro (5.3.4)

Assim, para trazer a tona a presenca dos estados EW, serd necessario introduzir transformagdes do tipo
U(L(p)), portanto:

(Vw0 Vro) = (U HLP)U(LP) Y o0, o)
= (UML) U(L(p) s o r) (5.3.5)
= (U(L(p)) b ,or U(L(D)r,0)-

/

Além disto, tomando £ = k? = m?, temos: p = L(p)k e p' = L(p)k

Vpo

U(L(p))¥r,e = N(p)’ (5.3.6)
que leva a _ B
(e te) = (325,22 - 537
= (N<p/)*N(p>>71 (¢p’,a’7 77Z)p,a)
Portanto
(Vs Opo) = NYN(p) (Vi 00, Vo) = N0V N(p)5* (K = k)doro. (5.3.8)

Agora, avaliando a mudanca de base da funcdo delta, o argumento atual € dado pelos momentos k mas,
como a dependéncia dos estados v, , € dada em termos dos momentos p, requer-se COmo argumentos
da delta os vetores p. Assim a estratégia aqui é observar como se comporta uma mudanga de base de

deltas através de invariancia por integragao.

Sejam as seguintes integrais:

/00 S —a)de=1= /Oo oy — v )dy. (5.3.9)

—00 —00

Supondo uma mudanca de base entre dx e dy dada por

dy = |J(z,y)|dz, (5.3.10)



59

tem-se:

/00 §(x — 2')dx = /OO Sy —y)dy = /00 oy — )| (z,y)|dx. (5.3.11)

o0 o0 —0o0

Agora, tomando apenas a primeira e a Gltima integral de (5.3.11)), temos

/_OO Oz —a)de = /_Oo 0y = )| (x,y)lde

[e.9] o0

N2
6(x —a') = [J(z,y)|0(y —v/).

Usando esta noc¢ao, € possivel construir algo semelhante visando buscar uma invariancia destas integrais
também por transformagdes da VSR. Deste modo € essencial identificar como é o formato de uma

integral VSR-invariante. Assim seja a integral:

/d%aﬁ—wﬁ@@%ﬂwy (5.3.13)

Tomar p'* = A*p¥, com detA = 1, resulta em d%p’ = d*p. A fungdo ©(p°), conhecida como fungdo
theta de Heaviside, estd presente com o intuito de integrar apenas em momentos de energia positiva. A

funcdo f(p*) é um escalar, portanto invariante por transformac¢des da VSR. Assim, desenvolvendo a

equacdo (5.3.13), temos:
[ s~ mt)0) 1) = [ dip 5(6")? 5~ m) Q) £) (53.14)
usando que: .
§(z* —a®) = [(x — a)(z + a)] = %{5@ —a)+6(z+a)}, (5.3.15)

e fazendo as substitui¢des:

0
{pr (5.3.16)

a— /P2 +m?

o lado direito da equagdo (5.3.14) se torna:

[ | [ e {5~ VI s+ I bo) ) 53.1)

2P + m2

Observagao: 6(p° + /|p|> + m?2) s6 tem suporte em p° = —/|p|> + m? < 0, e O(p°) s6 tem suporte

em p° > 0, assim, a integral associada a esta delta se anula, sobrando apenas:

3, 2 2
/%&ﬁwﬁ&ﬂMﬂzfqﬁémﬂ”m;m@. (5.3.18)

f( V |p|2+m2=ﬁ) _ T(
—2 —

é, também, um invariante. Deste modo foi obtida a forma com a qual se da a mudanca de

Logo, definindo
d3p

ke

P) que é um escalar, e portanto VSR-invariante, obteve-se que



base de d*p, (forma esta que é a mesma obtida para o caso usual da relatividade restrita).

- =

d3p _ d3p/
0 p/O :

Portanto, agora, ao tomar uma integral na parte espacial do momento da forma:

/ & F()8 (5 — F).
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(5.3.19)

(5.3.20)

Nesta integral a fungdo F'(p) é um escalar e portanto € invariante por transformagdes de coordenada.

Assim multiplicando e dividindo o integrando por p°:
dp ,
|55 F @ 7],
obtendo assim a mudanga de coordenadas das funcdes delta:

P03 (5 — ) = kK°8%(k — k).

Substituindo este resultado no produto interno de Ep,,a, com chega-se em:

p7o—’

0
(Ep@cr’?@p,a) = N(p/)*N(p) (¢k’,0’7 ,lvbk‘,a) = N(p/)*N(p)p_ég(ﬁ_ ﬁ)da’zr

%0
Como a equagdo ((5.3.23)) s6 tem suporte em p'= p’
0 0
p k
1= N(p)2ﬁ = N(p) = E.
Em particular
]{70
N(p) =4/
p° . N(p) _ (Ap)°
(Ap) L0 N(Ap) p°
N(Ap) =] —
(Ap)°
e a equagdo (5.2.34) sera:
— Ap)° _
U(A)%Dp,o— = ( po) Z DU’U(Aap)w/\p,a’"

(5.3.21)

(5.3.22)

(5.3.23)

(5.3.24)

(5.3.25)

(5.3.26)

Vale notar que, como visto, a forma das constantes de normalizacido sdo exatamente as mesmas das

obtidas para a relatividade restrita. Porém no que tange aos grupos de isotropia, viu-se que estes sim

diferem do caso usual.
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5.4 MECANICA QUANTICA, REPRESENTACOES PROJETIVAS E A VSR

Esta subsecdo inteira foi fortemente baseada na subsecdo 2.7 de Weinberg (1995), onde € realizado
um estudo naquilo que tangencia a obtencdo de representacdes projetivas do grupo de Poincaré através

do estudo das cargas centrais da dlgebra de Lie.

Ao lidar com transformacdes de simetria em mecanica quantica, deve-se sempre estar atento as
mais diversas especificidades que surgem desta. Uma delas (introduzida anteriormente) € a de que, em
mecanica quantica, estados fisicos ndo sdo descritos simplesmente por uma funcdo de onda, mas por
um conjunto de fungdes de onda, as quais diferem entre si apenas por uma fase e, e a este conjunto é
dado o nome de raio. Assim sendo, transformacdes entre estados ndo simplesmente levam um estado,
1, a outro, v, pois nada formalmente a priori garante que uma transformacéo unitaria, U(7), fard
Y+ ' = U(T) e ndo 1 — €4’ = U(T)+). Apenas pode-se afirmar que U(T') levard um estado
de um raio R em R’, onde 1) € Re ', e’y € R'.

Assim, ao realizar a composi¢ao de duas transformacdes U (T}) e U(T3), teremos que U(77) levard
o raio R para um raio R’. De maneira semelhante temos que U(73) aplicado em elementos do raio
R’ os levara ao raio R”. Agora, se tomarmos a atua¢do da composi¢io de 7 com T3, U(T»T7), esta
transformagdo toma elementos do raio R para R”, mas novamente, nada garante que a atuacgio da
composi¢ao levard um estado 1) a0 mesmo estado dado pela atuacdo sequencial de U(7}) e U(T3).

Assim estes estados podem diferir por uma fase ¢ tal que:
U(To)U(T))p = e TTIU(Ty T )ap. (5.4.1)

A notacao nao foi ao acaso, denotamos a fase como sendo dependente apenas das transformacoes
Ty e T5. Pois caso seja possivel separar o estado 1) em uma combinac¢do de estados linearmente

independentes 14 € ¢, teremos:

e U(ToT)(Ya + ¢p) =U(To)U(Ty) (Y4 + ¥p)
=U(T)U(T)Ya + U(To)U(Th ) s (5.4.2)
== ei¢AU(T2T1)77Z)A + €i¢BU(T2T1)77Z}B.

Sabendo que estas transformagdes sdo elementos de um grupo e assim possuem inversa, podemos

multiplicar, pela esquerda, sua inversa, e assim:

e'PAB (wA + ¢B) = ei¢A¢A + ei‘z’BwB’ (5.4.3)
e como 14 e ¥ p sdo linearmente independentes
ei¢AB = e“z)A = €Z¢B (5.4.4)

Obtivemos assim que a fase de (5.4.1)) ndo depende dos estados.
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Voltando a , duas sdo as situagdes possiveis: se ¢ = 0, ocorrerd entdo que U(7T) fornece
uma representacdo ordindria do grupo de simetria em questdo. Porém para fases genéricas, esta
transformacdo U (7T') serd uma representagdo projetiva, também chamada de representa¢do a menos de
uma fase. Tomando agora as transformagdes U (77),U (1») e U(T3), como estas sdo representacoes de

elementos de um grupo de simetria, entao estas satisfazem a associatividade, portanto:

U(To)(U(T)U(Th) = (U(T3)U(T))U(Th)

€i¢(TQ,T1)U<T3)U(T2T1) — €i¢(T3,T2)U(T3T2)T1
€i¢(T2,T1)€i¢>(T3,T2T1)U(TSTQTl) — eid)(Ts,Tz)6¢¢(T3T2,T1)U<T3T2T1) (5.4.5)
ciO(T2T1) gid(T3,ToT1)  —  oid(T3,12) id(T3T2,T1)

(T2, Th) + o(T5, 1510 ) = o(Ts, 1) + ¢(T3T5,Th).

Uma solucdo imediata € construir a fase da seguinte forma:
(T3, Ty) = o(TiT;) — o(Ti) — o(T5). (5.4.6)

Nesses casos, a representacao projetiva pode ser substituida por uma representacao ordindria ao ser
realizada a seguinte mudanga
U(Ty) = e*y(Ty), (5.4.7)

pois
U(T)U(T) = U (T)e MU (1)
_ eia(TQ)eia(Tl)ei‘z’(TQ’Tl)U<T2T1>
io(Ta) +io(T2) +ia(TeTh) —ia(Te) —ia(T) [ (T, T} (5:4.8)
(

= ¢la
_ eia Tng)U(T2T1>

- U(TQTl)

Representacdes com este tipo de lei de composicdo recebem o nome de cociclo, e, além destas, ainda
existem outras possibilidades para a construcdo de ¢(77,75), como por exemplo: tomar como base
fases que satisfacam adicionada de um termo A¢(T},T5) ao lado direito da equagio (5.4.6).
Fases com esta forma sdo chamadas de 2-cociclo. Um 2-cociclo trivial € aquele que contém ¢ = 0, e
estes, também, podem ser eliminados por redefinicdo de U(T"). Assim, a procura por representacoes
"intrinsecamente"projetivas se torna a busca por 2-cociclos ndo triviais, nos quais ¢ nao pode ser
eliminado por redefini¢des. Uma caracteristica importante da dependéncia de ¢ com relagdo aos

elementos do grupo € a de que:
U(Ty) =U(T)U(1) = T DU (T1) = U(TY), (5.4.9)

portanto
(11, 1) = ¢(1,T1) = 0. (5.4.10)
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O mesmo vale para a propria identidade
ULU(L) = ?EDU(11) = U(1). (5.4.11)

Procurando entender como se d4 a dependéncia de ¢ em relacdo aos elementos do grupo, ha de se
perpassar pelos seguintes pontos: ¢ é um funcional que toma valores reais a partir de elementos
genéricos do grupo. Porém um ponto importante € o de que o grupo de estudo em questdo € um
grupo de Lie, assim seus elementos sao inteiramente descritos por um conjunto de parametros 6.
Em vista disso, uma forma de construir a dependéncia de ¢ com relacdo aos elementos do grupo,
independentemente da escolha de representacdo, é tomar a dependéncia de ¢ diretamente em relacao
aos parametros do grupo. Tomando a expansao em série polinomial com relagdo aos parametros do
grupo. Porém utilizando (5.4.10) obtém-se que a expansdo nio deverd ter nem termos constantes e
nem termos de primeira ordem que dependam exclusivamente de pardmetros das transformacoes da

primeira ou da segunda entradas da fase ¢. Assim a expansdo polinomial sera:
H(T(0),T()) = fu0°0° + ... (5.4.12)
Valendo-se da mesma ideia, ocorre também que
TOT(O)=T(f(0,0)). (5.4.13)
Em uma representagao projetiva tem-se que
U(TONU(T(#)) = e TOLENG(T(£(6,0)). (5.4.14)
Sabendo que f“(6,0") deve satisfazer
fU0,0) = 0"+ 0 + frL0°0° + ... (5.4.15)

e tilizando também as expressoes

1
U(T(0) =1+i0%, + 59590% + .. (5.4.16)
€
) , (;52
PTOTO) — 1 4 jp — ) + . (5.4.17)

Temos, substituindo as expressdes anteriores em (5.4.14), que:
[ty to] = iC%ta + iChel, (5.4.18)
onde os coeficientes (. sdo dados por:

Cre = —foe + fob- (5.4.19)
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Ao inserirmos a fase na representacdo projetiva, apareceram mudangas nos comutadores. Estes coefici-
entes antissimétricos que surgiram sao chamados de Cargas Centrais. O caminho a se tomar agora € o
de investigar quais restricdes podem ser introduzidas nestes coeficientes, para assim restringirmos os
coeficientes de expansao da fase ¢. O primeiro passo sera observar que por termos uma algebra de
Lie, a identidade de Jacobi serd satisfeita. A priori, sabemos que os geradores de transformagoes, 7} €
T5, ja satisfazem a identidade de Jacobi na auséncia de cargas centrais, e este fato serd importante a
seguir, pois na nova identidade de Jacobi, agora na presenca de cargas centrais, teremos termos extras,
relacionados com os coeficientes Cy;, mas haverdo também os termos relacionados apenas com as
constantes de estrutura, e estes se anulardo no uso da primeira identidade de Jacobi. De tal forma que o

decorrer destes calculos resulta em
Cr.Cog+CoCop+CoLCE. =0 (5.4.20)

e também em
ChCoa + CoiCop + C3,Coe = 0. (5.4.21)

Uma possivel solucdo para esta relagdo é tomar os coeficientes C, da forma
Cop = C5p e, (5.4.22)

com k. sendo dado por constantes reais. Este tipo de solucao permite a supressao das cargas centrais

através de uma redefini¢do dos geradores
ly = 1y =ty + Kq (5.4.23)

e assim os novos geradores irdo satisfazer a dlgebra de Lie sem cargas centrais.

N3ao sdo todas as dlgebras de Lie que permitem a construc@o de representacdes projetivas "intrin-
secas", de tal forma que apenas algumas permitem a constru¢do de uma representagcdo projetiva que
ndo se torna uma representacdo ordindria através de alguma redefini¢do de transformagdes. Tendo em
vista estas discussoes, pode-se entdo investigar a existéncia de representa¢des projetivas através de um
teorema fundamental. As fases de qualquer representacao U(7') de algum grupo podem ser tomadas

como nulas caso duas duas condi¢des sejam satisfeitas:

a) Os geradores do grupo nesta representa¢ao podem ser redefinidos, de forma tal que todas as

cargas centrais possam ser eliminadas da dlgebra de Lie.

b) O grupo é simplesmente conexo, ou seja, quaisquer dois elementos do grupo podem ser conecta-
dos por um caminho continuo também pertencente ao grupo, e quaisquer dois destes caminhos
podem ser continuamente deformados um no outro. (Outra maneira equivalente de expor esta
ideia é através de dizer que todo caminho fechado na variedade do grupo pode ser deformada

em um ponto.)
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54.1 Algebra

Passando agora a segunda parte da anédlise, devem ser investigadas como se comportam cargas
centrais ao serem adicionadas nas dlgebras de Lie dos grupos de simetria da VSR. Assim, as relacoes

de comutacdo, dos geradores da ISIM(2), ja com as cargas centrais, sao:

Tabela 5 — Algebra dos Geradores de ISIM(2) em uma Rep. Projetiva.

[Tl, TQ] = iCTl,Tg [Tl, Kg] = ZTl + iOTl,Kg
[J3,K3] = iOJ?)TKg [TQ, K3] = ZTQ + ’iCT27K3
[P/M P,,] = iprPu [Tl, Jg] = —iT5 + Z‘CTLJL;

[TQ, Jg] = 17 + iCTg,Jg,
[Tl, PO] = 1P+ iCTl,PO [T27 PO] = 1Py + iCTQ’pO
[Tl, PQ] = Z.CT17P2 [T27 PQ] = ZPO — ZPg + iCT27p2
[Tl, Pg] = 1P+ Z'C'Tl,p3 [TQ, P5] = 1P+ Z‘CTQ’p3
[K?)a PO] = 1Py + iCKs,Po [J37 PO] = iCJs,Po
[Kg, Pl] = 1Cky P, [J3, Pl] = 1Py +1Cy, p,
[Kg, Pg] = 1Py + Z'C'K&ps [Jg, Pg] = Z.CJ37P3

Fonte: Autor

Ocorre também que estas cargas sdo antissimétricas nos indices, pois tomando geradores genéricos

T;, temos:
T.T) = iffTy +iCp o,
L. 1) Z.fz,f kL (5.4.24)
[7—}7 YTL] = _Zfz"ka: + ZC(’__[WJ',’.TLL"
Somando as duas linhas na equagdo (5.4.24), obtém-se
CTi,TjI —CTj,Ti- (5.4.25)

O primeiro passo a se tomar neste ponto € o de procurar relagdes entre estas 23 constantes. Portanto se
faz necesséario procurar relacdes entre os comutadores, as quais podem ser encontradas nas identidades
de Jacobi que podem ser construidas a partir dos geradores acima. Para SIM(2), vao haver apenas as
seguintes quatro possiveis combina¢des de geradores, que fornecem equacdes linearmente independen-
tes através de Jacobi: (T3, Ty, K3), (11, Ts, J3), (T1, K3, J3) e (Ts, K3, J3). Assim as identidades de

Jacobi fornecem:
1. (71, T3, K3)
[Tla [T27K3]] = [Tla iTQ + iCT%K‘J] = Z.[Tla T2] = _CT1,T27
[K37 [Th TZH = i[K37 CTl,TQ] = 07
(T, [K5, Th]| = —i[T%, Th + Cp, k| = —i[To, Th] = —Crqy 1,
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[T, [T, K] + [Ks, [Th, T5]] + [13, [K5, Th]] = 0,
portanto:
Cn,m = 0. (5.4.26)
2. (Th T27 J3)

Ty, [Ty, J5]] = i[Th, Th + Cry ] = i[Th, T1] = 0,
[J37 [ThTQH i[‘]?n CT1,T2] = 07
Ty, [J3, Th]] = i[To, Ty — Cry g = i[13, T3] = 0.

Esta identidade nao forneceu informagdo sobre cargas centrais.
3. (T1, K3, J5)

[T, [K3, J3]] = i[T', Ck,.4) = 0,

[J3, [T, K] = i[Js, Th + Cry i) = i[J5, Th] = =T + Cqy s,

(K, [Js, Th]] = i[5, Ty — Cry g ] = i[5, Ts] = T + Cp, ks,
[Th, [K3, J3]] + [Js, [T, K3)] + [KG, [Js, Th]] = 0,

portanto obtém-se:
CT1,J3 = _CTQ,Kg' (5.4.27)

4. (T27K37 J3)

[T27 [K3> Jd]] = i[TQ? CK37J3] = 07
[J3, [To, K3)] = i]J5, To + Cr, i) = i[J3, Ta) = T + Crpyy g,
[K37 [J37 TQ]] Z-[I(?n =1 — CT27J3] = i[T1>K3] =-1T1 + _CT1,K37

[Ty, (I3, J3]] + [Js, [To, K3]] + [K3, [J3, To]] = 0,

a ultima relacdo entre os geradores de SIM(2) é:
Cr,ty = O1y ks (5.4.28)

Utilizando as relagdes obtidas através das identidades de Jacobi, € possivel reescrever as relacdes de

comutacgdo entre os geradores de SIM(2) com cargas centrais.

Tabela 6 — Algebra dos Geradores de SIM(2) em uma Rep. Projetiva.

[Th TQ] - O [Tl,Kg] == ZTl + iCTl,j(g [Tl, Jg] - —ZTQ - iCT2K3
[Jg,Kg] = iCJ3K3 [TQ,K3] = ZT2 + iCT2J(3 [TQ, J3] == ZT1 + iCle(g

Fonte: Autor
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Apenas uma das cargas centrais se anulou com Jacobi. Porém é possivel remover mais cargas ao

realizar uma redefini¢do dos geradores, da seguinte maneira:

T,=T + O Ky (5.4.29)
TQ =15+ CTQJ(3.

Assim o novo célculo dos comutadores serd dado da seguinte maneira:

T\,Ky) = [T1 + Cry iy, K]
= [T, K3
= 11 +iCn ks (5.4.30)
= (T +Cn k)
= 7.

Efetuando os mesmos calculos para os demais comutadores, obtém-se:

Tabela 7 — Algebra dos Geradores redefinidos de SIM(2) em uma Rep. Projetiva.

[T, T, = 0 [T),K3) = iT, [Ty, J5] = —iTy

[J3,K3] = iC,k, [Ty, K3 = iTy [To, J3) = Ty

Fonte: Autor

Esta é praticamente a dlgebra de Lie de SIM(2), exceto por [J3, K3] =iC), k,. Esta carga central
que permanece na dlgebra ndo pode ser removida por uma redefinicdo de geradores dada pela soma do
gerador com um elemento do centro da algebra, pois ndo ha termos, ao lado direito do comutador, que
possam incorporar esta carga em sua redefinicdo, mas ainda nao esta claro, neste ponto, se essa carga
sobrevive de fato, ou se pode ser removida de modo mais engenhoso.

Para HOM(2) a situacgdo ndo € diferente. Esta dlgebra, por ndo incluir o gerador de boost K3, ndo
terd problemas com relacdo a carga central Cy, x,, porém, em contrapartida, ndo conseguird anular
a carga central Cr, 1, pois ndo poderd utilizar a relagdo de Jacobi entre os geradores 71, T, e K3,
que ¢ a relagdo que fornece a informagdo de que Cr, , = 0 em SIM(2). Vale ressaltar que esta
impossibilidade de remog¢do de parte das cargas centrais, pela redefinicao dos geradores, pode indicar

que representacdes projetivas sobrevivam nesses casos.

Agora, deve-se observar as relacdes que podem ser obtidas através de identidades de Jacobi para as
algebras de Lie de SIM(2) e HOM(2) inomogéneos, onde deve-se incluir os geradores de translacdes

espaco-temporais P*.

5.4.2 Topologia

O estudo da topologia de ISIM(2) e de IHOM(2) se dard de modo parecido ao estudo da topologia

do grupo de Poincaré, prosseguindo para a construgio da representacdo das transformagdes de SIM(2)
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e HOM(2) no espaco das matrizes 2 x 2 complexas. Nesta representagdo, os quadri-vetores do espaco

de Minkowski sdo representados por:

VOV V12
Vigiv? VOB

v=Vto, = (5.4.31)
Aqui, o; sdo as matrizes de Pauli, e 09 = 19,9. Assim foi estabelecida uma relacdo entre matrizes
hermitianas e quadri-vetores V*. Além disto, tem-se também que Det (v) tem uma caracteristica

importante:
Det(v) = (V)2 — (V1) — (V)2 — (V32 =V, VM (5.4.32)

Agora, ja de posse deste isomorfismo entre espagos vetoriais, voltemo-nos a constru¢ao das repre-
sentacOes das transformacdes tanto dos grupos SIM(2) e HOM(2) no espago vetorial das matrizes
hermitianas 2 x 2. As transformacdes neste novo espago tem de ser construidas de uma maneira relati-
vamente diferente da usual no sentido de dlgebra linear, neste espaco vetorial ndo se deve simplesmente
definir as transformacdes na forma:

v A=, (5.4.33)

com A\ uma matriz 2 X 2 complexa.

A motivagdo para ndo se tomar transformagdes deste tipo surge pelo fato de que certos espagos nos
possibilitam identificar subespacos que possuem elementos com caracteristicas distintas dos demais.
Os elementos destes subespagos especiais sdo chamados de espinoreﬂ e suas leis de transformacgao
diferem das usuais para os demais elementos. Esta diferenca se torna facilmente evidencidvel ao

construir transformacdes tensoriais da seguinte maneira:

Seja A uma matriz 2 x 2 complexa. Podemos construir a transformagao de v através de:
v— AN =0, (5.4.34)

Transformagdes deste tipo sdo chamadas de transformagées por conjugagdo, e caso A tenha deter-
minante diferente de zero (ou seja, A seja ndo singular) diz-se que esta é uma transformagdo de

similaridade.
Para obter novamente o quadri-vetor a partir da matriz v, procede-se da seguinte forma:
H 1
VH = §Tr(vau). (5.4.35)

Uma forma de observar onde surge a diferenca entre as transformagdes (5.4.33)) e (5.4.34)) para quadri-

2 Mais especificamente, dentro deste espaco, é possivel construir todos os quatro espinores chamados de espinores de

Weyl |Vaz e Rochal (2012).
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vetores, vem do fato de que uma rotacao de # ao redor do eixo z € dado pela seguinte transformacao:

V/O + v/3 V/l _ ile
V/l + Z-le V/O _ V/S
ei€/2 0 VO 4 VS Vl _ ZV2 6—1’9/2 0
0 e—i9/2 I7a + PAVE N VAU ve:! 0 €i0/2
VO + Vs 6i9v1 o iGiQVQ
= : A (5.4.36)
e OV 4 e~y Vo _y3
Agora, ao utilizar a inversa da transformagio, dada por (5.4.35), obtém-se que V'* = (V°, cos(0)V?! —
sen(0)V?2 cos(0)V? — sen(0)V?1, V3), que é o esperado para uma rota¢do usual em torno do €ixo z.
Construir as transformacdes de v desta forma também € util, pois um requisito das transformacdes,
tanto da relatividade especial quanto da muito especial, é o de que a forma quadratica (5.4.32)) seja
invariante por transformagdes de seus grupos de simetria. Dito isso, o passo a se seguir € o de investigar
quais as propriedades A\ precisa ter para que seja uma transformacao de simetria. Precisa-se que em

uma transformacao de coordenadas obtenha-se: Det(v') = Det(v), assim:

Det(v') = Det(AoAT) =
= Det () Det (v) Det(AF) = (5.4.37)
= Det(A\)Det (A" Det (v) = B
= Det(v).

Portanto para a obtengio de Det (v')=Det (v) é necessério que Det (\)Det (A\T) = 1, e tal requisito
pode ser obtido de duas maneiras, a primeira seria impor que A~ = AT, ou entdo impor | Det (\)| = 1.
A primeira imposi¢ao € mais forte, pois A\ seria uma matriz unitdria, e transformacoes unitdrias ja
possuem o médulo do determinante igual a um, porém nem toda matriz com determinante igual a um,
em modulo, € unitdria. Portanto a escolha menos restritiva e que nos fornece a invariancia da forma
quadrética € dada por:

|Det(N\)| = 1. (5.4.38)

Matrizes com estas caracteristicas constituem um grupo, o qual é chamado de SL(2, C), esta no-
tacdo vem de "transformacdes lineares especiais"(especiais, por sua vez, vem pelo fato de serem
transformacdes que possuem determinante igual a um) para o espaco vetorial C2. Cada elemento
deste grupo possui quatro parametros complexos € uma equagao, complexa, de vinculo (determinante
igual a um). Assim sdo 8 parametros reais e duas equagdes reais de vinculos entre os parametros,
portanto 6 parametros reais ao todo, assim como para o grupo de Lorentz. A formulacdo de uma
representacdo das transformacdes da VSR nesse contexto das matrizes de SL(2,C) se dd de um
modo andlogo ao utilizado na representacao no espaco de Minkowski: impde-se a existéncia de mais

dois vinculos reais, resultando nos quatro parimetros reais esperados de uma transformacao de SIM(2).

Um ponto de diferenca entre descrever transformacdes de SIM(2) via matrizes 4 x 4 reais e matrizes
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2 x 2 complexas € o de que para cada matriz 4 x 4 real, que desempenha uma transformacdo, vao
existir duas matrizes em SL(2, C) que realizam a mesma transformagao, A e —\. Isso ocorre pois o
sinal da matriz —\ ndo ird interferir na atuagio por conjugacio v’ = \vA'. No cendrio de SL(2, C), os

geradores de transformacdes de SIM(2) sdo:

0 —i 0 -1 —i[1 0 11 0
e o= . kg = o= 5.4.39

Assim, é possivel construir uma transformacgao \ da representacdo de SIM(2) através da seguinte
expressao:
A=ue (5.4.40)

na qual v € uma matriz unitdria que perfaz a rotacdo no eixo z, e portanto depende de um dnico para-
metro pertencente ao intervalo [0, 27, o conjunto de todas as matrizes unitérias, que realizam rotagdes
em torno de z, formam o grupo U(1). Ji h é uma combinagdo linear dos geradores e parametros
o'y, B'my e ¢'ks, de tal forma que os pardmetros sdo completamente independentes e pertencentes
areta R. Assim o espaco topoldgico das transformagdes « € homeomorfo ao espaco topolégico do
grupo U(1) que por sua vez é homeomorfo a esfera S', enquanto o espago topoldgico gerado pelas
transformacdes h é homeomorfo ao espaco R3. Portanto, como o espaco das transformacdes \ é o
produto direto dos espacos das transformacdes u e e”, obtém-se entdo que a topologia do espaco
das transformagdes A € homeomorfo a R? x S'. Pronto, encontrada a topologia do espago das trans-
formacgdes A e deste modo, para encontrar a topologia de SIM(2) basta observar que A fornece um
recobrimento duplo de SIM(2), ou seja, para cada elemento de SIM(2), existem dois \’s que perfazem
as mesma transformagfo. Por conta disto a topologia de SIM(2) é R? x S'/Z,. Entende-se S'/Z,
como sendo o circulo com seus antipodas identificados. Com isto se conclui que a topologia de SIM(2)
inomogéneo serd R* x R? x S1/Z,, pois a topologia do espago formado pelos elementos do grupo
das translagdes espago-temporais é R*. Portanto, assim, foi obtido que SIM(2) e ISIM(2) ndo sdo
simplesmente conexos, pois lacos em S* /Z, ndo necessariamente podem ser contraidos em um ponto.
Assim o segundo requisito para o teorema também nao € satisfeito e, no contexto da VSR pode, ao que

tudo indica, vir a ser possivel construir representagcdes intrinsecamente projetivas de SIM(2).

A topologia do grupo de Poincaré é R* x R? x S3 /Z,. Neste espago lagos com um ndmero qualquer
de voltas sempre caem em duas possibilidades, os casos de o nimero de voltas ser par, e portanto o laco
se contrai, € o caso de um nimero impar de voltas, e nestes o lago ndo se contrai. Matematicamente
esta informacao se traduz no fato de que transformacgdes de Lorentz representadas no espaco de Hilbert,

podem ser tais que o seguinte ocorre:

U(MU(A) = MU (AA). (5.4.41)

Assim aplicagdo de U (A)U(A) duas vezes ndo deverd ter a presenca da fase:

%JQWLKAﬁ =[e?NPR[U(AN)]? = [U(AA)]?, (5.4.42)
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que leva a:
[ (A2 = 1. (5.4.43)

Portanto a fase exp(i¢) tem de ser £1. Ja no caso VSR a fase ndo terd o mesmo formato, é necessario

n aplicacOes sucessivas para que a fase se anule. O que se traduz em:
e — 1. (5.4.44)

Portanto a composi¢do de duas transformagdes de representacdes projetivas de SIM(2), caso existam,

deverio ser da forma:

UMU(A) = ™MD (AR). (5.4.45)
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6 REPRESENTACOES DE RAIO UNITARIAS DE GRUPOS CONTINUOS

Na subsecdo 5.4 do presente trabalho, foi realizada uma tentativa (baseada em |Weinberg (1995)
subsecdo 2.7) de se investigar a existéncia, ou ndo, de representacdes projetivas. Porém esta anélise
ndo se mostrou suficiente para o caso de SIM(2), apresentando indicios, mas nio provas. Assim esta
secdo busca realizar uma investida em um ferramental tedrico mais robusto. Portanto, esta secao terd
um viés mais matematico, se comparada com as sec¢des anteriores. Uma vez que, para obter critérios e
resultados mais precisos sobre este topico, somente serd possivel obter respostas para estas questoes
via formalizacdo matematica.

Deste modo, durante esta se¢do serd apresentada a constru¢do de parte da, bastante rigorosa, teoria
de representacdes de raios proposta em |Bargmann|(1954). Vamos aqui realizar um estudo, com alguns
comentdrios e desenvolvimentos de passagens que, por vezes, ndo receberam um desenvolvimento

amplo pelo autor.

A teoria construida por Bargmann pode ter seus passos elencados do seguinte modo:

1. Serdo construidas duas estruturas que servirdo de base para os demais passos, sdo elas: os
raios vetoriais e os raios operatoriais. Serd a apartir deste estudo que questdes envolvendo

continuidade serdao sanadas, permitindo a introdugdo de ferramentas do célculo.

2. Em tendo as estruturas anteriores ja bem definidas, pode-se entdo realizar uma investida num
estudo restringindo os fatores de uma representacdo projetiva a apenas uma vizinhanga da
identidade do grupo. Desta forma o estudo dos fatores w = €**(7271) se dard em definir apenas
esses como funcgdes que tomam elementos de uma vizinhanca do grupo, "préximos"o suficiente
da identidade (fatores definidos em apenas uma vizinhanca do grupo, serdo chamados de fatores
locais). Com isso resultados importantes surgirdo, e, além disso, serd definida uma estrutura de
grande importancia, o grupo local H. Através do grupo local serd realizada uma relacao entre a

teoria de representacdes ordindrias e a teoria de representagcdes projetivas.

3. Com todo este arcabouco local, pode-se estudar agora em quais situagdes se torna possivel
estender os fatores e os expoentes locais em fatores e expoentes globais. Sendo agora estes

fatores tomados como fungdes definidas sobre o grupo G inteiro.

4. Por fim, ao introduzir a hip6tese de que G serd um grupo de Lie, irdo surgir relagdes, advindas
da teoria de dlgebras de Lie, que permitirdo a existéncia de critérios para a defini¢cao de classes

de equivaléncia entre representacdes projetivas.

Ao estar munido deste predambulo, torna-se mais fécil adentrar a construgdo (dos trés primeiros

tépicos) que vem a seguir.
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6.1 RAIOS VETORIAIS E OPERATORIAIS

Dos postulados de constru¢do da mecanica quantica tem-se que estados fisicos sdo descritos por
vetores num espago de Hilbert. Porém multiplos vetores, 1), podem descrever o mesmo estado.
Por este motivo surge uma possibilidade de definir uma estrutura, dada pela classe de equivaléncia
contendo todos os vetores que divirjam apenas por uma fase, 1» = {e¢'®1)} . Pode-se assim construir
um objeto Unico que contém toda a informagdo sobre o estado quantico, este objeto, 1), serd chamado

mais adiante de raio vetorial.

Para simetrias serem introduzidas em mecénica quantica neste novo cendrio de raios vetoriais
serd necessdrio, primeiro, obter algumas propriedades, para esse espacgo, advindas de estruturas ja
conhecidas para os espacgos de Hilbert. Assim, tomando vetores ¢, ¢... de um espaco de Hilbert, H,
sob o corpo dos complexos (ndo havendo particularizagao para a dimensdo de H), segue-se que é
possivel construir um produto interno, (v, ¢’ )EI, pela definicdo de espacos de Hilbert. Ja a partir de um

produto interno € possivel constuir uma norma, a qual serd dada por

1¢]] = (&, 9)2. 6.1.1)

Sera util mais a diante veremos que para vetores normalizados a unidade ocorre a seguinte propriedade

1 =" = (¥ — o', — o)
=, 9) + (0, ¢) = (', ¢) = (¥, ¢)

=2— [(,¢") + (¥,¢)] (6.1.2)
=2(1 — Re(y,¢"))
<21 — (¢, ¢)].

Dotados desta constru¢ao inicial, ja se torna possivel adentrar a estrutura daquilo que receberd o nome

de raio vetorial.

Defini¢ao 6.1.1. Um raio vetorial, v, é um conjunto formado por todos os vetores da forma €'y,

com )y sendo um vetor fixado em H e a € R.

Observacdo: qualquer vetor 1) pertencente a um raio vetorial 1 serd chamado de representativo
do raio .

Uma vez dotado da defini¢do dos raios vetoriais se torna possivel definir de maneira indireta uma

defini¢cdo para o produto interno entre dois raios:

- = (¢, ). (6.1.3)

Vale ressaltar que este produto sera linear na primeira entrada e anti-linear na segunda entrada, ou seja: para A € C,

tem-se (1, \)') = A(1h, 1) e (Mp, ') = N*(ah, 0").

1



74

eqe ; s .
Vale notar que caso fossem utilizados vetores e'“1) e e'“ ¢/’ ocorreria que:

W = (e, ey = e e ()] = (0 6.14)
Pode-se definir, através da norma, a distdncia entre raios vetoriais, assim:

Definicao 6.1.2. A distancia, d(1,v’), entre dois raios vetoriais serd definida como a menor das

=

distancias, , entre representativos de 1 e 1’.

Assim, sejam 1) = €1y e ¢’ = €' ¢)},. Tem-se que:
(o, 1) = € (o, )| = e - 3. (6.1.5)
J4, pela equagdo (6.1.2):
14 = ¢'|]> = 2(1 = Re(e**'9p - 4")). (6.1.6)

Portanto, quanto maior a parte real de e*~*+%"4 - 2/, menor ||¢) — +'||>. O produto ¥ - 2’ ja é real,

A—a+a’

por conseguinte basta encontrar qual o maior valor da parte real de e e este valor é 1. Ou seja,

uando A = o — o' obtém-se o menor valor de — ¢'l|2. O que resulta em:
q q

[

d(¥,¢") = 2(1 -9 - ¥')]2. (6.1.7)

Da relagdo anterior, conclui-se que d(, 1’) = 0 se e somente se ¥ = v’.

Para aplicacdes futuras, note que

1— (¢, 9') =d*(1 - Ld*) < &, (6.1.8)

4

com d = d(v,v’), o que pode ser demonstrado facilmente.
Lema 6.1.1. O produto escalar 1) -1’ é continuo, em ambas entradas, com respeito a métrica d(1, 1p").

Antes de prosseguir a demonstracdo, vale resaltar que o jargao "é continuo com respeito a'"se refere
ao fato de que nas regides do dominio nas quais d(t), ¥’) é continua e limitada, ocorrerd que v - ¢’

também sera.

Demonstragdo. Considere os raios 11, 12, 1] € 15, e sejam 11, 1o, 1] € ¢, representativos de cada
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raio, respectivamente. Assim:

‘¢1'¢1—¢2'¢;|:|¢1'@b;_@bz"#;—l-wz'@bi_@bz'@b;‘
< |1 - ] — o - Py | + |2 - ] — o - Py
= [ (1, )| = (b2, W) |+ [1(2, )] = [(2, ¥3)] |
< (W1, 07) = (W2, V)] + (W2, 97) — (€2, 93)] (6.1.9)
= (b1 = P2, V1) + (2, ¥ — 3)]
< ln = ol + |J9] — 3]
= d(v1,v2) + d(¥], 95).

O

A liberdade de escolha de fase na descri¢ao de um estado fisico em mecanica quantica traz uma
consequéncia extra. Neste contexto do uso de raios vetoriais também surge a necessidade de se definir

uma nova estrutura, os raios operatoriais.

Definicao 6.1.3. Um raio operatorial unitdrio, U, é o conjunto formado por todos os operadores

lineares, que agem sobre H, do tipo €*Uy, com Uy, fixo e 3 € R.

Observagdo: assim como para os raios vetoriais, aqui também haverd o conceito de representativo.

Qualquer elemento U pertencente ao raio U é dito ser um representativo de U.

O produto entre dois raios operatoriais, UV € dado simplesmente pelo conjunto de todas as
combinagdes de produtos possiveis entre os elementos dos raios. Ou seja, € o conjunto formado por
todos os possiveis UV com U € U e V € V. Sera chamado de 1 o raio que contém o operador
identidade, e U ~! serd chamado de o raio inverso a U, que consiste no conjunto de todos os operadores
U=!taisque U € U. Assim, UU~! = U~U = 1. Tem-se também que o raio U1 consiste no

conjunto de todos os vetores da forma Uy com U € U e ¢ € @. Além disso, ocorrerd que:

Uy - Uy = -9, (6.1.10)

pois esta € uma propriedade herdada do fato de U ser uma transformacao unitérieﬂ Além disso:

AU, U") = d(1p,4"). 6.1.11)

Dotados de todo este ferramental, j4 se torna possivel dar um passo a mais, pois agora tornou-se factivel
uma andlise sobre como seria possivel associar elementos de grupos a raios operatoriais. Assim se faz

necessario definir o que serd chamada de uma representacdo de raios.

Definicao 6.1.4. Uma representacdo de raios de um grupo G é um mapa r — U,. de elementos r € G

? Bastaverque Utp - Uy’ = |(Up,Uy')| = [($,9)")| = - ",
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em raios operatoriais unitdrios, tais que:

UU, =U,,, (6.1.12)
comreseQG.
Segue daqui que:
Uc.=1,
(6.1.13)
U,-1 = (Uf,,)_l.

A construgdo a ser feita no presente texto valerd quase que integralmente para grupos topoldgicos
(salvo mencao de requisitos adcionais, pois, em certos momentos, serdo exigidas propriedades extras).
Assim, em particular, esta constru¢do também valerd para grupos de Lie, que sdo o interesse maior da

presente investigacao.

Definicao 6.1.5. Uma representacdo de raio de um grupo G serd dita continua se satisfizer o seguinte:
Para qualquer elemento r € (7, qualquer raio vetorial ¢ e qualquer real € > 0 existe uma vizinhanga
M derem G tal que d(Usyp,U,¢p) < ese s € N.

Vale a pena tentar visualizar esta definicdo de maneira conceitual. Esta definicao de continuidade
pode ser vista como: a métrica d(Usv), U,.1p) varia continuamente com respeito a s, uma vez que para
qualquer € tdo pequeno quanto se queira, deverd haver um s na vizinhanga )t de r, tal que a distancia

entre Uz e U,.qp sempre serd menor que €.

Uma forma analoga de se postular o mesmo poderia ser em tomar r = e, pois

A(Usp, Uptp) = d(Ugp-14p, ). (6.1.14)

Teorema 6.1.1. Seja U, uma representacdo de raio continua de um grupo G. Assim, para todo r em
uma vizinhanga, adequadamente escolhida, N, do elemento identidade de G, sempre serd possivel
escolher um conjunto de representativos fortemente continuos U, € U, (ou seja, para todo vetor 1,
todo r € Ny e todo € > 0 ird existir uma vizinhanga N de 1 tal que ||Ugp — Upa|| < € se s € M)J]

Observagdo: um conjunto de representativos U, que satisfaz as condi¢des do teorema serd

chamado de conjunto de representativos admissiveis.

Este teorema € o que permite a existéncia de muito daquilo que veio a ser desenvolvido no dltimo
século em Mecanica Quantica. Resultados como o proprio conceito de particula, proposto por Wigner,

ndo poderiam ser obtidos caso este resultado ndo assim fosse.

Demonstragdo. Seja 1) um raio vetorial fixado em H e 1 um dado representativo. Defina g, = - U, ¢

parar € GG. Como o produto interno € continuo, g, serd uma funcao continua de r. E possivel selecionar

3 Este teorema foi obtido primeiramente em [Wigner| (1939).
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uma vizinhanga 91, com r € N, tal que a < g, < 1, para o € (0,1). Como estratégia para esta

demonstracao, deve-se selecionar representativos U, € U, tais que

Vale notar que aqui ndo hd o mdédulo, diferindo da defini¢do inicial de produto interno para raios
vetoriais em (6.1.3)"l As consequéncias de se adotar a defini¢do estipulada em (6.1.3) sdo abordadas
em Silva e Rochal (2021). Dito isto, agora basta definir alguns objetos que serdo tteis no decorrer da

demonstracao.

Sejam ¢ € ¥, r, s € N, assim:

dys(¥) = d(U,1p, Ustp), (6.1.16)
0-7’78(1/)) = (U’ﬂ/]a Uﬂ/’)a (6117)
Zys(V) = Ush — 0, 5(¥) U, (6.1.18)

Agora, observando com mais atenc¢do a definicdo de Z, ;(¢), esta é a proje¢do de U, na diregdo

perpendicular a U,.1), fato este que pode ser visto via

(Urw> Zr,s(w» = (UMD, Usw> - Ur,s(w) = 0. (6119)

Assim, tem-se que

er 2= Us — Ors UT 7Us — Ors Ur
1) = (Ut = 0, )V, Usts = a0 6120,
=1- UT,S(w)(Uswa Ur¢>
Fazendo uso de (6.1.17)), obtém-se
||ZT,S(¢)H2 =1- |UT,S(¢)|2~ (6.1.21)
Tendo em vista a equagio (6.1.8)), a andlise da equag@o anterior resulta em
1Zrs(D)II° < 7, (). (6.1.22)

A computacdo de (¢, Z, 5(1))) leva a

(7% Zr,s(w)) :(w7 Usw - Ur,s(w>Urw)
:(¢7 Usw> - O'r,s(w>(2/}a Uﬂb) (6123)

=0s — Orgs (¢)gr
4 Esta foi a escolha feita em Wigner| (1939)), p. 169.
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Assim € possivel obter .
0-7'78<77Z}) = _[gs - (¢a Zr,s(w))] (6124)

T

Retomando a equacio (6.1.2)), substituindo ¢ por Usy) e ¢’ por U9

10 = Upl? < 201 — (Upth, Usth)| = 2|1 — 0,5(9)] (6.1.25)
e usando (6.1.24)), obtém-se

U — U2 < 2 gi[gr g+ (0, Zos())]]. (6.1.26)

r

Como foi assumido inicialmente que g, > «, se torna possivel reescrever a equagdo anterior de tal

forma que ela se torna:

2 2
HUsw - UerQ S a’gr — s + (% Zr,s(w»’ S a“gr - gs’ + ’(w7 Z?",S(w»’] (6127)

Pela defini¢cdo de g, é possivel obter:

’gr - gs’ = |(Z/}> Uﬂb) - W, Usw>| = ‘(1?7 UHP - Usw)| S HUrw - US,I/}H (6128)

Um caso particular para essa desigualdade € o de valor minimo para do lado direito da equacao
(L.D.E.), ou seja, quando ocorre ||U,1) — Ugth||min = d; s(1). Portanto

(¥, Zrs(P))] < dr s (). (6.1.29)

A unido destes resultados leva a

4
HUsw - UerHQ S adr,s(w)' (6130)

Assim foi provada a continuidade para U,.1), de acordo com a defini¢do prévia ao teorema. Para concluir
a demonstragio do teorema, basta provar que o mesmo vale para um vetor y dado por y = (1) +¢)/v/2,

onde assume-se ¢ como sendo um vetor normalizado e ortogona]E] a 1. Note que
(U, Zrs(x)) = (Upth, Usx) = ors () (U, UpX). (6.1.31)
Ao adicionar e subtrair (U1, Ugx) em (6.1.31)) o resultado pode ser reescrito como
(Urt), Zrs(x)) = (Unth = Ust, Usx) + (Usth, Usx) — ors(X) (Urt), Ur ). (6.1.32)

Por conseguinte (U,,1), U x) = (¥, Ul Unx) = (¥, \/%W + ¢]) = 1/V/2 para todo m € G, em

5

Com esta construgdo, proposta por Wigner, ndo ha suposi¢cdo a cerca da dimensao do espaco de Hilbert em questio,
assim esta demonstrag@o abarca sistemas com quaisquer dimensoes.
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particular para m € 91 C G. Retornando a (6.1.31) tém-se entdo que

(UMP, Zr,S(X)) + (Usw - U, USX) = (1 - UT,S(X))' (6.1.33)

Sl

Aplicando agora a equagio (6.1.33) em (6.1.25)) temos

HUSX - UTXH2 S 22/3{|(Ur¢, Zr,s(X))‘ + ‘(Usw - Uriﬂ, UsX)‘} (6134)

Os termos do L.D.E. em (6.1.34)) sao limitados a direita via teorema de Cauchy—Schwarzﬂ Assim,

usando (6.1.22)), obtém-se:
Ux = Unx? < 222 doo(x) + U6 — U1} (6.135)

Assim a continuidade de U,¢) implica a continuidade de U,x (e também na continuidade de U,.p).

Definindo agora um vetor T = A1) + Ao, tem-se U, também contl’nu(ﬂ O

Como resultado de uma andlise da demonstracdo do teorema anterior, pode-se perceber que o
resultado do teorema é independente da escolha dos representativos U,.. Assim, seja {U,.} um conjunto
de representativos admissiveis que satisfaz o teorema em uma vizinhanca 1, de e. Assim, para
qualquer funcdo continua de valores complexos, ¢(r), definida para todo r € %, com |¢(r)| = 1,
desse modo pode-se definir:

Ul = ¢(r)U,. (6.1.36)

Logo o conjunto formado pelos operadores U, também serd de representativos admissiveis em 9. Dito
de outro modo, seja U/ um conjunto de representativos admissiveis definidos em alguma vizinhanca
NG de e, e seja Ny C (9 N ITy).

6.2 FATORES E EXPOENTES LOCAIS

Nesta se¢do a estratégia serd a de restringir o dominio onde estardo definidas as fases da repre-
sentacdo projetiva, e, assim, buscar informacdes sobre as mesmas. Aqui estas fases definidas apenas

localmente serdo chamadas de fatores locais, w(r, s).

Seja U, um conjunto de representativos admissiveis definido sobre uma representacao de raio
continua de um grupo G em uma vizinhanca 9y, e seja U, = 1. (No seguir do texto sempre serd
assumido que U, = 1.) Se r, s e rs estdo na vizinhanga 1y, portanto U,.; estando bem definido, serd
possivel escrever

U,Us = w(r, s)U,s, (6.2.1)

6
7

Basta desenvolver os termos envolvendo Z,. s () e UsXx e utilizar expressdes andlogas a |(1, #)|? < | (¥, )| (¢, ¢)|.
Tanto a dedug@o para este teorema, quanto discussdes acerca de consequéncias do teorema da escolha feita em (6.1.15)
pode ser vista com detalhes em Silva e Rocha|(2021)
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onde w(r, s) € um ndmero complexo de médulo 1. Como U, = 1, temos
w(e,e) =1=wl(e,s) =w(re). (6.2.2)

J4a tomando I, e trés de seus elementos, r, s e ¢ escolhidos de tal forma que rs, st e rst estdo também

em 1, ocorrerd da lei de associatividade que leva a

(UrUs)Ut - UT(USUt)
w(r, s)UpsUy = w(s, t)U,Ug (6.2.3)
w(r, s)w(rs, t)Upse = w(s, t)w(r, st)Ups.

Logo
w(r, s)w(rs,t) = w(s, t)w(r, st). (6.2.4)

Estas fungdes w(r, s) sdo chamadas de fatores locais de uma dada representagao.

Como os operadores U, sdo fortemente continuos t€ém-se que as funcdes w(r, s) serdo continuas
em r e em s. De fato, seja 1) um vetor unitério, e considere dois pares r, s € 1/, s’ para os quais w estd
definido. Entdo de (6.2.1)

w(r, ) (Ups — Upg )0 + U (Ug — U)o + (U — U Uth = (w(r',8") — w(r, s))Upgth. (6.2.5)

A expressao anterior surge da subtragao de:

UUgtp = w(r’, 8 U,g
v ( ) v (6.2.6)
U, Ush = w(r, s)Uys1)
UpUgtp — U Ugtp = w(r', 8" YUpgth — w(r, s)Us0 (6.2.7)
Tomando também a adi¢do e subtracdo dos termos:
U, no lado esquerdo da equagdo),
¥ ( q quagdo) 62.8)
w(r, s)Up gt (no lado direito da equacdo).

Assim, temos

Ur’Us’w - UrUsw + Ur’ Usw - Ur’Usw =
=w(r', 8" YUpgth — w(r, s)Upsth + w(r, $)Upgth — w(r, s)Upgth. (6.2.9)

Colocando em evidéncia U, a direita e U, no lado esquerdo da equacdo (L.E.E.)., ocorrera que

Ur’(Us’ - Us)w + (Ur’ - U’!’>U877Z} -
= w(r', s\ Upgt) — w(r, $)U,stb + w(r, s)Upgth — w(r, 8)Upgt). (6.2.10)
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Ajeitando agora o L.D.E., e colocando em evidéncia a direita U,y (no primeiro e no ultimo termos) e

a esquerda w(r, s) (no segundo e terceiro termos), ficaremos com

U (Ug — Uy + (U — U ) Ugth = w(r, ) (Upg — Ups)tb + (w(r',8") — w(r, s))Upgtb.

Ao passar o primeiro termo do L.D.E. para o L.E.E, resultara finalmente a expressao

w(r, 8)(Ups — Upg ) + U (Ug — Ug)p + (U — U, ) Usth = (w(r',8") — w(r, 8))Upg.

Tomando entdo a norma em ambos os lados:

[w(r, 8)(Urs = Ups )t + Up(Uy = Ug)tp + (Up — U ) Uy || =

= [ (w(r’,s") = w(r,s))Uvst ||

Da desigualdade triangular, temos que no lado esquerdo da equagao anterior ocorrera

[w(r,8)(Urs = Upg )t + Up(Ug = Us) + (U — U ) U || <

< Jw(r, 8)(Urs = Ups )¢ || + | U (Us = U)P || + | (U = Up)Ustp ]

Obtém-se assim:

|| (w(r',s") —w(r, s))Upsp || <

~
1

< (|t $)Urs = Uy )0 || 4 || U (Uss = U ||+ || (U = U)U .

-~ -~ -~

2 3 4

O termo 1 da equagdo anterior pode ter seu modulo desenvolvido como em
| (W', s) = w(r, $))Upatp || = [w(r', s") = w(r,s) [ [[Upat)|]-
A fungédo ¢ é normalizada e U,y € unitério, portanto || U,»»¢) || = 1. Assim
[ w(r',s") —w(r, s))Upstp || = [w(r', s') = w(r,s)|.
O termo 2 pode ser desenvolvido da seguinte forma

[ w(r,s)(Urs — Ups ) || = [w(r, )| || (Urs = Ups )3 |].

Mas, como é sabido, | w(r, s) | = 1, assim

[|w(r,s)(Ups = Up ) || = || (Urs = U )9 |].

6.2.11)

(6.2.12)

(6.2.13)

(6.2.14)

(6.2.15)

(6.2.16)

(6.2.17)

(6.2.18)

(6.2.19)
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O termo 3 fica simplesmente
H U'r’(Us’ - Us)¢ H - H (Us’ - Us)d’ H (6220)

O motivo disso € que, apesar de ¢ ser normalizado, tém-se que Uy — U, ndo é necessariamente unitario,
e, portanto, ndo vai obrigatoriamente preservar o modulo de /. Por outro lado, U, € unitdrio, e vai
preservar o médulo de (Uy — Uy)1, por isso consegue-se fazer esta simplificacao.

O termo 4 ndo pode ser simplificado, e assim obteremos
jw(r’,s) —w(r, )| < || (Ups = Uro ) || + (| (Uy = U0 [| + || Uy = Un)Us || (6.2.21)

Consequentemente, para o par r, S € um € positivo, vai existir uma vizinhanga 91, tal que |w(r’, ) —

w(r,s)| <e.

Se uma vizinhanga 91 € escolhida de tal forma que 912 (a qual consiste em todos os produtos s
(r € M, s € N) ) estd contida em Ny entdo w(r, s) estd definido para quaisquer elementos r, s de N, e
(6.2.4) se mantém caso rs e st estejam em 1.
De maneira mais geral, qualquer fung¢do unimodular complexa continua w(r, s), definida para os ele-
mentos 7 e s de alguma vizinhanga 1, serd chamada de fator local de G definida em 91 se w(e,e) = 1
e se (6.2.4) mantém-se sempre que 7s e st pertencem a 1. Caso 1 coincida com G, entdo (6.2.4) vale

no grupo G inteiro, e assim w serd chamado de fator de G (sem o adjetivo "local").

Para um conjunto de representativos admissiveis diferentes U’ = ¢(r)U,., com (r € Ny), pode-se
obter através de (6.2.1) que
UU. = (r,s)U,

rs?

(6.2.22)

assim, ao substituir a relagdo U] = ¢(r)U, e fazendo o reconhecimento de (6.2.1), se obtém

¢(r)¢(s)

5(rs) (lp(r)) =1).  (6.2.23)

W'(r,8) = w(r, s)
De maneira geral, dois fatores locais w e ' definidos em 91 e 9V, respectivamente, serdo ditos
equivalentes se a relag@o (6.2.23)) se mantém em alguma vizinhanga 91, (contida em 9t N H') onde
¢(r) € uma fungdo complexa continua com respeito a r definida em 912. (Note que ¢(e) = 1 pois

w(e,e) =uw(e,e) =1.)

Além disso, se w é um fator local definido em M e ¢(r) (|p(r)| = 1, |¢(e)| = 1) uma funcdo
complexa definida em D1? entdo a fungio «’, obtida em (6.2.23)), é também um fator local definido em

2T ja que este satisfaz (6.2.2) e (6.2.4).

Uma mudanga pode ser feita ao substituir o fator local por uma exponencial. Assim pode-se definir
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aquilo que serd chamado de expoente local, dado por:
w(r,s) = e, (6.2.24)

Definicao 6.2.1. Um expoente local, do grupo G, definido em uma vizinhanca ‘R, é uma funcdo real

continua, £(, s), a qual é definida para todos os elementos r, s de 2t e satisfaz as relagdes:

(e e) =0, (6.2.252)

E(r,s) +&(rs, t) = (s, t) + &(r, st). (6.2.25b)

As equagdes (6.2.25a)) e (6.2.25b) vém diretamente da substitui¢do de (6.2.24) em (6.2.2)) e (6.2.4).

Caso 91 coincida com G, £ serd chamado de expoente de GG, também sem o adjetivo "local".

Para qualquer expoente £ tém-se que ao tomar em (6.2.25b)) s = ¢ = e, resulta em:
E(rye) +&(r,e) =E&(e,e) +E(rye). (6.2.26)

Como ja sabemos que (e, €) = 0, obtivemos 2£(r, e) = £(r, ), tem-se

&(r,e) =0. (6.2.27)
Ja, ao se tomar r = s = e em (/6.2.25b)), resulta em:
§le,e) +&(e,t) = Ele,t) +&(e, ). (6.2.28)

Aqui, de modo andlogo, resulta em £(e, t) = 2£(e, t), portanto
(e, t) =0. (6.2.29)
Uma terceira anélise também pode ser feita ao tomar s = r~!, e t = r em (6.2.25b)
Eryr™ D+ &) =& r) + (), (6.2.30)

ao substituir na equagdo anterior as expressoes de (6.2.27) e (6.2.29), obtém-se

Elr,r™ )y =&(r ). 6.2.31)

. . . / . ~ . .
Dois expoentes locais £ e ¢’ definidos em 91 e 91, respectivamente, serdo ditos expoentes locais

equivalentes se uma relagao da forma

'(r,s) = &(r,s) + Ap[C]; A, s[C = ¢(r) 4+ ((s) = ¢(rs) (6.2.32)

vale em alguma vizinhanga 91, contida em 9T N 9T, com ¢(r) uma fungio real e continua definida em
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M3. Pela equagdo (6.2.25a), ((e) = 0.

Se ¢ é um expoente local definido em 1, € ((r) uma fungdo real continua em 91 que se anula
para r = e, entdo a fungdo £ definida por (6.2.32) também serd um expoente local em i, pois isto

satisfaz as relacoes (6.2.23a)) e (6.2.25b)). J4 a relacdo (6.2.32)) poderd ser escrita de maneira abreviada,
na forma:

§ =&+ A[(] (6.2.33)

Todo expoente local define univocamente um fator local w = €%, e dois expoentes equivalentes definem

dois fatores equivalentes, com ¢(r) = eic(r),

Reciprocamente, se para um dado fator local w a vizinhanga 91 é escolhida de tal forma que |w — 1|
¢ suficientemente pequeno, entdo £ = —i(nw (o logaritimo sendo definido em fung¢do de series de
poténcia de (w — 1) ) € um expoente local definido em . Ademais, dois fatores locais equivalentes

ddo origem a dois expoentes locais; a relacao de equivaléncia (6.2.32)) vale em uma vizinhanga onde

|¢(r) — 1| é suficientemente pequeno, com ((r) = —iln ¢(r). Assim as séries de Taylor, dadas por
= (1) - D
Inw= , w—1] <1, 6.2.34
; - w1 (6:234)

retornardo valores pequenos o suficiente.

Proposicao 6.2.1. Para uma representacdo de raios continua com dimensdo finita U(r) do grupo G

todo fator local é equivalente a 1.

Demonstra¢do. Denotando o determinante de U, por D(r). Note que D(r) é continuo, com |D(r)| =

lﬂ Assim ao tomarr e sem )l e
U U, = w(r, s)Uys = €559, (6.2.35)

ocorrerd que
D(r)D(s) = e D(rs), (6.2.36)

onde n € a dimensdo do espaco da represenacao finita. Se 91 é adequadamente escolhido (de tal forma

que |w — 1| e |D — 1] sdo suficientemente pequenos) obtém-se que
d(r) 4+ 0(s) = n&(r,s) + d(rs), (6.2.37)

com §(r) = —iln D(r). Portanto &'(r, s) = £(r, s) + A, 5[¢] = 0 (reconhecendo ((r) = —d(r)/n ).
O operador correspondente tem determinante igual a 1. [

A equivaléncia entre dois expoentes locais &’ e £ serd expressa por

¢ =¢ (6.2.38)

8 |D(r)| = 1 decorre de U, ser uma transformagdo unitdria.
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Esta relacdo de equivaléncia € simétrica, reflexiva e transitiva. As primeiras duas caracteristicas sao
imediatas. Sobre o carter transitivo: assuma & = ¢ + A[¢]em N, e " = & + A[¢'] em N'. Entdo
£ = ¢+ A[¢ + ('] em algum N contido em D NN

E evidente que os operadores U contidos em todos os raios operatoriais U, de uma representacio
de raio continua de G’ formam um grupo com a operacdo de multiplicacdo. Seja U, um conjunto de
representativos admissiveis definidos em 91, € seja 91> C 9N,. Entdo os operadores contidos em U,
(r € N,) tem a forma de €U, (com 0 real).

Se r e s estdo em N,
(U, (e9U,) = e w(r, s)U,, = 00+, (6.2.39)

Isso sugere a seguinte defini¢do de grupo local H. (Para uma introdug@o mais aprofundada ao conceito
de grupo local, ver Gamkrelidze e Pontriagin| (1987), p. 83.). Seja £ um expoente local de G definido
em N. H consiste de pares {6, r} onde 6 € real e r um elemento de 912. (Como espago topolégico, H
¢ dado pelo produto de 91? com a reta real.) O produto entdo em H sera definido do seguinte modo:

para dois elementos do tipo {61, r1} e {0,, 72} se r; e 5 estdo em N, entdo

{01, 71} - {02, o} = {01 + 03+ &(r1,7m2), 172} (6.2.40)

Ao tomar a lei de associatividade para a lei multiplicativa dada em (6.2.40) temos

({01,7*1} - {02, 7”2}) A03,13} = {b1,71} - ({Qg,rg} : {03,r3})

{61 + 024+ &(r1,1m2), mara} - {03, 3} = {01, 71} - {02 + O3 + (12, 73), ror3}
{00 + 0o + 03+ &(r1,70) + E(r1r2, 13), marars} = {01 + O + 03 + E(ra, 73) + (11, 7273), 117273}
(6.2.41)

Vé-se assim surgir a defini¢do (6.2.25b). O elemento identidade € de H é {0, e} (veja (6.2.27)), e a
invesa de {6, r} € dada por {—(0 + &(r,r™ 1)), 7'}, se r e ! pertencem a N (veja mais em|6.2.31)).

Tomando elementos ¢(0) = {6, e} de um subgrupo a um parametro 7', pertencente ao cen-
tro de H, ttém-se que quaisquer elementos {#, r} de H podem ser unicamente escritos na forma
t(0) - {0, r} = {0, r} - £(#). Segue de (6.2.40) que o grupo quociente H /T é localmente isomorfico a
G.

A extensdo local do grupo G da forma de (6.2.40) fornece uma ferramenta ttil na investigagdo dos
expoentes locais de (G. Ao concentrar atengdes nos grupos locais H, segue-se a construgdo feita por

Schur| (1904)), porém, descrita por Bargmann.

Sejam £ e & dois expoentes locais, e seja ¢ = £ + A[(] em 91,. Entdo os correspondentes
grupos locais H e H' (definidos por (6.2.40)) sdo localmente isomérﬁcoﬂ Denote por 7 = {0, r},

9

Um isomorfismo de grupos constitui uma relagdo de homomorfismo onde a fun¢io que realiza o0 homomorfismo € uma
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7 = {0, r'} os elementos de H e H' respectivamente. Um mapa isomoérfico 7/ = f(7) (r € M?) é
dado por
0 =6—((r), =, (6.2.42)

tal que f(71)f(72) = f(F172) se 1, r2 € MN,. Pode-se também dizer que (6.2.42) define uma parame-
trizacdo diferente para o grupo local H.

Para provar este isomorfismo basta checar individualmente cada lado da expressdo f(71) f(72) =
f(7172) e checar sua igualdade. Assim vamos investigar o resultado de f(7) f(72) (que também pode

ser escrito como 747%)
fr) f(r2) = 7y = {01 +05+8 (r1, ), rira} = {01+02=C(r1) —((r2) +&'(r1, 72), 12} (6.2.43)

Pela relagd@o de equivaléncia entre expoentes locais, tem-se &' (11, 72) — ((r1) — ((ra) = &(r1,12) —

((ry72) e ao substituir em (6.2.43) resulta em
fr) f(r2) = {01 + 62 — C(rire) + §(r1,m2), 112} (6.2.44)

Vamos agora investigar o termo f(7;75). Nele iremos primeiro observar o resultado do produto
7175 e apds iremos introduzi-lo como argumento da fung¢do f. Assim, como visto anteriormente
717y = {01 + Oy + &(r1,72), 1172 }. Assim introduzir este resultado no argumento da funcdo f, resulta

cm
f(F172) = {61 + 02 — C(r1ra) + E(r1, 72), 172} (6.2.45)

Portanto, ao comparar (6.2.44) com (6.2.44)) vé-se que a expressdo f(71)f(72) = f(7172) foi obtida.

Além disso f(e) = €, pois ((e) = 0, concluindo o0 homomorfismo. Para completar basta ver que

(6.2.42) ¢ uma fungdo afim que define uma bijecdo e assim comprova-se o isomorfismo entre H ¢ H'.

Note também que o grupo local H construido com base em & € localmente isomorfico a qualquer
grupo local H' construido com base em &’ = v£ onde v é uma constante nao nula. Assim um mapa

isomorfico entre estes grupos locais pode ser dado por:
0 = ~0, r=r, (6.2.46)

se & esta definidoem Dt e r € N.

Para ver isso, pode-se checar o homomorfismo da seguinte maneira

f(r) f(ra) = {v01,m1} - {702, 2} = {7y(0h + 02) + §(r1,72), 7172}, (6.2.47)

f(rr) = f({0 + 02 + §(r1,m2), rara}) = {7(61 + 02) + £(r1,72), 1172} (6.2.48)

bijecdo. Por sua vez, um homomorfismo de grupos é dado por uma funcéo f : H — H'. com 7 — 7 = f(7), tal
que, dados 71,72 € H, ocorre f(71)f(72) = f(7172) e f levard o elemento neutro de H no elemento neutro de H’

(f(e) = &).
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Temos também que f(€) = €, pois 0 = 0. Além disso a relagdo ' = 6 define uma bijecdo dos reais

para os reais, checando assim o isomorfismo.

6.3 FATORES E EXPOENTES DEFINIDOS SOBRE O GRUPO INTEIRO

Até este ponto os fatores locais foram analisados apenas visando obter propriedades locais dos
mesmos, porém a partir desta secao o objetivo se torna estudar fatores e expoentes definidos sobre
o grupo inteiro (ou seja, aqui visa-se estudar )1 = ). Também aqui serdo discutidas relagdes entre

fatores e expoentes definidos em grupos simplesmente conexos.

6.3.1 Existéncia de representacoes de raio compativeis com um dado fator w

Se para uma representacio de raio continua de G for possivel selecionar um conjunto de represen-
tativos admissiveis sobre o grupo inteiro (e ndo apenas sobre abertos ao redor do elemento identidade),
entdo um fator w podera ser selecionado sobre G inteiro. Ou, visto por outro angulo, para um dado

fator w definido sobre G inteiro € possivel construir uma representacio de raio compativel com um

No decorrer desta anélise, serd necessario assumir que existe uma medida invariante por transla-
¢oegTem G

Teorema 6.3.1. Para todo fator w de um grupo localmente compacto G haverd uma representacdo de

raios continua compativel com w.

Demonstragcdo. Denotando por dt uma medida invariante a esquerda em G, e tomando §) como o

conjunto de todas as fun¢des de quadrado integravel f(¢) em G, tais que:

(f.9) = /G F(t)g(t)dt, (6.3.1)

com f(t) sendo o complexo conjugado de f(t).

Assim define-se, para um fator w(r, s), a transformagdo g = U, f pelas equagdes:
g(t) = w(r,r=') f(r~'t) (6.3.2a)
ou
g(rt) = w(r, 1) f(t). (6.3.2b)
Por conta desta defini¢do de U, tem-se:

1. U, é isométrica e unitaria;

E isométrica, pois de |g(t)| = | f(r~—'t)| tem-se que:

/|g )|[2dt = /\f (r~'t)|Pdt = /\f H)?d(rt) = /yf )|?dt, (6.3.3)

10" Ou seja, uma familia de operadores fortemente continuos U, que satlsfazem -
1" também chamada de medida de Haar, por ter demonstrado a sua existencia.
12" Neste caso, G’ tem de ser um grupo localmente compacto. Requisicdo esta que € satisfeita por grupos de Lie.
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onde na dltima igualdade foi usado que d(rt) = dt, pois, das premissas, aprecia-se que a medida

em questdo € invariante a esquerda.

Também ¢ unitéria, pois de (6.3.3), temos (g, g) = (U, f, U, f) = (f, f), logo U, € unitdria.

2. U, =1, poisw(e,t) = 1.

3. Deseja-se obter U,Us = w(r, $)U, ;.

A obtengao desta expressdo vem da seguinte andlise: tomando g = Us,f e h = U,.g = U, U, f,

por (6.3.2)
h(r(st)) = w(r, st)g(st) = w(r, st)w(s,t)f(t). (6.3.4)

Portando, pela (6.2.4), h((rs)t) = w(r, s)w(rs,t)f(t),isto é h = w(r, s)U,sf, e entdo U, U, f =
w(r, s)U,sf.

4. Os operadores U, sdo fortemente continuos em 7:

Tomando em, (6.3.2), g(t) = w(r,r~'t) f1(t) e f1 = V, f. Como operadores V,, que definem
representagdes ordindrias de G, sdo fortemente continuos em 7 e sua multiplicagdo por w(r, 7~ 't)
nao afeta essa propriedade (pois, como visto, também sao fun¢des continuas), tem-se o carater

fortemente continuo de U,..
O

Para as demais demonstracdes serd necessdrio realizar algumas defini¢cdes. Agora serdo dadas as

defini¢des de: grupos conexos, localmente conexos e simplesmente conexos, assim

Definicao 6.3.1. Um grupo topologico G é dito ser um grupo conexo se este ndo puder ser descrito

como a unido de dois ou mais conjuntos abertos disjuntos e ndo-vazios.

Definicao 6.3.2. Um grupo topologico G é dito ser um grupo localmente conexo se para todo elemento
do grupo houver uma colegdo de vizinhancas abertas e conexas, N;, cuja unido resulta em qualquer

aberto do grupo. Ou seja: dado um aberto Y qualquer ocorrerd que
N = Jn. (6.3.5)

Definicao 6.3.3. Um grupo é dito ser simplesmente conexo se todo caminho fechado na variedade
do grupo puder ser deformada em um ponto. Ou, equivalentemente, se quaisquer dois elementos do
grupo podem ser conecta-dos por um caminho continuo também pertencente ao grupo de tal forma

que quaisquer dois destes caminhos poderdo sempre ser continuamente deformados um no outro.

Doravante secdo serd assumido que G é localmente conexo (Tal condi¢do é naturalmente satisfeita

por grupos de Lie). Para
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Para preparar parte do ferramental necessdrio, esta parte serd dedicada ao estudo de representacdes
ordindrias, e ndo de representacdes de raio. Além disso, para relacionar propriedades locais com

propriedades locais, sera assumido que GG € conexo.

Definicao 6.3.4. Uma representacdo local unitdria de um grupo G, definida em uma vizinhanga N, é

um mapa de N? em operadores V, (r € N?) tais que V,V, = V,, se r e s pertencem a ‘IIE-I

Fatos cruciais:

1) Uma propriedade que serd de grande utilidade é: se G é um grupo conexo, entdo qualquer

elemento r de G pode ser escrito como um produto finito:
T =TiT9...Ty (6.3.6)

com r; € M.

2) Se G, além de conexo, € simplesmente conexo, uma representacdo local sempre podera ser
extendida a uma representagdo sobre o grupo inteiro. Com isso, pode-se obter que: para toda

representacdo local de um grupo simplesmente conexo GG existe uma vizinhanga 91" C 91 tal que

Vi VigeriViy = Vi Vig o Vir. (ri, 7 €M),  (63.7)

/

Caso 1 ry...1y = TiTh...7,

Lema 6.3.1. Para uma representacdo local unitdria V, de um grupo conexo e simplesmente conexo
G definida em N existe uma, tinica e determinada, representacdo W,, sobre o grupo G inteiro, que
coincide com a representacdo local em alguma vizinhangca YU* C N. Os operadores W, serdo

fortemente continuos caso os operadores V, sejam fortemente continuos.

Demonstragdo. Seja W, uma representacdo de GG que coincide com V. em uma vizinhanga 9t C 1.
Se r é expresso na forma de entaio W, = W, W,.,.. W, , e, como W,, =V, em 9N,

W,=V. V...V, (r=ry.ry;r €M), (6.3.8)

1. Unicidade de W,: Seja W/ uma segunda representagdo, que coincide com V,. em 9V C (9NIMY).
Ao aplicar (6.3.8) em 91, ao invés de tomar em I, obtém-se a mesma expressio para W, e /.

2. Existéncia de W,: (6.3.8) pode ser usada para definir W,. (com 9" = 9N) pois, por (6.3.7), o
produto em (6.3.8)) depende de r mas ndo na decomposigdo nos elementos ;. Em particular
W, = V. ser € 9. Assim estrutura de representagdo é uma consequéncia imediata. Seja

T =171..Tn, S = S1...5m. BENtA0 s = 71...7,81...5m, € como W, = V1.V, Vo ..V, =W, W,.

13 Vale notar que nenhuma imposicio sobre continuidade é feita.
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3. Caso os operadores V,. formem um conjunto fortemente continuo entdo o conjunto dos operadores
W, também o ser4, pois se 7 € s estdo suficientemente proximos, tais que 7~ 's € I*, tem-se

que para todo vetor 1) vale
(W = W)l | =Wy (W = W) | = [|(Wmrs = D[ =[[(Vi-rs = DYl],  (6.3.9)

o que prova a afirmagao.

6.3.2 Representacio de raios de GG induzida por representacoes ordinarias

Qualquer representagdo unitaria fortemente continua de G dd origem a uma tnica e determinada
representacdo de raios continua de (G. Estas representacdes projetivas sao ditas induzidas pela repre-
sentacdo U,.. Para os representativos U,., o fator w € igual a 1, e assim todo fator local da representacdo

de raios € equivalente a 1.

Como consequéncia do lema[6.3.1]

Teorema 6.3.2. Toda representagdo de raio continua U, de um grupo conexo e simplesmente conexo

G com fator local equivalente a 1 é induzida por uma representacdo unitdria fortemente continua U,

de G.

Demonstragdo. Por hipétese, existe um conjunto de representativos admissiveis U, € U, (r € M?)
tal que U,Us = U, (r, s € N), isto é: U, é uma representacdo local de G. Seja U/ (r € G) uma
representacdo de GG construida de acordo com Resta mostrar que U] € U, para todo r. Pela
equacdo (6.3.8)), € evidente que U, = U,,...U,, € U,,..U,, =U,. O

Corolario 6.3.1. Toda representacdo de raios de dimensdo finita de um grupo conexo e simplesmente

conexo G é induzida por uma representagdo unitdria de G.

Demonstragdo. Pela proposi¢do todo fator local é equivalente a 1. Assim basta agora fazer uso

do teorema [6.3.2]5] O]

6.3.3 Extensao de representativos locais

Para uma repesentacio de raios continua de um grupo G nem sempre € possivel estender, de
maneira continua, um conjunto de representativos admissiveis, definidos em uma vizinhanga 1, em um
conjunto de representativos definidos no grupo G inteiro. Porém, para grupos conexos e simplesmente

conexos, existe o seguinte teorema:

Teorema 6.3.3. Seja G um grupo conexo e simplesmente conexo, w um fator local definido sobre

G inteiro, e U, uma representacdo de raios tal que o fator local definido por um conjunto de

4 Tomando U, = V,,, U. = W,
15" Este resultado foi primeiramente obtido por Weyl em Weyl (1931), pp. 183-184.
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representativos U,., adequadamente escolhidos, coincide com w em alguma vizinhanca ). Entdo existe

um tinico e determinado conjunto de representativos admissiveis U] para o grupo inteiro, tal que

UU, = w(r,s)Uy,s para todo r, s e U] = U, em alguma vizinhanga N* C MN.

Demonstragdo. Como G é conexo e simplesmente conexo, a equagio ¢'¢(™*) = w(r, s) tem uma tnica

solugdo &(r, s) (para todo r, s € (), que satisfaz as equagdes (6.2.25a) e (6.2.25b)), assim £(r, s) é

um expoente de GG. Entdo a extensdo central /7 € um grupo, o qual também € conexo e simplesmente

CcOonexo.

1. Serd agora utilizado o Lema|6.3.1jem H. Tomando 7 = {6,7}, V; = V(0,r) = ¢?U, (r € M?).
De acordo com as equacdes (6.2.39) e (6.2.40) V, é uma representagio local unitdria de H
definida em M (—oo < 0 < oo, r € N). Pela definicdo dada pela equagao (6.3.8)) obtém-se uma

representacdo unitdria fortemente continua W, = W (0, r) de H, a qual coincide com V. em
algum 901* C 9. 9" contém uma vizinhanga 9" da forma (—c < 0 < ¢, r € M), para algum
¢ adequadamente escolhido e 91" C 9.

. Para todo 0, {0,e} = {0,,e}", onde 6, = O/n, |61|] < c. Entdo, pela equagio (6.3.8),
W (0, e) = (V(01, e))" = €-1. Seja agora U, = W(0,r) para todo r. Como {0, r} =
{0, e}-{0, r} tem-se para todo r que

w(,r) = U, (6.3.10)
e Ul = U, ser € 9. Além disso, {0, }-{0, s} = {{(r, s), rs} com isso

UU = 49U = w(r, s)U., (r, s € G). (6.3.11)

. Basta agora mostrar que U, € U, Para isso toma-se 7 = 1.7, (1), € M*). Assim, U] € U,,.
Pela equagdo (6.3.11), U/, € U,sse U, € U, e U, € U,. Portanto, por indugdo, U, €
U,.U, =U,.

. Qualquer conjunto formado por U] com as devidas propriedades define, através de (6.3.10) e

de (6.2.39), uma representagdo W (0, r) = U’ de H que também &, por conta do lema|6.3.1]
unicamente determinada®l

6.3.4 Extensao de expoentes locais

Assim como os expoentes locais se mostraram ferramentas uteis no estudo de representacdes de

raios locais 0 mesmo ocorrerd com expoentes associados a fatores definidos sobre o grupo inteiro. Por

16 Se (3 ndo é simplesmente conexo, o teorema pode falhar em dois aspéctos: (1) Pode ser impossivel selecionar algum
conjunto de representativos admissiveis, definidos sobre o grupo inteiro, independentemente da equagéo (6.3.11). (2)
Pode ser impossivel de satisfazer a equagio mesmo se a continuidade de U néo for assumida. As representacdes
"a menos de um sinal"falham nestes dois aspectos.
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conta disso esta secdo tem por objetivo definir uma nog¢do de extensdo de expoentes locais e mostrar

que equivaléncias entre expoentes locais implicam em equivaléncias entre suas extensoes.

Definicao 6.3.5. Um expoente & de G ¢é dito ser uma extensdo de um expoente local £ de G se

&(r,s) = &(r, s) em alguma vizinhanga.

Teorema 6.3.4. Sejam & e & dois expoentes locais equivalentes de um grupo conexo e simplesmente
conexo G, tais que £ = & + A[(] em alguma vizinhanga, e assuma que os expoentes &1 e & de G
sejam extensoes de & e ' respectivamente. Entdo, para todor, s € G, £ (r,s) = & (r,s) + A, 5[],

onde (1 (r) é continua em r e (; = ¢ em alguma vizinhanga N*.

Demonstracdo. Os dois expoentes &; e &) definem dois grupos conexos e simplesmente conexos H
e H{ (com elementos 7 e 7/, respectivamente) para os quais a multiplicacdo é dada por (6.2.40). A
equago (6.2.42)) define um mapa isomérfico local 7 = f(7) de H; em H;

f(r) = f(0,r) ={0-C(r),r} (re ). (63.12)

Para provar este isomorfismo temos que mostrar primeiro que f(7)f(s) = f(7s), para isto basta ver

que ao tomar elementos 77 = {a/,r} e 5 = {f', s}, seu produto devera ser dado por
fE)f(5) ={d,r} - {p' s} ={a' + 5"+ £ (r,s),rs}. (6.3.13)

Ao mesmo tempo por (6.3.12) tem-se que 7 = f(«,r) = {a—((r),r}es = f(B,s) = {F—{(s), s},
portanto o = a + ((r) e f’' = B — ((s). Substituindo o’ e 4’ em (6.3.13)), obtem-se

{o;r} - {B s} ={a+B+E(rs)—((r)—((s),rs}. (6.3.14)

Fazendo uso da relagdo de equivaléncia entre expoentes locais, &'(r, s) — ((r) — ((s) = &(r, s) — ((rs),

resultara em
{o,r}-{B s} ={a+ B +E&(r,s)—((rs),rs} = f(T5). (6.3.15)

Pronto, foi mostrado que f(7) é um homomorfismo, agora, para que este f seja um isomorfismo basta
ver que 6’ = 6 — ((r) define uma bije¢do dos reais para os reais.

Retornando para a equagdo (6.3.12)), se 91y € escolhido tal que §; = &, & =& e & =&+ A[(] é
satisfeita em ;. pode ser, unicamente, elevado a um isomorfismo f(7) = f1(0,r) = 7 entre
os grupos H; e Hj tal que f1(7) = f(7) em alguma vizinhanga *(—c < 0 < ¢, r € N* C N) em H;.
Assim como na prova do teoremal6.3.3] encontra-se a partir de (6.3.12) que f1(6, €) = {6, e} para todo
6. Tomando f,(0, r) = {—Ci(r), g(r)} onde ¢;(r) é uma fungdo continua de r e g(r) um elemento de
G a ser determinado. A equagdo {0, r} = {6, e}-{0, r} implicaem f,(0, r) = {60 — (i(r), g(r)}.

A computagdo do L.E.E de f,(0, r) f1(0, s) = fi1(&(r, s),rs) resulta em

f1(0, 1) f1(0, 8) = {=Gu(r), 9(r)} - {=Cu(s),9(5)}
= {&'(r,s) = Cu(r) = Gi(s), 9(r)g(s)} (6.3.16)
={&(r,s) = Gu(rs), g(r)g(s)},



93

j4 a computacio do L.D.E. com a substitui¢ao da relacdo de equivaléncia entre expoentes leva a

fi(§(r,s),ms) = {&(r, ) = Gulrs), g(rs)}, (6.3.17)

resultando em
g(rs) = g(r)g(s). (6.3.18)

Tomar r € 2N resulta em g(r) = r, pois em IN* os grupos locais associados a £ e &; sdo isomorfos.
Mas, como (6.3.18)) foi um resultado obtido tomando qualquer r € G, tem-se que, iSso mostra que
g(r) = r para todo 1{"’} Ento

f1(F) = f1(0,7) = {0 — C1(r),r}  (paratodor € G). (6.3.19)

Finalmente, f1(0,7)f1(0,s) = fi(&(r, s), rs). Consequentemente

{&1(r,8) — Ci(r) — Ci(s),rs} = {&(r,s) — Ci(rs), rs}, (6.3.20)
tal que £ = & + A[(1] no grupo inteiro, e, pela equagdo (6.3.12), ¢;(r) = ¢((r) parar € 9" O

17" A igualdade g(r) = r para todo r € G pode ser ter sua demonstragdo vista com detalhes em|Gamkrelidze e Pontriagin
(1987)
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7 CONCLUSAO

No presente trabalho detalhes bastante intrigantes da constru¢cdo da Teoria Quantica de Campos
foram trazidos a tona. Foi mostrado um pouco da importancia do estudo de representagdes de simetrias
naquilo que permeia a construc¢io dos estados de uma particula invariantes pela atuacdo das simetrias
da VSR, bem como também foram apresentadas as bases para este estudo. Aqui, percebeu-se a causa
de um possivel impedimento para a constru¢do de uma mecanica quantica relativistica invariante
pelas simetrias de HOM(2) para o caso massivo. Também foi obtido o formato da atuagdo de uma
transformacao de ISIM(2) sobre estados de uma particula.

Deste ponto em diante, o estudo mudou um pouco de figura, sendo o interesse central ndo mais nas
representacdes ordindrias, e sim a busca por possiveis representacdes projetivas de SIM(2) e ISIM(2).
Uma primeira investida no tépico € feita utilizando uma estratégia focada em analisar caracteristicas
algébricas e topologicas de SIM(2). A fundamentacdo para esta andlise encontra-se na se¢ao 2.7 de
Weinberg (1995), porém para o caso em questao obtivemos apenas um indicio da possivel existéncia
de representacdes projetivas para SIM(2) e ISIM(2).

Diante disso uma nova empreitada foi elaborada ao ser iniciado um estudo de uma teoria bem mais
robusta sobre a teoria de representacdes de raio para grupos continuos, apresentada em Bargmann
(1954)). Neste trabalho, proposto por Bargmann, encontram-se resultados que revelam propriedades
profundas da natureza matematica da Mecanica Quantica, e apontam firmemente em uma dire¢do de
possivel resolucdo para a questdo da existéncia ou nao de representacdes projetivas de SIM(2). Aqui
foram exibidas as origens das fases de representacdes projetivas e algumas de suas propriedades. A
partir da andlise destas fases foram construidos os expoentes locais que sdo essenciais para a constru¢ao
de uma ferramenta central da teoria: o grupo local, que, em continuagdes futuras do presente trabalho,
se mostrardo fundamentais para obter todas as possiveis representacdes projetivas de um determinado
grupo.

Este trabalho abre as portas para um prosseguimento natural, a obtencdo de campos quanticos
invariantes por transformacdes de ISIM(2), ao analisar a teoria de espalhamento para estes estados.
Além disso, se concretizada a existéncia de representacdes projetivas de SIM(2), podemos estuda-las
sob a dtica de alguns trabalhos como [Filippelli (201 1)) e Wawrzycki| (2004).

A principio esperava-se ser obtido, ao fim deste trabalho, além do formato da atuacao de transfor-
macoes de ISIM(2) sobre estados de uma particula, uma resposta final sobre a existéncia ou nao de
representacdes projetivas para SIM(2) e ISIM(2). Entretanto, as tentativas executadas, até o presente
momento, se mostraram insuficientes em comprovar a sua (no) existéncia, muito embora j4 estamos
continuando estes estudos no projeto de doutorado com o inicio da aplicacdo da teoria proposta por

Bargmann para os grupos SIM(2) e ISIM(2).
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