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Vibration attenuation analysis of periodic structure made of laminated
composite material

Danilo Silva

Keywords: Periodic structure, composite material, vibration atte-

nuation, bending-shear-torsion coupling

Abstract - There has been a constant search for materials that present better me-
chanical characteristics, low-cost, and good behaviour to mechanical vibrations. Thus,
composite materials and periodic structures have been widely studied. A composite
material consists of the combination of two or more materials which together produces
desirable mechanical properties, whereas the periodic structure consists of substructu-
res (or unity cell) positioned periodically in a principal structure. These cells produce
a variation of the stiffness and in the range of frequency, consequently, in the dynamic
behaviour of the mechanical structure. The objective of this work is to present a study
of the structural behaviour of a beam made of the composite laminated material, sub-
divided in small structures and assembled periodically. In this work it was analysed the
frequency response of elements with different fiber orientations. The periodic structure
was built coupling these elements. Through the results, it was possible to notice that
the periodic structure presented band gap for different frequency range. The effects of
periodicity were more expressive when beam metamaterial presents more periodic cells.
With increase of the number of periodic structures, the band gaps’ effect will be more
expressive. Although, it is important to note that was possible to obtain band gaps
only with the influence of the fiber orientation. In this context, this work presented the
possibility of obtaining the vibration attenuation only using the benefits of join periodic

structure and laminate composite material.
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Analise de atenuacao de vibracao de estrutura periédica feita de material
compoésito laminado

Danilo Silva

Keywords: Estrutura periodica, material composito, atenuacao de

vibracgao, acoplamento flexao-cisalhamento-torcao

Resumo - Ha uma busca constante por materiais que apresentam melhores carac-
teristicas mecanicas, baixo custo e bom comportamento a vibracao mecanica. Desta
forma, materiais compositos e estruturas peridédicas tem sido amplamente estudadas.
Um material composito consiste da combinacao de dois ou mais materiais, no qual,
juntos fornecem propriedades mecanicas desejadas, enquanto que uma estrutura perio-
dica consiste de subestruturas (ou células unitérias) posicionadas periodicamente em
uma estrutura principal. Essas células produzem uma variacao da rigidez e na faixa de
frequéncia, consequentemente, no comportamento dinamico da estrutura mecanica. O
objetivo deste trabalho é apresentar um estudo do comportamento estrutural de uma
viga feita de material composito laminado, subdividida em estruturas menores e monta-
das periodicamente. Neste trabalho, analisou-se a resposta em frequéncia para elementos
com diferentes orientacoes da fibra. A estrutura periddica foi construida acoplando es-
ses elementos. Através dos resultados, foi possivel observar que a estrutura periddica
apresentou bandas de parada para diferentes faixas de frequéncia. Os efeitos da perio-
dicidade foram mais expressivos quando a viga de metamaterial apresentou mais células
periddicas. Com o aumento do ntimero de estruturas periodicas, o efeito das bandas
de parada foram mais significantes. Contudo, é importante notar que foi possivel obter
bandas de parada apenas com a influéncia da orientacao da fibra. Nesse contexto, este
trabalho apresentou a possibilidade de obter atenuacao de vibracao apenas utilizando

dos efeitos benéficos da uniao entre estrutura periddica e material composito laminado.
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Capitulo 1

Introducao

A sociedade tem vivido um avanco tecnolégico significativo, especialmente pelo surgi-
mento de diferentes materiais, novos equipamentos, teorias, entre outras coisas. Todo
avanco foi possivel através da constante busca por conhecimento para gerar beneficios
para a sociedade. Novas tecnologias requerem produtos com melhor qualidade, con-
forto, e baixo custo. Além disso, novos tipos de equipamentos podem ser complexos,
especialmente se envolve novos materiais e maior graus de precisao em seus processos
de fabricacao.

Em geral, devido a alta competitividade do mercado, desenvolver novos produtos nao
necessariamente implica em garantia de aceitacao dos clientes. O produto deve também
ser ergondmico, confortével e seguro. Como consequéncia desse desenvolvimento indus-
trial, o uso de materiais compositos tem crescido significativamente nas industrias, por
exemplo, como na Figura 1.1, estd presente em muitos componentes de aeronaves, he-
licopteros, satélites, veiculos espaciais, veiculos automotivos, entre outras aplicacoes da
industria mecanica, aerondutica e civil (Park e Lee, 2015). Isso se deve a elevada resis-
téncia e menor peso em relacao aos materiais convencionais, como o ago. Eles oferecem
vantagens, como baixo peso da estrutura e elevada rigidez, além de elevada resisténcia
estatica e a fadiga, resisténcia a corrosao, erosao e quimica (Lu et al., 1993; Gay et al.

2003).



Figura 1.1: Aplicacdo de compésito na industria. (a) Aeroespacial, (b) automotiva, (c)
ferroviaria. Fonte: SC Fibras e Resinas compositos, disponivel em <https://bityli.
com/Qyni7>. (d) Aerondutica. Fonte: aviagdo.org, disponivel em <https://bityli.
com/HGEZW>.

Os compositos sao geralmente usados devido a possibilidade de obter propriedades
desejaveis que nao podem ser facilmente obtidas por seus materiais constituintes em-
pregados separadamente (Gibson, 2011). As vezes, as propriedades de um composito
podem ser notavelmente diferentes das propriedades dos materiais constituintes (Milton,
2002). As grandes possibilidades fornecidas através de materiais compositos anisotropi-
cos avancados podem ser usadas para alterar ou mudar favoravelmente as caracteristicas
de resposta da estrutura (Jun e Xianding, 2003).

Em aplicacoes onde a estrutura de material composito sofre acao de carregamentos
dinamicos, é necessario entender e avaliar o comportamento dinamico a fim de verificar
o efeito causado pela vibracao (ruido, por exemplo), uma vez que, as vibragoes sao in-
desejaveis para as estruturas, devido a necessidade de estabilidade estrutural, controle
de posicao, durabilidade (especialmente durabilidade contra fadiga), desempenho e re-
ducao de ruido. A Figura 1.2a, mostra um exemplo classico de uma falha estrutural na

Ponte de Tacoma, gerado por problemas relacionados a vibragao, o mesmo problema é
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verificado na Figura 1.2b. Além disso, a Figura 1.2c esta relacionada & exposicao do
corpo humano a fontes de vibracao excessiva. Porém, h& também efeitos benéficos que
possibilitam utilizar equipamentos como peneiras, maquinas de lava, entre outros, que

podem auxiliar no desenvolvimento do trabalho.

Figura 1.2: (a) Falha estrutural na Ponte de Tacoma devido a problemas de vibragao
mecanica. Fonte: The Seattle Times, disponivel em <https://bityli.com/8FNOL>.
(b) Falha de ponte de Calcuta pode ter sido causada por problemas de vibracao. Fonte:
Scroll.i, disponivel em <https://bityli.com/nXSxm>. (¢) Exposi¢ao do corpo humano
a vibragao excessiva. Fonte: Jobsite , disponivel em <https://bityli.com/uMWY5>

A reducao da vibragao pode ser alcancada aumentando a capacidade de amorteci-
mento (Chung, 2003). O amortecimento é um parametro importante relacionado ao
estudo do comportamento dinamico de compésitos reforgados com fibras (Chandra et

al., 1999). Geralmente, em estruturas de compositos com fibras continuas, a orientagao
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da fibra pode ser utilizada para aumentar o amortecimento (Chung, 2003).

O comportamento vibratorio de uma estrutura pode ser conhecido a partir dos resul-
tados da propagagao de onda elastica (Ren et al., 2020). O mecanismo de amortecimento
em materiais compositos sao diferentes daqueles em metais convencionais ou ligas. Em
materiais compositos, as fontes de dissipacao de energia podem ser devido a natureza
viscoelastica do material da matriz e/ou do material da fibra, amortecimento devido a
interfase, que é a regiao adjacente a superficie da fibra por estar associado a proprieda-
des mecanicas diferentes entre fibra e matriz, amortecimento devido ao dano gerado no
escorregamento entre as regioes de diferentes materiais, por causa da energia de dissipa-
¢ao na area de trincas ou quebra da fibra, amortecimento viscoplastico e termoeléstico
(Chandra et al., 1999). Nesse sentido, a fim de obter as caracteristicas vibro-actsticas
de uma estrutura feita de material compésito laminado, sera apresentado uma forma de
atenuacao da vibragao, sem a adicao de material viscoelastico para aumento de amorte-
cimento do sistema, apenas utilizando reprojeto da estrutura de modo a utilizar o efeito
da rigidez para reduzir a vibracao mecanica.

Esse capitulo tem como objetivo apresentar uma breve descrigao da ideia geral deste
trabalho, bem como a diferentes estudos baseados na atenuacao de vibracao estrutural
usando estrutura periddica. Além do mais, apresentard os objetivos e a organizacao

dessa dissertacgao.

1.1 Revisao Bibliografica

O tema vibragoes mecanicas tem sido um t6pico essencial na engenharia. Na engenharia
mecanica e aeroespacial, problemas de vibracao de equipamentos de engenharia, podem
gerar cargas extremas ou deformacoes de componentes estruturais, levando a falhas
catastroficas que diretamente podem afetar a seguranca do ser humano. Além disso, em
determinadas maquinas-ferramentas, podem diminuir a qualidade e funcionalidade de

produtos e reduzir o conforto (Reithmeier e Leitmann, 2003). Em projetos de engenharia



civil, as estruturas devem ser analisadas e projetadas, além dos carregamentos estatico,
também, através da consideracao de excitacao dinamica, tais como vento, terremotos
ou ondas, uma vez que, devido a vibragao gerada podem ocasionar dano ou até mesmo
o colapso de estruturas (Xu et al., 2016), como por exemplo, pontes, prédios, estruturas
metalicas, entre outros, no qual, as falhas sao normalmente causadas através da variacao
de baixa frequéncia no comportamento global do sistema (Lakshmanan e Pines, 1997).
Porém nao fica restrito apenas a engenharia.

Muitas pesquisas na area da saide tem sido desenvolvida para estudar os efeitos
causados pela vibragao, através do uso de equipamentos/ferramentas, sobre o corpo
humano. Geralmente, esses estudos estao associados a ergonomia, no qual, segundo
o Journal of Ergonomics Research, & a ciéncia que estuda e ajuda a compreender a
interacao humana com os produtos, equipamentos, ambiente e sistemas. De acordo com
Vihlborg et al. (2017), o trabalho com ferramentas vibratorias ¢ bastante comum na
industria e, consequentemente, a exposicao de parte do corpo esta associada a um risco
de lesao, tais como disturbios vasculares, mau funcionamento dos nervos e efeitos no
sistema muscular. O autor investigou a prevaléncia dos sintomas da vibracao na mao e
braco de funcionéarios de uma empresa de mecanica na Suécia e concluiu que mesmo em
situagoes de baixa exposicao foi observado os sintomas acima. Desta forma, é necessario
promover estudos a fim de reduzi-la.

Vibracao é o estudo do movimento oscilatorio de um sistema dindmico que consiste
em uma combinacao de matéria que possui massa e, cujas partes, sao capazes de ter
movimento relativo. Sendo assim, todos os corpos que possuem massa e elasticidade sao
capazes de vibrar (Tse et al., 1978). Entao, uma estrutura sobre efeito de carregamento
dinamico esta sujeita a agao de vibragao mecanica. Nesse sentido, pesquisadores e enge-
nheiros tém estudado diferentes materiais, estruturas geométricas e formas de atenuar
a vibracao mecanica. Uma possibilidade de atenuar a vibragao é empregando elemen-
tos de controle ativo montados em locais apropriados em uma estrutura continua (por

exemplo, vigas, placas, entre outras), a fim de auxiliar na dissipagdo da energia cinética



e potencial (Reithmeier e Leitmann, 2003). Segundo os autores, é possivel obter uma
melhora significativa na reducao da vibracao por meio de controle ativo. Outro maneira
é a utilizagao de técnicas passivas como a configuracao de parametros, tais como massa,
rigidez e amortecimento ou o emprego de controles semiativos, baseado na alteracao
das propriedades de um material como forma de atenuar a vibracao de uma estrutura

(Leitmann, 1994).

1.1.1 Estrutura Periédica e Materiais Compositos

Com o advento de novos materiais e novas técnicas para obtencao de caracteristicas dese-
jadas de um material, o estudo de estruturas periddicas como uma maneira de reducao de
vibracao estrutural tem crescido consideravelmente no campo de vibro-actstica. Esse
tipo de estrutura tem sido amplamente investigada como um método diferente para
obter caracteristicas mecanicas desejaveis e, com isso, melhorar o comportamento es-
trutural dinamico de um componente, podendo funcionar como uma forma de controle,
seja ele passivo (alteracao de propriedades mecéanicas ou geométricas, por exemplo) ou
ativo (adicao de estruturas com piezoelétrico ou material com memoria de forma, por
exemplo).
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Figura 1.3: Estruturas perioédicas com controle passivo: (a) periodicidade geométrica e
(b) material organizado periodicamente. Estrutura de controle ativo: (¢) piezoelétricos
dispostos periodicamente e (d) material de mémoria de forma. Fonte: Baz (2019)

Uma estrutura periddica consiste de subestruturas idénticas ou elementos, também



chamados de células unitarias (Fig. 1.3). Essas células unitarias sdo partes repetidas
usadas para descrever a subestrutura (Jensen, 2003). A estrutura periédica age como um
filtro de onda, sejam elas eletromagnéticas, acusticas,de flexdo, ou outra qualquer (Roy
e Plunkett, 1986). Desta maneira, podendo ser usada em diversas areas de engenharia
aeroespacial, mecanica e civil.

Ruzzene e Baz (2000), estudaram a inser¢ao de liga com memoria de forma coloca-
das periodicamente ao longo de uma barra de modo a controlar a propagacao de onda
longitudinal em hastes. A liga é ativada com a temperatura, possibilitando criar uma
fonte de incompatibilidade de impedancia com caracteristicas ajustaveis, ou seja, a va-
riacao da temperatura promove a alteracdo do médulo de Young ou de Elasticidade
e, consequentemente, altera a rigidez da estrutura atuando como filtro no controle da
propagacao de onda. Através do estudo, foi possivel obter faixas de frequéncia onde nao
h& propagacao de vibragao.

Segundo Rao e Narayanan (2007), a estrutura periodica exibe caracteristicas dina-
micas tnicas fazendo com que tenha o comportamento de um filtro. As ondas podem se
propagar ao longo da estrutura apenas dentro das faixas de frequéncia especificas conhe-
cidas como "banda de passagem", sendo bloqueadas nas faixas de frequéncias chamadas
de "bandas de parada". Os autores estudaram a utilizacao de atuadores piezoelétrico
e sensores distribuidos periodicamente em uma viga como fonte de controle ativo a fim
de atenuar a propagacao de vibracao na estrutura.

Huang et al. (2017), investigaram uma estrutura periddica em camadas com dois
diferentes materiais e propuseram a construcao de uma barreira de onda periddica, a
fim de criar zonas de atenuacao para bloquear a propagacao da onda. No trabalho,
avaliaram a propagacao da vibragao entre as camadas periodicas da estrutura e sobre o
efeito de um carregamento em ferrovia, concluindo que houve uma reducao significativa
da vibragao nas faixas em determinadas faixas de frequéncia.

Raghavan e Srikantha (2013), avaliaram as bandas de parada geradas pela interacao

de espalhamento ressonante entre a propagacao de onda e ressonadores organizados



periodicamente. Puderam investigar a influéncia de massas dispostas periodicamente e
comparar com a resposta dindmica gerada quando ha ressonadores (rigidez) organizados
periodicamente. Foi avaliado o efeito causado sobre uma frequéncia alvo, concluindo
que para uma frequéncia alvo fixa (ressonancia local) da banda de parada, a largura
da banda pode ser aumentada, aumentando-se proporcionalmente a massa (e a rigidez)
do ressonador. Além disso, a presenca apenas de ressonador local, ou seja, adicao de
rigidez local, causa estreitamento da largura das bandas de alta frequéncia.

Sheng et al. (2018) estudaram, analiticamente e experimentalmente, as caracteristi-
cas de vibragao de uma placa sanduiche com ntcleos peridédicos viscoeldsticos. Através
de uma anélise paramétrica, puderam mostrar que a faixa de bandgap pode desaparecer
quando a razao de comprimento, largura do elemento ou a espessura do nicleo exceder
um valor de corte. OS autores concluem que devido ao mecanismo de espalhamento de
Bragg no bandgap e a dissipacao de energia fora dele, a placa de sanduiche com nicleos
periddicos viscoelaticos fornece melhor desempenho de atenuagao do que com um nticleo
viscoelastico uniforme.

A maioria dos estudos de estruturas periddicas tem sido realizado na caracterizacao
dos efeitos devido a inclusao de descontinuidades geométricas que se repetem ao longo da
estrutura. Algumas publicacoes apresentam adicao de massa e rigidez em regides perio-
dicas. Neste trabalho, a proposta é gerar uma estrutura com comportamento dinamico
para atenuar a propagacao de onda (vibracao) dentro de certas faixas de frequéncia. A
estrutura periddica serd apresentada através do uso de diferentes orientacoes de fibra
para cada estrutura (ou célula unitaria) (Fig. 1.4), permitindo diferentes combinagoes
de rigidez.

A variagao do angulo da fibra, permitira alterar a rigidez na regiao de acoplamento
e criar regioes com diferentes impedancias mecanicas, consequentemente, gerando zonas
de bloqueio ou atenuacao. Devido as caracteristicas de filtragem, a habilidade de es-
truturas periodicas para transmitir ondas, de um local para o outro, dentro das bandas

de passagem podem ser bastante reduzidas quando a periodicidade é interrompida ou
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Figura 1.4: Estrutura periodica de material compoésito laminado utilizado na anélise
numérica. bpeam: largura da viga, hyeam: espessura da viga, Lyeam: comprimento da
viga e PS: estrutura periodica. Fonte: Proprio Autor

desordenada (Rao e Narayanan, 2007). Desta forma, através da diferenga de rigidez em
cada célula, sera possivel obter regides de descontinuidades (zonas de incompatibilidade
de impedancia) que, segundo Ruzzene e Baz (2001), quando zonas de incompatibilidade
de impedancia sao introduzidas periodicamente em uma estruturas, podem ser obtidos
caracteristicas dinamicas de onda interessantes. Além disso, sera apresentado os efeitos
da orientacao da fibra na resposta ao nimero de onda.

No desenvolvimento de projeto, ha uma busca por materiais que fornecam resisténcia
e rigidez. O esquema de laminacao e as propriedades do material de uma lamina indi-
vidual oferece um ganho de flexibilidade para adaptar essas propriedades do laminado
para atender aos requisitos estruturais (Reddy, 2003). Por essa razdo, o uso de materiais
compositos se tornou bastante comum.

O material compésito laminado consiste da combinacao de dois ou mais materiais,
no qual, juntos produzem propriedades desejadas e melhores caracteristicas mecanicas
que os materiais convencionais. Eles sao comumentes agrupados em trés diferentes
tipos: compositos fibrosos, compositos particulados e compositos laminados. Cada um
consiste de uma combinacao essencial de um material matriz com um material de fibra.
O material matriz é responsavel por manter as fibras unidas. Ele age como um meio
de transferéncia de carga e para proteger as fibras. Em contrapartida, as fibras sao os
principais membros de transporte de carga e ¢ usado para melhorar as propriedades

através da variacdo da dire¢ao da fibra (Reddy, 2003).



Muitos estudos relacionados a vibracao mecanica em vigas feitas de materiais com-
positos, analisam os efeitos causados pelas diferentes orientacoes de fibra na resposta a
frequéncia e formas modais. Teh and Huang (1980), investigaram a influéncia da orien-
tacao da fibra no acoplamento de flexao e torcao em vigas. Nesse estudo, foi possivel
identificar que ha faixas de orientacoes de fibra que os modos de vibracao da estrutura e
suas frequéncias sdo mais afetados que em outros. Abarcar e Cunniff (1972), comparou
os resultados experimentais e numéricos dos efeitos da orientacao da fibra nos modos
de vibrar de uma viga em balanco, feita de material composito reforcada em fibra uni-
direcional, e analisaram a interacao entre flexao e tor¢ao para algumas orientacoes de
fibra.

A estrutura considerada é uma viga, que é modelada usando o Método de Elemento
Espectral (SEM - Spectral Element Method - sigla em inglés), amplamente usado para
resolver problemas de propagacao de ondas em estruturas (Doyle, 1997), devido ao
baixo custo computacional e acuracidade dos resultados, sendo utilizado para resolver
problemas simples devido a dificuldade de obter solugoes de ondas exatas para problemas
multi-dimensional (Lee, 2009). O SEM é um método semianalitico que utiliza matrizes
de rigidez dindmicas exatas. A montagem das matrizes é feita usando o mesmo principio
do Método de Elementos Finitos. Contudo, o SEM é calculado no dominio da frequéncia
(Doyle, 1997). A formulagao utiliza a superposi¢do dos modos de ondas via Teoria de
transformada Discreta de Fourier e algoritmo de Transformada rapida de Fourier (Lee,

2009).

1.2 Proposta de Estudo - Estrutura Peri6dica

A proposta desse trabalho é estudar o comportamento de uma viga feita de um mate-
rial composito laminado subdividido em estruturas menores, montadas periodicamente.
Cada estrutura periddica deve apresentar diferentes orientagoes de fibra por camada. O

material composito foi escolhido por apresentar muitas vantagens (razao de densidade
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por alta resisténcia, redugido de peso, resisténcia a fadiga e corrosio) e aplicagoes in-
dustriais, por exemplo, industria Aerondutica e Automotiva, Construcao Civil, Pas de
turbinas eolicas, sdo algumas das aplicagoes (Gibson, 2011). Nesse caso, permite obter
um melhor comportamento em diferentes combinagoes de material para matriz e fibra.
Além disso, a variacao da rigidez pode ser feita apenas variando o angulo da fibra ou a
disposicao do sequenciamento da camada.

O trabalho visa compreender e estudar o comportamento de estruturas periddicas
e analisar os efeitos dinamicos de uma viga feita de material compédsito disposta pe-
riodicamente. Essa dissertagao considera a uma viga de compoésito com acoplamento
flexo-torcao-cisalhamento carregada axialmente, baseada na teoria de deformacao ao
cisalhamento de primeira ordem (FSDT - first shear deformation theory - em inglés),
apresentado por Lee (2009), que é equivalente a teoria de viga de Timoshenko para
vigas em compositos. A escolha da teoria de primeira ordem é justificada pelo trabalho
apresentado por Nanda e Kapuria (2015), no qual analisaram a propagacao de onda por
meio de elemento espectral em vigas de compdsito laminado usando a teoria classica de
laminados em comparacao com a teoria de deformacao de deformacao por cisalhamento
de primeira ordem, concluindo que a teoria classica apresenta resultados divergentes,
nao sendo recomendado na avaliacao de propagacao de onda, uma vez que, em alta
frequéncia, nao contabiliza o efeito de deformacgao por cisalhamento que sao relevantes
para a aplicacao para a deteccao de danos. Desta forma, esse trabalho discute e ilustra
os efeitos de dinamica estrutural obtida pela adicao de estruturas periddicas de materiais

compositos laminados com diferentes orientacoes de fibra, em uma viga de Timoshenko.

1.3 Justificativa

A partir do que foi apresentado anteriormente, este trabalho visa apresentar uma ma-
neira de obter reducao de vibragao em uma estrutura usando arranjos periddicos feitos de

materiais composito laminados. Nota-se que existem estudos relacionados a estruturas
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periddicas, contudo, no geral, a periodicidade ocorre através da modificagao geométrica
ou pela adicao de massa na estrutura. Devido as caracteristicas do material composito
laminado, é possivel obter diferentes comportamentos apenas modificando a orientacao
da fibra, laminacao e empilhamento das camadas. Desta forma, através deste trabalho,

pretende-se contribuir no contexto de controle de vibracao passiva.

1.4 Objetivos

O objetivo central desta dissertacao é desenvolver uma metodologia para obter estruturas
periddicas sem alterar a geometria da estrutura ou adicionar massa. Além disso, os

objetivos secundarios sao listados a seguir:

e Modelar uma viga de composito considerando acoplamento de flexao-torcao-cisalhamento;

e Avaliar o comportamento dinamico de uma viga de estrutura peridédica através de

diferentes orientagoes da fibra para cada célula unitaria;

e Analisar os efeitos causados pela orientacao da fibra no nimero de onda.

1.5 Estrutura da Dissertacao

O contexto desse trabalho, a motivacao, os objetivos e contribuicoes sao apresentados
no capitulo 1. Os conceitos e fundamentacao tebrica basica de materiais compositos,
estruturas periodicas e a influéncia da orientacao da fibra sao abordados no capitulo 2.
A metodologia e a modelagem numérica sobre o trabalho proposto sao desenvolvidas
no capitulo 3, enquanto que, no capitulo 4, apresenta-se as conclusoes e recomendagoes

para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

Este capitulo apresenta a fundamentacao tedrica necessaria para a modelagem de es-
truturas periodicas utilizando material compésito laminado. Desta forma, julga-se ne-
cessario explorar, primeiramente, o conceito de materiais compoésitos laminados e, em
seguida, estruturas peridédicas como fonte de obtencao de filtro de frequéncia. Sera ex-
plorado a influéncia da orientacao da fibra na rigidez estrutural e o método utilizado
para obtencao da resposta dinamica. Por fim, ¢ apresentada a fundamentacao mate-
mética relacionada a propagagao de onda em um modelo de viga com acoplamento de

flexao-torcao-cisalhamento.

2.1 Teoria do Deslocamento de Primeira Ordem - Ma-
teriais Compoésitos

Considere uma viga feita de material compoésito laminado com miltiplas camadas, con-
forme Figura 2.1, observa-se as coordenadas globais (z, y, z) e as coordenadas principais
do materiais (1, 2, 3), no qual a primeira coordenada é usada na solu¢do do problema,
enquanto que a segunda é obtida através da rotagao do plano zy no sentido horario

sobre o eixo z através do angulo 6.
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Figura 2.1: Coordenadas global e do material de uma lamina. Sendo h, b, e L sao a
espessura, largura e comprimento, respectivamente. Fonte: Proprio Autor

Para material monoclinico e, assumindo que a lamina é continua, com comportando-
se como um material elastico, a relagao tensao-deformacao fornece a equacao constitutiva
(eq. 2.1). A matriz correspondente a um material ortotropico alinhado com sua coor-
denada principal do material pode ser apresentada a seguir (Ashton e Whitney, 1970;
Reddy, 2003).

( ) r 7 )\
01 Cii Cia Oy 0 0 0 €xx
09 012 022 023 0 0 0 €yy
03 Ciz Co Cs3 0 0 0 €22
= (2.1)
04 0 0 0 C44 0 0 Yyz
Ox 0 0 0 0 055 0 Yz
\0-6) i 0 O O 0 0 066_ K%Ey)

A Equacao 2.1 é escrita no sistema de coordenada coincidindo com o sistema de

coordenada principal do material. A forma reduzida pode ser representada como

A Equacao 2.2 representa a relacao tensao-deformacao, no qual, o estéa relacionado
com o vetor de tensao, C é a matriz de rigidez do material e € é o vetor de deformacao.

Equacao 2.2 também pode ser expressada em termos de relacao deformagao-tensao.
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€ =So (2.3)

S é a matriz de conformidade dada como a inversa da matriz de rigidez (C = S™).

Em termos de S, a eq. 2.3 pode ser rescrita como segue,

4 \ B T ¢ )
€rax Sii Sz Sz 0 0 0 01
€Eyy 512 SQQ 823 0 0 0 09
€2z _ Stz Saz Ssz 0 0 0 03 (2.4)
Yyz 0 0 0 844 0 0 0y
k’}/xy i O O O O 0 566_ \0'6)
sendo
1 Va1 V31
Sii=—, Sp=-——, S3=——
11 E17 12 E2 ) 13 E3
Sp=-22 g oL g Ve
21 B, ) 22 Ez’ 23 5
2.5)
V31 Vo3 1 (
Sy = ——b Sy =——2 Syy=—
31 B, ) 32 s ) 33 s
1 1 1
Syy=—, Ssps=—, Sg=—
44 Gos 5 55 G ) 66 G

Sendo, Ei1, Fas, Es3, sao os modulos de elasticidade, G19, G13, Ga3, sao os modulos de
cisalhamento e vq9, 113, V93 a0 coeficientes de Poisson. Os subscritos sao usados para
indicar a medida das quantidades em relagao as coordenadas principais do material (1,
2, 3). Na forma reduzida, pode ser rescrita em E;, Fy, Es. Por fim, devido a matriz

simétrica, tem-se

Vi _ Vi
i (2.6)

Um laminado é uma colecao de laminas empilhadas de acordo com a rigidez desejada.
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A Figura 2.2 indica uma tnica camada de um laminado (camada simples).

z
—_ Yy

Figura 2.2: Coordenadas global e do material de uma camada simples. Sendo € indica
o angulo da fibra usada para transformar a relacao entre tensao e deformacao de um
sistema de coordenada para outro. Fonte: Proprio Autor

Essa relacao é necesséaria devido ao sistema de coordenada usado na solugao de um
problema, geralmente, nao coincidir com o sistema de coordenada do material. No caso
de materiais compositos, as propriedades dependem da orientacao da fibra. Desta forma,
torna-se necessario realizar esta transformacao no sistema de coordenadas.

A transformagao do sistema de coordenadas do material (m) da equagao constitutiva
para o sistema de coordenadas do problema (p) é realizada através de uma matriz de

transformacao, dada a seguir

(Jm \ -02 2 0 0 0 —2sc 1 ( o1 \
Oyy s> 2 0 0 0 2sc 09
[opin 0O 0 1 0 0 0 03
= (2.7)
Oy 0 0 0 ¢ s 0 oy
o 0 0 0 —-s c 0 o
\ Oy ) _cs —cs 0 0 0 - 32_ \ O¢ )
Sendo
c=cosf e s=sinf (2.8)
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e 6 é o angulo da fibra.

Na forma reduzida, a eq. 2.7 pode ser reescrita como
o,=T,o, (2.9)

T, é a matriz de transformagao. A relacao entre o, e o, é¢ dada através da Equa-

¢ao 2.10.
o, = T,0,,=T,C,.€, = TaCmTZF«p = Cpep <210)

o sobrescrito T corresponde & transposta da matriz.
A matriz que corresponde a relacao constitutiva no plano de tensao para um material

ortotropico pode ser avaliada através da forma reduzida

Oxx Qll Ql? 0 €xz
Oyy = |Qi2 Qn 0 Eyy (2.11)
Ozy 0 0 Q66 ’ny
Oyz Qu O Vyz
R ! (2.12)
Oz 0 Q55 f)/:vz
sendo
= —El Q12 = _—Efl I/§i Q22 = —EQU%
1 = & k) - kK - ki k
1 — vysvs) 1 — vy5vs 1 — vy5vs
(2.13)
k k k k k k
42 = Gzéa 555 = Glé‘n 6% = GllZ

k; representa a lamina que compoe a estrutura do laminado.
Aplicando a matriz de transformacao de coordenada, a relacao tensao-deformacao

sdo dadas por Reddy (2003).
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Ozx Qll Ql? QlG €xx

Oy (= |Qiz Qa2 Q| \ €y (2.14)
Oy Qe Q2 Qoo | | Vay
Oyz | Qu Qus| | 7y (215)
Oxz C?54 Q55 V=

sendo

Q11 = Q11 c08" 0 + 2(Q12 + 2Q¢) sin? # cos® § 4 Qg sin* 0

Q12 = (Qu1 + Qaz — 4Q44) sin? 0 cos? O + Q15 (sin* 6 + cos* )

Q16 = (Q11 — Q12 — 2Q¢s) sin 0 cos® 0 + (Qra — Qaz + 2Qes) sin® O cos §

Q22 = Qu15in* 0 + 2(Q12 + 2Qsg) sin® 0 cos? O + Qay cos™ §

Q26 = (Q11 — Q12 — 2Qss) sin® @ cos § + (Q12 — Qaz — 2Qss) sin O cos™ O (2.16)
Qa1 = Qus c0o8> 0 + Qs5sin 0

Qa5 = (@55 — Qua) sinf cos f

Q55 = Q3508 0 + Quq8in° 0

Qo6 = (Q11 + Qa2 — 2Q12 — 2Q¢6) sin” § cos® O + Qgg(sin® § + cos™ 0)

O Q ¢ chamado de matriz de rigidez reduzida transformada, no qual depende da
direcdo da fibra. Esse parametro é responsavel pela variacao de rigidez estrutural. As
equagoes apresentadas nessa secao sao utilizadas para o desenvolvimento da modelagem
da estrutura periodica de material compdsito, como na secao 2.2 e 2.3 . A partir delas, é
possivel avaliar a rigidez da estrutura para outros materias ou laminado com diferentes
orientacoes das fibras, sendo necessario os parametros como modulo de elasticidade,

cisalhamento, coeficiente de Poisson e o angulo, conforme descrito anteriormente.
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2.2 Modelagem Matematica

Assume-se uma viga de composito (Fig. 2.2) sujeita & uma carga e momentos externos,
como mostra a Figura 2.3, e considera-se uma lamina de espessura total A composta de
k; camadas perfeitamente unidas, com uma espessura uniforme, e propriedades elastica
linear do material. O principio de Hamilton (Eq. 2.17) é utilizado para obter as equagoes
diferenciais ordinarias (Eq. 2.18) que governam o movimento e as condi¢oes de contorno
associadas a viga de composito baseada na teoria de deformacgao de cisalhamento de

primeira ordem (Reddy, 2003).

Ty, ¢4 Q1. wq Qz,Wz> Tz(:;’:
M1:<91 M,, 0,

Ty, $1 Q1wq Q(x), w(x) T(x)(,}d)(x) T(x),p(x) Q(x),w(x) Qz,Wz> Tz()¢2
M1:<91 M(x), 6(x) M(ga(x) : M,, 0,

VA I 1

Figura 2.3: Diagrama de corpo livre para elemento de viga de compoésito laminado.
Fonte: Proprio autor

De modo que L ¢ largura da viga, M é o momento gerado por flexao, () é a carga
de cisalhamento e T" é o momento devido a tor¢cao. Além disso, wy, ¢ e 6 representam
o deslocamento da viga de composito laminado (cisalhamento, tor¢ao e flexao, respecti-
vamente).

A teoria de deformacao de cisalhamento de primeira ordem é o equivalente a teoria
de viga de Timoshenko para vigas de materiais compositos laminados, que é responsével
pelo estado constante de deformagoes de cisalhamento transversais através da espessura,

dado pelo principio de Hamilton:

19



h
/ (6 By — 0 U+T7) dhpoam = 0 (2.17)
0

Sendo Ey, U e W sdo as energias cinéticas e de deformacdo e o trabalho virtual realizado
pelas forgas externas. A espessura é dada por h. De acordo com Lee (2009), a equagao

do movimento para uma viga de composito laminado é dada por

kG A(wy — 0') + P(wy — yoag”) — pA(io + yomd”) — crtig + fu(,t) =0
GJ¢" + K" + P(ycawg + rog") — pJ¢" — pAycaiio — cs¢’ + fola,t) =0 (2.18)

E10" + Kr¢" + kGA(wy — 0') = pIf — 20 + fo(w,t) = 0

Sendo p é a densidade do material, A, I, e J sdo propriedades geométricas (area da se¢ao
transversal, momento de inércia de area e momento de inércia polar, nessa ordem), ¢; é o
amortecimento viscoso, Yoy € yoa sao a distancia entre eixo elastico e o eixo de massa,
e o eixo eléstico e o centro da area da secao transversal, respectivamente. Essa equacao
representa o acoplamento entre flexao-cisalhamento-torgao. Na literatura (Weisshaar et
al., 1970), (Lee, 2009), a rigidez ao cisalhamento (kG A), a rigidez a flexao (ET), a rigidez
de acoplamento flexao-tor¢ao (KT') e a rigidez torcional (GJ) sao definidas através da

Equacao 2.19.

kGA = kbAss
EI = b(Dy, — D3,D5;) (2.19)
Kg = 2b(D16 — D12D2Ds3y')
GJ = 4b(Dgs — D35 D5y
No qual, A;; é a matriz de rigidez axial e D;; é a matriz de rigidez de flexao-torgao,
sao fungoes que dependem da orientagao da fibra do laminado (Eq. 2.19), da sequéncia

de empilhamento (Eq. 2.20) e das propriedades do material composito (Eq. 2.5) (Ashton

et al., 1970). O fator de corre¢do ao cisalhamento é dado por k, e depende da secao
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transversal da viga e byeam é a largura. E importante estar atento ao sistema de
coordenada para desenvolver a Eq. 2.4, uma vez que, a alteracao do eixo do sistema de

coordenada, implicaria em diferentes relagoes em D;;.

A

N

Z Qij (Zig1 — 2)

N

B = Z Qij (Zi2+1 - Zzz) (2.20)

N
D= ZQij (Z§+1 —27)

Equagao 2.20 é obtida através da integracao da Eq. 2.11. A integral fornece as forgas
e momentos resultantes. Sendo z; = 2z, — 21 a espessura da lamina (Fig. 2.4) dada no
eixo z e Q é dependente dos coeficientes de rigidez do material e da orientacdo da fibra

(Eq. 2.16).

—>N
=
~—

i\
7 ki+

1] [ v
l_ ___// \\_,
Y ;

SR | 7

Figura 2.4: Geometria de uma estrutura com N camadas de laminas. Fonte: Proprio
Autor

2.2.1 Camada Unidirecional

Uma lamina ou camada ¢ uma chapa tipica de material compoésito. Ela representa
um bloco construido de laminas de compoésito. Uma lamina ou camada unidirecional
(Fig. 2.5) é o elemento mais simples de um material composito que exibe elevada resis-
téncia e modulos na direcao da fibra, contudo, possui uma menor resisténcia e modulo
na direcao transversal da fibra.

Um laminado é a combinacao de fibras unidirecionais unidas através de uma mesma
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Figura 2.5: (a)Fibra de carbono unidirecional. Fonte: Compositos Avangados Barra-
cuda (b) Camada de Fibra unidirecional utilizada como referéncia para a modelagem
numérica. Fonte: Proprio Autor
matriz de material. Pode ser empilhada para encontrar a rigidez desejada. A matriz é
responsavel para a protecao da fibra de danos externos e ataques devido ao ambiente,
além de manter as fibras unidas (Gibson, 2011).

A camada unidirecional apresenta maximo valor de rigidez para uma direcao espe-

cifica. Da Equacao 2.19 e 2.20 e considerando valores unitarios para as propriedades do

material, a rigidez estrutural é analisada.

A Figura 2.6 representa a relacao entre diferentes orientacoes de fibra e rigidez es-
trutural normalizada. Note que para uma orientacao a 0°, a rigidez axial, flexao e de
cisalhamento possuem valores maximos. Contudo, o mesmo nao ocorre para a rigidez
a torcao e de acoplamento flexdo-torcao. No entanto, adotando uma fibra alinhada a
45°, o comportamento é o oposto a 0°. Nessa situacao, os valores maximos encontrados
ocorrem para rigidez a tor¢ao e para o acoplamento flexao-tor¢ao. Esses resultados au-
xiliam na escolha da combinacao entre diferente rigidez (flexao, torgao e cisalhamento)
para criar a estrutura periédica.

Com base nos valores mais significativos de rigidez torcional, flexao e cisalhamento,
a subestrutura foi escolhida, sendo, portanto, orientada a 0° e 45°, que formam juntas

uma estrutura periodica.
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<
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X
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(c) (d)

-50 0 50
0 [degree]

(e)

Figura 2.6: Relagdo entre orientagdo da fibra e rigidez estrutural normalizada. (a)
Rigidez axial (EA) (b) rigidez a flexdo (EI) (c) rigidez a torcao (GJ) (d) rigidez ao
cisalhamento (k GA) (e) rigidez ao acoplamento de flexao-tor¢ao (KT). Fonte: Proprio
Autor
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2.3 Estruturas Periodicas

Uma estrutura peridédica consiste fundamentalmente em um nimero de componentes
estruturais idénticos ("elementos periodicos") que sao unidos de ponta a ponta e/ou
lado a lado para formar a estrutura completa. As redes atomicas de cristais puros cons-
tituem estruturas periodicas perfeitas, mas sao sistemas de parametros concentrados
com massas discretas "os atomos"interconectados pelas forcas elasticas interatomicas.
Na engenharia estrutural, a massa e a elasticidade dos membros estruturais sao conti-
nuas e constituem estruturas periodicas quando dispostas em arranjos regulares (Mead,
1996). A estrutura periddica pode ser considerada feira de um numero finito de unidade
celulares idénticas (Fig. 2.7). Essas células unitarias sdo unidades repetidas que sao uti-
lizadas para descrever a microestrutura ou o material (Jensen, 2003). Por causa de sua
natureza periodica, essas estruturas apresentam caracteristicas dinamicas tnicas que as

fazem atuar como filtros mecanicos para a propagagao das ondas (Baz, 2001).

Figura 2.7: Tipos de estruturas peridédicas. (a) Estrutura com apoios equidistantes.
Fonte: Mead (1969); (b) e (c) arranjo de furos e "dentes", respectivamente. Fonte:
Oliner e Rotman (1959).

H& muitos métodos de anélises que podem ser utilizados para encontrar a resposta
dindmica dessas estruturas, tais como Método dos Elementos Finitos (MEFs), analises de
matriz de transferéncia, analises de propagacdo de onda e modelagem continua (Mester
e Benaroya, 1995). Para a proposta de trabalho, a resposta é encontrada usando o
método de elemento espectral utilizado por Lee(2009) e utilizando o método proposto

por Rubin (1966) para encontrar a matriz de transferéncia a fim de obter a resposta da
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atenuacao da vibracao na estrutura periodica.

2.3.1 Meétodo do elemento espectral

Segundo Doyle (1997) e Lee (2009 - 2010), esse método consiste de uma matriz de rigidez
exata, conhecida como matriz de elemento espectral, formulada no dominio da frequéncia
utilizando solucoes de ondas exatas para as equacgao diferenciais. Pode ser considerado
como a combinagao de trés ferramentas chaves dos Métodos de Elementos Finitos, rigidez
dindmica e anélise espectral. A metodologia para a utilizacao do método apresentada
a seguir é descrita no trabalho de Lee (2009), a equacao do elemento espectral é dada

pela Equacao 2.21, como sendo
Se(w)d = £, + £, (2.21)

Sendo S(w) é a matriz de elemento espectral também conhecida como matriz de rigidez
dinamica, f. consiste no vetor de forcas nodais devido as forcas concentradas agindo nos
nos e f; é o vetor de forcas nodais devido as forcas distribuidas.

A matriz de elemento espectral pode ser obtida da Equacao 2.28, expressa na forma

Se(w) = G (w)D(w)G}(w) (2.22)

O vetor D é descrito na Equacao 2.23,como

D(w) = kGA.[-KEK + AEA + i(KEA + AEK)] — EI, AKEKA + ...
—(GJeg + Pr’)BKEKB — K1, (AKEKB + BKEKA) + ...
—PycA(KEKB + BKEK) — PKEK + (iw,¢; — w2pAe)E + ...

+((iwnea — w2pley) AEA + (iwpc3 — wipJoy) BEB — w2pAcycon (EB + BE)
(2.23)

Sendo a definicao de E dada na Equagao 2.24, dada por

25



0
ky + kg

[e=ilkrth)l _ 1] se Ky, + ky #£ 0

L se k.+ks=0

(r,s=1,2,...,6)

\

e A, B e K sao definidos na Equacao 2.29, dadas por

A(w) = diaglay ()]

(2.25)
B(w) = diag[By(w)]

K = diag[k,(w)]

sendo

B —(W*pA = 2P — B2 kG Agg — i W)k K, + kG Acg(w?pAcqyernt — k2 Pyca)
W= —ik3G Aeg K1, — (W2pAcqyors — k2Pyca)(w?pleg — KG Aoy — k2B g — ic,w)

(W PA = E2P — kJRG Agg — i,w)(Wpleg — KGAeg — Kk} Elq — icow) — k)G A2,
—ik3G Aeg K1, — (W2pAcqyors — k2PYca)(w?pleqg — KG Aoy — k2B — icow)
(2.26)

Bp(w) =

ky, ky, ks sao o ntimero de onda. A matriz G pode ser calculada através da Equa-

cao 2.31
1 1 1 1 1 1
Qaq 2% a3 Qy a5 Qg
ﬁl BQ ﬁB ﬂ4 55 56
G(w) = (2.27)
e—ile e*ikQL efikgL efilmL efz'kg,L efikgL
ale—ile a2€—ik2L a3€—ik3L a4€—ik4L a5€—ik25L Oéﬁe_ikGL
616772161[/ 526_ik2L 536—ik3L 546_ik4L 656—7:]65]_; 666—7:]66[/

Desta forma, substituindo as Equacoes 2.23 e 2.31 na Equacao 2.28, obtém-se a

matriz do elemento espectral.
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2.3.2 Matriz de transferéncia

Para avaliar a atenuacao de vibragao na estrutura periédica com n células, é preciso
verificar a transferéncia do sistema. Nesse caso, a fim de verificar a resposta obtida para
a atenuacao da vibracao na ultima célula a partir de um sinal de entrada na primeira

célula, considere uma estrutura periédica conforme a Figura 2.8.

First cell Second cell Nth cell
'W ‘ 7 =i
hbeam
PS PS PS L
|‘—L:eu—’| I/
'Z y Lbeam bbeam
iy
Figura 2.8: Estrutura periodica com n células. bpeq,, = largura, hpeqm = espes-

sura/altura, Lpe,, = comprimento e PS = Estrutura periodica. Fonte: Proprio Autor.

A viga representada na Figura 2.8, pode ser representada por um sistema mono-

acoplado com n células unitarias conectados umas as outras como na Figura 2.9).

Fi,xq Fy,x3 F2,%; F3,x3 F3,%3 Fp x4 Feq,Xp—1
e Sl —o e SZ —o e 53 = TN Sn
input output input output input

I
Ky

t 4+ 4

Figura 2.9: Estrutura peridédica mono-acoplada com n células unitarias. S = sistema
que representa a célula unitaria da estrutura peridédica. Fonte: Proprio Autor.

Segundo Mace et al. (2005), cada estrutura (.5;) desse sistema possui rigidez dinamica
D. Considerando uma forca F' e um deslocamento x aplicados na primeira célula, a
equagao que descreve o movimento de uma tnica estrutura desse sistema, que no caso,

seria uma célula unitaria da viga representada na Figura 2.8, ¢ dado na Equacao 2.28.

F, _ ]511 ]312 X (228)

F, ]321 ]322 T

: . . . = =T A :
Devido a simetria do sistema, temos Dy; = D,;. A matriz D é conhecida como
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matriz de impedancia mecanica ou matriz de rigidez dinamica. Além disso, D é a

propria matriz de elemento espectral S., logo

D=8, (2.29)

A matriz de transferéncia relaciona as forcas e deslocamento de entrada aos terminais
de saida. Sendo utilizada para descrever sistemas que possui uma série de estruturas
mono-acopladas ou conectadas em tandem (Mead, 1975; Faulkner e Hong, 1985), isto é,
a salda da primeira estrutura ¢ igual a entrada da segunda estrutura e assim por diante
(Fig. 2.9). A caracteristica de transferéncia de tal série ¢ encontrada pela multiplicacao
da matriz de transferéncia das estruturas individuais (Rubin, 1966).

Para uma tinica célula, a matriz de transferéncia T pode ser dada na forma reduzida.

Y2(w) = TlYl(W) (230)

A Equacgao 2.24 est4 escrita na forma de matriz de impedancia mecanica, Assim, para
obter a matriz de transferéncia dada na Equacao 2.30, é necessario considerar o equilibrio
de forcas e a continuidade do deslocamento na estrutura como descrito anteriormente,
isto ¢, a saida da primeira célula é igual a entrada da segundo e assim por diante. Diante

disso, temos
Fn - Fn-l Xn = Xn-1 (231)

A Equagao 2.24 pode ser reescrita na forma de matriz de transferéncia como

-1 —1g-1
Xo _ —Se228,312 Se2zse12seu — Ses, X1 (2.32)
F2 Se—112 _Sg1128911 Fl

Portanto, a matriz de transferéncia T depende da rigidez dinamica D.
Segundo Rubin (1966), a matriz de transferéncia geral é dada pelo produto das n

matrizes de transferéncia individuais procedentes da saida n+ 1. Sendo assim, a matriz
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de transferéncia pode ser reescrita na forma geral dada pela Equagao 2.33.

Yit1(w) = (TiTiq-- - T2T1)Y; (2.33)

Desta forma, reescrevendo-a para a forma geral reduzida

Y1 (w) = TY; (2.34)

A matriz T é uma matriz quadrada de ordem 2n. Desta forma, a estrutura apresen-
tada na Figura 2.9) pode ser redefinida como mostra a Figura 2.10. No qual, a partir de

um sinal de entrada e da matriz de transferéncia é possivel obter o resultado na tltima

célula.
i, xq F. xn
— G |-
input output

Figura 2.10: Esquema geral de uma estrutura mono-acoplada com a utilizagao da matriz
de transferéncia

Para o sistema proposto na Figura 2.8, a matriz de transferéncia é definida na Equa-

cao 2.35.

—S... St s..s’'st_8s

€22~eqg €22™~ejpeq €21
T - (2.35)
-1 -1
Se12 _Sel2sell

A propagacao de onda livre pode ser descrita através da solucao da Equacao 2.36 que
é um problema de autovalor e autovetor polinomial. Os autovalores fornecem a relacao
de dispersao, enquanto, que os autovetores descrevem a forma da onda correspondente

ao longo da se¢ao transversal (Mace et al., 2005).

XL XL

T =\ (2.36)
Fr Fr
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A solucao da Equacao 2.36 fornecera A\, que estd associado ao nimero de onda

(k; = k:; — ip1;), também conhecido como constante de propagac¢ao. Sendo A

A= et = gmikimgikye (2.37)

O namero de onda para uma estrutura periédica de material composito laminado,
serd descrito na secao 2.3.3. A partir dos autovalores obtidos na solugao da Equagao 2.36,
seré possivel avaliar a atenuacao e a fase para a estrutura selecionada. A parte real da
solucao da constante de propagacao k;, fornece a resposta da atenuagao do sistema, ela
representa o decaimento logaritmico da amplitude. Enquanto que, a parte imaginaria,
representa a diferenga de fase do movimento dos sistemas adjacentes (Faulkner e Hong,

1985). Segundo Baz (2019), os significados matemético do autovalor A de T sao:

1. Se |A| =1, entdo, a condigdo é definida como regido de banda de passagem ("pass

band");

2. Se |A\| < 1, entdo, a condi¢do é definida como regiao de banda de parada ("stop

band").

2.3.3 Numero de onda e Dispersao em sistemas peridédicos

Uma maneira de analisar como uma onda elastica se propaga na estrutura ¢ avaliar o
nimero de onda. O ntmero de onda representa uma medida analoga frequéncia tem-
poral. Contudo, é a medida de uma frequéncia espacial de uma propagacao de onda.
O namero de onda estd associado a quantidade que representa a variacao de fase por
unidade de distancia, isto é, a magnitude de um vetor de quantidade que indica a dire-
¢do de propagacio bem como a variacio da fase espacial (Fahy and Gardonio, 2006). E

dada através da eq. 2.38

k=w/con=2m/N (2.38)
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Sendo k o ntimero de onda, w a frequéncia, c,, a velocidade de propagacao da onda
e A o comprimento de onda.

A relagdo que determina a frequéncia (w) de dependéncia do niimero de onda (k)
¢ definida como a relacao de dispersao. Sendo que, a relagao de dispersao é dada pela
propriedade do tipo de onda e do meio no qual a onda se propaga, que indica se houve
ou nao uma dispersao gerada durante a propagacao através de um meio inalterado em
sua forma espacial basica. Nesse caso, indica se a onda é dispersiva ou nao dispersiva
(Fahy and Gardonio, 2006).

As ondas dispersivas sao caracterizadas por apresentar uma funcao nao linear, en-
quanto que, as ondas nao dispersivas, uma funcao linear. Esse comportamento pode
ser identificado através da derivagao da fungao que fornece a relacao de dispersao. Em
outras palavras, curvas nao dispersivas indicam que todas as ondas harmoénicas viajam
na mesma velocidade, isto é, se a estrutura ¢é excitada na direcao que seu nimero de
onda representa curvas nao dispersivas, a onda ird viajar para frente e para tras com
a mesma velocidade. As curvas dispersivas indicam que héa diferentes velocidades de
propagacao de onda, ou seja, em uma mesma direcao, ha ondas que se propagam mais
rapidas que outras. (Fahy and Gardonio, 2006).

O nimero de onda é dependente da orientacao da fibra. A relagao entre orientagao
da camada e o nimero de onda é dada através da resolucao da equacao que governa o
movimento (Eq. 2.17) no dominio da frequéncia. Nesse caso, o deslocamento, as for¢as
e momentos sao representados na forma de analise por elemento espectral (Doyle, 1997

and Lee, 2009).

{w(m, t)? Q(ZE, t)? gb(m, t)} = Z_{Wn(l’, wn), @n(ZL’, wn), CI)n(:E, wn)}ejw"t
"N (2.39)
{Qa.1). M(w,0). T(w,1)} = > _{Qw,wa), M(w, ), T, ) e
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Q(z,t) = KGAW' — ©), M(z,t) = EIO + Kp®', T(x,t) = GJO + Kr©'  (2.40)

A equacao no dominio da frequéncia para um sistema homogéneo é obtida substi-

tuindo a Eq. 2.39 na Eq. 2.17. Desta forma, temos

KGAW" — ') + PW" 4+ yoa®") + W pAW + yeu®) — jei W =0
EIQ" + Kp®" + kGA(W' — 0) + w?plO — jwc,© = 0 (2.41)

GJO" + KpO" + P(ycaW" +r20") + w?pJ® + w’pAyeyW — jwes® = 0

A Equacao 2.41 representa a funcdo de forma dinamica. A solucao geral pode ser

assumida como
W(x) =ae % O(x) = ace ™%  ®(z) = afe 7k (2.42)

Desta forma, o numero de onda (k) pode ser representado através da substituigao

da Eq. 2.42 na Eq. 2.41.

[pAW? = jerw = (kGA + P)R* + jsGAka + (pAwyorr — Pk*yca)Blae™™ =0
[—jkGAk 4 aplw® — EIE* — kGA — jegw) — Kpk*Blae ™% = 0

[pAyerw?® — PE*yoa — Krk*a+ (pJw? — jesw — Pk?ry — GJk?)Blae ™ = 0
(2.43)

A Equacao 2.43 fornece um problema de autovalor, podendo ser escrita na forma
matricial. Através da Equacao 2.43, foi possivel encontrar um erro tipografico em uma

das equagbes escritas por Lee (2009). Podemos reescrever a eq. 2.43 conforme

Hy Hyy His 1 0
Hy  Hiy  Has ar = N0 (2.44)
Hsy Hsy Hsg o4 0

O primeiro erro encontrado ocorre na definicdo de Hiy. No artigo, Lee (2009),

32



descreve esse termo como
Hyy = plw? —icow — kGAk — ETk? (2.45)
Contudo, a forma correta pode ser reescrita como
Hyy = plw? —icow — kGA — ETk? (2.46)
Portanto, o termo ikGA nao é acompanhado do nimero de onda k. Sendo assim,
devido ao erro tipografico encontrado, cria-se uma dificuldade para obtencao dos resul-
tados apresentados. Nesse caso, foi necessario integrar as equacoes anteriores, a fim de

obter a sua forma correta para a continuidade do trabalho. A solucao correta pode ser

encontrada resolvendo a Equacgao 2.47.
(pAwyorr — PE*yoa) G Krk* kG A — (plw? — jesw — KGA — EIE) (pAw?yorr — PE*yca)) — ...
—jkkGA(Krk*(pAw’yen — Pk*yoa) — jkGA(pJw? — jesw — PE*r} — GJkE?)) + ...
+(pAw? — joyw — k*kGA — PE?*)((plw? — jeaw — kGA — ETk?)

(pJw? — jesw — Pk*r; — GJk*) — K3k* =0
(2.47)

Podemos reorganizar a Equagao 2.47 e reescreve-la na forma reduzida em termos de

numero de onda

a6k6 + CL5]€5 + (141{34 + CL3/{Z3 -+ CL21{22 + ag = 0 (248)

Sendo a os coeficientes obtidos através da reorganizacao algébrica, da Equacao 2.47.

Os coeficientes sao dados a seguir
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ag = (—pA%plu® + jeopA?W® + kG AW yonr + pAplpJw® + ...

+(=(c1pI — copA)pJ — c3pApl)jw® + (—(KGApA — cic9)pJ — crezpl — caczpA)w* + ...
+(e1kGApJ + c3skGApA + crcacs)jw? + ce3kG Aw?

a; =0

ay = EIpA*ytyw' + (plw' — jow® — kGAW?)2PpAycayem + -

(=kGA = P)pl — EIpA)pJ — (Pr} 4+ GJ)pApI)w* + ...

+((cakGA + Pcy + Elcy)jpJ + (Perry + (cokGA + ..

+Pcs + GJer)jpl + (Peory + Elcs + GJcy)jpA)w® + (PRGApJ + ...

+(P/£GA7°§ + GJkGA)pA + Pclcgrg + cocskGA + (Pey + Elcy)es + ...
+GJcica)w® = (P(es +ary) + GlJep)jw

as =10

ay = 2PEIpAycaycnuw?® — (rholw? — cow — kGA)P?y2 4 + (kGA + P)EIpJ + ...
+((RGA+1)Pr? 4+ GJ(kGA + P))pl + (P?r; — K7 + GJ)EIpA)w® + ...
(—(c2kGA+ Pcy + Elcy)Pry — (Elcs + GJcy)kGA — EIPcs — GJPey + ..
+(K7 — EIGJ)c1)jw — P’rGAr; — GJPrGA

as =0

ag = EIP*ycs — (EIPKGA + EIP?)r} + (K; — EIGJ)(kGA + P)
(2.49)

Desta forma, os termos ai, az, as somem na equagao principal, fornecendo uma

equacao polinomial bictbica. Na sua forma reduzida
agk® + ask* + axk® + ag =0 (2.50)

Devido ao erro da Equagao 2.44, no trabalho de Lee (2009), os termos aq, ag, as da
Equacao 2.50 nao eram iguais a zero, portanto, nao desapareciam e, consequentemente,
a resposta obtida estava errada. O resultado obtido através da solucao proposta por

Lee (2009) ¢ ilustrado na Figura 2.11(a), evidenciando o erro na obten¢ao do niimero de
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onda, enquanto que, na Figura 2.11(b) foi realizado a corre¢ao do erro, podendo obter

a resposta correta para o trabalho desenvolvido por Lee (2009).

4644 1

4644 1 8

1643 1

0 T
0 250 500 750 1000 O 250 KO0 750 1000 =

Bo

2000

Ek, (m™)

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Frequency (Hz) Frequency (Hz)

(a) (b)

Figura 2.11: (a)Solugao errada da Equagao 2.50 utilizando a equagdo proposta por Lee
(2009) e (b) Solugao correta da Equacao 2.50 desenvolvida no trabalho de Lee (2009)
apresentada neste trabalho.

Dadas as observacoes anteriores, para a proposta deste trabalho, de uma viga com
estrutura periddica de material compoésito laminado, a partir das caracteristicas geomé-
tricas da estrutura em analise, temos que yoy = yoa = 0 e, considerando que nao hé
amortecimento viscoso (¢; = ¢a = ¢3 = 0) e sem aplicagdo de carga axial (P = 0). Os

coeficientes da Equagao 2.50, para avaliacao da relacao de dispersao é reescrito como

ao = pAplpJuw® — pApJ kG AW

ay = —((kGApI + ElpA)pJ + GJpAplw* + GJkGApAw? 2.51)
2.51

as = (kGAEIpJ + kGAGJpl + (EIGJ — K2)pA)w?

ag = KGA(K} — EIGJ)
Os termos da Equagao 2.51 foram introduzidos na se¢ao 2.2. Segundo Lee (2009), pA
¢ a massa aparente por unidade de comprimento, pI é o momento de inércia de massa

por unidade de comprimento sobre o eixo y e pJ é o momento de massa polar aparente

por unidade de comprimento sobre o eixo x.
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A seguir, sao apresentados os resultados a partir das equagoes corrigidas propostas
nesse trabalho. Analisando os coeficientes da Equacao 2.47 e 2.51, nota-se que a solucao
¢ dependente da rigidez estrutura e propriedades inerciais da viga. Entao, sendo essas
propriedades inerentes a orientacao da fibra e ao nimero de onda, é possivel notar sua
relagdo para um variagao de frequéncia(w). Na Figura 2.12, a relagao de dispersao foi

representada para trés valores de angulo de fibra (0°, 20° e 45°).
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Figura 2.12: Numero de onda para diferentes angulos de fibra [0°, 20° e 45°] e baixa
frequéncia. Fonte: Préprio Autor

Na Fig. 2.12a e Fig. 2.12¢, as curvas, inicialmente, possuem o mesmo comportamento,

contudo, hd uma pequena diferenca entre elas. Essa diferenca é mais expressiva em al-
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tas frequéncias como mostra a Figura 2.13. Avaliar a dispersao das ondas é importante
para entender o comportamento da estrutura sujeita a alguma excitacao. Isso permite

projetar ferramentas que possibilitem a atenuacao das formas de vibrar da estrutura.
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Figura 2.13: Dispersao do nimero de onda para fibra orientada em diferentes diregoes
[0° @ 90°] e frequéncias. Fonte: Proprio Autor

A Figura 2.13 apresenta a relacao entre frequéncia e nimero de onda para diferentes
orientacdes de fibra. A partir disso, é possivel notar que para as Fig. 2.13a e Fig. 2.13c as
caracteristicas das curvas sao as mesmas para um comportamento de ondas dispersivas,

enquanto que para a Fig. 2.13b, nota-se caracteristicas de ondas nao-dispersivas.
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Desta forma, como a relagao de dispersao é dependente da orientacao da fibra, e
sabendo que a rigidez também sofre influéncia dessa orientacao, analisando a Equa-
¢ao 2.19, conclui-se que o nimero de onda tem forte dependéncia da rigidez a flexao,
torcao e cisalhamento e, também, da geometria da viga.

Além disso, avaliando analiticamente a Equacao 2.51 para baixa frequéncia, o co-
eficiente ag = KGA(K2 — EIGJ) é o tnico que se mantém na Equagio 2.50, ou seja,
indicando que em baixas frequéncias, as propriedades mecanicas sao predominantes e
exercem influéncia no nimero de onda. Enquanto que, para altas frequéncias, o primeiro
termo do coeficiente ag = pApIpJw® — pApJrGAw?* serd predominante na influéncia no
numero de onda, devido a ordem de grandeza, ou seja, indicando que para altas frequén-

cias as propriedades geométricas exercem maior influéncia.
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Capitulo 3

Metodologia e Modelagem Numérica

Neste capitulo, é desenvolvida uma proposta de modelo e estrutura peridédica utilizando
material composito laminado. O modelo matemético utiliza o Método de Elementos
Espectrais descrito na secao 2.3.1. Esse método tem sido amplamente empregado no
estudo de estruturas periddicas devido a versatilidade e bons resultados. A relacao de
dispersao ¢é obtida através da resolucao de problemas de autovalores utilizando o método
de matriz de transferéncia proposto por Rubin (1966) e descrito na se¢ao 2.3.2. Por fim,
para investigar a presenca das bandas de paradas (bandgaps, em inglés) para um nimero

finito de estruturas periodicas, utilizou-se fungoes de resposta em frequéncia (FRF).

3.1 Estrutura com tnica camada

Inicialmente, uma estrutura de camada simples foi estudada para investigar o com-
portamento de estruturas periodicas feitas de materiais compoésitos laminados. Essas
estruturas podem ser observadas na Figura 3.1. Elas consistem de um niimero de células
unitarias que se repetem periodicamente em uma estrutura de viga.

A célula unitéria é composta de dois elementos montados linearmente com diferente
orientagao de fibra (Fig. 3.2). Devido a caracteristica particular apresentada pelo

compo6sito, obtencao de diferente rigidez estrutural apenas variando a orientacao da
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Figura 3.1: Viga de composito epoxi-fibra de vidro com condigao livre-livre. bpeam =
largura, hpeqm = espessura/altura, Lyeq, = comprimento e PS = Estrutura periddica.
Fonte: Proprio Autor

fibra, é possivel avaliar a melhor combinagao que fornece bons resultados para atenuacao

de vibracao.

/// MM///

(a)

Figura 3.2: Célula unitaria com duas subestruturas composta de fibras com orientagoes
diferentes. Fonte: Proprio Autor.

3.1.1 Relacao de Dispersao

Com o propoésito de avaliar a influéncia da orientagao da fibra na relacao de dispersao,
uma célula unitaria é assumida, como mostra a Figure 3.2. Inicialmente, a primeira
substrutura foi escolhida com base na maxima rigidez a tor¢ao e mantida sem alterar.
Nesse caso, adotou-se a fibra orientada a 45°. Enquanto que, na segunda substrutura,
alterou-se de 0° até 90°. A definigdo do orientagao da fibra é descrita na segao 2.2.1 com

base nas equacoes apresentadas na secao 2.1.

A Figura 3.3 mostra a influéncia da orientacao da fibra na atenuacdo da vibragao

no dominio da frequéncia. Com base nos resultados obtidos, para algumas combinagoes
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de angulos, os efeitos na atenuagao tem menos influéncia, enquanto que, em outros é

possivel notar que ha presenca de bandas de para em algumas faixas de frequéncia.
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Figura 3.3: Relacao de dispersao para diferentes combinacgoes de angulo da fibra para a
segunda célula unitaria. Vista superior. Fonte: Préprio Autor.

A partir da Figura 3.3, nota-se que em determinadas faixas de frequéncia, pode-se
obter bandas de parada que agem simultaneamente no comportamento de flexao-torgao-
cisalhamento. Devido a dependéncia do niimero de onda com a rigidez, apresentado na
Equacao 2.50, e sendo a relacao de dispersao dependente do niimero de onda, para cada
combinacgao de célula unitaria, serd possivel obter diferentes comportamentos para a

relacao de dispersao.
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3.1.2 Exemplo Numérico

Considere um modelo de viga, como ilustrado na Figura 3.4. A estrutura apresenta peri-
odicidade e é utilizada para auxiliar na compreensao do comportamento dinamico desse
tipo de estrutura. A viga possui condicao de contorno livre-livre. O estudo considerou
a mesma propriedade de viga apresentada por Teh and Huang (1980), Bannerjee and

Foist (1996), and Lee and Jang (2010).

First cell Second cell Nth cell

r ) T . 1 r . 1

e 4 % y / t
e hb eam

PS PS PS [

i Lcell l I/

I }
Lbeam b beam

z
y
Zag”

Figura 3.4: Estrutura geométrica com periodicidade. bpee,, = largura, hpeq,, = espes-
sura/altura, Lpeq, = comprimento e PS = Estrutura periodica. Fonte: Proprio Autor.

A Tabela 3.1 descreve as propriedades do material.

Tabela 3.1: Propriedades mecanicas do material compésito epoxi-fibra de vidro.
Propriedades do Composito  valor  Geometria  Valor

By (GPa) 3.25 L (m) 0.1905
Es3 (GPa) 9.71 b (m) 0.0127
G12,G13 (GPa) 0.9025  h(m)  0.00318
V31 0.29
p (kg/m3) 1347

A viga de compoésito é feita de fibra unidirecional, contendo camada tnica, espessa
e de secao transversal retangular (Fig. 3.4). A influéncia do nimero de células N é
avaliada no dominio da frequéncia. As bandas de parada sao avaliadas para diferentes
numeros de células. Na Tab. 3.2, é apresentado algumas configuracoes de estruturas
periddicas utilizadas.

Inicialmente, foi analisado uma estrutura de viga com comprimento constante, divi-
dida em estruturas menores (periddicas) que podem ter comprimento variavel conforme

a quantidade de células periddicas sao adicionadas a viga principal, vide Tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Orientacao de camada espessa tnica.
Configuracao da Viga Estruturas Periodicas Orientagao da camada(®)

Elem1 - 0
Elem, - 45
Cell, ; (45 — 0)
Cell; 5 (45 — 0)
Cellyg 10 (45 — 0)

Em outras palavras, apenas o comprimento das células periddicas se altera na ordem
de Ll’% . O segundo caso a ser investigado, consiste em adicionar células periddicas
com o0 mesmo comprimento que a viga, nesse caso, hd o aumento de comprimento e,
consequentemente, de massa na estrutura. A Figura 3.5 apresenta uma célula unita-
ria composta de duas estruturas menores ou subestruturas, a 45° e 0°. Esses angulos

foram escolhidos com base no desenvolvimento apresentado no capitulo 2, podendo ser

encontrados na figura 2.6.

M\ /

PS PS PS PS

Figura 3.5: Célula unitaria composta de duas subestruturas proposta neste trabalho.
Fonte: Proprio Autor.

As possiveis faixas de bandgaps foram identificadas através da relacao de dispersao
apresentada na Figura 3.6 obtida através da solucao do problema de autovalor e autove-
tor (Eq. 2.36). Se os valores obtidos para o ntimero de onda ou constante de propagacao
(k ou k;) forem reais diferentes de zero, entao havera zonas de atenuagdo, no entanto,
se k ou k; for puramente imaginéario, havera regides de propagacao livre (Gupta, 1970).

As regides cinzas identificam os bandgaps encontrados utilizando a combinacao de estru-
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tura periddica proposta. Para a analise da resposta em frequéncia, as mesmas regioes
devem aparecer. Além disso, para algumas faixas de frequéncia, os bandgaps nao sao
significativos. Nesse caso, é necessario aumentar o ntimero de estruturas periddicas a
fim de provocar o aparecimento dos stopbands. Assim, sendo possivel comparar com a

resposta em frequéncia.(Fig. 3.8 - 3.16)

T T T T T

05 | Bending-Shear-Torsion Torsion i
. A / Bending Torsion
Bending-Shear ~ /

l ]

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Frequency (kHz)

Figura 3.6: Constante de propagacao da viga de metamaterial proposta com fibras
combinadas e orientadas em 0° and 45°. A regiao cinza indica a presencga dos bandgaps.
Fonte: Proprio Autor.

Note que na Figura 3.6, h4 algumas curvas sobrepostas. Esse comportamento ocorre
por causa da obtencdo de uma equacao bi-quadratica dependente da rigidez. A rigidez
ao cisalhamento, flexao, torcao e de acoplamento flexo-torcao estao presentes no mesmo
coeficiente da equacao. Além disso, é responsével por fornecer as raizes do nimero de
onda (Eq. 2.50). Desta forma, para algumas faixas de frequéncia, os bandgaps podem

ser obtidos simultaneamente.

Uma forga senoidal (F'), com diferentes faixas de frequéncia, ¢ considerada. Essa

forca é aplicada no elemento a esquerda na primeira célula unitaria, como mostra a
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Figura 3.7: Impulso de forca aplicado no primeiro elemento da estrutura periodica. A
resposta em frequéncia foi avaliada no tdltimo elemento. Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 3.7. A resposta em frequéncia foi obtida no segundo elemento da tltima célula
através de uma matriz de transferéncia proposta por Rubin (1996) que fornece a solugao

para um problema de autovalor.

3.1.3 Resultados e Discussoes

Em seguida, é apresentado os resultados da F'RF' para uma viga com condicao de
contorno livre-livre para as cinco configuracoes diferentes de acoplamento da estrutura
periddica propostas na Tabela 3.2. Foi utilizando um amortecimento ¢; = ¢ = ¢3 =
0.0001Nm/s a fim de reduzir os picos de resposta.

Figuras 3.8a e 3.8b mostram a comparacao da resposta em frequéncia entre trés
estruturas diferentes de células unitarias: uma formada apenas por fibra alinhada a 0°,
a outra a apenas alinhada a 45° e, por fim, uma célula que é formada por ambas camadas
alinhadas a 45° e 0°, a fim de compara-las quanto ao comportamento causado por uma
carga de impulso. Nota-se que hd um deslocamento dos modos, como podemos observar

nas regioes de picos. E possivel avaliar que, para a célula unitaria que contém a com-
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Figura 3.8: Funcdo de resposta em frequéncia dos efeitos de acoplamento flexao-
cisalhamento-tor¢do com carga axial P = ON. A resposta ao deslocamento ao cisa-
lhamento de uma viga livre-livre excitada através de uma forga de impulso W;. (a)
apresenta resposta em baixa frequéncia. (b) resposta em alta frequéncia. Fonte: Elabo-
rado pelo autor.

binacao entre os angulos adotados, o primeiro modo ocupa uma posicao intermediaria
entre o primeiro modo de vibrar das células de 45° e 0°. Isso também pode ser verificado
para os modos seguintes. Contudo, nao foi possivel observar a formacao dos bandgaps,
visto que, nao verificou-se a presenca de stopbands.

Aumentando o nimero de células periddicas, os resultados apresentados na Fig. 3.9a

e 3.9b mostram a resposta em frequéncia para o deslocamento ao cisalhamento para a
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Figura 3.9: Resposta em frequéncia dos efeitos de acoplamento de flexao-cisalhamento-
tor¢ao. (a) baixa frequéncia. (b) Alta frequéncia. Fonte: Elaborado pelo autor.
viga livre-livre. Na Figura 3.95, o acoplamento da camada de elementos orientados a
45° e 0° produzem uma variacao na resposta em frequéncia e a formacao de bandgaps.
As regioes em destaque sao caracterizadas pela presenca de stopbands, isto é, faixa de
frequéncia que nao hé propagacao de vibracao. Nessas regioes, a propagacao de onda ¢é
interrompida. As regioes de bandgaps aumentam com o ntimero de células periddicas.
O mesmo comportamento discutido na fig. 3.8 sao observados nas Figuras 3.10 e
3.12. Para deslocamento em flexao, os modos da estrutura com acoplamento 0° e 45°

sao deslocado para uma posicao intermediaria entre as céluals que contém orientacao
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Figura 3.10: Funcdo de resposta em frequéncia dos efeitos de acoplamento flexao-
cisalhamento-tor¢do com carga axial P = ON. A resposta ao deslocamento ao cisa-
lhamento de uma viga livre-livre excitada através de uma forga de impulso W;. (a)
apresenta resposta em baixa frequéncia. (b) resposta em alta frequéncia. Fonte: Elabo-

rado pelo autor.

unica. Para esse comportamento, nao foi possivel verificar a presenca de stopbands.
Analisando as Figuras 3.11a e 3.11b, o deslocamento para flexao também ¢ influen-

ciado pelo acoplamento dos elementos, além disso, observa-se o mesmo comportamento

sofrido no cisalhamento. No acoplamento torcional, obteve-se bandgap usando apenas

uma célula. Isso ocorre devido ao acoplamento dos elementos, uma vez que, ambos ele-

mentos (0° e 45°) possuem caracteristicas tinicas em termos de rigidez estrutural. Isto é,
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Figura 3.11: Funcdo de resposta em frequéncia dos efeitos de acoplamento flexao-
cisalhamento-tor¢do com carga axial P = ON. A resposta ao deslocamento ao cisa-
lhamento de uma viga livre-livre excitada através de uma forga de impulso W;. (a)
apresenta resposta em baixa frequéncia. (b) resposta em alta frequéncia. Fonte: Elabo-
rado pelo autor.
para rigidez a flexao, o elemento orientado a 0° possui valor méximo de rigidez a flexao
e valor minimo para rigidez a torgao, por outro lado, o elemento orientado a 45° possui
valor maximo de rigidez a torcao e valor minimo de rigidez a flexao.

Para o deslocamento de torcao, a estrutura de composito laminado orientado a 0°

nao possui rigidez a tor¢ao conforme analisado na secao 2 através da Equacao 2.19

que fornece a relagdo entre a orientagao da fibra e rigidez estrutural (Fig. 2.6). Os
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Figura 3.12: Funcdo de resposta em frequéncia dos efeitos de acoplamento flexao-
cisalhamento-tor¢do com carga axial P = ON. A resposta ao deslocamento ao cisa-
lhamento de uma viga livre-livre excitada através de uma forga de impulso W;. (a)
apresenta resposta em baixa frequéncia. (b) resposta em alta frequéncia. Fonte: Elabo-
rado pelo autor.

modos de ambos, 0° and 45°, sao deslocados para uma posicao intermediaria entre eles
(Fig. 3.12a and 3.12b). Da mesma forma que nos casos anteriores, ha a formacao de
bandgap. Isso ocorre devido a um desacoplamento entre os elementos com orientagao
diferente. Note que a estrutura com fibra alinhada a 0° nao fornece rigidez a torcgao,

desta forma, na estrutura que ha o acoplamento das duas fibras de diferente orientacao,

temos comportamentos distintos gerados em cada elemento e, consequentemente, ha a
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formacao de bandgap.
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Figura 3.13: Funcgao de resposta em frequéncia dos efeitos de acoplamento flexao-
cisalhamento-tor¢ao com carga axial P = ON. A resposta ao deslocamento ao cisa-
lhamento de uma viga livre-livre excitada através de uma forga de impulso Wi. (a)
apresenta resposta em baixa frequéncia. (b) resposta em alta frequéncia. Fonte: Elabo-
rado pelo autor.

O acoplamento produz uma variacao da frequéncia e dos modos, como mostram as
figuras 3.13a e 3.13b, sendo possivel observar regioes com bandgaps.

As faixas de bandgaps sao responsaveis por atenuar ou bloquear a propagacao de
onda. Com o aumento do nimero de estruturas peridédicas, a presenca dos bandgaps

sao mais expressivas. Neste caso, ¢ importante salientar que, no desenvolvimento de
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projetos, no qual esteja sujeito a vibracoes mecanicas, o uso de estruturas periddicas
podem ser uma maneira de obter a reducao de vibracao, uma vez que, conhecendo a faixa
de frequéncia na qual a estrutura estara trabalhando, pode-se obter faixas de bandgaps
ou de stopbands apenas adicionando estruturas periodicas com diferentes rigidez.
Finalmente, foi analisado a resposta em frequéncia para uma estrutura adicionando
células periddicas com o mesmo comprimento da viga. Nessa situacao, a viga nao é
seccionada em estruturas menores que se reptem periodicamente, e sim, adicionado ao
final da célula unitario, uma nova célula, aumentando, portanto, o comprimento e a

massa da viga.
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Figura 3.14: Resposta em frequéncia da viga com mesmo comprimento e niimero de
estruturas periodicas sob acao de carga de cisalhamento. Fonte: Elaborado pelo autor.

Avaliando as Figuras 3.14, 3.15 e 3.16, o mesmo comportamento foi encontrado
quando se adicionou estruturas periddicas com comprimento igual ao comprimento ori-
ginal da viga. Com o aumento do comprimento da viga, h4 um aumento esperado da
quantidade de modos de vibrar, contudo, a formacao dos bandgaps ocorrem nas mesmas

regioes previamente explicadas.
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Figura 3.15: Resposta em frequéncia para uma viga sob acao de carga de flexao. Fonte:
Elaborado pelo autor.

Para uma estrutura periddica, verifica-se que o nimero de células que se repetem
periodicamente é responsavel pelo aumento na magnitude da atenuacao de vibracao e
no niumero de formas modais. Uma vez que, as faixas de bandgaps nao varia, por causa
da sua dependéncia em relagao as caracteristicas mecanicas do material, ou seja, da
rigidez.

Comparando os resultados obtidos através da constante de propagacao do metamate-
rial proposto (Fig. 3.5) e a resposta em frequéncia (Fig. 3.8 - 3.16) para alguns nimeros
de células periddicas, a mesma faixa de bandgap foi encontrada. Desta forma, é possivel
identificar que a constante de propagacao fornece previamente as possiveis faixas de

bandgaps.
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Figura 3.16: Resposta em frequéncia para uma viga sob acao de carga de tor¢ao. Fonte:
Elaborado pelo autor.
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Capitulo 4

Conclusoes e Sugestao para trabalhos

futuros

4.1 Conclusoes

Neste trabalho foi abordado a utilizacao de estruturas peridédicas utilizando material
compo6sito laminado, de modo que a periodicidade foi obtida pela variacao do angulo
da fibra, sem a adicao de material. Desta forma, foi utilizado a variacao da impedéancia
mecanica pela alteracao do angulo da fibra de uma estrutura para outra.

Devido as caracteristicas dinamicas que exibe uma estrutura periédica, que a fazem
atuar como filtros, e com a introducao de diferenca de rigidez na estrutura, criando-se
regioes de descontinuidades ou de desordem permitindo auxiliar na reducao de propaga-
¢ao de vibragdo mecanica em uma viga, foi possivel criar faixas de frequéncia especificas
ao longo da estrutura periddica onde as ondas pudessem se propagar apenas dentro
dessas frequéncias e serem bloqueadas ou atenuadas em outras. Portanto, foram criados
regioes de bandas de parada (ou "bandgaps", termo em inglés) e bandas de passagem
(ou "pass band"). Segundo Baz (2019), essas bandas sdo fixas para estruturas perio-
dicas passivas, podendo ser alteradas para estruturas periddicas ativas como no caso

da utilizacao de materiais de memoria de forma ou piezoelétrico. No caso da proposta
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apresentada, manteve-se as caracteristicas de uma estrutura periddica passiva.

A fim de avaliar a atenuacao de uma viga de estrutura periédica com material com-
posito laminado proposto neste trabalho, as caracteristicas dinamicas foram obtidas
através do método de matriz de transferéncia. Entao, partiu-se do principio que ao
excitar com uma carga de perturbacao a parte inicial da viga (lado esquerdo), a res-
posta no final dela (lado direito) seria obtida devido a propagacao do sinal em cada uma
das células, isto é, haveria uma transferéncia do sinal de saida de uma célula unitéria
para a entrada na célula unitaria seguinte, sendo, entao, necessario encontrar a matriz
de transferéncia, que é dependente da rigidez dinamica da célula unitaria. A rigidez
dindmica foi obtida através do Método de Elemento Espectral. Por fim, a resposta foi
alcancada através de um problema de autovalor.

Nota-se que ha ainda uma necessidade de aprofundamento no estudo de materiais
compositos laminados como fonte de atenuacao de vibragao. H& alguns estudos basea-
dos em compositos laminados dispostos em estruturas periodicas que avaliam apenas o
beneficio gerado pelo aumento das camadas. De modo a possibilitar uma outra aborda-
gem, este trabalho, buscou utilizar tanto os efeitos benéficos da variacdo da orientacao
da fibra como da utilizacao das estruturas peridédicas na tentativa de obter atenuacao
em determinadas faixas de frequéncias.

De acordo com a proposta deste trabalho com base na analise tebérica e numeérica,

pode-se concluir que:

e Foi possivel obter um modelo de estrutura peridédica utilizando material compo-
sito laminado com diferentes orientacoes de fibra, uma vez que, cada combinacao

permite obter diferentes respostas para as faixas com bandgaps;

e Pode-se obter analiticamente uma equacao do nimero de onda para a estrutura
proposta utilizando algumas hipoteses simplificadoras, podendo utilizé-la como
ferramenta para auxiliar na escolha da composicao das células de compositos;

e Nota-se uma dependéncia do niimero de onda com a rigidez da estrutura e, por-
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tanto, do angulo de orientacao da fibra do composito;
e A atenuagao é tao maior quanto for a quantidade de estruturas periodicas;

e Os bandgaps podem ser obtidos para baixa frequéncia através da variacao da ri-
gidez da estrutura (FI, GJ, kGA e Kr, provocando regides de descontinuidades,
uma vez que, em baixa frequéncia ha dependéncia predominante da rigidez. En-
quanto que, para altas frequéncias, as propriedades geométricas pA, pl e pJ, sao
dominantes, logo alterando o tamanho da estrutura ou a densidade do material
em cada célula serad possivel gerar regioes de atenuagao de vibragao, sem adicionar

amortecimento ao sistema.

e Foi possivel obter os bandgaps apenas com a influéncia da orientacao da fibra, nao

sendo necesséario alterar a massa ou a geometria da estrutura.

O estudo foi importante para entender os efeitos no comportamento dinamico quando
se considera uma viga com acoplamento flexo-torcao-cisalhamento e, portanto, sua con-
tinuidade pode fornecer subsidios necessarios para o desenvolvimento de mecanismos

para atenuacao de vibragao.

4.2 Recomendacoes de trabalhos futuros

Esse trabalho foi desenvolvido com base em uma viga de espessura tnica com o pro-
posito de estudar a influéncia da orientacao da fibra no nimero de onda, relagao de
dispersao e formacao de bandas de parada, utilizando uma combinacao de estruturas
pré-determinadas. Ha oportunidades complementares para uma futura investigacao, no
qual podera ser til no desenvolvimento de estruturas peridédicas para a atenuacao de

vibracao. Desta forma, algumas recomendagoes estao listadas abaixo:
e Avaliar a influéncia e miultiplas camadas na atenuacao de vibracao;

e Investigar estruturas periédicas com mais combinagoes;
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e Verificar o comportamento estrutural nas regides de variacao da orientacao da

fibra devido as descontinuidades.
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