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RESUMO

O principal objetivo desta tese foi investigar os polinémios ortogonais na circunferéncia
unitaria associados a certas funcdes peso semiclassicas. Determinamos todas as fun-
cbes peso semiclassicas cujas equagdes diferenciais do tipo Pearson, satisfeitas por
elas, envolvem polinbmios de grau menor do que ou igual a 2 e, isso também incluiu,
uma extensao da funcao peso de Jacobi na circunferéncia unitaria. Foram estabeleci-
das relagdes de estrutura para os polinbmios ortogonais e equacoes de diferengas néo
lineares para os coeficientes de Verblunsky complexos associados. Como aplicacéo,
apresentamos diversas relagdes de estruturas e equacgdes de diferencas associadas
a algumas dessas fungdes peso semiclassicas. Além disso, a fim de obter outras
propriedades diferenciais, utilizando uma abordagem conhecida como problema de
Riemann-Hilbert, encontramos equacdes diferenciais de primeira e de segunda ordem

para alguns polindbmios ortogonais na circunferéncia unitaria.

Palavras-chave: Polinbmios ortogonais na circunferéncia unitaria, Equagdes de di-
ferengas, Funcao peso semiclassica, Equacao de Pearson, Problema de Riemann-
Hilbert.






ABSTRACT

The main objective in this thesis is to study the orthogonal polynomials on the unit circle
associated with certain semiclassical weight functions. We determine all semiclassical
weight functions such that the Pearson-type differential equations satisfied by them
involve polynomials of degree at most 2, and this also includes an extension of the
Jacobi weight function on the unit circle. General structure relations for the orthogonal
polynomials and non-linear difference equations for the associated complex Verblunsky
coefficients are established. As application, we present several new structure relations
and difference equations associated with some of these semiclassical weight functions.
Furthermore, in order to obtain other differential properties, using an approach known
as Riemann-Hilbert problem, we found first and second order differential equations for

some orthogonal polynomials on the unit circle.

Keywords: Orthogonal polynomials on the unit circle, Difference equations, Semiclas-
sical weight function, Pearson equation, Riemann-Hilbert problem.
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Introducao

Sejam (a,b) um intervalo real e p uma medida de Borel positiva. Considere C'(a,b) =
{f:(a,b) = R; f continua}, isto é, o espaco das fungdes continuas definidas no intervalo
(a,b). Um produto interno entre fi, fo € C(a,b) pode ser definido por uma integral de
Riemann-Stieltjes como

(od) = [ AR dpt).

Se u é absolutamente continua, ou seja, du(x) = w(x)dz, entdo a integral torna-se

() = [ Ao Bu) da,

onde w é uma fungao integravel definida em (a, b). Como w(z) > 0 e é nao identicamente
nula em (a,b), entdo w é chamada fungao peso.

Dizemos que duas fungoes sao ortogonais entre si, se o produto interno entre elas
for zero. Portanto, uma familia de fungoes, {f,}, forma um sistema ortogonal em um
intervalo (a, b) com relagdo a uma fun¢ao peso w se, para quaisquer duas fungdes distintas
da familia, tem-se (f,, f) =0, n # m € N.

No caso de polindmios, considera-se { P, },>¢ uma sequéncia de polindémios ortogonais
com relagdo a uma func¢do peso w em (a,b) quando (P,, P,) = 0, n # m e P, é um
polinomio de grau exatamente n. Dizemos que uma sequéncia de polinémios ortogonais,
{pn}tns0, € ortonormal, se (p,,p,) = 1. Estes polinomios satisfazem uma relagao de
recorréncia de trés termos dada por

:L‘pn(l') = Gp41Pn+1 (:L’) + bnpn(x) + anpn—l(x)a n =0,

com p_1(z) =0, a, = (xpy, pn_1) € by, = (xp,, pn) € chamamos a, e b, de coeficientes
da relagao de recorréncia. Estudos bem detalhados sobre esses polindmios podem ser
encontrados em Chihara [I4], Ismail [32] e Szeg6 [49].

A teoria dos polinémios ortogonais chama a atencao de muitos pesquisadores devido
as suas varias aplicacoes, tais como em Fisica Matematica, Analise Numérica, Anélise
Funcional, processamento de sinais, entre outras. Entre os polinémios ortogonais, alguns
sao classificados como classicos ou semiclassicos. Os polinémios ortogonais cldssicos sao
os polinémios de Jacobi, de Laguerre, de Hermite e de Bessel e sao muito conhecidos na
literatura, ver [14] e [34].

Uma das caracterizagdes mais conhecidas dos polindémios ortogonais classicos e semi-
classicos é que a funcao peso associada, w, satisfaz uma equagao de Pearson do tipo

d

S fo(o)u(a)] = pla)w(),

19



Introducgao 20

onde o e p sao polindomios. Se ¢ é um polindmio de grau menor do que ou igual a2 e p é um
polinémio de grau 1, entao a fungao peso ¢ chamada de classica e os polindomios ortogonais
associados sao polindmios ortogonais classicos. Se ¢ é um polindomio de grau maior que
2 ou p é um polindmio de grau diferente de 1, a funcao peso é conhecida como fungao
peso semiclassica. Se ocw se anula nos pontos extremos do intervalo de ortogonalidade,
os polinémios ortogonais associados a funcao peso classica ou semiclassica, satisfazem
relacoes de recorréncia diferenciais, também conhecidas como relagoes de estrutura, no
Capitulo [1| detalhamos este assunto. Ver, por exemplo, [5l [7, 140, 41] e [53].
Um exemplo de fungao peso semiclassica é a fungao peso de Freud [29], isto é,
w(z) = e 7 g e (—o00,00),

onde s € R é um parametro real. Os polinémios ortonormais associados a esta funcao
peso satisfazem a relagdo de estrutura

n
pp() = mpn—l(@ +4an(8)an-1(8)an—2(8)pn-s(r), n=>2.
Os coeficientes da relagdo de recorréncia dos polindmios ortogonais associados a fungao
peso de Freud dependem de s e satisfazem a seguinte equacao de diferencas

_ " .3
 4a2(s) 2’

s (5) + an(s) + i (s) n>1,
com ap(s) =0e
22 2Pwy(z)d

ai(s) = [ we(z)da

Essa equagdo diz-se discreta de Painlevé, dPy, ver [29,136] e [53]. Na Segao|[L.4]descrevemos
as equagoes de Painlevé.

Os polinémios ortogonais na circunferéncia unitaria vém despertando grande interesse
dos pesquisadores nas ultimas décadas devido a sua vasta aplicagdo em varias areas da
Matemaética como, por exemplo, em Teoria da Aproximacao, Teoria Espectral, Teoria
de Probabilidades e, recentemente, em problemas de Riemann-Hilbert, ver, por exemplo,
[42, 45] e [46]. Seguindo os trabalhos de Stieltjes, Hamburger, Toeplitz e outros, Szegd
investigou a ortogonalidade na circunferéncia unitaria em uma série de artigos por volta de
1920, ver [47] e [48], onde introduziu os polinémios ortogonais na circunferéncia unitéria,
conhecidos na literatura também como polinémios de Szeg6. Essa classe de polinomios,
quando associada a fung¢ao peso semiclassica, é o elemento principal de estudo desta tese.

Considere w uma funcao peso definida na circunferéncia unitaria T = {z € C : |z| =
1} = {z =¢“ 0 < 0 < 27}, entdo o produto interno entre ¥,, e ¥,, é dado por

(00 W) = [0 ()T (u(6) 46,

e (U, ¥, )t = 0 para n # m, caracteriza a ortogonalidade na circunferéncia unitaria da
sequéncia {¥,, },>0.

Esses polinémios nao satisfazem uma relacao de recorréncia de trés termos, porém na
forma monica, ®,,, satisfazem uma relagdo muito interessante, conhecida como recorréncia
de Szeg6, dada por,

D, (2) = 2P, 1(2) — @19, _,(2), n=>=1,
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onde ®y(z) =1, ®*(z) = 2"P,(1/Z) é o polindmio reciproco e

Ap_1 = —(I)n(())
sao conhecidos como coeficientes de Verblunsky. Além disso, ®,, é definido por
Wn(2)
®n - )
() ==

onde k,, é o coeficiente que acompanha o termo de maior grau de ¥,,, ou seja,

2m
(B, B)s = [ BB w(6)d0 = .
0 K2

Uma funcao peso na circunferéncia unitaria, w, é chamada semiclassica se satisfaz a

equacao

d

dé
onde as funcoes A e B sdo polindomios de Laurent e A(e®?) = 0 nos pontos singulares
de 1/w. Essa definicao é devido a Magnus [37]. A equagao serd chamada equacao
diferencial do tipo Pearson. Neste trabalho analisamos relagdes de estrutura satisfeitas
por polindmios ortogonais moénicos na circunferéncia unitaria e os coeficientes de Ver-
blunsky, «,, associados a uma funcao peso semiclassica na circunferéncia unitaria. Em
[44] sdo tratadas as familias Laguerre-Hahn sobre a circunferéncia unitaria que incluem
as semiclassicas como casos particulares.

Para a ortogonalidade na circunferéncia unitaria, o problema de classificagdo dos po-
linémios ortogonais semicléssicos foi estudado em [111, 44], [51] e [52] considerando funci-
onais lineares que satisfazem uma equacao do tipo Pearson, ou seja, dado um funcional
linear, regular e hermitiano, u, diz-se que u é semiclassico se existem polinémios A e B,
com A(z) # 0, que satisfagam a equagao

[A(e)w(0)] = B(e®)w(6), 0 € [0,2x], (1)

onde o operador derivada é definido por

2w .
m@@»:4mww»:4/ 2g (Dw(0)db, €=z 6eo,2r].
0
Se deg A(z) = p e max{p—1,deg((p—1)A(2)+iB(z))} = q, diz-se que u pertence a classe
(p,q). Nos artigos [111, [51] e [52], os funcionais lineares semiclassicos foram divididos em
classes, essa abordagem pode ser adaptada a equacao considerando que, se

deg A(z) = p e max{p — 1,deg((p — 1)A(2) +iB(2))} = q,

entdo w pertence a classe (p,q) de funcdes peso semicldssicas. Uma fungdo peso que
pertence a classe (p,q) também pertence a classe (p+1,q + 1).
Um exemplo conhecido de funcao peso semiclassica na circunferéncia unitaria é

1
wt(Q) = %etcos(e), 0 é 0 < 27T,

com t > 0, ver [32]. A sequéncia associada de polindomios ortogonais moénicos na circun-
feréncia unitaria satisfazem a relacao de estrutura

2
tk; _o
2 K2

n

P (2) =nd,_1(z) + D, o(2), n=2. (2)
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Os coeficientes de Verblunsky sdo reais e dependem do parametro t. Da relacao de es-
trutura, é possivel mostrar que os coeficientes de Verblunsky satisfazem a equacao de
diferencgas nao linear

() + ano(t) = —2:%, n = 2. (3)

Essa equagao é bem conhecida e foi apresentada por Periwal e Shevitz [43]. Ela corres-
ponde a uma equagio discreta de Painlevé dPyy, ver [53]. Estudos sobre fungdes peso
semiclassicas na circunferéncia unitaria também podem ser encontrados em [10] e [37].
Em [2] a equacao foi encontrada usando uma abordagem conhecida como Problema
de Riemann-Hilbert, que é uma ferramenta que vem sendo muito utilizada quando se
trata da analise do comportamento assintotico de fungoes.

O método de Riemann-Hilbert tem grande importancia na teoria de problemas de
contorno para fungoes holomorfas (analiticas). O principal objetivo é encontrar uma
funcao que seja holomorfa em uma determinada regido, levando em conta certas relagoes
de salto entre os valores de seus limites sobre os pontos de um contorno dado. Essa
abordagem para polindémios ortogonais foi formulada por Fokas, Its e Kitaev em [27]
em 1992 e um método para calcular assintoticas com problemas de Riemann-Hilbert
foi apresentado em [22] por Deift e Zhou em 1993, primeiro no contexto de sistemas
integraveis. A aplicagdo mais abrangente a polindmios ortogonais ocorreu em 1999, gracas
aos trabalhos de Deift, Kriecherbauer, McLaughlin, Venakides e Zhou, ver [17, 20] e [21].
Essas descobertas foram fortemente influenciadas pela relacao entre polindémios ortogonais
e a teoria de matrizes aleatérias [15] e [19].

Essa técnica tem sido muito utilizada na teoria de polindmios ortogonais para obtencao
de assintoticas e propriedades diferenciais. Mais detalhes sobre o Problema de Riemann-
Hilbert podem ser encontrados em [II, 3] e [18]. Para resultados mais recentes sobre essa
teoria ver [8, 9l 12] e [13].

Um objetivo deste trabalho foi investigar fungoes peso semicléssicas na circunferéncia
unitaria cujos polinémios ortogonais moénicos na circunferéncia unitaria tenham coefici-
entes de Verblunsky complexos, para determinar que tipo de equacoes de diferencas esses
coeficientes satisfazem. Desenvolvemos essa investigacao para fungoes peso semiclassicas
em que os polinémios A e B em sao polinomios de grau menor do que ou igual a
2. Como resultado determinamos todas as fungoes peso semiclassicas que satisfazem as
condicoes estabelecidas e encontramos as relagoes de estrutura para os polinémios orto-
gonais na circunferéncia unitaria e as equacgoes de diferencas satisfeitas pelos coeficientes
de Verblunsky associadas a tais fung¢oes peso na circunferéncia unitaria. Esses resultados
foram publicados em [6]. Outro objetivo foi encontrar equagoes diferenciais de primeira,
e de segunda ordem para polindmios ortogonais na circunferéncia unitaria, utilizando o
problema de Riemann-Hilbert.

Para alcancar os objetivos citados anteriormente, este texto esta organizado da se-
guinte forma.

No Capitulo [I] apresentamos defini¢oes e resultados importantes para o desenvolvi-
mento do trabalho. Este capitulo foi dividido em cinco se¢oes, na primeira sao definidos,
brevemente, conceitos basicos referentes a polinémios ortogonais na reta real. Na segunda
secao sao apresentados conceitos importantes sobre a ortogonalidade na circunferéncia uni-
taria. Na Secao[1.3|apresentamos a classificacdo dos polinémios ortogonais como classicos
e semiclassicos na reta real e uma equacao do tipo Pearson para a classificacao de polino-
mios ortogonais semiclassicos na circunferéncia unitaria. Na quarta secao descrevemos
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as equagoes diferenciais e algumas equagoes discretas de Painlevé. E, por fim, na tltima
secao, ¢ apresentado, de forma breve, o problema de Riemann-Hilbert e, ainda, o pro-
blema de Riemann-Hilbert para os polindomios ortogonais na reta real e na circunferéncia
unitaria.

No Capitulo [2] determinamos todas as fungoes peso semicldssicas, w, na circunferéncia
unitaria, onde os polinéomios A e B em sao polinémios de grau menor do que ou igual
a 2. O método utilizado foi considerar todas as possibilidades de zeros do polinémio A,
tal que w seja positiva. Muitas fungoes peso semiclassicas conhecidas foram encontradas.
Além disso, determinamos a funcao peso semiclassica

w(0) = 7(X, B, 1) e [sin(0/2)]*[cos*(6/2))°,

onde n € R, A > —1/2, > —1/2 e 7(\,3,n) é uma constante. Casos particulares
desta fungdo peso, recuperam a maioria das fungoes peso semicldssicas conhecidas na
literatura, ver Observagao [2.6, No entanto, como mencionado na Observagao 2.6 o caso
geral, \Gn # 0, até onde sabemos, nao foi considerado anteriormente.

No Capitulo |3| encontramos relagoes de estrutura para os polindomios ortogonais moni-
cos na circunferéncia unitaria, associados a uma func¢ao peso semicléassica, estes resultados
estao no Teorema[3.4] Além disso, utilizando as relagdes de estrutura, determinamos equa-
¢oes de diferencas nao lineares associadas aos coeficientes de Verblunsky complexos, que é
um dos resultados principais deste trabalho. Como aplicacao, ainda no Capitulo (3], apre-
sentamos relagoes de estrutura para os polindomios ortogonais monicos na circunferéncia
unitaria e equagoes de diferencgas para os coeficientes de Verblunsky para as fungoes peso
descritas no Capitulo

No Capitulo [4] sao apresentadas equagdes diferenciais de primeira e de segunda or-
dem para os polindémios ortogonais na circunferéncia unitaria associados a fungoes peso
semiclassicas especificas. Também mostramos que algumas das equacoes diferenciais de
primeira ordem sao equivalentes a relagoes de estruturas encontradas no Capitulo 3} Gos-
tariamos de ressaltar que os resultados do Capitulo 4| foram desenvolvidos durante um
estagio no exterior, realizado na Universidade de Aveiro, em Portugal, sob orientagao da
Profa. Dra. Ana Pilar Foulquié Moreno da Universidade de Aveiro e do Prof. Dr. Amilcar
Branquinho da Universidade de Coimbra.

No Capitulo [5| uma sintese dos principais resultados encontrados durante o doutorado
é apresentada. Também descrevemos os trabalhos futuros que poderao ser realizados,
dando continuidade a investigacao iniciada com esta tese.

Como mencionado anteriormente, os principais resultados contidos nos Capitulos [2] e
foram publicados em

[6] C. F. Bracciali, K. S. Rampazzi, L. L. Silva Ribeiro, On semi-classical weight functions
on the unit circle. Journal of Approximation Theory, 295, art. 105957, 2023.

Os resultados do Capitulo [d]estao sendo organizados em forma de artigo cientifico para
ser submetido para publicacao.



1 Preliminares

Nesta secao fazemos uma breve introdugao sobre os polinémios na reta real e na circun-
feréncia unitaria. Além disso, apresentamos algumas func¢oes peso classicas e semiclassicas
conhecidas na literatura. Os resultados deste capitulo podem ser encontrados em referén-
cias classicas como Chihara [14], Ismail [32], Simon [45] e Szegé [49] e em referéncias que
foram utilizadas na execucao deste trabalho, tais como Branquinho [7], Clarkson, Jordaan
e Kelil [16], Koekoek, Lesky e Swarttouw [35], Magnus [37], Marcellan e Sri Ranga [39],
Sri Ranga [50] e Van Assche [53]. Para a tltima segdo utilizamos Cassatella-Contra e
Manas [13], Deift [17], Fokas, Its e Kitaev [27] e Martinez [42].

1.1 Polinomios ortogonais na reta real
Para definir polindbmios ortogonais na reta real consideramos uma funcao peso, w,
definida em um intervalo (a,b), com (a,b) C R, isto é, w é integravel e positiva (nao

identicamente nula) em (a, b).
Consideramos o produto interno definido por

b
(£.9) = [ f@)g)w()da,
onde f, g sdo funcgdes continuas. Os valores associados a essa funcao peso dados por
b
uk:/ka(a:)d:c, k=0,1,2,...,
sao chamados de momentos. Note que g > 0.
Uma sequéncia de polindmios { P, },>¢ ¢ uma sequéncia de polindémios ortogonais com

relagao a func¢do peso w em (a,b), se P, é de grau exatamente n e a sequéncia satisfaz

0, se n #m,

(1.1)

pn >0, sen=m.

b
/ P,(z)P,(z)w(x)dz = {
Podemos escrever €como
b
/ P,(x) Py (x)w(x) dz = 0pmpn, (1.2)

onde 9, é o delta de Kronecker, isto é,

5. = {0, se n #£m,

1, sen=m.

24
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Uma sequéncia de polinémios ortogonais { P, },>0 é chamada sequéncia de polinomios
ortonormais {p, }n>0 se p, = 1 em (1.2)). Denotamos o polinémio ortonormal de grau n,
n =0, p, por

pn(T) = chmj, c;€R, ec, #0.
=0

Uma das caracteristicas mais importantes de polindmios ortogonais é o fato de trés
polinomios de graus consecutivos estarem conectados por uma relagao de recorréncia. Por
exemplo, a sequéncia de polindémios ortonormais {p, },>o sempre satisfaz uma relacao de
recorréncia de trés termos da forma

Tpn () = Ap1Pn+1(2) + bupu () + anpn-1(z), n >0, (1.3)

com p_i(x) =0, po(z) =

3-
o

= (1 pus) = [ wpale)paa(wu(e) d

a

b
by = (xpn, pn) = / op?(z)w(z)d .
Comparando os coeficientes do termo de maior grau, temos

Cn

Apy1 = .
Cn+1

Considere a sequéncia de polindmios ortogonais monicos {P, },>0 com relagdo a w.
Podemos construir tal sequéncia a partir dos polindémios ortonormais {p, }n>o com relagao
a w, para isso, basta dividir cada p,, pelo coeficiente do termo de maior grau, isto é,

P, () = pnc(w)’ n>1.

A relagao de recorréncia de trés termos para esses polinémios pode ser obtida dividindo
a relagao de recorréncia (1.3) por ¢,41 e, apds alguns célculos, temos

Poi(z) = (= by)Py(z) — a2 Py_y(x), n >0,

onde P_i(z) =0¢ By(z) = 1.

E bem conhecido que os zeros de uma sequéncia de polindmios ortogonais, {P,}n>1,
definida em um intervalo (a,b), com relagdo a uma fun¢do peso w sdo reais, distintos e
pertencem ao intervalo (a,b). Além disso, entre dois zeros consecutivos de um polinémio
de grau n + 1, P, 1, existe somente um zero de P,, n > 1.

1.2 Polindmios ortogonais na circunferéncia unitaria
Para definir polindmios ortogonais na circunferéncia unitaria, consideramos p uma

medida definida na circunferéncia unitaria T = {z € C: |z] = 1} = {z = ¢¥, 0 < 0 < 27},
e o produto interno dado por

(fgh= [ F@aET dnt) = [ He)gle dp(e?).
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Como a integral é definida na circunferéncia unitdria, ou seja, em |z| = 1, temos

Z = z"! e, entdo,

(f.2"r = [ FEFdu() = [ £ dp2)

Agora, considerando p uma medida absolutamente continua, como z = € com
0 <0 < 27 temos d p(e?) = v(e??)df. Assim, podemos escrever

dz
iz

(e = [ e e a0 = [ 1))

Por simplicidade, denotamos w(#) = v(e?) e os momentos da funcdo peso w sdo dados
por

21 .
o, = (1, 2" = / e"mw(h)de,
0
para n € Z.

Dizemos que {¥,},>0 ¢ uma sequéncia de polinémios ortonormais na circunferéncia
unitaria se satisfaz

(0, U,)p = /T U, ()T (2) d fi(2) = G
Denotamos o coeficiente do termo de maior grau de ¥,, por k,, ou seja,
\Ijn(z) = K’nzn +eey

com Kk, > 0.
Os polinémios ortogonais moénicos na circunferéncia unitaria sao denotados por ®,,,
isto é,

Assim
122 = [ |@u(2)Fdpz) = 2,

Como mencionado na Introdugao, esses polinémios satisfazem a seguinte relagao, co-
nhecida como recorréncia de Szegé, ver [45],

D, (2) = 2P,-1(2) — @19, _1(2), n=>1, (1.4)

onde ®y(z) =1, ®*(z) = 2", (1/Z) é o polindmio reciproco e

Ap_1 = —(I)n(O)

sao conhecidos como coeficientes de Verblunsky. Observe que, se os coeficientes de Ver-
blunsky sao conhecidos, entao a relagao (|1.4]) gera os polinémios ®,,, n > 1.
A ortogonalidade da sequéncia de polinémios {®, },>0 é equivalente a

/z_kq)n(z)du(z):O, k=0,1,2,...,n—1,
T

e também

/z‘k@;;(z)du(z) =0, k=0,1,2,...,n.
T
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Da recorréncia de Szeg0, temos as seguintes equagoes
;. 1(2) = D) (2) — 02®p(2), n >0, (1.5)
05 41(2) = (1= o) @7, (2) — an®usa(2), n

Da relagao (|1.4)) também obtém-se

WV
o

,i2

_m 1 _ 2
=1l

ver [45].
Denotamos os polindomios ortogonais monicos na circunferéncia unitaria como

(I)n(z) = 2" + ’Ynzn_l + gnzn—Q +- 5712 — Qp—1, n > 07 (16)
com «_; = —1. Usando a relacao (1.4) mostra-se que os coeficientes v, em (|1.6) sdo

dados em termos dos coeficientes de Verblunsky como
n—1
YV = Zajaj_l, n=1 e ~=0. (1.7)
j=0

De fato, como ®%_,(2) = —a,_22""' + -, entdo de (L.4), ou seja, de
O (2) = 2Pp-1(2) — A1 ®;, 4 (2),
temos
(2" 2™ e = 2T 12 = Tt [0
Logo, Yn = Vn_1 + Qp_10, o € recursivamente

Tn = Qp_1Qp_9 + Tn—1
= Qp-10p_—2 + 0p 205, 3+ Vn2

= Qp-10p—2 + 0p20p_3+ -+ 0100 — Q.

Assim, o termo do segundo coeficiente de ®,, pode ser escrito como
n—1
%:Zajozj_l, n}l (S ’70:0
Jj=0

Fazendo a derivada com relacdo a z de (|1.4) e tomando z = 0, pode-se observar que
os coeficientes 3, = @/ (0) satisfazem

Bn = _(an72 + anflﬁn—l)-

Como v, = Y1 + 10,2, obtemos

Bn = —[(1 = w1 )z + @p17¥,], n =1 (1.8)
Como @,(2) = 2"+ 7,2" 1 + O(2"?), a igualdade (®,,_1,P,) = 0 produz
(@1, 2")1 = =T (Pr-1, Pn1)7- (1.9)

Finalmente, esses polindmios também satisfazem

<(I):;’ ZO>'J1‘ = <(I)na q)n>'ll‘- (1.10)
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1.3 Polinémios ortogonais classicos e semiclassicos

Uma das caracterizacoes mais conhecidas dos polindomios ortogonais cléssicos e semi-
classicos na reta real, é que a fungdo peso, w, associada ao polinémio ortogonal satisfaz
uma equagcao de Pearson do tipo

d
1z 0 @w(@)] = 7(z)w(@), (1.11)

onde ¢ e 7 sao polindémios.
Segundo Chihara, em [14], os polindémios cuja fungao peso satisfaz a equagio de Pear-
son (|1.11}), onde

e 0 ¢ um polinémio de grau < 2
e
e 7 ¢ um polinémio de grau = 1
sao chamados de polinémios ortogonais classicos. Isto acontece quando

1—2% sexe (—1,1),
o) =le  sexe (0.00) (112)

1, se z € (—00,00).

Segundo Hendriksen e Van Rossum, em [31], os polindémios cuja fungao peso satisfaz
a equagao de Pearson ([1.11]), onde

e 0 ¢ um polinémio de grau > 2
ou

e 7 é um polinémio de grau # 1

sao chamados de polinémios ortogonais semiclassicos.

Além disso, seja w uma fungdo peso definida em (a,b) C R. Em [31I], os autores
mostram que uma sequéncia de polindomios ortogonais semiclassica com relagao a w é
completa em L*((a,b),w).

Existe uma propriedade dos polindmios ortogonais classicos e semiclassicos que é a
relagao de estrutura, uma relacao onde a derivada desse polinémio multiplicada por o, é
escrita como uma combinagao dos préprios polindmios, ver [53]. A relacao de estrutura se
deriva da equacao de Pearson, ou seja, se a fungao peso w satisfaz a equacao de Pearson
(1.11) e ow se anula em a,b € RU {—o00, +0o0}, entao

n+s—1

o(@)pn(x) = D Anppi(2),
k=n—t
onde s = grau(o) e t = max{grau(7), grau(o) — 1}.
Observe que, para os polindmios ortogonais classicos, a relacdo de estrutura tem a
forma

n4+s—1

o(x)p,(r) = D Anppi(2), (1.13)

k=n—1

onde s=0sec(r)=1,s=1sec(r)=xes=2quando o(z) =1— 22
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1.3.1 Polindmios ortogonais classicos na reta real

A teoria sobre os polinémios ortogonais classicos é muito conhecida e a literatura sobre
o assunto é enorme. Como dito anteriormente, uma das caracterizagoes dos polindmios
ortogonais classicos é que a funcao peso, w, associada a estes polindmios satisfaz uma
equacao de Pearson, ou seja,

d
= [o(z)u(e)) = r@)u(z),

onde o é um polindémio de grau < 2 e 7 é um polinémio de grau = 1, ver [14]. Existem

outras caracterizagoes desses polindmios que podem ser vistas, por exemplo, em Chihara
[14] e Branquinho, Marcelldn e Petronilho [3§], tais como

e satisfazem uma equacao diferencial de segunda ordem
o(x)y"(z) + ()Y (z) + Ay(z) = 0,
onde A, # 0 e nao depende de z;

e as suas derivadas formam uma sequéncia de polindmios ortogonais no mesmo inter-
valo de ortogonalidade;

e podem ser definidos por uma férmula do tipo de Rodrigues, isto ¢,

1 d
Kyw(z)dan

Bu(z) = 0" (z)w(z)],

onde K, depende apenas de n;

e satisfazem uma equacao diferencial de diferencas do tipo
7(2) P (1) = (0p2 4 Xn) Pn(2) + onPo1 (),
onde 7(x) é um polinémio dado.

e podem ser definidos pela formula

1 d

Py(x) = m@[%—l(m)a(ﬂf)w(w)]a

onde g,_1 é um polinémio de grau n — 1.

Qualquer sequéncia de polinémios ortogonais que satisfaga uma dessas propriedades,
também satisfaz as demais e é chamada de sequéncia de polindmios ortogonais classicos.

De observa-se que os polinémios ortogonais de Jacobi, de Laguerre, de Her-
mite e de Bessel sao polindmios ortogonais classicos. Aqui apresentamos algumas de suas
propriedades e, para isso, utilizamos duas das referéncias mais conhecidas, Chihara [14],
Koekoek, Lesky e Swarttouw [35] e Szegé [49].
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e Polinémios de Jacobi

Os polinémios de Jacobi, denotados por P(*#) sio ortogonais com relacio a funcio
peso w(z) = (1 —z)*(1 +z)? em (—1,1) e sdo definidos pela férmula

n

PO () = (<2) () (1= ) (14 a) P S (1) (114)

onde « e  sao parametros, a« > —1 e > —1.

Segundo Chihara em [I4], a férmula para o = [ = 0 é usualmente chamada
de Férmula de Rodrigues, enquanto que o caso geral é chamado de Férmula do tipo
Rodrigues.

A funcgao peso w satisfaz a equacdo de Pearson (|1.11)) com

o(r) =1—12?

T(x)=F—a—2+a+p)x,
ou seja,
(1—2))(1—-2)*A+2)) = —a—- 2+ a4+ B)z](1 —z)*(1 + ).
A equacao diferencial de segunda ordem satisfeita pelos polindmios de Jacobi é
(I—2)y" +[B—a—2+a+ By +nn+a+B+1)y=0 y=P* ().

Em Chihara [14], encontramos a rela¢ao de recorréncia de trés termos para os poliné-
mios de Jacobi, isto é,

2m+D(n+a+p+1) (@.8)
2n+a+B+1D)2n+a+p+2) "

(8% —a?) a
(2n+a+5)(2n+a+ﬁ—|—2)P’(‘ 7(@)
2(n+ a)(n+ f)

~ pled >0 1.15
(2n+a+6+1)(2n+a+ﬁ) n—1 (l‘), n ) ( )

xP,(L""ﬁ) () =

()

onde P97 () = 0.
De (|1.13), com s = 2, temos (1 — 2?)-L P{*#)(z) escrito em funcdo de trés polindmios:
P,(Lif ), Plef) o Pfﬁ’f ), Porém, substituindo Pflilﬂ ) usando a relacao de recorréncia de trés

termos ((1.15) obtemos a relagdo de estrutura para os polindmios de Jacobi
a—p

d «a @

2(n + a)(n + p)

P(avﬁ) .
m+a+p "1 (z)

Esses polinémios satisfazem, também, a relagao diferencial dada por

dPeA(z) 1 o
S = Sk B+ DAY ),

ou seja, a derivada do polinémio P{*# é um polinomio ortogonal classico.



31

Polinémios ortogonais classicos e semiclassicos

e Polin6mios de Laguerre

Os polinomios de Laguerre, denotados por L™, sdo ortogonais com relacdo a funcio

o a > —1, em (0,00) e também podem ser definidos pela férmula do

peso w(x) = %~
tipo Rodrigues

LY (z) = ﬁe“’vd—n[:E"Jro‘e_x] a>—1.
" n!  dan ’

A funcao peso w satisfaz a equagdo de Pearson com

ou seja,
[z(z%e )] = 1+ a —z)(z%™™).

A equacao diferencial de segunda ordem para os polindmios de Laguerre é

zy’ +(@+1—2)y +ny=0, y=L).

Esses polinomios também satisfazem a relagdo de recorréncia de trés termos

2L (z) = —(n+ 1)L (@) + 2n+ a+ D)L (2) — (n + )LV (), n >0,

onde L' (z) = 0.
Para os polinémios de Laguerre, de (|1.13) com s = 1, tem-se a rela¢do de estrutura

d L@ @
dL(x) _ L (@) = (n+ @) Ly (v),

x
dz "

e, além disso, satisfazem a seguinte relacao diferencial

d L (x o
BT _ e,

e Polinémios de Hermite
2

Os polinémios de Hermite, H,, sdo ortogonais com relagao a fungao peso w(z) = e™*
em (—o0,00) e sao definidos pela férmula do tipo Rodrigues
22 d" g2

H,(x)=(=1)"e T

A fungao peso w satisfaz a equacdo de Pearson com

o(x) =1,
7(x) = =2z,
ou seja, , ,
(e7) = —2ze™™".

Para os polindomios de Hermite tem-se a seguinte equacao diferencial de segunda ordem

y' =2y +2ny =0, y= H,(x).
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A relag@o de recorréncia para tais polinémios é dada por

H, ()

5 +H, 1(x), n=0,

xH,(x) =
onde H_;(x) = 0.
Para esses polindmios temos a seguinte propriedade

d H,(x)

P 2nH, 1(x),

que também é a relagao de estrutura, pois s = 0 em ([1.13)).
e Polin6mios de Bessel

E, por fim, os polinémios de Bessel, B{*), sio ortogonais com relagio a funcio peso
w(r) = %2/ em (0,00), com o < —2N —1, N € {1,2,3...}. Entdo, em uma familia de
Polinémios de Bessel existe um ntimero finito de polindmios ortogonais para cada escolha
do parametro «. Estes polindmios sao definidos pela férmula do tipo Rodrigues

B(a) — 9N 2/x 2nta —2/z )
(0)(2) = 2 e 2]
A fungao peso w satisfaz a equacgdo de Pearson com
o(r) = 22,
T(z) = (a+2)x + 2,
ou seja,
[22(z%e ")) = [(a + 2)x + 2] (z%e~Y7).

A equacgao diferencial de segunda ordem para os polindmios de Bessel é dada por
2y + [(a+2)x+ 2y —n(n+a+1)y=0, y=B ()

Em [35], encontramos a relagdo de recorréncia de trés termos para os polindomios de
Bessel, ou seja,

2(n + o+ 1) (o)
2n+a+1)@2n+a+2) "
200
— B
Gnta)ntatyn @
2n B(a)
2n+a)2n+a+1) "

()

onde B (z) = 0.
Para esses polindmios temos a seguinte propriedade
dBY(z) nn+a+1)

a+2
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1.3.2 Polindmios ortogonais semiclassicos na reta real

Nesta secao apresentamos alguns polindémios ortogonais semicldssicos na reta real. As
informagoes aqui presentes podem ser encontradas em [4) [16, 26] e [53].

e Polinémios de Freud

Consideramos a funcao peso de Freud, dada por
wy(z) = e~ z € (—00,00),

onde t € R é um parametro.
A funcao peso w; satisfaz a equacao de Pearson com

o(z) =1,
7(z) = —42% + 2tx,

ou seja, \ \
2 2
(e7 7Y = (—4a® 4 2tw)e ™ T,

Os polindmios de Freud ortonormais com relagao a fungao peso w; satisfazem a relacao
de recorréncia

TP (5 1) = any1 (O)Pnr1 (25 ) + an(t)pn-1(z;t), n =0,

onde p_i(z;t) = 0.
A relagao de estrutura para esses polinémios é

Pl (x;t) = ann(t)pn_l(x; t) +4da,()an_1()an_o(t)pn_s(z;t), n>=2.

Ver [53].
e Polin6mios de Laguerre semiclassicos
Vamos considerar aqui os polindmios ortonormais em (0, 0o) com relagao a fungao peso
chamada Laguerre semiclassica, isto é,
.2
wy(z) = 2% 2 € (0, 00),

coma>—-letelR
A funcgao peso w; satisfaz a equacao de Pearson com

o(x) =z,
7(z) =1+ a + tr — 222,
ou seja,
2 2
[z(z% " )] = (1 + a + to — 22%)(x%e* ).
Os polindmios de Laguerre semicldssicos satisfazem a seguinte relagdo de recorréncia
2pn(@;t) = ani1()pns1(@:t) + bu(Opn(@;t) + an(t)pp-1(z;2),

com p_y(x;t) = 0.
A relacao de estrutura para esses polindmios é dada por

ap),(2:t) = Ap(O)pp—1(z;t) + By(t)pn—a(;t) + Cr(t)pr—s(z; ),

onde A,, B,, e C, dependem do parametro t.
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1.3.3 Polinémios ortogonais semiclassicos na circunferéncia uni-
taria
Uma funcgao peso, w, na circunferéncia unitaria ¢ chamada semiclassica se

dde [A(®)w(8)] = Be®)w(H). (1.16)

onde as fungoes A e B sao polindmios de Laurent, ou seja, sao fungoes da forma

n
Z a2t m<n, m,nelz,
k=m

e, além disso, A(e?) = 0 nos pontos singulares de 1/w. Essa defini¢do é devido a Magnus
[37]. A equacao ([1.16) serd chamada equagdo diferencial do tipo Pearson. Neste caso, os
polinémios ortogonais associados sao chamados de semiclassicos.

A relagao (|1.16)) também pode ser escrita como

dw(0)/d6 _w'(§)  B(e?) —ie? 1)
w(d)  w) A(ei?) '

(1.17)

E importante ressaltar que, neste trabalho, consideramos os polinomios A e B em
de grau menor do que ou igual a 2. Para trabalhos futuros pretendemos investigar
fungoes peso na circunferéncia unitaria que satisfazem , com polindmios A e B de
grau maior do que 2. Assim, considerando A e B como polindmios complexos de grau no
maximo 2, podemos defini-los como

A(z) = ax?® + a1z +ag e B(z) = bez? + byz + bo.
Portanto, a equagao do tipo Pearson (|1.17)) torna-se

dw(0)/df _ (by — 2ia)z® + (b —ia1)z + bo7 — (1.18)
w(0) azz? + a1z + ag

De maneira equivalente, escrevemos

dw(0)/dz _ (b — 2ias)2" + (b — la)ztbo - _ e, (1.19)
w(6) z(ay2? + a1z + ao)

Algumas fungoes peso semiclassicas na circunferéncia unitdria sao conhecidas, como,
por exemplo, a funcao peso de Lebesgue

ver Simon [45].

No livro Ismail [32] alguns outros exemplos sao apresentados. Em [32] e [33] encontra-
mos informacoes sobre os polinomios circulares de Jacobi que sao ortogonais com relagao
a

w(f) = TO)[1 — P = 7(\)[sin2(0/2)], 6 € [0, 27], (1.20)
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onde A > —1/2, 7(A\) e 7(\) s@o constantes, tais que py = 1. Como mencionado na
Introdugdo, em Ismail [32], um outro exemplo conhecido de fun¢ao peso semicléssica na
circunferéncia unitaria é a funcao peso de Bessel modificada

1
w(f) = D) O com t>0 e 6€l0,2n], (1.21)

onde I, é a funcao de Bessel modificada

= (t/2)7*
La(t) = ; JTG+a+1)

Por simplicidade, podemos escrever a fun¢ao peso como

1
w(f) = %etcos(e), com t>0 e 6€]0,2n]

Os polinémios ortogonais com relacao a fungao peso semiclassica
w(f) = [sin?(0/2)]* [cos?(0/2)]°, 6 € [0, 2n], (1.22)

com A > —1/2 e > —1/2, sdo chamados de polinémios de Jacobi na circunferéncia
unitaria, ver Magnus [37].

Em [39], no estudo de fungées peso na circunferéncia unitdria que formam pares coe-
rentes de segundo tipo, os autores estudaram as seguintes fungoes peso semiclédssicas.

o Para u € C e 7(u) uma constante tal que po = 1,

w(0) = 7(u) llsmC+aEw) g [0 9], (1.23)

o Parau,r € C, |r| #1 e 7(u,r) uma constante tal que py = 1,

’U)(Q) — T(u,’f’) 62Re(u/?) arg(l—re=%9)

e — p|72mw/m) g e [0, 27]. (1.24)

o Para A > —1/2, n € R, b= \+ine 7(b) uma constante tal que pg = 1,
w(f) = 7(b) e [sin?(0/2)]*, 6 € [0,2n]. (1.25)

A funcao peso (1.25) foi primeiro estudada por Sri Ranga em [50].
No Capitulo [2[ apresentamos a equacao do tipo Pearson da forma (1.16)) para cada
uma dessas fungoes peso.

1.4 Equacoes de Painlevé

Segundo Van Assche [53], Painlevé descobriu tais equagdes no inicio do século XX
enquanto analisava as singularidades de equacoes nao lineares de segunda ordem no plano
complexo do tipo

dy
dzx

onde F' é uma funcao racional em y e analitica em x e
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As singularidades das solucgoes de equagoes diferenciais ordinarias sao classificadas por
duas propriedades: a sua dependéncia pelas condigoes iniciais, classificadas como médveis
ou fixas, e o comportamento da solucao ao redor da singularidade. Tal comportamento
pode ser classificado como polo, singularidade essencial ou ponto de ramificacao. Ver [23].

As singularidades fixas das solugoes das equagdes diferenciais lineares sao indepen-
dentes das condigoes iniciais, ou seja, suas posicoes sao independentes das constantes
arbitrarias de integragao, por exemplo, a equacao

dy(z) _
T +y(z) =0,
com solugao geral
(¢) = =
Y z

onde ¢ é uma constante. A solugdo tem um polo em x = 0, para todo ¢ # 0.

As equagoes diferenciais ordinarias nao lineares com solugoes que tém singularidades
moveis, isto é, cuja posi¢do depende das constantes arbitrarias de integracao, por exemplo,
a equacao

dy(z) 2
=0
1 Y@ =0
tem solucao geral
(0)=—
xTr) =
Y T —¢

onde ¢ é uma constante. Esta solu¢ao tem um polo no ponto mével z = c.

Um polo ¢é diferente de todos os outros tipos de singularidades de uma equacao di-
ferencial ordinaria. Um ponto critico ¢ uma singularidade, ou seja, um ponto em que a
solugao nao é analitica e que nao seja um polo. Assim, ponto critico pode ser um ponto
de ramificagdo ou uma singularidade essencial, temos como exemplo a equagao

dy(®)
—_e¥@® —
dz ¢ ’

em que a solucao geral é
y(z) =In(z — o),

onde ¢ é uma constante. Esta solugao tem, portanto, um ponto de ramificagdo no ponto
x = c¢. O ponto de ramificacdo de uma funcao multivalorada é um ponto que determina
a descontinuidade de uma func¢ao. Uma funcdo possui singularidade essencial em ¢, se
esta nao possui polos, em qualquer ordem, que sejam eliminados pela multiplicacao por
(x — ¢)", para qualquer valor finito de n. Por exemplo, a funcio y(z) = /=) possui
uma singularidade essencial em x = c.

As equacoes diferenciais de Painlevé sao equagoes diferenciais nao lineares de segunda
ordem cujas solugdes nao possuem pontos criticos moveis, isto é, se todas as suas sin-
gularidades moveis sao polos. Essa propriedade ficou conhecida como Propriedade de
Painlevé. O estudo dessas equagoes surgiu no fim do século XIX, quando Painlevé, Fuchs,
Picard e Poincaré, ficaram interessados em encontrar equagoes diferenciais ordinarias que
satisfizessem tal propriedade.

No inicio do século XX, Painlevé descobriu que existem 50 equagoes diferenciais na
forma canonica que satisfaziam tal propriedade. Dessas 50, existem apenas 6 que nao
podiam ser reduzidas a equagoes lineares cujas solugoes ja sao conhecidas. Essas equacoes
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ficaram conhecidas como equagoes de Painlevé. As seis equagoes diferenciais encontradas
por Painlevé, sao dadas por

Pr: Y= 6y°+u,

Py : Yy = 2y3 + 2y + «a,

N2 / Oé2+ 5
P - y' = W) —yf‘i‘yiﬁ‘f‘VyS*'l’y‘i‘*a
) x x )
N2 33
Prv: ' = &) +i+4$yz+29(x2_a)+év
2y 2 Yy

1 1 Ly —1)?
Py: ¢ = ( +)(y/)2+y+<y 2) (ochrﬂ)Jrw
T Y T

X
oy(y +1)
y—1 7

1/1 1 1 1 1 1
e e !
VI y 2y+y—1+y—x (y) x+x—1+y—xy

Ly =Dy — =) ((HB:E v(z—1) 597(95—1))7
2z —1)? v =172 (y—a)?
onde «, 3, v e 0 sdo constantes arbitrarias e y' = dy/dx.

As equagoes discretas (equagoes de diferengas) de Painlevé apareceram mais recen-
temente. Elas sdo equagdes discretas nao lineares (relagoes de recorréncia) para qual o
limite continuo é uma das equagoes diferenciais de Painlevé. Geralmente as equagoes
discretas de Painlevé sdo equagoes de diferencas nao lineares de segunda ordem, ou seja,
uma equacao de diferengas nao linear de segunda ordem é uma equacao da forma

Tp+1 = f(xn7xn—17 TL),

onde f é uma funcao de trés variaveis que depende de combinagoes nao lineares e a sequén-
cia {x, }nen € a incognita. Um estudo mais aprofundado sobre equagdes de diferencas pode
ser encontrado em [24] e [25].

Abaixo segue uma lista parcial das equacoes discretas de Painlevé.

n -1)"
dPI . Lna1 + Ty +Tp_1 = M + b, (126)
:L'n
TnZn + Q
dPy; " oy = 0T 2 1.27
I Tpt1 + Tp—1 1 I% ( )

(x5 — a*) (x5, — b%)

dPry : (xn—l-l + xn)(xn + xn—l) = (I ¥z )2 — 2

Y

onde z, =an+ [ ea,b, cedsao constantes arbitrarias.

Existe uma relacdo entre as equacgoes diferenciais e equagoes discretas de Painlevé
com os coeficientes da relacdo de recorréncia de trés termos de polindmios ortogonais
semiclassicos. A sequéncia de coeficientes da relacao de recorréncia de certos polindmios
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ortogonais semiclassicos sao solugoes de algumas equagoes discretas de Painlevé. O livro
[53] traz exemplos conhecidos.
Por exemplo, considere a funcao peso de Freud, dada por
wi(z) = e x € (—00,00),
onde t € R é um parametro.

Como mencionado anteriormente, os polinémios de Freud ortonormais com relacao a
funcao peso w; satisfazem a seguinte relagao de recorréncia

xpn(x; t) = Anp+t1 (t)anrl(x; t) + an(t)pnfl@v; t), n = O,

onde p_q(z;t) = 0.
Os coeficientes {an}n>0 da relacio de recorréncia dos polindmios ortonormais com
relacao a fungao peso w; satisfazem

/
ot a1 (1.28)

a721+1<t) + ai(t) + ai—l(t) = m B

Observe que ([1.28]) é a primeira equagao discreta de Painlevé (1.26]), ou seja,

an+ 6+ (—1)"a
dPr: Tpt1 + Ty + Tpo1 = ﬁx ( ) + ba

com x, = a2(t) e parAmetros a = 0, b=1/2, a =1/4e 3 =0.
Na circunferéncia unitaria, os coeficientes de Verblunsky associados aos polinémios
ortogonais com relagao a fungao peso

1
w(0) = —etO >0, 0€e0,2n],
(0) = 5 0, 27
satisfazem uma equagao discreta de Painlevé.
Os coeficientes de Verblunsky, {ay, }n>o, satisfazem a equacao nao linear apresen-
tada por Periwal e Shevitz, em [43], isto é,

2n  ap-(t)
an(t) + ap_ot) = e n>=2.
n—1

A relacao de recorréncia nao linear corresponde a segunda equacao discreta de

Painlevé ((1.27)), ou seja,

Tn(an+ B) +a
1—2a2

dPH : Tyl + Tpo1 = 5

com o, = Ty, a = =-2/tea=0.

A busca da associacao de sequéncias de coeficientes da relacao de recorréncia de polino-
mios ortogonais na reta real ou de sequéncias de coeficientes de Verblunsky com solugoes
de equacoes discretas de Painlevé tem sido, ao mesmo tempo, um desafio e fonte de novas
descobertas para pesquisadores da area.
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1.5 Problema de Riemann-Hilbert

Seja ¥ um contorno orientado em C, isto é, cada arco de ¥ possui um lado positivo
e um lado negativo. Além disso, suponha que ¥ seja uma uniao finita de arcos suaves
em C que se intersectam num numero finito de pontos e que todas as intersec¢oes sejam
transversais. Seja
¥ = ¥\ {pontos de auto intersecio}.

Consideremos também uma fung¢ao definida por
v: X% — GL(n,C),

onde GL(n,C) é o grupo das matrizes complexas n X n invertiveis. Considerando o par
(3, v), estabelecemos o seguinte problema de Riemann-Hilbert. Encontrar uma fungao F'
em M (n,C), onde M (n,C) é o espago vetorial das matrizes complexas n X n, que satisfaga

(F-RH1) F é analitica em C\X;
(F-RH2) Condigao de salto: F(z) = F_(2)v(z), z € 2,
(F-RH3) Comportamento assintético: F(z) — I,, quando z — oo,

onde F,(z) denota o limite de F'(Z) com Z — z pelo lado positivo de ¥, F_(z) denota
o limite de F(Z) com Z — z pelo lado negativo de ¥ e I,, é a matriz identidade n x n.
A matriz v é chamada de matriz de salto para o problema de Riemann-Hilbert. Mais
detalhes sobre o Problema de Riemann-Hilbert podem ser encontrados em [17] e [32].

1.5.1 Problema de Riemann-Hilbert para polinémios ortogonais
na reta real

Fokas, Its e Kitaev [27] deram um impulso a teoria dos polinémios ortogonais ao mos-

trar que a solucao de problemas de Riemann-Hilbert podiam ser expressas em termos dos

polinémios ortogonais e fungoes de segundo tipo associadas a fungoes peso que verificam

a condi¢ao de Holder, isto é, seja f uma funcao definida em uma regiao L C C, dizemos
que f satisfaz uma condi¢ao de Holder em L, se para todo a,b € L, temos

[f(a) = f(0)] < Ala — b,

com A >0e0< X< 1. O Problema de Riemann-Hilbert para polindmios ortogonais na
reta real associado a uma fungao peso w pode ser enunciado da seguinte forma: Encontrar
uma fun¢ao matricial Y tal que

Y :C — C*?

e que satisfaca as trés condi¢oes a seguir.
(Y-RH1) Y é holomorfa em C\R.
(Y-RH2) Y satisfaz a condicao de salto

Y, (z) =Y_(2) (é w(lx)>, z €R.

(Y-RH3) Y tem o seguinte comportamento assintético quando z — oo

Y(2) = (I + 0(=") (ZO" 0n>.

z
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A tnica solug@o para este problema é dada por

P,(2) eri/IRi@w(x)dx
e Bua(2)

—2mic2_ P,_1(2) _03171/ w(z)dz

R T —=Z%

onde P, é o polinébmio moénico associado a uma fungao peso w definida na reta real, que
satisfaz a condi¢ao de Holder e ¢,,_; é o coeficiente que acompanha o termo de maior grau
do polindmio ortonormal p, 1, que pode ser escrito como p,_1(x) = cn,lpn,l(x), com
n > 1. Mostramos a seguir que Y ¢ a solucao do problema de Riemann-Hilbert.

Considere a matriz Y dada por
Yia(z) Yia(2)

Ya1(2) Yoa(2)

Y(z)=

Observe que a condigao de salto implica que a entrada [1, 1] de ¥ ndo tem salto e é uma
funcao inteira, pois
Yi(z) =Y(2), zeR

A condigdo (Y-RH3) para Y; ; nos fornece
Yii(z) =2"+ 0", z— .
Logo, Y;1 ¢ um polindmio moénico de grau n, isto é,
Vi1(2) = Po(2).
Consideremos, agora, a entrada [1,2] de Y, entdo da condigao de salto, temos

Yih(@) =Y (@)w(@) + Yia(),

)

= P(z)w(z) + Yiy(),

ou seja, A
Yih(z) = Yig(x) = Pu(z)w().

E entdo, de (Y-RH3),
Yia(z) = Oz 1),

Pela Formula de Sokhotsky-Plemelj, que diz que o problema de valor limite para uma
fungdo f : C — C analitica em C\R com valores limites f,(x) — f_(z) = h(x) para
x € R, onde h é a fun¢do definida no contorno que satisfaz a condicao de Holder e o
comportamento assintético f(z) = O(z7') com 2z — oo, é dado pela transformada de

Cauch,
' 1 o h(z)
flz) = —/ dz.

2m J oo T — 2
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Para mais detalhes recomendamos a referéncia [30]. Entao, temos

ate) = oL [ Bl

2 J—oo T — Z

1 /oo f’n(x)w(x)dx

iz ) 1—x/z

2Tz J—o

_ ! /OO ?n(x)<1+x++-~>w(x)dx

L N N
= - jz:% e [oo 2 P, (z)w(x)dz.
Observe que quando m = n — 1, temos da condi¢ao (Y-RH3),

oo - A
/ Py (r)w(x)de =0, 0<j<n—1,
—0o0
isso implica que P, é um polinéomio ortogonal ménico de grau n com relagdo a w. E,
assim,
1 o P(x)w(x
Yia(z) = L [7 Bal@u(@)
21t J—oo T — 2
A demonstracao para Y;; e Ys o segue de forma andloga.
Para mostrar a unicidade, consideremos a funcao detY. Observe que essa fungao

satisfaz as seguintes propriedades

o detY é holomorfa em C\R.

o detY,(x) =detY_(z), z € R. O que implica que detY nao tem salto e é continua
em C. Segue pelo Teorema de Morera, que diz que se f é uma func¢ao continua em
um dominio §2 e satisfaz [, f(2)dz = 0 para todo contorno fechado v em 2, entdo
f é analitica em €2, logo det Y é uma funcao inteira.

e detY =1+ 0(z7'), 2 — oco. E, entdo, detY é uma funcio inteira e limitada.
Portanto, detY = 1.

Supondo que existe uma outra solu¢gao do problema de Riemann-Hilbert, isto é, f/, e
sabendo que detY = 1, temos que a inversa de Y, ou seja, Y !, existe. Assim, considere
a matriz

M(z) =Y (2)Y(2).

M satisfaz o seguinte problema de Riemann-Hilbert

(M-RH1) M ¢é holomorfa em C\R;
(M-RH2) M, () = M_(z), z€R.
(M-RH3) M(z) =I,+O(z7") com z — .

Essas condigoes implicam que M nao tem salto, ou seja, M é uma funcao matricial
inteira. Pelo Teorema de Liouville, que mostra que se f é uma funcao inteira, entao ela
é constante, as entradas de M sado fungoes constantes e, fazendo z — oo, M = I5. Isto
implica que }A/(z) = Y (z). Portanto, a solugdo do problema de Riemann-Hilbert para os
polindémios ortogonais é tnica.
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1.5.2 Problema de Riemann-Hilbert para polinémios ortogonais
na circunferéncia unitaria

Em [I7] e [42], foi apresentado o Problema de Riemann-Hilbert para os polinémios
ortogonais na circunferéncia unitaria e a solucao Y,, que verifica este problema, ou seja,
Y, é a tnica solucao do seguinte Problema de Riemann-Hilbert associado a uma funcao
peso v definida na circunferéncia unitaria e que satisfaz a condi¢ao de Holder.

(Y,-RH1) Y, ¢é holomorfa em C\T;
(Y,-RH2) Y, satisfaz a condi¢ao de salto:

e =m0 [y "] e

(Y,-RH3) Y, tem o seguinte comportamento assintotico quando z — oo

200 0 ik

lim Y, (2) [Zn 0] -

e a solucao Y, é dada por

D, (2) 1/ M@dt
Yo(z) = 2ri Tt — 2z "
" 2 ®x_(t
=27k @ (2) —RT;_I/T tn_—l(z) Ut(f) dt

onde ®,, ¢ um polinémio ortogonal monico na circunferéncia unitaria e
dz
2
L1on@Pr) " = .
T iz 2
Em [I3] os autores mostram, de forma analoga ao caso da Subsecao que

detY, = 1.

Logo, a inversa de Y,, existe e é dada por

K [ Pna(t) v(t) L @) v(t)
YY) =| @ Jo t—z at _%/TET(“ . (1.29)
2k @)y (2) Dy (2)

No Capitulo 4] usamos técnicas da teoria do Problema de Riemann-Hilbert para en-
contrar equagoes diferenciais de primeira e de segunda ordem para polindmios ortogonais
com relagdo a certas fungdes peso definidas na circunferéncia unitaria. Algumas dessas
equagoes diferenciais sdo equivalentes as relagoes de estruturas encontradas no Capitulo [3]
Além disso, utilizado essa abordagem, conseguimos recuperar algumas equagoes discretas
de Painlevé.



2 Determinacao das funcoes peso
semiclassicas

O principal objetivo deste capitulo é determinar todas as fun¢des peso semiclassicas,
w, na circunferéncia unitaria que satisfazem , onde A e B sao polindmios complexos
de grau menor do que ou igual a 2. Neste capitulo foram utilizadas como fontes de estudo
as referéncias [11], 32, 37, [39] e [50]. Os resultados deste capitulo foram publicados em [6].

Antes de apresentarmos nossos resultados, precisamos de algumas propriedades dos
polindmios ortogonais semicldssicos na circunferéncia unitaria dadas por Magnus [37].

Lema 2.1. Seja w uma funcao peso definida na circunferéncia unitaria. Se w satisfaz

(1D, on seia,

. o i0
d6 _ w'(9) _ B(e) —ie" 3 L

)
w(®) w(f) A(e?)

com A e B sendo polinémios de grau menor do que ou igual a d, comd > 1 e w(0) = w(27),
entao

(AP 2F)p = (D,[iB(2) + (k + 1) A(2)], 2" Hp, n>2 (2.1)

(AD! 2V =0, comk=d—1,d,...,n—2. (2.2)

Demonstragao: Usando integracao por partes e a relacao , podemos observar que

(AD! MV = (D, (2)[iB(2) + (k + D) A(2)], 2™ — id, (D) A(1)[w(27) — w(0)], (2.3)
para k =0,1,...,n. No entanto, para k =d —1,d,...,n — 2, o polinébmio
[iB(2) + (k + 1)A(2)]z7* € Span{z~ ("= (=2 =11

assim,

(PuliB(2) + (k + 1)A(2)], 2" )r = 0,

ou seja, temos
(AD), 2*)r = i, (1) A(1)ew(27) — w(0)].

Logo, como ®,,(1) # 0, para que (A®’ , zF)r = 0 é necessdrio que tenhamos
A(D)[w(2m) — w(0)] = 0.
Como, por hipétese, w(0) = w(27), as condigdes (2.1)) e (2.2]) valem. [

43
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Neste capitulo vamos determinar as fungoes peso que satisfagam a equacao do tipo Pe-
arson (|1.17), com A e B polindmios de grau menor do que ou igual a 2 e com A(1)[w(27)—
w(0)] = 0.

Como aqui estamos considerando d = 2, entao, do Lema [2.1],

(A®] MV =0, k=1,2,...,n—2. (2.4)

Para o polindmio B usamos a notagao B(z) = byz? + b1z + by e como os coeficientes
br, £ =0,1,2, sao nimeros complexos, denotamos

onde Re(bg) é a parte real de by e Im(by) é a parte imagindria de by.

A analise para a determinacgao de func¢oes peso semicléssicas é dividida em trés casos,
de acordo com o grau do polindmio A, isto é, quando A tem grau 0, 1 ou 2. Como
o coeficiente de maior ordem de B esta livre, podemos tomar A como um polinémio
monico, isto é, sem perda de generalidade, consideramos A um polinémio monico. Para
cada caso substituimos os polindmios A e B na equacio do tipo Pearson da forma
e determinamos a funcdo peso, w, que seja positiva e satisfaga A(1)[w(27) — w(0)] = 0.

2.1 Com A(z) polinémio de grau 0

Como consideramos A polindmio monico de grau 0, ou seja, A(z) = 1. De ([1.18))
vemos que w satisfaz

dw(#)/d6 ,
1E)()H) = b2 + bz + by, z=e". (2.5)

Para que a fungdo peso w seja positiva, em (2.5 é necessario que
Im(bgezia + bleie + bo) = O,

ou seja,
Im [b2<005<2¢9) + isin(29)) + bl(cos(Q) + isin(ﬁ)) + bo} =0,

que é equivalente a
Im(bg) cos(260) + Re(by) sin(26) + Im(b;) cos(#) + Re(by) sin(6) + Im(by) = 0,
com 6 € [0,27]. Como o conjunto
{cos(20),sin(26), cos(0),sin(f),1}, com 6 € [0, 27],

é linearmente independente, entdo by = 0, by = 0 e Im(by) = 0. Portanto, usando a
representacao (|1.19)), obtemos

i = , (2.6)
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onde z = ¢, Integrando ambos os lados de (2.6)), de zy a z, com 25 = € e 6, € [0, 27]
tal que w(fy) > 0, temos

[ [ L

= i Re(bo)[0 — 0y)

e entao, segue que

In (;”gj)) — Re(tu)[6 — 6).
Logo,

w(f) = w(eo)eRe(bO)[Q*QO}'

A condicao adicional para obter a funcao peso é A(1)[w(27) —w(0)] = 0. Impomos que
w(0) = w(2m), assim Re(by) = 0 e w(#) = w(fy). Como w(fy) é uma constante, podemos
escolher essa constante, tal que, foz’rw(ﬁ) df = 1. Concluimos que a unica funcao peso
semicldssica na circunferéncia unitaria com A(z) = 1 é a fungdo peso de Lebesgue, ou
seja,

1
o
Aqui o polinébmio B na equacao do tipo Pearson é B(z) = 0. Observe que, segundo
[52], a funcao peso de Lebesgue pertence a classe (0,0).

w(0)

2.2 Com A(z) polindémio de grau 1

Aqui consideramos A um polinémio ménico de grau 1, ou seja, A(z) = z — r com

r € C. De (1.18]) obtemos
dw(é))/d@ B b222+(b1—i)2+bo i0
0)

, z=¢e". (2.7)

w( z—r

Para que w seja positiva, é necessario que o lado direito de (2.7)) seja real. Observe de

que

dw(Q)/dG B bgz2+(bl—i)2+bo (2—7’)
w() z—r (z—r)
—7[)222 + [bg — ?(bl — Z)]Z —Tby+ by — 1+ boZ_l

|z —r]?

é real se, e somente se, o numerador do lado direito é real. Portanto, assumimos que
Im(—?bQZz + [bg — ?(bl — 2)]2 — ?bo + bl — 14+ boz_l) = 0. (28)

Calculando de forma similar ao caso da Sec¢ao [2.1], ou seja, sabendo que,

z=¢e" = cos() +isinf
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e que o conjunto
{cos(26),sin(260), cos(h),sin(h),1},  com 6 € [0, 27],

é linearmente independente, para encontrar os valores de by, k = 0, 1, 2, que satisfazem a
equagdo ((2.8)), obtemos cinco equagoes, isto é, denotando r = Re(r) + i Im(r) temos

— Re(r) Re(b) — Im(r) Im(bs) = 0,

Im(r) Re(by) — Re(r) Im(by) = 0,

Im(by) + Im(r) Re(by) — Re(r) Im(by) — 1 = 0,

Re(bz) — Re(r) Re(by) — Im(r)[Im(by) — 1] — Re(by) =0
Im(by) — Re(r)[Im(by) — 1] 4+ Im(r) Re(by) + Im(by) = 0,

que podem ser escritas como um sistema de equagoes lineares de ordem 5 X 6,

Fix; =g;. (2.9)

A solucio desse sistema linear é x; = (Re(by), Im(b2), Re(by), Im(by), Re(bg), Im(bg))T. A

matriz F; e o vetor g, sao

—Re(r) —Im(r) 0 0 0 0 0

Im(r) —Re(r) 0 0 0 0 0

F, = 0 0 0 1 Im(r) —Re(r)| e g = 1
1 0 —Re(r) —Im(r) -1 0 —Im(r)
0 1 Im(r) —Re(r) 0 1 — Re(r)

Agora, consideremos separadamente dois casos, quando r =0 e r # 0.

1) A(z) =
Quando 7 = 0, a solucdo do sistema linear (2.9) nos fornece by = by e Im(b;) = 1.
Portanto, usando a representacao ([1.19)) temos
dw(@)/dz  byz? + Re(by)z + by 0
i = , z=¢e".
w(#) 22

Analogamente, integrando de 2y a z e considerando zy = €% 6, € [0, 27],

0

/ dw(@)du _ /Z b2u2+Re(b1)u+Egdu
20 (0) du 2 U2

z z 1 _ zl
- 192/ du+Re(b1)/ —du+b2/ —du
20

zo U 20

= bQ(Z — Zo) + Re(bl)[ln(z) — ln(zo)] — Bg <i — 210>

e entao, segue que

iln ( w(®) ) = ba(z — 20) — ba(z — 20) + i Re(by)(0 — o).
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Note que
b2(2 . ZO) . 62(2 — ZO) — [ei(efeo)/z o 671(9790)/2] [b26i(9+90)/2 + 62672'(9+90)/2]
= 2i|by|[sin(0 + arg(bs)) — sin(by + arg(hy))].

Assim

o) - sin ar — sin ar e _
In (w(90)> = 2|by|[sin(0 + arg(bs)) (6o + arg(bs))] + Re(by)(6 — )

e, entao
'LU(Q) _ w(eo)e2|b2|[sin(9+arg(b2))7sin(90+arg(b2))}eRe(bl)(Hﬂ%)

Assumindo que A(1)[w(27) — w(0)] = 0, temos Re(by) = 0. Portanto, a fungao peso
pode ser escrita como .
w(@) _ T(bQ) e2\b2\sm(0+arg(b2)) (2‘10)

onde 7(by) = w(fy) e~ 2bellsin(o+arg(b)]

Essa fungao peso satisfaz a equagao do tipo Pearson ((1.16)) com

A(z) =2z e B(2)=by* +iz+by.

Considerando by # 0, podemos ver que a fungao peso semiclassica (2.10|) pertence a classe
(1,2).
Observacgao 2.2. Se escolhemos

1
271']0 (t) ’

onde [ é a fun¢ao de Bessel modificada, em ([2.10)), entdao arg(by) = 7/2 e a fungao peso
é dada por

t
bgzii, comt>0 e 7(b)=

_ 1 t cos(6)
W) = 5

Essa é a fungao peso relacionada aos polinémios de Bessel modificados descrita em ((1.21]),
ver [32].

Observacgao 2.3. A fungao peso (2.10]) foi estudada em [39]. Observe que usando by =
u € C, a funcado peso (2.10) coincide com a fungao peso ([1.23)), ou seja,

w(9) — T(U) €2|u\sin(0+arg(u))’

onde 7(u) é uma constante.

2) A(z) =z—r,com r #0

A solugao do sistema ([2.9) com r # 0 mostra que Re(b) = Im(by) = 0, ou seja, by = 0.
Para este caso, vamos analisar a solugdo do sistema ([2.9) quando |r| = 1 e quando

|7 # 1.

a) Se |r| = 1, a solugao do sistema (2.9) nos fornece by = —rby + i, onde by é um
nimero complexo arbitrario. Entao, a representacao (|1.19) para este caso torna-se
dw(@)/dz  —rbyz + by 0

1 = , Z=2¢

w(0) z2(z =)
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Novamente, integrando de zy a z e considerando zy = ¢, 6, € [0, 27], temos
dw(f)du z ((—rbou + by
7 (Y,
w0 w(f) du 20 \ u(u—r)
_ z 1 z 1
= —rb / —d b / —d
rozo(u—r) u+0zOu(u—7’) v

— z—r bo z z—r

= —rbyln +—|—-—In|—|+1n
zZ0— T T 20 20— T

= —byr[In(2) — In(z9)] + [boT — o] In ( S >

zZ0— T

E entao, segue que

il (;‘&)) — —ibgT(0 — 0y) + 2 Tm(beT) In (;__D |

Como |r| = 1, denotamos r = €¢? com ¢ € [0, 27] e, entdo,

z—r e — eiv

20—T e — eiy

i0/2 /2 < ei0/20—ip/2 _ pip/2—i6/2 )

€i00/2¢i0/2 \ ¢ibo/2c—ip/2 _ pip/2o—i00/2

ei0/2 [ (il0=9)/2 _ o—i(0—¢)/2
eito/2 \ ¢i(o—p)/2 _ o—i(60—p)/2

RICS 90)/2 23 sin(0/2 — ¢/2)
i\sin(6p/2 — p/2) )’
ou seja,
2T Li(0-00)/2 sin(0/2 — ¢/2)
20— T sin(6p/2 — p/2)

(2.11)

Observe que

R N R AR S
sin(fy/2 — ¢/2) 2

sin(0/2 — ¢/2) ‘
sin(6p/2 — p/2) |

Portanto,

w(0) —  Re(b\(@ — N sin®(0/2 — ¢/2) m(boT)
m(w(%))_ Re(bo7)(60 — o) +1 Lm (90/2_¢/2)] |

Assim, a funcao peso pode ser escrita como
w(f) = 1(bg)e” Re(Bor)e[Sm2<9/2 — p)2)]tmon),

com
T(bo) = w(eo)eR (boT)@o [SIH (90/2 o g0/2>] Im( bor)

Impondo que A(1)[w(27) — w(0)] = 0, obtemos duas possiveis fung¢oes peso
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i) Se sin(p/2) # 0, isto é, r # 1, é necessario que Re(by7) = 0, logo

} Im(bo7)

w(6) = 7(bo) [sin*(0/2 - ¢/2) . Im(byr) > —1/2. (2.12)

Aqui -
B(z) = (—rby + i)z + by,

onde by € R quando Re(r) = 0 e by = ir Im(by)/ Re(r) quando Re(r) # 0. Observe
que a fungao peso (2.12) é uma modificagao de (|1.20)).

ii) Sesin(p/2) =0, isto é, r = 1, a func¢do peso torna-se
w(0) = 7(by)e” e [sin?(9/2))™ ) TIm(by) > —1/2. (2.13)

Neste caso, ~
B(Z) = (—bo + Z)Z + bo.

Observagao 2.4. Considerando em o parametro
bo = ib,
onde b=A+1in, A > —1/2 en € R, a fungao peso é a mesma que , ou seja,
w(f) = 7(b) e [sin?(0/2)]*.
Essa fungao peso satisfaz a equacao do tipo Pearson com
A(z)=2z—-1 e B(z)=i[(b+1)z+10].

b) Se |r| # 1, da solucao do sistema (2.9)), os coeficientes b; e by satisfazem

Re(b ) Re(bg)r
- _ Re((:)) +1i, se Re(r) #0, e by — %(237 se Re(r) # 0,
_IIrIrIll((bT?)) +1i, se Re(r) =0, iIm(by), se Re(r) =0,

onde Re(bg) (resp. Im(bp)) é um ntmero real arbitrario se Re(r) # 0 (resp. Re(r) = 0).
Portanto, para |r| # 1, a representacao (1.19)) pode ser resumida como

idw(@)/dz _ s(r)
w(6) z "’

" TIm(r)

_Relbo) oo Re(r) #

Re(r) ?

onde s(r) =

tmbo) = e Re(r) =0,
0.

De forma similar ao que foi feito na equagao (2.6)), a fungao peso aqui satisfaz
w(f) = w(fy)es M=%,

Impondo que w(0) = w(27), novamente obtemos a fun¢ao peso de Lebesgue. Aqui os
polindémios A e B sao

A(z)=z—r, |r|#1 e B(z) =iz

Portanto, observe que a fungao peso de Lebesgue também pertence a classe (1, 1), como
esperado.
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2.3 Com A(z) polinbmio de grau 2

Aqui consideramos A um polindémio ménico de grau 2, ou seja, A(z) = (z—ry)(z —7rg)

com 11,72 € C. De (1.18)), temos

dw(®)/d0 _ [(ba—20)2* + b+ i(rs + 1))z + bll(Z = 1)z — 7o)
w(0) |2 — r1]?]z — 7o? :

Novamente, a fungao peso w é positiva se
Im {[(by — 2i)2% + (by +i(r1 +12))z + bo][(Z — 71)(Z — T2)]} = 0, (2.14)

com z = €. De maneira similar ao que foi feito na Secédo , para encontrar os valores
de by, by e by que satisfazem (2.14) é equivalente resolver o sistema de equagoes lineares
de ordem 5 x 6,

FQXQ = g9, (215)

onde, neste caso, x = (Im(bg), Re(by), Im(by), Re(by), Im(bs), Re(by))?,

1 0 0 0 Re(rirs) —Im(ri72)
0 -1 0 0 Im(ryrg) Re(r172)
Fy = Re(rirs) —Im(rire) —Re(ry +r2) Im(ry +r2) 1 0

—Re(r1 +72) Im(r;+r2) Re(rira)+1 —Im(rire) —Re(ri+r2) Im(ry+7r2)
Im(ry +72)  Re(r] +r2) Im(ry7a) Re(rire) =1 —Im(ry +7r2) —Re(r; +r2)

2 Re(rl 7’2)
2Tm(ryrs)
g, = 2+ [y 4 1of?
—3Re(r; +1r2) — |r1]*Re(rz) — |ra]? Re(ry)
—3Tm(ry +79) — |r1[*Tm(ry) — |re]? Im(ry)
Vamos determinar a solugao do sistema linear considerando casos de acordo
cOm 0S Zeros 11 e ra, ou seja, analisaremos os seguintes casos

1) Iml=1elr =1,

2) Il #1elr|=1;

3) |ri| #1e|rmrs] =1;
)

4) |ri| # 1, |ro| # 1 e |rra] # 1.

1) A(z)=(z—r1)(z—1r3) com |ri|=1e |ry| =1

Dividimos a anélise em dois casos 1y =19 =1 € 11 # o,
a) Para A(z) = (z — r)?, com |r| = 1, a solugao do sistema linear ([2.15) é
Im2(r) + Im(by)i, se Re(r) =0,

el %, se Re(r) #0,

bg = T2BO + 22, bl = {
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onde by é um nimero complexo arbitrario e Re(by) (resp. Im(by)) é um nimero real
arbitrario se Re(r) # 0 (resp. Re(r) = 0).
Portanto, e equagao do tipo Pearson ((1.19) torna-se

dw(@)/dz  12bg2% + (by + 2ir)z + by i0
= , z=¢".
w(6) 2(z —1)?

0

Integrando de 29 a z = € e considerando z, = €' com 6, € [0, 27],

du

/z dw(f) du /z r2bou® + (by + 2ir)u + by

' 2 w(0) du 0 u(u —r)?

B o7 z U ) /z 1 /z 1
= - ) - -
rbo/zo (u—r)zdu+<bl+ ir) 3 (u—r)2du+bo : u(u—r)Qdu

:r2b0[ r(z ~ z) +ln<z_r>]+(b1+2ir)[( i ]

(z—=7r)(z0—71) 20—T

bo [ i (2= =
+rlr(€_90)_7"ln (zo—r> * (z—r)(zo—r)l’

obtemos entao

iIn ( uu ) — [2Re(rBo) + (b, + 2ir)] )

w(fo) (z—=1)(z0—1)
+ibgT2(0 — 6y) + 2i Im(r%B) In (;:Z) | (2.16)
Observe que (by +2ir)T € Re
Im(by) Im(r), se Re(r) =0,
(by + 2ir)F = Re(b% ;(f)lm(r)’ se Re(r) £ 0.

Como |r| = 1 denotamos r = ¢, com 0 < ¢ < 27. Portanto, de
r(z — zo) B sin(0/2 — 6y/2)
(z—1)(z0—7)  2isin(0/2 — ¢/2)sin(0y/2 — ©/2)

cot(bp/2 — ¢/2) — cot(0/2 — p/2)
21

e (2.11)), a equacao torna-se
In ( w(®) ) =— [RG(TZZJQ) + W} [cot(0p/2 — p/2) — cot(8/2 — ¢/2)]

w(6o) )
sin?(6/2 — ¢/2) )Im“%@
sin?(0y/2 — p/2) '

+ Re(bor®) (0 — 6y) + In (
A fungao peso correspondente é

w(B) = 7(byiby) [sin?(6/2 — /)] nelurt el S 0212
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com
—2Im(bgr? T T ( ri)T
7(bo; b1) = w(bh) [Sin2<90/2 — 90/2)} or) ¢ Re(Bor)60 o —[Re(bor®)+ 32 cot(6/2-¢/2)]

Assumindo que A(1)[w(27) — w(0)] = 0, obtemos duas possiveis fun¢oes pesos

i) Se sin(p/2) # 0, é necessério que Re(byr?) = 0 e (by + 2ri)7 = 0, entdao a funcio
peso é

} Im(bor2)

w(B) = 7(bo; by) [sin*(0/2 — ¢/2) . Im(byr?) > —1/2. (2.17)

Neste caso, ~

B(2) = (r®by + 2i)2* — (2ir)z + by,
onde by € R quando Re(r?) = 0 e by = ir?Im(by)/ Re(r?) quando Re(r?) # 0.
Novamente, observe que a funcao peso (2.17)) é uma modificacao de (1.20]).

ii) Se sin(p/2) = 0, é necesséario que Re(by) + (by +2i)/2 =0, e

7 m(b — _
w(6) = 7(b; b)e™ P [sin*(9/2)] " Im(By) > ~1/2, Re(By) €R. (2.18)
Aqui, ~ -
B(z) = (bo + 2i)2* + [—(bo + bo) — 2i]z + bo.
Observacao 2.5. Como na Observacao , concluimos que a fungdo peso ([2.18)) é a
funcao peso ([1.25)), isto é,
w(0) = 7(b) e~ [sin*(0/2)],
basta considerar o parametro
by = —ib,
onde b = A +in, A > —1/2 e n € R. Neste caso, os polinémios em (|1.16)) sao
Az)=(z—1* e B(2)=i[(b+2)z*+(b—b—2)z—1].

b) Para A(z) = (z — 1r1)(z — 12), |r1] = |re|] = 1 e 11 # 1o, para encontrar a solugao
do sistema linear , precisamos dividir as escolhas para os valores de r; e ro em dois
casos, Re(r; +r2) = 0 e Re(r; 4+ r2) # 0. Quando Re(r; + rg) = 0, obtemos mais duas
possibilidades, isto é, r = —r; ou r9 = —7;. Para o caso ro = —r;, também obtemos
diferentes solugdes do sistema se Re(r)? = 1 ou Re(r1)? # 1. Em resumo, temos

by = 2i + r179bo,

Im(by)1, sero = —r; e Re(r)? =1,
b
_nRe(b)i sery = —7r1 e Re(ry)? #1,
- Im(ry)
' 2Im(ry) + Im(by)1, se ro = —T1 e Re(ry) Im(rq) # 0,

Re(bl)(rl + 7“2) — |T1 + T2|2i
Re(ry + 2)

, se Re(r; +m) #0,



Com A(z) polinémio de grau 2 53

onde by é um ndmero complexo arbitrario. Além disso, Re(b;) ou Im(by) sdo arbitrarios
dependendo de 7, e ry. Portanto, a representagao (1.19) torna-se

Z,dw(@)/ dz  rirebez® + [by 4 i(r1 + 12))2 + bo
w(6) N 2(z—=7r1)(z —12)

0

Integrando com relacdo a z = ¢ e considerando z, = €' com 6, € [0, 27|, temos

Z,/Zdw(é’)du B /z r17‘250u2+[b1+i(r1+r2)]u+b0du
% w(d) du 20 u(u — 1) (u —12)
b u dut b+l +1) [ ! d
= rr u i(ry+r u
P L (=) (u — 1) ! PR (=) (u— 1)
z 1
o /ZO u(u —ry)(u —12) du

717200 Z— Ty Z—1r
= roIn —7ryln
ro —7 20 — T2 20— "

+[b1+i(r1+7“2)][1n<z—r2> _1n<z—rl>]
o —T 20 — T2 20— T

e entao, isolando alguns termos, obtemos

iln (;”((993)) — ibgT1T2(0 — 0) + HiIn ( S ) + HyIn ( S ) (2.19)

Zo— T Z0 — T2
onde
1 9 = : =
Hy = ————[r{robg + by +i(ry + o) + T1bg),
ro—T1
1 - .
Hy = ———[r3riby + by +i(r1 + 1r2) + Tabg).
r2—n

Note que Hy + Hy = 2i Im(byri72) e assim podemos reescrever (2.19)), ou seja,

In < w(®) ) = bo1T2(0 — 6p) + 2 Im(bori72) In ( S )

20 — T2

+@'Hl{ln<2_r2>—ln(z_rl>}. (2.20)

20 — T2 20— T

H, também pode ser escrito como

1

_|T2—7“1|2

= [2i Im[bory (r1 = r2)] = 2Im(r172) + b1 (T2 — 71)].
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Agora, usando os valores correspondentes de b; para cada solucao do sistema, resumi-
mos os valores de H; como

[Im(bg) + %]z, serg = —711 e Re(ry)? =1,

_ {2 Tm(byr2) + %} i se ry = —r1 e Re(ry)? # 1,

2 Im(@gg(ﬂ;n(bl)ﬁ, se o = —T1 e Re(ry) Im(ry) # 0,

{—=Tm[bory(ry — 12)] + ér;iillil]) [Re(b1) — Im(r + rz)]}ﬁ, se Re(ry +r2) # 0.
Como || = |ra| = 1 ery # 7y, dos valores acima para H; podemos ver que Re(H;) = 0.

Logo, a equagao (2.20)) pode ser escrita da forma

In < w(®) > = bor172(0 — 6y) + 2Im(bori72) In ( S >

U)(Qo) 20 — T2
+Tm(H)) [m(z_”) —1n(z_r2)] .
20 —T1 20 — T2
Denotando r; = ¢ e ry = €'® como em (2.11)), temos

2T Li0-00)/2 sin[(0 — ) /2] o ZTT2_ Lio-t0)2 sin[(0 — ¢) /2]
20 — T sin[(0y — ¢)/2] 20 — T sin[(6y — ¢)/2]

Portanto, segue que

w®) \ o sin[(0 — ¢)/2] |0
In <w(90)> = Re(bomi72)(¢ = 60) +1n sin[(6p — &) /2]
sin[(0 — ¢)/2] | sin[(0 — ¢) /2] | ™
R s | I ey o7 B
e a fungao peso torna-se
w(B) = 7(bo; by) e [sin®(0/2 — ¢/2)]’[%Im(Hl)*‘m@OT”Q” [sin2(8/2 — /2)}%Im<H1> |

com

} [% Im(H;)—Im(borirs)] { f% Im(H1) .

7(bo; by) = e elborr2)® [sin? (g, /2 — ¢/2) sin’(0p/2 — ¢/2)]

Assumindo que A(1)[w(27) — w(0)] = 0, obtemos duas possiveis fungdes peso

i) Se sin(p/2)sin(¢/2) # 0, isto é, r1 # 1, ro # 1, é necessdrio que Re(byrir2) =0 e a
fungdo peso torna-se

]—[% Im(H;)—Im(borira)] [ . 3 Im(Hy)

w(0) = 7(bo; by) [sin*(0/2 — ¢/2) sin’(0/2 — ¢/2)]

Aqui, ~
B(Z) = (boﬁ?”Q + 2i)2’2 + b1z + by,

onde by satisfaz Re(byrirs) = 0.
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ii) Considere sin(¢/2)sin(¢/2) = 0, isto é, (ry —1)(r2 — 1) = 0. Primeiro, supomos que
ro = 1 e assim ¢ = 0, entao

}7[% Im(Hy)—Im(bory)] [ } 1 Im(Hy)

w(0) = 7(bo, by)e™ e [sin(0/2) sin?(6/2 — ¢/2)

com Im(H;)/2 — Im(byry) < 1/2 e Im(H,)/2 > —1/2.
Agora escolhendo r; = —1, a fungdo peso torna-se

% Im(bo)—% Im(b1)

COSQ(Q/Q)} ,

1Im 1 Im(by
w(6) = (b, bo)e 0 [sin?(6/2) 2T |

onde Im(by)/2 + Im(by)/4 > —1/2 e Im(by)/2 — Im(b;)/4 > —1/2. Neste caso,

B(2) = (—bg + 2i)2* + i Im(by)z + bo.

Observacao 2.6. Denotando
n = Re(by) € R, A =1Im(by)/2 + Im(by)/4 e 5 = Im(by)/2 — Im(by)/4,

temos by = n + (A + 5) e Im(by) = 2(\ — (), entdo obtemos uma nova funcdo peso
semiclassica na circunferéncia unitaria

w(f) = 1(\, B,n) e " [sin®(0/2)]Mcos?(0/2))°, (2.21)

onde 7(A, #,n) é uma constante, n € R, A > —1/2, > —1/2 e 0 < 0 < 27. Essa fungao
peso satisfaz a equagao do tipo Pearson ([1.16)) com

A(z)=2>-1 e B(z)=ilA+B+in+2)z>+2(A = B)z+ A+ B —in).

Portanto, a funcao peso pertence a classe (2,2).

Observe que a fungao peso semicléssica é uma extensao de outras fungdes peso
semiclassicas, veja que

e quando = 0 ¢é a fungdo peso , ou seja,

w(0) = [sin*(6/2)]* [cos*(6/2))°,

conhecida como a fungao peso de Jacobi na circunferéncia unitéria, ver [37].
e quandon =0 e =0 é a fungdo peso ((1.20), ou seja,

w(9) = 7(A)[sin*(0/2)],

onde 7(A) é uma constante. Os polindmios ortogonais associados a essa fun¢ao peso sao
conhecidos como polindmios circulares de Jacobi, ver [32].

e quando = 0 ¢ a funcao peso ((1.25)), ou seja,
w(f) = 7(b) e [sin*(0/2)]*,

onde 7(b) é uma constante. Essa fun¢ao peso foi estudada em [50].
Porém, acreditamos que quando o caso geral nAf # 0 a fungdo peso é nova, ou seja,
nao foi estudada anteriormente.
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Considerando a fungao peso como
w(t) = 7(B,m) e M[sin?(t/2)]°, t € [0,2n],
chamando 6 =t — 7 e a rotagdo w(f) = w(f + 7), obtemos
w() = 7(8,n) e " [cos®(0/2))°, 6 € [—m, 7] (2.22)

que se anula em 6 = £x. Portanto, o produto interno torna-se
(foghe =7(Bm) [ F(e)g(e®) e [eos?(9/2)] o,
Essa fungao peso satisfaz a equacao do tipo Pearson ((1.16) com A(z) = 2% — 1.

2) A(z) =(z—r1)(z—1r2) com || # 1 e |ry| =1

Dividimos a andlise em dois casos r; # 0 e r; = 0.

a) Para A(z) = (z —r1)(z —r2) com |r1| # 1, 11 # 0 e |ra| = 1, a solugdo do sistema

linear ([2.15]) é

: 1 - :
by=—"+4+2i e¢ b= ——2(7“%7“2170 +71bo) — (11 + 1r2)i
T ‘7“1|

com by um numero complexo arbitrario.

Substituindo essa solugao em ([1.19)), obtemos

dw(@)/dz o 607’17"22 — bOFI

w(@) ez =)

De forma andloga ao que foi feito no caso 2a) da Secao , considerando 75 = €** com
¢ € [0, 27], obtemos a fungao peso

EO T2

w() = o0 CF) w02 — o] (52),

com

7(bo) = w(eo)e_Re(b%%)eo [Sin2(90/2 — ¢/2>}Im(b9€2) )

Impondo que A(1)[w(27) —w(0)] = 0, obtemos duas possiveis fun¢des peso.

i) Se sin(¢/2) # 0 (isto é ry # 1), é necessario que Re(byrirs) = 0 e a funcio peso
torna-se

w(B) = 7(by) [sin?(8/2 - ¢/2)]Im(b9§2) .

Neste caso,

b b b
B(z) = <m+22’> 22— (07”17“2 + 24 (n +r2)i> z 4+ by.

1 1 T

Observe que a condicio Re(byrirz) = 0 é equivalente a by € R se Re(ryr3) = 0 ou
bo = iIm(by)ri7ma/ Re(rira) se Re(ryre) # 0.



Com A(z) polinémio de grau 2 57

ii) Se sin(¢/2) = 0 (isto é r, = 1), entdo
w(f) = T(b0>eRe(%})9 [m?(@/z)]”“l(i?) , (2.23)
com Im(by/m) < 1/2.
Observacgao 2.7. Como nas Observagoes e , vemos que a fungao peso (2.23)) é a
fungao peso , ou seja,
w(f) = 7(b) e " [sin?(/2)]*.
Basta considerar r = r; € C, by = —irb, b = X +in, A = —Im(by/r) e n = — Re(by/7).
Essa fungao peso satisfaz a equagao do tipo Pearson com os polinémios
AR)=(z-1D(z—71) e B()=i{(b+2)2>+[b—1—7r(b+1)]z—1b}.

b) Se r; = 0 e |ro|] = 1, chamando r = ry, podemos escrever A(z) = z(z — r) com
|r| =1, e a solucdo do sistema linear é by = —byr + 3i e by = 0 com b, um nimero
complexo arbitrario.

Usando essa solucao, a representagao (1.19) torna-se

dw(0)/dz  —r(by —iT)z + (by +ir) i0
= z=e".
w(h) 2(z—r) ’
Analogamente ao que foi feito no caso 2a) da Segao , considerando r = €% com
¢ € 10, 27], segue que

— Im(byr—1)

w(®) = (b)e RO [sin(0/2 — /2)] ,

com Im(byr —i) < 1/2 e

T(bl) - w(eo)eRe(E”’_i)eo [Sin2(00/2 . g0/2)}Im(b1r—i) ‘

Assumindo que A(1)[w(27) — w(0)] = 0, obtemos duas possiveis fungoes peso

i) Se sin(¢/2) # 0, é necessario que Re(b;r) = 0 e obtemos

w(0) = (b)) [sin*(0/2 — ¢/2)
com Im(byr — i) < 1/2. Aqui
A(z)=z2(z—71) e B(2) = (3i —br)z* + bz

Assim, Re(b;r) = 0 ¢ equivalente a b; € R se Re(r) = 0 ou b; = i Im(b;)r/ Re(r) se
Re(r) # 0. Observe que a fungao peso (2.24]) também é uma modificagao de (|1.20)).

ii) Se sin(p/2) =0, entdo

:| — Im(byr—1i) (2 24)

w(0) = 7(by)e” Re(b1—i) 0 [SmQ(@/?)] — Im(b1—i) ’

com Im(b; — 1) < 1/2.
Observacao 2.8. Mais uma vez obtemos a fun¢ao peso , isto é,
w(f) = 7(b) e " [sin’*(0/2)]*,
considerando b; = i(A —in) — i, A = —Im(b; — i) e n = Re(b; — 7). Essa funcio peso
satisfaz a equacao do tipo Pearson com
A(z)=2(z—1) e B(z)=i[(b+2)2>+ (b—1)z],
com b= \+1n.
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3) A(z) = (z—1r1)(z —13) com |r| # 1 e |rrg| =1

Como estamos considerando |r1| # 1, |ra| # 1 e |re| = 1/|r1]|, encontramos as solugoes
do sistema linear (2.15)) para duas possibilidades, ou seja, ro = 1/71 e ro # 1/7.

a) Primeiro, consideramos |r{| # 1 e 7o = 1/7. Denotando r; = r e ry = 1/T, obtemos
A(z) = (2 —r)(z — 1/7). Neste caso, a solugao de (2.15) é dada por

Re(by)r—(|r? i
Bo’f‘ . ( 1)Re((l) — ) s€ RG(T‘) 7é 07
b2 =—+2i e b1 = )

r |;m|(t)1 +Im(b1)i, se Re(r) =0,

onde by ¢ um nimero complexo arbitrario e Re(b;) ou Im(b;) sdo ntimeros reais arbitrarios

dependendo se Re(r) = 0 ou Re(r) # 0.
A representagao (|1.19) torna-se

dw(f)/dz _ byrz? b7 + i(|r* + ]z + bt it (2.25)
w(h) r2(z —r)(z = 1/7)
com
Re(b1)|r|2—Im(r)(|r?|4+1) se Re(r 0
biT +i(|r]P +1) = el | nre (2.26)
Im(r) Im(by), se Re(r) =0.

Observe que b;7+i(|r|?+1) é real. Integrando (2.25) com relagio a z = ¢ e considerando
2o = €% 0y € [0,27],

cFdw)du z boru® + [by7 +i(|r|* + 1)]u + boT "
Z/ZO w®) du / Tulu — ) (u — 1/7) d
by i) | )
R A s oy e r / (=) u—1/m) "
: 1
oo /zo uw(u —r)(u—1/7) du

_ bf;wry?ln (;:Z) — (ﬂ’)]
B () ()

bo 72 z—r ) z—1/F LT
—1 —7In| ——— bo—(0 — 0
+vw—1bw2“<%—w> ’ n(%—lh' ibo (6= o)

obtemos entao

) =0 (22 7w (24
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com B
e bor® + b7 +4(|r]> + 1) b7
: r2 =1 IR = 1)
Como
Z—r z({1—1rz 2_1/? s (T—7%
= — e - =
20—1r  2\1—1% 20— 1T 2p\T—%)’
segue que
w(#) boT — z—r — (z—r)
1 — —H| (-0 H-H)l H+H _
n(w(00)> <7ﬂ >( o) ¥4 )nZO—T+< ) arg 2T
Realizando algumas manipulagoes, obtemos
_ _ 2
G g 2ReGoT/) bT i P D)
r Ir|2—1
Portanto,
b 2+ 1) Re(b b 241
Im(H) = Im (“) e Re(m) — UrCHDRel 07‘“7{‘7;) +1 il +1)
T _

Além disso, a fungao peso pode ser escrita como

w(é’) _ T(G7 H) €[G+2Re(H)]9 6QRe(H) arg(1—zr) |Z N T|21m(H) :

onde
T(G,H) = w(go)e—[G+2Re(H)]eoe—me(H) arg(1—Zor) |20 — r|721m(H) .

Para verificar a condigao A(1)[w(27) — w(0)] = 0, é necessario que G + 2Re(H) = 0,
que ¢ equivalente a b7 +i(|r|? + 1) = —2 Re(bor? ) ) obtemos
2 Re(bo'f’ ) (’T|2 + 1) bo?

by = — e H=-2
r T

Finalmente a funcao peso é dada por
w(e) _ T(bo, T')€72 Re(bo7/7) arg(lffr)‘z . T‘fQIm(boF/r)’ (227)

com 7(by,r) uma constante. Além disso, essa fungdo peso satisfaz a equacao do tipo

Pearsoncom
1 2 72 241)
A<z>=<z—r><z—) e B(2)= (Mbor) - lRe(borH(‘r' FUH b

r T

Observacao 2.9. Escolhendo
by=—=
-
em ([2.27]), recuperamos a fungdo peso semiclassica conhecida ([1.24), ou seja,

i9)

w(@) — T(u, 7,) e2Re(u/?) arg(l—re~ 09 7,’72Im(u/F)’

e

com 0s polinomios

A(z)z(z—r)(z—1> e B =(2i-2)+ lzRe(W} (Ir*+ Vi)

RilES

Id
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A equagao do tipo Pearson para a fungao peso (2.27) com o parametro

2
60: j@,
r

tem aparecido em [I1] em termos de funcional de momento e

B() = i —(|r| —1—71)2—1—27" |

;
Além disso, a fungao peso (2.27)) pertence a classe (2, 2).
b) Considerando |ri| # 1 e o # 1/71. Sejam u e v dados como

w= (14 |r[) Im(1/71) — (1 = |r1|*) Re(1/71)bo,

o= (T +72)(rira + 1) — (|1 > + 1) Re(ry + 1/71) — (1 — |r1]?) Im[bo(ry — 1/71)].

Note que, se ro = —1/r; e Re(r;) = 0, entdo ro = 1/7, essa possibilidade foi considerada
antes. Além disso, outras solugoes do sistema linear (2.15)) sdo dados por

b2 = 507’17"2 + 2@7

(7”1 + 7"2)0
Im[(rl + 7’2)(71?2 -+ 1)]7

sery # —1/r,

(71 — [ Prou+ rf — 1%

Re(r1)(1 — |ri[?) ’

se Re(r;) #0ery=—1/r,

Re(bo)(’f’g — 1/71)2
by =< Rel(ra—1/m)? °
iIm(by), se Re[(re —1/71)?] = 0.

se Re[(ry — 1/71)%] # 0,

Substituindo esses valores em ([1.19)), obtemos

Zdw(Q)/dz B 507“17“222—1-[b1+(7‘1+7“2)i]2’+b0 eie

w(#) 2(z—=11)(z —19)

)

Note que
Re(b0)|7“2 — 1/?1|2

607”17"2 = - Re[(TQ - 1/F1)2] ’
—(iryra) Im(by), se Re[(ry —1/71)?] = 0.

se Re[(r — 1/71)°] # 0,

Além disso, byrime € R. Entdo, podemos escrever

(7’1 + 7"2){0 — Im[(?l _’_FQ)(TlrQ + 1)]2}
Im[(ry + 79) (172 + 1)] ’
(rf — 1)bo

S€ Ty 7£ —1/7’1,
b1+(T1+T2)i:
: se ry = —1/r1 e Re(ry) # 0.

Integrando mais uma vez, com 2y = €%, obtemos

o () <o (22) - (32)]
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onde H = [bgrira(r1 + r2) + by + (r1 + 72)i] /(11 — r2) = 0. Portanto, a funcio peso é
w(f) = w(fy)eorm20-0)
Da condicao A(1)[w(27) —w(0)] = 0, segue que by = 0. Portanto, obtemos a fungao peso
de Lebesgue.
4) A(z) =(z—1r1)(z — 1) com |rq| £ 1, |ra] £ 1 e || # 1
Neste caso, a solugao do sistema linear (2.15]) é

bQ = Re(bz) + Qi, bl = —(7“1 + Tz)[Re(bg) + Z] (§ bo = T1T2 Re(b2)7

com Re(by) um ndmero real arbitrario.
Essa solucao inclui também os casos 11 =19 =0 ou r; =0 e 1y # 0 com |ry| # 1, isto
é, quando A(z) = 2% ou A(z) = z(z — ), com |r| # 1. A representagao (1.19)) torna-se

dw(@)/dz  Re(bo)
w®) oz

Novamente, assumindo a condi¢ao A(1)[w(27) — w(0)] = 0, obtemos a fungdo peso de
Lebesgue.

2.4 Funcoes peso semiclassicas encontradas

Nesta secao fazemos um resumo de todas as fungoes peso determinadas neste capitulo,
com os respectivos polindomios A da equacao do tipo Pearson, ou seja,

dw(0)/d6  B(e?) —igi? 94l i
@((}()m = Ay A dela

Por simplicidade omitimos as constantes, 7, que aparecem nas fungoes peso, estas cons-
tantes foram escolhidas de forma que pg = 1.

1. Funcao peso de Lebesgue, ou seja,

w®) =5, fe2r],
com
. A(z) =1,
C A =z || £ 1,
« A(z) =(z—r)(z —r2), In[ # 1, [rre| =1 ery # 1/,
o A(z)=(z—r1)(z—=m2), |r1| # 1, |re| # 1 e |rire| # 1.

2. Com A(z) = z, temos a fungao peso ([1.23)), ou seja,

w(f) = eAllsn@+ars) g < [0, 27], weC,
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e seu caso especial, a fungao peso de Bessel modificada , ou seja,
w(f) =@ gcl0,2n], t>0.
3. A funcao peso , ou seja,
w(@) _ €2Re(u/?)arg(1—re—i9)|ez‘9 . 7,|—2Im(u/?)’ = [07 27r],
com A(z) = (z —r)(z = 1/7), |r| # 1.
4. Com A(z) = 2% — 1, encontramos a nova fungio peso , dada por
w(f) = e [sin?(0/2)]Mcos?(0/2)]°, 6 € [0,27]

e seus casos especiais:

e a funcao peso de Jacobi na circunferéncia unitaria , ou seja,
w(f) = [sin®(0/2)] cos?(0/2)]°, 6 € [0, 2x].
e a funcao peso associada aos polindémios circulares de Jacobi , ou seja,
w(f) = [sin®(0/2)]*, 6 € [0,27].
e a funcao peso (2.22), ou seja,
w(f) = e [cos?(0/2)]°, 0 € [—m, 7],
esta funcao peso também satisfaz a equacao do tipo Pearson com
o A(z) =241,
e A(z)=(2+1)(z—1).
e a funcao peso (|1.25)), ou seja,
w(f) = e [sin?(0/2)]*, 6 € [0,2n],
esta funcao peso também satisfaz a equacao do tipo Pearson com
o Alz)=2z-1,
e A(z)=(z—1)(z—r).



3 Relacoes de estrutura e equacoes
de diferencas

Neste capitulo apresentamos as rela¢oes de recorréncia diferenciais para os polinémios
ortogonais na circunferéncia unitaria, também conhecidas como relagoes de estrutura, e
sua principal aplicacao, as equagoes de diferencas satisfeitas pelos coeficientes de Ver-
blusnky. As principais referéncias utilizadas para o desenvolvimento deste capitulo foram
Ismail [32], Magnus [37], Sri Ranga [50] e Van Assche [53]. Ressaltamos que os resultados
aqui contidos foram publicados no formato de artigo em [6].

3.1 Relacoes de estrutura para os polindomios ortogo-
nais na circunferéncia unitaria

Magnus em [37] mostrou que se A e B, na equacao do tipo Pearson , sS40 po-
linémios de grau < d, entdo AP/ é uma combinagao linear de @, 4 1, Ppig2,..., P €
NUSUIRTEL SIPRRE A Y

O seguinte resultado apresenta as relagoes de estrutura dos polinémios ortogonais
monicos na circunferéncia unitdria em termos dos polinémios ®,,.1, ®,, ®,_1, e > (em
vez de @} ;) quando a fungao peso associada satisfaz (1.17)) com A e B polinémios de grau
menor do que ou igual a 2 e A(1)[w(27) —w(0)] = 0. Além disso, todos os coeficientes da
relacao de estrutura sao dados explicitamente.

Teorema 3.1. Seja {P,,},,~0 a sequéncia de polindmios ortogonais na circunferéncia uni-
taria relativamente a w satisfazendo (|1.17)) com A e B polindmios de grau inferior ou igual
a 2. Se A(1)[w(27) — w(0)] = 0, onde A(z) = ag2® + a1z + ag e B(z) = byz? + b1z + by,
entao os polindmios ortogonais ménicos na circunferéncia unitaria satisfazem a relagao de
estrutura dada por

A(2)P)(2) = nag®ni1(2) + 6,0 Pn(2) + Spn-1Pn_1(2) + t, P (2), n =2, (3.1)
onde os coeficientes sao dados por
t, = (iby + a2)a,, (3.2)
Spn1 = (ibg +nag)(1 — |an_1[?), (3.3)
Spp = NG — A7y + [iby — (0 — 1)ag|ay,0n,1, (3.4)

sendo «, os coeficientes de Verblunsky e 7, dado como em ([1.7). Além disso, tem-se uma
representacao alternativa para s, , dada por

Spn =101 + (n+ 1)ay — ag¥,, — [ibo + (n + 1)ag]o,n_1. (3.5)

63
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Demonstragio: Observe que A(z)®!,(2) — nag®,.1(2) — £, P%(z) é um polindmio de grau
menor do que ou igual a n. Portanto, podemos escrever

A(2)P) (2) — nas®ni1(2) — 6, P5(2) = D 6,,;P5(2). (3.6)
7=0
Entdo, calculando o produto interno entre a equacgio (3.6) e 2°, temos
<AQJ;, ZO)T - na2<(pn+17 ZO>T - fn<q);k” ZO>T = an,j<q)ja 20>1r,
5=0

usando as propriedades de ortogonalidade e (1.10]), obtemos
(A®, 2% — £, (Pr, Pr)1 = 81,0(Po, 2%)7.

Tomando

<A(I)/na ZO>'J1‘
<(bn7 (I)n>'ﬂ' ’
obtemos s, = 0. De (2.3) com k = 0, temos

t, =

(A 20 = (®,[iB(2) + A(2)], 2)1 — i®, (1) A(1)[w(27) — w(0)]
= <(I)n[(2b2 + CL2)22 + (’Lbl + CL1)Z -+ (Zbo + Go)], Z>T
= (iby + az)(z®,,, 2%)1.

De ([1.4) segue que
<Z(I)n> ZO>']I‘ = an<q)n7 (I)n>'1[‘

e, assim, temos (3.2)), ou seja,
tn = (Zbg + (Ig)@n.

Fazendo k£ = 1,2,...,n — 2 sucessivamente no calculo do produto interno entre a
equacao (3.6) e z*, obtemos

(A®],, 28)1 — nag(®pi1, 251 — (@5, 25)r = Y 50,5 (Py, 25
j=1
Assim, das propriedades de ortogonalidade e de (2.4)), temos s, , = 0, parak =1,2,... ,n—
2. Portanto,
A(2)P(2) — nag®,11(2) — 4,95 (2) = $p0n-1Pn1(2) + 500 Pn(2),

e chegamos em (3.1).

Para encontrar o valor explicito de s, ,,—1, basta calcular o produto interno em ambos
os lados da equacdo ([3.1]) com 2", e obtemos

<A(D/na Zn_1>'ll' = 5n,n—1<q)n—l> Zn_l)T-
De (2.3)) com k =n — 1, sabemos que

(AD! | z"_1>T = (D, [(iby + nag)z2 + (iby + naq)z + (iby + nao)l, 2")r,
= (iby + nag) (P, P,)r.
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Portanto, provamos ({3.3)), isto é,

2
. K2 .
Spn—1 = (iby + nay) /{21 = (iby + nag)[1 — |an_1|%.

Para o valor explicito de s, ,, primeiro, fazemos o produto interno em ambos os lados
da equagao (3.1)) com ®,,, e encontramos

(AD! D)1 = 550 (P, P ) + £,(D), D)1 (3.7)
Por outro lado, das propriedades de ortogonalidade, sabemos que

(AD! D, ) = <(a2z2 + a1z + ao)(nz"_l + -4 Bn), 2" + Y2 4+ Bz — Qp1)T
= na2<zn+1> (I)n>T + [Vn(n - 1)@2 + na1]<q)na (I)n>’]I‘7

e de , temos
(AD! D,V = —Ypr1na2( Py, )1 + [V (n — 1)ag + nai](Pn, ).

Substituindo essas relagdes em , obtemos

Spn = — V4102 + Yu(n — 1)ag + nay + t,a,—1,
usando e , a equacao é valida, isto é,

Spp = NA1 — A%y + [1be — (0 — 1)as]@,0n,—1.
Finalmente, calculando o produto interno entre com relagao a z", obtemos

(AD! 2" = Sppn-1(Pn_1, 2")7 + Sp.0n(Pp, 2") 1.

Além disso, como (®,,, 2")1 = (Py,, D)1 € de (1.9), segue que
(AD] 2" = =850 170(Pr1, Pr1)T + S (Prry P )7 (3.8)

De com k = n, temos

<A(I):w Zn>'JI‘ = <q)n[(ib2 + (n + 1)&2)22 + (ibl + (n + 1)al)z + (ibo + (n + 1)&0)], Zn+1>T
= <Zb1 + (n + 1)a1)<(1)n7 (I)n>'IF + (ZbO + (TL + 1)&0)<<I>n, Zn+1>T

e, usando ([1.9)),
(AP, 2"y = (iby + (n + 1)a1) (P, Pp)1 — (ibo + (0 + 1)ag) Vi1 ( Py @)1
Substituindo a ultima relagao em (3.8)), obtemos

<q)n—17 cI)n—1>T
<(I)n7 (I)n>']I‘

Portanto, com 6,1 dado em (3.3), o fato k2_,/k2 = 1 — |a,,_1|* e a relagao (1.7]) para
Yn+1, € CONtramos

5n,n == 5n,n717n + (Zbl + (TL + 1)0J1> - (ZbO + (n + 1)&0)7,“_,_1.

Spn = ib1 + (n+ 1)ay — ag¥,, — [ibo + (n + 1)ao)an@n_1,
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ou seja, (3.5) vale. n
Podemos obter outras relagoes de estrutura para os polinomios ®,,. Como os polino-
mios reciprocos satisfazem @ ,(2) = ®)(2) — a,2®,(2), entao

0541 (2) + @y (2) = (1 = |y )Py (2), n >0,

e obtemos uma relagao de estrutura para a sequéncia associada de polinémios ortogonais
monicos na circunferéncia unitaria, envolvendo os polindémios ®,1, ®,, ®,_; ¢ ®; ;.
No corolério seguinte, recuperamos o resultado do Magnus [37] para d = 2 e fornecemos
formulas explicitas para os coeficientes.

Corolario 3.2. Sob as hipoteses do Teorema [3.1] a sequéncia associada de polinémios
ortogonais monicos na circunferéncia unitaria satisfazem
- 2
nas + [ibe — (n — 1)ag]|ay|
1 — o |?

A(Z)q);a(z) = sn,nq)n(z) + 5n,n—1(I)n—1(Z) + CI)n_H(Z)

(’ng + CLQ)@TL o

T n1(2), n=2
n

com os coeficientes s, ,, € §,, ,—1 dados no Teorema .
Demonstracio: Considere a relacdo de estrutura ,
A(2)P(2) = nag®p1(2) + 6,0 Pn(2) + Spn1Pn1(2) + £, P} (2).
Substituindo t,, dado por (3.2)), obtemos
A(2)P)(2) = nas®pi1(2) + 800 Pn(2) + Spn-1Pn_1(2) + (ibs + a2)a, P} (2).

Como sabemos que
(I):H-l(z) + Py (2)
1 — oy, |? 7

O (z) =

n

entao

q)*

0)
A(2)®;,(2) = nas®p1(2) 48, 0P (2) +8n0-1Pp1(2)+ (ib2+az2), n41(2) + 0P (2)

1—a?

Isolando alguns termos, encontramos a equacao desejada

nay + [iby — (n — 1)as]|a, ?
I |an|2

A(2)P(2) = 500 Pn(2) + 80 1Pn_1(2) + D,11(2)

[ |
No préximo resultado, fornecemos a relacao de estrutura para os polindomios ortogonais
monicos na circunferéncia unitéria, envolvendo o polinémio reciproco ®F_,(z).

Corolario 3.3. Sob as hipoteses do Teorema |3.1, a sequéncia de polinéomios ortogonais
monicos na circunferéncia unitaria satisfazem

A(Z)(I);L(Z) = nas®P,1(2) + [”al — a2%Yn — na25nan—1]q’n(z)
+ (ibo + nag) (1 — an_1*)@n_1(2) + (iby + a2)@, (1 — a1 [H)PE_,(2),

com n = 2.
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Demonstragdo:  Substituindo sy, $pn—1 € t, dados no Teorema [3.1] na relagao de estru-

tura (3.1]), temos
A(2)®! (2) = nas®,,1(2) + [nay — asy, + [ibe — (n — 1)as]a,a, 1] Pn(2)
+ (lbo + nao)(l — ’&n,1‘2)¢n,1(2) + (Zbg + &2)@71@2(2)

= nas®,11(2) + (nay — asy, — nas@,an, 1) P, (2)
+ (ibg 4+ na) (1 — |1 |*)Pp_1(2) + (iby + a2)@[®%(2) + 1P (2)].
Como da recorréncia de Szegd , temos
®)(2) + an-1Pu(2) = (1 = |on—1 )@}y (2),
entao

A(z)(I);l(z) = naZ(I)n-‘rl(Z) + [nal — A2Yn — naQanan—l]an(z)
+ (ibo 4+ nag) (1 — an_1*)@r_1(2) + (iby + az)@n(1 — |1 )P _,(2).

3.2 Equacoes de diferencas satisfeitas pelos coefici-
entes de Verblunsky

Usando os resultados do Teorema [3.1] mostramos no seguinte teorema que os coefici-
entes de Verblunsky satisfazem equacoes de diferengas nao lineares.

Teorema 3.4. Se a funcido peso satisfaz (1.17)) com A e B polindémios de grau menor do
que ou igual a 2 como no Teorema [3.1] entdao os coeficientes de Verblunsky satisfazem as
seguintes equacgoes de diferencas nao lineares

[(n— 1)@ + b, +[(n — 1) — iboletn— = —(n1 — a0 —7,2) _O]g—nl_ﬂz, n>2 (3.9)
e
[(n — 1)as + z’bg]l_f;’;_lp +[(n — 1)@ — ibolan_s (3.10)
= ~{[ibo — (n+ Vaglay_ 1, — by + (n+ 1)a — 2%%}1_0]’;11’2, n>2,
onde «,, sdo os coeficientes de Verblunsky e ~, é dado em .
Demonstragdo: Substituindo z = 0 em , obtemos
ao®),(0) = —Spn_10n—2 — SpnQn_1 + [iby — (n — 1)ag]a,. (3.11)

De (1.8), sabemos que @ (0) = —(1 — |a,_1]*)@,_2 — @p_17,,- Usando essa informagao,
(13.3) e (3.4) na equacao (3.11)), temos o seguinte
—ao[(l — |ozn,1|2)@n,2 +@n,1ﬁn] = [Zbg — (Tl — 1)a2]§n — (Zbo + nag)(l — |Oén,1‘2>an,2
— {[iby — (n — Dag]anan_1 — asy, + nai }a, 1,

e depois de algumas simplificagoes, obtemos ((3.9)).
Do mesmo modo, se usamos (3.5)) ao invés de (3.4) na equagao (3.11)), obtemos a
equagao de diferencas nao linear (3.10)). [ ]
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3.3 Aplicacoes

Nesta secao fornecemos relagoes de estrutura para os polindmios ortogonais monicos
na circunferéncia unitaria (usando o Teorema e as equagoes de diferencas nao lineares
para os coeficientes de Verblunsky (usando o Teorema associadas com os exemplos
de fungoes peso semicldssicas na circunferéncia unitaria apresentadas no Capitulo 2

Exemplo 1
Consideramos a fungao peso semiclassica (1.25)), estudada em [50],

w(f) = 7(b)e"[sin*(6/2)]", (3.12)
onden€eR, A>—-1/2, b=A+ine

™20 D (b + 1)

= oy

Os polinémios ortogonais monicos, ®,,, podem ser dados em termos de fungoes hiper-
geométricas como

(b+b+1), _
i) = ——F(—nm,b+1,b+b+1;1— 20,
n(z) (b+1)n 2 1( n,b+1,06+0+1; 2)7 n 0
ver [50]. Os coeficientes de Verblunsky sao dados por
b)n
n:—f)i“, n>0. (3.13)
(b+ 1)n+1

No Capitulo 2| determinamos os polinémios A e B, com A(1) = 0, da equagao do tipo

Pearson ([1.16)), ver Observagoes , , , e . As possibilidades sao

1. Quando A tem grau 1,
A(z)=2z—-1 e B(z)=i[(b+1)z+b)].
Portanto, a funcao peso (3.12)) pertence a classe (1,1).
2. Quando A tem grau 2,
AR)=(z—1D(z—71), 7€C e B(z)=i[(b+2)2*+[b—1—7r(b+1)]z —rb].
Para valores especiais de r:
i) Ser = —1, entdo A(z) = 22 —1e B(z) =i[(b+2)22+ (b+b)z + b].
ii) Ser =1, entdo A(z) = (2 —1)2 e B(z) =i[(b+2)22+ (b—b—2)z — b].
iii) Se r = 0, entdo A(z) = 2(z — 1) e B(2) = i[(b+2)2% + (b—1)z].

Aqui observamos que a fungao peso (3.12)) também pertence a classe (2,2), como
esperado.

Observamos que essa fungao peso semicldssica satisfaz varias equagoes do tipo Pe-
arson. Apresentamos a seguir, as relagoes de estrutura para os polindmios ortogonais
monicos P, e as equagdes de diferencas nao lineares para os coeficientes de Verblunsky,
a,, correspondendo as diferentes escolhas do polinémio A.
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Relagoes de estrutura
Com A(z) = z — 1, as equacoes (3.4)) e (3.5) para s, , nos fornece

Yo=b—(b+n—1)q,_104,_s. (3.14)

De fato, como A(z) = z—1e B(z) =i[(b+ 1)z +b|, os coeficientes da relagao de estrutura
dados pelo Teorema |3.1} sao

£, =0,
Spn—1 =0,
Snon n, (3.15)
S =0 — b+, + b+ n+ oGy (3.16)
Igualando e (3.16)), temos
Yo =b—(b+n+ )00, 1. (3.17)

Fazendo n = n — 1 e usando ([1.7)), obtemos a equacao desejada, ou seja,
Yo=b—(b+n—1)q,_104,_».

Do Teorema [3.1] e usando a relacao (3.14)), apresentamos varias relagoes de estrutura
para os polindmios ortogonais monicos na circunferéncia unitaria, associados com a funcao

peso (B.12).

Teorema 3.5. Os polindmios ortogonais moénicos na circunferéncia unitaria associados
a fungao peso semicléssica (3.12)) satisfazem as seguintes relagoes de estrutura, paran > 2.

i) Para A(z) = 2 — 1,

(z—=1D®(2) = —(b+n)[1 — |an_1|*]Pn_1(2) + nP,(2). (3.18)
ii) Para A(z) = (z — 1)(z —r), r € C,
(2=1)(z=1) ', (2) = n®yps1 (2)— [b+n(r+1)]®, (2)+7(b+n)[1—|an_1 | Pp_1 (2)— (b+1)T D% (2).
o A(z) = 2(z — 1),

2(z = 1P (2) = nPpi1(2) — (b+n)P,(2) — (b+ 1)@, P (2). (3.19)

(=12 (2) = n®,1(2) — (0+2n)P,(2) + (b +n)[1 — |p_1[]Pr_1(2) — (b+ D@, 5 (2).
(3.20)
o A(2) =22 -1,

(22 =1)P (2) = n®py1(2) = b P (2) — (b+n)[1—|an_1]*]Pp_1(2) — (b+ D@, (2). (3.21)
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Demonstragio: 1) Para A(z) = z — 1, temos B(z) = i[(b+ 1)z + ] e os coeficientes t,,
Snn—1 € Spp S0

t, =0,
Snan-1 = —(b+n)(1 = |on-1]?),

Substituindo na relagdo de estrutura, obtemos
(2 = 1)@;,(2) = =0+ n)[1 = |an1[]Puo1(2) + nPn(2).

ii) Para A(z) = (z — 1)(z — 1), temos B(z) = i[(b+2)2> +[b—1—r(b+1)]z —rb] e
os coeficientes t,,, Sy p—1 € Sy 530

t, = _(b + 1)571,
Smncr = 1B+ n)(1 = Jan s ),
sun B (1) — = (0 + 1+ DTans.

Substituindo na relagdo de estrutura, obtemos

(2 = 1)z = 1), (2) = npy1(2) = [0(r + 1) + 7 + (b+ 1+ DFatn_1]n(2)
+7(b+n)[1 — |an_1|*]Pn_1(2) — (b+ D, ®:(2).

Usando ((3.17)), temos
(r+1) +0]®,(2) + r(b+ n)[1 — |an_1|*]Pp_1(2)
(2).

E assim, obtemos as relagoes de estrutura (3.19), (3.20) e (3.21)) correspondentes a
cada valor de r. m

(z =Dz = r)P(2) = nPuia(2) — [0
- b+ 1w,

Agora, observe o valor explicito de 7,, em (3.14]) para n + 1, ou seja,
Yrg1 = b — (b+n)@ay,_1.

Usando (|1.7)), temos -
b=+ (b+n+ Da,o, 1.

Por outro lado, de (3.14)), obtemos b = 7, + (b + n — 1)@,_1,_o. Portanto,

(b+n-1)

OpQlpy_1 = —= Oy 1 Opy—9.- 3.22
! b+n+1) =2 ( )

Além disso, mostramos os seguintes resultados.
Proposicao 3.6. Os coeficientes a, e 7, satisfazem

|b|? nb
Grn)brntl) — "Thin

(3.23)

QpQp 1 =
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Demonstragio:  Como a_; = —1 e, de (3.13)), temos ay = —b/(b + 1), entdo, usando
B322),

(b+n)(b+n+1)

que é a primeira relagdo em (3.23)). -
A segunda equagao em ([3.23) segue de 7, + (b +n + 1)@, a,,_1 = b, pois

Yo =b—(b+n+1)@0,
b
b+n)(b+n+1)

(b+mn+1)[b(b+n)—|b?
(b+n)(b+n+1)

=b—(b+n+1)

Equacoes de diferencas para coeficientes de Verblunsky complexos

Usando o Teorema encontramos equacoes de diferencas nao lineares para coefici-
entes de Verblunsky complexos associados a fungao peso ([3.12)).

Teorema 3.7. Os coeficientes de Verblunsky satisfazem as seguintes equacoes de dife-
rencas nao lineares

_ o,
7 2[Re(7n) +n]an—1
(b+n+1a, +(b+n—1)a,_o = P n>2, (3.25)
- 2i Im(7y,) e
b+n+1a,—b+n—1a, o=— eril(l)z)(fp Lon>2, (3.26)
— b
(b+n+1Dap +b+n—1)(1—|ay_1]*)an_o = (bi - +b+ 2n> Qp_1, n =2, (3.27)
e
- b
(b+n+1a, —(b+n—1)(1—|an 1) = — (b?— o b) Qp_1, m=2. (3.28)



Aplicacoes 72

Demonstracao:

e Quando A(z) =z —1e B(z) =i[(b+ 1)z + 1], a equacio (3.9) torna-se

Q1

b+n—1ay2=(n+7) n>=2, (3.29)

1— ‘Oén,1’2’

e usando (3.14]) obtemos .
Usando a relacao ea equagéo também temos a equacao desejada .
e Se A(z) = (2 —1)? e B(2) = i[(b+2)2?+ (b—b—2)z — ], a equagio nos fornece
(13.25)).
A relacao (3.10) torna-se

(b+n+Da, +b+n—1)(1— |an_1|>)an_2 = (9 +b+2n) an_1. (3.30)

Usando a segunda equacao de (3.23)), a equagao (3.30)) pode ser escrita como (3.27)).
e Quando A(z) =22 —1e B(z) =i[(b+2)2*> + (b+ )z + 1], (3.9) nos fornece (3.26)).
Da relacao (3.10)), obtemos

b+n+Da, —(b+n—1)(1—|an1[Han-o=—[2v —b—b+ (b+n+ D@an_1]an_1.
Usando ((1.7) e (3.14]), a equagdo acima implica em

(b+n+1)a, — (b+n—Day_o(1 = |an_1]*) = — (Y0 — b)atn_1, (3.31)
assim, obtemos (3.28)) de (3.23)). u

Note que, além dos coeficientes de Verblunsky satisfazerem equacoes de diferencas nao
lineares, eles também satisfazem uma equagao de diferencas linear.

Teorema 3.8. Os coeficientes de Verblunsky satisfazem a seguinte equacao de diferencas
b+n+Da,=(b+n)a,_1, n=1 (3.32)

Demonstragio: Para A(z) = 2(z — 1) e B(z) = i[(b+2)2? + (b — 1)z], a equacao (3.9)
torna-se o
n—1

b+n+1a,=(n+7,) n =1, (3.33)

1-— ’Oén,1|2

e a relagao (3.10]) nos fornece (3.32]). u

Observe que é possivel obter (3.32)) somando (3.30)) e (3.31]). Ademais, também obte-
mos (|3.26)) subtraindo (3.29)) de (3.33]).

Usando a equagao de diferencas (3.32), podemos escrever

b+n b+n-—1 b
= = o, n20,
b+n+1 b+n b+1
e como «_; = —1, recuperamos a formula explicita para os coeficientes de Verblunsky

(13.13)).

Considerando um outro método (ver [53]), encontramos mais uma equagao de diferen-
¢as nao linear para os coeficientes de Verblunsky complexos associados com a fungao peso
(13-12)).



Aplicacoes 73

Teorema 3.9. Os coeficientes de Verblunsky satisfazem a seguinte equacao de diferencas
nao linear

-1+ an) = (b+n)(|ap_1* = |)?), n=>1. (3.34)
Demonstragio: Da relacao ((1.4) obtemos
¥4 (2) = 20, (2) 4+ D, (2) — @, (2)
usando a relagao de estrutura (3.18)),

(N4 1)Ppy1(2) + 5p110Pn(2) 2 [nPn(2) + 5pn-1Pn-1(2)] N (z = 1) [P,(2) — @, P (2)]

z—1 z—1 z—1 ’

onde 5,11, =—(b+n+1)[1 = |a,|*] € pn1 = —(b+n)[l — |a,_1|*].
Novamente, usando a relagao (|1.4)), obtemos

(14 D®011(2) F 8018 (2) =(0 -+ Dss (2) + T3 (2] + 800 [Ba(2) + T By (2)]
— 0,297 (2) — @,(2) + @, D (2).
Como @ (2) = —ay_12" + -+ e 20 (2) = —a,_1nz" + - - -, segue que
a1 ®a(2) =(n 4+ 1Ty [—0n 12" + -]+ 8pn1 [Pn(2) + @1 @) 4 (2)]
+ (@0 1nz" 4 ] = @i (z) + @, P (2).

Comparando os coeficientes de 2™, obtemos §,,41, = —(n+1)@, 148, -1+ 00 _1n—1
€ Sppn—1 — Sn+1n = QpQy_1 + 1. Assim podemos escrever

1 = (b4 + 1)(1— Jan?) = B+ n)(1 = ans?) — 1
e, finalmente, (3.34) é obtida. u

Consideramos aqui a fungao peso semiclassica (2.22)), paran € Re g > —1/2,
w(f) = 7(8,n) e”""[cos*(0/2)]", 0 € [~m,7].

Essa fungao peso satisfaz a equagao do tipo Pearson ([1.16)) com varias possibilidades
de escolha para os polinémios A e B. Denotando ¢ =  + in, podemos calcular esses
polindémios:

i) Quando A tem grau 1,
A(z)=z+4+1 e B(z)=i[(c+ 1)z —¢].

ii) Quando A tem grau 2,
AR)=(z+1)(z—=7) e B(z)=i[(c+2)2* —(e—1+7r(c+1))z+rd.

De maneira analoga, usando os Teoremas e 3.4, é possivel gerar varias relagoes de
estrutura para os polindomios ortogonais monicos na circunferéncia unitaria e equagoes de
diferencgas para os coeficientes de Verblunsky. Também encontramos que os coeficientes
de Verblunsky associados e os polindomios ortogonais monicos na circunferéncia unitaria
sao
(c+c+1),

o n (C>n+1 o n
= (P EEE e = T

(c+1) oFi(—n,c+1,c+e+1;1+ 2).
nt1
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Exemplo 2
Consideramos a funcao peso semicldssica ((1.23)), ou seja,

w(g) _ 7_(u)€2|u|sin(49-|—argu)’

onde u € C e a constante 7(u) é tal que g = 1. Observe que, se u = 0, entdo w(f) =
1/(2m), é a medida de Lebesgue.

Considerando u # 0, como apresentado na Secao [2.2] ver Observagao [2.3] essa fungao
peso satisfaz a equacao do tipo Pearson (1.16) com A(z) = z e B(z2) = uz® + iz + 1.

Do Teorema [3.0], a relagdo de estrutura para os polindmios ortogonais monicos na
circunferéncia unitaria é

2@ (2) = it(1 — |ap_1]|*)Pp_1(2) + (n + ut,0_1 )P (2) + iua, ®F(2).

Usando a definicao (3.5)) para s, ,, também encontramos que s, , = —ila,@,—1 + n.
Além disso, os coeficientes de Verblunsky satisfazem

U Q] = —UQROp_1, N = 2.

Isto significa que Re(uay,a,—1) = 0. Como u # 0, encontramos
a « u\" 1
o, 0 u
Além disso, de (3.9), os coeficientes de Verblunsky também satisfazem

nop—1

Uy, + Uy, _y = n > 2. (3.35)

1— |Oén,1|2’

Comparando com , a equacao de diferengas nao linear pode ser vista como uma
extensao da equacao discreta de Painlevé dPyy.

Finalmente, a equagao de diferengas nao linear para os coeficientes de Ver-
blunsky torna-se

oy, +iuan_o(l —|ap_1]?) = (n +iut,on_1)an_1, n =2

Exemplo 3
Consideramos a fungao peso semiclassica (1.24) para u,r € C, |r| # 1, r # 0 e a

constante 7(u,r) é tal que py = 1, ou seja,

w(@) — T('LL, 7,) eZRe(u/F) arg(1—re—%0) 619 . r’721m(u/F).

Do primeiro resultado da Se¢ao e da Observacao [2.9 sabemos que essa fun¢ao peso
satisfaz a equacao do tipo Pearson com

A(z) = (2 — 1) (z _ 1) e B(z) = (2@' _ “) e [2 Re(ur) —

r T

= gl

e 1))

Portanto, de (3.1) os polindmios ortogonais monicos na circunferéncia unitaria satis-
fazem a relacao de estrutura

(z—7) (z — i) P! (2) =nPpi1(2) + 600 Pn(2) + Spn1Pn_1(2) — (1 + ifl) a, P’ (2),
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com

nr —ut r*+1

Snn—1 =

=3

(1 - |an—1|2) €S = — [n ( ) + Yo+ (n +1+ :Z> anan—ll .

Também, de (3.5

7?2+ 1 r_ rou. B 2Re(ur) .
Spp = —|N — + =7, + ((n +1)-— Z) Q1| + ——1.
T T T

T r

Comparando as duas formas de representar o coeficiente s, ,, concluimos que
Im(7y, + [(n + )T + tu]a,a,—1) = — Re(ur).
Do Teorema , a equagao de diferengas (3.9) para os coeficientes de Verblunsky

torna-se

Op_1

[(n+ 1)r = Tiloy, + [(n = DF + uilan_ = [n(|r* + 1) + 2Re(r7,)] n>2.

1~ Jan-af?’
E da equagao de diferengas (3.10) tem-se a equacao
[(n+ 1)r — @i]ay, + [(n — D)7 + uilan_o(1 — |a_1]?)

= {n(|r)* + 1) + 2Re(ur)i + [(n + )T + ui]anon_1 + 27y Yo 1, n > 2.

Exemplo 4

Consideramos a fungao peso semicléassica , isto é,
w(f) = 1(\, B,n) e " [sin*(0/2)]Mcos?(0/2)]°, 6 € [0, 2x],
onde 7(\, 5,71) é uma constante, n € R, A > —1/2 e f > —1/2, que satisfaz a equagio do
tipo Pearson com
Az)=2"—1¢e B(z)=i[A+B8+in+2) 22 +2(A = Bz + (A + B —in)],

ver Observacao [2.6
Usando o Teorema [3.1] obtemos a seguinte relagdo de estrutura para os polindmios
ortogonais monicos na circunferéncia unitaria

(22 = 1P (2) = 5 1Pr1(2) + 500 @ (2) + 1Py (2) — (d + D@, @ (2),
onde d = A\ + 3 411,
Sunt = —(@+ 1)L = [an1)) e Sun = —[(d+ 7+ Lo + 70
De , o coeficiente s, , também pode ser escrito como
Spn = Tp + (d+ 1+ 1oyt — 2(X = f).
Comparando as duas formas de representar o coeficiente s, ,,, vemos que
Re(yn + (d+n+ )@ an-1) = A — 0.

Usando o Teorema [3.4] encontramos equacoes de diferencas satisfeitas pelos coeficien-
tes de Verblunsky complexos. De (3.9) e (3.10) obtemos, respectivamente, para n > 2,

- 20 Im(y,) o
(d+n+1)an—(d+n—1)an s = — iIm () o1

1— |C¥n_1|2
(&

(d4+n+1)a, —(d+n—1Dan_o(1 — |ap_1?) = —{27+ (d+n+Da,0n1 —2(A—B) Yo, _1.
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Exemplo 5: coeficientes de Verblunsky reais

Polinémios de Jacobi na circunferéncia unitaria

Escolhendo n =0 em ou no Exemplo 4, temos
w(f) = 7(\, B)[sin(0/2)]Mcos?(0/2)]%, X\, B> —1/2, 6 ¢€[0,2n].

Essa funcao peso foi estudada em Magnus [37] considerando os polindémios de Jacobi na
circunferéncia unitaria. Os coeficientes de Verblunsky sao reais e dados por

B A + (_1)n+15
T o414+ N+ 8
Observe que os coeficientes -, dados por ((1.7) sao reais também.

Com 1 = 0, o polindmio B torna-se B(z) = i[(A+ +2) 22 +2A—B)z+ (A +5)]. A
relacdo de estrutura para os polindmios ortogonais monicos na circunferéncia unitaria é
(22 = 1)®(2) = 85 1Pn1(2) + 5,0 P (2) + nPpi1(2) — (A + B+ 1), @5 (2),

com os coeficientes
Spn—1 = _()\ + B + n)<1 - ai—l)? 5n,n = _[(A + ﬁ +n+ 1>anan71 + P)/n]

e, também, s,,,, = v, + (A + 5 +n+ Daya,—1 — 2(A — ).
Finalmente, usando o Teorema [3.7, obtemos as equagoes de diferencas nao lineares
para os coeficientes de Verblunsky:

(A+B+n+1)an—A+B+n—1)an o1 — a2 _)) = =29+ A+B+n+1)anan 1 —2(A—B)]an_1,

e
A+B8+n+Da,=A+F+n—1Da,e, n=2.

Uma equacao de diferengas semelhante a esta ultima, foi apresentada em [37].

Polindmios circulares de Jacobi

Escolhendon=0e =0 em ou no Exemplo 4, obtemos
w(f) = 7(\)[sin*(0/2)]*, com A > —1/2, 6 € [0, 27].
De , os coeficientes de Verblunsky satisfazem
n+ A A
T D S (I

a, =
E bem conhecido que os polinémios circulares de Jacobi satisfazem a relacao de estru-
tura

Qp

(z — 1)@ (2) = n®,(2) — W@n_l(z), (3.36)

ver [32] e [37]. Usando o Teorema também obtemos (3.36)). Além disso, de (3.19),

(3.20) e (3.21]) seguem, respectivamente, as relagoes de estrutura
AA+1
2(z =D (2) = =(A+n)P,(2) + nD,11(2) + ni—l—i——i—))\q);:(z)’
n(n + 2\ AA+T)
(Z — 1)2(13;(2) = (71—|—/\)q>n_1(2> - ()\ + 277/)(1)”(2) + n<I>n+1(z) + ng—l—i—))\q)"(z)
e

(22 = 1) (2) = —M@ (2) = AD,(2) + nDypq(2) + M@*(z)
s n+x " et n+1+X "7
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Polindmios de Bessel modificados

Se u = it/2 com ¢ > 0, ver Observagao[2.2] entdo sin(f+argu) = sin(6+7/2) = cos(6),

1 1 -
w((g) _ %etcos(e) e V(Z) _ get(ﬁz 1)/2‘

Neste caso, os coeficientes de Verblunsky sao reais. A func¢ao peso associada v satisfaz

dv(z) t (1 B 1) u(2),

dz — 2 22

e os polinémios ortogonais moénicos na circunferéncia unitaria satisfazem a relacao de
estrutura .

Da Observagao , a funcao peso w satisfaz a equacao do tipo Pearson com
A(z) = z e B(z) = i[(t/2)2* + z — t/2]. Do Corolario e k2_/kE =1 — |au_1]?,
obtemos a seguinte relagao de estrutura

t K2
/ — n—1 = *
2®),(2) = n®u(2) + 5 = ([®ni(2) = @@ 4 (2)] - (3.37)
Fazendo z = 0 em ([3.37)), encontramos
t K2 t K2
3 ;ilan T Kilan_g. (3.38)
Substituindo (3.38), (1.4) e ®;_ = ®* ,(2) — ap—22P,_2(z) na equagdo (3.37), temos
t ko _ thp ]
2@ (2) =nd,(2) + iﬁ—ilén,l(z) + |na,_1 + iTilan,g or_1(2)
t Ky
=nz®, 1(2) + 3 2 { P 1(2) + W2 P _5(2) — ap_22P,_2(2)]}
t Ky 2
=nz®, 1(2) + 57[z®n_2(z) — |an_2|? 2P, _o(2)]
t K2
=nz®, 1(z) + 3 2222@)”,2(2)

Assim, encontramos

t
q);l(Z) = nCI)n,l(z) + 5 ;2 q)n,Q(Z),

que é a equagao . Portanto, a equagao (3.37)) é equivalente a relagdo de estrutura .



4 Relacoes diferenciais derivadas do
problema de Riemann-Hilbert

Neste capitulo, utilizando a técnica de Riemann-Hilbert, apresentamos equacoes dife-
renciais de primeira ordem para polinémios ortogonais associados a duas fungoes peso na
circunferéncia unitaria, algumas dessas equagoes sao equivalentes a relagoes de estrutu-
ras expostas no Capitulo [3] Além disso, usando essa abordagem, encontramos equagoes
diferenciais de segunda ordem para os polindémios ortogonais e recuperamos a segunda
equacao discreta de Painlevé. Para o desenvolvimento deste capitulo foram utilizadas as
referéncias Deift [17], Martinez [42] e Cassatela-Contra e Manas [13].

E importante ressaltar que no Capitulo [1| consideramos w e v funcdes peso definidas
na circunferéncia unitdria T = {2z € C: |z| = 1} = {z = ¢, 0 < 0 < 27}. Essas func¢oes
peso estao relacionadas da seguinte forma

w(h) = @, z=¢€"Y 0elo,2n]

Lembramos da Sec¢ao [I.2] que a sequéncia de polindémios ortogonais monicos na circunfe-
réncia unitdria, {®, },>0, satisfaz

/T(IDn(z)(I)m(z)VZ_(ZZ) ds = 5125%,”. (4.1)

E os polinémios reciprocos, ®f(z) = z"®,(1/z), satisfazem

/qu);(z)y(z) dz=0,k=-1,-2...,—n.
T

iz
Além disso, na Secao também foram apresentadas as relagoes satisfeitas por esses
polinémios, ou seja, ((1.4)) e (1.5]), que sdo dadas por
D, (2) = 2P, 1(2) — @, 19, _,(2), n
P, (2) = ) _1(2) — an-12Pna1(2), n

onde ®g(z) =1 e a1 = —D,(0) s@o os coeficientes de Verblunsky. E da relagao (1.4,

sabemos que
2
n

K

2
Hn—l—l

2
=1—|o|"
Neste capitulo, por simplicidade, denotamos o polinémio ménico ®,, como

D(2) = 2"+ O L4 O 2+ O >0 (4.2)

78
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Nos capitulos anteriores utilizamos a notagao (1.6) para o polinémio monico, ou seja,
(I)n(z) ="+ ’Ynzn_l + fnzn_2 +o an —Qp-1, N = 07

observe que ®F =, Py =¢&,, P! |, =, e P = —a,1.

4.1 Analise de Riemann-Hilbert e desenvolvimentos
assintoticos

Como visto na Subsegao|1.5.2} em [42], associada a uma fungio peso v, foi apresentada
a solugao Y,, para o problema de Riemann-Hilbert na circunferéncia unitaria que satisfaz

(Y,-RH1) Y,, é holomorfa em C\T;
(Y,-RH2) Y, satisfaz a condigao de salto

s =m0 [y "] e

(Y,-RH3) Y, tem o seguinte comportamento assintotico quando z — oo

lim Y, (z) [Z O] = Iy,

200 0 2"

onde Y,, é a tnica solugao dada por

O, (2) 1/ M@ dt
Yi(z) = 2 Jr t — 2 at™
! 2 * 2 P71 (t) v(t)
Rt @ia() il [

Por simplicidade, Y,, também pode ser escrita como

®,(2) Gn(2)

Ylz) = [—bn_@:‘l_l(z) —bn_lG;_l(z)] ! (43)

o) = — /?r YD) 4y o G ()= 2 /T LoD 4y (g

T o rt—z i Tonr t—2 i

Em vimos que detY,, = 1, entdo a inversa de Y, existe e é dada em ([1.29)). Note que
Y ~! pode ser escrita como

1 —b,1GE_(2) —Gp(z
v <Z>:[bn1@:_l<z>) <I>n<z>)]' (45)

Observe que, G, e G;,_, satisfazem as seguintes relagoes.
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Proposicao 4.1. Sejam ®,, um polindmio ortogonal moénico com relagdo a uma fungao
peso v definida no circunferéncia unitaria e G,, e G;_; dados em (4.4), entao G,, e G} _,
satisfazem, respectivamente, as seguintes relagoes

Gni1(2) = Gu(2) — @G (2), (4.6)

2GH(2) =G _1(2) — ap1Gr_1(2). (4.7)

Demonstragio: Para mostrar a equagao (4.6]), usamos a relagdo de recorréncia (|1.4) e
obtemos

| /<I>n+1(t)y(t)dt_1/ (L) 1/ L)

o ratn it — 2 T 2w it — ) C"on Jratri(t — 2)
e, assim, temos
Gni1(2) = G(2) — anGy(2),

que ¢é a equacao desejada.

Para mostrar (4.7)), usamos a relagao (|1.5))
1 & (Hu(t 1 1 td, (Dt 1 1 td, (Dt
LB, L 00, L )

T T T

or Jritn(t —z) 2« itn(t — 2) T ety it (t — 2)
Agora, sabendo que

1 /cb;;(t)y(t)dt_ 1 / [t — 2+ 2] @;(t)u(t)dt

or Jritn(t—2)  2xJt t—=z it
1 [ @x(t)v(t) 1 O (t)v(t)
=— | L 2dt+ — / — = dt
27 /]1' ittt * 27 Jratrti(t — 2)
1 O (t)v(t)
o L [ BOMO
* or” Jn ittt — z)

obtemos
2G(2) = G _q(2) — a1 G (2).

]
Utilizando as propriedades de ortogonalidade, nos préoximos dois resultados apresen-
tamos o desenvolvimento assintético de G,, e G},_; quando z — 00.

Proposigao 4.2. Seja v uma fung¢ao peso definida na circunferéncia unitaria e {®,,},>0
uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos associada a v, entao podemos reescrever

¥4, dado em (4.4), como

_ 1 Tn Yo Vnt1 — Ent1
* o 1
Demonstracao:
1 o L (t)v(t)
: =— [ 2=—————2dt
n-1(2) 27T/1r it — 2)
>~ 1 1 v(t)
= — e (t)—=dt
— 2T o / 1) i

]

A
- Z1ZJ+127T/ RO 4t
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De (4.1) com grau n — 1, sabe-se

/T{tn_l—I—CIJ’f‘lt"‘Q—l—---}(bn_l(t)Vf? dt:/Tt"—lcbn_l(t)V,(t) dt = 21 . (48)

it K

Observe que usando (4.2)) e a relagdo anterior, temos

/Tt"QJnl(t)Vg) dt = —

o7

5 .
Kn—1

Seguindo deste modo, utilizando (4.1)) e as duas ultimas equacoes, obtemos

n+1®7@ :_q)nJrl/ n@i@ __(I)TL+1/ nflq) @
/Tt a2 dt i e, (B at A R IOV

1

5 .
Kp—1

= [@7T o} — o5 ]

Portanto, de forma geral, tem-se a relagao dada por

—0 & vt [ ke (2)
"o, () —Ldt=— cb”ﬂ/ kg, (2)—2dt. 4.9
/ e LA BE (4.9)

Considerando a relagdo dada por (4.9)) e lembrando que @7 = ~, e &} = &,. Entao,
obtemos

* _ 1 Tn YnYn+1 gn—i-l
n—l(z)__ 2 - 2 1 3 7 5 2_|_
2mK; 2" 2K _ 2"t 2mK;_ 2t 2mKL _ 2"
_ 1 Tn 1 —(n
= b, [ o + okl ﬁ(%ﬁnﬂ — &nr1) + Oz +3))1'

Proposicao 4.3. Seja v uma fun¢do peso definida na circunferéncia unitaria e {®,, },>0
uma sequéncia de polinomios ortogonais monicos associada a v, entao podemos reescrever

G, dado em (4.4)), como

a, 1 a, T 1
Gn(z) = + (b”YnH — ) e 4+ -

_E on+l bn+1
Demonstracao:
1 D, (t)v(t
Go(2) :7/ Mdt
27 Jritn(t — 2)

> 1 1 ; v(t)
= — —— [ D, (t dt
o 2+ 27 /T ®) it

2+l on ] '

it 22 91 1
1 1 v(t
..... 77/ @n(t)tjy,( ) dt —---
T 1t

! 1/T<1>n(t)t”(t)dt— ! 1/T<I>n(zt)1t2”(tt)ohtJr
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Observe que

/T tcpn@)”g)dt _ (4.10)

2
Ky

De fato, calculando a integral na circunferéncia unitaria da recorréncia de Szeg6 ((1.4)),

temos
Az@n(zﬁ)yi(?dt—/qrénﬂ(t)yz,(?dt+an/T<I>j‘l(t)V,(t)dt

it
:an/Tt”@n(t)V(t)dt

it
?721.
Analogamente, utilizando (|1.4 4.10 e (4.8), obtemos
/tQ dt _ O _gridn Qp,
K24 K2
Portanto, de forma geral, temos a relacao
n t
/tﬂ“@ v gy = Tosi g /t”ﬂcp oW qy. (4.11)

K2 + 1t

Usando a relagao (4.11]), obtemos

1
Gn(z) = — a,b !+

. (n
ﬁann zn+2[04nbn17n+1 an+1bn+1]+0( +3))

|
Seja Y, a solugdo do problema de Riemann-Hilbert na circunferéncia unitaria, entao
T, pode ser dada em termos da matriz Y,,, ou seja,

To(2) = Yora(2) Ll) 2] Yl(2), (4.12)

onde T, é conhecida como a matriz de Szeg6. Em [13], essa matriz é apresentada de forma,
similar.

Teorema 4.4. Seja T,, a matriz de Szegé dada por (4.12]), entdo 7}, pode ser calculada
explicitamente como

+a o

Z T OOy -—

Tn (Z) = ' bn
Oénflbn 1

Demonstragio: Como Y,, e Y, ! sdo holomorfas em C\T, entdao 7}, ¢ holomorfa em C\T.
No entanto, T,, nao tem salto em T. De fato, temos

(T4(2) = Osla) [y 2] 027000
= Yarn)_(2) é ””{Z”ﬂ [(1) 0] [é ‘”(j)/z"] V) (2)
~ We)_() |y 5] )2
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Logo, T;, é holomorfa em C e, portanto, ¢ uma funcao inteira.
Além disso, sabendo que Y, e Y, ! sdao dadas por (¢.3) e (4.5), respectivamente. De

(4.12), com z € T, obtemos

1) = Va2 |y 2|10

b, G (2) —Gn(2)

[t Gn+1<z>] e P S,

|—bn®;(2) —bGr(2)| 10 2

-bn—l[zq);—l(z)Gn—H(z) = ®,11(2)Gr_1(2)] —Pny1(2)Gal(z) + Zq)n(z)Gn—i—l(z)]
| bnbna[97,(2)G 1 (2) — 2074 (2)GL(2)] 0u[@7(2)Ga(2) — 2@0(2)Gr(2)]

Usando as Proposicoes [4.2] e [£.3], temos

K + a0 % .
T.(z) = n| +0(z77), z— o0
Oén_lbn 1

Uma extensao do Teorema de Liouville diz que se uma funcao f é inteirae f(z) = O(2")
com z — 00, entao f é um polindémio de grau menor do que ou igual a n. Assim

+a n
Z+a, -1 —
To(2) = Yo,

Oénflbn 1

[ |
O préximo resultado mostra que, da definicdo de T,,, temos as seguintes relacoes de
recorréncia para @, ¢, G, e G.

Corolario 4.5. Seja T,, a matriz de Szeg6, dada por (4.12)), entdo temos explicitamente
cada uma das relagoes

i) %H@=@+%%4@W%ﬁ;h@;ﬁ) (4.13)
i) — 0,05 (2) = 16y P (2) — bp1 P, (2) (4.14)
ﬁnz@H@:@+%%ga@yﬁgwﬁ;w) (4.15)
iv) = 0,2G%(2) = A 16nGa(2) — by 1GE_(2). (4.16)

Observe que fazendo algumas manipulagoes, as equagoes e ([4.14) sdo as relacdes
de Szegd conhecidas, isto é, as equagoes e e as relagoes (4.15) e (4.16]) sdo as
relagoes de recorréncia que obtivemos para G, e G dadas em (4.6) e , respectiva-
mente.

A seguir apresentamos um lema que serd relevante para os calculos das proximas
segoes.

Lema 4.6. Seja v uma fungao peso definida na circunferéncia unitaria e {®,},>o uma
sequéncia de polinémios ortogonais monicos associadas a v. De G, e G} _; dados em (4.4)),
temos

Ga0) =5 e G0 =
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Demonstragcao: Sabendo que

G- /jr Du(0) 1)

~or

t— 2z it"
entao
1 () v(t)
(0) 2m Jr thtl g
J - v(t)
=— [ t"®,(t)—=dt
27T/T ®) it
1 [f—x v(t)
= | ®,(t)D,(t)—2Ldt.
27r/1r (£)®a(?) it
Portanto, )
G,(0) = —.
0) =
Para G _,, tem-se
1 O () v(t)
G* — 7/ n—1 d ’
n-1(2) 2 Jr t—2z At
entao

G (0) = - /T P () V(1) 4

~or g+l 1

Utilizando ((1.5)) e as propriedades de ortogonalidade, temos
1 / [DF (1) + ap_1tPp_1 ()] v(t) 41
T

Gr1(0)

T o gt i
_ Qn—1 / (I)n—l(t) V(t) dt.
27 Jr " /)
E entao, obtemos
Gia(0) = 2.
n—1

[ |
Seja v uma fungao peso definida na circunferéncia unitaria. Definimos a matriz fun-
damental de salto constante, Z,, em termos da matriz Y,,, isto é,

Zn(2) = Yo(2)Cn(2), ze€T, (4.17)
onde
Z7?
() = | VAT 23/2 , neN. (4.18)
N TE)E

A seguir temos um resultado envolvendo as matrizes Z,, e T,, que serd muito util para
as proximas segoes.

Proposicao 4.7. Seja v uma func¢ao peso definida na circunferéncia unitaria, 7, a matriz
de Szegé e Z,, a matriz definida em (4.17)), entao temos

V2 Znir(2) = To(2)Zn(2), 2 €T, (4.19)
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Demonstragio: De (4.12)) e (4.17)),

T = Vi) | VWG

10
%) |y 2] 6o
—n/2
z
O R
= Yoi1(2) 5 (n42)/2
0
[v(2)]"/?
Por outro lado, temos
\/;Zn—i-l = \/;Yn—l—l(Z)On—i—l(z)
Z—n/Z 0
[v(z)] /2
= Yoia(2) 5 (n+2)/2
0 Il
[v(2)]*/?
Portanto, a equagao (4.19) vale. ]

Consideramos entao a matriz de estrutura, M,,, dada em termos da derivada logarit-
mica de Z,, ou seja,
My(2)=Z()Z(2), z€T. (4.20)

Estudamos as propriedades analiticas de M,, para cada problema de Riemann-Hilbert
associados as fungoes peso e , para obter equagoes diferenciais de primeira
e de segunda ordem satisfeitas pelos respectivos polindomios ortogonais. Nas proximas
secoes apresentamos os resultados desse estudo.

4.2 Caso Bessel modificado

Como apresentado na Introdugao, um exemplo bem conhecido de fungao peso definida
na circunferéncia unitaria é a fungdo peso de Bessel modificada (1.21]), dada como

1 1 - ‘
w(f) = gelcos(e) e v(z)= gel(zﬂ DR =¢? 6elo,2n],

onde [ > 0 é um parametro real. Neste caso, os coeficientes de Verblunsky sao reais e
dependem de [. Por simplicidade, consideramos aqui
v(z) =2 e T
O proximo resultado apresenta algumas propriedades satisfeitas pela matriz Z,, defi-
ninida em (4.17) relacionada a funcao peso em questao.
Teorema 4.8. Seja v(z) = €/*+27)/2 entdo a matriz fundamental de salto constante,
Z,, para cada n € N, satisfaz as seguintes propriedades

i) Z, é holomorfa em C\{T U {0}};
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ii) Z, apresenta salto constante, ou seja,
11

iii) Z, tem o seguinte comportamento assint6tico, quando z — oo,

—n/2,,—1/2 0
. z 1%
lim Z,,(2) [ 0 Zn/mn] = I>.

Demonstracao:

i) Como C,, é uma matriz de fungoes inteiras em C\{T U {0}} e Y, é uma matriz
holomorfa em C\T, entdao Z,, ¢ holomorfa em C\{T U {0}}.

ii) Para t € T, temos

t*ﬂ/? 0
—1/2
(Za)+(t) = (V)1 (1) |7 / /2
0 m
—n/2
vt W
— n)_ tn
_0 1 0 tn/2
12
[=n/2 1/2
—1/2  4n/2
= (Ya)_() |V 1
LY e
t_n/2
T G "
- n/— tn/2 01
0 172

— 20y 4]

iii) Segue do comportamento assintético da matriz Y,.

4.2.1 Matriz de estrutura

Nos proximos resultados apresentamos propriedades da matriz de estrutura satisfeita
pelos polinémios ortogonais com relagao a fungao peso de Bessel modificada.

Teorema 4.9. Seja v(z) = e/*+27)/2 entdo a matriz de estrutura M, dada em (@.20) é
uma fungdo holomorfa em C\{T U {0}} com um polo de ordem 2 em z = 0.
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Demonstragcao: Sabemos que M, é definida por
My (2) = Z,(2) 2, (2).

Entao, por defini¢ao, M, é holomorfa em C\{TU{0}}. Como Z,, tem salto constante em
TU{0} e Z, tem o mesmo salto em T U {0}, entdo M,, ndo tem salto em T U {0}. Logo,
M,, tem uma singularidade isolada em z = 0.
Observe que
My (2) = Z,,(2) 2, (2) = Y, (2)Y, ' (2) + Ya(2)CL(2)C,  (2)Y, ' (2)-

n

Multiplicando M,, por 22, isto é,
M, (2) = 22V ()Y, H(2) + 22V, (2)CL (2)CH (2) Y, (2).
Assim, obtemos

l [
Z[bn,lbgl —a? ] —557;10%71
hH(l) M, (2) = / I
2—

—Ebn,lan,l —Z[bnflbgl —aZ_)

7& 027

onde 0, é a matriz nula de ordem 2 x 2. Portanto, M,, tem uma singularidade isolada de
ordem 2 em 2z = 0. ]

Pelo resultado anterior, mostramos que M, tem um polo de ordem 2 em z = 0.
Chamando

M, = 2*M,,

temos que M, é uma funcdo holomorfa em C\{0}. O préximo teorema apresenta tal
matriz.

Teorema 4.10. Sejam v(z) = ¢!t )/2 ¢ M, a matriz definida em (4.20). Entdo M, é
dada por

l l l
) 122 + gz + E[bn_lbgl —a?_ ] —ibgl[an_l — 2]
M,y (2) = z z z (4.21)
n
—ibn,l[an,l — p_92] —122 — 57~ Z[bn,lbgl —a? ]

Demonstracao: Sabemos que

M,(2) = 22Y(2)Y, 1 (2) + 22Y,(2)C\(2)C H(2)Y, H(2).
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De 7 e , entao

P, (2) G (2) ]
b1 (P5_)(2) —baa(Gr_))(2)

oLy 0
“’2[ bnq?zb(n)l() —bn(ign)x )] 4[( ) }

—bn1Gh 1 (2) —Ga(2)
b1 P} _1(2) ®,(2)

—b,1Gr 1 (2) —Gu(?)
b1 P} _1(2) ®,(2)

) bp—1[®5,_1(2)Gh(2) — Gr_1 (2)P,(2)] —®7,(2)Gn(2) + G, (2)@n(2) ]
=z
bp_1[Gr_1(2)(®5_1)(2) = @51 (2)(GH_1) ()] bu—1[Ga(Ph_1)'(2) — @u(2)(Gry)' (2)]
D, (2) G (2) 2[1(22 —1) — 2nz] 0
%b B) () —barGia(2) 1 :
net - nei e 0 1[2712—1(7; —1)]

—bp1Gr_1(2) —Gu(?)
n ICI) ( ) cI)TL(’Z)

Calculando a multiplicagdo entre as matrizes e usando as Proposigoes [4.2) e obte-
mos o desenvolvimento assintético da Matriz M,, quando z — oo, isto é,

M, (z2) =
l n 1 1! l I _
122 + 5%~ Z(bn,lbglanan,g + 14 4v,) bt Fan? + b, tapn+1+ 2( -1+ ibn}rlan,l
b £04 z+b [n—l—£ Yan—2 + B,_1] —£z2—ﬁz—1(b by tanan o — 1 — 4v,)
n—12 n—2 n—1 2711 n—2 n—1 4 2 4 n—1Vn nttn—2 Tn

+0(z™"), z—o00. (4.22)

Uma extensao do Teorema de Liouville diz que se uma fungao f é inteirae f(z) = O(2")
com z — 00, entdo f é um polindmio de grau menor do que ou igual a n. Portanto, como
M, é inteira e é dada por (4.22)), pelo Teorema de Liouville temos

]\Z/n(z) =

l 1 l l l
122 + gz — Z(bn_lbglanan_g + 14 4v,) b;lianz +b,tapn+1+ 5(7,1 -]+ ib;j—lan—l

l l _
bn—lian—ZZ + bn—l[n —-1- 5'771)0‘71—2 + anl] 712 - 52 - Z(bn—lbrzlanan—Q —1- 4"Yn)
(4.23)

Observe que M, em ([@.23) é uma funcdo polinomial de grau 2, ou seja, podemos
reescrevé-la como ) ) ) )
M, (2) = [22* + Fiz + Fy,
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onde Iy, Fi, e Fy sao constantes e

lim M, (z) = Fy.

z—0

Logo, usando o Lema [£.6] encontramos

l l
Z[bnflbﬁl - Oé?zfl] _ibﬁl@n—l
Fo= ! l

_§bn—1an—1 _Z[bn—lb_l - 05271]

Além disso, de (4.23), temos

AR
F =
LIS _n
92 n—14n—-2 9
e
[
-0
FQ - 4 l
0 —-—
4
Portanto, quando z — 0, a matriz M, torna-se
l l l
“e2glay —[bn_1byt — a2 ] ——b a1 — anz?]
~ |4 2 4 2
Ma(2) = z z z
n
—ibn_l[ozn_l — Q97| —1z2 —5E Z[bn—lbﬁl —a? ]

4.2.2 Formula de curvatura nula

Aqui apresentamos duas equagoes fundamentais associadas aos polindmios de Bessel
modificados. O préximo resultado apresenta a primeira equagao fundamental, também
conhecida como férmula de curvatura nula. A féormula de curvatura nula é uma ferra-

menta importante para encontrarmos equagoes de diferencas nao lineares satisfeitas pelos
coeficientes de Verblunsky.

Proposi¢ao 4.11. Sejam v(z) = e!*t1/2)/2 ¢ M, a matriz definida em (£.21)), entéo a
formula de curvatura nula relacionada a esta funcao peso é dada por

2T 4 T, M, — %Tn — M1 T, = 0s. (4.24)

Demonstracao: Pela Proposicao temos /272,11 = T, Z,, entao calculando a derivada
em z de ambos os lados da equacao

(\/z)/Zn-i-l + \/EZ;@—H = TrILZn + TnZ;r
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Multiplicando 22, temos

2
Zn+1

z
2 V2

Como 22Z! = M, Z,, entdo

+ 222 = 2T 2, + 2T, 20,

1 B -
523/2Zn+1 +VeMy1 Zgs = 22T, 2, + T, My Z,.

Usando novamente /27,1 = T,,Z,, obtemos
z

5 TnZn + M, \TyZy = 2T, Z, + Ty My Z,,.

Logo,
{zzT,; + T, M, — ng - MnHTn}Zn = 0,.
Portanto, como Z,, é invertivel, a férmula de curvatura nula é
2T+ T, M, — ng — M1 T, = 0,.
]

Corolario 4.12. Sejam T, e M, dadas por {#.12) e (£.21)), respectivamente, entdo pela
férmula de curvatura nula (4.24]), temos a equagao

2n a,-1(1)
D)+ () = =2 Q1) s o 4.2
anll) + ancafd) == F 20 (1.25)

com [ parametro real.

Como ja mencionado no Capitulo |1} a equacao corresponde a equacao discreta
de Painlevé (dPyp) (1.27).

A proposicao a seguir apresenta a segunda equacao fundamental. Esta equagao, tam-
bém chamada de segunda féormula de curvatura nula, é importante para a determinacao
explicita do residuo em 0 das equagoes diferenciais de segunda ordem.

Proposicao 4.13. Nas mesmas condi¢oes da Proposicao [£.11] temos a segunda equagao
fundamental dada por

Mnﬂ{z?Tg _ ng} n {ZZT; — ;Tn}Mn = M2,,T, — T, M2
Demonstragio: De (4.24]), temos
2 ~ z ~ _
ST, + TuM, = ST = Myt T, = 0a,
isto é,

2T — ng = My 1T, — T, M,.
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Multiplicando a tltima equacao por ]\7[n+1 no lado esquerdo
My 22T — ]\anHng = M2,,T, — M, 1T, M, (4.26)
e multiplicando por M,, no lado direito, obtemos

2T N, — ManTnMn = M2, T, M, — M, T, M2 (4.27)

n

Somando (4.26)) e (4.27)), temos a segunda equagao fundamental

n

MW{ZQT; - ;Tn} + {zQT,; - ;Tn}Mn = M2,\T, — T, M2

4.2.3 Equagoes diferenciais de primeira e de segunda ordem

Nesta subsecao apresentamos as equagoes diferenciais de primeira e de segunda ordem
satisfeitas pelos polindmios com relagdo a fungao peso (1.21)).

Equacao diferencial de primeira ordem

No resultado abaixo apresentamos o operador diferencial de primeira ordem para Y,,.

Proposigao 4.14. Sejam v a fungao peso (|1.21)) e a matriz de estrutura, M,,, associada
a esta funcao peso, entao o operador diferencial de primeira ordem ¢é dado por

22V = MY, — 2*Y,C/C L. (4.28)
Demonstracao: Sabemos que M, é definida por

M, =27 7",
onde 7, =Y,C,. Logo, temos
M, =[Y!C, + Y, C!|C Y,

=YV ' +Y,C.ClY

Multiplicando 2%Y,, em ambos os lados da equacao e sabendo que 22M,, = M,,, entao
M,Y, = 2*Y! + 22Y,C' C L.
E, assim, obtemos o operador diferencial de primeira ordem
2! = MY, — 2*Y,C' C L.

[ |
Assim, utilizando o operador diferencial (4.28]), encontramos equagoes diferenciais de
. . * *
primeira ordem para ®,, G, ! _, e G _;.
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Corolario 4.15. Nas condigoes da Proposigao [£.14] encontramos as seguintes equagoes

diferenciais de primeira ordem para ®,,, G, ®;_; e G},_,, respectivamente, isto é,

l

i) 220 (2) = {nz + L ai_l}@n(z) + §bn_1b;1[ozn_1 — a2 P (2), (4.29)

L
2 2
. 2 1 l 2 l 2 l -1 *
ii) 2°Gl(2) = 2%~ 5% Gn(z) + §bn_1b" [an—1 — anz]G_4(2),
[

) L, 1 )
) 7105 (2) = glans — an-ail® () + { - 322 g2y 05,0

. o I )
iv) 22[G: ] (2) = 5[04”,1 — ap22]Gr(2) + { —nz — 2 + 204721_1}Gn_1(z).

A equagao (4.29)) é equivalente a relagao de estrutura (3.37) apresentada no Capitulo
Bl
Equacao diferencial de segunda ordem

Apresentamos abaixo o operador diferencial de segunda ordem para Y.

Proposigio 4.16. Seja v a funcio de Bessel modificada (1.21)) e M, a matriz dada por
(4.21)). O operador diferencial de segunda ordem é

- M?
2Y! 12V [22CICol 4+ 2 L] + Y, [22CN O 4220000 = [M{l + 2”] Y,,. (4.30)
z
Demonstragio:  Temos 227! = M,Z,, entdo derivando a equacdo com relacdo a z,

obtemos
2:7! + 27! = M Z,, + M, Z..

Usando 227! = M,Z,, entdo

220 =M\ Z, + M, M”f” P

22

Assim, colocando Z,, em evidéncia, temos

-, M? M,
27! = {M; + - 2}Zn.
z z

Multiplicando a equagao por Z, !, encontramos

(4.31)

PR/ {M,; + Mf — QM”}.
z z

Por outro lado, temos Z,, = Y,,C,,, assim
ZIl'=Y/"C,+2Y!Cl +Y,C/.

Logo,
2707 = 2YY 2y 2O COY T 4 Y, 220N Y
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Multiplicando Y,, na ultima equagao, obtemos
277N, = 22Y) 4220 O + Y, 22O
E entao, usando (4.31)), segue

_ M2 2M,
2Y!" 4220 C + Y, 220N = lM; + = - ]Yn.
z z
Note que

M,
2—"Y, = 22Y) + 22Y,ClC
z

Portanto, o operador diferencial de segunda ordem é dado por
. M2
2V 42V [2CLC + 2 L) + Y, [22CLC ! 4+ 2200C 1 = [M,’L + 2"] Y.
z

n
Como consequéncia da Proposigao [4.16] utilizando o operador diferencial (4.30) e a

Proposicao .13} obtemos as equacoes diferenciais de segunda ordem para @, G,, ®;_;
e Gr_,.

Corolario 4.17. Nas condigoes da Proposicao 4.16] temos equacoes diferenciais de se-

gunda ordem para ®,,, G,, ®_, e G} _,, respectivamente, isto é,

l l l 12
i) 2207(2) + [zzz +(2—-n)z— 2] Pl (2) + [— ST —n

- = s — 02 00(2) = 51 - a2 el (),

2 2
i) 2°GV(2) + [—l;+(n+2)z+ é] Gl (z) — llerl;—i— L

4
12 2 2 _ l 2 *
#1002 s 2 ][ Gue) = (1 - 02 )G (o)
O A % " 12? [ N ’ n [?
i) 22[@_,]"(2) + [2 +(2-n)z— 21 (@ ](z) — [1(2 ~1)z+ 1

2
[
#1002 s 2] 80 = et (o),

W) G+ o e ns g 616 - e+

2 l

#1002 v - a2 1] 611(2) = ~fan-oGul),

4.3 Caso Jacobi modificado

Para este segundo exemplo, consideramos a fungao peso semiclassica ((1.25)), estudada
em [50],

w(f) = 7(b)e " [sin*(0/2)]*, 0 € [0,27],
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onden€e€R, A>—1/2,b=\+ine

B enn2b+5|r(b+ 1)‘2
2T (b4+b+1)

Como z = €, podemos reescrevé-la como

v(z) = 7(b)

= ﬁ(—z)_b(l — )t e T.

Por simplicidade, consideramos aqui a funcao peso sem a constante, isto é,
v(z) = (—2) (1 = 2)"*, 2 eT.

O préximo resultado apresenta algumas propriedades satisfeitas pela matriz Z,, rela-
cionada a fungao peso em questao.

Teorema 4.18. Seja v(z) = (—z) (1 — 2)"*? definida na circunferéncia unitéria, entdo
a matriz fundamental de salto constante, Z,, para cada n € N, satisfaz as seguintes
propriedades

i) Z, é holomorfa em C\{T U {0, 1}};
ii) Z, apresenta salto constante, ou seja,

@) =)0y o] reT

iii) Z, tem o seguinte comportamento assintético, quando z — oo,

fn/2yfl/2 0
0 on/2,1/2 = I

lim Z,(z) lz

Z—r00

Demonstracao:

i) Como C,, é uma matriz de fun¢oes inteiras em C\{T U {0,1}} e Y,, é uma matriz
holomorfa em C\T, entao Z,, ¢ holomorfa em C\{T U {0, 1}}.

ii) Andlogo ao que foi feito na demonstragao do caso ii) do Teorema

iii) Segue do comportamento assintético da matriz Y,.

4.3.1 Matriz de estrutura

Assim como no caso anterior, o préximo resultado apresenta propriedades satisfeitas
pela matriz de estrutura dos polinémios ortogonais com rela¢ao a fungao peso em questao.

Teorema 4.19. Seja v(z) = (—z) (1 — 2)"*?, entdo a matriz de estrutura M, ¢ uma
fungao holomorfa em C\{T U {0, 1}} com dois polos simples em z =0 e em z = 1.
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Demonstragio: Por (4.17)), sabemos que M,, é definida por
My(2) = Z,(2)Z, ' (2).

Entao, por defini¢do, M, é holomorfa em C\{T U {0,1}}. Como Z, e Z/ tem o mesmo
salto constante em T U {0, 1}, entdo M, nao tem salto em T U {0,1}. Logo, M, tem
singularidades em z = 0 e z = 1. Multiplicando M,, por z(1 — z) e lembrando que Z, é

dada por (4.17)), entdao obtemos

2(1—2)M, = z(1 = )YV, '+ 2(1 = 2)Y,,C’C Y, 1.

Note que
L= 2 -1(7, -
—§(b+n)(2|an_1| -1) b, (b +n)a,_1
lim z(1 — 2) M, (2) = # 0,
z—0 — 1 - 9
—bp—1(b+n)a, §(b+n)(2|an_1| —1)
e

—‘Oén,1’2(5+n) —27] —br_Ll (E—l—n) Q1
lirr% 2(1—=2)M,(z) = 3 - # 0.
= —b,_1 (b + n) A1 o ? (b + n) +in

Portanto, M,, tem dois polos simples em z =0 e em z = 1. [ ]

Pelo resultado anterior, mostramos que M, tem dois polos simples em z = 0 e em
z = 1. Denotando

M, = z(1 — 2)M,,

temos entdo que M, é uma funcio holomorfa em C\{0,1}. O préximo teorema apresenta
tal matriz.

Teorema 4.20. Sejam v(z) = (—2)72(1 — 2)P*? ¢ M,, a matriz definida em (%.20). Entdo
M,, é dada por

My(z) =

_; (b—l—n)z—l—(g—l—n)(Z‘an_l]Q - 1)] —b, (b + n)@n—
B ) B (4.32)
—bp_1(b+n)a,_1 2[(b+n)z+ (b+n)<2|an_1|2 — 1)]

Demonstragcio: Sabemos que

2(1—=2)M, = z(1 = 2)Y)Y '+ 2(1 — 2)Y,,C’C~ Y, L.
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De (4.3), e (4.18), entao
@, (2) G (2) ]
b1 (®5,1)'(2) —bna(GF1)'(2)

1 [(b—n)z+(b+n)]

—bn1Gh 1 (2) —Ga(2)

M, (z) = 2(1 - 2) P _1(2)  Du(z)

) B0 (2) Gu2) 1173l aa-w)
+ (1 Z)[ b1 _(2) —ban;;_l(z)] 0 1{(b—n)z+(b+n)]
2 2(1—2)
bn 1G 1() —Gn(2)
1- 2 [ bn-1[®,_1(2)G1,(2) — Gr,_1(2) @7, (2)] =7, (2)Gn(z) + G}, (2)Pn(z) ]
by 1[G 1 (2)(@51) (2) = @51 (2)(Gho1) (2)] bua[Gr(@5_1) (2) — @u(2)(Groy) ()]
1 _
[ ®,(2) Gn(2) —5[b=n)z+ (b +n)] 0
_|_
“bu1®51(2) —bama Gy () Lo )
1%n—1 1 1 0 2[(1) n)z + (b+n)]

—by1Gh_1(2) —Gh(2)
bnfl(b:;—l <Z> (I)n(Z)

Calculando a multiplica¢do entre as matrizes e usando as Proposi¢oes[d.2] e [4.3 obtemos
o desenvolvimento assintotico da matriz M,, quando z — oo, isto é,

(N P ) R (R i S
M,(z) = 1 B +0(z7), z— oo
—(b+n—1)b,_10,_2 5[(6 +n)z+ (b—n)] —

(4.33)

Assim como feito no exemplo anterior, pelo Teorema de Liouville, como M,, é inteira é

dada por (4.33)), entao

(N ) R (RS e 3
M,(z) = ) B . (4.34)
—(b+n—1)b, 1042 5[(b+n)z+ (b—n)] — v,

Note que, Mn(z) — [z + F,, onde F) e Fy sdo constantes e

lim z(1 — 2)M,, = Fq.

z—0

Logo, usando o Lema [£.6] encontramos

1 —
i —§(b+n)[2|an_1|2 -1  =b'(b+n)a,
Fy, = ] .
—bp_1(b+n)ay,_; 5(6+n)[2|ozn_1|"’ —1]
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Além disso, de M, em (@.34), temos

1
= ] .
Portanto, quando z — 0, M, torna-se
M, (z) =
1 - -
(SRR AR T B+ )
_ 1 _ )
—bp—1(b+n)a,—1 5 (b+n)z+ (b+n)(2|an_1| - 1)

Observacao 4.21. Note que, comparando os elementos [1,2] (primeira linha e segunda
coluna) da matriz (4.32)) e da matriz (4.34)), temos

b+n
b+n+1

que é equivalente a férmula para os coeficientes de Verblunsky dada por (3.13)) apresentada
em [50].

ap = Qp—1,

4.3.2 Formula de curvatura nula

A seguir apresentamos a férmula de curvatura nula associada a este caso.
Proposic¢io 4.22. Sejam a funciio peso v(z) = (—2) (1 — 2)"*? e a matriz {Z.32). A
formula de curvatura nula é dada por

- 1 — -
2(1 = )T + T, M, — TzTn — M1 T, = 0,. (4.35)

Demonstracao: Pela Proposicao temos /2Z,y1 = T, Z,. Derivando a equagdo com
relagao a z, temos

Il R, = T2+ T,

N

Como z(1 — 2)Z!, = M,Z,, entdo

a—zy§73+41—@¢‘ =201 = 2T Z, + 2(1 = 2)T, 2.

E novamente, utilizando /27,1 = T,,Z, e colocando Z,, em evidéncia, obtemos

1— ~ ~
<2”n+MMn—mf@ﬂ—nMMQ:w

Como Z, ¢ invertivel, entao

1— . .
(2@n+mwn—m—@ﬂ—nm—%.

u
Como consequéncia da férmula de curvatura nula (4.35]) temos o seguinte resultado.



Caso Jacobi modificado 98

Corolario 4.23. Sob as condi¢oes da Proposicao [4.22] obtemos as equagoes

Ynt1 = Yn + Qp_1Cn, (4.36)
(b4+n+2an =[n+b+1—(b+ n)ozn_lozn]l_OT;éP,
_ Oy
(1 +an) = 0+ n)(Jon 1 * = [an]?). (4.37)

A equacao é consequéncia da equagao ((1.7) apresentada no Capitulo (1| e a
equacao ¢é exatamente a equagao apresentada no Capitulo .

A proposicao a seguir apresenta a segunda formula de curvatura nula que é importante
para a determinacao explicita dos residuos em 0 e em 1 das equacgoes diferenciais de
segunda ordem.

Proposicao 4.24. Nas mesmas condigdes da Proposicao [£.22] temos a equagao dada por

. 1— 1— . . .
MnH{ (1— 21 - . Z)Tn} + {z(l ¢ > Z)Tn}Mn = N2\ T, — T, M2

Demonstragio: De (4.35]), temos

11—z

2

2(1—2)T, + T, M, — T, — My 1T, = 0y,

isto é,

1 — . .
21— )T — TzTn = M1 Ty — Ty M,

Multiplicando a tltima equacao por ]\7[n+1 no lado esquerdo, temos

. .1 . . .
Myyir2(1 — 2)T! — MnHTZTn = M2, T, — M1 T, M, (4.38)

n

e multiplicando por M,, no lado direito, obtemos

11—z

2(1 — 2)T. M, — T, M, = M, T,,M, — T, M?. (4.39)

Somando (4.38]) e (4.39), temos a segunda equagao fundamental

~ 1— 1— ~ ~ ~
MnH{ (1—2)T, - QZTn} + {z(l — )T, - — ZTn}Mn = M2\ T, — T, M?.

4.3.3 Equagoes diferenciais de primeira e de segunda ordem

Nesta subsecao apresentamos as equagoes diferenciais de primeira e de segunda ordem
satisfeitas pelos polindmios ortogonais com rela¢ao a fungao peso ([1.25)).
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Equacao diferencial de primeira ordem
No resultado abaixo apresentamos o operador diferencial de primeira ordem para Y,.

Proposicao 4.25. Sejam v a fungio peso ((1.25) e a matriz de estrutura, M, associada
a esta funcao peso, entao o operador diferencial de primeira ordem é dado por

2(1—2)Y! = M,Y, — 2(1 - 2)Y,C’.C*. (4.40)
Demonstragcio: Como definimos
M, =27 71",

onde Z, =Y, C,. Logo,
M, =[Y!C,+ Y, C|C 'Y,
=YY, '+ Y, C.ClY
Multiplicando z(1 — 2)Y,, em ambos os lados da equagao, encontramos
MY, = 2(1 = 2)Y 4+ 2(1 — 2)Y,C'.C; .
E assim obtemos o operador diferencial de primeira ordem
2(1 = 2)Y! = MY, — 2(1 — 2)Y,C'.C; .

[
Assim, utilizando o operador diferencial (4.40]), encontramos equagoes diferenciais de
. . * *
primeira ordem para ®,,, G,,, ®;_, e G, _;.

Corolario 4.26. Nas condi¢oes da Proposicao [4.25] temos as seguintes equagoes diferen-
ciais de primeira ordem para ®,,, G, ®;_; e G} _,, respectivamente, isto é,

) 2(1—2)®(2) = [-nz + (b +n)(1 = Jap-1 )@ (2) + (0 +n)(1 = |1 [ )a,-1®;, 4 (2),
(4.41)

i) 2(1-2)G(2) = [<bz = (0 +n)|an]Ga(2) + (0 +n)(1 = |an—1[)@n-1Gy_1(2),
iii) 2(1—2)[®_,(2)]'(2) = [bz+ (b + n)|an_1]]P:_1(2) + (b+ n)a,_1P,(2),
iv) 2(1-2)[G 1 (2)]'(2) = [nz = 0+ n)(1 = | )Gr_1(2) + (b + n)an1Ga(2).
A equagio (4.41) é equivalente a relagio de estrutura (3.18)), ou seja,
(2 = D (2) = =0+ n)[L = ||| Pu1(2) + nPp(2),

apresentada no Capitulo [3]

Equacao diferencial de segunda ordem
Novamente encontramos primeiro o operador diferencial de segunda ordem para Y.

Proposigao 4.27. Sejam v a fungdo peso ((1.25) e a matriz de estrutura, M, associada
a esta funcao peso, entao o operador diferencial de segunda ordem é dado por

2(1=2)Y) +Y![22(1 — 2)C.CH + (1 —22) ) + Y [2(1 — 2)CICt + (1 —22)CC Y

5 T2

4 ZO_Z)] Y, (4.42)
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Demonstragio:  Temos z(1 — 2)Z' = M,Z,, entdo calculando a derivada com relacio a
z, temos

(1-22)7 +2(1—2)2" =M Z, + M, 7.

Sabendo que z(1 — 2)Z/, = M,Z, e isolando Z,, entdo

. M? M,
2(1—2)2" = {M,’l 4+ (1- 22)}Zn.

2(1—2) 2(1—z)
Portanto,
"r7—1 __ Vi Mg Mn
2(1—2)2"7 " = {Mn + -2 (1-— 22)2(1_2)} (4.43)

Por outro lado, temos Z,, = Y,,C,,, assim
Zl'=Y'C,+2Y,.Cl +Y,C..
E entao, obtemos
(1 =222 = 2(1 = 2)YY, P+ 2V 2(1 — 2)CLCoY 4 YVaz(1 — 2)ClC Y
Multiplicando Y,, na ultima equagao, tem-se
2(1=2)2' 7Y, = 2(1 — 2)Y) +2Y/2(1 — 2)C/ O  + Y,2(1 — 2)CICE. (4.44)
Multiplicando Y, na equagao e igualando com a equagao , temos

- M? M,
1—2)Y/4+2Y/ 2(1—-2)C" C +Y, z(1—-2)C"C = | M/ +——— —(1—22)———— Y.
Note que, R
M,
— Y, =Y +Y,CC
2(1—2)

Entao, o operador diferencial de segunda ordem é

2(1=2)Y) +Y/[22(1 — 2)C.CH + (1 — 22) o) + Yy [2(1 — 2)CVCt + (1 —22)CC Y

. M2
=M + —_1Y,.
[ nt 2(1 —z)]

Finalmente, como consequéncia da Proposicao [4.27], utilizando o operador diferencial
(4.42) e a Proposicao 4.24, obtemos as equagoes diferenciais de segunda ordem para ®,,
Gn7 q):;fl € G;klfl‘

Corolario 4.28. Nas mesmas condigdes da Proposi¢ao [£.27] temos as seguintes equagoes

*

diferenciais de segunda ordem para ®,,, G,,, ®_, e G}_,, respectivamente, isto é,

i) 2z1-=2)0")+[(n—b—2)z+ (1 —n—0)]P (2) +n(l +b)®,(z) =0,
i) 21—=2)Gl(z)+[(b—n—2)z+ (1+n+D)]|G(2) + b1 +n)G,(z) =0,
iii) 2(1—2)[®, ()" +[(n—b=2)z+ (1 —n=Db)[T; ](2) + b(n - 1)@} _,(2) =0,

iv) 2(1-2)[G:_ ()] +[(b—n—2)z+ (1 +n+Db)][G:_J(2) +nb-1)G:_(z) =0.



5 Consideracoes finais

Neste capitulo apresentamos os principais resultados deste trabalho e as perspectivas
futuras que visam a continuidade desta investigacao.

5.1 Resultados principais

O principal objetivo desta tese foi o estudo de fun¢oes peso semiclassicas definidas na
circunferéncia unitaria que satisfazem uma equacao do tipo Pearson, ou seja,

d
do
onde A(z) = as2® + a1z + ag e B(z) = by2® + b1z + by, com ay, ay, ag, by, by, by € C.

Este trabalho foi dividido em trés grandes tépicos: a determinacao de fungdes peso
semiclassicas que satisfazem uma equacgao do tipo Pearson com determinadas condigoes,
equagoes de diferencas satisfeitas pelos coeficientes de Verblusnky e equagoes diferenciais
de primeira e de segunda ordem satisfeitas por alguns polinémios ortogonais na circunfe-
réncia unitarias através de uma analise envolvendo o Problema de Riemann-Hilbert. Estes
tépicos sdo encontrados nos Capitulos [2] [3 e [] respectivamente. Os principais resultados
destes capitulos podem ser sintetizados por

[A(e")w(0)] = B(e®)w(6), 0€0,2r], ==e”, (5.1)

« uma nova func¢do peso foi apresentada no Capitulo [2| tal fun¢do peso generaliza
varias outras fungoes peso conhecidas. Essa funcao peso é dada por

w(f) = e "[sin?(0/2)Mcos?(0/2)]°, 0 €[0,27] e n,\,BER.

 no Capitulo 3| apresentamos a relagao de estrutura ((3.1)) satisfeita pelos polindmios
ortogonais na circunferéncia unitaria, ou seja,

A(2)®),(2) = nas®pi1(2) + 6,0 Pn(2) + 8pn-1Pno1(2) + £,P5(2), n > 2,
onde os coeficientes t,, §,,-1 € S, sa0 dados em (3.2), (3.3) e (3.4), respectiva-

mente. E como aplicacdo, também mostramos que os coeficientes de Verblusnky
complexos satisfazem as equacoes de diferencas nao lineares (3.9)) e (3.10)), isto é,
Op—1

[(n — 1)62 +ZBQ]O(»,L + [(n — 1)60 — Z.Bo]a/n_g = —(n&l — 7,@0 —inag)m, n 2 2
- |[®n-1
e
[(n— 1)a, + ibg]l_r;zl_lp +[(n — 1)@y — ibo)an_s
- - Olp—
= —{[Zb() — (7’L + 1)50]0471_1@” — Zbl + (7’L + 1)61 — 2’7na0}1|a1|27 n 2 2,
- n—1

onde 7, é dado em ((1.7)).
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+ no Capitulo[d foram apresentadas relagoes diferenciais para os polindémios ortogonais
na circunferéncia unitaria associados as fungoes peso e , este estudo foi
realizado utilizando o problema de Riemann-Hilbert, esta abordagem tem muitas
vantagens, uma delas é de determinar estes operadores sem recorrer a ortogonali-
dade, pois ela esta implicita no método. Considerando a func¢ao peso eY, a
unica solucao do problema de Riemann-Hilbert na circunferéncia unitaria, temos os
seguintes operadores diferenciais de primeira e de segunda ordem, respectivamente,

2(1=2)Y! = MY, — 2(1 - 2)Y,C'.C;*

2(1 = 2)Y) +Y![22(1 — 2)C.C1 + (1 —22) ) + Yo [2(1 — 2)ClC;?

2

o I ~—171 i Mn
+(1—=22)CC ' = an+Z(1_Z) Y,

onde C,, e M, sdo dadas em e , associadas a esta funcao peso. Como con-
sequéncia direta destes operadores, sejam {G,, },>0 fungdes introduzidas por Deift,
Its e Krasowsky em [I8], dadas por (4.4), entdo a equacdo diferencial de primeira
ordem satisfeita por estas func¢oes é dada por

2(1 = 2)G(2) = =[bz + (b + n)|an-1[]Gu(2) + (0 + 1) (1 = |an1[*)an-1G; 4 (2)
e a equagao diferencial de segunda ordem
2(1=2)Gr(z)+ [(b—n—=2)z+ (1 +n+Db)]G,(2) + b(1 + n)G,(z) = 0.

Além disso, sdo apresentadas, no Capitulo [ equagoes diferenciais de primeira e de
segunda ordem para ®,,, & _, e G _;.

5.2 Trabalhos futuros

Nesta secao sao apresentadas diregdes para dar continuidade ao trabalho.

Relacao de estrutura e equacoes de diferencas

Como trabalho futuro pretendemos estender os resultados apresentados nos Capitulos
e 3, ou seja, investigar fungdes peso semicldssicas na circunferéncia unitéria que satisfa-
zem uma equagao do tipo Pearson em que os polinémios A e B em (|5.1)) sdo polindémios
de grau maior que ou igual a 3. Quando A e B sdo polindmios de grau 3, a relagdo de es-
trutura satisfeita pelos polindmios ortogonais monicos tera seis termos. Como aplicagao,
¢é esperado encontrar equacoes de diferencas satisfeitas pelos coeficientes de Verblunsky
e, se possivel, relacionar com as equagoes de Painlevé. Desta forma, temos os seguintes
problemas em aberto.

o Determinar as fungdes peso semicldssicas na circunferéncia unitaria que satisfazem
a equacao do tipo Pearson (5.1) com A e B polindmios de grau maior que ou igual
a 3.
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o Encontrar relagoes de estrutura para polindomios ortogonais monicos associados a
essas fungoes peso. Acreditamos que, quando os polindémios A e B em tiverem
grau exatamente 3 e forem denotados por A(z) = azz® + az2% + a1z + ag e B(z) =
b3z + byz? + bz + by, a relacao de estrutura terd a seguinte forma.

A(Z)@;(Z) = na3q>n+2(z) +5n,n+1q)n+1(z) + sn,nq)n(z) + 5n,n71q)nfl(z)
P2l (2) + 4,,P5(2), n >3,

com

Pon = (ibs + 2a3)a,,

tan = (ibs + a3)@pi1(1 — |an]?) + (iby + az + azVni1)n,
Spn1 = (ibg +nao)(1 — |an_1]%),

Spn = b1+ (n+ 1)ay — ag¥n — (ibo + (n + 1)ag) n @1,

Spnp1 = Nag + ag[(n — 1)y, — nynge] + (1bs + 2a3) 00,1

» Encontrar as equagoes de diferengas satisfeitas pelos coeficientes de Verblunsky.

Problema de Riemann-Hilbert na circunferéncia unitaria

Um outro trabalho futuro que pretendemos realizar é continuar desenvolvendo a ana-
lise feita no Capitulo [4] para outras fungdes peso na circunferéncia unitaria, em especial,
para a nova fungao peso encontrada no Capitulo 2] Utilizando o método de Riemann-
Hilbert, pretendemos encontrar equagoes diferenciais de primeira e de segunda ordem
para os polindmios ortogonais relativamente a essa funcao peso. Ademais, também pre-
tendemos estender os resultados apresentados no Capitulo [4] a ortogonalidade matricial
na circunferéncia unitaria, na literatura existem poucos exemplos deste caso. Em sintese,
temos os seguintes problemas em aberto.

o Encontrar operadores diferenciais de primeira e de segunda ordem associados a

funcao peso ([2.21)), isto é,
w(B) = e[sin*(0/2)]Ncos®(6/2))%, 6 €[0,27] e 1, ), 5 €R.

« Estender os resultados estudados no Capitulo [4] a ortogonalidade matricial na cir-
cunferéncia unitaria.
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