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Ficar, deixar...

como Vir a ser, quica.
Onde for que ha de ir
o que fica é o inicio
do que vir.

E assim, o que surge
em torno a ti

te espera reagir...

e ver... viver



Resumo

Neste trabalho, descrevemos construcgoes ciclicas de reticulados algébricos Z"-rotacionados de
dimensao impar. Essas construgoes sao obtidas através da imersao no R”, via o homomorfismo
canonico, de determinados Z-modulos livres de posto finito contidos em subcorpos de extensoes
ciclotomicas do tipo Q(¢,), Q(¢2), Q((pq) € Q((py2), com p e g primos impares. Caracterizamos

os reticulados obtidos e apresentamos propriedades e aplicagoes na Teoria da Informacao.

Palavras-Chave: Extensoes ciclicas, ramificacao de ideais, reticulados algébricos, anéis de

grupo, reticulados Z"-rotacionados.



Abstract

In this work we describe cyclic constructions of rotated algebraic Z"-lattices of odd dimension.
These constructions are obtained by immersion in R™ via the canonical homomorphism, of
certain Z-free modules of finite rank contained in subfield cyclotomic extensions of type Q((,),
Q(&2), Q(Gpg) € Q(Cpg2), with p and g odd prime. Featuring the obtained lattices and presenting

properties and applications in Information Theory.

Keywords: Cyclic extension, ideal ramification, algebraic lattices, group rings, rotated Z"-

lattices.
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Introducao

O recente surgimento de novos canais de comunicacao na Teoria da Informagcao influencia
diretamente na importancia de determinados reticulados. Em particular, ha interesse pelo
reticulado Z™ devido a aplicabilidade no canal Rayleigh Fading e, por esta razao, ha uma busca
por diferentes formas de obtencao de reticulados isomorfos a Z", chamados Z™-reticulados.
Neste trabalho, apresentamos a descricao de algumas familias de Z"-reticulados através da
Teoria Algébrica dos Numeros, utilizando determinados Z-moédulos de extensoes ciclicas de
grau impar (por vezes primo fmpar).

Originalmente, as estruturas que utilizamos provéem de construgoes algébricas desenvolvi-
das em décadas passadas. No ano de 1984, P. E. Conner e R. Perlis indagaram, em [10], sobre a
existéncia de uma base, para um determinado ideal fraciondrio do anel de inteiros de um corpo
de nuimeros, que faria a matriz da forma traco coincidir com a identidade. Quatro anos depois
B. Erez exibiu tal base, em [20], para o caso particular em que o corpo de ntmeros é ciclico de
grau primo fmpar, onde fez o estudo da forma traco, dividindo em alguns casos de ramificacao.
Entretanto, Erez utilizou-se de bases fornecidas pelas construgoes feitas em [21], por S. Ullom
no final dos anos sessenta.

Estas bases geram estruturas algébricas, chamadas Z-médulos, que podem ser imersas
no R” fornecendo reticulados algébricos. Além disso, como veremos na Sec¢ao (4.2), o fato da
matriz da forma traco associada coincidir com a matriz identidade faz com que esses reticulados
sejam isomorfos a Z". Esse é o foco de nosso estudo nesse texto. Fazemos a obtencao de Z"-
reticulados tomando como referéncia as construgoes desenvolvidas em [18] e [19], e utilizando
as estruturas algébricas fornecidas por [20]. Organizamos o texto da seguinte maneira:

No Capitulo (1), percorremos os elementos fundamentais da Teoria Algébrica dos Nimeros.
Na Segao (1.1), é introduzida uma miscelanea de conceitos e resultados que serdo utilizados no
decorrer do texto, onde utilizamos as referéncias [1], [4], [5] e [6]. Na Secao (1.2), apresentamos
os conceitos de traco e norma em corpos de ntimeros, juntamente com suas propriedades fun-
damentais, em que fizemos uso das referéncias [4] e [5]. Na Secao (1.3), é feita uma abordagem
sobre médulos, utilizando [2] e [5] como referéncia. Na Segao (1.4), expomos alguns resultados

sobre a estrutura de um anel de inteiros; fizemos uso das referéncias [4], [5] e [6]. Na Secao
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(1.5), é apresentado o conceito de norma de um ideal e as propriedades que ela preserva, onde
utilizamos a referéncia [5]. A Segao (1.6) é destinada ao conceito de discriminante em corpos
de ntimeros e alguns resultados de importante aplicagao relacionados a este parametro; fizemos
uso das referéncias [4], [5] e [14]. Na Secao (1.7), s@o introduzidas as propriedades que definem
anéis noetherianos e de Dedekind e verificamos que o anel de inteiros de um corpo de niimeros
as satisfaz, onde utilizamos as referéncias [5] e [6]. Por fim, na Se¢ao (1.8), apresentamos uma
estrutura de importante aplicacao em reticulados ideais, chamada ideal fracionario, em que
fizemos uso das referéncias [5] e [11].

No Capitulo (2), apresentamos resultados sobre anéis de fragoes e a fatoracao de ideais,
permitindo um estudo da ramificagdo de ideais primos (ou de nimeros primos) através do
discriminante. Como principal resultado, é caracterizada a ramificagao de um nimero primo
no anel de inteiros de um corpo de nimeros, fornecendo valiosa ferramenta para as construgoes
de reticulados deste trabalho. Utilizamos as referéncias [5] e [18].

No Capitulo (3), apresentamos trés abordagens sobre reticulados: a Teoria dos Reticula-
dos Classica, Reticulados Algébricos e Reticulados Ideais. Na primeira, introduzimos o con-
ceito de reticulado no R™, algumas propriedades e parametros de importante aplicagao, como
volume, diversidade e distancia produto minima, onde fizemos uso das referéncias [9], [11] e
[12]. As outras duas abordagens descrevem maneiras de se obter reticulados no R™ através
da Teoria Algébrica dos Numeros, fornecendo propriedades e férmulas explicitas para alguns
parametros desses reticulados, em que utilizamos as referéncias [5], [11], [12], [16] e [17].

No capitulo (4), descrevemos construgoes de familias de reticulados algébricos de dimensao
impar (por vezes prima {mpar), imergindo no R", via homomorfismo canénico, determinados Z-
modulos livres de posto finito contidos em extensoes ciclicas. Na se¢ao (4.1), apresentamos uma
construcao inicial imergindo o anel de inteiros de uma extensao ciclica no R", fornecendo alguns
parametros dos reticulados obtidos. Na Secao (4.2), é introduzido o conceito de reticulado Z"-
rotacionado e apresentamos uma condicao suficiente para obté-lo, onde utilizamos as referéncias
[15] e [18]. Na secao (4.3), é apresentado o conceito de anel de grupo visando intermediar as
abordagens feitas em [18] e [20], referéncias utilizadas para a Segao (4.4), na qual é feita a
obtencao de reticulados Z"-rotacionados. Na Secao (4.4), fizemos uso também das referéncias
[14] e [21] e na Segao (4.3), utilizamos as referéncias [8], [10] e [20]. Por fim, apresentamos uma
conclusao do capitulo e expomos possiveis novas construcoes e generalizacoes de resultados na
Teoria Algébrica dos Numeros.

Neste trabalho, quando citado um anel, ele é comutativo e possui unidade.

13



Capitulo 1

Teoria Algébrica dos Numeros

Neste capitulo, apresentamos uma introducao sobre a Teoria Algébrica dos Numeros. Sao
abordados conceitos fundamentais, como traco e norma, anel de inteiros e discriminante de
um corpo de nimeros, norma de um ideal e as principais propriedades relacionadas a esses
elementos. A demonstracao de determinados resultados é omitida. Alguns por se tratarem de
resultados cléssicos e outros pela extensa demonstracao. Todavia, inserimos a referéncia nos

que seguem sem demonstragao.

1.1 Conceitos preliminares

Nesta se¢ao, introduzimos alguns conceitos e resultados fundamentais da Teoria de Galois e da

Teoria Algébrica dos Numeros.

Definicao 1.1.1 Se K € um subcorpo de um corpo L, dizemos que I € uma extensao de K, ou
ainda, que K C L é uma extensao. O grau da extensao K C 1L é a dimensao de I como espago
vetorial sobre K, e denotamos por dimg . = [L : K]. No caso em que [L : K] € finito, dizemos

que K C L € uma extensao finita.

Definicao 1.1.2 Uma extensdo finita K do corpo Q dos nimeros racionais é chamada de corpo

de nimeros. Se [K: Q] = n, dizemos que K € um corpo de nimeros de grau n.

Defini¢ao 1.1.3 Sejam K C L uma extensao e Aut(IL) o grupo dos automorfismos de L. O
conjunto

Gal(L : K) = {0 € Aut(L); o(z) =z, Vo € K}
¢ um subgrupo de Aut(L), chamado de grupo de Galois de I sobre K.

Definicao 1.1.4 Uma extensao finita K C L tal que [L : K] = o(Gal(L : K)) é chamada de
extensao de Galois, ou galoisiana. Nesse caso, se Gal(L : K) € abeliano, dizemos que K C L é

abeliana e se Gal(LL : K) € ciclico, dizemos que K C 1L € ciclica.

14



Teorema 1.1.1 ([1/,Teo.12.1)(Teorema da Correspondéncia de Galois) Seja K C L uma

extensao galoisiana contida num corpo algebricamente fechado.

(1) Se H é um subgrupo de Gal(L : K), entao existe um unico corpo intermedidrio M de
K C L tal que H = Gal(L : Ml). Nesse caso, M € dito o corpo fixo de H.

(13) Se Ml é um corpo intermedidrio de K C L, entado M C L ¢é galoisiana e Gal(LL : M) € o
inico subgrupo de Gal(L : K) que satisfaz

o(Gal(L : K))

M K] = S GalL M)

(1ii) Seja Ml um corpo intermediario de K C L. Temos que K C M € galoisiana se, e somente

se, Gal(L : M) é um subgrupo normal de Gal(L : K), e nesse caso

_ Gal(L : K)

Gal(M : K) ~ m

Definicao 1.1.5 Seja n um inteiro positivo. Dizemos que (, € uma raiz n-ésima da unidade
se " =1, e que (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade se " = 1 e ¢ # 1, para todo

j=1,...,n—1. Se (, € primitiva, chamamos o polinéomio

de n-ésimo polinomio ciclotomico. O corpo Q((,) € dito o n-ésimo corpo ciclotomico.

Observacao 1.1.1 Considere Q((,) um corpo ciclotomico e Z o grupo das classes residuais

tnvertiveis modulo n. Temos que

Gal(Q(¢) : Q) = {0: : Q(&) — Q(&); 04(&n) = ¢, mde(i,n) =1, i=1,...,n}.

Desse modo, Gal(Q((y,) : Q) =~ Z* wvia o isomorfismo natural o; — 1.

n

Teorema 1.1.2 ([6/,pdg.44) O grupo Z € ciclico se, e somente se, n =2, 4, p" ou 2p", com

r>1 ep um primo impar.

Exemplo 1.1.1 Se p € um primo impar, seque da Observagao 1.1.1 e do Teorema 1.1.2 que o

corpo ciclotomico Q((,) € uma extensao ciclica de grau p — 1 sobre Q, cujo grupo de Galois é
dado por Gal(Q((p) : Q) = {o1,...,0,-1}, onde o; : ¢, — C;), parati=1,...,p—1. Além disso,

15



0 p-ésimo polinomio ciclotomico € dado por

Pp(x) = po =2+ ... F+x+1

Teorema 1.1.3 ([6]/,pdg.273)(Teorema de Kronecker-Weber) Se Q C K € uma extensdo abeliana,

entao existe uma raiz n-ésima da unidade (,, tal que K C Q((,).

Definicao 1.1.6 Seja Q C K wma extensao abeliana. O menor inteiro positivo m tal que
K C Q(¢n) € chamado de condutor do corpo K.

Teorema 1.1.4 (/5/,pdg.34)(Teorema do Elemento Primitivo) Se K C L € uma extensdo finita,

entao existe o € L tal que L = K(«). O elemento a é chamado elemento primitivo.

Corolario 1.1.1 Se K C L ¢ uma extensao finita de grau n e F € um corpo algebricamente

fechado contendo K, entao existem exatamente n K-monomorfismos distintos de I em F.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.1.4, temos que existe « € L tal que L = K(a). Como

K C K(«) é finita de grau n, segue que o grau do polinémio minimal p(z) de « sobre K é n.

Desse modo, como p(z) é irredutivel, ele possui n raizes distintas aq, ..., «, em F. Portanto,
para cada i = 1,...,n, temos definido o K-monomorfismo o; : K(«) — F, dado por o;(cr) = v,
como queriamos. [ |

Observacao 1.1.2 Se Q C K € uma extensao galoisiana de grau n, seque pelo Teorema 1.1.4

que existe a € K tal que K = Q(«), desse modo

Gal(K: Q) = {oy,...,0.},

onde 0s 0;’s sao exatamente os monomorfismos dados pelo Coroldrio 1.1.1.

Definicao 1.1.7 Sejam K um corpo de niumeros de graun e oy,...,0, 0s Q-monomorfismos
distintos de K em C.

(1) Se 0;(K) C R dizemos que o; € um monomorfismo real. Caso contrdrio, dizemos que o;

€ um monomorfismo imagindrio.

(77) Se 0;(K) C R, para todo i = 1,...,n, dizemos que K € um corpo totalmente real. Se

0i(K) £ R, para todo i =1,...,n, dizemos que K é um corpo totalmente imagindrio.

Teorema 1.1.5 ([6],pdg.20)(Lema de Dedekind) Se K C L é uma extensao finita de grau n e
01,...,0, 08 K-monomorfismos distintos de 1. num corpo algebricamente fechado F contendo

K, entio {o1,...,0,} € linearmente independente sobre F.
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1.2 Traco e norma

Introduzimos nesta secao os conceitos de trago e norma em corpos de nimeros e apresentamos

suas propriedades elementares.

Definicao 1.2.1 Sejam K C L. uma extensao de grau n de corpos de numeros e o1,...,0,
os K-monomorfismos de I. em C. Definimos o traco e a norma de um elemento o« € L, com

respeito a extensao K C I, como sendo respectivamente:

Trix(a) = oia) e NL/K@:H@(@).

i=1

Proposicao 1.2.1 Sejam M C K C L extensoes de corpos de nimeros, tal que [L : K] = n.

Se a,8 €L ea €K, entao valem as sequintes propriedades:
1. Tryx(a+ B) = Tryx(a) + Truw(B)
2. Tryk(ac) = aTry k(o)
3. Tryk(a) =na
4. Nux(apB) = Nyr(a) Nk (B)
5. Nyk(ao) = a"Nyjk(a)
6. Nox(a) =a”
7. Tro(e) = Trm(Trox(a))
8. Num(a) = Ngym(N k(@)
9. Trim(a) = nTrrm(a)
10. Nppu(a) = Nijm(a)™.
Observacao 1.2.1 Quando subentendida a extensio K C 1L da qual o« € L, denotamos

simplesmente Tr(a) = Try k(o) e N(a) = Nyjx(a).

1.3 Moddulos

Nesta secao, é apresentado o conceito de médulo e algumas de suas propriedades fundamentais.
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Defini¢ao 1.3.1 Seja R um anel. Um grupo abeliano aditivo (M,+) munido de um produto

escalar - : R X M — M ¢é dito um R-mddulo se satisfaz as sequintes propriedades:
(1) a(m +n) =am+ an
(i7) (a+b)m = am + bm
(131) (ab)m = a(bm)
(1v) 1m =m,

para todo a,b € R e m,n € M.

Definicao 1.3.2 Sejam R um anel e M um R-modulo. Um subgrupo N de M é chamado de

um R-submodulo de M, se para todo a € R en € N tiwvermos an € N.

Definigao 1.3.3 Sejam R um anel e M um R-maodulo.

(1) Dizemos que um subconjunto {x1,...,x,} C M é um gerador de M se todo elemento
m € M € da forma m = a1x1+ ...+ apx,, coma; € R, parai=1,...,n.
(i1) O congunto {x1,...,x,} € dito uma base de M se € formado por geradores linearmente

independentes sobre R. Se M possui uma base, M é chamado de R-maodulo livre e o nimero

de elementos dessa base é chamado de posto de M.

Definicao 1.3.4 Sejam R um anel e M, N dois R-mddulos. Dizemos que uma aplica¢do

w: M — N é um homomorfismo de R-mddulos se satisfaz as sequintes condigcoes
(1) olz+y) = o(x) + ¢(y)

(i) p(ax) = ap(z),

para todo x,y € M e a € R. Se, além disso, a aplicacio p ¢é injetiva (sobrejetiva), dizemos
que @ € um monomorfismo (epimorfismo) de R-mddulos, e se ¢ € bijetiva dizemos que é um

isomorfismo de R-maddulos.
Teorema 1.3.1 ([5/,pdg.21) Se R é um anel principal, M um R-mddulo livre de posto n e N
um R-submddulo de M, entao:

(1) N € livre de posto q, com 0 < q < n.

(17) Se N # {0}, entao existem uma base {ey, ..., e,} de M e elementos ndo nulos ai, ..., a, €

R tal que {ayeq, ..., a.e,} € uma base de N, de modo que a; divide a;4y1, para 1 <i < q—1.
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Proposicao 1.3.1 Sejam K um corpo de nimeros de graun, oy,...,0, 0s Q-monomorfismos
distintos de K em C e M C K um Z-mddulo livre de posto n. Se {x1,...,x,} € uma Z-base de
M, entdo det(oi(z;)); ;=1 # 0.

Demonstragao: Se det(o;(z;))7,—; = 0, entao as colunas da matriz (o;(;));;—; sdo linear-

mente dependentes. Assim, existem ay, . ..,a, € C, ndo todos nulos, tal que > 7, a;0;(z;) = 0,
para todo 7 = 1,...,n. Desse modo, teremos » "  a;0;(x) = 0, para todo x € M, o que
contradiz o Teorema 1.1.5 (Lema de Dedekind). Portanto, det(o;(x;));;—, # 0. ]

1.4  Anel de inteiros

Nesta se¢ao, introduzimos o conceito de anel de inteiros e apresentamos algumas propriedades

relacionadas a sua estrutura.

Definicao 1.4.1 Sejam A C R anéis. Dizemos que um elemento o € R € inteiro sobre A se
existe um polinémio monico nao-nulo f(x) com coeficientes em A tal que f(a) = 0, isto é,

existem ag, . . .,an_1 € A, nao todos nulos, tal que
Q" + ap_ 10" P aa+ap = 0.

Se todo elemento de R € inteiro sobre A, dizemos que R € inteiro sobre A.

Definigao 1.4.2 Sejam A C R anéis. O conjunto de todos os elementos de R que sdo inteiros
sobre A é um subanel de R, que denotamos por Or(A). O anel Or(A) é chamado de anel de

inteiros de R sobre A.

Se K é um corpo de numeros, o anel de inteiros Ox(Z) de K sobre Z sera denotado

simplesmente por Ok, e chamado de anel de inteiros de K.

Proposicao 1.4.1 ([5/,pdg.38) Se K € um corpo de nimeros e o € Ok, entao Trgg(a) e

Nk g(a) s@o nimeros inteiros.

Definigao 1.4.3 Sejam R um dominio e K seu corpo de fragoes. Dizemos que R é um anel
integralmente fechado se Ox(R) = R.

Proposicao 1.4.2 Se R é um dominio, K seu corpo de fracoes e K C 1L uma extensao finita,

entao OL(R) € integralmente fechado.

Demonstragao: Seja M o corpo de fragdes de O (R). Temos que K € M C L. Seja x € M
tal que x é inteiro sobre Op(R). Como O (R) é inteiro sobre R, segue que z ¢ inteiro sobre R.
Assim, se Oy é o conjunto dos elementos de M que sdo inteiros sobre Op,(R), entao Oy C Op(R).

Mas, como OL(R) C Oy, segue que Op(R) = Oy. Portanto, Op(R) é integralmente fechado. m
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Teorema 1.4.1 ([5/,pdg.40) Sejam R wum anel principal, K seu corpo de fragoes e L uma

extensao finita de grau n sobre K. Temos que:
(1) OL(R) € um R-mddulo livre de posto n;

(77) Se Z € um ideal de Op(R), entio I é um R-modulo livre de posto n.

1.5 Norma de um ideal

Considere K um corpo de nimeros de grau n. Apresentamos o conceito de norma de um ideal

do anel de inteiros Ok e algumas propriedades que ela preserva.

Definigcao 1.5.1 Seja Z um ideal nao-nulo do anel de inteiros Og. A norma do ideal T é

definida como sendo a cardinalidade do anel quociente Ok /L, isto €,
Ok
T)=#—.
N(T) = #2

Proposigao 1.5.1 (/5/,Se¢.3.5) Se (a) é um ideal principal do anel de inteiros Ok, entdo

Proposicao 1.5.2 ([5/,Se¢.3.5) Se Z,J sdo ideais ndo-nulos de Ok, entdo
N@ZT) = NDN(T).

Proposicao 1.5.3 (/5/,Se¢.3.5) Seja T um ideal nao-nulo do anel de inteiros Og. Se {wy,...,wy,}
for uma Z-base de Ok e {ejwy, - , e w,} uma Z-base de I, onde ey,. .., e, sao inteiros nao-

nulos, entao N(I) = ey ... en]|.

1.6  Discriminante

Esta secao é destinada ao conceito de discriminante em corpos de nimeros. Utilizamos este

parametro no estudo da ramificacao de ideais e dos reticulados algébricos.

Considere K um corpo de ntimeros de grau n.

Defini¢ao 1.6.1 Sejam o4,...,0, os Q-monomorfismos de K em C e {ay,...,an} um con-

jgunto de elementos de K . Definimos o discriminante desse conjunto por

D(on, ..., ay) = det[(oi(a;))} ;-]
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Proposicao 1.6.1 Se {ay,...,a,} € um subconjunto de K, entdo
D(ay, ..., an) = det(Trgjg(aia;))f -y

Demonstragao: Sejam o4, ..., 0, 0os Q-monomorfismos de K em C. Para cada¢,7 =1,...,n,

temos que
n
Tryg(a;a;) Z ok(a;a;) Z ok (a;)or(a;).

Desse modo,

D(o,...,an) = det(o;
= deta

(
(
(
(

.

k=1
= det TTK /@

o que justifica a proposicao. [ |

Proposigao 1.6.2 Seja {aq,...,a,} um subconjunto de K. Se {f1,...,5B.} € um conjunto de

elementos de K tal que B; =1, ajjou, com a;; € Q, para j =1,...,n, entdo

DB, ..., Bn) = (det(ay;))*D(a, . . ., an).

Demonstragao: Se oy, ..., 0, sao os Q-monomorfismos de K em C, entao

DB, o) = det(on(3)’
= det(ak(Zaijai))z

=1

= det(z aijor(a))

- det((l;ij)(gk(ai)))2
det(a;;)*det(oy(v;))?

= det(aij)QD(Oq, s 70571)7

o que conclui a demonstracao. [ ]
Defini¢ao 1.6.2 Seja {a1,...,a,} uma Z-base do anel de inteiros Og. Dizemos que o
discriminante D(ay, ..., o) € o discriminante do corpo de nimeros K, e denotamos por Dk.
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Os trés seguintes resultados, demonstrados por José Othon D. Lopes em [14], fornecem

valiosa ferramenta para as construgoes de reticulados do Capitulo 4.

Teorema 1.6.1 ([14/,Cor.3.2) Se p é um primo impar e K € um subcorpo do corpo ciclotémico

Q((p), entao
Dy | = pl T,

Teorema 1.6.2 ([14/,Cor.3.9) Se K é um corpo de nimeros abeliano de grau primo p e

condutor m, entao

|DK| = mp_l.
Teorema 1.6.3 ([14/,Cor.3.5) Se p é um primo impar e K é um subcorpo do corpo ciclotémico
Q(¢pr), com [K: Q] =up?, onde u e p sao relativamente primos, entdo

Copitl_g

Dk | ZPU[(j+2)p7—( 1 -1

Definig¢ao 1.6.3 Sejam K C L corpos de nimeros e A C R anéis tal que A C K e R C L,

onde R € um A-mddulo livre de posto n. Se {ai,...,a,} € uma base de R sobre A, definimos
o discriminante de R sobre A, como sendo o ideal de A gerado por D(ay,. .., ), e denotamos
por D(R/A).

Definicao 1.6.4 Seja R um anel. Um elemento o« € R é dito nilpotente se existe um inteiro
positivo r tal que o = 0. Dizemos que R € reduzido se o unico elemento nilpotente de R € o

ZET0.

Proposicao 1.6.3 (/5/,pdg.73) Sejam K um corpo finito de caracteristica zero e R um anel
tal que, R é um K-mddulo livre de posto finito com K C R. Temos que D(R/K) # {0} se, e

somente se, R € reduzido.

1.7 Anéis noetherianos e de Dedekind

Nesta secao, apresentamos as propriedades que definem anéis noetherianos e de Dedekind

e verificamos que o anel de inteiros de um corpo de ntimeros satisfaz essas propriedades.

Definicao 1.7.1 Sejam R um anel e Iy C I C ... C I, C ... uma Sequéncia crescente de
ideais de R. Dizemos que a sequéncia (I;);en € estaciondria se existir n, € N tal que I,, = I,,,,

para todo n > n,.
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Definicao 1.7.2 Dizemos que um anel R € noetheriano se satisfaz uma das sequintes condigoes:
(1) Todo ideal de R ¢é finitamente gerado.
(17) Toda sequéncia crescente de ideais de R é estaciondria.

(7i1) Toda familia nao-vazia de ideais de R contém um elemento maximal.

Definicao 1.7.3 Dizemos que um dominio R ¢ um anel de Dedekind se é noetheriano,

integralmente fechado e todo ideal primo nao-nulo de R é mazimal.
Exemplo 1.7.1 O anel Z é um anel de Dedekind.

Teorema 1.7.1 Se R ¢ um anel de Dedekind, K € seu corpo de fracoes e K C I € uma extensdo
finita, entdo OL(R) € um anel de Dedekind.

Demonstragao: Pela Proposigao 1.4.2, temos que Op(R) ¢ integralmente fechado. Seja P um
ideal primo nao-nulo de Op(R). Assim, P N R é um ideal primo de R. Mostremos que PN R é
nao nulo. Seja o € P—{0}. Como P C OL(R), segue que existem a; € R, com i =0,...,n—1,
tal que " + a,_1a" ' 4+ ...+ aja + ay = 0, e suponha que n seja o grau minimo com esta
propriedade. Desse modo, ag # 0, pois caso contrario obterfamos uma equagao de grau menor.
Assim,

ap = a(—a" ' —a,_10"? — ... —a)) €aOL(R)NRCPNR.

Portanto, P N R # {0}. Como P N R é um ideal primo de R, que por sua vez é de Dedekind,
segue que P N R é um ideal maximal de R e, assim, R/(P N R) é um corpo. Considere a

aplicagao
OL(R)

,P Y
onde i é a inclusdo e 7 a projegdo. Como Op(R) ¢ inteiro sobre R, segue que OL(R)/P ¢ inteiro

sobre R/(P N R). Assim, como

0: R OL(R) =

R OL(R)
PR~ Mm@

e R/(PNR) é um corpo, segue que OL(R)/P é um corpo. Dessa forma, P é maximal. Portanto,

como Op(R) é noetheriano, concluimos que é um anel de Dedekind (veja a Sec¢ao 3.2 de [5]). =

Corolario 1.7.1 Se K € um corpo de numeros, entao o anel de inteiros Og € um anel de

Dedekind.

Demonstragao: Como K é uma extensao finita de Q, o qual é o corpo de fracoes de Z, segue

do Teorema 1.7.1 que Ok é um anel de Dedekind. [ |
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1.8 Ideais fracionarios

Nesta segao, € introduzido o conceito de ideal fracionario de um dominio. O objetivo ao

apresentar essa estrutura ¢ a aplicacao em reticulados ideais.

Definicao 1.8.1 Sejam R um dominio e K seu corpo de fracoes. Um R-submodulo T de K do
qual eziste d € R — {0} tal que dZ C R, € dito um ideal fraciondrio de R. Neste caso, dZ € um
ideal 7 de R e T =d1J.

Observacao 1.8.1 Os ideais de um dominio R sao exatamente os ideais fraciondrios que estao
contidos em R. Se K € um corpo de numeros, um Og-mddulo T C K € um ideal fraciondrio de

Ok, se existe d € Ok nao-nulo tal que dZ C Ok.

Definicao 1.8.2 Sejam R um dominio e I, J ideais fraciondrios de R. Definimos a soma

T+ J como sendo o conjunto
IT+J={a+b; acZ,be J},

e o produto Z.J como sendo

Ij: {Zalbl, a; EZ,bi S j} .
i=1

De modo andlogo, se M ¢ um R-mddulo definimos o produto ZM .

Definicao 1.8.3 Seja R um dominio. Um ideal fraciondrio T de R € inversivel se existe um
tdeal fraciondrio J de R tal que ZJ = R.

Definicao 1.8.4 Sejam R um dominio e Z,J ideais fraciondrios de R. Dizemos que L divide
J se existe um ideal M de R tal que J = MZL.

Proposicao 1.8.1 Sejam R um dominio e I, J ideais fraciondrios inversiveis de R. Temos

que I dwide J se, e somente se, J C T.

Demonstragao: Se Z divide J, entao existe um ideal M de R tal que J = MZ C Z. Agora,
supondo que J C Z, segue que JZ~! C ZZ-' = R. Mas, desse modo JZ~! é um ideal de R
tal que (JZ™Y)Z = J. Portanto, Z divide J. n

Proposigcao 1.8.2 Se R € um dominio noetheriano, K seu corpo de fracoes e . uma extensdao

finita de K, entdao todo ideal fraciondrio Z de Op(R) é um R-mddulo finitamente gerado.
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Demonstracao: Como Z ¢é um ideal fraciondrio de R, segue que existe d € R — {0} tal que
dZ C R, e assim Z C d'R. A aplicagao ¢ : R — d' R, definida por ¢(z) = d'x, para x € R,
¢ um isomorfismo. Logo, como R é noetheriano, segue que d~'R é noetheriano. Portanto, Z é

um R-médulo finitamente gerado. [ |

Proposicao 1.8.3 Se R ¢ um anel principal, K seu corpo de fracoes e K C I finita de grau

n, entdo todo ideal fraciondrio nao-nulo T de Or(R) € um R-mddulo livre de posto n.

Demonstracao: Se Z ¢ um ideal fraciondrio de Op(R), entao existe d € OL(R) — {0} tal que
dZ C Op(R). Oideal J :=dZ de O(R) ¢ um R-médulo livre de posto n (veja Teorema 1.4.1).
Seja {wy, ..., w,} uma R-base de J. Desse modo, {dwy,...,d'w,} gera T sobre R. Agora,

se Y. ya;d w; =0, para q; € R, comi=1,...,n, entdo d 'Y 1 a;w; = Y i aid tw; = 0.
Logo, > " a;w; = 0, e como {wy,...,w,} ¢é linearmente independente sobre R, segue que
a; = 0, para todo i = 1,...,n. Portanto, Z é um R-mddulo livre de posto n. [ |

Teorema 1.8.1 ([5/,pdg.50) Se R é um anel de Dedekind, entao todo ideal fraciondrio ndo-

nulo I de R pode ser unicamente expresso como um produto

q
=) Py
=1

de ideais P; primos nao-nulos de R, onde q e e;, com 1 =1,...,q, sao inteiros positivos.
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Capitulo 2

Ramificacao de Ideais

Neste capitulo, introduzimos resultados sobre anéis de fracoes e a fatoracao de ideais primos,
fornecendo condigoes para uma abordagem sobre ramificacao de ideais primos via discriminante.
O objetivo é apresentar o conceito de ramificacdo de um ideal primo (ou nimero primo) no
anel de inteiros Ok de um corpo de numeros e caracterizar a ramificacao de um nimero primo

p, garantindo que p ramifica em Ok se, e somente se, p divide o discriminante de K.

2.1 Anéis de fracoes

Nesta secao, apresentamos o conceito de anel de fragoes e alguns resultados relacionando-o com

outros elementos, como anéis noetherianos e de Dedekind.

Definigao 2.1.1 Sejam R um dominio, K seu corpo de fragcoes e S C R — {0} fechado com
relacdo a multiplicacdo, com 1 € S. Definimos o anel de fracoes ST'R, de R com respeito a S,

como sendo o conjunto
S7IR = {g; a€ R, s GS} C K.

S

Claramente S™*R ¢ um anel comutativo, pois é um subanel de K. Se S = R — {0} entdo
STIR=K e se S = {1} teremos ST'R = R.

Proposigao 2.1.1 Sejam R um dominio e S um subconjunto de R — {0} fechado com relagdo

a multiplicacdo, com 1 € S. Ao denotar R' = S™'R, temos que:

(1) Para qualquer ideal ' de R’ tem-se que (Z'NR)R' =T1'. Assim, a aplicacio ' — T'N R

¢ uma injecao (crescente) do conjunto dos ideais de R’ no conjunto dos ideais de R.

(13) A aplicagio P’ — P'N R é uma bijecao do conjunto dos ideais primos de R' no conjunto

dos ideais primos P de R, que satisfazem P NS = 0. A aplicagio inversa é P +— PR'.

Demonstracao: (i) Seja Z' um ideal de R'. Se x € (Z’ N R)R’, entao z = ), air;, com

1)

a; e ’NRer, € R. Logo ar, € T', e assim « € I'. Dessa forma, (Z'N R)R' C I'. Seja,
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agora, v € 7' C R’ = S7'R, isto ¢, existem a € R e s € S tal que x = a/s. Logo, como
S CRCR eZ éumideal de R, segue que a = xs € I’ e, assim, a € 7' N R. Desse modo,
z=a(l) € (T'NR)R, assim ' C (Z'N R)R'. Portanto, (I’ N R)R' = TI'. Agora, se I' ¢ J'
sao ideais de R’ talque ZZNR=J NR,entdo ' = (I’ N R)R' = (J' N R)R' = J', ou seja, a
aplicacao Z' — ' N R é injetora e, além disso, crescente, pois se Z' C J entao Z’NR C J' NR.

(7) Denotemos por ¢ : P — P’ N R a aplicacao definida no conjunto dos ideais primos de R’
e por ¢ : P +— PR’ a aplicagdo definida no conjunto dos ideais primos de R que satisfazem
P NS =0. Mostremos que ¢ estd bem definida. Seja P’ um ideal primo de R’. Assim, P’ N R
¢ um ideal primo de R e, pondo P := P'N R, tem-se PNS = (), pois se z € PN S entao x € P’
el= (%):1: € R'P' =7P’, o que é uma contradigao. Portanto, ¢ estd bem definida. Mostremos
agora que 1 estd bem definida. Seja P um ideal primo de R com P NS = (). Devemos mostrar
que PR’ é um ideal primo de R’. Note que
PR = {é’; ePseShCR.

Sejam a/s e b/t pertencentes a R’ com (a/s)(b/t) € PR'. Assim, existem p € P e u € S tal
que (a/s)(b/t) = p/u. Logo abu = pst € P. Uma vez que PN S = (), tem-se que u ¢ P. Logo
ab € P e, assim, a € P ou b € P. Dessa forma a/s € PR ou b/t € PR/, ou seja, PR’ é um
ideal primo de R'. Portanto v esta bem definida. Agora, mostremos que ¢ o 1) = id, isto é,
PR N R ="P. Claramente P C PR'N R. Seja z € PR' N R. Assim existe p € P e s € S tal
que x = p/s. Logo sx =p € P. Como PN S = (), segue que s € P e assim x € P. Portanto
PR N R ="P. Mostremos agora que se P’ é um ideal primo de R’ entdo (P’ N R)R' = P’, isto
é, Y o p =id. Claramente (P’ N R)R' C P'. Sex € P’ C R/, entao existe a € Re s € S tal
que z = % = a(%). Assim, a ou 1/s pertence P’. Mas, 1/s ¢ P’, pois caso contrario terfamos

que 1 € P'. Assim, a € P’ e dessa forma = = a/s € (PN R)R'. Portanto (P’ N R)R' = P'.

Concluimos, entao, que ¢ é uma bijecao cuja inversa é 1. [ |
Corolario 2.1.1 Se R é um dominio noetheriano entdo todo anel de fracoes R = S™'R ¢é
noetheriano.

Demonstragao: Seja R = S™'R um anel de fracoes de R e considere a aplicacao ¢ : 7' —
7' N R definida no conjunto dos ideais de R’ e aplicando no conjunto dos ideais de R. Seja
(Z!),, uma sequéncia crescente de ideais de R'. Pelo item (i) da Proposi¢ao 2.1.1, tem-se que ¢
é crescente. Logo (¢(Z])), é uma sequéncia crescente de ideais de R, que é noetheriano. Assim
(p(Z},))n é estaciondria, isto é, existe n, inteiro positivo tal que ¢(Z) = ¢(Z} ), para todo
n > n,. Ainda pelo item (), tem-se que ¢ ¢é injetiva, e assim Z), = Z_, para todo n > n,, ou

seja, (Z), é estaciondria. Portanto, R’ é noetheriano. [
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Proposigao 2.1.2 Sejam R um dominio, A um subanel de R e S C A — {0} fechado na

multiplicagdo, com 1 € S. Se B = Ogr(A), entdo o anel de inteiros de ST'R sobre S71A é
S™1B.

Demonstragao: Denotemos por A’ = S7!A B’ = S7'B e R = S7'R. Mostremos que
B’ = Ogr/(A"). Se aw € B, entao existem b € B e s € S tal que o« = b/s. Como b é inteiro
sobre A, segue que existem ag,ay,...,a,—1 € A tal que b" 4+ a,_ 10"t + ... +ab+ ag = 0.

Multiplicando a igualdade por 1/(s™) obtemos

WD\"  a,q b\ b
(—> +2 1(—) +o+ (—)+a—2:0.
S S S S S S

Como a;/s"* € ST'A = A, para todo i = 0,...,n — 1, segue que a = b/s ¢ inteiro sobre

A’. Além disso, como B’ C R, segue que a € Og/(A’). Portanto, B C Og/(A’). Agora, se

a € Op/(A’), entao existem a; € Aes; € S, comi=0,...,n—1, tal que
Apn_1 ,_ a a
o+ Loty Za+ 2 =0 (2.1.1)
Sn—1 S1 S0

Pondo s = sps;1...s,_1 e multiplicando a igualdade 2.1.1 por s", obtemos
(50)" 4+ an_1(S0 - .- Sn_2)(5Q)" 1 +.. . +ap(sy...80-1)8" " = (5Q)" +bu_1(sa)" 4. .+ by =0,

em que b; = a;(Sg...8;_15i41..-Sp_1)s" 17 € A parai =0,...,n— 1. Como a € R/, segue

que existem r € R et € S tal que o = r/t. Dessa forma,

(%)n + by (%)n_l +... 40y =0. (2.1.2)

com b; € A, parai = 0,1,...,n — 1. Multiplicando a igualdade 2.1.2 por t" obtemos que
(7)™ + b1t (sr)" L + ...+ bt = 0. Assim, sr € Or(A) = B, ou seja, sr = b € B, o que
implica que 7 = b/s € S™'B = B’. Desse modo, como 1/t € B’, segue que o = r/t € B'.
Assim, Op/(A’) C B', e portanto Op/(A’) = B'. n

Corolario 2.1.2 Se R é um anel integralmente fechado, entdo todo anel de fracoes R' = SR

¢ integralmente fechado.

Demonstragao: Sejam R’ = S™!R um anel de fracoes e K o corpo de fracoes de R. Por
hip6tese R = Ok(R). Como K é um dominio e R C K é um subanel, segue da Proposi¢ao 2.1.2
que, Og-1x(R') = ST'R = R'. Seja K’ o corpo de fracoes de R'. Mostremos que K’ = S™1K. Se
v € K, entao x = (r1/s1)/(ra/s2) = 252 = L1152 ¢ G-IK comr; € Res; €S, parai=1,2.

§1T2 §1 T2
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Agora, se € ST'K, entdo existem a/b € K e s € S tal que z = (a/b)/s = (a/s)/b € K'. Logo
K’ = S7'K e, portanto, Og/(R') = R', ou seja, R’ ¢é integralmente fechado. n

Proposicao 2.1.3 Se R € um anel de Dedekind, entdo todo anel de fracoes R = ST1R € um
anel de Dedekind.

Demonstracao: Seja R = S™'R um anel de fracoes de R. Primeiramente, R’ é um dominio
pois R o é. Pelos Corolarios 2.1.1 e 2.1.2 garantimos, respectivamente, que R’ é noetheriano
e integralmente fechado. Resta provar que todo ideal primo nao-nulo de R’ é maximal. Seja
P’ C R um ideal primo nao-nulo. Pela injetividade de P’ +— P’ N R, vista no item (i)
da Proposicao 2.1.1, segue que P’ N R é um ideal primo nao-nulo de R. Logo, como R é
Dedekind, segue que P’ N R é maximal. Seja Z um ideal de R’ tal que P/ C Z C R/. Assim
PNRCINRCRNR=R. Desse modo, ZN R =P NRouZNR = R. Mas, pela
injetividade da aplicacdo Z — Z N R, tem-se que Z = P’ ou Z = R/, ou seja, P’ é um ideal

maximal em R'. Portanto, R’ é um anel de Dedekind. [

Proposicao 2.1.4 Se R € um anel de Dedekind, P C R um ideal primo nao-nulo e S = R—P,
entdo R = STYR € um anel principal. Mais precisamente, os ideais de R' sdo da forma (p"),

com p € R' e n um inteiro positivo.

Demonstragao: Seja P um ideal primo nao-nulo de R. Tem-se que P é tinico tal que PNS = 0,
pois se @ é um ideal primo nao-nulo de R tal que QNS = @, entao Q C P, com Q maximal,
e assim @ = P. Note que o fato de P ser primo garante que R’ = S™'R estd bem definido e o
isomorfismo P — PR’ do item (ii) da Proposicao 2.1.1 garante que B := PR’ é o tnico ideal
primo nao-nulo de R/, pela unicidade de P. Pela Proposicao 2.1.3, tem-se que R’ é Dedekind,
assim do Teorema 1.8.1, todo ideal nao-nulo de R’ se fatora de maneira inica como um produto
de ideais primos de R’. Desse modo, pela unicidade do ideal primo B C R/, segue que todo
ideal de R’ é da forma B"™, sendo n um inteiro positivo. Considere a sequéncia de ideais

.CB"C...CB*CBCR.

Seja p € B — B2 Tem-se que existe n, € N* tal que (p) = B™, com (p) C B e (p) ¢ B2 Logo
(p)y = B. Mas como (p") = (p)™, segue que (p") = B™. Portanto, todo ideal de R’ é da forma

(p™), com p € R’ e n um inteiro positivo. Dessa forma, R’ é principal. [

Proposicao 2.1.5 Sejam R um dominio e R' = S™'R um anel de fragoes de R. Se M é um
ideal maximal de R tal que M NS =), entao

R R
MR — M’
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Demonstracao: Se M é um ideal maximal de R, entao R/M é um corpo, que por sua vez é
um dominio. Logo M é um ideal primo de R. Assim, como M NS = (), segue da Proposicao

2.1.1, que MR’ é um ideal primo de R'. Considere a aplicacao
¢:R—>R —">R/(MR'),

onde i é a inclusdo e 7 a projecao. Afirmamos que Ker(yp) = M. De fato, x € Ker(p) se,
e somente se, 7 € R e p(x) =T = 0, que por sua vez é condicdo necesséria e suficiente para
que x € MR N R. Assim, Ker(p) = MR N R. Porém, pelo item (i7) da Proposi¢ao 2.1.1,
tem-se que MR N R = M, e desse modo Ker(y) = M. Mostremos que ¢ é sobrejetiva. Seja
T € R/(MR'), em que x =r/s,comr € Res e S. Como MNS = (), segue que s & M.
Logo 5 # 0 ¢é inversivel no corpo R/M, isto é, existe b € R/M tal que b = 1, e deste modo
1 —sb e M. Dessa forma, = —rb = ~(1 —sb) € MR/, ou seja, r/s + MR = rb+ MR'. Assim,

o(rb) =rb+ MR =T, pois r/s = x. Portanto ¢ é sobrejetiva e, desse modo, concluimos que

®__RB ~ Im( )_i
M Ker(p) 7T MR

0 que prova a proposicao. ]

2.2 Fatoracao de um ideal primo

Nesta se¢ao, consideramos R um anel de Dedekind, K seu corpo de fracoes, . uma extensao
finita de grau n sobre K e B = OL(R). Pelo Teorema 1.7.1, tem-se que B é um anel de Dedekind.
Sendo assim, se P é um ideal primo nao-nulo de R, segue do Teorema 1.8.1 que o ideal BP de

B pode ser unicamente expresso na forma

q
BP =[] Py,
i=1
onde os P;’s sao ideais primos de B, com ¢ e e; inteiros positivos, parai=1,...,q.

Proposigao 2.2.1 Sejam P um ideal primo nao-nulo de R e BP = [[{_, P{" a fatoracdo do

2

ideal BP. Os ideais P;’s de B sdo os unicos tal que P; N R ="P. Além disso, BP N R ="P.

Demonstragao: Como P; é um ideal primo de B e R C B, segue que P; N R é um ideal primo
de R. Como P C BP C P;, para todo i, segue que P C P; N R. Porém, P é maximal, pois R é
Dedekind, e assim P = P; N R. Seja, agora, @ um ideal primo de B tal que @ N R = P. Logo
P C Qeassim BP C BQ = Q, ouseja, [[{_, P C Q. Desse modo, existe j € {1,...,¢} tal

que P; C Q. Mas, como B é Dedekind, segue que P; ¢ maximal, e assim P; = Q. Portanto, Q
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é fator na fatoracao de BP. Por outro lado, tem-se que P C BP N R e, como BP C P;, segue
que BPN R CP;NR="P. Portanto BPN R ="P. [

Observacao 2.2.1 Sejam P ideal primo nao-nulo de R e BP = [[{_, P{* a fatoracdo do ideal

1

BP de B. Como R e B sao anéis de Dedekind, seque que P e P; sao ideais maximais de R e

B, respectivamente. Dessa forma, R/P e B/P; sdo corpos, para todo i =1,...,q.

Para os proximos resultados, consideramos P um ideal primo nao-nulo de R e BP =
7 | P{a fatoragao do ideal BP de B.

)

Lema 2.2.1 O corpo R/P pode ser identificado com um subcorpo de B/P; e, além disso, B/P;

¢ um espago vetorial de dimensao finita sobre R/P, para todoi=1,...,q.

Demonstracgao: Considere a aplicagao ¢ : R 4. B-"-B /P; , em que id é a inclusdo e m a

projecao. Tem-se que
Ker(p)={r€R; p(r)=7=0}={r€R; r€P;}=RNP,=P.

Assim R/P ~ Im(p), que é subcorpo de B/P;. Dados x +P;, y+P; € B/P; e a+P € R/P,
mostremos que o espago vetorial B/P;, com as operagoes (z +P;)+ (y+Pi) = (x +y) +P; e
(a+ P)(z + P;) = ax + P;, tem dimensao finita sobre R/P. Pelo Teorema 1.4.1, tem-se que B
é um R-médulo livre de posto n. Seja {z1,...,z,} uma base de B sobre R. Se b € B/P;, entdo

existem aq,...,a, € R tal que b =ayx1 + ...+ a,x,. Assim,
b=b+Pi=(amz1+P)+ ...+ (@nrn + Pi) = (a1 + P)(@1 + Pi) + ... + (an + P)(xn + Pi),

isto é, {T1,...,T,} é um conjunto de geradores de B/P; sobre R/P, portanto B/P; tem

dimensao finita sobre R/P. ]

Defini¢ao 2.2.1 O grau f; = f(P;/R) da extensio B/P; sobre R/P ¢é chamado grau residual
de P; sobre R. O expoente e; = e(P;/R) € chamado indice de ramifica¢io de P; sobre R.

Lema 2.2.2 A sequéncia decrescente
BOPiDOPED...DPDP'PyD...D PP D ... DP... Py = BP

de ideais de B € maximal.

Demonstragao: Tem-se que dois elementos consecutivos desta sequéncia sao da forma O e
QP;, onde Q ¢é um produto de alguns ideais P;, com j = 1,...,q. Seja A um ideal de B tal
que @ O A D QP;. Como B é um dominio, segue que A e QP; sao fracionarios. Logo, pela
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Proposigao 1.8.1, segue que A divide QP;, isto é, existe um ideal Z de B tal que QP; = ZA.
Analogamente existe um ideal J de B tal que A = JQ. Assim OQP; = ZJQ, e deste modo
P; = ZJ. Dessa forma, P, = ZJ C Z C B. Como B é Dedekind, segue que P; é maximal.
LogoZ =P;oul =B. Assim, P, =77 = BJ = J, ou seja, P; =7 ou P; = J. Desse modo,
A=QseP;=7oud= 9P, se P;, = J. Portanto, a sequéncia ¢ maximal. n

Lema 2.2.3 Considere a sequéncia decrescente de ideais de B dada por:
BoPiOP?D .. DPPDPI'PyD...DPI P2 D ... D P ... P = BP.

Se Q € um ideal diferente de BP desta cadeia, entio Q/QP;, B/Q e B/QP; sio espagos

vetoriais sobre R/P e, além disso,
[B/QP;: R/P|=[B/Q: R/P|+[Q/QP; : R/P].

Demonstracao: Analogamente ao Lema 2.2.1, mostra-se que B/Q e B/QP; sao R/P-espagos
vetoriais. Seja a aplicacao ¢ : B/QP; — B/Q dada por p(z + QP;) = x + Q. Tem-se que ¢ é

uma transformacao linear sobrejetora. Além disso,
Ker(p)={x+QP, € B/QPi; x + Q=9p(x+ QP;)) =0} ={zr € B/OP;; x € Q} = Q/OP;.

Assim, Q/QP; = Ker(p) é um espago vetorial sobre R/P e, pelo Teorema do Nucleo e da

Imagem, segue que
[B/QP; : R/P] = [B/Q: R/P]+[Q/QP: : R/P],

0 que prova o lema. |

Lema 2.2.4 Considere a sequéncia de ideais de B dada por:
BoPiOP2D .. DPPDPI'PyD...DPI'Ps2 D ... D P ... Py = BP.

Se Q € um ideal diferente de BP desta cadeia, entao Q/QP; € um espago vetorial sobre B/P;
e [Q/QP;: B/Pi] =1, para todoi=1,...,q.

Demonstracao: Dados z + QP;, y+ QP; € Q/OP; e a+ P; € B/P;, tem-se que Q/QP;,
com as operagoes (r + QP;) + (y + QP;) = (x+y) + QP e (a+ Pi)(x + QP;) = ax + QP;, é
um espago vetorial sobre B/P;. Podemos identificar B/P; com um subanel de Q/QP;, e dessa
forma B/P; pode ser visto como um subespaco de Q/QP;. Porém, os unicos subespagos de
Q/QP; sao os triviais, pois se existir um subespago nao trivial, deve ser da forma A/QP;,
onde QP; & A & Q, o que contradiz o Lema 2.2.2. Desse modo, como B/P; # {0}, segue que
B/P; ~ Q/QP;, e portanto [Q/QP; : B/P;] = 1. ]

32



Observacgao 2.2.2 Note que B/BP ¢é um espaco vetorial de dimensao finita sobre R/P. A

verificagao € andloga ao Lema 2.2.1, substituindo P; por BP.

Teorema 2.2.1 Se f; = [B/P;: R/P], parai=1,...,q, entdo

q
> eif;=[B/BP: R/P].
i=1
Demonstragao: Seja Q um ideal diferente de BP da cadeia do Lema 2.2.4. Utilizando os
Lemas 2.2.1 e 2.2.4 podemos dizer, a menos de isomorfismo, que R/P C B/P; C Q/QP;, em
que os dois primeiros sao corpos e o terceiro é um anel. Ainda, pelos mesmos lemas e pela

multiplicidade dos graus, tem-se que
[Q/QP:: R/P| = [Q/QP;: B/Pi|[B/Pi: R/P] = 1fi = fi,

para ¢ = 1,...,q. Fixando o indice ¢ e variando as possibilidades para o ideal Q, tem-se
exatamente e; quocientes da forma Q/QP;, isto é, pode-se obter de tal cadeia exatamente e;

espagos vetoriais de dimensao f; sobre R/P. Assim, do Lema 2.2.3, tem-se que

[B/BP : R/P| = [B/(P{'...Ps~"): R/P]+ [(Py...Pe )/ (Pt ... P) : R/P)

[B/(Ps ...P;q—l) : R/P)+ f,
[B/(Pit...Pe?) : R/Pl+ [Py ... P~ /(P ... Pe™) : R/P] + f,
[B/(P ... Py?) « RIP| + fy + £
[B/Pl R/P] (61_1)f1+€2f2+~-+6qfq

= ezfl otegfy

= Zeifiu

o que conclui a demonstragao. [ |

Lema 2.2.5 Se R € um anel principal entao [B/BP : R/P] = n.

Demonstracao: Como R ¢ principal, pelo Teorema 1.4.1, segue que B é um R-mdédulo livre de
posto n. Seja {x1,...,x,} uma base de B sobre R. Mostremos que C = {z1+BP, ..., z,+BP}
é uma base de B/BP sobre R/P. Se b = b+BP € B/BP, entdo existem ay,...,a, € R tal que
b=>" ax; + BP. Logo

b= (a121 + BP) + ...+ (anzy + BP) = (a1 + P)(x1 + BP) + ...+ (an + P)(z, + BP),

isto é, C é um gerador de B/BP sobre R/P. Agora, suponhamos que (a1 +P)(z1+BP)+...+
(an +P)(@, + BP) = 0+ BP = 0. Desse modo Y i, az; + BP = BP, isto é, .1 | a;x; € BP.
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Assim existem b; € B e p; € P, com j =1,...,s, tal que 3 | a;z; = 37, bjp;. Porém, para

cada j, existem ¢;;, ..., ¢, € R tal que b; = > | ¢;;x;. Logo
n S n n S
D= (3 cyra)p; =) (D cupi)wi
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

Dessa forma,

n s

Z(CLZ' - Zcijpj)xi =0.

i=1 j=1
Como {z;}", é linearmente independente sobre R, segue que a; = ijl ¢ijpj, 0 que implica
que a; € P para todo i = 1,...,n. Assim, a; + P = 0 para todo ¢ = 1,...,n, e portanto
C={x1+BP,...,x,+BP} élinearmente independente sobre R/P e consequentemente é uma
base de B/BP sobre R/P. [

Observacao 2.2.3 O Lema 2.2.5 € vdlido para o caso particular em que R € principal. Na
sequinte proposi¢ao consideramos o caso em que R é apenas Dedekind, de modo a obter o

Teorema da Iqualdade Fundamental, que é o principal resultado desta se¢ao.

Proposicao 2.2.2 Se R ¢ um anel de Dedekind, K seu corpo de fracoes, . uma extensao finita
de grau n sobre K, B = OL(R), P um ideal primo nao-nulo de R, BP = [[}_, P{* a fatoragdo
do ideal BP de B e f; = [B/P; : R/P], parai=1,...,q, entdo

[B/BP : R/P| = n.

Demonstracao: Pela Proposicao 2.1.4, tem-se que R’ = S™'R é um anel principal, onde
S = R —"P. Além disso, como L é um dominio, R é um subanel de L e S C R — {0} é fechado
na multiplicagao (pois P é primo) com 1 € S, segue da Proposicao 2.1.2 que Og-1,(R') = S'B.
Porém, como L é um corpo com S C L, segue que S™'L = L, e entdao Op(R') = S~'B. Assim,
pelo Teorema 1.4.1, tem-se que B’ := S™!B ¢ um R’-mdédulo livre de posto n, e do Lema 2.2.5
tem-se [B'/B'P : R'/R'P] = n. Da fatoracdo BP = [[_, P, em B, obtemos a fatoracao
BP =]]L,(BP;)% em B, e como P; N R =P (veja Proposigao 2.2.1), com PN S =0, e os
B'P;’s sao ideais primos nao-nulos de B, segue do Teorema 2.2.1 que

IB'/BP: R'/R'P| = zq: e|B/BP;: R /R'P].

i=1
Desse modo, como R'/R'P ~ R/P e B'/B"P; ~ B/P; (veja Proposi¢ao 2.1.5), concluimos que
q

B/BP : R/P| = Z eifi = iei[B//BhPi 1 R/R'Pl=[B/BP: R/R'P|=n,

i=1 i=1
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0 que prova a proposicao. |

Teorema 2.2.2 (Igualdade Fundamental) Se R é um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes,
L uma extensdo finita de grau n sobre K, B = OpL(R), P um ideal primo nao-nulo de R,

BP =TI, P{ a fatoragdio do ideal BP de B e f; = [B/P;: R/P|, parai=1,...,q, entdo

7

Zeifi = [B/BP : R/P] = n.

Demonstracgao: Decorre diretamente do Teorema 2.2.1 e da Proposicao 2.2.2.

Proposicao 2.2.3 Com as mesmas hipoteses do Teorema 2.2.2, tem-se que

B B B
_— X ooo X —=.
BP  Pit P,
Demonstragao: Afirmamos que, para cadai=1,...,q, P; é o unico ideal maximal de B que

contém P;*. De fato, P; D P;* e como B é Dedekind e P; é um ideal primo nao-nulo de B segue
que P; é maximal. Suponha, agora, que M seja um ideal maximal de B com M D Pf*. Assim,
M é primo e M D P;. Desse modo, P; é maximal com P; C M ¢ B (M # B, pois é primo).
Logo, M = P;. Mostremos agora que P;" + P;j = B, para i # j. Se P + P;j G B com i # j,
entdo existe um ideal maximal M de B tal que P{* +P;’ € M C B. De Pj* C P{* + P}’ segue
que P{* C M, e assim M = P;. Analogamente, como P;’ C P{* + P},
e assim M = P;. Dessa forma P; = P;, o que ¢ uma contradi¢ao. Sendo assim, tem-se que

segue que P;’ C M,

P+ P;j = B para i # j. Portanto, pelo Lema 1.1.2 de [11], concluimos que

B B B B

Bp = 27361X"’ P
. 1 q

o que demonstra o teorema. |

Exemplo 2.2.1 Seja p um nimero primo e denotemos ¢ = (,r. Mostraremos que [Q(C) : Q] =

p"Y(p —1), utilizando a fatora¢ao de ideais. Considere o p"-ésimo polindmio ciclotémico

Ppr (1) = IfT_l — P ) T e2) g T
P —1
Denotemos s .= p"(p— 1) e z1,...,2s as raizes p"-ésimas primitivas da unidade. O termo
constante do polinomio ¢,r(x + 1) € p e suas raizes sao z; — 1, com j = 1,...,s. Desse
modo [[;_,(2; — 1) = £p. Consideremos o anel Z de Dedekind, Q seu corpo de fragoes, Q(C)

extensao finita de Q, B = Og(c) o anel de inteiros de Q((), o ideal (p) primo nao-nulo de Z,
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Bp = B{p) = [[_, P{* a fatoragdo do ideal Bp de B e f; = [B/P; : Z/(p)], parai=1,...,s.
Tem-se que z; € B e além disso z; —1 € Bz, — 1), para todo j,k = 1,...,s, pois z; € uma
poténcia (z,)' de 2 e (z)! — 1= (2 — 1)(2h ' + ... + 2 + 1). Assim os ideais B(z; — 1) sdo

wguais, para 1 =1,...,s. Logo,
Bp=]][B(z 1) =Bz — 1)
j=1

Como [Q(C) : Q] coincide com o grau do polinémio minimal de (, seque que [Q(¢) : Q] < s.
Assim, pelo Teorema da Igualdade Fundamental, seque que Y !, e;fi < s. Porém, como f; > 1

e 0s e;’s sao maltiplos de s, seque que ¢ =1, fi =1 e s = ey, e portanto [Q(() : Q] = e; = s.

2.3 Ramificacao via discriminante

Nesta secao, apresentamos resultados que relacionam a fatoracao de ideais com o discriminante.

Definicao 2.3.1 Sejam R um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, K C I uma extensao
finita, P um ideal primo nao-nulo de R e POL(R) = [[}_, P{* a fatoragao do ideal PO (R)

de OL(R). Dizemos que P ramifica em OL(R) se um dos indices de ramifica¢io e; € maior do

que 1.

Em toda secao, consideramos K C L corpos de ntimeros e P um ideal primo nao-nulo do
anel de inteiros Ok. Dessa maneira, tem-se que Ok é um anel de Dedekind (veja Corolério
1.7.1) e L é uma extensao finita do corpo de fragoes K’ de O, pois Q C K" ¢ K C L. Além

disso, O, = Op(Ok). Sendo assim, podemos definir a ramificagdo do ideal P em O..
Teorema 2.3.1 O ideal P ramifica em Oy, se, e somente se, Op/OLP nao € reduzido.

Demonstragao: Suponhamos que P ramifica em O, isto é, se O, P = [[L_, P{* é a fatoracao
do ideal OpP de O, entao existe k € {1,...,q} tal que ¢, > 1. Tem-se que O P & P;, para
todoi=1,...,q, pois se OLP = P; para algum j, segue pela unicidade da fatoracao de OpP,
que e; = 1 é o unico indice de ramificacao, contrariando a hipétese. Seja a; € P; — O P, para
i=1,...,q. Assim, x = ajay...a, € OL—OLP, pois O, P é um primo. Logo T = 2+ O P # 0.

Pondo r = ejes . .. ¢4, segue que
T =2" = (@102 . ..ay)" = atay...a; + OLP =0,

pOiS a;j — (afi)el.‘.6171€i+l..‘eq c 7381

7

o que implica que ajay...a; € [T{_; P" = OLP. Desse
modo, T # 0 é um elemento nilpotente de Op/OpP, ou seja, Op/OLP nao é reduzido. Reci-

procamente, suponha que Op/OpP nao é reduzido. Pela Proposi¢ao 2.2.3, segue que

0. 0. O
OP P P
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e assim, existe 7 € Op/OpP nao-nulo nilpotente com T = (x; + P{, ..., z, + Pg?) # 0. Dessa
forma, existe j € {1,...,¢} tal que z; —1-77? #0, isto é, x; & P;j. Além disso, existe um inteiro
positivo s tal que zj € P;j . Logo e; > 1, pois caso contrdrio terfamos z; € P; com P; primo,

o que implica que z; € P;, o que ¢ uma contradicao. Portanto, P ramifica em O.. |
%) ={0}.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.3.1, tem-se que P ramifica em Oy, se, e somente se, O, /O P

Corolario 2.3.1 O ideal P ramifica em O, se, e somente se, D(O(?LIL

nao ¢ reduzido. Pela Proposicao 1.6.3 esta é uma condigao necesséaria e suficiente para que

D( 2 o5/ OK) {0}, o que conclui a demonstragao. n
Teorema 2.3.2 O ideal P ramifica em Oy, se, e somente se, D(Op/Ox) C P.

Demonstragao: Suponhamos que P ramifica em Op. Sejam S = O — P, O = S~ 'Ok,
" = S7'0, e P = POf. Pela Proposicao 2.1.4, segue que Of ¢ principal e, assim, pelo
Teorema 1.4.1 segue que Of = O (Of) é um Op-mdbdulo livre de posto finito e da Proposic¢ao
2.1.5, tem-se que
Ok ~ Ok e Ou ~ O .
P P’ OLP O P
Seja {e1,...,e,} uma base de Of sobre Of. Logo {€1,...,e,} ={e1 + O P',... e, + O P’}
é uma base de Of /O P’ sobre O /P’, e também uma base de Op/OpP sobre Ox/P. Pelo
555/9%) = {0} Assim, 0 = D(ey,...,8) = Der,...,€,) €
/P’ e deste modo, Dley,...,e,) € P'. Agora, se {z1,...,2,} é uma base de L sobre K

Corolério 2.3.1 tem-se que D(

contida em O, C O, entao existem a;; € O com 1 <4, j < n tal que z; = 2?21 a;je;, com
i=1,...,n. Assim, pela Proposigao 1.6.2 segue que D(z1,...,x,) = (det(a;;))*D(er, ..., €,) €

P C P e como D(xy,...,z,) € Ok, obtemos D(xq,...,2,) € Oxg NP = P (veja a
Proposigao 2.1.1). Portanto, pondo d := D(xy,...,x,), teremos D(OL/Ok) = dOx C P.
Reciprocamente, suponha que D(Oy,/Ok) C P. Tem-se que e; = y;/s;, com y; € Op e s; € S,
i=1,...,n. Pondo s = s159...8,, segue que ¢; = z;/s, com z; = (S1...8;_15i41-.-5n)¥i € OL
e s € S. Dessa forma, {z1, ..., 2,} é uma base de O, sobre Ok, pois é linearmente independente

sobre Oy e consequentemente sobre Ok. Logo,

Dler,....en) = det(Trux(eie;))
ZiZi
= det(Tryx( SQJ))

1
= @det(TTL/K(Zizj))
1
= —D(Zl, ... ;Zn) & O]/KD(O]L/OK) C Oﬁ(']) — 7)/.

SQn

Assim, 0 = Dey,...,e,) = D(ey,...,6,) € O /P =~ O /P, e deste modo D( %K) = {0}.

Portanto, pelo Corolério 2.3.1, segue que P ramifica em Of. [ |
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Exemplo 2.3.1 Sejam K= Q e L = Q((,), com p primo impar. Os ideais primos nao-nulos
de Ox = 7 sao exatamente os ideais da forma {(q), com q primo. Pelo Teorema 1.6.1, seque que
|Dp| = pP~2. Dessa forma, pelo Teorema 2.5.2, tem-se que um ideal primo {q) de Z ramifica em
Oq,) se. e somente se, (£pP~2) C (q). Assim, se ¢ = p, entdo (£p’~%) C (p) = (q), e deste
modo (q) ramifica. Reciprocamente, se o ideal (q) ramifica, entiao (+p*~2) C (q), o que implica
que q = p, pois caso contrdrio pP=2 € (£pP~2), com p*~* & (q), o que acarreta (£pP~%) € (q),

que € uma contradi¢do. Portanto, o unico ideal primo de Z que ramifica em Ogc,) € (p).

Corolario 2.3.2 FExiste somente um numero finito de ideais primos de Ok que ramificam em

OL.
Demonstragao: Considere a fatoracao do ideal

q
D(OL/Ok) = DOk = [[ P¢

i=1
de Ok, em ideais primos nao-nulos de Ok. Pelo Teorema 2.3.2, tem-se que um ideal primo P de
Ok ramifica em O se, e somente se, D(OL/Ok) C P. Afirmamos que os ideais Py, ..., P, sdo
os tnicos primos que contém D(Oy,/Ok). De fato, seja M um ideal primo de Ok que contém
D(OL/Ok) = [1_, P{*. Desse modo, tem-se que M D P; para algum i = 1,..., ¢, e como Ok ¢é
Dedekind (veja Corolério 1.7.1), segue que P; é maximal, e assim M = P;. Portanto, os ideais

primos P4y, ..., P, de Ok sao os tnicos que ramificam em Or. [ |

Considere o caso em que K = Q.

Definigao 2.3.2 Dizemos que um nimero primo p ramifica em O quando o ideal primo (p)

ramifica em O,.

Teorema 2.3.3 Os numeros primos que ramificam em Oy sao exatamente 0s primos na

fatoracao do discriminante Dy,.

Demonstracgao: Considere a fatoracao do ideal

q
D(OL/Z) =D Z =[] P}
i=1
em ideais primos nao-nulos de Z (veja Teorema 1.8.1). Pelo Coroldrio 2.3.2, segue que os
ideais primos Py, ..., P, de Z sao os tnicos que ramificam em Or. Por outro lado, considere a
fatoracao em primos do discriminante Dy, = pill e p,e}. Desse modo,

T

DZ=(p} .. .p")Z=(p'Z)... (0" Z) = (mZ) ... (n2)" = | [(ni2).

i=1
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Assim, pela unicidade de representacao, segue que r = q e P; = p;Z, para todo ¢ = 1,...,r.
Portanto, os ideais primos piZ, . ..,p,Z de Z sao os unicos que ramificam em O, isto é, os

nimeros primos pq, ..., p, sao os Unicos que ramificam em Q. [ |

Exemplo 2.3.2 Seja L um corpo de nimeros abeliano de grau n primo, cujo condutor é

1

m = pit...pSr. Pelo Teorema 1.6.2, seque que |Dy| = m™~'. Desse modo, py,...,p, sGo 0s

unicos primos que ramificam em O.
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Capitulo 3

Reticulados

Neste capitulo, sao apresentadas trés abordagens sobre reticulados: a Teoria dos Reticulados
Classica, Reticulados Algébricos e Reticulados Ideais. Na primeira, introduzimos o conceito
de reticulado no R", algumas propriedades e parametros que utilizamos no decorrer do texto.
Nas duas outras abordagens descrevemos maneiras de se obter reticulados no R™ via Teoria
Algébrica dos Numeros, fornecendo propriedades e formulas explicitas para alguns parametros

desses reticulados.

3.1 Reticulados no R”

Apresentamos o conceito de reticulado no R", algumas propriedades e parametros de importante

aplicagao, como matriz Gram, volume, diversidade e distancia produto minima.

Definicao 3.1.1 Seja {vy,...,v,} um conjunto de vetores do R™ linearmente independentes
sobre R, com m < n. Definimos o reticulado A de dimensao m e base {v;}"; como sendo o

conjunto
A= {Zaivi; a; € Z} C R™.
i=1
Observacao 3.1.1 De outro modo, o reticulado A pode ser expresso como
A:ZU1+...+ZUm,

ou seja, um reticulado € um Z-modulo livre de posto finito contido no R™, cuja base € linear-

mente independente sobre R.

Exemplo 3.1.1 O espaco Z™ € um reticulado n-dimensional, gerado pela base canonica

{(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,...,0,1)} C R™.
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Observacao 3.1.2 Um reticulado A € um conjunto discreto do R™, pois para qualquer subcon-

gunto compacto K C R™, temos que KN A € finito.

Consideramos a partir de agora somente os reticulados no R” cuja base apresenta n vetores,

ou seja, os reticulados n-dimensionais no R".

Proposigao 3.1.1 Sejam {vq,...,v,} C R"™ uma base de um reticulado A e {wy, ..., w,} um
conjunto de vetores de A linearmente independentes sobre R, tal que w; = Z?Zl a;jvj, com

a;; € Z. Tem-se que {w;}I, € uma base de A se, e somente se, det(a;;) = £1.
Demonstragao: Como

wq a1 Qi - Aip U1

Wp, ap1 Qp2 " Qnp Un

segue que, {w; }?_; é uma base de A quando (a;;) é a matriz mudanca de base, ou seja, quando
det(aij) = #+1. |

Definigao 3.1.2 Sejam A C R™ um reticulado e = {vy,...,v,} uma base de A. O conjunto

=1

€ chamado de regiao fundamental de A com relagdo a base 3.

Exemplo 3.1.2 Tem-se que A = {(a,b) € Z*; a+b= 0(mod 2)} é um reticulado gerado pelos

vetores v1 = (2,0) e vo = (1,1), cuja regigo fundamental estd representada na figura abaizo:
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Defini¢ao 3.1.3 Sejam A C R™ um reticulado e {vy,...,v,} uma base de A. Dizemos que a

matriz
V11 Vi2 - Ui
U1 V22 -+ Up
M =
Un1 Un2 - Unp
¢ uma matriz geradora do reticulado A, onde v; = (v, ..., Um), parai=1,... n.

Observagao 3.1.3 Se M ¢é uma matriz geradora de um reticulado A C R™, podemos represen-

tar o reticulado na forma
A={\M; \eZ"}.

Definicao 3.1.4 Sejam A C R™ um reticulado, B = {v1,...,v,} uma base de A, Py sua regido
fundamental e M = (v;j) a matriz geradora de A com respeito a 5. Definimos o volume da

regiao fundamental Pg como sendo
Vol(Ps) = |det(M)].

Se {v1,..., v, },{w1,...,w,} C R"sdo duas bases de um reticulado A, segue da Proposigao
3.1.1 que |det(v;;)| = |det(w;;)], isto é, o médulo do determinante da matriz geradora de um

reticulado independe da base escolhida. Isto nos permite a seguinte definicao:

Defini¢ao 3.1.5 Sejam A C R™ um reticulado e 8 = {vy,...,v,} uma base de A. Definimos

o volume do reticulado A por

Vol(A) = Vol(Pp).
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Definicao 3.1.6 Sejam A C R™ um reticulado e M uma matriz geradora de A. Definimos a

matriz Gram de A associada o matriz geradora M, como sendo a matriz G = M M?.

Na seguinte proposi¢ao, vemos que o determinante da matriz Gram de um reticulado

independe da base escolhida.

Proposigao 3.1.2 Sejam {vy,...,v,}, {ws,...,w,} CR" duas bases de um reticulado A. Se
G=MM"eG =MM", onde M = (v;;) e M' = (wy;), entio det(G) = det(G").

Demostragao: A verificacao decorre do fato de que |det(M)| = |det(M’)], pois,

det(G)

I
<y
&
=
=y
&
=
S
N~—

o que demonstra a proposicao. ]

Definigao 3.1.7 Sejam A C R™ um reticulado e G uma matriz Gram de A. Definimos o
determinante de A por det(\) = det(G).

Observacgao 3.1.4 Dado um reticulado A C R", tem-se que det(A) = Vol(A)?.

Exemplo 3.1.3 A matriz identidade Id, € geradora do reticulado 7", isto €,
7" = {Nld,; \€Z"}.

Assim, a matriz Gram associada é G = 1d,, e Vol(Z") = det(Z") = 1. Porém, a matriz M’

A= 0 -1
1 1
também € geradora de 7", cuja matriz Gram associada €
o 1 -1
-1 2

Desse modo, Vol(Z") = |det(M')| = 1 = det(G') = det(Z"). Este fato ilustra a independéncia

do volume e do determinante de um reticulado quanto a base escolhida.

dada por

Defini¢ao 3.1.8 Sejam z = (z1,...,2,) e y = (y1,...,Yn) dois vetores no R™. Definimos a

diversidade, ou distancia de Hamming, entre x e y por
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div(z,y) = #{i; ©; # vy, i=1,...,n}.

Definicao 3.1.9 Definimos a diversidade, ou distancia minima de Hamming, de um subcon-
jgunto S C R"™, por

div(S) = min{div(z,y); x #vy, x,y € S}.

Como um reticulado A C R"™ possui estrutura de grupo aditivo e contém o vetor nulo do
R", podemos definir a diversidade de um elemento z € A como sendo a diversidade entre = e o

vetor nulo, como segue:

Defini¢ao 3.1.10 Sejam A C R™ um reticulado e v = (x1,...,x,) € A.

(1) A diversidade de x € definida como
div(z) = #{i; x; #0, i=1,...,n}.

(i) A diversidade de A € definida como
div(A) = min{div(z); z € A, x # 0}.
Definicao 3.1.11 Sejam A C R™ um reticulado e © = (z1,...,z,) € A —{0}.

(1) A distancia produto de x é definida por d,(x) = H | ;]
;70

(13) A distancia produto minima de A é definida por
dpmin(A) = min{d,(x); z € A, z # 0}.

Observacao 3.1.5 Se um reticulado A C R"™ tem diversidade mdzima n, entao a distancia

produto de qualquer elemento ndo-nulo x = (x1,...,x,) € A poderd ser expressa como

dy(x) = [ ] lil.
i=1
Exemplo 3.1.4 Considere o reticulado A = Zvy + Zvy + Zvs, onde vi = (—1,1,0), vy =

(=1,—-1,1) ewvs = (0,0,—1). Temos que div(A) = 1, pois vz apresenta a diversidade minima,

isto €, div(vs) = 1. Dado o elemento x = (—1,—1,2) € A, temos que d,(z) = 2.
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3.2 Reticulados algébricos

Nesta secao, identificamos um Z-médulo livre de posto finito contido num corpo de niimeros K
com um reticulado no R™, o qual chamamos de reticulado algébrico. Essa identificagao permite
apresentar algumas caracteristicas do reticulado obtido através das propriedades do corpo K,
de modo que, fornecemos a matriz geradora, matriz Gram e exibimos formulas explicitas para o
volume do reticulado. Apresentamos duas formas de identificagao, via homomorfismo canénico

e via perturbacao do homomorfismo canonico.

3.2.1 Homomorfismo canonico

Seja K um corpo de ntimeros de grau n. Tem-se que existem exatamente n QQ-monomorfismos
distintos 0; : K — C, com ¢ = 1,...,n (veja o Corolario 1.1.1). Se ¢; é um monomorfismo
imagindrio, o seu conjugado o ; também pertence ao conjunto dos n monomorfismos distintos de
K em C. Desse modo, caso exista, temos um nimero par de monomorfismos imaginarios. Assim,

denotando por r; o ntmero de monomorfismos reais e por 2r, o nimero de monomorfismos

imaginarios, teremos n = r; 4+ 2ry, e podemos reordenar os monomorfismos o;’s de modo
que oy,...,0, sejam reais € o, 11, ...,0, 2, S€jam imagindrios, com oy, 4,4 = 0y, 1, Para
j=1,...,79. Isto nos permite a seguinte definicao:

Definicao 3.2.1 O homomorfismo injetivo de anéis ox : K — R™ definido por

0K<x> = (01(33), cees Oy (QZ), §R<UT1+1(:U>>7 %(UT1+1(‘7:))7 ce 7§R<UT1+T2 (SL’)), %(O’T1+T2 (SC))),

¢ chamado de homomorfismo candnico, ou homomorfismo de Minkowski, onde R e & represen-

tam, respectivamente, as partes real e imagindria de um nimero complezxo.

2mi

Exemplo 3.2.1 Considere o corpo ciclotomico K = Q((3), onde (3 = e3 . Tem-se que 0s
Q-monomorfismos o1 e o3 de K em C, sio dados por ;((3) = (4, com i = 1,2. Desse modo,

K € totalmente imagindrio, comr; =0 ery = 1. Sex = a + b(3 € K, entdo ox : K — R? ¢

dado por
b b3 b b3 b b3
() = (R(o(@)), $(1(2))) = (Rfa — &+ 220 85— 2+ ) = @ - 2 1Y)
Teorema 3.2.1 Se M C K é um Z-mddulo livre de posto n e {x1,...,x,} € uma Z-base de

M, entao ox(M) é um reticulado no R™, cujo volume € dado por

Vol(o(M)) = 277 det(o()) 71 |
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Demonstracao: Para cada x; € M, com j =1,...,n, o vetor ox(z;) ¢ dado por

ox(75) = (01(5); - 00y (25), R(Or111(25)) S(0r111(25))s -0 R(Opiry (), S0y 40, (5))):

Considere a matriz quadrada A de ordem n, cuja j-ésima coluna é dada pelo vetor og(z;).
Utilizando a relagao o, 4y, = 0y 45, cOm j = 1,... 79, e adicionando e subtraindo as linhas

da matriz A convenientemente, de modo a utilizar as igualdades

R(z)=3(2+72) e S(2) =3(z—7),

[

para z € C, obtem-se que

o1(z1) .. oor(xj) coeo1(zy)
oo(11) .. oa(xj) oo oo(Ty)
o (1) oo () e o ()
det(A) = | R(oya(1)) .. Rlorga(z;)) . R(oria(zn))
S(orgi(®1)) oo Slomga(xy) oo Slorsa(an)
RO mp (1)) -0 Rlopara(w))) oo R(Or (@)
(0 4ry (1)) (0 4ra (25)) (s (T0))
o1(z1) ooop(x) oo o1(Th)
oo(z1) ... oa(xj) oo oo(Ty)
o (1) coe o () oo oy ()
= | slona(@) + o)l o glonal@) F o)) glonaa(Ea) + o)
%[Unﬂ(%) —ongi(@)] %[Unﬂ(%‘) —op(z)] %[Urﬁl(xn) = 0y 1(@)]
%[UT1+7"2 (1’1) + Ori4ro ('xl)] s %[UT1+T2 (xj) + Origry (xj)] s %[UT1+7"2 (l’n) + Ori4ro (l'n)]
%[Urﬁ-rz (@1) = Oy (@1)] - %[Um-&-rz (@;) = Oryara ()] - %[07’14-7"2 (@n) = Orytrs (T0)]
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o1(z1) o1(z;) o1(zn)
(1) oa(x;) o9(n)
1\"2 Url(xl) (77»1(27]') 07‘1(3:71)
(2_’L> UT1+1(x1> UT1+1(xj) O'r1+1(xn>
Ory11(21) Un+1($j) Ory11(Tn)
Oritry (33'1) Ori4rg (l’]) Ori+ry (iL‘n)
Ori4ry (xl) Ory+ry (xj) Ori4rg (In)
o1(1) o1(z;) o1(n)
oa(z1) oa(z;) o9(n)
i) " Ory (xl) Orq (ZEJ) Ory (xn)
20 Ory11(21) ory11(25) Ory41(Tn)
Ory12(21) 0r1+2(1’j) Ory2(2n)
Oryt2r, (T1) Or142rg (xj) Oy 12y (T)

= (20) " det(oy(z))}

=1

Pela Proposicao 1.3.1, temos que det(o;(x;)) # 0, e assim det(A) # 0. Desse modo, os vetores

ok (z;) € R" sdo linearmente independentes sobre R, e como

ox(M) = Zox(x1)+ ...+ Zog(x,)

= {ZajaK(xj); a; € Z} :

j=1
segue que ox (M) é um reticulado no R", do qual A* ¢ uma matriz geradora. Portanto,
Vol(ox(M)) = |det(A)| = 27" |det(0i(x;))7 =1l

o que conclui a demonstracao. |

Corolario 3.2.1 SeZ ¢ um ideal nao-nulo do anel de inteiros Ok, entao ox(Ok) e ox(Z) sao

reticulados no R™, cujos volumes sao dados respectivamente por
Vol(ox(Ok)) = 272Dk|? e Vol(ok(Z)) = Vol(ox(Ok))N(Z).
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Demonstracao: Temos que Z e Ok sao Z-mdbdulos livres de posto n (veja Teorema 1.4.1).
Assim, pelo Teorema 3.2.1, segue que ox(Z) e ox(Ok) sao reticulados no R” e, dada uma Z-base

{z1, -+ ,x,} de O, tem-se que
Vol(ow(Ox)) = 272Dy |7,

pois o discriminante Dg = det(0;(x;))?. Pelo Teorema 1.3.1, tem-se que existem uma Z-base
{wy,...,w,} de Ok e inteiros ndo-nulos ay, ..., a,, tal que {aywy,...,a,w,} é uma Z-base de
Z. Assim,

Vol(ox(Z)) = 27" |det(oi(a;w;))| = 27"|ay . . . a,| |det(o;(w;))].

Porém, pela Proposi¢ao 1.5.3, tem-se que N (Z) = |a; ... a,|, portanto
Vol(ok(Z)) = 27" |Dg|2N(Z) = Vol(ox (Ox))N (L),
o que conclui a demonstracao. [ |

Exemplo 3.2.2 Considere o corpo quadrdtico K = Q(i), onde i* = —1. Tem-se que seu anel
de inteiros é Og = Zl[i] (anel dos inteiros de Gauss), com Z-base {1,i}. Dado x = a + bi € K,

o homomorfismo canoénico ox : K — R? € definido por
ox(r) = (R(o1(2)), S(o1(x))) = (a,b),

onde o1(x) = a+bi e o2(x) = a—bi sao os Q-monomorfismos de K em C. Seja Z = (2—1i) um
ideal principal de Z[i|. Assim, dado x € I, temos que x = (2—1)(a+bi) = (2a+b) + (2b — a)i,
onde a,b € Z. Logo, a imagem ox(Z) C R? é dada por

ox(Z) = {(2a + b,2b — a) € R?; a,b e Z}.

Desse modo, ox(Z) € um reticulado no R*, do qual {(2,—1),(1,2)} € uma base. O volume de

o1(1) o1(i) \| 1 . Lo 1,
(20 20 (1) 2

Além disso, pela Proposi¢io 1.5.1, tem-se que N (I) = |N(2 —1i)| = 5, e portanto

ox(Ok) € dado por

VOZ(O'K(OK)) = 271

Vol(ox(T)) = Vol (o (Ox) )N (T) = 5.
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3.2.2 Perturbagao do homomorfismo canonico

Nesta subsecao, é apresentada a perturbacao o, do homomorfismo canonico. Veremos que,
além de propriedades semelhantes as obtidas pela identificacao o, os reticulados obtidos pela
perturbacao o, apresentam matriz Gram igual a matriz da forma trago associada. Considere

K um corpo de ntimeros de grau n.

Definicao 3.2.2 Sejam oy, ...,0, 0s Q-monomorfismos de K em C. Um elemento o € K tal

que o;(a) € R, com o;(a) > 0, para todo i = 1,...,n, é chamado totalmente positivo.

Definicao 3.2.3 Seja a € K um elemento totalmente positivo. O homomorfismo injetivo

0o : K — R" dado por

Ua(x) = (\/04—10'1(1’), AR \/a_rlo-n (ZL’), V 2a7’1+1§R(07’1+1<x))7 eV 2aT1+7’2%<0-7’1+7‘2 (ZE))),

onde a; = o;(), parai=1,...,1r+1ry, € chamado de perturba¢ao do homomorfismo canénico,

em que R e & representam, respectivamente, a parte real e imagindria de um nimero complezo.

Teorema 3.2.2 Se M C K ¢é um Z-mddulo livre de posto n e {x1,...,x,} € uma Z-base de

M, entao o,(M) é um reticulado no R™, cujo volume € dado por
Vol(oa(M)) = (N(a))2|det(0i(x;)); -
Demonstracao: Para cada x; € M, com j =1,...,n, o vetor o,(x;) é dado por

Ua<xj) = (\/a_lo-l(xj)7 R \/a_ﬁ0T1 (xj)7 eV 2a7‘1+?‘2§R(U7‘1+T2 (xj))7 V 205T1+T2g<0-T1+7’2 (l})))

Considere a matriz quadrada A de ordem n, cuja j-ésima coluna é dada pelo vetor o,(z;).
Utilizando a relagao o, 4r,+; = 0r44, cOM j = 1,...,79, e adicionando e subtraindo as linhas

da matriz A convenientemente, de modo a utilizar as igualdades
R(:) = 3z +2) ¢ ()= =2,

para z € C, obtem-se que
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det(A)

onde,

Voro(x)

\/Oé_,«lO'rl (x1>
\/mm(grﬁ-l(ml))
V2011307, 41(21))

\/ 20[T1+T2§R(0'r1+r2 (xl))
\/201r1+r2 %(Url—‘rrz (1’1))

. yajoi(zy)

S \/a_rlo-rl (‘Tj)
o V200, 1 R(0r 41 ()

VI 10 (1))

V200, 40, R(Or 17 (xj )
V200, 4, %(Url—i—?"z (37]))

. \/04_10'1(1‘”)

e \/Oé_rlo-rl (.Tn>
coo V20, 1 R(00 11(20))

vV 2ar1+1%(0_7“1+1 (x">>

V200, 4, R(Opy 1y (T0))
\/ 201r1+r2%(0-7"1+7“2 (xn))

\/O_/_10'1(231)

V& Oy (ml)
%\/ 20y, 11[0711(21) + 011 (21)]
2%’ V 2ar1+1[a7“1+1 (x1> — O+l (‘7:1)]

3V 20 1y [07“1 +ro(T1) + Oy (Il)]

1
2
2%‘ \% 2ar1+r2 [0T1+T2 (171) — Ori4rg (331)]

\/04_10'1 (ZEn)

\/amgﬁ ({L'n>
%, /Qr1+1[0r1+1($n) + 0-7‘1+1<wn)]
2%4/2051"1+1[0'T1+1 (xn) — Ori+1 (xn)]

%\/ 200y 173 (O (T) + Oy 1y (7))
le‘ V 20‘7”14-?“2 [UT1+T2 (l‘n) — Ori4ry (l‘n)]

1 T2 1 T2
= <§> <—> Var o 200 40 2ar1+7"2D’

0'1(1'1)

Ug(xl)

Ory (xl)
Ory11(21) + 01 (71)

Opri+1 (xl) — Ori41 ($1>

Ori+ro (33'1) + Oty (xl)

Ory+ry (xl) — Ori4rg ('Il)

o1(z;)

0'2(.23]')
Ory (xj)
0'T1+1<.Tj) + 041 (1‘1)

Op1(x5) — 04y 41(5)

Ori+ry (J:J) + Oyt (21)

Ory+ry ($j> = Ori+rg (xj)
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o1(z,)

0'2(.23”)

oy (Tn)
Ori1(Tn) + 0 y1(21)

Opri+1 (xn) — Ori41 (l’n)

Oy iy (Tn) + Oy iy (1)

Ory+ry (mn) = Ori4rg (.Z'n)




Utilizando propriedades elementares de determinantes, a saber, a adigdo da (r;+2)-ésima linha

a sua anterior e pela subtragao da (r; + 2l — 1)-ésima linha & sua posterior, com [ = 1,..., 79,
tem-se que
o1(xy) o o1(xy) oo o1(Ty)
oa(x1) ... oa(xj) o oa(my)
I\ o (z1) coe O () e o ()
det(A) = (2_2) V ay ... aT12a7“1+1 ce 2a1“1+7“2 Opri+1 (xl) s 0-7"1+1(xj) <o Opp4l (xn)
Or1(z1) oo ona(zy) oo Onga(Tn)
Ori4rs (3:1) <o Ori4ry (.Z']) coo Oty (.Tn)
Ori+rs (xl) R (l’]) coe Oridry (.Tn)
Ul(Il) O'1<I‘j) O'1(l’n>
oo(x) ... oolzy) ... oo(zn)

1\" o (1) oo o () o o ()
= % VO O 200 41 - 200 gy
L Orr1(x1) oo opa(zy) o onga(En)
op2(1) o opaa(Tg) o onge(n)
Or1+2ry (ml) e i (Ij> coe Orp42rp (J,‘n)

= (20)" /a1 20, 41 - 200, 1, det (o (25)) 72y

Pela Proposicao 1.3.1, tem-se que det(o;(x;)) # 0, e assim det(A) # 0. Desse modo, os vetores

0a(xj) € R™ sao linearmente independentes sobre R, e como

0o(M) = Zog(x1) + ...+ Zou(x,)

= {Z%’%(%’); a; GZ},

j=1

segue que 0,(M) é um reticulado no R™, do qual A’ é uma matriz geradora. Dessa forma,

Vol(oo(M)) = [det(A)| = 27" /ar ., 200, 11 -+ 200, 4y | det(oi(z;))7 51 |-
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Agora, temos dois casos a considerar:

(1) Se o = 0, entao

Vol(0a(M)) = var--ay, | det(o,(z;)?|

= (H ai(a)> | det(o(5))i j=1]

= (N(@)? | det(oy(w,))75, .

(77) Se r; = 0, entao

T2

Vol(oa(M)) =27 [ [ 2 0:()| det(oi(x;))754 -

i=1

Como 0, 4ry+j = 04, Para j = 1,..., 19, segue que o,,4;(a) = 0;(a) = o;(a), pois oj(a) € R.
Assim,

T .

[[oi(@) = W(a))>,

i=1
e portanto,

i n
Vol(oa(M)) = (N(a))? | det(oi(;))7j=

0 que prova o teorema. ]

Corolario 3.2.2 Se Z é um ideal nao-nulo do anel de inteiros Ok, entio 0,(Ok) e 04,(Z) sao

reticulados no R™, cujos volumes sao dados por:
Vol(0a(Ox)) = (PN (@))? ¢ Vol(0a(T)) = (|DxlN () 2N (Z).

Demonstragao: Temos que Z e Ok sao Z-modulos livres de posto n. Assim, pelo Teorema
3.2.2, segue que 04(Z) e 0,(Ok) sao reticulados no R™ e, dada uma Z-base {zy,...,x,} de Ok,

tem-se que

Vol(04(Ok)) = (|Dx|N (a))?,

pois o discriminante Dx = det(o;(x;))? Pelo Teorema 1.3.1, tem-se que existem uma Z-base
{wy,...,w,} de Ok e inteiros ndo-nulos ay, ..., a,, tal que {aw,...,a,w,} é uma Z-base de
Z. Assim,

Vol(0a(T)) = (N(a))? | det(oy(agw;))| = (N(@))? |as . .. an| | det(oy(w))))-
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Porém, pela Proposi¢ao 1.5.3, temos que N'(Z) = |a; ... a,|, e portanto
Vol(0a(T)) = (N (@))? [Pl 2N (Z) = (IDxlN (@) :N (D),
o que conclui a demonstragao. [ |

Proposigao 3.2.1 Se M C K é um Z-mddulo livre de posto n e {ws,...,w,} € uma Z-base

de M, entao a matriz Gram do reticulado o,(M), com respeito a essa base, é dada por
G = (TTK/@(O‘wiw_j))ijl-

Demonstragao: Como vimos no Teorema 3.2.2, tem-se que

Vvaoi(wr) - o (wi) V2000 R (01 (w1) o V20050, (0 4, (w01))
A= .

R
\/a_lal (U)g) 4/ Oy (w2) Vv 20‘7“1-%1%(0—7“1-%1 (w2)) Y. 20‘7“1-%1”2%(0—1”14-7”2 (w2))
&

\/a_lal(wn) \/O‘_m‘jn(wn) V20 (1o 1 (wn)) o V200, 10, S (O (Wh))

¢ uma matriz geradora do reticulado oo(M). Desse modo, denotando por G = (g;)7';—; a

matriz Gram de o, (M) com respeito a A, temos que cada termo de G = AA" é dado por

gi = > Vorok(w)yaro(w;) + > /200, R (00 k(W) v/ 200, 1 R(0r, 11 (w)))
k=1 k=1
+ Z V 200 153 (0 1 (Wi)) v/ 200, 1S (07, 11 (w)))
= Z oy (wiw;) + Z 20, 11 [ R0y 1 (i) )R (0, 11 (w))) + (0 42 (wi)) S (07, 11 (w5))]

T1 T2
= Y aop(wiwy) + > 200, 11k R(0r, 11 (w:) o, 14 (w;))

k=1 k=1
T1 T2
= > aor(wiwy) + Y py k2R (0r, 11 (wiD;))
k=1 k=1
71 T2 T2
= > opop(wiw;) + Y Ak (WiTG) + > 110 (07T
k=1 k=1 k=1
1 2 T2
= Z o (aw;w;) + Z Oy 4k (QWW;) + Z Oy 1 (QW;W5)
k=1 k=1 k=1
r1+272
= Z ok (qw;w;)
k=1
= TTK/Q<awiw_j)>
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o que conclui a demonstragao. [ |

Definigao 3.2.4 Seja M C K um Z-mdédulo livre de posto n. Os reticulados ox(M) e oo(M)

sao chamados de reticulados algébricos.
Observacao 3.2.1 Note que, quando K € totalmente real e a = 1, tem-se que oo (M) = ox(M).

Determinados ideais fracionarios do anel de inteiros de um corpo de niimeros apresentam
uma estrutura de Z-moédulo livre de posto finito, com imagem da forma trago contida em Z
(veja, por exemplo, a referéncia [20]). Além disso, a Proposi¢ao 3.2.1 fornece a matriz Gram de
um reticulado algébrico através da forma trago associada, o que motiva a definicao de uma classe
de reticulados algébricos sobre ideais fracionérios, cuja imagem da forma trago esta contida em

Z, chamados reticulados ideais.

3.3  Reticulados ideais

Introduzimos o conceito de reticulado ideal e apresentamos propriedades sobre alguns parametros,

como diversidade e distancia produto minima. Considere K um corpo de nimeros de grau n.

Proposicao 3.3.1 Se Z é um ideal fraciondrio de Ok, entdo existe d € 7Z — {0} tal que
dZ C Ok.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.1.4, tem-se que existe 8 € Ktal que K = Q(8) e {1,3,..., 8"}
¢ uma base de K sobre Q. Seja {71,...,7,} uma Z-base de Z. Para cada i = 1,...,n, temos
que y; = Z?:_Ol a;;?, com a;; € Q. Assim, a;; = b;j/ci;, com b, ci; € Z e ¢i; # 0. Se
d =mmc{cj; i =1,....n, j =0,1,...,n — 1}, entao dv; € Z[f], para todo i = 1,--- ,n.

n

Portanto, dZ = dZZ% = ZZd% C Z[p] C Ok. m

i=1 i=1

Definicao 3.3.1 Sejam a € K um elemento totalmente positivo e Z um ideal fraciondrio de

Ok. Considere a forma traco:

Tre : KxK — Q
(‘1'7 y) — Tra(xa y) = TTK/Q(Oéxg)-

Dada wma Z-base {wy, ..., w,} de I, a matriz (Trq(w;, wy))i;—y € chamada matriz da forma

trago associada a L com respeito a base {wy, ..., w,}, e denotada por (Tr,).

Teorema 3.3.1 Se a € K é um elemento totalmente positivo e Z é um ideal fraciondrio do
anel de inteiros Ok, entdao

det(Try) = N(T)>N ()| Dx|.
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Demonstracao: Pela Proposicao 3.3.1, temos que existe d € Z — {0} tal que dZ C Ok.
Denotemos J = dZ. Como Ok é um Z-mdbdulo livre de posto n e J é um Z-submddulo de O,
segue, pelo Teorema 1.3.1, que existe uma Z-base {wy, ..., w,} de Ok e inteiros aq,...,a, tal
que {ajwy, ..., a,w,} é uma Z-base de J. Porém, Z = d~ 17, e assim {a1d ‘wy,...,a,d  w,}

¢ uma Z-base de Z. Assim, a matriz da forma traco é dada por

Tr(aad'wiard=wy) -+ Tr(aad'wia,d w,)
(Try) =
Tr(aa,d'wyard=twy) -+ Tr(aa,d  w,a,d " w,)
aTr(a(d ) wwy) -+ ara,Tr(a(d=1)?ww,)
ara, Tr(a(d ) 2w,wy) -+ a2Tr(a(d1)w,w,)
Dessa forma,
Tr(a(d ) wwy) - Tr(a(d)*ww,)
det(Try) = (a1 - - - ay,)*det : :
Tr(a(d Y 2w,wy) -+ Tr(a(d!)*w,w,)
Tr(cwywy) -+ Tr(aww,)

= (a1 a,)*((d1)?)"det
Tr(ow,wy) -+ Tr(aw,w,)

Pela Proposicao 1.5.3, tem-se que N'(J) = |a; ... a,|. Assim,

det(Try) = N(T)*((d71)?)"det(G), (3.3.1)
onde
Tr(cwwy) -+ Tr(ocwwy,)
G —
Tr(aw,wy) --- Tr(aw,w,)

Porém, podemos escrever G = M M=, onde

o(wy) -+ op(wy) o) --- 0

or(wy) - op(wy) 0 e on()
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M é a transposta conjugada de M e o4, ..., 0, sdo os Q-monomorfismos de K em C. Assim,

det(G) = det(M)det(M™")
= det(S)det(T)det(S*+)det(T+)
= (det(9))*(det(T))>.

Mas, temos que
(det(T))* = o1(a) ... on(a) = N () (3.3.2)

e, além disso,
det(S) = det(oi(w;)); =1 = VDk. (3.3.3)

Logo, substituindo as Equacdes (3.3.2) e (3.3.3) na Equacio (3.3.1), obtem-se
det(Tra) = N(T)*((d71)*)" N (a)| D]
Porém, como d € Z, segue que N (Z) = N(J)N(d~1) = N(J)(d~1)". Portanto,
det(Try) = N(I)*N (a)| D],

o que conclui a demonstragao. [ |

Definicao 3.3.2 Sejam o € K um elemento totalmente positivo e T um ideal fraciondrio do
anel de inteiros Ok, tal que Try(x,y) € Z, para todo x,y € . Nesse caso, o reticulado o,(T)

¢ chamado de reticulado ideal, e denotado por (Z,Tr,).

Definicao 3.3.3 O conjunto
AHE}Q ={r € K; Trgslzy) € Z, ¥V y € Ok},

€ chamado de codiferente de K sobre Q.

Observacao 3.3.1 Note que, se a € K é um elemento totalmente positivo e T é um ideal
fraciondrio de Ok, entao aZp(ZL) C AHE}Q (onde ¢ : K — K € a conjugagao complexa) é uma

condi¢do suficiente para que o reticulado ideal (Z,Tr,) esteja bem definido.

Proposigao 3.3.2 Se Z € um ideal fraciondrio de Ok, entao o reticulado ideal A = (Z,Tr,)

tem diversidade div(A) = ry + ro.

Demonstracao: Dado y € A ndo-nulo, tem-se que existe x € Z — {0} tal que

Y= Ua($) - (\/&_10'1(1'), R Maﬁ (27), V 20'/7"1-"-18%(07”1-"-1(37))7 SRR IV 20‘7‘1-1-1"2%(07”1-"-7“2(‘%)))'
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Como z # 0, segue que 0;(z) # 0, paratodoi = 1,...,n. Logo, as primeiras r; coordenadas de y
sao nao-nulas. Além disso, nas 2r, coordenadas restantes, temos no minimo r, nao-nulas, pois as
partes real e imaginaria de o;(x) # 0 ndo se anulam simultaneamente, para cadai = r1+1,...,n.
Assim, div(A) = min{div(y); v € A, y # 0} > r1 + rao. Seja, agora, § € T — {0}. Pela
Proposigao 3.3.1, tem-se que existe d € Z — {0} tal que dZ C Ok, e deste modo df € Ok.
Assim, existem ag, ay, . .., am_1 € Z tal que (df)™ + apy_1(dB)™ ' + ... + a1 (dB) + ag = 0, com

ag # 0. Porém, como Z é um Og-moddulo e d € Ok, segue que df € Z, e assim
—Qag = (dﬁ)m + (lm_l(dﬁ)m_l + ...+ al(dﬂ) el

Como —ag € Z, segue que 0;(—ag) = —ayg, para todo i = 1,...,n. Dessa forma, o,(—ag) é um

elemento de A, com div(o,(—ag)) = 1 + 9. Portanto, div(A) = 11 + 7. [

Corolario 3.3.1 Se Z ¢ um ideal fraciondrio de Ox e N = (Z,Tr,) € um reticulado ideal,

entao:
(i) div(A) = n, se K € totalmente real.
(i) div(A) = g, se K € totalmente imagindrio.

Demonstracao: Se K é totalmente real, tem-se que ro = 0, e assim div(A) = r = n. Agora,

n
se K ¢é totalmente imagindrio, entao div(A) = ry = 7 ]

Teorema 3.3.2 Se K ¢ totalmente real e Z é um ideal fraciondrio de Ok, entao a distancia

produto minima de um reticulado ideal A = (Z,Tr,) é dada por
d det(Try)

pvmin(A) = mln(I) |DK| )

o V(@)
onde min(Z) = [nin N

Demonstracao: Dado y € A, tem-se que existe x € Z tal que

y=0a(z) = (Vor()or(2), ...,/ on(@)on(2)),

pois K é totalmente real. Pelo Corolario 3.3.1, temos que div(A) = n. Assim, ao denotar

y=(y1,---,yn) € R" segue que

dpmin(A) = min{dy(y); y € A, y # 0} = OI;EQAH |4l
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= min ﬁ )Mm(m)‘ = f[ Voi(a) min ﬁ loi(x)

OyéxGI 0#x€T - 1
1=

= \/N( ) min [N (z)].

04zel

det Tra

Pelo Teorema 3.3.1, tem-se que det(Tr,) = N(Z)’N (a)|Dk| e, assim, /N («a) NV
K

Portanto,

dpmin(A) = M min_ [N (z)|

/\/'(I)« /|DK| 0#x€T

det(Try) o’iﬂ?x' (=)

V| Dk N(T)
= min(I)M

VIDk|

como queriamos demonstrar. [ |

Lema 3.3.1 Se Z ¢ um ideal principal de Ok, entdo

min_ [N (z)| = N(2).

0#z€l

Demonstracao: Como Z C Ok é um ideal principal, segue que existe a € Ok tal que Z = (a).

Desse modo, N (Z) = |N(a)|. Dado x € Z — {0}, temos que = ay, para algum y € Ok.

Assim,
IN(2)] = [N (a)[IN(y)| = N(Z).
Além disso, [N (z)] = N(Z) para z = a € Z. Portanto, Or;?igz N (z)| = N(T). n

Corolario 3.3.2 Se K ¢ totalmente real e T € um ideal principal de Ok, entao a distancia

produto minima de um reticulado ideal A = (Z,Tr,) é dada por

det(Tr,)
P, ( ) |DK|
Demonstragao: Decorre diretamente do Teorema 3.3.2 e do Lema 3.3.1. |

Observagao 3.3.2 Seja A = (Z,Tr,) um reticulado ideal, onde Z é um ideal principal do anel
de inteiros Ok, com K totalmente real. Se G é uma matriz Gram de A, entdo, pela Proposi¢ao
3.2.1, tem-se que G = (T'r,). Desse modo,



Capitulo 4

Reticulados de dimensao impar via Extensoes

Ciclicas

Neste capitulo, apresentamos construcoes de familias de reticulados algébricos de dimensao
impar via extensoes ciclicas, ou mais precisamente, via subcorpos de extensoes ciclotomicas
do tipo Q((,), Q(G2), Q(Cg) € Q((py2), com p e ¢ primos impares. Na Sec@o 4.1, expomos
uma descricao inicial de construgao ciclica utilizando o anel de inteiros de subcorpos de Q((,).
Visando preparar condigoes para as construcoes seguintes, na Secao 4.2 é introduzida uma
terminologia dos reticulados Z™-rotacionados e na Secao 4.3 é apresentado o conceito de anel
de grupo, como um modo de intermediar as abordagens feitas em [18] e [20], referéncias suporte

para a Secao 4.4, na qual é feita a obtencao de reticulados Z"-rotacionados.

4.1 Reticulados de dimensao fmpar sobre Ok

Considerando um corpo de nimeros de grau impar K contido numa extensao ciclotémica Q(¢,),
em que p é um primo impar, fazemos a imersao do anel de inteiros Og no R™, via 0 homomor-
fismo canonico, obtendo um reticulado algébrico, do qual fornecemos a matriz geradora, matriz

Gram e parametros como volume, diversidade e distancia produto minima.

Proposicao 4.1.1 Dados um inteiro positivo n e um primo impar p tal que p = 1(mod n),
temos que existe um unico subcorpo K de Q((,) que satisfaz [K : Q] = n. Além disso, Q CK ¢

ciclica e p € o unico primo que ramifica em Ok.

Demonstragao: Seja G = Gal(Q(¢,) : Q). Temos que o(G) = p —1e G ~ Zj; é ciclico (veja
Teorema 1.1.2). Assim, sendo o um gerador de G, o grupo ciclico H := (0") < G tem ordem
(p—1)/ne, como H <G = Gal(Q((,) : Q) e Q C Q((,) é galoisiana, segue pelo item (i) do
Teorema 1.1.1, que H = Gal(Q(¢,) : K) para algum corpo intermedidrio K de Q C Q((,). Além
disso, pelo item (i7) do Teorema 1.1.1, tem-se que K C Q((,) é galoisiana e H = Gal(Q((,) : K)
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¢ o tnico subgrupo de G tal que [K : Q] = n. Desse modo, K é o tnico corpo intermediario de
Q C Q(¢p), de grau n sobre Q.

Q(¢p) {1d}

p—1
n

K~ H = Gal(Q((,) : K)

!

Q G = Gal(Q(¢) : Q)

Afirmamos que Q C K é ciclica. De fato, como G é abeliano (pois é ciclico), segue que todo
subgrupo de G é normal e, em particular, H = Gal(Q({,) : K) < G. Assim, pelo ftem (¢ii) do

Teorema 1.1.1, tem-se Q C K é galoisiana e, além disso,

Gal(Q(6): @) _ G
Gal(@((p) : K) M

Gal(K: Q) ~

Dessa forma, como G é ciclico, segue que Gal(K : Q) também o é. Portanto, Q C K é ciclica.
Por fim, como K C Q((,), segue do Teorema 1.6.1 que |Dx| = p"~'. Portanto, pelo Teorema

2.3.3, temos que p ¢é o Unico primo que ramifica em Ok. [ |

Nas duas observacoes seguintes, considere as mesmas notagoes da Proposicao 4.1.1.

Observagao 4.1.1 Como G € ciclico com gerador o, seque que G/H também é ciclico, cujo
gerador € G. Assim, do isomorfismo natural G/H ~ Gal(K : Q), seque que o|x é um gerador

de Gal(K : Q), isto ¢,

Gal(K : Q) = (o|x) = {Idx, 0|k, ..., 0" |k }.

Observacao 4.1.2 Note que, do fato de G = (o) = Gal(Q((,) : Q) = {o1,...,0p-1} com
o; 1 Gy C;, seque que o = o, para algum r € {1,...,p — 1} e, além disso, como G =~ 7,
via o isomorfismo natural o; — i, seque que T € um gerador de Ly, isto €, r € um elemento

primitivo modulo p.

Exemplo 4.1.1 Dados n = 5 e p = 11, pela Proposicao 4.1.1, existe uma unica extensao
ciclica K de Q com K C Q(¢11), tal que [K: Q] = 5. Como 2 é um gerador de Z},, seque da
Observagao 4.1.2, que oy € um gerador de G = Gal(Q((11) : Q). Assim, tem-se que K € o corpo
fizo do subgrupo (c3) de G = (03), isto é, (05) = Gal(Q((11) : K). Porém, como 03 = 095 = 039
e 32 = 10(mod 11), seque que o5 = 19. Portanto, do fato de [Q((11) : K| = 2, concluimos que
Gal(Q(¢11) : K) = {Id, 010}.
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Defini¢ao 4.1.1 Sejam Q C K uma extensio galoisiana de grau n, com Gal(K : Q) =
{o1,...,0n} e M C K um Z-mddulo livre de posto n. Se eziste c € M tal que {o1(c),...,0n(c)}

€ uma Z-base de M, dizemos que tal base € uma base normal de M.

Note que, temos bem definido o conceito de base normal do anel de inteiros de um corpo
de nimeros, bem como de qualquer um de seus ideais (veja Teorema 1.4.1).

Apresentamos agora, trés resultados a fim de exibir uma base normal para Ok, no caso em
que K é um corpo intermediario de Q € Q((,), com p primo. Para isso, fornecemos também

uma base do corpo K sobre Q.

Lema 4.1.1 Se K é um corpo intermedidrio de Q C Q((,), com p primo, [Q((,) : K] = m,
[K:Q]=n eo, é€um gerador de Gal(Q({p,) : Q), entao o conjunto

,',.n+1 ,r.mn+1 ,',.n+2

(oA oA Y U AT S

¢ linearmente independente sobre Q.

Demonstracao: Denotemos G = Gal(Q((,) : Q). Pela Observacao 4.1.2, tem-se que G = (o,)

para algum r € {1,...,p — 1} e, do isomorfismo natural G ~ Z,, temos que Z, = F) =
{7, 7,..., 771} Sejam a;; € Q tal que
> o> aG =0, (4.1.1)
j=1 i=1

L. L. i1n+j iontj . .
Afirmamos que, para 1 < i, ip <mel < jp,jp <n,se () =77 entao ip = ig e

riantn C]’;QHHQ e nao valha i; = iy e j; = jo. Temos duas

J1 = Jja. De fato, suponhamos que (;
possibilidades a analisar; quando uma das duas ultimas igualdades nao ¢ valida ou quando
ambas nao sao. Suponhamos primeiramente, sem perda de generalidade, que i, = i5 € j1 # Jo.
Como Cg”n = C;Qn 2 segue que riin i = p2nti2 (mod p), o que implica que p | 7 (rt —ri2),

"oup | " —r2. Mas a primeira condigao

pois iy = iy. Como p é primo, segue que p | 7%
nao é possivel, pois acarretaria que p | r, o que é uma contradigao pelo fato de r < p — 1.
Suponhamos que j; > jo. Logo existe t € ZT tal que j; = jo +t. Assim, p | 772(rt — 1) e, dessa
forma, r* = 1(mod p) implicando que 7' =1 comt = j; —jo <n—1<n < p—1, o que é uma
contradigao, pois a ordem de 7 é p — 1. Consideremos, agora, o caso em que i1 # iy € j; 7 jo €
suponhamos que i; > iy € J; > jo. Assim, existem t1,t, € ZT tal que i1 = iy +1t1 € j1 = Jo + 1o
e, entdo, t; =iy —is <m—1ety =j; —jo <n—1. Logo, como p | ri" 1 — pizntiz segue que
p | rlzttntGatte) _pienti gt & p | ri2ntiz(pntt2 1) Dessa forma, 7172 = 1(mod p), ou

seja, 711"2 = 1. Porém, como t; < m —1ety, < n—1, segue que t;n < (m — 1)n e, assim,
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tin+ty <mn—1=p—2 < p—1, contradi¢cao. Dessa forma, os valores C;MH, coml<i<me
1 < j < n, sao todos distintos, num total de mn = p —1 elementos. Podemos, entao, reescrever

a Equacao (4.1.1) na forma
p—1
D iy =0,
k=1

com by, € Q, para todo k = 1,...,p — 1 e, como {(y,(,...,¢¢7'} é uma Q-base de Q((p),
segue que by = 0, para todo k = 1,...,p — 1. Portanto, a;; = 0 paratodoi7=1,...,me j =

1,...,n e, dessa forma, o conjunto {C;nH, . ,C;mnH, C;n+2, . ,C;mn+2, . ,C;Mn, . ,C;mn+n} é

linearmente independente sobre Q. [ |

Teorema 4.1.1 Se K é um corpo intermedidrio de Q C Q((,), com p primo, entao K = Q(0),
onde 6 = Troe(Gy).

Demonstragao: Temos que § = T'rg(,)/x(¢p) € K, e assim Q(#) C K. Denotemos [K : Q] = n,
[Q(&) : K] = m e seja 0 = 0, um gerador de G = Gal(Q((,) : Q). Pela unicidade de K, segue
da Proposicao 4.1.1, que

Gal(Q(¢) 1 K) = (o) = {o™,0™",...,0™"} = {0, 0020, ..., Cpmn}.

Dessa forma,

mn

0 = Tro,)/x(G) = 0 (Gp) + 0r2n(Gp) + - 4 opmn (G) = C;n + C;Qn +... 4G

Como G ¢é abeliano, segue que Q C Q(6) ¢ galoisiana. Seja f(z) = 2°+as 12° ' +. ..+ a1z +ag

o polinomio minimal de # sobre Q. Assim
0° +as 10° 1+ ... +a0+ay=0. (4.1.2)
Aplicando o,:, com i = 1,2,...,n, na Equagao (4.1.2) obtemos
0=0,4(0°+ as16° 1+ ...+ a10 + ag) = [0,:(0)]° + as_1]o,: () + ... + a10,:(0) + ao,

isto é, 0,:(0) é uma raiz de f(z), para todo ¢ = 1,2,...,n. Mas, como Q C Q(0) é galoisiana,

segue que 0,:(0) € Q(0), para todo i = 1,2,...,n. Sejam by, by, ..., b, € Q tal que

b10,(0) + byo,2(0) + -+ - + byom(0) = 0.
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Logo,

n+1 mn+1 ) n+2 mn+2) n+n mn+n)

0=0b(¢, +...+¢ +0a(G G +o (G G

n+1 mn—+1 n+2 mn+2 n+n mn+n

=b(, +...+b( +b2(, A+ Da() R G L) )

Desse modo, pelo Lema 4.1.1, temos que b; = 0, para todo ¢ = 1,2,...,n, ou seja, o con-
junto {o,.(0),0,2(0),...,0m(0)} C Q() é linearmente independente sobre Q. Dessa forma,
[Q(0) : Q] > n com Q(F) C K. Portanto, K = Q(0). n

Exemplo 4.1.2 Denotandon =5 e p = 11, considere o corpo intermedidrio K de Q C Q((11)
com [K : Q] = 5, obtido no Exemplo 4.1.1. Pelo Teorema 4.1.1, temos que K = Q(#), onde
0 = Troe)k(Ci). Porém, como Gal(Q(¢11) : K) = {Id, 010}, seque que

0 = Troe) k(i) = Gi + o10(G1) = G + Cll? = (i1 + Cﬂl-

Portanto, K = Q((11 + ¢;1') € o subcorpo mazimal real de Q((1y).

Corolario 4.1.1 Se K é um corpo intermedidrio de Q C Q((,), com p primo, K : Q] = n,
0 = Troe,)x(Cp) e op € um gerador de Gal(Q((,) : Q), entao

{0,(0),0,2(0),...,0m:(0)}

€ uma base de Ok sobre 7, isto €, uma base normal de Ok.

Demonstragao: Pelo Teorema 4.1.1, temos que {o,.(0),0,2(0),...,0,(0)} é uma base de
K = Q(#) sobre Q. Logo, este conjunto é também linearmente independente sobre Z, restando
apenas verificar que é um gerador do anel de inteiros Ok, visto como Z-mddulo. Para isso,
dado 0,i(f) € K com i € {1,...,n} e denotando [Q((,) : K] = m, tem-se que 0,:(8) =
ari(an+. . .+C,;mn) = C;"H%—. : .+C,;mn+i e, como ¢, é um inteiro sobre Z, segue que 0, (#) também
o0 ¢, como uma soma de produtos de (,. Dessa forma, 0,:(f) € Ok, para todo i =1,...,n, ou
seja,
{0,(0),0,2(0),...,0:(0)} C Ok.

Seja a € Og. Como Ok C K, segue que existem a; € Q, com i = 1,...,n, tal que

a = ay10,(0) + ay0,2(0) + - -+ + a0 (6).

Assim,

n+1 mn—+1 n+2 mn—+2 n+n

a=al, +...+a(, +ax(y,  +...tasq, +.oootanl, ot an(,

mn—+n
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Utilizando o mesmo argumento que fizemos para a Equacdo (4.1.1) no Lema 4.1.1, podemos

escrever
o =b1G 400+ 4 b1 com by € Q, paraj=1,...,p— 1.

Como K C Q(¢p), segue que Ox € Og¢,) = Z[(p) (veja o Teorema 2.6 de [7]). Logo, o € Z[(,).
Assim, pela unicidade de representacao de um elemento de Q((,) na Q-base {1, ,, 5, c C};_Q},
sendo esta também uma Z-base de Z|[(,], podemos concluir que b; € Z, paratodoj =1,...,p—1.
Logo, a; € Z, para todo i = 1,...,n. Dessa forma, {0,.(6),0,2(0),...,0x(0)} é um gerador de

Ok sobre Z e, portanto, é uma Z-base de Ok. [ |

No Corolério 4.1.1 podemos dizer que {o,(0),0,2(0),...,0x(0)} é base normal de Ok,
pois 0 € Ok e, pela Observagao 4.1.1, segue que Gal(K : Q) = {o,|x,...,0m|k}. Além disso,

podemos caracterizar esta base de outro modo, como na seguinte observacao:

Observacao 4.1.3 Com as mesmas notagoes do Corolario 4.1.1 e denotando o = o,, tem-se
que 0° = 0ys, pois 0°((,) = 0,:(¢,), para todo s = 1,...,n. Dessa forma, no Coroldrio 4.1.1,

podemos dizer que
{0,000),...,0" )}

¢ uma base normal de Ok, sendo o um gerador de Gal(Q((,) : Q).

Exemplo 4.1.3 Considere o subcorpo mazimal real K = Q((1y + (7') de Q((r1) obtido no
Exemplo 4.1.2. Denotando por o = o9 o gerador de Gal(Q((11) : Q), seque do Coroldrio 4.1.1
(veja Observagao 4.1.3), que

{0.0(0),0°(0),0°(0), 0" (0)}

¢ uma base de Ok sobre Z, onde § = Troe,,)/x(Ci1). Porém, pelo Exemplo 4.1.2, temos que
0 = (11 + (). Desse modo,

o(0) = 02(Ci1 + ¢iy') = ¢ + ¢y
(0) = au(Cu + ¢ = Ch +Ch

a*(0) = os(Cu + ¢') = ¢ + Gy

o' (0) = o16(Ci + Ci1') = ¢ + G-

0_2

Portanto,
{Cu+¢nt G+ G+ G+ G G+ G

€ uma base normal do anel de inteiros Ok.

Proposicao 4.1.2 Se Q C K é uma extensao galoisiana de grau impar, entao K € totalmente

real.
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Demonstracao: Seja [K : Q] = n impar. Pelo Teorema 1.1.4, existe a € K tal que K = Q(«).
Sejam p(z) o polinémio minimal de a sobre Q e Gal(K : Q) = {o1,...,0,}. Como gr(p(x)) =n
é fmpar, segue que p(z) possui uma raiz real 5. Mostremos que Q(a) = Q(5). Como Q C K
¢ galoisiana, segue que existe o; € Gal(K : Q) tal que 0;(a) = 5. Assim, 8 € Q(a) e, desse
modo, Q(5) C Q(«). Porém, como o polinémio minimal de 3 sobre Q é o préprio p(z), segue

que [Q(5) : Q] = n = [Q(«a) : Q]. Dessa forma, Q(a) = Q(S). Como
K=Q(B)={ao+af+...+a,_18""; a; € Q} CR,

segue que 0;(K) = K C R, para todo i = 1,...,n. Portanto, K é totalmente real. [ ]

Observacao 4.1.4 Se K é um corpo de numeros totalmente real de grau n e Z é um ideal
fraciondrio do anel de inteiros Ok, seque pelo Corolario 3.3.1 que um reticulado ideal (Z,Tr,)
tem diversidade mdxima n. Portanto, reticulados ideais definidos sobre extensoes galoisianas

de grau impar apresentam diversidade mazrima.

4.1.1 Obtencao do reticulado ok (Ok)

Seja K um corpo intermediario de Q C Q((,), com p primo impar e [K : Q] = n impar.
Pelo Teorema 3.2.1, temos que ok (Ok) é um reticulado no R™, com diversidade méxima (veja

Observagao 4.1.4), cujo volume é dado por

VO[(O']K(OK)) = 2_T2|DK|% = \/pn_l,

n—1

pois 5 = 0 e |Dg| = p" ! (veja Teorema 1.6.1).

Considerando a Z-base {0,0(0),...,0"(0)} de Ok obtida no Corolério 4.1.1, temos que

{ox(0),0x(c(0)),...,ox(c" " (H)} C R"

¢ uma base do reticulado ok (Ox), cuja matriz geradora associada é

0 a(0) o™ 1(0)
A o(d) o (9) 7 |
o™ 10) 0 o"2(0)

pois, ok ¢é definido por

O'KZK—> R”



pelo fato de que Gal(K : Q) = {ldk,olxk,...,0" Yk} (veja Observagao 4.1.1), com K

totalmente real. Note que M = M?, da qual a i-ésima linha é dada por
ok (c'(9)) = (a°(0), 0" (6), ..., 0" 7H(H)),

parai=0,1,...,n — 1. Dessa forma, denotando por G = (gzj)u o & matriz Gram de ox(Ok)

com respeito & M, tem-se que cada termo de G = M M?* pode ser escrito como

gij = (ox(0*(9)), o (07(0)))
=o' (0)o?(0) + o"H(0)oTTHO) + ... + T (B) I T ()

A igualdade (x) segue do fato de que o"|g = Idk e 0" °|g = 0~ °|k, para todo s € Z*. Dessa
forma,

G = (Trge(0 o7(0)))"

1,7=0 "

Observagao 4.1.5 De maneira andloga, também podemos escrever G = (Trg (0 (0)07 (0)))7 2.

Ou seja, a matriz Gram coincide com a matriz da forma trago, com respeito a base {6,0(0), ...

“1(9)} de O.

)

Teorema 4.1.2 Se K é um corpo intermedidrio de Q C Q((,), com p primo impar, [K : Q] =n
impar, o um gerador de Gal(Q((,) : Q) e 0 = Tro,)x((p), entdo

oo -{ ") e

ondet=20,1,...,n—1.

Demonstracao: Sejar € {1,...,p— 1} tal que 0 = 0, e denotemos, por simplicidade, ¢ = (,.
Como Gal(K : Q) = {Idxk, 0|k, ...,0" 'k} e 6 € K, segue que

Tri/q(0 o'(0 Za (6 o'(
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parat=0,1,...,n — 1. Mas,

0 Ut(e) — iacn<c) i Ut-i-]n Z o€ t+]n )
c=1 J=1 c,j=1

pois Gal(Q(¢p) : K) = (¢"), cuja ordem é (p — 1)/n. Assim,

p—

n—1 T
TT]K/Q 8 O' Z Z O_a—l—cn a+t+jn(c)
a=0 c¢,j=1
n—1 pT n—1 pT
_ Z Z CTaJrchTathJrjn _ Z Z Cra+cn_|_,,‘a+t+Jn
a=0 ¢,j=1 a=0 c¢,j=1

Denotemos | = (p — 1)/n. Como 7 é um gerador de Z; (veja Observacao 4.1.2), segue que

P! = 1(mod p), e assim P~V = (yP~1)7 = 19 = 1(mod p), para todo q € Z. Logo,

p—1 _ —
Ta—&—(lq—&—c)n _ T,a—l—( —qtcn _ Ta—l—(p g+en _ Tzz—i-cnr(p 1)q = Ta—l—cn(mod p)

wren — et hara todo ¢ € Z. Note, porém, que se s = c(mod 1) entao

Desse modo, ("
. . Ta+sn Ta—‘—cn . N .

s = lq+c, para algum q € Z, o que implica que ¢ =( . Assim, a menos da congruéncia

modulo [, podemos por o parametro ¢ variando em 7Z;. O mesmo argumento se aplica ao

parametro j. Dessa forma, podemos escrever

TTK/Q 9 U Z Z C retenprarirn Z nz_l Z Cr,«a+cn+ra+t+jn.

a=0 c¢,j€Z; ceZ; a=0 j€Z;

Além disso, fazendo a mudanga de varidveis d = ¢ — j(mod 1), isto é, ¢ = d + j(mod 1), teremos

a+cn o CT.a+(d+j)n

que " e, como c varia em Z;, segue que d também varia em Z,;. Logo,

TT]K/Q 9 J Z Z Z< rat(d+i)n patttin

d€Z; a=0 j€7Z;
n—1 p—1 n—1 p—1
o Z Z Z C(T’dn+Tt)Ta+jn o C(Td"+rt)7'a+jn
deZ; a=0 jez, d=1 a=0 j=1
Note que r*™" para a € {0,1,...,n—1} e j € {1,...,’%1}, toma valores congruentes a
s = 1,...,p — 1 médulo p, pois (7) = Z; = {1,...,p—1}, e assim 7*™" = 5 para algum

s=1,....p—1, isto é r*ti" = s(mod p). Logo, ¢"""" = (*, para algum s = 1,...,p — 1.
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-1
Dessa forma, como n(*—) = p — 1, segue que

n— 1 5= n—1 pT_l p—1 p—1
Z Z C(Tdn_;'_r a+]n Z Z(CTa+j")Tdn+Tt _ Z(CS)Tdn+Tt _ Z<Crdn+rt)s.
a=0 j=1 a=0 j=1 s=1 s=1

. dn t
Sendo assim, denotando wy; = (" T, teremos

p—1

n p—1

Trig(0 of( ZZ (wae)?,

d=1 s=1

onde

-1
pz:(w )= p—1, sewq; =1
at) =
' 1, t=0,1,....,n—1.

pry se wgs #1; .n

. . . , .. dn t ,
O primeiro caso desta igualdade é trivial. Para wy: # 1, basta notar que wy; = ¢" " é uma

raiz do polinomio
P —1

R |
r—1

e, desse modo,
—1

(Wd,t)s = (Wd,t)pil + ...+ (wdﬂg)Q + wgr = —1.
1

S

@
Il

Agora, para avaliar Trg/g(0 0'(#)) devemos considerar dois casos, quando t = 0 e t # 0. Mas,

para isso, mostremos antes que

1
wip =1 < t:Oed:pzn. (4.1.3)

De fato, suponhamos que t = 0 e d = (p — 1)/2n. Temos que r*~* = 1(mod p). Como p — 1
é par, segue que existe m € Z tal que p — 1 = 2m. Logo, (r™)*> = r*™ = 1(mod p). Assim,
p|l (r?—1= (r"+ 1)(r™ — 1), o que implica que ™ = 1(mod p) ou r™ = —1(mod p).
Porém, como a primeira congruéncia nao ¢ possivel, pois p — 1 é o menor inteiro positivo com

tal propriedade, segue que ™ = —1(mod p). Dessa forma, Pl = 0(mod p) e, portanto,

(=1 p=l
wag = = L ST L

. . 4 dn t ~
Reciprocamente, se wyy = 1, isto é, " ™" = 1, entdo

rdn 4+ rt = 0(mod p) < r™ = —rt(mod p)
& pdn — r™*(mod p)
gm—i—tzdn(modp—l)
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Sp—1|m+t—dn
S JdkeZtalquet=dn—m+ki(p—1).

A equivaléncia (1) é vélida devido ao fato de r™** = —rf(mod p) e a equivaléncia (2) segue do
Teorema 6.2 de [3]. Por outro lado, temos que n | dn, n | k1(p — 1) (poisn | p—1)en | m
(pois n(g;nl) =m), e assim n | t. Porém, como t =0,1,...,n — 1, podemos concluir que ¢ = 0.

Desse modo, dn =m — ki(p — 1). Logo,

—1 -1 -1 -1

o o (1 —2k) = com ky = 1 — 2k, impar.

Note que k5 deve ser positivo, pois caso contrario teriamos d < 0. Porém, s6 se pode ter ks = 1
ou 2, pois se ky > 3 terfamos d > (p — 1)/n. Mas, como ks é impar, resta somente ky = 1.

Portanto d = (p — 1)/2n, o que conclui a demonstragao da Equivaléncia (4.1.3). Observe que o

nimero inteiro 2= est4 bem definido devido ao fato de n ser fmpar e (’%)n = p — 1 ser par,

2n
p—1

0 que garante que é par. Voltando a avaliar Trgg(# o'(f)), suponhamos que t # 0. Pela

Equivaléncia (4.1.3) temos wq; # 1, o que implica Ei;i(wd,t)s = —1. Logo,

Treal6 (6 z (=)

Suponha, agora, que t = 0. Pela Equivaléncia (4.1.3), se d = (p — 1)/2n entdo wy; = 1, e se
d # (p—1)/2n entdo wq; # 1. Portanto,

p—1 p—1
n Pl o
p—1 p—1
T t _ s _ 1 = 1) — _ N
rijal6 0'(9) G =-0+ 3 1= (Pt - 1) = (2.
d=1 s=1 d=
ipe?
o que conclui a demonstracao. ]

Observagao 4.1.6 No Capitulo IV de [10], foi citado o resultado acima para n primo impar.

Aqui, obtemos o resultado exigindo que a dimensao n, de K sobre Q, seja apenas impar.

Temos que o/~¢ percorre o, comt = 0,1,...,n — 1, quando 4,5 = 0,1,...,n — 1. Dessa

forma, pelo Teorema 4.1.2, tem-se

Try (0 Jj_i(O)) = {
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Portanto, a matriz Gram do reticulado o (Ox) com respeito a matriz geradora M, é dada por

p— () =) e ()
SGCORFEICS IR D

T3

|
—~
7
—
N~—
|
—~
.
—
~
i)
|
—~
S
"
—
N~—

Pelo Corolario 3.3.2, a distancia produto minima de ox(QOk) é dada por

det(Q)

dp.min(ox(Ok)) = D

Mas, como {6,0(f),...,c" 1(0)} é uma Z-base de Ok, segue que
Dl = DB, 0(6), .., 0" (8)) = det(Triesa(6 o (0))1 7% = det(G).

Portanto, tem-se que

dpmin(0x(Ox)) = 1.

Ou seja, a distancia produto minima do reticulado ox(Ox) é sempre unitéria, sendo este o

reticulado algébrico candnico com relacao a tal parametro.

Observacao 4.1.7 Como K ¢ totalmente real, seque que ox(Ox) = 04(0k), para o = 1.

Assim, podemos denotar ox(Oxk) como sendo o reticulado ideal (Og,Try).

4.1.2 Algoritmo de construcao

Nesta subsegao, apresentamos um algoritmo que descreve a familia de reticulados algébricos

obtidos na Subsegao 4.1.1

Teorema 4.1.3 ([6/,pdg.523)(Teorema de Dirichlet) Se a,m sao inteiros tal que 1 < a < m
e mdc(a,m) = 1, entdo a progressao aritmética {a,a + m,a + 2m,... a + km,...} contém

infinitos primos.

Dados uma dimensdo impar n e p um primo impar satisfazendo p = 1(mod n), existe
uma Unica extensdo ciclica K de grau n sobre Q, com K C Q(¢,) (veja Proposi¢ao 4.1.1) e,
consequentemente, temos definido o reticulado ox(Ok). Porém, pelo Teorema de Dirichlet, a
progressao {1,1+ n,1 +2n,...,1+ kn,...} possui infinitos primos, isto é, existem infinitos

primos impares p tal que p = 1(mod n). Desse modo, para cada dimensao impar n, obtemos
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uma familia de reticulados ox(Ok), variando segundo o parametro p primo impar satisfazendo

p = 1(mod n). Podemos assim, fornecer um algoritmo de construgao do reticulado ok (Ok).

Algoritmo

1. Escolha uma dimensao impar n.
2. Escolha um primo impar p, satisfazendo p = 1(mod n).
3. Encontre um elemento r primitivo modulo p (T gerador de Z;).

4. Caleule 0 = Troe, x(() e seus conjugados o'(#), para i@ = 1,...,n — 1, com
(o) = Gal(Q(¢p) : Q).
27

5. Calcule a matriz geradora M, utilizando ¢, =e » .

Descrevemos, assim, uma familia de reticulados n-dimensionais ox(QOk), com diversidade

maxima n, da qual

VOZ(O’K(OK)) = p”*1 e dp,min<0K(OK)) =1.

A Tabela 4.1! apresenta algumas dimensoes e parametros correspondentes aos reticulados

que podem ser obtidos através desta construcao.

’ n \ D \ r \dz’v\ vol \dpymm‘
31 7 13] 3 7 1
311312 3 13 1
5111 |2 5 | 121 1
5131 | 3| 5 | 961 1
7129 2| 7 |29 1
1123 | 5] 11 | 23° 1
11| 67 | 2] 11 | 67° 1
1353 | 2] 13 | 53° 1
171103 | 5 | 17 | 103® 1
19191 (19| 19 | 191° 1
23| 47 | 5 | 23 | 474 1
29 | 59 | 2 | 29 | 594 1

Tabela 4.1:

L Alguns calculos foram feitos com auxilio do software Wolfram Mathematica.
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Exemplo 4.1.4 Considere o sequinte exemplo de construcao do reticulado ox(Ok) através do

algoritmo descrito acima.
1. Escolhemos a dimensao n = 5.

2. Escolhemos p = 11 satisfazendo p = 1(mod 5). Estes parametros definem K = Q(C11 + ¢1")
(veja os Exemplos 4.1.1 e 4.1.2) e, consequentemente, pelo Coroldrio 4.1.1 tem-se que o anel
de inteiros Og = 0Z+ o(0)Z + ...+ 0*(0)Z. Assim, temos definido o reticulado ox(Ok), cuja
base € {ox(0),ox(c(0)),...,ox(c*(0))}.

3. Consideremos r = 2, pois 2 é um gerador do grupo multiplicativo Z*, = {1,2,...,10}.

4. Desse modo, o0 = g9 € um gerador de Gal(Q((11) : Q). Pelos Exemplos 4.1.2 e 4.1.3, seque
que 0 = Troe,,)x(C1) = G + (' e seus conjugados o(0), para i =1,2,3,4, sdo dados por

o(f) = i + i
o(0) = ¢ + ¢y
o (0) = ¢t + ¢y
a'(0) = ¢y + G-

5. A matriz geradora M do reticulado ox(Ox) € dada por

0 a(0) at(6)
vl ? 0) o (9) 0
at(0) 0 a3(0)

27

Buscando valores numéricos® para as entradas de M, utilizamos (11 = e1r , assim

207

i =2 cos(2m/11) = 1,682507066

(9:(11+Cﬂl 26%4—6
o) =3+ =eT +e1 =2 sen(3r/22) = 0, 830830026
a20) =L+ = e el = —2 sen(bm/22) = —1,309721468

BO) =+ =ett e =2 sen(n/22) = —0, 284629676

o) =3+ (8 =eth et =—2 cos(r/11) = —1,918985947.

2Parte da obtencdo dos valores numéricos da matriz M foi feita com auxilio do software Wolfram Mathe-
matica.
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Portanto, temos que

1,6825  0,8308 —1,3097 —0,2846 —1,9189
0,8308 —1,3097 —0,2846 —1,9189 1,6825
M=1 -1,3097 —0,2846 —1,9189 1,6825 0,8308
—0,2846 —1,9189 11,6825 0,8308 —1,3097
—1,9189 11,6825  0,8308 —1,3097 —0,2846

¢ uma matriz geradora de ox(Ok), paran =5 e p = 11. Além disso, Vol(ox(Ok)) = 121,
div(ox(Ok)) =5 € dpmin(0x(Ok)) = 1. Por fim, note que o Teorema 4.1.2 fornece uma matriz

Gram do reticulado ox(Ok), a qual nesse caso € dada pela sequinte matriz de ordem cinco:

9 =2 -2

-2 9 —2
G =

—9 -2 ... 9

Observacao 4.1.8 Utilizando ainda as mesmas notacoes da construcdo feita nesta se¢ao, de

um modo geral temos

Tr/o(f) = Trro(Troe,) /x(6) = Troe,)o(G) = —1.

Logo,
n—1 n—1 n—1

Triso(o'(0)) = D o"(a'(0)) = Y o'(0“(8)) = o' (D 0°(6)) = o' (Trxy0(6)) = o' (1) = -1,
a=0 a=0 a=0

para todot = 0,1,...,n — 1. O resultado fornecido pelo Teorema 4.1.2 juntamente com esta

condi¢ao, faz com que a base normal de Ok encontrada no Corolario 4.1.1 seja dita uma base
de Lagrange e, além disso, ela € unica a menos de reordenagdo no caso n primo impar (veja
Defini¢ao 1V.8.1 e Lema 1V.8.2 de [10]).

Observacao 4.1.9 O reticulado que construimos nesta secao ndao necessariamente € um
reticulado Z"-rotacionado. Nas prorimas construcoes, trabalhamos com subreticulados do

reticulado aqui obtido, os quais fornecem reticulados Z™-rotacionados.
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4.2 Terminologia dos reticulados Z"-rotacionados

Nesta secao, introduzimos o conceito e a aplicabilidade dos reticulados Z"-rotacionados, onde

apresentamos uma condicao suficiente para obteé-los.

Um reticulado no R é chamado de Z"-reticulado, quando é isomorfo a Z", visto como um
Z-moédulo. Se K é um corpo de ntiimeros e Z C K é um ideal fracionario de Ok, um reticulado
ideal (Z,Tr,) ¢ dito um reticulado Z™-rotacionado quando for um Z"-reticulado. Do mesmo
modo, quando M C K é um Z-médulo livre de posto finito, o reticulado algébrico ox(M) é
chamado de Z"-rotacionado, quando for um Z"-reticulado. O termo “rotacionado” sugere o
fato de que, dependendo da escolha de «, ou da base que define um reticulado, o que fazemos
é rotaciona-lo sobre o reticulado Z", quando eles forem isomorfos.

H&a na atualidade um interesse pela busca de Z™-reticulados devido a sua aplicabilidade.
Eles sao utilizados na transmissao de sinais sobre o canal Rayleigh Fading, que ¢ um meio
de transmissdo para comunicagoes sem fio. Como detalhado em [15], para um reticulado n-
dimensional A sobre o canal Rayleigh Fading, temos o seguinte limitante para a probabilidade

de erros P.(A) na transmissao:
n

1 K
Pe(A) < QZ(LEZV,

I=L ‘8N,

onde K; = ZAdp/(dp)QAdp, L ¢é a diversidade e d, = d,(x), para x € A — {0}. Os demais
dp

parametros sao relacionados a aplicagao computacional.

Dessa maneira, maximizando L e d, i, (A), diminuimos a probabilidade de erros na trans-
missao. Sendo de interesse, portanto, a busca por reticulados Z"-rotacionados que apresentem
diversidade e distancia produto minima relativamente altas.

Nas proximas construcoes, trabalharemos com reticulados cuja diversidade é maxima. Mas
para que isso seja proveitoso, tais reticulados devem ser Z™-rotacionados. Vejamos agora uma
condicao suficiente para que isto ocorra.

Seja A = {AM; X € Z"} um reticulado no R", em que M é uma matriz geradora. Considere

o seguinte epimorfismo de Z-moddulos

o - L" — A
A — o(\) =M .

Se a matriz Gram G = M M! coincide com a matriz identidade, entao ¢ é injetivo e, dessa forma

3 ? )
temos que A é isomorfo a Z", isto é, A é um Z"-reticulado. Mas, além disso, se G = cld,,
para algum ¢ € Z, também podemos obter um Z"-reticulado. Para isso, basta considerar

um reticulado A’, cuja matriz geradora é dada por M’ = \/LEM . Nesse caso, a matriz Gram
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associada é dada por
1
G'=MM"'= -G = Id,.
c

Portanto, uma condicao suficiente para que um reticulado no R™ possa fornecer um
reticulado Z"-rotacionado, é que sua matriz Gram seja a identidade a menos de uma constante.
E justamente com esta condicao que trabalhamos para obter reticulados Z"-rotacionados nas
proximas secoes. Mas, como a matriz Gram de um reticulado ideal coincide com a matriz da
forma traco associada, o problema se resume a um estudo do comportamento da forma traco.

Por outro lado, se (Z,Tr,) é um reticulado ideal, o qual apresenta uma matriz Gram que
satisfaz G = cld,,, para algum ¢ € Z, teremos que det(G) = ¢". Logo, pelo Teorema 3.3.1,
segue que

N(a)N(Z)*|Dxk| = . (4.2.4)

Desse modo, a equagao (4.2.4) fornece uma condi¢ao necessaria, mas nao suficiente, sobre « de
modo que (Z,Tr,) possa fornecer um reticulado Z"-rotacionado. Sendo assim, o parametro «
serve de ajuste na tentativa de rotacionar um reticulado ideal sobre o Z".

Faremos, agora, o estudo de algumas propriedades do conceito de anel de grupo, visando

fornecer ferramentas que sao utilizadas nas construgoes das préximas segoes.

4.3 Anéis de grupos

A partir de um anel e de um grupo, definimos uma nova estrutura de anel, a qual também
pode ser vista como mddulo. O intuito, como veremos, é estabelecer uma interacao entre as

abordagens feitas em [18] e [20], das quais extraimos material que compoe a préxima segao.

Sejam G um grupo e R um anel. Denotemos por RG o conjunto de todas combinagoes

lineares formais do tipo

a = E agg, com oy € R,
geG

tal que oy = 0 para quase todo g € G, isto ¢, a, # 0 somente para um nimero finito de indices

g € G. Podemos olhar para um elemento o de RG como uma aplicacao quase-nula dada por

a: G — R

g +— Oz(g):ag.

O que permite interpretar a combinacao linear formal que define @ € RG, como um modo de
exprimir os valores a(g) = o, da aplicagao a.

Dados dois elementos «, f € RG, dizemos que a = 8 quando oy = 3,4, para todo g € G.
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A soma e o produto em RG sao definidas por:

(1) O“"B:Zagg‘i‘Zng:Z(O‘g‘i‘ﬁg)g

geG geG geG
(2) af = ZaggZﬁhh = Z (agBr)gh
geG heG g,heG

Dado A € R, o produto escalar sobre RG é definido por:

(3) A=A _ag9) = (Aay)g .

geG geqG

As operagoes (1) e (3) estao bem definidas mediante as aplicagoes (a+5)(g) = a(g)+6(g) =
ag+pB, e (Aa)(g) = Aa(g) = Aay, respectivamente. Ja para justificar a boa defini¢ao do produto,

pondo u = gh e definindo

v: G — R
u=gh — ~v(gh) = Z gy = Z agBh

gh=ueqG h=g=1lu

teremos

Z Yl = Z Z O‘gﬁhgh = O‘B )

u=gh g=h~luh=g~1lu
isto é, o produto af estd bem definido mediante a aplicagao 7.

Veremos agora que, munido das operagoes (1) e (2), o conjunto RG possui uma estrutura

de anel, denominado anel de grupo de GG sobre R.

Proposicao 4.3.1 Se G é um grupo e R é um anel, entio (RG,+,-) € um anel. Além disso,

se R possui elemento unidade, entdo RG € um anel com unidade.

Demonstragao: Com respeito a adicao em RG, a associatividade e a comutatividade decorrem
imediatamente das propriedades correspondentes em R. O elemento neutro, denotado por 6, é

definido como 6(g) = 0, = O, para todo g € G, uma vez que

a+0:Z(a9+99)g=Zagg=a=9+oé, para todo o € RG .

ge@ geaG
O elemento simétrico —a de a € RG ¢é definido por (—a)(g) = —ay, e assim
a+ (—a) :Z(ag—ag)g:ZGngéz —a+a.
geG geG
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Dessa forma, (RG,+) é um grupo abeliano. Com respeito a multiplicagdo em RG, a associa-
tividade decorre das propriedades corresponentes em R e em (G, e a distributividade decorre da
distributiva em R. Com essas propriedades, RG apresenta uma estrutura de anel. Além disso,
se R possui elemento unidade 1g, definindo I(1g) = 1g e I(g) = Og, para todo g € G — {15},

teremos que

I = Z[gg =1gle + Z I,g = 1R1G+Zegg =1glg +0=1glg .
geG geq geqG
9#la

Logo,
al = (Z agg> 1plg = Z(aglR)glg = Zozgg =«a = Ila, paratodo a € RG .
geG geG geG
Portanto, I é unidade em RG. [ ]

Observacao 4.3.1 Se R ¢é comutativo e G abeliano, entao o anel de grupo RG € comutativo,
o que decorre diretamente da definicdo do produto em RG. Nesse caso, dizemos que RG € uma

algebra de grupo de G sobre R.

Proposicao 4.3.2 Se G ¢ um grupo e R um anel com unidade entao, munido com a adi¢cdo e

o produto escalar, RG € um R-mddulo. Além disso, G € uma base de RG sobre R.

Demonstragao: Como visto na Proposigao 4.3.1, temos que (RG,+) é um grupo abeliano.
Com respeito ao produto escalar, as propriedades decorrem diretamente das propriedades
associativa e distributiva em R, e do fato de R possuir unidade. Portanto, RG é um R-mddulo.
Definindo
1 . G — RG
h — i(h) = ngg )

gea
tal que z(h) = 1g e 2(g9) = Og, para todo g € G — {h}, teremos que i(h) = 1gh para todo
h € G. Assim, identificamos G com o subconjunto ¢(G) C RG via o monomorfismo i e, desse
modo, podemos olhar para G como um subconjunto de RG. Temos que, todo elemento de RG
é escrito como combinacao linear de elementos de GG, ou seja, G é um gerador de RG sobre R.
Sejam ¢q,...,9, € G tal que r1g1 + ... + 1,9, = 0, com r; € R, parai = 1,...,n. Podemos

expressar essa igualdade da seguinte maneira

D rgg=rigit A g =0=> 0,9,

geG geG
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com r, = r;, para g = ¢;, € r, = 0 quando tivermos g # g;, para todo 7 = 1,...,n. Assim,
rq = 0, = 0 para todo g € G, isto é, r; = 0 para todo ¢ = 1,...,n. Portanto, G é um conjunto
linearmente independente sobre R. Desse modo, tem-se que G é uma base de RG sobre R e,

portanto, RG ¢ um R-modulo livre, cujo posto coincide com a ordem do grupo G. |

Exemplo 4.3.1 Sejam K um corpo de nimeros e G = Gal(K : Q) = {o1,...,0,}. Com isso

temos bem definido o anel de grupo ZG que, do fato de G ser finito, pode ser representado como

7G = {i o0, O € Z} .
i=1

Temos que, ZG € um anel com unidade e se G = Gal(K : Q) for abeliano, ZG serd comutativo,
isto €, uma dlgebra de grupo de G sobre Z. Além disso, Z.G é um Z-maodulo livre de posto n,
cuja base € G = Gal(K: Q) = {o1,...,0,.}.

Se G é um grupo e R um anel com unidade, segue pela Proposicao 4.3.1, que RG é um anel

com unidade e, desse modo, podemos definir modulos sobre RG, como no seguinte exemplo:

Exemplo 4.3.2 Considerando as mesmas hipdteses do Exemplo 4.5.1, definamos o sequinte

produto escalar
: ZGxK — K

(v,x) +— ax= (Z ;0T = Zaiai(:ﬂ) )

Temos que 1.1dg € unidade em ZG e (1ldx)x = 1ldg(x) = x, para todo x € K. Dados
a,p € ZG e x,y € K, temos satisfeitas as propriedades (af)x = a(fz), (o + f)r = ax + Pz
e alr +y) = ar + ay, das quais a justificativa decorre da linearidade dos elementos de

G = Gal(K : Q), e da propriedade distributiva no corpo K. Assim, como (K,+) é um grupo
abeliano teremos que K, juntamente com o produto escalar sobre ZG, é um ZG-mddulo. Note
que, dados cy,co, ..., ¢, € K, o conjunto ZGcy + ZGcy + ...+ ZGe, € um ZG-submaodulo de K,

gerado por ci,Co, ..., Cp.

Proposicao 4.3.3 Sejam Q C K wuma extensao galoisiana de grau n, G = Gal(K : Q) e
M C K um Z-mddulo livre de posto n. Temos que, M possui uma base normal se, e somente

se, M € um ZG-modulo livre de posto um.

Demonstragao: Seja G = Gal(K : Q) = {oy,...,0,}. Suponhamos que M possui uma base

normal, isto é, que existe ¢ € M tal que {o1(c),...,0,(c)} é uma Z-base de M. Logo,
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M = Zoi(c)+...+Zo,(c)

= {Z a;0(c); oy € Z} = {(Z 0,;0;)¢; oy € Z} ,

e assim M = {ac; a € ZG} = ZGc, ou seja, M é um ZG-mdbdulo gerado por c. Seja
a =Yy a0 € ZG tal que 0 = ac = (3, a05)c = Y i aoi(c). Como {o;(c)}i, é
linearmente independente sobre Z, segue que a; = 0, para todo ¢ = 1,...,n e, assim, a = 0.
Portanto, {c} é linearmente independente sobre ZG e, dessa forma, é uma base de M sobre
Z.G. Logo, M é ZG-moddulo livre de posto 1. Reciprocamente, suponhamos que existe ¢ € M
tal que M = ZGc, com {c} linearmente independente sobre ZG. Logo, M = ZGc = Zo(c) +

oo+ Zoy(c). Sejam vy, ..., a, € Z tal que anoq(c) + ... + ayo,(c) = 0, ou seja,
ac = (Z a;0;)c = Zaiai(c) =0, comae€ZG .
i=1 i=1

Assim, a = 0, o que implica que a; = 0, para todo ¢ = 1,...,n. Portanto {o1(c),...,0,.(c)} é

uma Z-base de M, ou seja, uma base normal de M. |

Exemplo 4.3.3 Sejam K um corpo intermedidrio de Q C Q((,), com p primo, K : Q] = n,
0 = Tro,) k() e o um gerador de Gal(Q((,) : Q). Pela Observagio 4.1.8, temos que

{0,0(0),...,0" ()}

¢ uma base normal do anel de inteiros Og. Denotando G = Gal(K : Q), seque da Proposi¢do
4.8.3, que Ok € um ZG-mddulo livre de posto 1, ou mais precisamente, Ox = ZG8O, sendo {0}

linearmente independente sobre ZG.

A importancia do resultado apresentado pela Proposicao 4.3.3 é justamente devida a busca
de bases normais para anéis de inteiros de corpos de niimeros, bem como para ideais de anéis
de inteiros. Essa busca consiste em identificar ideais de anéis de inteiros com modulos livres
de posto unitario sobre anéis de grupos . Nas referéncias [10], [20] e [21] foram feitas algumas
construgoes com tal caracteristica, utilizando ferramentas provindas dos anéis de grupos de
modo a obter bases normais que fornecam propriedades proveitosas em reticulados, como a
identificacao da forma traco com a matriz identidade.

Na préxima secao faremos construgoes de reticulados Z"-rotacionados utilizando como
base a referéncia [18], a qual originou-se das construcoes algébricas obtidas via anéis de grupos
desenvolvidas por Erez - [20] e Ullom - [21]. Nosso foco nao é permear diretamente essas duas

ultimas, mas citaremos alguns de seus resultados quando necessario.
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4.4 Reticulados Z"-rotacionados de dimensao (prima) impar n

Dada uma extensao galoisiana Q C K de grau impar n, P. E. Conner e R. Perlis provaram, no
Lema (V.4.1) de [10], a existéncia de um tnico ideal fraciondrio A de Ok tal que

2 A-1

A" = Byjq »

onde AJ}E}@ é o codiferente de K sobre Q. Foi entao questionada a existéncia de uma base

normal {ey, ..., e,} para A sobre Z, tal que
Trygsgleie;) = 0y, comi,j=1,...,n,

em que 0;; ¢ o delta de Kronecker.

Quatro anos mais tarde, em 1988, B. Erez resolveu tal problema, em [20], adicionando as
condigoes de que Q C K seja ciclica de grau primo impar, encontrando um elemento = € A tal
que

Tryq(oi(x)o;(x)) = by, comi,j=1,...,n,

onde ¢ é um inteiro positivo e G := Gal(K : Q) = {01,...,0,}. O elemento x € A descrito por
Erez originou-se de construgoes algébricas desenvolvidas por S. Ullom, em [21], e a base normal
{o1(x),...,0,(x)} é obtida ao demonstrar que A possui uma estrutura de ZG-mdédulo livre de
posto unitario gerado por = (veja Proposicao 4.3.3). Note que, ao exibir tal base trazemos uma

descricao explicita para o ideal fracionario A, como um Z-médulo livre de posto finito n.

Nesta sec¢ao, descrevemos a estrutura do Z-modulo livre A e apresentamos uma construgao
de reticulados Z™-rotacionados obtidos do reticulado algébrico ok (A), tomando como principal
referéncia o paragrafo V de [18], desenvolvido por E. Bayer-Fluckiger, F. Oggier e E. Viterbo.
A construcao e a apresentacao do elemento x € A sao divididas em trés casos de ramificacao,
devido ao fato da extensao ciclica K ser subcorpo de extensoes ciclotomicas, que sao caracteri-

zadas justamente pela ramificagao de primos em Ok.

Proposicao 4.4.1 Se Q C K é uma extensao abeliana de grau primo n, entao pelo menos um
primo p ramifica em Og. Além disso, se p € o unico primo que ramifica em Ok, entdo p =n

ou p = 1(mod n).

Demonstragao: Pelo Teorema 1.1.3, tem-se que K C Q((,,,), para algum inteiro positivo m.
Suponhamos que m seja o condutor de K. Logo, do Teorema 1.6.2, obtemos que |Dg| = m™!.
Como m > 1 (pois caso contrario terfamos K = Q), segue que |Dg| > 1, assim, existe pelo

menos um primo na fatoracao do discriminante Dk e, dessa forma, existe pelo menos um primo
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que ramifica em Ok (veja Teorema 2.3.3). Se um tnico primo p ramifica em Ok, entao p é o
unico primo na fatoracao de Dk, o que acarreta que p também é tinico primo em m, isto é,
existe um inteiro positivo r, tal que m = p" e, desse modo, tem-se que K C Q((,). Como
QGr) : Q) = ¢(p) = p(p — 1), segue que [K : Q] = n divide p~1(p — 1). Logo, n | p ou
n|p—1e, assim, n =poup= 1(mod n). [

m uma extensao cicli rau primo impar n u
Desse modo, dada a extensao ciclica C K de gra o} ar n, segue pela
Proposicao 4.4.1, que pelo menos um primo ramifica em Og. Porém, o caso em que um tnico

primo ramifica se bifurca, de modo que, devemos considerar as trés seguintes possibilidades:

Caso I: p # n é o tnico primo que ramifica em Ok, com p = 1(mod n);
Caso II: p =n é o tnico primo que ramifica em Ok;

Caso III: pelo menos dois primos ramificam em Ok.

Excepcionalmente no Caso I, a construgao ¢ feita exigindo que a dimensao n, de K sobre

Q, seja apenas impar, nao necessariamente prima.

4.4.1 Caso I: um tnico primo p # n ramifica em Ok, com n fmpar

Dados n impar e um primo impar p satisfazendo p = 1(mod n), segue pela Proposigao 4.1.1,
que existe uma tnica extensao ciclica Q C K de grau n, com K C Q(¢,), tal que p é o tnico

primo que ramifica em Ok.

Lema 4.4.1 Sejam p um primo impar, o = o, um gerador de Gal(Q((,) : Q) e m =
Denotando ¢ = (,, definindo

m—1

a=J[a-¢Y

k=0

e tomando um inteiro X\ tal que A\(r — 1) = 1(mod p), temos validas as sequintes igualdades:
(a) o(a) = =" o,

(b) 0(6)\0[) = —g)\()é,

() (C*e)® = (=1)"p.

Demonstragao: Antes de demonstrar cada item, iremos justificar a existéncia do inteiro A
satisfazendo A\(r — 1) = 1(mod p). Temos que p nao divide r — 1, pois caso contrério teriamos
r = 1(mod p), o que é uma contradi¢ao, pois p — 1 é o menor inteiro tal que =1 = 1(mod p),

pelo fato de 7 ser um gerador de Z; (veja Observagao 4.1.2). Assim, mdc(p,7 — 1) =1, e pelo

Teorema 2.8 de [3], segue que a congruéncia y(r — 1) = 1(mod p) possui uma tnica solugdo
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y = A incongruente moédulo p, isto é, todas as outras solugoes sao congruentes a A médulo p

(a) Temos que

m—1 m—1

ola)=J[e1=¢") =] -0a().
k=0 k=0
Como o(¢™) = o(¢)" = (¢")" = ¢, segue que
ola) = JIa-¢")
k=0 _2
1-0a-9JJa-¢"Ha-¢m).
k=0
Porém,
o[- =a-o[a-¢")
k=1 k=0
e assim,

o(a)=(1=)7(1-¢")a.
Mas, como r™ = —1(mod p), segue que (" = (1. Dessa forma, o(a) = (1 — ()~
= (7!, segue que

'(1=¢Na

e, como (P71

1o -ch =12

e TR

Porém, ¢ = ¢, ¢ uma raiz do polinomio

P_1
3;_1 =P P2t +1.

Assim, —(P7' = (P72 + ...+ ( + 1 e, portanto, o(a) = —(?ta.

(b) Utilizando o item (a), temos que
o(¢Pa) = o((Mo(a) = H(=¢"a) .
Mas, como A(r — 1) = 1(mod p), segue que A\r = X + 1(mod p) e assim, (" = (*1. Portanto,

(CA ) CA+1( Cpilﬁ) — _<A+pa — _C/\a _
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(c) Considere o p-ésimo polinémio ciclotomico
p—1
dp(x) :H<5L‘—C]) S e S I

j=1

Como ¢ é uma raiz de ¢,(z), segue que cada elemento de

Gal(Q(¢,) : Q) = (o) = {Id,0,0%,...,0"7?}

aplicado em ¢ é uma rafz de ¢,(z), pois ¢,(c%(¢)) = o*(¢,(¢)) = 0, isto ¢, os elementos o*((),

com k=0,1,...,p— 2, sdo exatamente as rafzes distintas de ¢,(z). Dessa forma,
p—2 p—2
,r.k
p(x) = [[(z = ") = [[(x = ¢7)
k=0 k=0

Assim, avaliando ¢,(x) para = 1, temos que

p—2
,,,k
p=o,(1)=[J(1-¢").
k=0
Por outro lado, como r™ = —1(mod p,), segue que r"** = r™r’ = —r'(mod p), para todo
inteiro 7. Assim, Q”mﬂ = C*’”i, para todo i =10,1,...,m — 1. Desse modo,
p—2 m—1 m—1
rk pmti i
[[a-¢H=T[a-¢")=T]a-¢")
k=m i=0 i=0
e portanto,
p—2 m—1 p—2 m—1
,r,k: T‘k 'I‘k —pt
p=lla-¢H=T[a-¢H]Ja-¢)=a]la-¢T).
k=0 k=0 k=m i=0
Porém,
m—1 _
1 1 (1—¢), semépar
oJ[c =Tl -n=4 =,
=0 =0 — (1 —=¢7), sem éimpar
=0
ou seja,
m—1 m—1
0" ][ ¢ =T]a-¢)
=0 1=0
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Dessa forma, temos

m—1
p=(-1ra’ [ ¢
i=0
—r" m—1
Note que =T —...—r—1. Logo
m—1 m
77.1' 77.m—1 —r— T
[[¢=¢ b=
=0

Porém, r™ = —1(mod p) implica 1 —r™ = 2(mod p) e a hipdtese )\(7’—1) = 1(mod p) garante que
2A(r—1) = 2(mod p). Assim, 1 —r™ = 2X(r—1)(mod p), isto é, 1 “(r—1) = 2X(r—1)(mod p).
;" = 2X(mod p). Logo, C 1 = (2, Desse modo, teremos

Como mde(p,r—1) = 1, segue que 1;_7"

p=(=1)"a?C* e, portanto,
(—1)"p = (=1)*"a?¢* = (a¢?)?
o que prova o lema. n

Teorema 4.4.1 Sejam p um primo impar, K um corpo intermedidrio de Q C Q((,), com
K : Q] = n impar e o um gerador de Gal(Q((,) : Q). Considere o e X definidos como no Lema
4.4.1e(C=¢py. Se

z=Ca(l=¢) e x=Trggk)

entao
p?, set=0

TTK/Q('x 0.25(1.)) = { 0 set ?é 0:

comt=0,1,...,n—1.

Demonstragao: Como no Lema 4.4.1, considere o = 0, e m = . Note que z e T'rg g(zo(z))

estao bem definidos, pois z € Q((,) e z,0'(x) € K. Desse modo, como Gal(K : Q) =

{Idg, ol 0"}, segue que
TTK/Q(EU Za x o'( t=0,1,...,n—1.
Como
p=1 p=1 p=1
z O't(x) _ Zo_cn(z) th—mn(z) _ O'cn(Z) t+jn(z) :
c=1 7j=1 c,j=1
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segue que,

p—
nln

Trejole o'(x) = 33 0" (2)o" Hn(2)

As igualdades (1) e

a=0 c,j= 1

p—
nln

= Z Z o™t (Pa(l = €)M (a1l - Q)

nzzpif—l)“*m@ (1= ¢ (=) Gal = ¢
po

; pf%(—l)t“*f(@a)?(l ¢ =T

(-1 pﬁ;wc guwcv)?(l T
<—1>t+mpi§;<—1>c 1(—1)3’(1 — T (L= )

(3) decorrem dos itens (b) e (¢) do Lema 4.4.1, respectivamente. J4 a igual-

dade (2) segue do fato de que (—1)*r(—1)*Hin = (—1)22(—1)}(—1)(—1)" = (—1)"+H,

pois n é fmpar e, assim, (—1)"" = (—=1)¢e (—1)" = (=1)’. Como

Temos que *—

p—1
Z(_l)j(l _ Cr““”)(l . Cra+t+jn)
J=1
p—1

— (_1>](1 . <_Ta+cn o Cra+t+jn + Cra+cngra+t+jn)
=1

= ( ) 1 _ C»,-aJrcn a+t+]n Z(—l)jgra+cn+ra+t+jn ,
j=1 j=1 =1

o~

~—~
8

~—

~—
I

n—1 = el =1
(_l)J(l o Cra+c") . (_1)jgr“+t+ﬂ'n + Z(_l)jgr“+cn+ra+t+jn
a=0 j=1 j=1 j=1

¢ par, pois (—

)n =p—1¢épar en é impar. Assim,
p—1
,,,a+cn
d (- —-¢T) =0,
j=1
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pois o termo (1 — ¢"™"") nao depende de j. Logo, Trig(z o(x)) =

p—1 p—1 p—1 p—1

" L j < L . aten natttin
(D" (=D (=D)7Y D (=TT R Y (=1 Y (e
c=1 a=0 j=1 c=1 a=0 j=1

~1 .
Dessa forma, como »— ¢é par e o termo

n—1 p;1
Ta+t+ n
22 (e
a=0 j=1
nao depende de ¢, segue que
el n—1 =1
TT’K/@(ZE O’t(CL’)) _ (_1)t+mp (_1)6ZZ(_l)er(l+cn+ra+t+]n
c=1 a=0 j=1
Ll n—1 %
(*) t+m d T,a+dn+kn+ra+t+kn
S DD PPN
d=1 a=0 k=1
o n-1 %
dn a+kn
SRS YRS » Wi
a=0 k=1

Para os detalhes da mudanga de varidveis feita na igualdade (x), veja o Teorema 4.1.2. Ainda,

pelo mesmo Teorema, pondo s =1,...,p — 1, teremos que
n—1 %7 p—1
C(Tdn+rt)ra+kn _ Z(Crdn+7,t)s
a=0 k=1 s=1

. d t
Assim, denotando wgy = (" ", obtemos que

p—l

p=2 p—1
Trejole o(@) = (<1 (<1 3 (war)*

d=1 s=1

onde

p! p—1, sewq; =1
D> (@) =
| -1, sewg#1; t=0,1,....n—1.

Como verificado no Teorema 4.1.2, temos a seguinte equivaléncia

p—1

wig=1 <= t=0¢e d= o
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Suponhamos que t # 0. Nesse caso, teremos wq; # 1, e assim

= p—1 =
Trg(r o'(x)) = (=1)"*"p Z DY (wae)' = (=1)""p> (-4 (=1) =0,
d=1 s=1 d=1

pois (p — 1)/n é par. Suponha, agora, que t = 0. Se d = (p — 1)/2n, entdo wyy = 1 e se
d# (p—1)/2n, entdo wgy # 1. Assim,

Trgola o'(@) = (-1 3 (- 113 (w40’

p=1
—1 n
= ("= (p -+ (1" Y (-1)(-1)
d=1
d#2L
Porém, m = Tl e 1 tém a mesma paridade, e portanto,
Trjg(e o'(z) =plp—1) +p =1,
o que conclui a demonstragao. [ |

Proposicao 4.4.2 Nas mesmas hipoteses do Teorema 4.4.1, temos que o conjunto
A=7Zx +Zo(z)+ ...+ Zo" (z)
€ um Z-mdodulo livre de posto n, contido no anel de inteiros Ok.

Demonstragao: Considere o homomorfismo canonico og. Pela Proposicao 4.1.2, temos que

K ¢é totalmente real. Logo,
ox(0'(x)) = (0'(2), 0" (2),..., 0" () |
parai=0,1,...,n — 1. Assim, como verificado na Secao 4.1.1, segue do Teorema 4.4.1, que
(ox(0'(2)), oxc(0? (7)) = Trrjo(z o’ (x)) = p*d; ,

com 7,5 = 0,1,...,n — 1. Ou seja, o conjunto {ox(x),ox(c(x)),...,ox(c" *(z))} C R™ é
ortogonal, isto é, seus vetores sao linearmente independente sobre R e, consequentemente, sobre
Z. Desse modo, supondo ag, ay, . .., a, 1 € Z tal que apr+a0(x)+...+a, 10" 1 (x) = 0, temos

que agox () +ayox(o(z)) + ...+ a,_10x (0" (1)) = ox(apr + ar0(z) + ... +a,_10" (z)) = 0.
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Logo, ag = a; = ... = a,_1 = 0, ou seja, {z,0(x),...,0" }(z)} é linearmente independente
sobre Z. Portanto, A = Zx + Zo(z) + ...+ Zo™ }(x) é um Z-mdbdulo livre de posto finito n.
Além disso, pela defini¢ao de x, temos que o'(z) € K é um inteiro sobre Z (pois (, 0 é). Dessa

forma, o%(x) € Ok, para todoi=0,1,...,n — 1, e portanto A C Ok. [

Observacao 4.4.1 Seja G = Gal(K : Q). Pela Proposi¢ao 4.3.3, temos que A = Zx+Zo(z)+
oo+ Zo" M x) € um ZG-mddulo livre de posto unitdrio cuja base é {x}, isto é, A = ZGx.
Boas Erez demonstrou, em [20], que A = ZGx € justamente o ideal fraciondrio de Ok que

. 2 —1 . s,
satisfaz A* = Ay Jg» Para o caso n primo impar.

Obtengao do reticulado ox(A)

Sejam K um corpo intermedidrio de Q C Q((,), com p primo impar, [K : Q] = n impar e
o um gerador de Gal(Q(¢,) : Q). Temos que A = Zx +Zo(z) +. ..+ Zo" *(z) é um Z-médulo
livre de posto finito n, contido em Ok, onde x € Ok é o elemento definido no Teorema 4.4.1.

Desse modo, temos definido o reticulado algébrico n-dimensional ok (.A), do qual o conjunto

{ok(2),0x(0(x)),...,0x(c"  (z))} C R"
é uma base e, como ox é dado por

ok : K — R
y — ox(y) = (y,00),...,0" (y)),

segue que a matriz geradora de ox(A) associada a tal base, é descrita como

T o(z) o ()
M O'(:QZ) 0'2:($) :c
0”_.1 (x) :1: 0”_‘2(33)
Assim, denotando por G = (gl-j)?’;:lo a matriz Gram de og(A) com respeito a M, temos que

cada termo de G = MM?* é dado por

g = (ox(0* (@), 0x(0%(2))) = Trijg(z o'~ (z)) £ p?s,; ,

comi,7=0,1,...,n— 1, onde a igualdade (x) segue do Teorema 4.4.1. Dessa forma, a matriz

Gram do reticulado ok (A) com respeito a M tem a seguinte caracteristica:
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p* 0 0
0 p? 0

G= P — p21d
0 0 p?

Como descrito na Sec¢ao 4.2, podemos rotacionar o reticulado ok (\A) sobre o Z™. Ao definir
a matriz M’ = %M , temos que M’ é uma matriz geradora do reticulado ox(A’), onde
o(x) o ()

A=z"+z22Y ¢ 4z
p P P

cK

¢ um Z-médulo livre de posto n. Desse modo, a matriz Gram G’ de ok (.A") com respeito a M’
¢é dada por

1 1 1
G=MM'=-M-M'=5G=1Id.
p p p

Assim, ok (A") é isomorfo a Z", ou seja, é um reticulado Z"-rotacionado. Como n = [K : Q]
é fmpar, segue pela Proposigao 4.1.2, que K é totalmente real. Logo, ox(A") tem diversidade

maxima n. Para avaliar a distancia produto minima, utilizamos o seguinte resultado:

Proposigao 4.4.3 Com as mesmas notagoes, ao denotar G = Gal(K : Q), temos que o anel

de grupo ZG é isomorfo ao anel de inteiros Ok.

Demonstragao: Seja 6 = Trq,)x((p). Pelo Exemplo 4.3.3 temos que Ox = ZG0 e, as-
sim, como G = Gal(K : Q) = {Idxk,0lx,...,0" !k}, definimos de modo natural o seguinte

homomorfismo de anéis:

. n—1 n—1 n—1
Y et — () a0 =) ao'()
=0 =0 =0

onde por simplicidade denotamos ¢* = ¢'|x. Temos que v estd bem definida e a sobrejetividade

segue de modo natural. Para a injetividade, sejam 31" a,0%(0) = 3.0 bio*(0) € Ox. Assim,

Como {0,0(0),...,0"1(0)} é uma Z-base de Ok, segue que a; = b;, para todoi =0,...,n—1
e, entao, Z?:_Ol a;oct = 3" bio'. Portanto, ¢ é um isomorfismo de anéis. Além disso, do

produto escalar em anéis de grupos temos que v preserva o produto escalar e, desse modo, ZG
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e Ok também sao isomorfos como Z-mddulos. [ ]

Sendo assim, como A = Zz + Zo(x) + ... + Zo" ' (z) = ZGz e ZG ~ Ok, podemos
considerar A = Oz, isto é, A é um ideal principal de Og. Do mesmo modo, podemos dizer
que A = 7ZG (%) ¢ um ideal principal de Og. Dessa forma, pelo Coroldrio 3.3.2, segue que a

distancia produto minima é dada por
det(G")

dIme (0K<A/)) = |D]K| .

Porém, temos que G’ = Id e |Dg| = p"~! (veja Teorema 1.6.1). Logo,

1

dp.min(0x(A) = —— .
P

Sendo assim, dado n {fmpar, o menor primo impar p satisfazendo p = 1(mod n), fornece o

reticulado de menor probabilidade de erros na dimensao n (veja Secao 4.2).

Observagao 4.4.2 Como K € totalmente real, seque que ox(A’) = 0,(A’), para vy = 1. Assim,

podemos denotar ox(A") como sendo o reticulado ideal (A',Try).

Algoritmo de Construcao

Dados n um inteiro positivo impar e p um primo impar satisfazendo p = 1(mod n), existe
uma unica extensao ciclica K de grau n sobre Q, com K C Q((,), tal que p é o unico primo que
ramifica em Ok (veja Proposicao 4.1.1). Podemos entao, definir o Z-médulo A’ e, consequente-
mente, descrever o reticulado og(A’). Desse modo, para cada dimensdo impar n, obtemos
uma familia de reticulados ok (A’), variando segundo o parametro p primo impar satisfazendo
p = 1(mod n). Note que, para definir a matriz geradora M’, devemos obter o elemento x € Ok,
o qual obtemos por recorréncia através dos elementos « e z apresentados nesta secao.

Fornecemos entao, o seguinte algoritmo de construcao:

1. Escolha uma dimensao impar n.
2. Escolha um primo impar p, satisfazendo p = 1(mod n).

3. Encontre um elemento r primitivo médulo p (T gerador de Z;) e um inteiro A\ tal que
Ar—1) = 1(mod p).

m—1

4. Calcule o = H(l — (™Y ez = a1l =), ambos na base {1,¢, ..., (P2} de Q(C) sobre Q,

k=0
ondem = (p—1)/2 e ( = (.
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5. Calcule x = Tro)x(2) e seus conjugados o' (x), parai =1,...,n—1, na base {1,(,..., (P},
com (o) = Gal(Q(¢,) : Q).
6. Calcule a matriz geradora M de ox(A), utilizando ¢, = e

7. Obtenha a matriz geradora M' = %M de ox(A').

Descrevemos, assim, uma familia de reticulados n-dimensionais ok (.A’), com

1

div(iox(A))=n e  dymin(ox(A)) = — .
p

Note que, os reticulados obtidos nao dependem da escolha dos parametros r e A. Esses elementos
definem o elemento x e, consequentemente, a base do reticulado, o qual ja estda determinado a
partir dos parametros n e p.

A Tabela 4.23 apresenta algumas dimensoes e parametros correspondentes aos reticulados

que podem ser obtidos através do algoritmo.

’ n ‘ P ‘ r ‘ A ‘d’w‘ dp min ‘
3 7 3 4 3 1/7
3113 | 2 1 3 1/13
5 11 | 2 1 5 1/121
5131 | 3] 16 5 1/961
7129 | 2 1 7 1/29°
11123 | 5 11 | 1/23°
111 67 | 2 1 11 | 1/67
13 53 | 2 13 | 1/53°
171103 5 | 26 | 17 | 1/103®
191191 [ 19 | 138 | 19 | 1/191°
23| 47 | 5 | 12 | 23 | 1/474
29 1 59 | 2 1 29 | 1/591

Tabela 4.2:

Exemplo 4.4.1 Utilizando o algoritmo que descrevemos acima, faremos um exemplo de

construgao de um reticulado ox (A’).

1. Escolhemos a dimensao n = 3.

2. Escolhemos p = 13 satisfazendo p = 1(mod 3). Estes dois parametros determinam o corpo
K, o qual nao precisamos conhecer explicitamente para obter o reticulado, mas, o faremos aqui.

Como vimos, K é corpo intermedidrio de Q C Q((13). Logo, do Teorema 4.1.1, seque que

3Alguns calculos foram feitos com auxilio do software Wolfram Mathematica.
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K = Q(8), com 0 = Tro,,)x(Cis). Devemos entao determinar Gal(Q(() : K), onde ¢ = (3.
Como 2 é um gerador de 75, seque que oo : ¢ — (? € um gerador de Gal(Q(¢) : Q) (veja
Observagao 4.1.2). Desse modo, temos que Gal(Q(¢) : K) = (03) = (03), cuja ordem é 4 (veja
Proposi¢ao 4.1.1).

Q(C13)

Assim,

0 =Troem(() = (+0s(¢)+03(C) +ai(C)
=+ T+
— C+C8+C64+C512
= (+C+C+ 7,

pois 64 = 12(mod 13) e 512 = 5(mod 13). Portanto, K = Q(C + ¢° + ¢® + ('?) e, além disso,

temos que |Dx| = 132 (veja Teorema 1.6.1), isto é, 13 € o tnico primo que ramifica em Ok.
3. Consideremos o elemento r = 2, primitivo médulo 13, e A = 1 satisfazendo A = 1(mod 13).

4. Temos que,

5

a = [Ja-¢

k=0
= (1-Q00-)1-¢H1 - - -¢°)
— _1+C_<—2_C3+<—4+<—5+C6+<7_C8_<-9_'_<10_<-11 )

Logo, z = a(1—¢) = 1—-(+2¢2 =203 +2¢° —2¢% +2¢" —2¢*2. Como —C2 = (M 4. +(+1,
seque que

2=34+C+4C+ 20 +4C5 +2¢5 +2¢7 +2¢8 4+ 2¢10 4+ 4¢M

5. Dessa forma, utilizando a congruéncia mdédulo 13 e a igualdade (? = —C* — ... —( — 1,

obtemos

x="Troex(z) = z+0s(2)+03(2) + 03(2)
= 543 +3C - =S — (7T — 43¢0 43¢,
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Assim, denotando o = oq9, temos que

o) = 5+30()* +30(0)° = a(¢)" = o(0)* = ()" = a(¢)’ +30(¢) " +30(0)"
= 6+ + 04 +4C +4CT 4+ 0+ ¢

o*(z) = 6+0(C)*+a(¢)’ +40(0)" +40(C)° +40(¢)" +40(¢)° + ()" + o ()M
= 2—4¢% -4 -3¢ =3¢ —3¢" —3¢% — 410 — 4t

6. A matriz geradora M de ox(A) é dada por

r  o(z) o*(x)
M=1 o(x) o*z) =
o(z) = o)

Buscando valores numéricos* para as entradas de M e utilizando ( = e1s , obtemos

8mi 1273 1473 1871 20

T=5+3eT 43T —el8 —e 15 —el5 —el5 +3e B +3e15 =11,78268 ,

207i 227

4mi 67 8mi 127e 147 187i
o(x)=6+e1s +e1s +4e1s +4e 13 +4e 138 +4e's +e1s fe 15 =—3 22712,

4mi 6mi 8mi 127mi 14mi 1873 207i 227i
0*(z) =2—4e13 —4e13 —3e13 —3e 18 —3e 138 —3e 138 —4de 18 —4e 18 =4 44444 .

Desse modo,

11,78268 —3,22712  4,44444
M= | —3,22712 4,44444 11,78268
4,44444  11,78268 —3,22712

7. Portanto, temos que

' 0,90636 —0,24824 0,34188
M'=—M=| —0,24824 0,34188  0,90636
0,34188  0,90636 —0,24824

¢ uma matriz geradora do reticulado Z"-rotacionado ox(A’), para n = 3 e p = 13, do qual

div(og(A')) =3 e dpmin(ox(A')) = 1/13.

Observacao 4.4.3 Em [18] e [20], o estudo nesse caso de ramificacao € feito exigindo que a
dimensao n seja um primo impar. Aqui, como sugerido em [19], exigimos que n seja apenas

impar, nao necessariamente primo.

4Parte da obtencdo dos valores numéricos da matriz M foi feita com auxilio de Wolfram Mathematica.
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4.4.2 Caso II: n é o tinico primo que ramifica em Ok

Dada uma extensao ciclica QQ C K de grau primo impar n, tal que n é o inico primo que ramifica
em Ok, segue pelo Teorema 2.3.3, que n é o Unico primo na fatoragao do discriminante Dy e,
desse modo, o condutor do corpo K é n", para algum inteiro positivo r (veja Teorema 1.6.2).

Nesse caso, pelo Lema 2a de [20], segue que r = 2, isto é, temos necessariamente K C Q((,2).

Na seguinte proposicao vemos que uma extensao ciclica satisfazendo as condi¢oes acima é

Unica e pode ser determinada pela dimensao n.

Proposigao 4.4.4 Dado n primo impar, existe um unico corpo intermedidrio K de Q C Q((,2)

que satisfaz [K: Q] = n. Além disso, Q C K € ciclica e n € o unico primo que ramifica em Ok.

Demonstracao: Seja G = Gal(Q((,2) : Q). Temos que o(G) = n(n —1) e G ~ Z*, é ciclico
(veja Teorema 1.1.2). Assim, sendo o um gerador de G, o grupo ciclico H = (¢") < G
tem ordem n — 1 e, como H < G = Gal(Q((,2) : Q) e Q C Q((,2) é galoisiana, segue pelo
ftem (7) do Teorema 1.1.1, que H = Gal(Q((,2) : K) para algum corpo intermedidrio K de
Q C Q(¢u2). Além disso, pelo ftem (i7) do Teorema 1.1.1, tem-se que K C Q((,2) é galoisiana
e H = Gal(Q((,2) : K) é o tinico subgrupo de G tal que [K : Q] = n. Desse modo, K é o tinico
corpo intermediario de Q C Q((,2), de grau n sobre Q.

Q(G2) {1d}
K ~——H = Gal(Q(C2) : K)

Q G = Gal(Q(¢2) - Q)

Afirmamos que Q C K é ciclica. De fato, como G é abeliano, segue que todo subgrupo de G é
normal e, em particular, H = Gal(Q((,2) : K) < G. Assim, pelo item (iii) do Teorema 1.1.1,
tem-se Q C K é galoisiana e além disso

N Gal(Q(¢2): Q) G

Gal(K : Q) = Gal(Q((p)  K)  H

Dessa forma, como G é ciclico, segue que Gal(K : Q) também o é. Portanto, Q C K é ciclica.
Afirmamos que n? é o condutor de K. De fato, suponhamos que m # n? é o condutor de K.

=1 Por outro

Assim m < n? e K C Q((,,). Logo, pelo Teorema 1.6.2, temos que |Dx| = m
lado, como K C Q((,2), segue do Teorema 1.6.3 que |Dg| = n®, para algum inteiro s. Assim,

m = n" para algum inteiro r, o que implica que r < 2, o que é uma contradicdo. Portanto, n?
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(n—1)

é o condutor de K. Desse modo, temos que |Dg| = n? , O que nos permite concluir que n é

o unico primo que ramifica em Ok. [
Lema 4.4.2 Sen ¢ um primo, entdo Tro ,)/0(Caz) = 0.

Demonstragao: O conjunto dos elementos j = 1,...,n?, tal que mdc(j,n?) = 1, é dado por
B={l,....n—1n+1,....2n—-1,2n+1,...,....(n—)n—1,(n—Dn+1,...,n* — 1},

pois se j é um multiplo de n entdao mdc(j,n?) # 1 e, além disso, os tnicos divisores (positivos)

2

de n? sdo 1, n e n%. Dessa forma, denotando ¢ = (,2, o polindémio ciclotémico ¢,2(x) é dado
) M n<» n

por

3
)

ORI | CEIORS | (ROF
mdc(]j,le):l JeB

Seja o um gerador de Gal(Q(¢) : Q). Como os conjugados o*({) de ¢ sdo exatamente as rafzes

do seu polinomio minimal, que é o préprio ¢,2(z), segue que

n(n—1)—1
Trogn@) = Y. o)=Y ¢.
1=0 jeEB

Por outro lado,

e I L I I LN, o TR |

= @ 4 O gl e ) 4 (@ 2P 2
—1

= ij+2xk”+1.

jeB k=1

S

Assim, como (" = ((u2)" = (u, segue que

n? 1 , n—1
0= CC — =2 ¢+ (" +1=Trogn(0) + Trogaa() +1 -
jeB k=1

Desse modo, como

—_

n—

Troe.o(G) =Y (G)F=-1,
1

B
Il

concluimos que

Troec,»)/0(Gn2) =0,

0 que prova o lema. [ |
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Teorema 4.4.2 Sejam n um primo impar, K um corpo intermedidrio de Q C Q((,2), com

[K:Q] =n eo um gerador de Gal(Q((,2) : Q). Se

T = TTQ(an)/K(CnQ) e xz=1+4+T

entao
n?, set=0
Trio(x ol(x)) = ’
jale o'(2) {07 o
comt=0,1,...,n—1.
Demonstragao: Seja r € {1,...,p — 1} tal que 0 = 0, e denotemos ¢ = (2.

Gal(Q(() : K) = (o™), e assim

T'=Troex(C Z at

Desse modo, como Gal(K : Q) = (o), segue que

Trgjg(z o'(x) = > o*(1+7T) o' (1+T))

n—1
= > (L+0"(T) +0(T) + o (T)o" ()
=0 n—1 n—1 n—1
= n+zaa+t<T)+Zaa(T>+Za o H(T))
n:l n—1 =0 n—1 n— (11 n—1 n—1
= n+ Z Z ot () 4 Z Z o™t (¢) + o tmi(¢
a=0 j=1 a=0 j=1 a=0 j,k=1
n—1 n—1 . n—1 n—1 n—1 n—1 )
— 4 Z Zcra+t+nj 4 Z ZC ratng X C pa+nj y patttnk
a=0 j=1 a=0 j=1 a=0 j,k=1
n—1 n—1 . n—1 n—1 n—1 n—1
SR WLLED ) DELES 90 S
a=0 j=1 a=0 j=1 a=0 d,c=1

Temos que

a+t+nk(<)

Para os detalhes sobre a mudanca de variaveis feita na ltima igualdade, veja o Teorema 4.1.2.

Note que (a + nc), paraa = 0,...,n —1ec=1,...,n — 1, percorre os mesmos valores que

s=0,...,n(n—1) — 1. O mesmo argumento se aplica para (a + nj). Assim, podemos por

n(n—1)—1 n—1n(n—1)—1

n(n—1)—1
Tregleot@)=n+ Y a0 Y 3 e
s=0
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Temos, Gal(Q(¢) : Q) = (o) ciclico. Assim podemos escrever

(0) = {Id,o,...,o"" D71}

= {o'old,ctoo,...,0t 0o D71}

_ t t+1 t+n(n—1)—1
= {ot, ot .. oty

como uma translagdo dos elementos de (o), resultando apenas numa reordenagdo de seus
elementos. Desse modo,
n(n—1)—1 n(n—1)—1 (n—1)—-1 n(n—1)—1
ré s _ t+s o ptts
"= 0°(¢) = Tra( o = ¢

s=0 s=0 s=0 s=0

Porém, pelo Lema 4.4.2, temos que Trg«)/o(¢) = 0. Assim, denotando wy; = C’"nd”t, segue

que

nlnnl

Tryjg(x o'(z)) = n+z Z C"d”i”

, , . A . 2 . ~
Note que, wg; é uma raiz do polinomio " — 1 e, desse modo, pode satisfazer uma das trés
y Wdit y )

seguintes possibilidades:

(@) wge = 1. Nesse caso teremos

n(n—1) n(n—1)
Trogewa) = Y o*(1)= Y l=nn-1).
s=1 s=1

2

(b) war ¢ uma raiz n°-ésima primitiva da unidade, ou seja, é raiz do polindémio ciclotémico

¢n2(x). Nesse caso, segue do Lema 4.4.2, que Trq¢)/q(wa) = 0.

, , s . . ~ . o . . ;s , 2 ~ , ,
(¢) wgy é uma rafz n?-ésima da unidade ndo primitiva, isto ¢, é raiz de 2™ — 1, mas nao é raiz
de ¢p2(r). Nesse caso, como visto no Lema 4.4.2, temos que wq; = (" com k € {1,...,n— 1},

Como todo grupo ciclico de ordem n — 1 é isomorfo a Z,_1, segue que

Gal(Q(¢) : K) ~ Z, 1 ~ Gal(Q(¢,) : Q) ,
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e assim Tro)k(war) = Troe.)o(War) = —1, pois way = (Cu2)F™ = (¢,)* ¢ uma rafz n-ésima

primitiva da unidade. Portanto,

i
L

TTQ(C)/Q(de) = TTK/Q(TTQ(C)/K(Wd,t» = TTK/Q<—1) = —1=-n.

i
o

Afirmamos que
n—1

2

De fato, suponhamos que ¢ = 0 e d = (n — 1)/2. Temos que 7 é gerador de Z*,. Logo
=D = 1(mod n?). Como n(n — 1) =

n(n — 1) = 2m. Logo, (r™)? = r?*™ = 1(mod n?). Assim, n? | (r™)2 —1= "+ 1(r™ —-1) e

como mde(n?, 7™ — 1) = 1, segue que n? | (r™ + 1). Dessa forma, r" 5 + 1 = 0(mod n?) e,

wir=1 <= t=0¢e d=

n? — n é par, segue que existe m € 7Z tal que

portanto,
n—1
rndy] P24
War = ¢ =( =1.

nd+,,,t

Reciprocamente, suponhamos que wq; = 1, isto ¢, " = 1. Assim

rd +rt = 0(mod p) & r™ = —rt(mod n?)
& rd =yt (mod n?)
< m+t=nd(mod n(n — 1))
< 3Jdk€eZtalquet=nd—m+kn(n—1).

Desse modo, como n | nd, n | men | kyn(n—1), segue que n | t, comt =0,1,...,n— 1. Logo

t = 0. Neste caso, nd = m — kyn(n — 1) e, assim,

_n—l n—1 n—1

), com ko =1— 2k; fmpar .

Note que ko deve ser positivo, pois caso contrario teriamos d < 0. Porém, s6 se pode ter
ko = 1 ou 2, pois se ky > 3 terfamos d > n — 1. Mas, como ks é impar, resta somente ky = 1.
Portanto d = (n — 1)/2, o que conclui a demonstragao da equivaléncia. Facamos, entao, o
calculo de Trg g(x o'(x)), distinguindo os casos ¢ = 0 e t # 0. Suponhamos que t = 0.
No caso d = (n — 1)/2 temos wqy = 1 e, assim, Trg)/o(war) = n(n — 1). Consideremos o
caso d # (n — 1)/2. Temos que wq; # 1, restando somente duas possibilidades: w,; ser raiz
primitiva ou nao. Suponhamos que w4 ndo ¢ uma raiz primitiva, isto é, wg, = ¢*" para algum

k=1,...,n—1. Assim,

¢ = P = e ] = kn(mod n?) = 1™+ 1 = kn(mod n) = " + 1= 0(mod n) .
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Porém, r™ = —1(mod n?), o que implica que r™ = —1(mod n). Logo

n(n —1)
—

" = r™(mod n) = nd = m(mod n — 1) = 3 ks € Z tal que ks(n — 1) = nd —

Note que n | k3(n — 1), e assim n | k3. Dessa forma,

-1 k -1 k -1 k

d=" +—3(n—1):n 1+22) = (2 ks, com ky =1+ 2= fmpar .
2 n 2 n 2 n

Assim, temos ky = 1, o que implica que d = (n — 1)/2, o que é uma contradigdo. Portanto,

para d # (n —1)/2 temos que wy,; é uma rafz n*-ésima primitiva da unidade e, dessa forma,

Tro(e)/o(way) = 0. Podemos entao concluir que, para ¢t = 0,

n—1
Trejo(z o'(x) =n+ Y Trogowa) =n+n(n—1) =n*.
d=1
Suponhamos agora que ¢ # 0. Temos wy; # 1, restando as possibilidades de wg, ser primitiva
ou nao. Analizemos o caso em que wg; é raiz n*-ésima nao primitiva. Esse caso acontece se, e

somente se, wg; = (", para algum k= 1,...,n — 1. Assim, temos que

nd — nd

"t = kn(mod n?) = " = —r'(mod n) = r™ = r™(mod n) = nd = m+t(mod n—1) .
Logo, existe ks € Z tal que ks(n — 1) = nd — m — t, e portanto d = % + ”T_l + k5. Além
disso, temos que n | (t + ksn — ks) e como n | ksn segue que existe k' € Z tal que ks =t + k'n.
Desse modo, podemos escrever d = k'(n — 1) + ”T_l + t. Note que nao se pode ter k' < 0 pois
teriamos valores negativos para d em alguns casos de t. Afirmamos que k&' = 0. De fato, se
k' =1 entao d > n — 1, o que é uma contradi¢ao. E se k' > 1 entdo k'(n — 1) > n — 1, o que
implica que d = k'(n — 1) + %5 + ¢ > k'(n — 1) > n — 1, uma contradi¢do. Portanto, &' =0 e
assim d = ”T_l +t, para cadat =1,...,n— 1. Dessa forma, temos, para cadat=1,...,n— 1,
um unico valor de d tal que wy; nao é primitiva. E como wg; # 1, segue que todas as demais

sao primitivas. Assim, podemos concluir que, para t # 0,

n—1
Trjg(z o'(@) =n+ ) Troge(wa) =n-n=0,
d=1
o que conclui a demonstragao. [ |

Proposicao 4.4.5 Nas mesmas hipoteses do Teorema 4.4.2, temos que o conjunto

A=Zx+Zo(x)+ ...+ Zo" ' (z)
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€ um Z-mdodulo livre de posto n, contido no anel de inteiros Ok.
Demonstragao: A demonstragao é andloga a da Proposicao 4.4.2.

Observagao 4.4.4 Seja G = Gal(K : Q). Pela Proposi¢ao 4.3.3, temos que A = Zx+Zo(z)+
oot Zo" YN x) € um ZG-mddulo livre de posto unitdrio cuja base é {x}, isto é, A = ZGzx, o

qual pode ser visto como um ideal principal cujo gerador € x.

Obtengao do reticulado ox(A)

Sejam K um corpo intermedidrio de Q C Q((,2), com n primo impar, [K: Q] =n e 0 um
gerador de Gal(Q((2) : Q). Temos que A = Zz + Zo(x) + ... + Zo™ *(z) é um Z-mdbdulo
livre de posto finito n, contido em Ok, onde x € Ok ¢é o elemento definido no Teorema 4.4.2.

Consideremos o reticulado algébrico n-dimensional ok (A), do qual o conjunto

{ox(z),0x(0(2)),....ox(c" " ()}

é uma base e

x o(x) o" ()
M olx) o (:17) x
o x) = 0" 2(x)

n—1

¢ uma matriz geradora. Assim, denotando por G = (gy;); ;= a matriz Gram de og(A) com

respeito & M, temos que cada termo de G = M M" é dado por
i j i (%)
g1 = (ox(0'(2)), ox (07 (2))) = Trjole 0?7 (2)) = n?dy; |

comi,7=0,1,...,n— 1, onde a igualdade (x) segue do Teorema 4.4.2. Dessa forma, a matriz

Gram do reticulado ok (A) com respeito a M tem a seguinte caracteristica

n® 0 0

0 n? 0 )
G= _ =n-ld

0 0 n?

Sendo assim, podemos rotacionar o reticulado ox(A) sobre o Z". Definindo M’ = =M,

temos que M’ é uma matriz geradora do reticulado ok (A’), onde

n—1
P LA CORNY L)
n

n n

cK
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¢ um Z-médulo livre de posto n. Desse modo, a matriz Gram G’ de ok (.A") com respeito a M’
¢é dada por
G =M= it = La—r1a
n o n n
Logo, ox(A’) é isomorfo a Z™, ou seja, ¢ um reticulado Z"-rotacionado. Como n = [K : Q]
é fmpar, segue da Proposi¢ao 4.1.2 que K é totalmente real. Logo, og(A’) tem diversidade
méxima n. Além disso, como o ideal A’ = ZG(2) é principal, segue pelo Coroldrio 3.3.2 que a

distancia produto minima é dada por

det(G")

d
|Dk|

p.min (0K (A”)) =

Porém, temos que G’ = Id e |Dg| = n*"~Y (veja Proposicio 4.4.4). Logo,

dpmin(0x(A)) =

nn—1 :

Desse modo, a distancia produto do reticulado ok (.A’) depende somente do parametro n.

Observacgao 4.4.5 Podemos denotar ox(A') como sendo o reticulado ideal (A',Try), pois K

€ totalmente real.

Algoritmo de Construcao

Dado um primo ifmpar n, existe uma unica extensao ciclica K de grau n sobre QQ, com
K C Q((u2), tal que n é o unico primo que ramifica em Ok (veja Proposigao 4.4.4). Podemos
assim, definir o Z-médulo A’ e, consequentemente, descrever o reticulado ox(A’). Desse modo,
para cada dimensao prima impar n obtemos um reticulado ox(A’). Note que, para definir o
reticulado basta apresentar sua matriz geradora M’, e para isso devemos calcular o elemento
r € Ok e seus conjugados o'(x), i = 1,...,n—1. Sendo assim, fornecemos o seguinte algoritmo

de construcao:

1. Escolha uma dimensao prima impar n.
2. Encontre um elemento r primitivo médulo n* (T gerador de Z*, ).

3. Calcule x = 1+ Tro ,)/x(Cr2) € seus conjugados oi(x), parai=1,...,n—1, onde o é um

gerador de Gal(Q((,2) : Q).

4. Calcule a matriz geradora M de ox(A), utilizando (,2 = e

2mi
n

2

5. Obtenha a matriz geradora M' = LM de ok (A').
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Descrevemos, assim, uma familia de reticulados n-dimensionais ok (.A’), com

div(ox(A)) =n e  dpmin(ox(A)) =

nn—1 '

A Tabela 4.3° apresenta algumas dimensoes e parametros correspondentes aos reticulados que

podem ser obtidos através do algoritmo.

’ n \r‘dw‘ dp min ‘
3 12| 3 1/9
512 5 1/625
713 7 | 1/117649
1112 11 1/1110
13121 13 1/13"2
17131 17 1/171%
19121 19 1/19'8
23 15| 23 1/232%
291 2| 29 1/29%8

Tabela 4.3:

Exemplo 4.4.2 Faremos agora um exemplo de construcao de um reticulado ox(A") utilizando

o algoritmo descrito acima.
1. Escolhemos a dimensao n = 3.

2. Consideremos o elemento r = 2, primitivo médulo 9 (2 é gerador do grupo multiplicativo Zs).

3. Calculemos © = 1 + Troey)/k(Co). Para isso devemos conhecer um gerador de
Gal(Q(¢) : K); denotemos ¢ = (9. Como 2 é um gerador de 73, seque que o9 :  — (% €
um gerador de Gal(Q(¢) : Q). Assim, Gal(Q(C) : K) = (03) = (0s), cuja ordem € 2. Logo
Gal(Q(C) : K) = {1d, s},

Dessa forma,

z=1+Trogx(() =1+¢+0s(¢) =1+ ¢+,

e denotando o = 05, temos que

5Alguns calculos foram feitos com auxilio do software Wolfram Mathematica.
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o) =c(1+C¢+¢)=1+C+,

o*(z) =0?(1+(+¢5) =1+ + ¢

4. A matriz M geradora de ox(A) € dada por

r  o(x) o*(x)
M=| o(x) o*x) =
o?(x) x  o(z)

Buscando valores numéricos para as entradas de M e utilizando ¢ = e™s , obtemos

2mi 1671
9

z=1+e3 +e 7 =253209,
4mi 147t
olx)=14e9 +e o =1,3473,
o2z)=1+¢3 +e'5 =—0,879385 .

Desse modo,

2, 53209 1,3473  —0,879385
M = 1,3473  —0,879385  2,53209
—0,879385  2,53209 1,3473

5. Portanto, temos que

. 0, 84403 0,4491  —0,29313
M' = §M = 0,4491  —0,29313 0,84403
—0,29313 0,84403 0,4491

¢ uma matriz geradora do reticulado Z™-rotacionado ox(A’) para n =3, com div(og(A")) =3

e dymin(0ic(A))) = 1/9.
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4.4.3 Caso III: pelo menos dois primos ramificam em Ok, com n primo impar

Dada uma extensao ciclica Q C K de grau primo fmpar, consideramos durante a construcao
0 caso em que exatamente dois primos ramificam em Oy, de modo que o caso onde mais que

dois primos ramificam pode ser trabalhado por recorréncia.

Proposicao 4.4.6 Se Q C K € uma extensao ciclica de grau n primo impar e p; e py sao os

inicos primos (distintos) que ramificam em Ok, entdo:
(1) pip2 € condutor de K, se n # p1 e n # po;

(1) pin® € condutor de K, se n # p, e n = p,.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.1.3; temos que K C Q((,,), para algum inteiro positivo m.
Suponhamos que m seja o condutor de K. Pelo Teorema 1.6.2, segue que |Dkx| = m™~ . Como
P1 € pg a0 0s Unicos primos que ramificam em Ok, entao sao os Unicos primos na fatoragao de
Dk e, assim, sao os Unicos primos na fatoracao de m, isto é, existem r; e 79 inteiros positivos
tal que m = pi'py?. Desse modo, pelo Lema 2a de [20], segue que 71 = ro = 1 no caso em que

n#pens#py, enocason #p;en=pytem-se quer, =1ery =2. [ |

Proposigao 4.4.7 Sen é um primo impar e py e py sao primos distintos tal que p; = 1(mod n),
com 1= 1,2, entao existe uma extensao ciclica Q C K de grau n, tal que K C KiKs, onde K; é
o corpo intermedidrio de Q C Q((p,) com [K; : Q] = n, em que p; € o unico primo que ramifica

em Ok,, com 1 =1,2.

Demonstracao: Como p; = 1(mod n), segue pela Proposicao 4.1.1 que existe uma tnica
extensao ciclica Q C K; de grau n, com K; C Q((,,), para i = 1,2. Como Q C K; é galoisiana,
segue que Q C K{K; e, consequentemente, K; C K;K; sao galoisianas, para i = 1,2. Além
disso, Gal(K;K; : K;) ~ Gal(K; : Ky NKy), com i # j. Mas como mdc(py,p2) = 1, temos
que K; NKy = Q, e assim Gal(K;K; : K;) ~ Gal(K; : Q). Logo, [KiK; : K;] = o(Gal(K;K, :
K;)) = n, com i = 1,2. Desse modo, temos que [K;K, : Q] = n?. Assim, como n é primo e
divide o(Gal(K;Ks : Q)), segue que existe um subgrupo Gal(K;K, : K) de Gal(K;K, : Q), de

ordem n, onde K é um corpo intermediario de Q C K;Ko.

Q(Cm) KIKQ Q(sz)

K1\K/K2
Q



Como K; N Ky = Q, segue que Gal(K Ky : Q) ~ Gal(K; : Q) x Gal(K, : Q) é abeliano. Logo,
Q C K é galoisiana e, assim, o(Gal(K : Q)) = [K : Q] = n, sendo n primo. Portanto Q C K é

ciclica de grau n, com K C K;Ko,. ]
A seguinte proposicao é um resultado andlogo a Proposicao 4.4.7, pondo p; = p e ps = n.

Proposicao 4.4.8 Se n e p sdo primos impares tal que p = 1(mod n), entio existe uma
extensao ciclica Q C K de grau n, tal que K C KKy, onde Ky € o corpo intermedidrio de
Q C Q(¢p) com [K; : Q] =n, e Ky € o corpo intermedidrio de Q C Q((,2) com [Ky : Q] = n.

Demonstracgao: A prova é analoga a da Proposicao 4.4.7.

Q(¢) KiK, Q(Cn2)

p=1 / n X n—1
K, K/ Ko
Q

Observagao 4.4.6 A Proposicao 4.4.7 (respectivamente 4.4.8) nao garante a unicidade de K,
e que py e po (respectivamente n e p) ramificam em Ok. Sendo assim, nos prézimos resultados

supomos, como hipdtese, a assercao de que exatamente dois primos ramificam.

Proposicao 4.4.9 Sejam n um primo impar e py € ps primos distintos tal que p; = 1(mod n)
e p; Z 1(mod n?), comi=1,2. Se Q C K é uma extensao ciclica de graun tal que py e py sdo
os unicos primos que ramificam em Oy, entdo K C KKy, onde K; € o corpo intermedidrio de

Q C Q(¢p,) com [K; : Q] =n, em que p; € o unico primo que ramifica em Ok,, para i = 1,2.

27

2mi
Demonstracao: Temos que (p, = er2 = (er1r2 P! = ((pyp0)"" € Q((pypy), 0 que implica que

Q(sz) - @(CPIPZ)' Analogamentea Q(Cpl) - Q(€P1P2)' Assim KKy C Q(CPI)Q<CPQ) - Q(<p1p2>?

onde K; é o corpo intermediario de Q C Q((p,), para ¢ = 1,2, obtido na Proposigao 4.1.1.

Porém,

[Q(CPI)Q(CPQ) : Q] = [Q(Cpl) : Q] [@(sz) : Q] = cp(pl)go(pg) = 90(]91]?2) = [Q(§p1p2) : Q] )

onde ¢ é a funcao de Euller. Assim Q({,, )Q(¢p,) = Q((pyp,). Desse modo, usando a mesma

argumentacao feita na Proposicao 4.4.7, podemos apresentar a seguinte torre de extensoes:
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@<<p1p2 )

p2—1 p1—1

Q) =Gy

Pela Proposigao 4.4.6, temos que K C Q((p,p,). Mostremos que K C K;K,. Seja G =
Gal(Q(Cpypy) : Q). Como mdce(py, p2) = 1, segue que Q(¢,,) N Q(¢,) = Q. Logo,

G~ Gal(Q(G,) : Q) x Gal(Q(Gp,) : Q) = Zip,—1 X Zpy—
~ ZnXZnXZLAXZLA.

Desse modo, como p; # 1(mod n?), segue que o produto acima pode ser visto como o produto
(unicamente representado) dos n-subgrupos de Sylow com os g;-subgrupos de Sylow de G,
onde g; # n, ou seja, mdc(g;,n) = 1. Seja H = Gal(Q((pyp,) * KiKy). Assim H < G, com
o(H) = ’“T*”’QTA. Dessa forma, H corresponde ao produto dos ¢;-subgrupos de Sylow de G,
pois mde(o(H),n) = 1. Seja agora, T = Gal(Q((p,p,) : K). Temos que Z < G é abeliano
com o(Z) = W = an—mgT—l‘ Logo, Z possui um subgrupo J de ordem plT_poT_l.
Sendo assim, J também corresponde ao produto dos g;-subgrupos de Sylow de G em que
mdec(q;,n) = 1 e, pela unicidade de representagao, segue que J = H. Dessa forma, H < Z e,

portanto, K C K;K,. [ ]

A seguinte proposicao é um resultado analogo a Proposicao 4.4.9, considerando agora o

caso em que n ramifica em Og.

Proposigao 4.4.10 Sejam n e p primos impares tal que p = 1(mod n) e p # 1(mod n?). Se
Q C K € uma extensao ciclica de grau n, tal que p e n sao 0s Unicos primos que ramificam em
Ok, entao K C KiKs, onde Ky € o corpo intermedidrio de Q C Q((,) com [K; : Q] = n, em
que p € o unico primo que ramifica em Ok, ; e Ky é o corpo intermedidrio de Q C Q((,2) com

Ky : Q] =n, em que n é o unico primo que ramifica em Ok,.

Demonstracao: Temos que KiKy C Q((,)Q((n2) C Q((pn2), onde Ky é o corpo intermediario
de Q C Q(¢,) obtido na Proposicao 4.1.1 e Ky é o corpo intermediario de Q C Q((,2) obtido
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na Proposi¢ao 4.4.4. Porém,

[Q(G)Q(G2) = Q] = [QG) = QQ(G2) = Q] = p(p)p(n*) = p(pn?) = [Q(Gn2) - QF

onde ¢ é a funcao de Euller. Assim Q((,)Q((n2) = Q((pn2). Desse modo, podemos apresentar

a seguinte torre de extensoes:

Q(Cpn2>

Q(¢) 2= Q(Gne)

Pela Proposicao 4.4.6, temos que pn? é o condutor de K. Mostremos que K € K;K,. Seja
G = Gal(Q(¢pn2) : Q). Como mdce(p,n?) = 1, segue que Q(¢,) N Q(¢,2) = Q. Logo,

G ~ Gal(Q((p) : Q) x Gal(Q((y2) : Q) ~ Zip—y X L)
~ Ly X Loy X Lip—1 X Lipy_1 .

Seja H = Gal(Q((pn2) : KiKy) e T = Gal(Q((pn2) : K). Temos que H < G com o(H) =
% 7T <G com o(Z) = (p—1)(n—1) = nHE " Degse modo, como o(H) divide

n

o(Z), segue que H < 7 e, portanto, K C K;K,. ]

Proposicao 4.4.11 Sejam K, e Ky extensoes ciclicas disjuntas (isto €, K1 N Ky = Q) com
Gal(Ky; : Q) = (0), Gal(Ky : Q) = (1) e Q C K uma extensao ciclica de grau n, com
K C KiKy. Se existem x1 € Ky e 9 € Ky tal que

(1) Trie, jo(z10(21)) = do.7
(i0) Tri,j(zem!(x2)) = do4p3 , t=0,1,...,n—1;
entao existe x € K, dado por x = Trg,k,/x(x122), tal que
TTK/Q@Vt(x)) = 50,tp%p% )
parat=0,1,...,n—1, onde v é um gerador de Gal(K : Q).
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Demonstracao: Temos que Gal(KiK; : Q) ~ Gal(K; : Q) x Gal(K; : Q) = (o) x (1), pois
K;NK; = Q, o que também garante Gal(K; Ky : Ky) ~ Gal(K; : Q) = (o) e Gal(K; Ky : K;) ~
Gal(Ky : Q) = (7). Desse modo, se y; € K;, com ¢ = 1,2, entao

Try,xo/0(y1y2) = g:(ak”)(ylyz)
= g:(akfj)(yl)(akfj)(yz)
- :Z_::Z_:O'k(yl)Tj(y2>
- nio—’“(yl)nifj(yz)
— Treusoln) Treyom)

Por outro lado, como Gal(K;K; : K) é ciclico (pois tem ordem prima n) e é um subgrupo
de Gal(K\Ky : Q) = {o*7%; j,k =0,...,n — 1}, segue que existem r,s € {0,...,n — 1} tal
que Gal(K;Ky : K) = (0"7%). Porém, todo elemento nao unitario de Gal(K;K; : K) ~ 7Z,, é
um gerador. Assim, tomando s’ tal que 7 = 7, temos que o"¥7 = (¢"7%)* também é seu
gerador. Logo, pondo m = rs’, podemos escrever (c™7) = Gal(K;K; : K). Além disso, como

Gal(K : Q) ~ Z,, segue que podemos escolher v = ¢~™7|x como seu gerador.

KKy

Assim,

o que implica



= 2 o™ (1) 7" (w2) oo™ (1) T T (22)

b,c=0
n—1

_ Z Umb($10_m(c—t—b) (xl)),]_b($27_t+c—b($2)) )
b,c=0

Dessa forma,
n Trejo(zy'(z)) = Trrjo(n 29'(z))

Triyg (Trrx, k(@' (2)))
= Trg,g,/0(y (7))

n—1
_ Z TTKlKg/Q (Umb(ﬂfldm(c_t_b)(ZEl))Tb(QSQTt+C_b(.T2)))
b,c=0

n—1
= Z Trg, /@ (amb(aslam(c_t_b)(:vl))) Tri,/Q (Tb($27t+c_b(x2)))

b,c=0
n—1

= Z Trg, /@ (aslam(c_t_b)(xl)) Tri,/Q (:EQTHC_I’(:UQ)) .
b,c=0
Se t = 0, entao
n—1
n Trejg(ey'(2) = Y Trieyg (w10™0 (1)) Tricy g (227" (22))
b,c=0
Por hipdtese, se b = ¢ temos que Tr, g (£16™ Y (21)) = p? e Try, g (227" (22)) = p3. J4&

se b # ¢ temos ambos nulos e, assim, n Trgg(z7y'(z)) = n pips. Portanto,

Tryo(zy'(x)) = pip; -

Agora se t # 0, entdao Trg, /g (22777 (22)) # 0 somente quando ¢+ ¢ —b = 0. Mas nesse caso,
temos que m(c—t—>b) # 0, o que implica que Tk, /g (xlam(c_t_b) (931)) = 0. De modo anélogo,

temos que Tr, jq (210™ 7% (21)) # 0 somente quando T'ri, /g (2277 *(22)) = 0. Portanto,

Trxo(xy'(z) =0,
o que conclui a demonstracao. [ ]

Proposicao 4.4.12 Com as mesmas hipoteses da Proposicao 4.4.11, temos que o conjunto
A=Zx+Zy(x)+ ...+ Zy" (z)

€ um Z-mdodulo livre de posto n, contido no anel de inteiros Ok.
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Demonstragao: A demonstragao é andloga a da Proposicao 4.4.2.

Observagao 4.4.7 Seja G = Gal(K : Q). Pela Proposicao 4.3.3, temos que A = Zx+Zo(x)+
oo+ Zo" M (z) € um ZG-mddulo livre de posto unitdrio cuja base é {z}, isto é, A = ZGx, o

qual pode ser visto como um ideal principal cujo gerador € x.

Nas Proposicoes 4.4.9 e 4.4.10 obtemos necessariamente a condicao K C K;K,, distin-
guindo, respectivamente, o caso em que a dimensao n nao ramifica e o caso em que n ramifica
em Og. Se n nao ramifica em Ok, temos que K; C Q((,,), onde os corpos K;, para i = 1,2,
sdo obtidos através da construcao feita na Segao 4.4.1. E, se n ramifica temos que K; C Q(¢,)
e Ky € Q(Cu2), onde o corpo K; é obtido na Segao 4.4.1 e Ky na Segao 4.4.2. Sendo assim,

dividimos a construcao em dois casos, quando n nao ramifica e quando n ramifica em Ok.

Caso III-a: n nao ramifica em Ok

Seja Q C K uma extensao ciclica de grau primo impar n, tal que p; e py sdo os unicos
primos (distintos) que ramificam em Oy, com p; = 1(mod n) e p; # 1(mod n?), para i =1,2.

Pela Proposicao 4.4.9, temos que K C K;K,, onde K; é o corpo intermedidrio de Q C
Q(¢y,), com [K; : Q] = n, em que p; é o Unico primo que ramifica em Ok,, para i = 1,2.
Desse modo, denotando Gal(Q((p,) : Q) = (0;), segue do Teorema 4.4.1, que existe z; € K; tal
que Trg,j(zi0l(x;)) = doup, com t = 0,1,...,n—1 e i =1,2. Temos, assim, satisfeitas as
hipdteses da Proposicao 4.4.11.

Dessa forma, pela Proposigao 4.4.12; tem-se que A = Zz + Zy(x) + ... + Zy" ! (x) é um

Z-médulo livre de posto n, contido em O, onde v é um gerador de Gal(K : Q) e

r = Trg, g, /k(T122).

Considere o reticulado algébrico n-dimensional ok (.A), do qual o conjunto

{ox(z),0x(y(2)), ..., ox(y" " (2))}

¢ uma base e

z  A(2) V")
x 2(z x
vol| @ ( )
i) V" ()
¢ uma matriz geradora. Assim, denotando por G = (gl-j)zj_:lo a matriz Gram de og(A) com

respeito a M, temos que cada termo de G = M M* é dado por

g5 = (ox(v'(2)), 0x(+7(2))) = Triole v () < 6,023 |
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com i,7 = 0,1,...,n — 1, onde a igualdade (x) segue da Proposi¢ao 4.4.11. Dessa forma, a

matriz Gram do reticulado ok (A) com respeito a M é dada por

pipy 0 -+ 0
0 pip3 -+ 0
G = . o . = pipsld.
0 0 - pip

_ 1

= M, temos
pip2

Assim, podemos rotacionar o reticulado ox(A) sobre o Z". Definindo M’

que M’ é uma matriz geradora do reticulado oy (A’), onde

n—1
e € P el G P
DP1P2 P1pP2 P1p2

¢ um Z-mdbdulo livre de posto n. Desse modo, a matriz Gram G’ de ok (A’) com respeito a M’
é dada por
G=mm="nt - o1
Dip2  P1p2 P1p2
Logo, og(A’) é isomorfo a Z", ou seja, é um reticulado Z"-rotacionado. Como n = [K: Q] é
impar, segue que og(A’) tem diversidade méxima n. Além disso, como o ideal A" = ZG (Zﬁm)
é principal, temos que
det(G")
| D

dp min(ox(A")) =

Porém, pela Proposicao 4.4.6, tem-se que p1ps é o condutor de K. Assim, pelo Teorema 1.6.2,

segue que |Dx| = (pip2)"*. Logo,

1

dp,min(ox(A')) = ) L

Sendo assim, dada uma dimensao prima impar n, os dois menores primos p; e py distintos
satisfazendo p; = 1(mod n), com i = 1,2, fornecem o reticulado de menor probabilidade de

erros em tal dimensao.

Observacao 4.4.8 Note que, podemos denotar ox(A") como sendo o reticulado ideal (A’, Tr,),

para o = 1, pois K € totalmente real.

Algoritmo de Construcao

Dados n um primo {mpar e p; e py primos distintos tal que p; = 1(mod n) e p; # 1(mod n?),

com ¢ = 1,2, temos que existe uma unica extensao ciclica K; de grau n sobre Q, com
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K; C Q(¢p,). Suponhamos que K é uma extensao ciclica de grau n, tal que p; e ps sdo os Unicos
primos que ramificam em Og. Como visto na Proposi¢ao 4.4.11, ao denotar Gal(K; : Q) = (o)
e Gal(Ky : Q) = (7), temos que (¢ o 1) é um gerador de Gal(K;K, : K). Assim, encontrando
um gerador 7 para Gal(K : Q), podemos calcular = Trg,k,/x(2122) € seus conjugados v*(z),
parat=1,...,n — 1, os quais fornecem a matriz geradora M do reticulado ok (.A). Considere,

entao, o seguinte algoritmo de construcao:

1. Escolha uma dimensao prima impar n.
2. Escolha dois primos py e py distintos tal que p; = 1(mod n) e p; Z 1(mod n?), com i =1, 2.

3. Calcule x1 € Ky e xo € Ky, obtidos pelo Teorema 4.4.1, e seus conjugados o'(x1) e 7'(x3),

comt=1,....,n—1.
4. Calcule x = Trg,k,/k(2122), utilizando o gerador (0 o7) de Gal(KiK, : K).
5. Encontre um gerador v para Gal(K : Q) e calcule os conjugados ' (z), ondet =1,...,n—1.

27

6. Calcule a matriz geradora M de ox(A), utilizando ,,,, = eP172.

7. Obtenha a matriz geradora M' = =M de og(A').

Descrevemos, assim, uma familia de reticulados n-dimensionais ok (.A"), com

1

diviog(A) =n e  dpmin(ox(A")) = ——.
(p1p2)

A Tabela 4.4 apresenta algumas dimensoes e parametros correspondentes aos reticulados

que podem ser obtidos através do algoritmo.

n o[ p [div] dpmin |
37 13] 3 1/91
5 [11] 31 | 5 | 1/3417
712229 | 7 | 1/638°
1123 67 | 11 | 1/1541°
1314 53 | 13 | 1/742°
17 | 35 [ 103 | 17 | 1/3605°
1920 39 | 19 | 1/780°
23 [47 [ 70 | 23 | 1/3290™
29 [30 | 59 | 29 | 1/1770™

Tabela 4.4:
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Caso III-b: n ramifica em Ok

Seja Q C K uma extensao ciclica de grau primo impar n, tal que p e n sao os tinicos primos
que ramificam em Ok, com p = 1(mod n) e p # 1(mod n?).

Pela Proposicao 4.4.10, temos que K C K;Kjy, onde K; é o corpo intermediario de Q C
Q(¢) com [K; : Q] = n, em que p é o unico primo que ramifica em Ok,, ¢ Ky é o corpo
intermediario de Q C Q((,2), sendo n = [Ky : Q] o tnico primo que ramifica em O,. Desse
modo, denotando Gal(Q((,) : Q) = (o) e Gal(Q((u2) : Q) = (7), segue dos Teoremas 4.4.1 e
4.4.2, que existem, respectivamente, z1 € K; tal que Trg, o(z10"(x1)) = dop” € 22 € Ky tal
que Tri, jg(z27!(22)) = doyn?, com t =0,1,...,n — 1.

Dessa forma, pela Proposicao 4.4.12, segue que A = Zx + Zy(x) + ... + Zy" ' (x) é um
Z-médulo livre de posto n, onde v é um gerador de Gal(K : Q) e

Tr = TTKIKZ/K(.TLCEQ).

Considere o reticulado algébrico n-dimensional ok (A), do qual

v () Y (x)
Vv 7(;96) gl :(x) w
R GO V()

¢ uma matriz geradora. Assim, denotando por G = (gij);f;:lo a matriz Gram de og(A) com

respeito & M, temos que cada termo de G = M M?" é dado por

gij = (ox(v'(2)), ox (Y (x))) = Trg oz /7' (2)) = dyp*n”

comi,j =0,1,...,n — 1. Dessa forma, a matriz Gram G do reticulado ok (.A) tem a seguinte
caracteristica:
p’n? 0 0
0 p’n? 0
G = . _ = p*n’ld .
0 0 p*n?
Podemos, entao, rotacionar o reticulado ok (.A) sobre o Z™. Definindo M’ = %M , segue

que M’ é uma matriz geradora do reticulado o (A’), onde

n—1
I e 1) R e e C)
o pn n

113



Desse modo, a matriz Gram G’ de ok (.A") com respeito a M’ é dada por

1 1 1
G'=MM'=—M—M = G=1d.

pn- pn pn?

Assim, og(A’) é um reticulado Z"-rotacionado com diversidade méxima n e, como o ideal

A" =ZG () ¢ principal, segue que

det(G")
| Dx|

dymin (03 (A)) = .
Porém, pela Proposicao 4.4.6, tem-se que pn? é o condutor de K. Segue entao, do Teorema
1.6.2, que |Dg| = (pn?)"~!. Assim,

dpmin(0x(A)) =

nnfl pnfl '

Desse modo, dado n um primo {mpar, o menor primo p satisfazendo p = 1(mod n) fornece o

reticulado de menor probabilidade de erros na dimensao n.

Observacgao 4.4.9 Podemos denotar ox(A') como sendo o reticulado ideal (A',Try), pois K

€ totalmente real.

Algoritmo de Construcao

Dados n um primo fmpar e p um primo tal que p = 1(mod n) e p £ 1(mod n?), temos que
existe uma unica extensao ciclica K; de grau n sobre Q, com K; C Q((,) e uma tnica extensao
ciclica Ky de grau n sobre Q, com Ky C Q((,2). Suponhamos que K é uma extensao ciclica de
grau n, tal que p e n sdo os tnicos primos que ramificam em Ok. Denotando Gal(K; : Q) = (o)
e Gal(Ky : Q) = (7), temos que (¢ o 1) é um gerador de Gal(K;K, : K). Assim, encontrando
um gerador 7 para Gal(K : Q), podemos calcular = Trg,k,/x(2122) e seus conjugados v*(z),

parat=1,...,n — 1, o que permite fornecer o seguinte algoritmo de construcao:

1. Escolha uma dimensao prima impar n.
2. Escolha um primo impar p tal que p = 1(mod n) e p # 1(mod n?).

3. Calcule v, € Ky e x9 € Ky obtidos pelos Teoremas 4.4.1 e 4.4.2, respectivamente, e calcule

seus conjugados o'(x1) e 7' (x3), parat =1,...,n— 1.
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4. Calcule v = Trg,k,/k(122), utilizando o gerador (o o 1) de Gal(KiK, : K).
5. Encontre um gerador vy para Gal(K : Q) e calcule os conjugados ' (z), ondet =1,...,n—1.

6. Calcule a matriz geradora M de ox(A), utilizando (,, = evn .

7. Obtenha a matriz geradora M' = plnM de ox (A').

Descrevemos, assim, uma familia de reticulados n-dimensionais ok (.A’), com

1
P

diviog(A)) =n e  dymn(ox(A)) =

nn—1 -1

A Tabela 4.5 apresenta algumas dimensoes e parametros correspondentes aos reticulados

que podem ser obtidos através do algoritmo.

’ n \ D \ div \ dp min ‘
3| 7] 3 1/63
5111 5 1/(5* x 112%)
71227 1/(7°% x 223)
11123 [ 11 | 1/(11' x 23°)
13|14 | 13 | 1/(13" x 149)
17 |35 | 17 | 1/(17¢ x 35%)
19120 | 19 | 1/(19'8 x 207)
23 | 47 | 23 | 1/(23%% x 471
29 | 30 | 29 | 1/(29%° x 30')

Tabela 4.5:

Exemplo 4.4.3 Seque um exemplo de constru¢io de um reticulado ox(A’), utilizando o

algoritmo que descrevemos acima.

1. Escolhemos a dimensao n = 3.
2. Escolhemos p = 13, satisfazendo p = 1(mod 3) e p Z 1(mod 9).
3. Temos que Gal(K; : Q) = (olg,) e Gal(Ky : Q) = (7|k,), com o : (13— (4 eT: ¢ — G
Nos Exemplos 4.4.1 e 4.4.2 obtemos, respectivamente,
x1 =5+ 3(H + 3¢ — (s — (T3 — ({3 — ¢l + 3¢5 + 3Ci3
o(1) = 6+ (F5 + (5 + 4¢3 + 4¢F; +4¢T + 4G5 + (3 + (s

‘72(10 =2- 4<123 - 4(?3 - 3&3 - 3Cf3 - 3C173 - 3@?3 - 4C11:? - 4C11§ )
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To=1+C+¢
T(x2) =1+ G+ ¢
T2 (ze) =14 (3 + ¢ .

Porém, (13 = (717 € (o = ({i;. Logo, denotando ¢ = (117, podemos escrever

r] = 5 + 3@“18 + 3{27 o CSG - (54 o <63 _ €81 + 3c90 + 3<99
02<$1) =9 _ 4C18 _ 4C27 _ 3(36 _ 3654 _ 3(63 _ 3{81 _ 4c90 _ 4c99

r(22) = 1+ + ¢

Q(C117>

Q(¢i3) 8

4 K;K

A
~

Y
N
N /

12
Q(Go)
2
3
Ko
3
(1)

4. Temos que

v =Trg g, x(®172) = Z(JT)t(mlmQ)
t=0

= Zat(ffl)Tt(fﬂz)

= 2179 + 0(21)7(22) + 0% (1) 7 (22) .

Assim, utilizando a congruéncia modulo 117, obtemos que

=13 + C o 3(2 + 3(5 + <8 + 4510 - 3€11 + 5<13 + 3§14 . 3{16 . 423 . 4525 + 6(26 + 4C28 -
3(29 + 3c31 _ 4c34 +4<37 _ 4(38 + 3(40 _ <41 + C44 _ 4(47 _ C49 _ C50 + 2(52 + C53 + 4{’55 + 4c62 +

116



C64 + 2(65 _ C67 _ C68 _ 4<~=70 + <73 _ C76 + 3C77 _ 4(79 + 4C80 _ 4683 + 3c86 _ 3688 +4C89 + 6C91 _
4C92 _ <94 _ 3C101 + 3<103 + 5cl04 _ 3cl06 + 4cl07 + C109 + 3<112 _ 3cl15 + CHG

5. Como qualquer elemento nao unitdrio de Gal(K : Q) ~ Zs é um gerador, considere o gerador

Yk : ¢ = ¢, Desse modo,

’7(?[7) — 13 . 4C o C2 + CS o 4<=8 o 3€10 o CH + 6C13 + C14 . €16 + 4c23 + 3c25 + 2{26 . 3{28 .
<29 + <-31 + 3c34 _ 3<~=37 + 3(38 + C4O + 4(41 _ 4(*44 + 3c47 + 4<49 + 4<~=50 + 5(52 _ 4(53 _ 3(55 _
3€62 _ 4<64 + 5C65 + 4<67 + 4@*68 + 3§70 _ 4€73 + 4c76 + <77 + 3{79 _ 3{80 + 3C83 + C86 _ <88 _
3c89 + 2(91 + 3(92 + 4c94 - <101 + <103 + 6C104 _ <106 _ 3(107 - 4<109 + <112 _ <115 _ 4cl16

e

’}/2(I) =13 + 3( + 4€2 _ 4{5 + 3(8 _ ClO + 4{11 + 2C13 _ 4(14 + 4cl6 _ 3C23 + C25 + 5c26 _
<28 + 4629 _ 4C31 + C34 _ <37 + C38 _ 4(40 _ 3<=41 + 3c44 + C47 _ 3649 _ 3(50 + 6(52 + 3<53 _ <55 _
<62 + 3C64 + 6C65 _ 3<67 _ 3£68 + C70 + 3C73 _ 3@*76 _ 4C77 + C?Q _ CSO + £83 _ 4<86 + 4<88 _ ng +
5c91 + C92 - 3(94 + 4(101 - 4<103 + 2cl04 + 4C106 _ <107 + 3cl09 - 4cl12 + 4(115 + 3<116 .

6. A matriz geradora M de ox(A) € dada por

Em valores numeéricos,

21,5785 —12,545 29,9665
M =1 —12,545 29,9665 21,5785
29,9665 21,5785 —12,545

7. Portanto, temos que

' 0,55329 —0,32166 0, 76837
M'= oM =| —0,32166 0,76837 0,55329
0,76837  0,55329 —0,32166

¢ uma matriz geradora do reticulado Z"-rotacionado ox(A’), para n = 3 e p = 13, do qual
div(og(A") =3 e dpmin(ox(A')) = 1/117.
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4.5 Conclusoes e perspectivas futuras

A utilizagao de reticulados Z"-rotacionados no canal Rayleigh Fading é vidavel quando
trabalhamos com diversidade e distancia produto minima relativamente altas, de modo a mini-
mizar a probabilidade de erros na transmissao de sinais (veja Segao 4.2). Os reticulados descritos
neste capitulo apresentam diversidade méxima e livre escolha da dimensado impar (ou prima
impar) a ser trabalhada. A partir da Secao 4.4, a distancia produto minima dos reticulados
Z™-rotacionados obtidos depende da dimensao n e de parametros que podem ser ajustaveis via
congruéncia modulo n, possibilitando a escolha de parametros de modo a maximizar a distancia
produto minima numa dada dimensao.

Nas construcoes deste capitulo, foram utilizadas Z-bases normais contidas em extensoes
ciclicas, o que favorece a formulagao de algoritmos de construcao e a avaliacao da forma trago
associada. Como vimos, a obtencao de bases normais esta relacionada com a ramificagao de
nimeros primos numa extensao. Se Q C K é uma extensao abeliana cujo grau nao ramifica em
Ok, entao Ok possui uma base normal (Teorema IV.7.1 - [10]). Desse modo, se K é um corpo
de nimeros de grau primo n contido numa extensao ciclotomica Q((,), com p primo impar e
n # p, entao existe uma base normal para Ok. Consideramos a possibilidade de encontrar uma
tal base, de modo semelhante ao apresentado na Secao 4.1, o que permitiria a construcao de
uma familia de reticulados que contém, como caso particular, a exibida na Secao 4.1.

Sejam K um corpo intermedidrio de Q C Q(¢,), com p primo impar e¢ [K : Q] = n impar.
Considere o reticulado ox(Ok) = (Ok, T'r1) obtido na Segao 4.1. Nosso intuito é trabalhar com

a possibilidade de rotacioné-lo sobre o Z". Como vimos na Secao 4.2, a igualdade
Nk/o(a)|Dk| = ",

para algum c € Z, é uma condi¢ao necessaria para o parametro «, de modo que o reticulado
n—1

(Ok,T'r,) possa ser Z"-rotacionado. Pondo ¢ = p, segue que Nk (o) = p, pois |Dk| = p

Porém,

p = Noe,)el = G) = NioWNog) k(1 = G))-

Desse modo,

-

S}

n

o= Noyel(1 =¢) = [J (1 = ) = [[a - ¢,
=1

i=1
onde ¢ é um gerador de Gal(Q((,) : Q). Ou seja, o elemento o € K descrito acima satisfaz
uma condi¢do necesséaria para que (Og,Tr,) fornega um reticulado Z"-rotacionado. Porém,
a verificacao de que este reticulado fornece um Z"-reticulado depende do célculo do traco

Tri g(abo’(9)), parat =0,1,...,n — 1, onde 6 = Trg(,)/k (), 0 qual estd por ser concluido.
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