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Resumo

A teoria convencional de bifurcacdes locais (TCB) falha em apresentar uma caracterizacao
completa da estabilidade e, ainda, mas nao totalmente, aspectos gerais de fendmenos complexos.
Afinal, a TCB sé permite explorar o comportamento de sistemas dindmicos ndo lineares na
vizinhanga de pontos fixos e 6rbitas periddicas. Esse tltimo, portanto, impde a necessidade de
técnicas globais ndo triviais e solu¢cdes numéricas extensas. Neste trabalho, apresenta-se uma
tentativa de superar esses problemas ao introduzir a teoria de informacao de Fisher no estudo
de bifurcacdes. Aqui, investiga-se uma estrutura métrica riemanniana para bifurcagdes locais e
globais descritas no contexto de sistemas dindmicos. A métrica introduzida é baseada no con-
ceito de distancia de informacdo. Sao estudados cinco modelos contrastantes de bifurcacdes em
detalhes: sela-nd, transcritica, forquilha subcritica, forquilha supercritica e, por fim, bifurcac¢des
homoclinicas. E revelado que a métrica impde um escalar de curvatura R no espago de parime-
tros dos sistemas investigados. Além disso, mostra-se que R diverge para o infinito enquanto
se aproxima dos pontos de bifurcacao. Demonstra-se aqui que as condi¢des de estabilidade
sdo recuperadas a partir de interpretacdes dos sinais da curvatura R e do cardter da métrica

de Fisher. Os resultados obtidos evidenciam uma melhoria clara em relagdo a teoria convencional.

Palavras-chave: Bifurcacdes; Geometria de informacdo; Transi¢cdes de fase; Estabilidade



Abstract

The conventional local bifurcation theory (CBT) fails to present a complete characterization
of the stability and general aspects of complex phenomena. After all, CBT only explores the
behavior of nonlinear dynamical systems in the neighborhood of their fixed points. Thus, this
limitation imposes the necessity of non-trivial global techniques and lengthy numerical solu-
tions. In this article, we present an attempt to overcome these problems by including the Fisher
information theory in the study of bifurcations. Here, we investigate a Riemannian metrical
structure of local and global bifurcations described in the context of dynamical systems. The
introduced metric is based on the concept of information distance. We examine five contrasting
models in detail: saddle-node, transcritical, supercritical pitchfork, subcritical pitchfork, and
homoclinic bifurcations. We found that the metric imposes a curvature scalar R on the parameter
space. Also, we discovered that R diverges to infinity while approaching bifurcation points.
We demonstrate that the local stability conditions are recovered from the interpretations of the
curvature R, while global stability is inferred from the character of the Fisher metric. The results

are a clear improvement over those of the conventional theory.

Keywords: Bifurcations; Information geometry; Phase transitions; Stability
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1 Introducao

O objetivo geral da teoria de bifurcacdes, no contexto da dindmica nao linear, consiste
em expressar as repentinas mudancas qualitativas do retrato de fases de sistemas dinamicos
nas vizinhancas de suas solu¢des locais, quando se alteram os parametros de controle de forma
continua e suave (IL'YASHENKO et al., 2013; KIELHOFER, 2011). Apesar do amplo espectro
de aplicacdes nas ciéncias e de ser presumidamente satisfatéria em casos especiais, a teoria
convencional de bifurcacdes locais (TCB) falha em apresentar uma caracterizagdo completa da
estabilidade e, ainda, mas nao totalmente, aspectos gerais de fendmenos complexos. Afinal, a
TCB s6 permite explorar o comportamento de sistemas dindmicos ndo lineares na vizinhanga de

pontos fixos e Orbitas periddicas, o que, por sua vez, impde quatro dificuldades e limitagcdes.

Primeiro, a TCB ndo permite estabelecer conclusdes a cerca da estabilidade do sistema
dindmico quando a funcdo de Lyapunov nio pode ser determinada (KWON; BANG, 2018;
MONTEIRO, 2006; STROGATZ, 2014). Devemos salientar que para um estado de equilibrio
estavel, é possivel estabelecer consideracdes de estabilidade para o sistema dinamico em estudo,
isto é, podemos escrever que um sistema dinamico € estdvel se for possivel provar a existéncia
das fung¢des de Lyapunov (MONTEIRO, 2006; DASGUPTA, 2006). Contudo, a constru¢do de
tais funcdes ndo € uma tarefa simples. Na realidade, a escassez de métodos robustos para gerar as
fungdes de Lyapunov impde diversas dificuldades e problemas préticos no estudo da estabilidade
de sistemas dinamicos através desse método (MONTEIRO, 2006; STROGATZ, 2014).

Segundo, o estudo do comportamento qualitativo do sistema dindmico nas proximidades
de pontos de equilibrio e de drbitas periddicas exige o emprego de transformacdes de coordenadas
por meio da teoria de formas normais. Em sua totalidade, no entanto, a constru¢ao de formas
normais ndo constitui uma tarefa de facil obtencao para sistemas dindmicos governados por
equacdes diferenciais, ja que as operacdes algébricas envolvidas nesse processo sdo nao triviais de
serem realizadas devido a ordem e a dimensao que exibem. Além disso, formas normais ndo sao
unicamente definidas, o que torna a obtencao delas ainda mais complicada (GUCKENHEIMER;
HOLMES, 2013; CHOW; DRACHMAN; WANG, 1990).

Terceiro, bifurcagdes homoclinicas nao podem ser detectadas pela TCB. Bifurcacoes
homoclinicas pertecem a classe de bifurcacdes globais, em que um ciclo-limite colide com
um ponto de sela. Mais precisamente, tais bifurcagdes sao principalmente observadas quando
estruturas invariantes colidem-se umas as outras, por exemplo: variedades invariantes e atratores
cadticos, conduzindo a destruicdo de atratores cadticos. Nesse cendrio, a destruicdo causa
uma modificag¢do considerdvel na topologia global do sistema, que, infelizmente, ndo pode ser
estudada pela TCB, isto €, a anédlise da estabilidade local (WEBER, 2021; LEONEL, 2016;
ZHONG, 2006).
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Por conseguinte, o estudo dessa classe particular de bifurcagdes é geralmente estabelecida
através de métodos aproximativos, e.g. balanco harmdnico, método de Melnikov, além, € claro,
de simula¢des numéricas (MONTEIRO, 2006; CUESTA; OLLERO, 2005).

De forma geral, ndo € possivel determinar analiticamente nem o ponto de bifurcacdo nem
os valores dos parametros em que uma bifurca¢cdo homoclinica ocorre. Nesse cendrio, pontos
de bifurcacdo podem apenas ser estimados usando o método de Melnikov cujo uso prético
apresenta dificuldades técnicas e fundamentais (TSARIN; RYABOV; VARIV, 1996). Além disso,
devemos notar que a abordagem de Melnikov pode apenas fornecer uma analise razoavel do
comportamento do sistema quando a perturbacdo € muito pequena ou préxima de zero. Para
grandes perturbacdes, porém, esse método pode ndo permite obter uma compreensao significativa
do comportamento do sistema na bifurcacao homoclica (TSARIN; RYABOV; VARIV, 1996;
LUO, 2008).

Por fim, outra grande dificuldade e, por conseguinte, uma limitacdo da TCB consiste em
determinar analiticamente o nimero maximo e as posicoes relativas de trajetérias periddicas
isoladas, isto €, ciclos-limite de sistemas dindmicos polinomiais (MONTEIRO, 2006; GAIKO,
2008). Na realidade, essa limitagdo consiste em um dos problemas mais dificieis da TCB. Em sua
totalidade, ha muitos métodos e resultados no estudo de ciclos-limite. Entretanto, esse problema
ndo foi ainda completamente resolvido mesmo para os casos mais simples (MONTEIRO, 2006;
GAIKO, 2008; GAIKO, 2000).

Com base no exposto, apresentamos, neste trabalho, uma tentativa de superar essas e
outras dificuldades no estudo de sistemas dindmicos no Ambito da geometria de informagio. E
possivel observar, entre parénteses, que podemos considerar bifurcacdes como a versdo temporal
de transi¢des de fase termodiniAmicas em que o regime assintético é assumido (LESNE; LAGUES,
2011; LEONEL, 2021). Em outras palavras, uma transicdo de fase nada mais € do que uma
bifurcac¢do na dinAmica microscépica subjacente (LESNE; LAGUES, 2011).

Recentemente, muitos autores tém caracterizado transicdes de fase, no espaco de pa-
rametros, para uma ampla variedade de sistemas termodinadmicos e dindmicos no contexto da
geometria de informacao de Fisher (SILVA; VIEIRA; LEONEL, 2021; VETSOV, 2021; KOLEYV;
STAYKOV; VETSOV, 2019; XU; WU; YANG, 2020; RUPPEINER; SEFTAS, 2020; RUP-
PEINER, 2010; JANYSZEK; MRUGALA, 1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990; JANKE,;
JOHNSTON; KENNA, 2004; ABDEL-ALL; ABD-ELLAH; MOUSTAFA, 2003). Ao introduzir
uma estrutura métrica riemanniana para o espaco de parametros, foi possivel investigar e atribuir
propriedades, tanto globais quanto locais, aos sistemas cldssicos e quanticos por meio do estudo
da métrica de Fisher e da curvatura escalar riemanniana, também conhecida como curvatura
escalar de Ricci, curvatura R ou apenas R. Nesse cendrio, descobriu-se que a curvatura R é uma
quantidade peculiar por trés razdes. Primeiro, R € um invariante geométrico, isto €, a curvatura
¢ invariante a transformacgdes de coordenadas. Segundo, o comportamento divergente de R na

vizinhanca de pontos criticos marca o fendmeno das transi¢des de fase. Terceiro, finalmente,
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o conceito de estabilidade pode ser analisado através da interpretacdo do sinal da métrica e da

curvatura R do espaco de parametros.

Assim, a questdo que naturalmente € colocada aqui é se podemos estender e aplicar
os métodos da geometria de informacgdo para explorar os aspectos criticos de bifurcacdes e se
tais métodos permitem extrair inequivocamente as propriedades globais e locais de bifurcacoes.
O presente trabalho encontra-se, portanto, no encargo dessas questdes, objetivando-se, mais
especificamente, a formulacdo de uma estrutura riemanniana completa e significativa para o

estudo de bifurcacdes no contexto de sistemas dindmicos descritos por equacoes diferenciais.

O estudo de bifurcacdes apresenta inimeras ocorréncias nas ciéncias, bem como, em siste-
mas complexos, por exemplo, em reagdes quimicas (SILVA, 2018a; BAKES: SCHREIBEROVA;
SCHREIBERA, 2008; INARREA et al., 2011), circuitos elétricos (GEORGIOU; ROMEO,
2015; GARDINE; FOURIER-PRUNARET; CHARGE, 2011; SILVA; LEONEL, 2018), biologia
(SILVA, 2018b; ZHANG et al., 2018; MIROLLO; STROGATZ, 2018) e outros (GUO; LUO,
2012; LICHTENBERG; LIEBERMAN, 2013; STROGATZ, 2014). Todavia, € importante des-
tacar que extrair informacgdes de sistemas dindmicos tém seus desafios. As propriedades, que
se tém o objetivo em determinar, dependem em grande parte da complexidade do sistema, do

regime de interesse € do amplo contexto de modelos aplicaveis.

Desta maneira, o que impulsionou a realiza¢do deste trabalho foi propor uma nova
abordagem que permitisse superar essas dificuldades ao investigar bifurcagdes no contexto de
sistemas dinamicos descritos por equagdes diferenciais. Para isso sdo apresentados conceitos,
defini¢des e métodos geométricos para estudar o comportamento, condi¢cdes de estabilidade, a
curvatura R e o cardter das transicdes envolvidas em cinco classes distintas de bifurcagdes: sela-
no, transcritica, forquilha supercritica, forquilha subcritica, e, por fim, bifurca¢cdes homoclinicas
com base nos principios da geometria de informac¢ado de Fisher. Deste modo, este estudo € util,
pois além de permitir extrair informacdes, ainda contribui por introduzir uma nova perspectiva
para investigar sistemas dindmicos diversos, incluindo aqueles em que os métodos convencionais
e padronizados mostram pouca ou nenhuma solugdo (SILVA; VIEIRA; LEONEL, 2021). A
fisica apresentada neste trabalho €, em grande parte, bem compreendida, e pode ser aplicada no

estudo de demais sistemas complexos.

Para o desenvolvimento do presente trabalho foram utilizadas pesquisas bibliogréficas
que se basearam em publicagdes cientificas na drea de geometria de informacao de Fisher (SILVA;
VIEIRA; LEONEL, 2021; VETSOV, 2021; KOLEV; STAYKOV; VETSOV, 2019; XU; WU;
YANG, 2020; RUPPEINER; SEFTAS, 2020; RUPPEINER, 2010; JANYSZEK; MRUGALA,
1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990; JANKE; JOHNSTON; KENNA, 2004; ABDEL-ALL;
ABD-ELLAH; MOUSTAFA, 2003) e livros académicos no contexto de sistemas dinimicos
(IL"'YASHENKO et al., 2013; KIELHOFER, 2011; LAYEK, 2015; SEYDEL, 2010; LESNE;
LAGUES, 2011; LEONEL, 2021). Neste trabalho, introduz-se uma estrutura métrica riemanniana
baseando-se no conceito de distancia de informacgao de Fisher (JANKE; JOHNSTON; KENNA,
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2004; DEZA; DEZA, 2012; MURRAY, 2017). Como serd mostrado ao longo deste trabalho,
a teoria geométrica de bifurcagdes (TGB) desenvolvida aqui prevé corretamente os aspectos
essenciais da TCB e, ainda, permite ir um pouco mais além, ja que possibilita determinar

propriedades globais e locais de bifurcacdes.

Esta tese estrutura-se em quatro capitulos, apresentando-se no primeiro a deducgdo
do formalismo da geometria de informacao de Fisher para sistemas dindmicos descritos por
equacdes diferenciais. O segundo capitulo € dedicado a determinag@o da matriz de informagao
de Fisher e da curvatura R. Nesse capitulo, apresentam-se as interpretagdes de estabilidade local
e global no contexto da geometria de informacao. O terceiro capitulo € dedicado a responder o
problema de pesquisa, bem como, as questdes levantadas acima. Em particular, sdo investigados
o comportamento, condi¢des de estabilidade, a curvatura R e o cardter das transi¢des envolvidas
em cinco classes distintas de bifurca¢des. Finalmente, conclusdes e perspectivas sdao exibidas

nos capitulo quatro e cinco, respectivamente.



Parte |

Fundamentacao tedrica
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2 . . .
Geometria métrica no contexto de sis-

temas termodinamicos

Nas dltimas décadas, muita atencao tem sido dada ao emprego de métodos geométricos
para o estudo de sistemas termodindmicos e dindmicos. Em particular, destaca-se o conceito
de distancia entre estados de equilibrio (MRUGALA, 1984; JANYSZEK; MRUGALA, 1989a;
SILVA; VIEIRA; LEONEL, 2021; VETSOV, 2021; KOLEV; STAYKOV; VETSOV, 2019;
XU; WU; YANG, 2020; RUPPEINER; SEFTAS, 2020; RUPPEINER, 2010; JANYSZEK;
MRUGALA, 1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990; JANKE; JOHNSTON; KENNA, 2004;
ABDEL-ALL; ABD-ELLAH; MOUSTAFA, 2003).

O primeiro grande estudo envolvendo a leitura geométrica de problemas termodindmicos
foi iniciado por Weinhold em 1975 ao conceber uma abordagem puramente fenomenoldgica
baseada no espaco de Gibbs, isto €, um espaco R, de dimensdo r + 1, com coordenadas
definidas por r 4 1 parAmetros extensivos U, ()1, . . ., ()., sendo U a energia interna, no qual os
estados de equilibrio formam uma superficie ¢", r-dimensional, em concordancia com a equagao
fundamental (WEINHOLD, 1975; JANYSZEK; MRUGALA, 1989a),

U=U(Q,...,Q,). 2.1)

Na abordagem desenvolvida por Weinhold, a estrutura métrica € estabelecida em termos
do produto escalar de vetores tangentes a superficie da equacao (2.1). Por conseguinte, o tensor
métrico obtido através dessa defini¢do, em particular, é expresso em termos de derivadas segundas
da energia interna em relagdo aos parametros do sistema termodindmico (WEINHOLD, 1975),

G = 827[] (2.2)
9Qa00Q),,

Da presente formulagdo geométrica, é notavel que a matriz G** é dada em termos
de uma expressao definida positiva, o que, por sua vez, encontra-se em pleno acordo com os
postulados e, por conseguinte, a segunda lei da termodinadmica. Todavia, é importante ressaltar
que a presente abordagem ndo configura uma estrutura métrica significativa, ja que, segundo
Ruppeiner (RUPPEINER, 2016) , essa abordagem ndo tem uma interpretagao fisica clara para o
conceito de distancia entre estados de equilibrio termodindmicos. Em outras palavras, como a
formulacdo de Weinhold nao exibe nenhuma regra clara e motivada, fisicamente, isso a torna

nao muito atraente para o estudo de sistemas no contexto termodinamico.

Tendo em vista esses e outros aspectos na concepc¢ao de Weinhold, George Ruppeiner

concebeu uma proposta alternativa para a estrutura métrica termodindmica através da teoria
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de flutuagdes (RUPPEINER, 1995). Nesta abordagem, Ruppeiner mostrou que se a teoria de
flutuagdes € incluida nos axiomas termodindmicos, € possivel obter, naturalmente, uma estrutura
métrica riemanniana do espago de estados de equilibrio (RUPPEINER, 2010; RUPPEINER,
2012; RUPPEINER, 2017; RUPPEINER, 1979; RUPPEINER, 1995; RUPPEINER, 2016; RUP-
PEINER; SEFTAS, 2020). Apesar das diferencas entre ambas as formulacdes, no entanto, estudos
posteriores revelaram que, no contexto termodinamico do espago de estados, ambas as estruturas
métricas de Weinhold e Ruppeiner sdo equivalentes (MRUGALA, 1984). Isto é, embora ambas
as formulagOes apresentem defini¢cdes e motivacdes distintas, elas estdo conectadas através de

diferentes parametrizacdes de superficies termodindmicas e sao uniformemente equivalentes.

Sob uma perspectiva diferenciada, por sua vez, R. Gilmore propds uma nova formulagdo
para o conceito de estrutura métrica ao criticar, nas abordagens anteriores, que a matriz U,,, ndo
tem possibilidade de avaliar distancias em superficies termodinamicas, visto que tal formulacdo
violaria a segunda lei da termodinamica. Ao invés disso, Gilmore define em sua abordagem uma
nova métrica no espago R" ! de tal maneira que a curvatura seccional gaussiana da superficie seja
dada em termos do determinante da matriz U,, (GILMORE, 1993; JANYSZEK; MRUGALA,
1989a). Para alcancgar esse resultado, Gilmore introduz um novo potencial ¢/ que nao possui

interpretacgdo fisica.

Existe ainda, no entanto, uma maneira alternativa de introduzir estruturas métricas rieman-
nianas no espaco de parametros termodinamicos através da formulacao estatistico-geométrica
proposta por C. R. Rao e desenvolvida por Fisher, também denominada de métrica de Fisher-
Rao (DEZA; DEZA, 2012; JANYSZEK; MRUGALA, 1989a; SILVA; VIEIRA; LEONEL,
2021). No contexto de probabilidades, estatistica e, por conseguinte, da geometria de informacao,
a métrica informacional de Fisher e Rao, ou simplesmente métrica de Fisher, ¢ uma métrica
riemanniana que assegura propriedades da geometria diferencial para familias de distribuicdes
de probabilidade (DEZA; DEZA, 2012).

De acordo com Deza e Amari (DEZA; DEZA, 2012; AMARI; NAGAOKA, 2000), seja
Px = p(B; X) uma familia de densidades, referenciada por r parAmetros X = (X,...,X,)
que constituem uma variedade paramétrica <. A métrica de informacdo de Fisher G = G x em

£ é uma métrica riemanniana, expressa pela matriz de informagdo G,,(X), em que

Olnpy Oln
Gupt) = (G S,

onde (.) é o valor médio ou esperado.

(2.3)

Ao longo desta tese, empregaremos a notagdo tensorial da geometria riemanniana (DEZA;
DEZA, 2012; KREYSZIG, 2013). Nesse sentido, quantidades com indice superior, A%, sdo
chamadas de contravariantes, ao passo que quantidades com indice inferior, A,, sio denominadas

de covariantes.
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Deve-se notar, finalmente, que a matriz de Fisher nos leva a invariante geométrica
denominada de segunda forma fundamental (DEZA; DEZA, 2012; KREYSZIG, 2013),

dl* = G, dX*dX", (2.4)

onde foi empregado a convencdo de soma sobre indices repetidos: Sempre que um indice é

repetido, uma soma sobre todos os valores desse indice € assumida,
n
abi=> =a-b. (2.5)
i=1

A métrica da equacdo (2.4) induz uma curvatura R no espago de parametros X,

R = G"Ry,. (2.6)

A curvatura R € uma consequéncia natural e, ainda, uma aplica¢cdo imediata da geometria
de Fisher acima, ja que revela propriedades intrinsecas de sistemas fisicos, principalmente nas
vizinhangas de pontos criticos. De outro modo, pode-se dizer ainda que ao introduzir uma
estrutura métrica riemanniana no espaco de parametros, € possivel investigar propriedades, tanto
globais quanto locais, de sistemas cldssicos e quanticos por meio do estudo da métrica de Fisher

e da curvatura escalar riemanniana.

Nesse cendrio, a curvatura R mostra-se como uma quantidade peculiar em trés aspectos.
Primeiro, R € um invariante geométrico, isto €, a curvatura € invariante a transformacoes de
coordenadas. Segundo, o comportamento divergente de R na vizinhanca de pontos criticos marca
o fendmeno das transi¢des de fase. Finalmente, o conceito de estabilidade pode ser analisado

através da interpretacdo do sinal da métrica e da curvatura R do espaco de parametros.

Assim, o objetivo principal da formulacdo geométrica de Fisher consistird, em sua
totalidade, em determinar e interpretar a métrica de Fisher e a curvatura escalar de Ricci.
Recentemente, alguns autores t€ém estudado transi¢des de fase, no espago de parametros, para
um nimero considerado de distintos sistemas no contexto da geometria de informacao (SILVA;
VIEIRA; LEONEL, 2021; VETSOV, 2021; KOLEV; STAYKOV; VETSOV, 2019; XU; WU;
YANG, 2020; RUPPEINER; SEFTAS, 2020; RUPPEINER, 2010; JANYSZEK; MRUGALA,
1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990; JANKE; JOHNSTON; KENNA, 2004; ABDEL-ALL,;
ABD-ELLAH; MOUSTAFA, 2003).

Para concluir, € possivel evidenciar que o emprego da geometria métrica no contexto
de sistemas fisicos apresenta distintas formulacdes, nas quais é possivel inferir que cada uma
delas possui pontos fortes e fracos a depender, em grande parte, do tipo de sistema considerado,
bem como, das propriedades que se tem interesse em investigar (DEZA; DEZA, 2012). Por
exemplo, no contexto de buracos negros de Deser—Sarioglu—Tekin, as métricas termodinamicas
de Ruppeiner e Weinhold mostram-se inadequadas para a descricao do espago de estados de

equilibrio (VETSOV, 2021). Por outro lado, a métrica riemanniana de Ruppeiner mostra-se
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fisicamente significativa no estudo de modelos de gases quanticos, bem como, em outros sistemas
fisicos (RUPPEINER; SEFTAS, 2020; RUPPEINER, 2010; RUPPEINER, 2012; RUPPEINER,
2017; RUPPEINER, 1979; RUPPEINER, 1995; RUPPEINER, 2016).

Contudo, é importante destacar que dentre todas as formulacdes, a abordagem que mais
se alinha aos objetivos desta tese € a estrutura métrica riemanniana de Fisher. A métrica de
Fisher mostra-se particularmente superior e mais vantajosa em relacdo as demais por duas razoes.
Primeiro, esta representa uma abordagem estatistica e fenomenoldgica unificada (JANYSZEK;
MRUGALA, 1989a), uma vez que conceitualmente concorda e recupera os resultados provenien-
tes das abordagens anteriores (JANYSZEK; MRUGALA, 1989b). Segundo, ndo € restrita apenas
a sistemas termodinamicos, ja que considera diferentes tipos de distribui¢des de probabilidade, e

ndo apenas aquelas provenientes da formulacio de ensembles.

No préximo capitulo serd mostrado como estender a abordagem geométrica de Fisher
para, assim, estabelecer o estudo e a caracterizagdo de bifurcacdes, no contexto de sistemas

dinamicos descritos por equagdes diferenciais.
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3
Teoria

Este capitulo é dedicado a apresentacdo da notagdo empregada e teoria que fundamenta
este trabalho. O programa geral do capitulo consiste em estender os métodos geométricos
empregados na geometria de informacao de Fisher para investigar bifurcacdes no contexto de

sistemas dindmicos.

Para uma melhor apreciacao dos resultados obtidos através da fundamentacdo tedrica a
ser deduzida aqui, a estrutura deste capitulo encontra-se organizada da seguinte forma. Primeiro,
uma vez que a geometria de informacdo surge da investigacio de funcdes de densidade de proba-
bilidade (ABDEL-ALL; ABD-ELLAH; MOUSTAFA, 2003), nds nos dedicaremos inicialmente
em construir uma distribui¢ao prépria de probabilidades para descrever sistemas dinamicos nao

lineares de equacdes diferenciais.

Em segundo lugar, a partir do conhecimento dessa distribuic@o, que retém os aspectos
criticos de bifurcacdes, descrevem-se os sistemas dindmicos considerados através da construgdo
de uma estrutura métrica riemanniana de seus respectivos espagos de parametros. Nosso interesse

aqui jaz na obten¢do da métrica de Fisher e, por conseguinte, da curvatura escalar de Ricci.

Em terceiro lugar, interpretam-se os conceitos de estabilidade local e global sob a
perspectiva da geometria de informacao de sistemas fisicos para sistemas dinamicos descritos

por equacgdes diferenciais.

Por fim, além de interpretar o sinal de R e da métrica, sdo investigadas as classes dos
modelos de bifurcacdes em conformidade com o formalismo de escala com énfase em avaliar
a existéncia de expoentes criticos e leis de escala nas vizinhancas da criticalidade de sistemas

dinamicos.

3.1 Bifurcagdes e fungoes de densidade de probabilidade

A geometria de informagao tem origem no estudo das denominadas funcdes de densidade
de probabilidade. Assim, o primeiro passo para introduzir e estender os métodos geométricos
da teoria de informacao de Fisher é a defini¢do de um modelo matemético de bifurcacodes, no
contexto de sistemas dindmicos de tempo continuo, e, por conseguinte, a constru¢io de sua

respectiva distribui¢do de probabilidades.

A equacdo diferencial ndo linear que representa 0 modelo matemaético de bifurca¢des no

contexto de sistemas dindmicos é dada por

_ I giem), 3.1)

f= =
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em que [ é o momento linear, s e 7 sdo os parametro de ordem e de tempo, respectivamente, e

m € o parametro de controle do sistema.

Aqui, deve-se resistir a tentacdo de interpretar o parametro de ordem s no contexto
da fisica estatistica. E importante salientar que essa terminologia ndo é restrita da mecanica
estatistica, mas também abarcada pela drea de sistemas dinamicos e, por conseguinte, da dinamica
ndo-linear. Segundo Haken (1977), Nowak e Vallacher (1998), Terry Marks-Tarlow et al. (2004),
entende-se por parametro de ordem como sendo a varidvel de estado, isto €, a varidvel dindmica
que exibe o comportamento nao-linear quando variada sob a influéncia ou ndo de parametros
de controle (HAKEN, 1977; NOWAK; VALLACHER, 1998; MARKS-TARLOW; CLAYTON;
GUASTELLO, 2004).

Nesse sentido, parametros de ordem sdo varidveis dinamicas tais que as regularidades na
evolucdo temporal do sistema em estudo podem ser expressas como variagdes nos valores desses
parametros ao longo do tempo. Essa evolucdo pode ser descrita por diferengas ou equagdes

diferenciais ou, ainda, trajetérias no espago de fases.

Note que a definicdo de pardmetro de ordem estd em plena harmonia com o modelo
matematico de bifurcagdes, pois a variacao de s sob a influéncia de m leva o sistema a exibir o
fendmeno nao linear de bifurcacdes cujo estudo € feito através da investigacdao da fungdo nao

linear ¢(s, m) e da equagdo diferencial Eq. (3.1).

Ainda com relagdo a Eq. (3.1) do modelo de bifurcagdes, € importante evidenciar que
® (s,m) é uma fungdo determinada pelo potencial U(s,m) através da relacdo @ (s, m) =
—9U (s,m) /ds. Além disso, ®(s,m) = 0 determina os estados de equilibrio s* do sistema'.
Para evitar um possivel mal entendimento, convém evidenciar que s* pode ainda ser denominado
de ponto critico, singularidade e estado estaciondrio no contexto da dindmica ndo linear e da
teoria de equacdes diferenciais (HALE, 2009). Porém, s* ndo constitui o estado de equilibrio

termodinamico e, portanto, nao deve ser confundido como tal.

Uma observagdo adicional necessita ainda de ser aduzida ao presente modelo no que
compete as condicdes que levam ao aparecimento de bifurcagdes. E apropriado observar que a
condi¢do matemadtica para o modelo acima exibir bifurcagdes consiste em provar que o autovalor
A da equagdo (3.1) deve ser nulo para um valor critico (s&, mc) do estado de equilibrio s*. Em

outras palavras,
A= (W) —0, (3.2)
* o (seme)

compreende a condi¢do geral para a ocorréncia de bifurcacdes em sistemas dinamicos.

Além disso, deve-se ressaltar também que a equagdo (3.1), que, naturalmente, emerge das
equagdes Hamiltonianas, é inequivocamente vantajosa, pois descreve a forma geral da maioria
dos sistemas dinimicos ndo lineares (IL'YASHENKO et al., 2013; LESNE; LAGUES, 2011).

Também deve ser enfatizado que s* ndo € necessariamente constante. Em sua totalidade, os estados s* sdo
dependentes dos parametros de controle do sistema dinamico.
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A partir desse modelo para descrever bifurcacdes, devemos agora apresentar o procedi-
mento que serd empregado para a construcdo da funcao de densidade de probabilidade para os

sistemas dindmicos em questao.

Para os sistemas continuos descritos pela equagdo (3.1), a varidvel s segue uma trajetoria

ao longo do tempo, de tal maneira que cada valor de s estd associado a um unico valor de tempo 7.

Em conformidade com essa correspondéncia um a um entre os valores de s e 7, podemos escrever,

explicitamente (IL" YASHENKO et al., 2013; LESNE; LAGUES, 2011; GONZALEZ-MEJIA et
al., 2015),

p(s)ds = p(7)dr, (3.3)

onde p (s) denota a densidade de probabilidade de se observar s e p (7) 1é-se como a probabili-
dade de observar um instante de tempo 7. No entanto, ao realizarmos uma aferi¢cao ao longo de
um intervalo de tempo [0, 7], considerando expressamente que todos os tempos sdo igualmente

provaveis, a equacgdo (3.3) pode ser expressa simplificadamente como
p(s) = e (3.4)

em virtude da equacdo (3.1).

Essa dltima equagdo basicamente nos ensina que a densidade de probabilidade para
observar um determinado valor de s é inversamente proporcional a fun¢do nao linear do sistema
dindmico, ou seja, ®(s, m). Tal formulagdo, todavia, ndo é uma ideia nova deste trabalho, ja
que se encontra presente em desenvolvimentos recentes da geometria de informagdo de Fisher
no ambito de sistemas ecoldgicos sustentaveis (GONZALEZ—MEJfA et al., 2015). Assim,
a formulagdo apresentada acima, em conformidade com o principio de correspondéncia da
equacdo (3.3)—que relaciona os valores de s e 7—conduz a uma curiosa expressao que envolve o

conceito de probabilidade ao contexto de bifurcacdes e, de modo geral, de sistemas dindmicos.

Por outro lado, contudo, nota-se que a equacdo (3.4) diverge nos estados de equilibrio
de ®(s,m). Portanto, isto nos leva a concluir que a existéncia de tais divergéncias servem para
enfatizar que a presente fun¢ado de distribuicdao de probabilidades deve, com todo o respeito, ser
uma descri¢do incompleta. Com base no exposto, devemos entdo procurar por uma formulagdo
que permita remover o cardter divergente da distribuic¢do e, ainda, reter a evidente correspondéncia
entre os valores de s e 7, além de oferecer algo semelhante a vantagem do modelo matemadtico de

bifurcagdes definido acima, de tal maneira a envolver as singularidades dos sistemas dinamicos.

A formulacdo desejada pode ser encontrada através da relacio existente entre 0 momento
3 e a forma normal ® (s, m) de sistemas dindmicos ao escrever a densidade de probabilidade
p(B) da varidvel /3 a partir do conhecimento da densidade de probabilidade p(s) de s. Para poder
explorar essa possibilidade, é necessario encontrar uma transformacao de varidveis que permita

determinar p(f3). Essa transformagdo pode ser obtida com o auxilio da representacdo integral de
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Fourier para fungdes caracteristicas (KAMPEN, 2007; TOME; OLIVEIRA, 2014; DEBNATH;
BHATTA, 2014)>.

Por conseguinte, para alterar a equagdo (3.4) em conformidade com que foi descrito
acima, considere g(x) como a funcdo caracteristica da varidvel 5. Como 3 = ®(s,m), entdo

podemos escrever
g(k) ={exp (Jr )} ={exp (JEP(s,m))} = /ds exp[JK(I) (s,m)]p(s), (3.5)

em que {.} denota a transformada de Fourier; J, a unidade imagindria v/—1.

No entanto, )
p(8) = o [ drexp| = Tk 8]y (x). (3.6)
donde é possivel obter?
1
p() =5 [ [dsdrexo[ = Tr (3= 0(s,m)]o(s). 3.7)
Ao relembrarmos da representacdo integral da distribui¢do delta de Dirac,
1
d(s)=— /dmexp (—Jks), (3.8)
27
chega-se em
p(8) = [ ds6 (5 —®(s,m)) p(s). (3.9)

Uma representacio alternativa é obtida ao escrevermos

o) = [ () drs (5 (s,m), 3.10)

em virtude da equacdo (3.3). Porém, ndo € dificil perceber que como o membro direito do

integrando € independente de 7, entdo a solucao da equacdo (3.10) assume a seguinte forma

p(B) =6 (8 —(s,m)), (3.11)

que pode ainda ser expressa na representacdo Gaussiana (DEBNATH; BHATTA, 2014; MILTON;
SCHWINGER, 2006)

p(B) = b7 (B — B(s,m)) = ﬁexp[ — (8= ®(s,m))*T]. (3.12)

A fungfo caracteristica g(k) de uma varidvel s é definida como a transformada de Fourier da densidade de
probabilidade associada a s. Para mais detalhes, veja as referéncias (KAMPEN, 2007; TOME; OLIVEIRA,
2014; DEBNATH; BHATTA, 2014).

Deve-se reconhecer que a transformada de Fourier pode ser definida ou por exp(Jxs) ou por exp(—Jxs). Em
esséncia, ndo hd diferencas entre essas defini¢des. Neste trabalho, contudo, segue-se a definicao padrao dos
autores Kampen, Tomé e Oliveira (KAMPEN, 2007, TOME; OLIVEIRA, 2014; DEBNATH; BHATTA, 2014)
ao considerar a equagdo (3.5) de g(x) como a transformada de Fourier da varidvel 3 e a equagéo (3.6) de p(5)
como a respectiva transformada inversa de Fourier.

2
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Devemos reconhecer que a ultima equacgdo € consistente apenas quando 7' é grande. Todavia,
para tornar a equagdo (3.12) matemadtica e fisicamente significativa, sem alterar demasiadamente
as propriedades fisicas que estdao sendo representadas na formulagao acima, deve-se, portanto,

trazer outras consideragdes sobre o quao grande 7' deve ser no contexto de sistemas dindmicos.

Em sua totalidade, entende-se que bifurcacdes podem ser interpretadas como uma versao
temporal de transi¢des de fase (LESNE; LAGUES, 2011; LEONEL, 2021). No entanto, deve-se
chamar a atencao para o fato de que esse ultimo apenas € bem definido no denominado limite
termodindmico, no qual é permitido aos parametros extensivos do sistema, por exemplo, volume
(V') e nimero de particulas (NV), crescer sem limites de forma que as razdes de tais parametros
(N/V') permanecam finitas (SALINAS, 2001).

Portanto, para as bifurca¢des poderem ser vistas como a versao temporal de transicdes de
fase, o termo 7" deve ser o maior possivel, isto €, devemos de fato compreender 7' como um caso
limite para o que € esperado ser uma aproximagao correta para as solucdes da equacgdo (3.1) a
tempos longos, porém finitos. Por conseguinte, infere-se que a equacgdo (3.12) € valida quando T’
atua como um caso limite, que deve ser tdo grande quanto se queira, de tal modo a permitir que
sejam mantidos apenas os termos dominantes da equagdo (3.12) e, ainda, os conceitos relevantes
de bifurcagdes, do mesmo modo como considerar o limite termodinamico € fundamental para que
sistemas fisicos exibam transicdes de fase bem definidas (SALINAS, 2001; LESNE; LAGUES,
2011).

Com base no exposto, podemos entio concluir que

p(B) = lim 67 (8 — @(s,m)) = lim \/fexp[ — (8= ®(s,m))*T]. (3.13)

Encerra-se esta se¢do observando que a determinacdo da densidade de probabilidades
p(B) prova a correta escolha considerada para a transformagao de coordenadas da equagdo (3.5),
visto que foi possivel determinar uma fun¢do de distribui¢cdo de probabilidades convincente que
remove o cardter divergente da equacgdo (3.4), e, além disso, mantém os aspectos criticos das
possiveis bifurcacdes que tém origem na equagao (3.1). Com base no exposto, passamos agora a

construcdo da geometria de informagdo no contexto de sistemas dindmicos.

3.2 Geometria de informacéao

Para introduzir a estrutura métrica riemanniana de Fisher no espaco de parametros
de sistemas dindmicos, consideremos ) uma familia de distribui¢cdes de probabilidade que é
suavemente parametrizada por dois pardmetros reais (JANKE; JOHNSTON; KENNA, 2004;
DEZA; DEZA, 2012; MURRAY, 2017), em que

0= {PXZ’)(@;X);TGW;XGR%X: (Xl,XZ)}, (3.14)
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onde o modelo estatistico €2 de varidvel 3 carrega a estrutura de uma variedade riemanniana
suave, M, em relagdo a qual X = (X', X?) = (s, m) desempenham o papel de coordenadas
de um ponto Py € €2 cuja métrica é definida pela matriz de Fisher H = (G;;(X)), em que as
componentes do tensor métrico sao calculadas como o valor médio, ou o valor esperado, de um
produto envolvendo derivadas parciais da fun¢do de distribui¢do de probabilidades expressa pela

equacdo (3.12). Isto é,

Gnx) = (W) = [ a5 (02 | o 3.15)

Gx) = (W) = [ as | (FR2) |t 3.16)

onde as quantidades estatisticas W* = 0lnp/0X* formam a base de um espago vetorial da
varidvel (3, que € identificada com o espaco tangente 7x (2. Consequentemente, podemos definir
um operador covariante de diferencia¢ao usando a correspondéncia um a um existente entre €2 e

variedade riemanniana.

E necessdrio enfatizar que como a probabilidade de aferir W' ndo afeta necessariamente
W? e, ainda, ambas as quantidades possuem iguais probabilidades de serem observadas, entio
noés somos levados a escrever (JANKE; JOHNSTON; KENNA, 2004; DEZA; DEZA, 2012;
MURRAY, 2017; SALINAS, 2001)

Gn(X) = Gu(X) = (W) = [ ag [%P (5) 9inp </3>] (9)

. s om | T -17)

que descrevem as componentes da diagonal secundéria da matriz de informacgao de Fisher.

Uma representagdo alternativa, e aquela que de fato iremos considerar para os cédlculos

daqui em diante, € obtida substituindo a equacao (3.12) nas equagdes (3.15)-(3.17), o que nos

levaa , .
G = ((W'))) = Jim [ dBA)or (5= @(s,m)). (3.18)
em que
1] 0%
A(B) = Tlasg (~in[s7 (5—@(s,m>)])], (3.19)
G = {(W2)') = Jim [ d5 B(3)5r (5~ @(sm) (3.20)
onde It o
B(p) = T[ 5,73 (—In[or (8 = @(s,m) |) ] , (3.21)
€
Go1 = Gig = (W'W?) = Jim too dBC(B)or (B — ®(s,m)), (3.22)
no qual

5L l@ln[(ST (8 — ®(s,m)) | dIn[dr (8 — (s, m))]} | a23)

T O0s om
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No entanto, podemos, em virtude das propriedades ja consolidadas da distribuicao delta
de Dirac, simplesmente escrever (HARRIS; ARFKEN; WEBER, 2013)

: T ofre =
G = lim \/;/_OO dB A(B)exp| — (8 — ®(s,m))*T], (3.24)
onde )
N 0P 0*®
A(B) = lQ (83) —2(8—9) (832> l (3.25)
Também pode ser mostrado, analogamente a equagao (3.24), que
T e
G = Jim \/;/_OO dB B(B)exp| — (5 — ®(s.m))* 1], (3.26)
em que
- 0% \? 9*®
Para as componentes da diagonal secundaria, temos
T ftoo .
Gy = Gho = lim \[T/_ dp C(B)exp| — (8 — @(s,m))*T], (3.28)
no qual
S oo\ (0D 9
c(p) = lélT (88) <8m> (B—®) ] (3.29)
Ao lembrar que (DEBNATH; BHATTA, 2014; HARRIS; ARFKEN; WEBER, 2013)
: T fte
lim f / dpv(B)exp| — (8 — (s,m))* T] = (), (3.30)
—00 ™ —00

as solucdes das equacoes (3.24)-(3.26) sdao

2
G =2 (W) , (3.31)
0P (s,m) ?
Gog = () , (3.32)
om
c
Goy = G15 = 0. (3.33)

Consequentemente, a matriz de informacdo de Fisher H é expressa por

[ (0D(s,m) ? |
2 (275 0
H— , (3.34)
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Observa-se incidentalmente que como W' e W? sio estatisticamente independentes, o
valor médio ou o valor esperado de (W' W?) torna-se o produto dos respectivos valores médios
(W1 (W2) (TOME; OLIVEIRA, 2014; KAMPEN, 2007; SALINAS, 2001). Como cada um

deles é zero, entdo G2 = G também sio nulos, conforme evidenciado acima.

Podemos entdo concluir, sem célculos adicionais, que a resultante matriz de Fisher
H = G,,(X) é definida positiva, pois é uma matriz quadrada diagonal cujas componentes
sdo expressas por derivadas de primeira ordem da forma normal ®(s, m) ao quadrado, que se
mostram independentes de 3. Por conseguinte, X = (X!, X?) = (s, m) desempenham o papel
de coordenadas ortogonais de um ponto Px € €2, uma vez que se o o tensor métrico é diagonal
entdo o sistema de coordenadas € dito ortogonal (HAZEWINKEL, 2013; LOPER, 2017).

Deve-se notar, finalmente, que a matriz H nos levou a invariante geométrica denominada
de segunda forma fundamental (DEZA; DEZA, 2012; KREYSZIG, 2013),

dEQ = GH(CZS)Q + Ggg(dm)Q, (335)

em que d¢ denota a distancia quadrética local no espaco de parametros. Com o objetivo de
obter declaracdes locais em mente, definimos essa métrica em relacao ao estado de referéncia
s*. Portanto, € importante reconhecer que os elementos métricos G, sdo avaliados no estado
s = s*. Definir métricas riemannianas na vizinhan¢a de um estado de referéncia ndo € uma ideia
nova aqui e ja foi discutida em outros contextos (RUPPEINER, 2012; RUPPEINER, 2017).

A partir da determinacdo da métrica de Fisher, que descreve uma adequada distancia
no espaco de parametros de sistemas dinamicos, procederemos agora ao calculo da curvatura

escalar de Ricci.

A curvatura R é uma consequéncia natural e, ainda, uma aplicacio imediata da geometria
de Fisher acima, ja que revela propriedades intrinsecas de sistemas fisicos, principalmente nas
vizinhancgas de pontos criticos. Além disso, vale destacar que o calculo de R € invariante as
coordenadas e que seu comportamento divergente encontra-se rigorosamente relacionado aos

fendmenos de transicao de fase.

A métrica da equacdo (3.35) induz uma curvatura R no espaco de parimetros®,

o 1 8 1 GGQQ 8 1 aGll
R‘m[as (m Ds )*m(@ amﬂ (3.36)

em que G = (G1;Go. Originalmente, a expressdo da curvatura escalar apresenta um sinal

negativo em sua definicdo. Daqui em diante, ns nos limitamos, no entanto, a convencao padrao
de sinal adotada por Weinberg (RUPPEINER, 2010; WEINBERG, 1972), na qual o sinal negativo

de R € suprimido.

Contudo, para considerar R como uma nova maneira para investigar sistemas dinamicos,

do mesmo modo como ¢é feito para sistemas termodinidmicos, devemos, portanto, interpretar a
4

Essa tdltima equagdo € obtida empregando-se as componentes do tensor métrico no célculo dos simbolos de
Christoffel e, portanto, no tensor de curvatura de ordem quatro (KREYSZIG, 2013).
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curvatura de acordo com a nossa abordagem estatistica e, além disso, investigar as condi¢des

para a ocorréncia de bifurcagdes da equacao (3.36).

E possivel reconhecer que a curvatura R apresentada acima estd associada a nossa
formulagdo, visto que, estatisticamente, podemos concluir que R € uma fungdo expressa a partir
dos segundos e terceiros momentos estatisticos das variaveis W?. Fisicamente, por sua vez,
reconhece-se que R € inversamente proporcional as derivadas de primeira ordem de ®(s,m).
Em sua totalidade, contudo, como os termos 0®(s,m)/0m contribuem com uma constante
diferente de zero, entdo, consequentemente, podemos concluir da equacdo (3.36) que R torna-se

consideravelmente grande ou pequeno com a diminui¢do do termo 9P (s, m)/ds. Isto é,

0
R — +oco quando (83) — 0, (3.37)

o que implica diretamente na notdvel condi¢do para a ocorréncia de bifurcacdes expressa pela
equagdo (3.2), quando os coeficientes sdo avaliados no valor critico (¢, mc). Assim, prevemos
que R deve divergir nas singularidades de sistemas dindmicos, que aparecem nos pontos de

bifurcacgdo, ou seja, nos valores criticos do ponto fixo s*.

Conforme evidenciado acima, na investigacio de sistemas fisicos através da abordagem
da geometria de informacao, o comportamento divergente de R, nos pontos criticos, marca
os fenomenos de transicdo de fase (SILVA; VIEIRA; LEONEL, 2021; VETSOV, 2021; KO-
LEV; STAYKOV; VETSOV, 2019; XU; WU; YANG, 2020; RUPPEINER; SEFTAS, 2020;
JANYSZEK; MRUGALA, 1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990). Portanto, nossa formulag¢ao
estd em conformidade com o ponto de vista da geometria de informacdo, uma vez que somos
levados a concluir que a divergéncia de R nas proximidades dos pontos de bifurcagcdo implica no
fenomeno de bifurcacdes, assim como a divergéncia de R nas proximidades dos valores criticos

marca a ocorréncia de transi¢des de fase em sistemas fisicos.

Podemos concluir, portanto, estabelecendo uma nova e intrigante possibilidade para in-
vestigar e descrever sistemas dindmicos, em particular, nas vizinhancas dos pontos de bifurcacgao,
através do célculo da curvatura R, que se mostra como uma quantidade invariante vantajosa, pois
€ consistente com a teoria moderna de fendmenos criticos, e, por conseguinte, bifurcacdes em

sistemas dindmicos descritos por equacdes diferenciais.

3.3 Estabilidade e o sinal de R

Estabilidade é um conceito crucial na compreensao de sistemas fisicos. Nesse sentido, in-
vestigaremos no decorrer desta sec@o os conceitos de estabilidade local e global sob a perspectiva
dos desenvolvimentos recentes da geometria de informacao baseada na interpretacdo da métrica
riemanniana e o sinal da curvatura escalar (SILVA; VIEIRA; LEONEL, 2021; VETSOV, 2021;
KOLEV; STAYKOV; VETSOV, 2019; XU; WU; YANG, 2020; RUPPEINER; SEFTAS, 2020;
JANYSZEK; MRUGALA, 1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990; JANKE; JOHNSTON;
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KENNA, 2004; ABDEL-ALL; ABD-ELLAH; MOUSTAFA, 2003).

Em sua totalidade, o comportamento das derivadas segundas de potenciais termodina-
micos caracteriza o critério de estabilidade de sistemas fisicos na mecanica estatistica. Mais
precisamente, se o potencial termodinamico em estudo € uma funcdo convexa de varidveis
extensivas e, ainda, uma fun¢do concava de varidveis intensivas, entdo podemos concluir que o
sistema fisico € estavel (RAU, 2017).

No contexto da geometria de informacao, no entanto, Janyszek and Mrugata demons-
traram que a curvatura R € um func¢do das segundas e terceiras derivadas de potencias ter-
modinamicos. Além disso, R diverge em pontos criticos. Como consequéncia desses fatos, R
pode também ser interpretada como uma medida de ordem superior da estabilidade de sistemas
fisicos JANYSZEK; MRUGALA, 1989Db).

Estudos anteriores revelaram importantes conclusdes a cerca da interpretacao do sinal
de R sobre a estabilidade (JANYSZEK; MRUGALA, 1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990;
OSHIMA; OBATA; HARA, 1999). No estudo de gases quanticos, por exemplo, o sinal da
curvatura escalar é uniformemente negativo para o gas de Bose. Além disso, a curvatura R
decresce de zero para menos infinito na regiao de condensagdo, o que, por sua vez, indica que
bésons sdo menos estdveis®. Todavia, o sinal da curvatura R para o gés de Fermi revelou ser
uniformemente positivo. Isso indica que férmions sdo mais estaveis do que bosons. As conclusdes
extraidas através da interpretacdo do sinal de R, surpreendentemente, estdo em pleno acordo
com o principio de Pauli JANYSZEK; MRUGALA, 1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990;
OSHIMA; OBATA; HARA, 1999). Diante do exposto, podemos entdo escrever que sistemas

estaveis admitem R positivo, ao passo que sistemas instdveis exibem R negativo.

Contudo, devemos reconhecer que R é uma quantidade que descreve a estabilidade local
de sistemas fisicos, ja que a determinagdo da curvatura revela quando a fase termodindmica
estd em maximo ou minimo local nas vizinhancas de pontos criticos, dado o fato de R ser
uniformemente positivo ou negativo a depender dos valores dos parametros do sistema em estudo
(VETSOV, 2021; KOLEV; STAYKOV; VETSOV, 2019). Assim, as condi¢des suficientes e
necessdrias para assegurar a estabilidade global termodinamica, seguindo considera¢des probabi-
listicas, sdo determinadas através da verificagdo dos requisitos do critério de Sylvester (VETSOV,
2021; KOLEV; STAYKOV; VETSOV, 2019; RUPPEINER; SEFTAS, 2020; RUPPEINER, 2010;

5

E importante evidenciar aqui que nés seguimos a convengio padrio de sinal de Weinberg (RUPPEINER, 2010;
WEINBERG, 1972).
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RUPPEINER, 1979; RUPPEINER, 1995; LIAO, 2013), em que

Ay = G >0,

G G
A, = Gu G12 -0,
21 G2 (3.38)
Gu G Gi3
Az = |G Goy Gaz| > 0.
Gz Gaz Gss

Se todos os menores principais do tensor métrico sdo positivo-definidos, isto €, os
determinantes A; > 0, logo os elementos métricos termodindmicos G, constitutem uma
matriz positiva-definida. Consequentemente, podemos concluir que o sistema € globalmente
estavel, independentemente do sinal de R. Nota-se, parenteticamente, que A3 é negligenciado

em geometrias bidimensionais.

Tendo isso em mente, a questao que naturalmente € colocada aqui € se tais nocdes de

estabilidade podem ser estendidas a nossa formulacdo geométrica de sistemas dinamicos.

Para descrever a interpretacao da estabilidade em nossa abordagem do ponto de vista da
geometria riemanniana, nés examinamos a relagcdo entre o critério de estabilidade de sistemas

dinamicos e o resultado expresso pela Eq. (3.37) que relaciona a curvatura escalar.

De modo geral, ha diferentes defini¢cdes de estabilidade nas ciéncias ndo lineares
(MONTEIRO, 2006; THOMPSON, 2002; HAZEWINKEL, 2010; WASZCZYSZYN; CICHON;
RADWANSKA, 2013; MEIROVITCH, 1980; PEIXOTO, 1962). Tendo em mente os prop6-
sitos do presente trabalho, podemos nos restringir a estabilidade de estados de equilibrio e a
estabilidade estrutural, ou seja, a estabilidade de sistemas dindmicos descritos por equagdes

diferenciais.

A estabilidade de pontos de equilibrio se baseia no estudo do comportamento das
solucdes de equilibrio de equacdes diferenciais em virtude da perturbacio de condigdes iniciais
(MONTEIRO, 2006; THOMPSON, 2002). Essa compreensao de estabilidade pode também ser
compreendida sob a perspectiva da TCB. Mais precisamente, a interpretagdo de estabilidade de
um estado de equilibrio é dada pela anélise do sinal das derivadas segundas do potencial U (s, m)
ou das derivadas primeiras da forma normal ®(s, m) nas proximidades de estados criticos de
equilibrio de sistemas dindmicos autonomos (IL”YASHENKO et al., 2013; LEONEL, 2021).

Em principio, devemos salientar que para um estado de equilibrio estavel, pode-se
estabelecer consideragdes de estabilidade para o sistema dinamico em estudo, isto €, podemos
escrever que um sistema dindmico € estavel se for possivel provar a existéncia das fungdes
de Lyapunov (MONTEIRO, 2006; DASGUPTA, 2006). A formulacao tedrica dessas fungdes

estd essencialmente baseada na generalizacao do conceito de energia total de um dado sistema
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fisico. Entretanto, a constru¢iao de tais funcdes ndo € uma tarefa simples. Na realidade, a
escassez de métodos robustos para obter, quicd, gerar as funcdes de Lyapunov impde diversas
dificuldades e problemas praticos no estudo da estabilidade de sistemas dinamicos através desse
método (MONTEIRO, 2006; STROGATZ, 2014).

Por outro lado, a estabilidade estrutural estd associada com a conservacao da topologia do
retrato de fases quando as equacdes diferenciais do sistema investigado sdo perturbadas através da
variagdo de pardmetros de controle (MONTEIRO, 2006; THOMPSON, 2002; HAZEWINKEL,
2010; WASZCZYSZYN; CICHON; RADWANSKA, 2013; MEIROVITCH, 1980; PEIXOTO,
1962). Em outras palavras, um sistema € dito estruturalmente estdvel se o fluxo resultante
¢ topologicamente equivalente ao inicial para uma perturbagdo suficientemente pequena dos

parametros de controle das equagdes diferenciais que descrevem o sistema.

Além disso, € preciso ser observado que podemos também entender a estabilidade
estrutural sob a perspectiva local. Em conformidade com Hazewinkel (HAZEWINKEL, 2010),
pode-se definir o conceito de estabilidade estrutural local como a preservacdo de todas as
propriedades topoldgicas do sistema em alguma vizinhanga de um ponto de equilibrio s* de um
sistema dindmico continuo sob alguma perturbacdo suficientemente pequena desse sistema. Em
outras palavras, a estabilidade estrutural local denota a propriedade nio de pontos de equilibrio

s*, porém do sistema dindmico considerado na vizinhanca desse estado s*.

Tendo introduzido as diferentes no¢des de estabilidade, apresentaremos agora a relagao
entre os conceitos de bifurcacdes, estabilidade estrutural e a curvatura escalar de Ricci. Com base
no exposto, se os parametros de controle do sistema dindmico continuo, m, por exemplo, forem
variados nas proximidades de m de tal maneira a impor mudangas qualitativas no retrato de fases,
entdo podemos escrever que o sistema dindmico ndo é mais localmente estruturalmente estavel,
mas estruturalmente instavel. Precisamente, podemos escrever que essa mudancga topoldgica
¢ chamada de bifurcagdo. Além disso, o ponto de bifurca¢do (s¢,mc) € aquele em que a
modificacdo qualitativa do retrato de fases ocorre e leva a perda da estabilidade estrutural do

sistema.

Dessa forma, podemos concluir que bifurcagdes estdo, € claro, intimamente relacionadas
ao conceito de estabilidade estrutural de sistemas dinamicos. Com base nisso, voltemos agora ao
resultado expresso pela Eq. (3.37), que diretamente implica na surpreendente condi¢ao para a

ocorréncia de bifurcacoes.

Conforme podemos demonstrar, Eq. (3.37) basicamente nos ensina que a curvatura R
deve divergir nas singularidades de sistemas dinamicos. Essas, por sua vez, aparecem em pontos
de bifurcacao. Sob a interpretacdo da Eq. (3.37) e as definicdes de estabilidade apresentadas
acima, podemos escrever que se a curvatura R diverge no ponto de bifurcacdo de um sistema
dinamico e, a rigor, bifurcagdes estdo relacionadas com a perda da estabilidade estrutural do
sistema em estudo, entdo podemos concluir que a curvatura R pode ser interpretada como uma

nova medida da ordem superior da estabilidade de sistemas dindmicos.
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Contudo, no contexto da geometria riemanniana (JANYSZEK; MRUGALA, 1989b;
RUPPEINER, 2017), devemos reconhecer que a curvatura escalar ¢ uma medida local da estabi-
lidade, dado que a determinagao de R apenas revela se a fase estd em maximo ou minimo local
na vizinhanga dos pontos criticos do sistema fisico, dado o fato que R pode ser uniformemente

positivo ou negativo a depender dos valores dos parametros de controle.

Assim, em estreita analogia com a interpretacdo do sinal de R no contexto da geometria
riemanniana (JANYSZEK; MRUGALA, 1989b; RUPPEINER, 2017) e do conceito de estabili-
dade estrutural local (HAZEWINKEL, 2010), n6s podemos entender que a curvatura escalar R
revela-se como um medida das propriedades da estabilidade do sistema dindmico nas vizinhangas
dos valores criticos dos estados de equilibrio (MONTEIRO, 2006; HAZEWINKEL, 2010). Mais
do que isso, podemos prever que a curvatura escalar serd localmente positiva para sistemas

estruturalmente estaveis e negativa para sistemas estruturalmente instaveis.

Todavia, devemos salientar novamente que R é uma medida local da estabilidade. Por-
tanto, com o propdsito de estabelecer sentengas globais, retornaremos a interpretagao de estabili-

dade global no contexto da geometria riemanniana.

Em analogia com o tratamento da mecanica estatistica, pode-se observar que as Egs. (3.31)-
(3.34) satisfazem as condi¢des necessdrias e suficientes do critério de Sylvester, Eq. (3.38). Con-
sequentemente, podemos escrever que os sistemas dindmicos descritos pela equagdo diferencial
Eq. (3.1) sdo globalmente estdveis, independentemente dos possiveis sinais que R pode vir a

apresentar.

Todavia, precisamos ressaltar que essa estabilidade global através do ponto de vista do
critério de Sylvester deve ser interpretada no sentido da estabilidade estrutural do sistema, ou seja,
a estabilidade do sistema como um todo, pois a violag¢do do critério de Sylvester € uma condigdo
necessaria para que o sistema dindmico, Eq. (3.1), alcance o ponto de bifurcacio e se torne
estruturalmente instdvel (MONTEIRO, 2006; WASZCZYSZYN; CICHON; RADWANSKA,
2013; MEIROVITCH, 1980; PEIXOTO, 1962). Alternadamente, podemos também escrever que
a verificagdo das condicdes do critério de Sylvester € necessdria para que um sistema dindmico

exiba estabilidade estrutural.

Para concluir, desenvolvemos e estendemos até agora, muitos recursos da geometria de
informacao de Fisher para investigar bifurcac¢des de sistemas dindmicos expressos por equacdes
diferenciais. Como resultado, obtivemos uma quantidade intrigante denominada de curvatura
escalar de Ricci—aqui e em diante denotada por R— que se revela como uma func¢do das derivadas
de O.

Sob a dtica da geometria riemanniana, também obtivemos novas intepretagdes do conceito
de estabilidade. Em particular, concluimos que a curvatura R apresenta-se como uma nova
medida da estabilidade estrutural de sistemas dindmicos descritos por equagdes diferenciais.

Consequentemente, podemos prever que R deverd ser positiva para sistemas localmente e
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estruturalmente estdveis. Finalmente, deve ser observado que a métrica positiva-definida do
sistema dinamico de Eq. (3.1) satisfaz as condi¢Oes necessdrias e suficientes para assegurar a

estabilidade global no sentido estrutural.

3.4 Analise de escala

Esta secdo dedica-se em investigar classes de sistemas dindmicos descritos por modelos

de bifurcacdes em conformidade com o formalismo de escala.

Conforme argumentado por Ruppeiner (RUPPEINER, 1979; RUPPEINER, 1995) e
outros (MRUGALA, 1984; JANYSZEK; MRUGALA, 1989a; JANYSZEK; MRUGALA, 1989b;
JANYSZEK, 1990; WIDOM, 1965; KADANOFF, 1966; STANLEY, 1971), a teoria moderna
de fendmenos criticos se baseia em dois pilares fundamentais: (i) hipéteses de escala, em que se
conjectura que potenciais termodindmicos, nas vizinhancgas da criticalidade, podem ser expressos
como funcdes homogéneas generalizadas (FHG) de seus argumentos; (ii) universalidade, que
estabelece que as FHG e os expoentes criticos sdo os mesmos dentro de determinadas classes de

universalidade.

Desta maneira, a andlise de escala dos fendmenos criticos para os modelos de bifurca-
¢oes considerados neste trabalho, em concordancia com o formalismo de escala, pode revelar
expoentes criticos e relacdes de escala que possibilitam definir classes de universalidade para

bifurcagdes.

Por conseguinte, objetiva-se com esta se¢cao empregar o formalismo de escala adotado e
bem-desenvolvido em sistemas dindmicos e termodindmicos, no ambito da geometria de informa-
cdo (SILVA; VIEIRA; LEONEL, 2021; RUPPEINER, 1979; RUPPEINER, 1995; MRUGALA,
1984; JANYSZEK; MRUGALA, 1989a; JANYSZEK; MRUGALA, 1989b; JANYSZEK, 1990),
a fim de estudar o comportamento de R das classes de bifurcacdes a serem consideradas neste
trabalho.

Para alcancar esse objetivo e, por conseguinte, estudar o comportamento de R nas
vizinhangas do ponto critico com foco na determinagdo de propriedades de escala, considere
que I(5;s,m) = —Inp(B; s, m) possa ser expresso como a soma de uma parte regular I(5), e
uma parte singular, / (s, m), que contém todas as anomalias do comportamento critico. Partindo

dessa premissa, temos

I(B;s,m) = Io(B) + I(s,m).

A hipétese de escala consiste na conjectura de que / possa ser expressa como uma FHG

dos parametros s e m. Isto é,
I(s,m) = X"(sX’,mA\%),  A>0, (3.39)

em que a e b sdo parAmetros de escala; \, uma constante positiva.
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Deve-se observar, entre parénteses, que essa escolha particular de FHG € motivada pelo
fato de que o resultado da integral para as segundas derivadas de / em relacdo aos parametros s
e m sdo independentes de /3, conforme demonstramos nas se¢des anteriores .

—1/a

Com base no exposto, ao estabelecer A = m™"/¢, veremos que

I(s,m) =m""T (s m=b 1) = m!/F (s m’b/“) : (3.40)

Supondo que F' seja bem comportada, podemos agora determinar expoentes criticos (v,
&, ¢, w), que podem ser expressos em funcio dos dois fatores de escala a e b. Para a determinagdo

da curvatura CSC&]&I‘, comegamos com a expressﬁo

2 ) A )] e

No caso em que m > mc e s = s*, conclui-se da equagdo (3.40) que

ol , ,
5 mO A (sm ™YY = 0= F'(s*m™"%) =0, (3.42)
S

visto que a proximidade das distribui¢des de probabilidade é dada por termos de segunda ordem
(FISHER, 1922; JANKE; JOHNSTON; KENNA, 2004).

Para simplificar a notacéo dos cdlculos que se seguem, coloca-se D = 1/a,d =1/b—1

e u = —b/a. A partir dessa escolha particular, identificamos
v=2-D, §=—2u—D, (3.43)
1
(=D +u, W= (3.44)

e também leis de escala,

v+2(+€&=2, v+ ((1+w)=2, w:§+1, (3.45)

z z . . ~ ’ . . /
donde € possivel concluir que o coeficiente v ndo é maior que 2. Em virtude de F" (s*m") = 0,

temos . ,
0’1 0°F(s*m"
e i mD““éSZ ), (3.46)
62[~ —2+D XU
St (=1+ D)Dm F(s*m"), (3.47)
a3f O2F(s*mt
S =(D+ zu)mHD”“é‘;m ). (3.48)

6 Além disso, é importante destacar que fungdes como a apresentada acima sio obtidas usando métodos da teoria

de renormalizagcdo (WILSON, 1971).
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*r 01
dsOm  Om2ds

0, (3.49)

O*F(s*m")

G — (_1 4 D)D m72+2D+2uF(S*) 882

(3.50)

Assim, das equacdes (3.41)-(3.50), é possivel obter a curvatura R fenomenoldgica

R - uD+ 2u)m P
fenomenol6gica — (_1 T D)DF(S*mu) .

(3.51)

Todavia, a Eq. (3.51) também pode ser expressa em termos dos expoentes criticos em
virtude da Eq. (3.43). Logo,

o wr(E-ve)
fenomenolégica — 2(1 — V)<2 _ V)F(S*mu) .

(3.52)

O resultado encontrado para a curvatura escalar acima estd em plena conformidade
com os resultados determinados por Ruppeiner e Janyszek em estudos anteriores envolvendo o
emprego da andlise de escala no contexto da geometria de informacgdo sob a convencio de sinal
de Weinberg (MRUGALA, 1984; JANYSZEK; MRUGALA, 1989a; JANYSZEK; MRUGALA,
1989b; JANYSZEK, 1990).

Analisando-se a equacgdo (3.52) nota-se que o denominador € positivo e diferente de zero.
Segundo Janyszek (JANYSZEK, 1990), a positividade desse termo ndo implica que v < 1 ou
v > 1, uma vez que F'(s*m") pode ser positivo ou negativo. Além disso, vale destacar que no
limite em que m se aproxima de mc, € possivel prever que a curvatura escalar tende a divergir.

Consequentemente, o expoente critico £ serd maior que v nesse regime.
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Para concluir, até agora, desenvolvemos e estendemos muitos recursos da geometria de
informacdo de Fisher para investigar bifurcacdes de sistemas dindmicos expressos por equacoes
diferenciais. Como resultado, obtivemos uma quantidade intrigante, denominada de curvatura
escalar’ que se revela como uma funcio das derivadas das fun¢des ndo lineares dos modelos
matematicos de bifurcagdes. Como os critérios de estabilidade em sistemas dinamicos sdo dados
pela anélise das primeiras derivadas de ¢, podemos concluir que R € uma medida superior da

estabilidade local.

Além do sinal de R nas vizinhangas das bifurcacdes, deve-se ressaltar que a métrica
definida positiva dos sistemas dindmicos satisfaz as condi¢des suficientes e necessdrias para
garantir a estabilidade global devido ao fato desses ultimos estarem em plena conformidade
com o posicionamento de estudos anteriores na geometria de informacao, dado que a métrica de

Fisher satisfaz as condicdes do critério de Sylvester.

Por fim, através das hipéteses de escala, é possivel prever ainda propriedades que dizem
respeito ao comportamento da curvatura R nas vizinhancas da criticalidade. Nesse sentido, ao
estabelecer um paralelo entre a curvatura R determinada para os modelos de bifurcacdes com
a equacdo (3.52), encontrada por meio das suposi¢cdes gerais de escala, poder-se-4, portanto,
obter leis de escala, expoentes criticos e, ainda, definir classes de universalidade para modelos

de bifurcagdes e, de modo geral, sistemas dinamicos descritos por equagdes diferenciais.

3.5 Generalizacdo para sistemas bidimensionais

Todo o desenvolvimento das se¢des anteriores permaneceu restrito ao dominio de bifur-
cagdes no contexto de sistemas dinamicos unidimensionais. Tal considera¢do nao consiste de
uma restri¢ao, mas, ao invés, pode ser estendida a vontade. No presente trabalho, no entanto,
focaremos apenas em aplicagOes de sistemas dindmicos bidimensionais, enquanto que uma
aplicagcdo prépria de nossos métodos geométricos a casos N-dimensionais serd discutida de
forma mais incisiva em publicagdes futuras, em que ciclos-limite e bifurcacdes de Hopf serdo

investigados em detalhes.

O programa da generalizac@o a ser apresentada se baseia na construg¢do da estrutura
métrica riemanniana do espaco de parametros de sistemas bidimensionais. Nossa atencao sera
dedicada em aplicar os métodos da geometria de informacao para investigar bifurcacdes homo-

clinicas.

Portanto, nés organizamos esta se¢do da seguinte forma. Apresentaremos de forma
revisada primeiro os principais desenvolvimentos da se¢@o anterior sobre a deriva¢do da fungdo
densidade de probabilidade de sistemas dindmicos unidimensionais. Em seguida, estenderemos
a abordagem original para sistemas de equagOes diferenciais. Finalmente, nos dedicaremos a

determinag@o da métrica de Fisher e da curvatura escalar de Ricci.

7" No decorrer dos demais capitulos, iremos nos referir A curvatura escalar apenas por curvatura R.
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Em plena conformidade com o exposto na se¢do 3.2, a equagdo diferencial que representa
o modelo matemaético de bifurcagdes em uma dimensdo espacial, Eq. (3.1), nos leva a uma
distribuicdo de probabilidade Gaussiana com auxilio das denominadas fun¢des caracteristicas de

Fourier.

De modo a generalizar a Eq. (3.12), precisamos estender o modelo matematico original

de bifurcagdes. Nesse sentido, 0 modelo para um sistema dinamico bidimensional € dado por
dSl

Bl = df =, ('91782)’
T
(3.53)
ds
B = 7d7'2 = O, (31752)-

Nesse presente modelo, empregamos a seguinte notacdo:c(3; € (35 sdo 0os momentos
lineares. Aqui, s; € s configuram os parametros de ordem. 7 corresponde ao tempo. ¢, and P,
denotam funcdes ndo-lineares, em que se depreende que essas podem apresentar dependéncia
em um ou mais parametros de controle. Finalmente, observamos que ¢; = ®, = 0 assinala a
existéncia de estados de equilibrio (s}, s3) dos pardmetros de ordem. Além disso, precisamos
destacar que o presente modelo matematico bidimensional de bifurcacdes, Eq. (3.53), € vantajoso,
visto que também descreve de modo geral a forma de sistemas bidimensionais em dindmicas
ndo-lineares (IL’ YASHENKO et al., 2013; LESNE; LAGUES, 2011).

Para o modelo de bifurcagdes apresentando acima, a distribuicao delta de Dirac de

probabilidade em duas dimensdes passa agora ser dada por

p (81, B2) = 0 (B1 — Pi(s1,52), B2 — Pa(s1,82)) (3.54)

ou, simplesmente,

p (b1, B2) = 61 (B1 — P1(s1,52)) 01 (B2 — Pa(s1,52)), (3.55)

que também pode ser reduzida a bem conhecida representacdo Gaussiana (PINELE; COSTA;
STRAPASSON, 2019; HASSANI, 2009; KATSIKADELIS, 2002)

0 (ﬁl, BQ) _ <C7Z;) e—T[(51—<1>1)2+(ﬁ2—¢’2)2] . (3.56)

A determinacao da densidade de probabilidade de Eq. (3.55) segue do mesmo procedi-
mento empregado na deducgdo de Eq. (3.12).

Deve-se observar que a ultima equacao € consistente apenas quando 7' — oo. Em con-
formidade com os desenvolvimentos contidos nas se¢des anteriores, para bifurcagdes poderem
ser interpretadas como versoes temporais de transi¢cdes de fase em sistemas dindmicos bidimen-
sionais, precisamos compreender 7' como um caso limite do que é esperado ser uma correta
aproximagao as solucdes de Eq. (3.53) em tempos longos, porém finitos. Com base nisso, pode-
mos entdo agora avancgar para a constru¢do da estrutura métrica riemanniana e, por conseguinte,

da respectiva curvatura R.
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Para introduzir a estrutura Riemannian ao espaco de pardmetros de sistemas dindmicos
bidimensionais, Eq. (3.53), consideremos {2 uma familia de distribuicdes de probabilidade. Aqui,

8

() é parametrizada por trés parimetros reais °, em que

Q:{'])X:W;TGR+;X€RS}, (3.57)

onde o modelo estatistico €2 carrega a estrutura de uma variedade riemanniana M de varidveis
By € Bo. Nesse modelo, X = (X!, X?% X3) = (s, 59, m) assume o papel de coordenadas de um

ponto Px € . Aqui, a métrica é definida pela matriz de Fisher H = (G, (X)).

Seguindo o procedimento usado na obten¢do das componentes do tensor métrico G,

para sistemas unidimensionais, apresentado nas se¢des anteriores, nds encontramos

T —+00 +o0o _ — 2 oy — Doy 2
Gaaz(ﬂ) [ [ dapds A Tl a00?] (3.58)

onde

o®; \ 8,
Ao = Ao (B1, 82) = |2 (8)@) —2(f1 — 1) (W)

2 (i) 2o (55)

Para as componentes da diagonal secunddria, nds temos

+oo +oo _ _ 2 _ 2
Gan=[ [ 1B Buve rloeorrnar] (3.59)

donde

AT? o [ 0Dy (04
— (B — 1) (8X‘1> <)(“>

+ (B — ®y)° <6<I>2 ) (8% > + (b1 = 1) (B2 — ©2)

Bau = Bau(ﬁlaﬁ?) =

0X* ) \OXH
" 0P, 0, n 0P, 0P,
0X«) \oX# oXr | \oX«

Nas Eq. (3.58)-(3.59), ambos os sub-indices o and 1 assumem valores inteiros variando

de 1 a3, onde o # . Aqui, X! = 51, X? = 55 e X = m. Além disso, convém destacar que o

limite 7" — oo estd compreendido nas Egs. (3.58)-(3.59).

8 Por questdes de simplicidade, estamos considerando um sistema dindmico governado por equacdes diferenciais

em que hd apenas um tnico pardmetro de controle. Todavia, isso novamente nio deve ser interpretado como
uma restricdo, ja que a presente abordagem também pode ser estendida para sistemas com mais de um pardmetro
de controle.
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Ao lembrarmos que (HASSANI, 2009; KATSIKADELIS, 2002)

(Z;> /_:o /_;OO dpdBs (i, Bg)e_T[(51_¢1)2+(62—<I>2)2]
= (D1, Py),

em que o limite 7" — oo € compreendido, as solu¢des das Egs. (3.58)-(3.59) assumem a forma
00, \* (09,
-9 .
Gaa [<8Xa> * (aXa ’ (3.60)

Gap=Gpa=0. (3.61)

Portanto, podemos concluir, sem a necessidade de mais calculos que sistemas dinamicos
bidimensionais admitem uma matriz de Fisher, H = G’a#(X ), positiva-definida, dado o fato
de que essa é uma matriz quadrada diagonal cujas componentes, ou entradas, sdo derivadas de
primeira ordem quadréticas das fun¢des ndo-lineares ;. Além disso, pode ser observado que os

elementos métricos mostram-se independentes de (3; e (3.

Precisamos observar, finalmente, que a matriz H nos leva a segunda forma fundamental
seguinte (DEZA; DEZA, 2012; KREYSZIG, 2013),

d* = Gi1(dsy)® + Gaz(dsy)® + Gas(dm)?, (3.62)

em que d/ denota a distncia quadratica local no espaco de parametros. Com o nosso foco em
investigar bifurca¢des globais em mente, ndo podemos definir a métrica nas vizinhancas de
estados referenciais. Do contrario, a métrica riemanniana nos levaria a uma curvatura nula, da

qual ndo é possivel extrair informagio alguma sobre o sistema dinAmico em estudo’.

Por meio da determinacao da métrica de Fisher, que corresponde uma distancia propria
no espaco de parametros de sistemas dinamicos, nos dedicaremos agora ao célculo da curvatura

escalar riemanniana.

A métrica de Eq. (3.62) induz uma curvatura R sob a variedade do espaco de parametros
X. O desafio agora se baseia em derivar a expressdo da curvatura R para geometrias tridimensio-
nais. Em dimensdes superiores, precisamos notar, no entanto, que a curvatura nao € mais dada
pela Eq. (3.36). O programa geral para escrever a curvatura escalar no presente cendrio consiste
em calcular os simbolos de Christoffel e, por conseguinte, o tensor de curvatura de rank quatro.
Dessa maneira, calculamos R como segue abaixo (KREYSZIG, 2013).

Primeiro, € necessario obter os simbolos de Christoffel. Isto €,

1
F?O’ - §G#Oé (G,LLE,U + G,uo,f - Gfo,y,) 5 (363)

Na realidade, R = 0 ndo nos ensina se o sistema em estudo admite bifurca¢des, porém permite determinar
precisamente o cardter das trajetérias do espaco de pardmetros.

9
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em que, a notacdo em virgula denota a diferenciac@o parcial aos parametros s, so and m.

Com base nisso, calculamos o tensor de curvatura empregando

R?O’l = F?O’,l - ?l,a + e, I — Fglrza‘ (364)

o™ ul
Finalmente, a curvatura escalar de Ricci sera

— (pvRY
R =G""R}y,. (3.65)

Podemos observar que a obten¢@o de R no espago de pardmetros de sistemas dindmicos
bidimensionais envolve calculos algébricos nao triviais, ja que o espago corresponde a uma

geometria tridimensional'”.

Para concluir, estendemos a geometria de informacgao de Fisher para investigar bifurca-
coes de sistemas bidimensionais expressos por equacdes diferenciais. A presente generalizacao
estd em pleno acordo com o ponto de vista da informac¢do de Fisher em geometrias superiores
(VETSOV, 2021; RUPPEINER, 1979; RUPPEINER, 1995).

No préximo capitulo, devemos aplicar e ilustrar a abordagem desenvolvida nos capitulos
anteriores para calcular e interpretar a curvatura R e a métrica riemanniana para diferentes
modelos de bifurcacdes locais e globais ao longo do regime fisico. E importante destacar que
se entende aqui por regime fisico como sendo o dominio em que sdo validos os modelos, os
parametros, as varidveis e as teorias que modelam os fendmenos de bifurcacdes em estudo. Neste

trabalho, portanto, o dominio em que a TGB ¢ vélida € o dominio real.

10" Aqui, nés, mais uma vez, nos restringimos a convencio padriio de sinais de Weinberg, onde o sinal negativo de
R € suprimido.



Parte Il

Resultados e discussoes



41

Resultados e discussoes para bifurca-
coes locais e globais

4.1 Bifurcacoes locais

Nesta secdo, aplicaremos a teoria desenvolvida ao longo do capitulo 2 para estudar
o comportamento, condi¢Oes de estabilidade, a curvatura R, carater das transi¢des de fase e
propriedades de escala para modelos distintos de bifurcag¢des. O procedimento a ser empregado
nesta se¢@o € andlogo ao considerado por Janyszek para investigar classes de modelos magnéticos
(JANYSZEK; MRUGALA, 1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990).

Desta maneira, para uma melhor apreciacao dos resultados deste trabalho, organiza-se
esta secdo da seguinte forma. Primeiro, apresentamos o modelo da bifurcacio e sua respectiva
forma normal. Em segundo lugar, avaliam-se as condi¢des de estabilidade. Para o desenvolvi-
mento desse utltimo, obtém-se, primeiramente, o tensor métrico de Fisher através do cdlculo das
derivadas de ®. Deve-se observar, no entanto, que a métrica riemanniana € definida em relacao
ao estado de referéncia s*, conforme discutido anteriormente. Portanto, devemos reconhecer que

os elementos métricos G, sdo avaliados no estado s = s*.

Em terceiro lugar, a andlise da estabilidade global € realizada de acordo com o critério de
Sylvester. Nossa tarefa aqui jaz em interpretar a distdncia quadratica local (d¢?) para verificar se
os determinantes A; sdo ou nio positivos. Em seguida, nos dedicamos a analise de estabilidade
local. Nesse ultimo, avaliam-se as componentes do tensor métrico no estado de equilibrio do

parametro de ordem para calcular e interpretar a curvatura R proximo ao ponto de bifurcacgao.

Em quarto lugar, interpretam-se os diagramas para a curvatura R com interesse no
seu carater divergente. Deve-se notar que a divergéncia de R pode revelar diferentes tipos
de transi¢des (SOROUSHFAR; SAFFARI; KAMVAR, 2016; CAPELA; NARDINI, 2012). O
primeiro tipo de transi¢do € evidente quando R diverge nos pontos de bifurcacdo, mas ndo muda
de sinal. Esse comportamento denota uma transicao do tipo I, que pode ser interpretada como
uma transi¢do de segunda ordem em relacdo a classificacdo de Ehrenfest (SALINAS, 2001; MA;
WANG, 2013). Por outro lado, se R mudar de sinal e, ainda, divergir nas vizinhangas do ponto de
bifurcacao, entio estaremos diante de uma transi¢ao de tipo II, que pode ser interpretada como

uma transi¢do de primeira ordem no contexto da classificagdo de Ehrenfest.

Finalmente, nos dedicamos a investigacao das classes dos modelos de bifurca¢des em
conformidade com as relacdes de escala. Nesse sentido, ao estabelecer um paralelo entre a

curvatura R determinada para os modelos de bifurcacdes com a equacdo (3.52), poder-se-4,
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portanto, obter expoentes criticos através das relacdes de escala e, ainda, definir classes de

universalidade para bifurcagdes.

4.2 Bifurcacao sela-né

A bifurcagdo sela-n6 descreve o mecanismo para o aparecimento e desaparecimento de
estados de equilibrio (KIELHOFER, 2011; LAYEK, 2015; LEONEL, 2021). Em sua totalidade,
transi¢des suaves no espaco de estados sdo governadas por bifurcagdes sela-n6 cuja presenca é
marcante no estudo de modelos bioldgicos, por exemplo, protétipos mateméticos que descrevem
a cadeia alimentar, modelos tedricos que descrevem a relacio parasita-hospedeiro, e também,
experimentos de laboratério (SARDANYES; MARTINEZ; SIMO, 2018; MCCANN; YODZIS,
1991; GROENENBOOM; HOGEWEG, 2002; DAI et al., 2012).

Na dindmica nio linear, a equacio na forma
ds
=" =0 =m—s? 4.1
representa o modelo matemdtico de bifurcagdes sela-né (LEONEL, 2021; [ YASHENKO et al.,
2013). Ndo é dificil perceber que ®(s, m) = 0, quando s* = +,/m, em que esse dltimo denota

o estado de equilibrio do parametro de ordem.

Deve-se ressaltar que s* ndo é uma constante, pois esse tem dependéncia no parametro
de controle m. O comportamento da equacao (4.1) é plotado na figura 1(a), que exibe o diagrama
da bifurcacdo sela-né. Infere-se, da equacdo (4.1), que no limite de m — mc¢ = 0, tem-se
s* = 0, que é o ponto de bifurcacdo. A partir do que ji se sabe da TCB (KIELHOFER, 2011;
LAYEK, 2015; SEYDEL, 2010; LEONEL, 2021), podemos também concluir que o estado s*
pode ser estavel ou instdvel dependendo do valor do pardmetro de controle, conforme pode ser

evidenciado na figura 1(a), sob a convencao de sinal de Weinberg.

No entanto, essa interpretacao convencional de estabilidade, que advém da TCB, apre-
senta limitacdes por ser apenas local. Para obter uma caracterizagdo completa, seria necessdrio,
normalmente, que complementdssemos essa andlise local mediante técnicas de estabilidade
global, além, € claro, de longas simulacdes numéricas, que apresentam diversos desafios e
dificuldades.

Todavia, serd mostrado que € possivel obter propriedades globais e locais do modelo
matemdtico acima, empregando-se a formulacdo da geometria de informacdo. Pelas equa-
¢oes (3.31)-(3.35) e (4.1), temos

d* = 8m(ds)* + 2(dm)?, (4.2)

que descreve uma métrica invariante e definida positiva. Deve-se ressaltar que a métrica acima
¢ estabelecida em relagdo ao estado de equilibrio de referéncia, ou seja, s*. Portanto, devemos

reconhecer que os elementos métricos G, sdo avaliados no estado s = s™.



Capitulo 4. Resultados e discussées para bifurcagées locais e globais 43

R
1.0f o* o
s m
; . -04 -02 2 4
*Bifurcacdo 04 \0 02 04
Sela-né os, \‘\‘ -20 ,'/
g ‘\ Il
\ /
-1.0 -05 05 10M \“ -40 :"
" i
-05 I'n -60 i
1 1
1 1
1 1
(@) -1.0 (b) ‘._80 l}

Figura 1 — Comportamento do sistema dinamico, Eq. (4.1), nas vizinhancas da bifurcacao sela-
né. A figura 1(a) exibe o diagrama da bifurcacdo sela-nd, no qual € possivel observar
a dependéncia de s* em m. Da TCB, as linhas s6lidas representam solucdes estaveis
(assumindo a convenc¢ao de sinal de Weinberg). Por outro lado, as linhas tracejadas
referem-se as solucdes instaveis. Notamos que no limite de m — m¢ = 0, obtém-se
s* = 0, que descreve o ponto de bifurcacdo. A figura 1(b) exibe R em func¢ado de m.
R é real e uma fun¢@o negativa de m em todo o dominio. Como R(—m) = R(m), a
funcao € par e o grifico tem simetria ao longo do eixo R. Além disso, nota-se que
R € independente da orientagdo de m. Conforme discutido no capitulo 2, R pode ser
interpretado como uma medida superior de estabilidade do sistema em estudo. Por
conseguinte, podemos observar que R diverge com m 2, para m > mc. Note que o
termo m 2 nunca é negativo e os valores da funcdo sdo negativos em todo o dominio.
Portanto, lim,,, .- R = —o0 e lim,,,_,g+ R = —o0 para o sistema se aproximando de
mc. Consequentemente, o comportamento de R indica que o sistema € menos estavel
se R for grande. Na figura 1(b), a linha tracejada representa que o sistema € instavel.

As condi¢des necessdrias e suficientes do critério de Sylvester para o sistema de equa-

¢do (3.38) exibir estabilidade global sao

A = 8m > 0,
4.3
8m 0 *3)
AQ = >0
0 2

No entanto, como m > 0, entdo € possivel concluir que o sistema € globalmente estavel,

sem a necessidade de técnicas complicadas ou mesmo calculos numéricos.

Tendo discutido a anélise de estabilidade global, procede-se agora para a andlise da

estabilidade local através da interpretacao da curvatura R. Pela equagao (3.36), temos

1

s (4.4)

R =

A métrica de Fisher fornece uma expressao para R como uma fun¢ao das derivadas de
®(s,m). A partir da expressao de R, pode-se estabelecer a andlise do grafico e do sinal de R,
conforme mostrado na figura 1(b). Pode-se observar, prontamente, que R € uma funcio negativa.
Além disso, essa € uma funcdo simétrica de m. Portanto, R € independente da orientagio de m,

isto é, R(—m) = R(m).
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O gréfico de R ndo tem interpceptos ao longo do eixo m. Como m? = 0, quando
m — Mg, ou seja, quando o sistema se aproxima do ponto de bifurcacdo mc = 0, entdo o
eixo correspondente a curvatura R representa uma assintota vertical. Uma vez que o grau do

denominador é maior do que o grau do numerador, o eixo m representa uma assintota horizontal.

Outra observagdo pertinente diz respeito a interpretacao da estabilidade local e a diver-
géncia de R. Primeiro, como R € uniformemente negativo e diminui em todo o domino, podemos
escrever que o sistema € localmente instavel. Além disso, pode-se notar na figura 1(b) que
R— —oo na vizinhanga de (s&, mc). Em outras palavras, desse tltimo conclui-se que o ponto
singular de R coincide com a singularidade do sistema dindmico da equacgao (4.1), que aparece
no ponto de bifurcag¢do. Assim, podemos entdo concluir que o sistema tem uma transi¢do de fase

do tipo I.

Conclui-se esta secdo com a investigacdo da classe dos modelos de bifurcagdes sela-né
em relacdo ao formalismo de escala. Nesse sentido, ao estabelecer um paralelo entre a curvatura
R determinada para o modelo de bifurcacdes sela-nd, equagdo (4.4), com a equacao (3.52),

depreende-se que v = 0.

Esse resultado representa um achado importante na compreensao das bifurcacdes sela-no.
O expoente critico v obtido aqui € igual ao encontrado para o modelo do gis nio ideal. Conforme
argumentado por Ruppeiner e Janyszek (RUPPEINER; SEFTAS, 2020; JANYSZEK, 1990),
v = ( estd associado a fendmenos de transicao de fase de segunda ordem. Por conseguinte,
conclui-se que a transi¢ao de fase do tipo I associada a bifurcacio sela-n6, nas vizinhangas da
criticalidade, pode ser entendida como uma transi¢cdo suave no espago de parametros, ou seja,
uma transi¢cao de fase de segunda-ordem em conformidade com o critério de classificacao de
Ehrenfest.

Desta maneira, os resultados obtidos satisfazem os objetivos do presente trabalho, bem
como, atendem ao problema de pesquisa estabelecido. Em outras palavras, é de fato possivel
estender a abordagem da geometria riemanniana para explorar propriedades de bifurcagdes e, de

modo geral, sistemas dindmicos.

Além disso, a partir do coeficiente v e das leis de escala determinadas anteriormente,
equacdo (3.45), infere-se que £ = —1+ V2, ( = (3 —v2)/2ew = (5 + 4V/2)/7, para
F(s*m") ~ —1. Conforme discutido anteriormente, esses expoentes criticos reais (v, &, (,w)

podem ser usados para definir a classe de universalidade para as bifurcacdes sela-né'.

Para concluir, estendemos o método da geometria de informacgdo para o estudo de
sistemas dindmicos envolvendo a bifurcacdo sela-né. O estudo do modelo estatistico revelou
que as derivadas de ordem superior da funcao de distribuicdo de probabilidade fornecem um
tensor métrico de Fisher e, por conseguinte, uma expressao da curvatura escalar R em termos

das derivadas primeiras e segundas da forma normal do sistema dindmico.

' Embora F(s*m™) possa ser positivo ou negativo, conjectura-se que esse deve ser negativo. Caso contrario,

valores positivos de F'(s*m™) levariam a exponentes complexos.
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Nesse sentido, a curvatura R mostrou-se como uma intrigante fun¢do ndo comumente
usada em problemas convencionais da dindmica nao linear. Conforme exposto acima, R se
conecta com a abordagem estatistica e pode ainda ser interpretada como uma medida superior da

estabilidade local de sistemas dinamicos descritos por equagdes diferenciais.

Para bifurcacoes sela-nd, vale destacar que R — —oo, para m — mc, o que revela que,
nas vizinhangas da criticalidade, o espaco de parametros torna-se instavel. Por outro lado, a
interpretacao da métrica de Fisher revelou que o sistema é globalmente estavel, j4 que satisfaz
as condigOes do critério de Sylvester. Para evitar possiveis confusdes, € importante salientar
aqui que R nao mede a estabilidade de s*. A curvatura escalar constitui uma medida local da

estabilidade estrutural do sistema.

Por fim, além da andlise da estabilidade, foi possivel analisar os fendmenos criticos
associados a classe de modelos da bifurcacdo sela-né em concordancia com o formalismo
de escala, o que conduziu a determinacdo de novos expoentes criticos e leis de escala. Os
quatro expoentes determinados, a saber (v, £, (,w), podem ser usados para definir a classe de

universalidade para bifurca¢des do tipo sela-n6 supercritica.

Os resultados determinados ao longo desta se¢do mostram-se em plena concordancia
com os resultados obtidos anteriormente por outros autores em outros contextos (JANYSZEK;
MRUGALA, 1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990; SOROUSHFAR; SAFFARI; KAMVAR,
2016; CAPELA; NARDINI, 2012; SILVA; VIEIRA; LEONEL, 2021).

4.3 Bifurcacao transcritica

Em sua totalidade, as bifurcagdes transcriticas caracterizam modelos matematicos
com troca de estabilidade na dindmica nao linear (SEYDEL, 2010; LEONEL, 2021). Existem
vastas aplicacdes do conceito de bifurcagdes transcriticas, por exemplo, em lasers, dinamica
populacional e muitos outros (KIELHOFER, 2011; LEONEL, 2021; STROGATZ, 2014). Como
exemplo, a equacao

d
8= d—j_ = ®(s,m) = ms — s°, (4.5)

descreve a forma normal de bifurcagdes transcriticas, em que ®(s, m) = 0, quando s§ = 0 e

s} = s* = m, fornecem os estados de equilibrio do parametro s em estudo.

Da TCB (KIELHOFER, 2011; LAYEK, 2015; SEYDEL, 2010; LEONEL, 2021), somos
levados a concluir que s; € instdvel para m < 0. Alternadamente, o Gltimo torna-se estavel
quando m > 0, assumindo a conveng¢do de sinal de Weinberg. Por outro lado, embora s* seja
instdvel para m > 0, esse se torna estavel quando m < 0. Além disso, pode-se notar também
que no limite de m — m¢ = 0, temos s* = 0, que é o ponto de bifurcacdo. Na figura 2(a), é
plotado o comportamento da bifurcacio transcritica, na qual é notdvel a troca de estabilidade na

regido proxima a criticalidade.
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Figura 2 — Comportamento do sistema dindmico, Eq. (4.5), nas vizinhangas da bifurcacao trans-
critica. A figura 1(a) mostra o diagrama da bifurcacao transcritica da equagao (4.5).
Esse também descreve qualitativamente a dependéncia do estado de equilibrio no
parametro de controle m. As linhas s6lidas representam as solugdes estdveis, enquanto
as linhas tracejadas referem-se as solugdes instaveis (tendo em vista a convengao
de sinal de Weinberg). Nota-se incidentalmente que no limite de m — mc¢ = 0,
tem-se s* = 0, no qual ha uma notdria troca de estabilidade. Esse ultimo caracteriza
o ponto critico das bifurcacdes transcriticas. A figura 2(b) mostra R em func¢do de
m. Pode-se ver, prontamente, que R é uma funcio simétrica e negativa de m. O
gréfico de R ndo tem interceptos ao longo do eixo m. Além disso, como m?* = 0,
quando m — mc, entdo o eixo R torna-se a unica assintota vertical. Como o grau do
denominador é maior do que o grau do numerador, o eixo m representa a assintota
horizontal. Nota-se ainda que lim,,, _,o- R = —o0 e lim,,,_,o+ R = —o0 para o sistema
se aproximando de mc. Por conseguinte, a divergéncia de R nas proximidades da
regido critica marca a ocorréncia da bifurcagdo transcritica. Aqui, a curvatura R é
uma medida da estabilidade. Como R diverge com m~*, para m > m, entdo pode-se
concluir que o sistema € instdvel (linha tracejada).

No entanto, a interpretacdo da estabilidade mencionada acima é, de certa maneira,
uma analise incompleta, uma vez que essa € apenas de natureza local. Tendo em vista uma
caracterizacao mais completa do sistema, voltamos agora para a formulagcdo geométrica obtida no
capitulo 2 para investigar esta classe de bifurcacdes do ponto de vista da geometria de informacao.
Deve-se notar que a equagdo (4.5) possui estados de equilibrio diferentes, o que requer andlises

separadas. Portanto, primeiro nos dedicamos a investigar s* e, em seguida, s;.

De acordo com as regras gerais desenvolvidas no capitulo 3, obtemos
dl* = 2m?(ds)* + 2m?*(dm)?, (4.6)

em que as componentes do tensor métrico sao avaliados no estado s = s™.

As condic¢des necessdrias e suficientes do critério de Sylvester para o sistema de equa-
¢do (3.38) exibir estabilidade global sao

Ay = G >0,

o 0 4.7)
AQ - " > O
0 G22
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O que nos leva a
Ap=2m? Ay =4m’. (4.8)

Apesar do carater do pardmetro de controle m, vemos que A; e Ay nunca sdo negativos no
regime fisico. Consequentemente, somos levados a concluir que o sistema apresenta estabilidade

global.

Tendo discutido a andlise global, agora nos dedicamos a andlise da estabilidade local

através da curvatura R. Pela equagdo (3.36), encontra-se

1
R=—-——. 4.9)
m
Da métrica de Fisher, recebe-se uma expressdo para R em funcdo das derivadas primeiras
e segundas de (s, m). Da expressdo da curvatura, podemos agora dar aten¢do ao grafico e ao
sinal de R. A dependéncia de R em m é mostrada na figura 2(b). Analogamente a bifurcagao

sela-nd, observa-se que R(—m) = R(m), ou seja, R € independente da orientagdo de m.

Pode-se notar também que a fun¢ao R € par; seu gréfico tem simetria ao longo do eixo
R. Outra observacao diz respeito a estabilidade local e a divergéncia de R. Primeiro, uma vez
que R é uniformemente negativo e diminui em todo o dominio, pode-se entdo escrever que o
sistema € localmente instavel, o que estd de acordo com o ponto de vista de trabalhos ante-
riores (JANYSZEK; MRUGALA, 1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990; SOROUSHFAR;
SAFFARI; KAMVAR, 2016; CAPELA; NARDINI, 2012). Em segundo lugar, infere-se, analoga-
mente ao caso da bifurcacdo sela-n6, que o ponto singular de R € coincidente com a singularidade
do sistema dinamico de equacgdo (4.5), como mostrado na figura 2(b). A luz do exposto, podemos

entdo concluir que o sistema tem uma transi¢do do tipo L.

Conclui-se a anélise da bifurcagao transcritica, em relacdo ao estado s*, com a investiga-

¢do da classe dos modelos de bifurcacdes em conformidade com o formalismo de escala.

Nesse sentido, ao estabelecer um paralelo entre a curvatura R determinada para o modelo
de bifurcagdes transcriticas, equagdo (4.9), com a equacao (3.52), infere-se que v = —2. Esse
resultado basicamente nos diz que a transi¢ao de fase do tipo I, associada a bifurcacao transcritica,
representa uma transicdo suave no espaco de parametros, ja que as transi¢des de fase de segunda
ordem sdo caracterizadas por uma singularidade da curvatura (QUEVEDO et al., 2011). A
divergéncia de R para o modelo considerado na presente se¢do segue 0 mesmo comportamento
daqueles considerados na geometria termodinamica (RUPPEINER; SEFTAS, 2020; JANYSZEK,
1990; JANYSZEK; MRUGALA, 1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990).

A partir das relacdes de escala, equagdo (3.45), e considerando F'(s*m") ~ —1, temos
E=-21-V7),(=3-VT,ew= (5+ 2/7). Esses expoentes podem ser usados para definir
classes de universalidade para as bifurcagdes transcriticas. Portanto, os resultados obtidos estdo
em conformidade com os objetivos do problema de pesquisa e, ainda, com os resultados encontra-
dos em estudos anteriores (JANYSZEK; MRUGALA, 1989b; JANYSZEK; MRUGALA, 1990;
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SOROUSHFAR; SAFFARI; KAMVAR, 2016; CAPELA; NARDINI, 2012; SILVA; VIEIRA;
LEONEL, 2021).

Conclui-se esta se¢do investigando o dltimo caso, isto €, a andlise da métrica em relagao

ao estado de equilibrio s;. A equagdo (3.35) no estado s nos leva a

dli? = G11(ds)? 4+ Ga(dm)?, (4.10)
onde )
Gy =2 (8(1)(5’7”)> — om2, 4.11)
0s (st.m)

2
8®(s,m)> _o. 4.12)

G22:2< om

No entanto, nao € dificil perceber que a métrica da equacao (4.10) é degenerada. Essa

(s5,m)

degenerescéncia permite concluir que a solugdo trivial s se apresenta como um estado de
equilibrio puramente matemdtico, sem necessariamente uma interpretacdo fisica. Assim, nada
pode ser afirmado ou concluido sobre a estabilidade, bem como, das demais propriedades de

interesse nesse caso.

Em suma, determinamos a métrica e a curvatura R para a bifurcacdo transcritica. A
curvatura € interpretada como uma medida da estabilidade local do sistema. Como R< 0 no
regime fisico, entdo é possivel concluir que o sistema € localmente instdvel. Por outro lado, a
interpretacdo da métrica de Fisher revelou que o sistema € globalmente estdvel, ja que satisfaz as

condig¢des do critério de Sylvester, apesar do cariter do parametro de controle.

Constatou-se ainda que R ndo possui singularidades, exceto no limite extremo, onde
diverge com m~*. Como a transicio de fase de segunda ordem marca a singularidade da curvatura,
depreende-se que as bifurcacdes transcriticas representam transi¢des suaves ao longo do espaco
de parametros, ou seja, transi¢cOes de fase de segunda ordem, de acordo com o critério de
Ehrenfest.

Estendeu-se também o método geométrico a classe de modelos de bifurcacao transcritica
em conformidade com o formalismo de escala. Com base nesta abordagem, vale destacar que
a mesma relacdo de escala R ~ m”~2 determinada para a bifurcacio sela-né, também foi
encontrada para a bifurcacdo transcritica, assim como, novos expoentes criticos, que podem ser

usados para definir a classe de universalidade de bifurcacdes transcriticas.
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Figura 3 — Comportamento do sistema dinamico, Eq. (4.13), nas vizinhangas das bifurcagdes
forquilha supercritica e subcritica. A figura 3(a) descreve o comportamento da bifur-
cacdo supercritica (v = 1), enquanto a bifurcagdo subcritica (Y = —1) é mostrada na
figura 3(b). De ambos os diagramas de bifurcagdo, percebe-se, qualitativamente, a
dependéncia do estado de equilibrio no parametro de controle m. As linhas sélidas
representam solugdes estaveis, enquanto as linhas tracejadas referem-se as solugdes
instdveis (convencdo de sinal assumida). Pode-se notar ainda em ambos os casos que
se m — mc = 0, entdo s* = 0, o que representa a origem do fendmeno de quebra de
simetria.

4.4 BifurcacOes supercritica e subcritica de forquilha

Nas ciéncias ndo lineares, a forma normal das bifurca¢des de forquilha marca uma ampla
variedade de modelos caracterizados pela quebra de simetria. AplicacdOes e observagdes desta
bifurcacado incluem, por exemplo, esportes (HRISTOVSKI et al., 2013), modelos magnéticos
estatisticos (KIM et al., 1977; HE; HAN, 2017), oscila¢des neurais (BOSE, 2015; JUN-JIE;
CHUN-RUI; XIU-LING, 2005) e outros (LICHTENBERG; LIEBERMAN, 2013; STROGATZ,
2014; GUCKENHEIMER; HOLMES, 2013). A equagao

B = 378_ = ®(s,m) = ms — s>, (4.13)
representa o modelo matematico de bifurcagcdes forquilha. Todavia, deve-se reconhecer que a
equacao (4.13) envolve dois casos distintos de bifurcacoes: (i) supercritico, quando v = 1; (ii)
subcritico, quando 7 = —1. Da equagdo (4.13), ndo é dificil perceber que s* = + (m/ 'y)l/ 2
sd0 os estados de equilibrio nio triviais do pardmetro de ordem. Da TCB (KIELHOFER, 2011;
LAYEK, 2015; SEYDEL, 2010; LEONEL, 2021), e seguindo a conveng¢do de sinal de Weinberg,
pode-se concluir que os estados de equilibrio s* sdo localmente instaveis no caso supercritico;

localmente estaveis no caso subcritico.

Deve-se reconhecer, além disso, que no limite de m — mc¢ = 0, temos s* = 0, que é o
ponto de bifurcacao. Na figura 3 € plotado o comportamento das bifurcacdes de forquilha em
ambas as configuragdes, em que € notavel o fendmeno de quebra de simetria na vizinhanga dos

regimes criticos.

Tendo discutido a andlise usual das bifurcagdes, de acordo com a TCB, prossegue-se
agora para a investigacdo do modelo acima considerando a formulagdo geométrica de Fisher.

Aqui, negligenciaremos a investigacdo da solucdo trivial sj = 0. Analogamente ao que foi
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encontrado para a bifurcagao transcritica, a solugdo trivial das bifurcacdes de forquilha também
levard a uma divergéncia matemadtica da métrica, do qual ndo se pode extrair interpretagdes

fisicas sob a perspectiva da formulacao apresentada e exemplificada ao longo deste capitulo.

Pelas equagdes (3.31)-(3.35) e (4.13), vemos que

2
de? = 8m?(ds)? + 22 (dm)?, (4.14)
v

que descreve uma métrica definida positiva invariante. Também deve ser notado que as compo-

nentes do tensor métrico sdo avaliados no estado s = s*.

A estabilidade global do sistema exige

Ay = G >0,
(4.15)
G 0
Ay, = |1 > 0.
0 Gax
O que nos leva a
16m?
Ay =8m?, Ay =10 (4.16)
Y

Com base no exposto, ndo é dificil ver que A; é sempre positivo no regime fisico. No
entanto, deve-se reconhecer que o determinante A, pode exibir regimes de valores positivos
e negativos dependendo do parametro de controle e do carater do fator . Consequentemente,
devemos interpretar ambos os casos separadamente. Na configuragdo supercritica (v = 1),
pode-se ver, prontamente, que A, é sempre positivo na regido em que m > (. Por conseguinte,
podemos concluir que existe um regime em que A; e Ay s@o de fato positivos, e o sistema
exibi estabilidade global. Por outro lado, na configuragio subcritica (y = —1), conclui-se que o

sistema tem A; e A, maiores do que zero e, portanto, estabilidade global na regidao m < 0.

Tendo discutido as condi¢des necessdrias e suficientes para a estabilidade global, nos
voltamos agora para a andlise da divergéncia e da estabilidade local através da andlise da curvatura
R. Pela equacio (3.36), temos

R—__I_ (4.17)

2m3’

Uma vez que a curvatura R é determinada, investiga-se a dependéncia dessa em relacdo
ao parametro de controle. O diagrama da curvatura R associado as bifurcacdes de forquilha
encontra-se na figura 4. Na bifurcacio supercritica, o comportamento da estabilidade é mostrado
na figura 4(a), no qual € possivel observar que R > 0, quando m < 0. Naregidode —oo < m < 0,
a funcdo R € positiva (estdvel). Assim, pode-se concluir que hd um ganho de estabilidade,

conforme o sistema se aproxima do ponto critico (s¢&, mc).

Por outro lado, nota-se que R < 0, quando m > 0. Naregidao de 0 < m < 400, R é

negativo (instdvel). Consequentemente, podemos escrever que hd uma perda de estabilidade a



Capitulo 4. Resultados e discussées para bifurcagées locais e globais 51

R R
400¢ 400
200! 200
“04 Z02 0g---"0F " T3 ~—02 02 0.4 m
; N
/7 \\
1 \
- s \ -
200 / . -200
] \
1 1
a
(@) ; (b) \
—400! 400

Figura 4 — Comportamento da curvatura escalar associada ao sistema dindmico, Eq. (4.13), nas
vizinhancgas dos pontos de bifurcacdes de forquilha supercritica e subcritica. Aqui,
¢ importante salientar que R ndo mede a estabilidade de s*. Conforme discutido
anteriormente, R constitui uma medida local da estabilidade estrutural do sistema
nas vizinhancas de s*. A figura 1 (a) descreve a dependéncia de R em m para a
bifurcacao supercritica de forquilha (v = 1). R ndo apresenta assinatura de apenas
uma, mas sim de duas transi¢oes de fase diferentes. Na regido de —oo < m < 0,
a fungdo da curvatura R € positiva (estdvel), o que reflete uma transi¢do de fase de
segunda ordem. Por outro lado, na regido de 0 < m < 400, a curvatura R € negativa
(instavel). Consequentemente, conclui-se que hd uma perda de estabilidade a medida
que o sistema se aproxima do ponto critico, o que produz uma transi¢cao de fase de
primeira ordem, de acordo com o critério de classificacdo de Ehrenfest. A figura 4(b)
exibe o comportamento da curvatura R para a bifurcagdo subcritica de forquilha
(y = —1). Em contraste com a figura 4(a), € evidente que R > 0 quando m > 0
e R < 0 quando m < 0. Podemos observar aqui uma descontinuidade em R para
m < mc, ou seja, na regido de —oo < m < 0, a curvatura R € negativa (instavel), o
que reflete a uma transi¢do de fase de primeira ordem. Contudo, nota-se também que
tal descontinuidade desaparece na regido 0 < m < 400, na qual a curvatura R passa
a ser positiva (estavel). Em ambos os casos, podemos observar que R € uma fun¢do
impar, pois se comporta diferentemente para valores positivos e negativos de m, ou
seja, R(—m) = —R(m). Pode-se notar também que R ndo tem anomalias, exceto
nos limites extremos, onde diverge proporcionalmente a m 3. Assim como nos casos
estudados anteriormente, a linha tracejada representa o regime em que o sistema é
instavel. Por outro lado, as linhas sélidas representam o regime onde o sistema é
estavel, seguindo a convencdo de sinal de Weinberg.

medida que o sistema se aproxima do ponto critico (s&, mc). Também deve ser observado que
ha uma descontinuidade em R para m > mc, 0 que assinala uma transi¢do de fase de primeira
ordem (SALINAS, 2001; KADANOFF, 2000; SOROUSHFAR; SAFFARI; KAMVAR, 2016).
Tal descontinuidade desaparece em m = m¢ = 0, ou seja, na regido de —oo < m < 0, onde R

mostra-se positivo (estdvel), refletindo, portanto, a uma transicao de fase de segunda-ordem.

O comportamento discutido na figura 4(a), nos diz que m = m¢ = 0 assinala o valor
critico para o qual ha ocorréncia de uma transi¢ao de fase de segunda ordem que termina em
uma linha de primeira ordem. Na mecanica estatistica, 0 mesmo comportamento também &
evidenciado no ponto de Curie de imas, bem como, no término da transicdo vapor-liquido em
sistemas fluidos (BELL; LAVIS; BELL, 1999; SALINAS, 2001).
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Tendo investigado a estabilidade do caso supercritico, € dedicado atencdo agora ao
comportamento da curvatura R para a bifurcag@o subcritica de forquilha (y = —1). A figura 4(b)
mostra a dependéncia de R no parametro de controle m. Pode-se observar aqui que hd uma
descontinuidade em R na regido de m < mc. Assim, na regido de —oo < m < 0, a fun¢ado da
curvatura torna-se negativa (instavel), o que reflete uma transi¢do de fase de primeira ordem.
Alternadamente, a descontinuidade desaparece na regido 0 < m < 400, no qual R € positivo
(estdvel), o que reflete uma transi¢ao de fase de segunda ordem (SALINAS, 2001; KADANOFF,
2000; SOROUSHFAR; SAFFARI; KAMVAR, 2016).

Portanto, a andlise da curvatura na figura 4 revela que ambas bifurcacdes apresentam
assinaturas de duas formas diferentes de transicao de fase. A primeira ocorre devido as mudangas
do sinal de R, o que denota uma transic¢do de fase do tipo II. A segunda se deve a divergéncia de
R na medida que o sistema se aproxima do ponto critico, o que indica uma transi¢ao de fase do

tipo L.

As observacdes e, por conseguinte, as interpretacdes estabelecidas por meio dos dia-
gramas da curvatura R para as bifurcacdes de forquilha estdo de acordo com os resultados
ja observados na dindmica nao linear e, ainda, as conclusdes aqui inferidas contribuem por
expandir o estado da arte, uma vez que, em sua totalidade, ndo se vé uma bifurcacao de for-
quilha como transi¢des de fase de segunda-ordem com instancias de transi¢des de primeira
ordem (HRISTOVSKI et al., 2013; MISBAH, 2016; MILTON; OHIRA, 2014; FREUND, 2008).

Ao investigar a curvatura R para as bifurca¢cdes de forquilha, constatou-se que essa
pode tender a 00, dependendo da orientacdo do parametro de controle. Este resultado nos
permitiu estabelecer, portanto, que o modelo de bifurcacdes de forquilha exibe transi¢des de fase
distintas. Para obter uma caracterizacdo mais completa de ambos os casos considerados acima,
conclui-se esta secdo com a investigacdo da classe dos modelos de bifurcagdes sob a perspectiva
do formalismo de escala. Nesse sentido, abordagem adotada ao longo desta secao € anédloga a

desenvolvida no capitulo 2.

Para comecar, vimos que I(f3; s, m) pode ser expressa como uma soma envolvendo
duas componentes: (i) regular /o(/3); (ii) outra singular, I (s, m), que, por sua vez, contém todas
as anomalias do comportamento critico. Conforme discutido no capitulo 2, ao considerar que

I(s,m) seja uma FHG das varidveis s e m, temos que
I(s,m) = A1 (s\°, mA\%), A >0, (4.18)
em que a e b sdo parAmetros de escala e A € uma constante positiva.

Todavia, diferentemente do caso discutido no capitulo 2, as bifurcagdes supercritica e
subcritica de forquilha exibem regimes diferentes, o que requer propostas de FHG diferentes.

1/a

Assim, para m > mc, estabelece-se A = m ™"/, e param < mc, tem-se A = |m|_1/“. Seguindo

essa premissa, a FHG pode ser reescrita de duas formas distintas

I(s,m)=m'"T (s m~b/a, 1) =m!/°F, (s m’b/“) m > mc, (4.19)
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I(s,m) = (—m)"I (s(—m)_b/a, 1) = (—m)YeF_ (s(—m)_b/“) m < mc, (4.20)

onde F', e F_ sdo fungdes diferentes e bem-comportadas de s e m. Com base nestes pressupostos,
¢é possivel, agora, determinar expoentes criticos para ambos os casos da bifurcacdo de forqui-
lha. Entretanto, como esta ultima exibe duas configuracdes distintas, convém as analisarmos

separadamente.

Por conseguinte, para uma melhor apreciacio dos resultados provenientes do formalismo
de escala para os modelos de bifurcacdes de forquilha, organiza-se esta andlise, investigando-se,

primeiramente, a curvatura R para o caso subcritico e, em seguida, para o caso supercritico.

Na bifurcacao subcritica de forquilha, onde m > mc e v = —1, temos,

o mr (g =) (=§)
fenomenoldgica — 2(1 _ I/)(2 _ V)F+(S*mu)’

m > me, 4.21)

em virtude da equacgdo (4.19) e das equagdes (3.41)-(3.50) do capitulo 2.

Deve ser observado que a expressdao da curvatura fenomenoldgica para a bifurcacdo
subcritica de forquilha é andloga a equacao (3.51) determinada anteriormente. Nesse sentido,
observa-se, para m — mc = 0, quée Renomenolsgica — +00. Assim, € possivel concluir que § > v

nesse regime.

Comparando a equagdo (4.17) com a equacdo (4.21), vemos que ¥ = —1, o que se
mostra como um achado revelador na compreensao das bifurcacdes de forquilha. O expoente v
determinado acima € o andlogo ao encontrado no estudo de transi¢des de fase de segunda ordem
para o modelo bidimensional de Ising (JANKE; JOHNSTON; KENNA, 2004; SRIVASTAVA;
ASHOK, 2005).

Por conseguinte, a divergéncia de R para esse modelo no regime em que m > mc, revela

que a bifurcacdo subcritica de forquilha representa uma transi¢do fisica suave no espago de

parametros.
Substituindo ¥ = —1 na equacdo (4.21), obtemos
m =3¢ (€ +3)
Rfenomenolégica = =7~ - 4.22
f 16 12F (s*mY) ( )
Considerando a equacdo (4.17) para v = —1 e comparando-a com a equacgao (4.22),

vemos a partir das relagdes de escala, equacdo (3.45), que?

—3++33 9—+/33 5++/33
52 2 ) C: 4 ’ W= 4 :

De forma correlata ao disposto no capitulo 2, o denominador da equacdo (4.21) é positivo e diferente de zero. A
positividade desse termo nio é condicdo suficiente para garantir que v < 1 ou v > 1, pois I} também pode ser
positivo ou negativo. Apesar da dualidade de F;, os resultados obtidos para este caso, em conformidade com os
demais discutidos acima, sugerem que F', deve ser positivo, ou seja, F. ~ 1 no regime de m > mc, uma vez
que valores negativos para F; conduzem a expoentes imagindrios.

2
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Os expoentes criticos determinados para a bifurcacdo subcritica de forquilha podem ser

usados para definir a classe de universalidade dessa bifurcagdo.

Tendo investigado o caso subcritico e determinado os expoentes criticos, prossegue-se
agora para a andlise da bifurcacdo supercritica de forquilha, na qual m < m¢ e v = 1. Para este

caso, a expressao da curvatura R nos leva a

_ (O Hr —2)(—m)?
Rfenomenolégica = 2(1 — V)(2 — l/)F_ (s*m“) ,  m < mc (4.23)

em virtude da equacao (4.20).

Avaliando a equacdo (4.23) em v = —1, temos
m=3E(§+3)
R enomenolégica — . 4.24
f log 12F_(s*m%) (424)

Comparando a equagdo (4.24) com a equacao (4.17), obtém-se 0os mesmos expoentes
criticos encontrados para a equagdo (4.19), ao considerar F_ ~ —1. Caso contrério, /. > 0
produz expoentes criticos imagindrios no regime de m < mc. Consequentemente, € possivel
inferir que o conjunto (v, &, (,w), define a classe de universalidade para ambas as bifurcagoes

subcritica e supercritica de forquilha.

Em resumo, os resultados aqui obtidos permitem concluir que ndo é apenas possivel
aplicar o formalismo geométrico de Fisher para englobar bifurcacdes de forquilha, mas também se
pode obter informacdes profundas ndo discutidas anteriormente para modelos de bifurcacdes na
dindmica nao linear. Enfim, pode-se afirmar que os resultados encontrados se aliam aos objetivos
do problema de pesquisa proposto, bem como, estdo em conformidade com os resultados
e as interpretacoes de estudos anteriores (SILVA; VIEIRA; LEONEL, 2021; JANYSZEK;
MRUGALA, 1989b; JANYSZEK, 1990).

4.5 Bifurcacoes globais

Nesta se¢do, aplicaremos os resultados de nosso método para estudar apenas o comporta-
mento, condi¢cdes de estabilidade, curvatura R e o caréter de bifurca¢des homoclinicas presentes
em um sistema correlato ao do oscilador de Duffing. O emprego do formalismo de escala no

estudo de bifurcagdes globais serd discutido em trabalhos futuros sob a perspectiva da TGB.

O procedimento empregado nesta secdo € completamente andlogo ao considerado ante-
riormente no estudo de bifurcagdes locais. Logo, podemos organizar esta secao da maneira a
seguir. Primeiro, nds introduzimos a equacao diferencial e o modelo de sistema dindmico que
consiste de uma versao modificada do oscilador de Duffing. Segundo, focaremos em condi¢des
de estabilidade. Aqui, se obtém primeiramente o tensor métrico de Fisher através do cdlculo das
derivadas de fun¢des ndo lineares ®;. A estabilidade global € analisada através do critério de

Sylvester . Nossa tarefa, neste primeiro momento, consistird de interpretar a distancia quadratica
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local (d¢?) para verificar se os determinantes A; sdo ou nio positivo-definidos. Finalmente, nés

interpretamos os diagramas da curvatura escalar com interesse especial na divergéncia de R.

4.6 O oscilador de Duffing

O modelo sob o qual nds iremos basear nossas consideracoes é da equacao de Duffing,
que descreve a dindmica de um curioso® oscilador composto de uma tira metalica com eletrofmas
do tipo CA (STROGATZ, 2014; CELIKOVSKY; ZELINKA, 2010; MONTEIRO, 2006). O
modelo deve ser considerado apenas como sugestivo, mas conduz a uma compreensao qualitativa
dos fendmenos das bifurcacdes homoclinicas (MONTEIRO, 2006; SARMAH et al., 2016).

Na dinamica nao linear, as equagdes

ds
B = 7d71 = (51,52) = 82,
(4.25)
dss 3 2
62 — E = oy (51732) =581 — S —|—€(m52+8182) s

representam o modelo matematico do oscilador de Duffing, onde m € o parametro de controle; e,
um parametro de perturbacgdo fixo. Portanto, nds podemos escrever que a equacio de Duffing
mencionada acima possui apenas trés parametros variantes: si, So € m. Devemos observar que
esse modelo apresenta um bifurcagcdo global homoclinica quando a perturbacgdo € da Eq. (4.25)
é zero (MONTEIRO, 2006; SARMAH et al., 2016). Bifurca¢des homoclinicas*, contudo, ndo
podem ser detectados pela TCB. Portanto, o estudo dessa classe particular de bifurcagdes é
geralmente estabelecida através de métodos aproximativos, e.g. balanco harmonico, método de
Melnikov, além, € claro, de simula¢cdes numéricas (MONTEIRO, 2006; CUESTA; OLLERO,
2005).

Todavia, mostraremos que € possivel estudar o fendmeno de bifurcagdes globais do
modelo matemaético acima ao empregar nossa abordagem da geometria de informacao. Mais
especificamente, a questdo que se coloca aqui € se a informagdo de Fisher pode ou nédo ser

aplicada para explorar aspectos criticos dessas bifurcagdes.

Tendo isso dito, por meio das Egs. (3.60)-(3.62) e Eq. (4.25), n6s temos

dr* =2 (1 — 357 + 281826>2 (dsy)” + (2 + 2€ (3% + m)Q) (dsy)® + 252€2 (dm)?

3 A razdo pelo qual o autor deste trabalho considera o presente sistema curioso, jaz no fato de que um oscilador

trivial leva o sistema a exibir um comportamento nao-trivial, complexo e, ainda, cujos métodos tradicionais ou
padronizados mostram pouca ou nenhuma solucao.

Bifurcag¢des homoclinicas pertecem a classe de bifurcagdes globais, em que um ciclo-limite colide com um
ponto de sela. Mais precisamente, tais bifurca¢des sdo principalmente observadas quando estruturas invariantes
colidem-se umas as outras, por exemplo: variedades invariantes e atratores cadticos, conduzindo a destrui¢@o
de atratores caéticos. Nesse cendrio, a destrui¢dio causa uma modifica¢do considerdvel na topologia global do
sistema, que, infelizmente, ndo pode ser estudada pela TCB, isto é, a andlise da estabilidade local. Para maiores
detalhes, recomendamos a leitura das seguintes referéncias: (WEBER, 2021; LEONEL, 2016; ZHONG, 2006).
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que denota uma métrica invariante e positiva-definida. Com foco em investigar bifurcagdes
globais em mente, nds ndo podemos definir a métrica nas vizinhancgas de estados de referéncia.

Do contrario, a métrica riemanniana nos levaria a uma curvatura nula.

Para o presente modelo, a estabilidade global requer

Ay = Gy >0,
G 0
A, = 0” o | 0,
2 (4.26)
Gii 0 0
Az = 0 Gop 01|>0.
0 0 Gss
Calculando-os diretamente, temos
2
A =2 (1 — 352+ 231326) : (4.27)
Ay = <2 + 262 (s% + m)2> <2 (1 — 357 + 251826)2) , (4.28)
Ag = (253 ) (2 +26 (53 + m)2> (2 (1-3s2+ 231326)2> , (4.29)

donde podemos observar que A, Ay e Az nunca sio negativos no regime fisico. Com base no
exposto, podemos, entdo, escrever que o sistema dindmico, Eq. (4.25), satisfaz a condi¢do do
critério de Sylvester. Isso nos permite concluir que o oscilador perturbado de Duffing apresenta

estabilidade global no sentido estrutural.

No entanto, € importante reconhecer que a equagdo nao perturbada de Duffing viola
a desigualdade de Eq. (4.29), ja que A3 = 0 para ¢ = 0. Esse resultado revela-se como um
importante achado na compreensao de bifurcagdes homoclinicas no contexto da estabilidade
estrutural. O resultado encontrado acima, nos permite concluir que a versdo nao perturbada do
oscilador ndo apresenta estabilidade global. Isso estd em plena conformidade com o teorema de
Peixoto (MONTEIRO, 2006; PEIXOTO, 1962), que estabelece que bifurca¢des homoclinicas
e heteroclinicas sdo ambas estruturalmente instdveis, com base na andlise de seus respectivos

retratos de fases.

Para concluir, encerramos esta se¢do enfatizando que a TGB mostra-se como uma
abordagem alternativa para investigar instincias de estabilidade estrutural de bifurcacdes globais

sem considerar métodos aproximativos ou solu¢des numéricas.

Tendo discutido a andlise global da estabilidade no sentido estrutural, nds agora nos

dedicaremos ao estudo da curvatura R. Pelas Egs. (3.63)-(3.64), encontramos
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Figura 5 — (Cores online) Comportamento da curvatura R como fungdo de s; e sy para variacdes
de (s1, s2, m) na configuragdo nao-perturbada do oscilador de Duffing (¢ = 0). Aqui,
a cor vermelha representa estabilidade. Avaliacdes de R com a Eq. (4.30) mostram
que a curvatura escalar diverge em (s7, s5, m*) = (jzl/\/g, 0, —1/3). Aqui, R é real
e positivo no regime fisico. Isso nos permite concluir que o oscilador de Duffing tem
novamente um ganho de estabilidade local estrutural quando o sistema aproxima-se
do ponto critico. Analogamente aos casos das bifurcagdes sela-né e transcritica, o
sistema tem uma transi¢do do tipo I.

R = ¢(sq, 32)_1[ (1 + 51 (4826 + 51 (—6 + 957 — 125159€ + 88%62)>) (1 — 357 + 281826)

2
+285¢ (1 + € (sf + m) ) (31 + 957 — 9stsoe + 52 (—6 + 4S%E2> + some + s3s2€ (5 + em)) ],
(4.30)

em que
2
b(s1, 89) = [sg (1-3s7+ 231326)3 (1 +é (s + m)2> ] . 4.31)

A métrica de Fisher nos leva a uma expressdo para a curvatura escalar em termos das
derivadas de ®;. Do conhecimento de R, estudaremos o comportamento divergente desse € o

carater das transi¢des associadas com bifurcacdes homoclinicas.

Porém, nds devemos reconhecer que Eq. (4.25) se comporta diferentemente a depender
do carater da perturbacgdo ¢. Isto é, o oscilador de Duffing pode assumir duas configuracdes:
ndo-perturbada, quando € = 0 e perturbada, quando € > 1. Por conseguinte, devemos interpretar

ambos 0s casos separadamente.

A Figura 5 exibe o comportamento de R para a configuracdao nao-perturbada (¢ = 0).
Como pode ser observado,a Eq. (4.30) € uniformemente positiva € aumenta longo de dominio.
Consequentemente, nds podemos inferir que a estabilidade estrutural € predominante no regime

fisico.
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Outra observagdo no que diz respeito ao oscilador ndo-perturbado € a divergéncia de R e
conexao dessa com o fendmeno de bifurcacdes. Conforme provado anteriormente, R diverge nas
singularidades de sistemas dindmicos, que aparecem nos pontos de bifurcacdo. Na figura 5, pode
ser claramente observado que R diverge nas vizihancas da origem. Para encontrar o ponto de
bifurcacdo, o denominador de R deve ser zero. Portanto, ndo € dificil verificar que R diverge

para infinito positivo, quando

2 2 3 2 (.2 2
$(s1,52) = (53 (1= 357 + 25150€) (1 +é (st +m) =0, (4.32)
em que se torna evidente que

R — +oo conforme p° (s],sh,m*) — (:I:l/\/g,O, —1/3) )

O procedimento adotado acima para encontrar os pontos singulares de R ndo € uma ideia
nova. Essa abordagem j4 foi considerada ao estudar aspectos criticos do modelo de Kagome-Ising
no contexto da geometria termodinamica (MIRZA; TALAEI, 2013).

Todavia, precisamos enfatizar que quando € = 0, o sistema dindmico, Eq. (4.25), exibe
uma bifurca¢do homoclinica no retrato de fases (MONTEIRO, 2006; SARMAH et al., 2016).
Consequentemente, esse fato surpreendende nos ensina que o comportamento divergente de
R marca o fendmeno de bifurcagdes homoclinicas, onde (s}, s3, m*) = (:I:l /V/3,0,—1/ 3)

representa o ponto de bifurcacao.

Além disso, o resultado nos mostra que bifurcagdes homoclinicas representam transi¢oes
suaves de tipo I no espago de parametros quando ¢ = (. As observacdes obtidas através do
diagramas de R para bifurcacdes homoclinicas concordam muito bem com os resultados de
estudos ndo lineares obtidos através de métodos aproximativos (MONTEIRO, 2006; SARMAH et

al., 2016). Mais ainda, isso mostra uma evidéncia clara em favor da validade de nossa abordagem.

Tendo discutido a configuracdo ndo-perturbada do oscilador de Duffing, nés agora nos

dedicaremos ao estudo da curvatura R quando a perturbacdo é grande’ , isto €, € > 1.

O diagrama-R do oscilador de Duffing € mostrado na figura 6, em que podemos observar
que a curvatura escalar é uma fungdo negativa na regido —oo < s; < —1/3. Isso indica,
localmente, que o sistema perde estabilidade estrutural nas vizinhancas do ponto critico. Por
outro lado, a curvatura é positiva na regido —1/3 < s; < +o0. Portanto, podemos inferir que ha

um ganho de estabilidade estrutural local no regime fisico.

Pode-se observar ainda que R tem uma descontinuidade na vizinhanga do ponto critico
(s7,s5,m") = (il/\/§, 0, —1/3). Logo, podemos concluir que o diagrama-R do oscilador
em sua forma perturbada exibe uma transi¢do de fase do tipo II que termina em um ponto de
bifurcacdo isolado de uma transi¢do de fase do tipo I. Esse tipo particular de transi¢do ja foi

observado no estudo de fendmenos criticos de estruturas nucleares (CASTEN, 2004).
5

No modelo original de Duffing, perturbagdes na ordem de € ~ 1 ja sdo consideradas elevadas. Assim, aqui
daremos um passo além, ja que consideraremos perturbagcdes maiores do que 2.



Capitulo 4. Resultados e discussées para bifurcagées locais e globais 59
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Figura 6 — (Cores online) Comportamento da curvatura R como func¢do de s; e s, para vari-
agoes de (s1, $2, m) na configura¢do perturbada do oscilador de Duffing. Deve ser
observado que a cor vermelha representa estabilidade, enquanto que a cor azul refere-
se a instabilidade. Para perturbagdes suficientemente elevadas (e > 1), avaliacdes
com a Eq. (4.30) mostram que a curvatura € regular no regime fisico, exceto em
(s}, 85, m") = (il /3,0, -1/ 3), onde a curvatura diverge. R é majoritariamente
positiva, o que nos permite inferir que a estabilidade estrutural € predominante. A
curvatura R apresenta assinaturas de transi¢des de fase do tipo I e do tipo II.

Portanto, essas andlises revelam dois tipos diferentes de transicdes de fase para bi-
furca¢des homoclinicas. Para a configuracdo ndo-perturbada (¢ = 0), o oscilador de Duffing
apresenta uma divergéncia de R. Essa denota uma transi¢ao de fase do tipo 1. Por outro lado,
na configuragdo perturbada, a curvatura R muda de sinal e diverge nas vizinhangas do estado
(s7,s5,m") = (il/\/g, 0, —1/3), o que reflete a uma transicao de fase do tipo II.

Dessa maneira, com base nos resultados apresentados acima, podemos escrever que esten-
demos nossa abordagem geométrica para investigar bifurca¢des ndo triviais no contexto da TCB.
Mais precisamente, estudamos o comportamento, condi¢cdes de estabilidade e a caracterizacao

de bifurca¢des homoclinicas em uma versdao modificada do oscilador de Duffing.
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5 Conclusoes

Neste trabalho, focamos em superar algumas das limitacdes da TCB ao introduzir mé-
todos da geometria de informacgao. Em sua totalidade, uma abordagem geral capaz de abarcar
tanto bifurcagdes locais quanto globais € desafiante. Consequentemente, a adicdo de métodos ge-
ométricos informacionais pode ser visto como uma esperanca quando os métodos convencionais

ou padronizados mostram pouco ou nenhuma solucao.

Ao adotar essa premissa, nds estendemos muitos recursos da geometria de informacgao
para investigar bifurca¢des no contexto de sistema dindmicos. Mais precisamente, investigamos
o comportamento, condicdes de estabilidade e o carater de bifurcacdes através da interpretacao

da métrica de Fisher e da curvatura R.

No presente trabalho, a estabilidade global no sentido estrutural foi investigada para
modelos contrastantes de bifurcacdes. No estudo das bifurcagdes sela-n6 e transcritica, obtivemos
métricas positiva-definidas, o que nos permitiu concluir que ambos os modelos sdo globalmente
estdveis de acordo com o critério de Sylvester. No entanto, na investigacdo de bifurcagdes
de forquilha, observamos condicdes diferentes para a estabilidade global. Na configuragao
supercritica, concluiu-se que o sistema de Eq. (4.13) apresenta estabilidade global na regido
0 < m < +o0, uma vez que ambos os determinantes A; e A, sdo positivos no regime fisico.
Alternadamente, na configurag¢@o subcritica, inferimos que o sistema possui ambos A; e A,

positivos e, ainda, estabilidade global na regido —oo < m < 0.

Em nossas andlises, outro ponto de interesse foi a interpretacdo da estabilidade local
estrutural através do estudo do sinal de R, bem como, o carécter das transi¢cdes envolvidas em
cada bifurcacdo. A tabela I apresenta de forma resumida o sinal e as divergéncias da curvatura

escalar de bifurcacdes locais e globais.

Tabela 1 — Curvatura R para as bifurcacdes estudadas no trabalho, seguindo a convenc¢ao de sinal
de Weinberg (SILVA; VIEIRA; LEONEL, 2021; RUPPEINER, 2010; WEINBERG,
1972). Aqui, nés fornecemos a dimensao do espago de parametros investigado (), o
sinal de R, a estabilidade local, no sentido estrutural e o tipo de transi¢do associada a
cada bifurcagdo.

Bifurcacgdo r Sinal de R Estabilidade local Tipo
Sela-n6 2 - Instavel I
Transcritica 2 - Instavel I
Forquilha supercritica 2 +/- Estavel/Instavel Iell
Forquilha subcritica 2 —/+ Instavel/Estavel — Iell
homoclinica do oscilador de Duffing nao perturbado 3 + Estavel I
homoclinica do oscilador de Duffing perturbado 3 + Estével Iell
Sela-n6 do modelo de Kuramoto 2D 2 - Instavel I
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Em conformidade com os resultados determinados, as bifurcagdes sela-n6 e transcritica
possuem curvaturas negativas, como pode ser observado na tabela 1. Logo, isso nos permite
concluir que o sistema € localmente estruturalmente instdvel nas vizinhangas do ponto de

bifurcagao.

Além disso, também se torna notdrio o comportamento divergente de R para essas
bifurcagdes. A partir de nossas andlises, encontramos que ambas as bifurcacdes sela-n6 e
transcritica apresentam pontos criticos divergentes , i.e. R — —oo nas vizinhangas do ponto de
bifurcacdo (s&, mc). Esse cardter de transi¢des ocorre quando as singularidades da curvatura
R coincidem com as singularidades dos sistemas dindmicos. Como uma consequéncia natural
disso, podemos ver que as bifurcacdes sela-n6 e transcritica possuem transi¢des de fase do tipo I,

conforme exposto na tabela 1.

Todavia, isso € completamente diferente para bifurcagcdes de forquilha. No caso super-
critico, a curvatura escalar € positiva na regido —oo < m < (. Além disso, R tende a infinito
positivo no ponto critico. Assim, podemos concluir que hd um ganho de estabilidade local
estrutural. Por outro lado, na regido 0 < m < 400, R € negativo e tende a infinito negativo.
Portanto, infere-se que o sistema perde estabilidade nas vizinhang¢as do ponto critico, como

disposto resumidamente na tabela 1.

Na bifurcagdo subcritica de forquilha, nds observamos que R > 0, quando m > 0. O que
reflete a um ganho de estabilidade local estrutural. Por outro lado, quando m < 0, tém-se R < 0,
conforme mostrado na tabela 1. Assim, podemos escrever que o sistema perde estabilidade local

estrutural nas proximidades do ponto critico.

Mais ainda, as andlises dos diagramas-R revelam assinaturas de duas transicoes de
fases distintas para bifurcacdes de forquilha. A primeira transicdo € observada em virtude da
divergéncia de R conforme o sistema se aproxima do ponto critico. Isso indica uma transi¢ao
de fase do tipo I. A segunda transicdo ocorre, por sua vez, devido as mudangas no sinal de R.
Logo, isso denota uma transi¢do de fase do tipo II ou uma transicao de fase de primeira ordem,

conforme a classificagdo de Ehrenfest.

Finalmente, como resultado da generaliza¢do de nosso método geométrico da TGB para
sistemas bidimensionais, bifurcagdes homoclinicas puderam ser investigadas no contexto da

geometria de informacao.

Bifurcagdes homoclinicas pertencem a familia de bifurcacdes globais que ndo podem ser
investigadas através da TCB. Geralmente, andlises de bifurcacdes homoclinicas sdo realizadas
através de simulagdes numéricas ou métodos globais aproximativos. Em virtude do fato da
TCB falhar em propiciar uma descri¢do completa de bifurcagdes homoclinicas e dos métodos
ndo lineares padronizados apresentarem limita¢des, nossa formulacao mostrou-se como uma

abordagem alternativa para investigar esse problema.

No contexto da geometria de informagao, nds observamos diferentes condi¢des para
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a estabilidade global do oscilador de Duffing. Na configuracdo perturbada, concluiu-se que
o sistema satisfaz as condi¢Oes necessdrias e suficientes para assegurar a estabilidade global
de acordo com o critério de Sylvester. Porém, a equac¢ao ndo perturbada de Duffing viola a
desigualdade da Eq. (4.29), visto que A3 = 0 para ¢ = 0. Portanto, podemos concluir que
o oscilador nao-perturbado ndo apresenta estabilidade global, o que concorda com o teorema
de Peixoto. Esse resultado representa um importante achado na compreensao de bifurcagdes
homoclinicas, porque mostra que a abordagem geométrica fornece um modo alternativo de

estabelecer condicdes de estabilidade para bifurcagdes globais.

Outro ponto de notdrio interesse jaz na interpretacdo do comportamento divergente de R.
Na configuracio ndo-perturbada, a curvatura R é uniformemente positiva e aumenta ao longo de
todo o dominio, em que R — 400 no ponto de bifurcagio (s%, s5) = (+1/+/3,0). Portanto, esse
fato marcante mostra que bifurcacdes homoclinicas representam transicdes suaves de tipo I no

espaco de parametros, quando € — 0, conforme exposto na tabela 1.

A andlise dos diagramas de R para o oscilador perturbado mostraram assinaturas de
dois tipos diferentes de transicdes de fase, como pode ser observado na tabela 1. A primeira
ocorre devido a divergéncia de R, quando o sistema aproxima-se do ponto critico. Isso indica
uma transi¢ao de fase do tipo I. A segunda torna-se evidente dado o fato de R apresentar um
comportamento divergente e mudar de sinal nas vizinhang¢as do ponto de bifurcacdo, o que

denota uma transi¢do de fase do tipo 11

Uma observagdo adicional sobre o oscilador Duffing consiste no ponto critico (s7, s5) =
(£1/4/3,0) e o respectivo valor de bifurcagdo m* = Muomoctinico = — 1/3. Em sua totalidade, ndo
€ possivel determinar analiticamente nem o ponto de bifurcacdo nem os valores dos parametros
em que uma bifurcagdo homoclinica ocorre. Nesse cendrio, pontos de bifurcacdo podem apenas
ser estimados usando o método de Melnikov. Embora esse método seja uma técnica universal para
estudar bifurcacdes globais, seu uso pratico ainda apresenta dificuldades técnicas e fundamentais
(TSARIN; RYABOV; VARIV, 1996). Além disso, devemos notar que a abordagem de Melnikov
pode apenas fornecer uma andlise razodvel do comportamento global quando a perturbacgao é
muito pequena ou proxima de zero. Para grandes perturbagdes, porém, esse método pode nao
nos ajudar a entender o comportamento global de sistemas nao lineares (TSARIN; RYABOV;
VARIV, 1996; LUO, 2008).

Com base nisso, torna-se evidente que nossa abordagem expande o estado da arte, pois
os métodos determinados aqui permitem localizar analiticamente o ponto de bifurcagdo e o valor

do parametro de bifurcagdes homoclinicas.

Finalmente, na base da tabela, n6s temos 0 modelo bidimensional de Kuramoto, que
consiste no modelo mais bem-sucedido usado para estudar e investigar o fendmeno de sincroni-
zacdo (SILVA; VIEIRA; LEONEL, 2021; BASNARKOV; URUMOV, 2007; BASNARKOV;
URUMOV, 2018; HSIA; JUNG; KWON, 2019).
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Apesar de ndo ter sido investigado aqui, o sinal e o comportamento divergente de R para
o modelo de Kuramoto foi realizado recentemente pelo autor da presente tese (SILVA; VIEIRA;
LEONEL, 2021). Primeiramente, o estudo dos diagramas R revelou que uma curvatura escalar
constante marca a sincronizacao de dois osciladores interagentes. Em segundo lugar, o estudo
também permitiu mostrar que o regime de incoeréncia € caracterizado por R — 0. Finalmente, o
sinal de R mostrou-se sempre negativo com R — oo nas vizinhangas do ponto de bifurcagao.
Logo, é possivel concluir que o sistema bidimensional de Kuramoto € localmente estruturalmente

instavel de acordo com a TGB.

Em sua totalidade, porém, devemos reconhecer que a estrutura métrica riemanniana do
espaco de parametros tem algumas peculiaridades para sistemas bidimensionais. Enfatizaremos

algumas delas aqui.

Primeiro, a determina¢do da curvatura R torna-se uma tarefa desafiadora, uma vez que
a obtenc¢do dos simbolos de Christoffel, do tensor de curvatura e da curvatura escalar nao sao
triviais.

Segundo, se permitirmos um ou dois dos parametros s;, s2, ou m variarem mais lenta-
mente quando comparado aos demais, de tal maneira que possamos resguardar um desses como
fixos, entdo a geometria de Fisher pode ser investigada. Mas, tal possibilidade nos permitiria
analisar um determinado sistema de sete formas diferentes com um, dois ou trés parametros
independentes. O estudo da métrica riemanniana na forma delineada acima ndo se trata de uma

ideia nova aqui. Isso ja foi considerado ao investigar a estabilidade e flutuagdes da termodinamica
de buracos negros (RUPPEINER, 2008; RUPPEINER, 2007).

Finalmente, também analisaram-se os fend0menos criticos das classes dos modelos de
bifurcacdes sela-no, trancritica, forquilha supercritica e forquilha subcritica, de acordo com o

formalismo de escala.

Como as derivadas de ordem superior e, consequentemente, os termos que compdem a
métrica mostram-se independentes da varidvel (3, foi possivel estabelecer como hipétese que
a distribuicao de probabilidades pode ser interpretada como uma FHG, nas vizinhancas da

criticalidade.

Por conseguinte, suposi¢des usuais de escala permitiram determinar expoentes criticos
diferentes que se relacionam entre si através de trés novas leis de escala. Os quatro expoentes
encontrados, a saber, (v, £, (,w), definem a classe de universalidade das bifurcagdes locais. Vale
destacar ainda que a presente abordagem permitiu investigar tanto os casos subcriticos quanto os
supercriticos da bifurcacao de forquilha, o que representa uma expansao do estado da arte do
formalismo de escala no contexto de bifurcacdes, visto que abordagens anteriores resguardam-se

apenas a casos supercriticos, veja (LEONEL, 2016) e as referéncias desse.

A luz do exposto, podemos entido concluir que estendemos com sucesso 0os métodos

geométricos da teoria de informagao para investigar bifurcagdes no contexto da dindmica nao
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linear. Como resultado, foi possivel adicionar uma nova possibilidade tedrico-geométrica através
do qual permitiu expandir o estado da arte de distintos modelos de bifurcagdes locais e globais.
Nao obstante, os resultados obtidos aqui concordam precisamente com aqueles obtidos por

outros autores, hd algum tempo, por outros métodos e em contextos um tanto diferentes.

Os métodos da fisica-matemética empregados neste trabalho sdo bem-compreendidos, e
€ uma questao de aplicacdo das técnicas apresentadas aqui a circunstancias um tanto novas no

contexto de sistemas complexos, bem como, da dindmica nao linear.
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6 Perspectivas da teoria geomeétrica de
bifurcagoes

Nesta secao, eu quero discutir brevemente sobre um possivel caminho para o futuro
desenvolvimento da TGB, que consiste no estudo de ciclos-limite e, consequentemente, a
resolugdo do problema da topologia de curvas algébricas e superficies, que acredito que possa

ser frutifero.

Em 8 de agosto de 1900, o célebre matemético David Hilbert apresentou uma lista mag-
nifica de problemas no segundo congresso internacional de matematicos em Paris. Atualmente,
muitos dos problemas apresentados por Hilbert ja foram resolvidos, mas, ainda existe um que
permanece sem solucdo. O seguinte problema elementar, mas ainda ndo totalmente resolvido, é

conhecido como décimo sexto problema de Hilbert:

Desejo apresentar uma questdo que, a meu ver, pode ser atacada pelo mesmo método
de variacdes continuas de coeficientes, e cuja resposta é de valor correspondente
para a topologia de familias de curvas definidas por equagdes diferenciais. Esta € a
questdao do nimero maximo e das posi¢des relativas dos ciclos-limite de Poincaré
para uma equacdo diferencial de primeira ordem e grau da forma

dy Y

de X’
onde X e Y sdo fun¢des integrais racionais de grau n em x e y. (HILBERT, 2000).

Em outras palavras, a questdo levantada por Hilbert questiona o que pode ser dito sobre o nimero
méximo e a localiza¢do de ciclos-limite de sistemas polinomiais planares de grau n. Um ciclo-
limite consiste de uma trajetéria fechada e isolada no espacgo de fase de um sistema autdbnomo de
equacoes diferenciais ordindrias (ZOLAEK; HENRYK; MURILLO, 2022; MONTEIRO, 2006;
ROBINSON, 2012; JORDAN; SMITH, 2007).

Apesar da aparente simplicidade do problema, as previsdes a acerca do nimero e da
posicao de tais trajetdrias periddicas sob a perspectiva da TCB foram hd muito desacreditadas em
vista da natureza dos resultados contraditdrios de investigacdes anteriores. Isto €, vdrias tentativas
foram feitas ao longo da histéria, mas todos esses esfor¢os foram infrutiferos, seja falhando no
propdsito declarado, seja por falta de consisténcia. A falha em resolver o décimo sexto problema
de Hilbert sob 6tica da TCB pode ser atribuida apenas a uma deficiéncia essencial da teoria atual
e dos métodos padronizados para estudar ciclos-limite, em vez de uma aplicacdo defeituosa de
tais métodos. Assim, a falta de métodos efetivos para o estudo dos ciclos-limite indica que uma

revisdo da teoria convencional de bifurcagdes € realmente necessaria.
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Apesar da natureza dos resultados contraditérios na compreensao do décimo sexto pro-
blema de Hilbert, tém sido apontado que o desenvolvimento de uma teoria invariante juntamente
com métodos algébricos e geométricos pode contribuir para a solucdo completa de problemas
ainda em aberto na teoria qualitativa de equacdes diferenciais (GAIKO, 2008; SCHLOMIUK,
1993).

De certo modo, esse objetivo foi alcangado através do desenvolvimento de nossa forma-
lucdo geométrica da TGB, uma vez que a nova teoria de bifurcacdes desenvolvida nesta tese é
claramente superior a TCB original em essencialmente cinco aspectos. Primeiro, permite abordar

condic¢des de estabilidade tanto locais quanto globais de sistemas dinamicos.

Segundo, a abordagem da TGB € invariante a transformag¢des de coordenadas, ja que a
curvatura escalar € um invariante geométrico. Esse fato, portanto, nos permite escrever que o
estudo de sistemas descritos por equacdes diferenciais dispensa o emprego de transformacdes de

coordenadas na TGB.

Terceiro, a TGB concorda com teoria moderna de fendmenos criticos, na qual € possivel
propor hipéteses de escala, derivar expoentes criticos e estabelecer classes de universalidade

para sistemas dindmicos, visto que a TGB também envolve o formalismo de escala.

Quarto, apesar de constituir de uma nova abordagem, a TGB envolve caracteristicas
essenciais da TCB de tal modo a permitir também investigar bifurcacdes locais sem a introdugao

de novos conceitos fundamentalmente.

Por fim, uma vez que a TGB constitui de uma nova abordagem cujos métodos nao sao
comummente usados na dinamica nao linear, esta formulacdo geométrica fornece uma maneira
alternativa de investigar problemas onde os métodos ndo lineares e convencionais apresentam
limita¢des. Em conformidade com o ultimo ponto, demonstramos que a TGB permite investigar
bifurca¢des homoclinicas de sistemas com perturbacdes elevadas e, ainda, determinar o ponto de

bifurcacdo de forma totalmente analitica e sem a necessidade de métodos aproximativos.

Com base no exposto, a pergunta fundamental que podemos fazer naturalmente agora
¢é se a TGB pode fornecer inequivocamente o niimero maximo e a posicao de ciclos-limite de

sistemas dinamicos no contexto de equagdes diferenciais.

O estudo de trajetdrias periddicas e ciclos-limite em sistemas dindmicos € de grande
importancia ndo s6 por suas extensdes, mas também na interpretacdo de resultados praticos,
que sdo interessantes teoricamente e certamente relevantes experimentalmente. Por conseguinte,
devido ao fato de ciclos-limite serem dificeis de localizar e estudar, a aplicacdo de novos métodos
geométricos pode langar uma nova luz em seu estudo, particularmente onde os métodos comuns

fornecem pouca ou nenhuma solugao.

Um artigo com os detalhes da TGB desenvolvida nesta tese e as aplicagdes dessa teoria

no décimo sexto problema de Hilbert estd em curso de preparacao.
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