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RESUMO 

 

Este trabalho apresenta o projeto do regulador linear quadrático (LQR – do inglês Linear 

Quadratic Regulator) para atenuar vibrações em estruturas mecânicas. Estas estruturas, com 

atuadores e sensores acoplados, são denominadas estruturas inteligentes. Os projetos de 

controladores ativos são resolvidos utilizando desigualdades matriciais lineares (LMIs – do 

inglês Linear Matrix Inequalities). Assim, é possível projetar controladores robustos 

considerando incertezas paramétricas na planta a ser controlada. São utilizados atuadores e 

sensores piezelétricos (PZTs) para aplicações em estruturas flexíveis dos tipos vigas e placas 

e, também, atuadores de pilha para aplicações em estruturas do tipo treliça.  O problema do 

posicionamento ótimo dos atuadores e sensores piezelétricos também é resolvido utilizando as 

normas de sistemas H2, H�, Hankel e as matrizes grammianas de observabilidade e 

controlabilidade. O modelo matemático da estrutura inteligente é obtido a partir do Método 

dos Elementos Finitos e, também, utilizando o Método de Identificação de Subespaços através 

de dados experimentais. O problema de posicionamento ótimo dos atuadores e sensores e o 

controle ativo de vibração são apresentados em simulações numéricas e experimentais. Os 

resultados mostram que os controladores robustos aumentam o amortecimento estrutural 

minimizando as amplitudes de vibração. 

 

Palavras-chave: Controle Ativo de Vibrações, Estruturas Inteligentes, Controladores 

Robustos, Posicionamento Ótimo, Atuadores e Sensores Piezelétricos. 
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ABSTRACT 

 

This work presents the Linear Quadratic Regulator design to vibration attenuation in 

mechanical structures. These structures are named Smart Structures because they use 

actuators and sensors electromechanically coupled. Active controller designs are solved using 

Linear Matrix Inequalities. So, it is possible to consider polytopic uncertainties. Piezoelectric 

actuators and sensors are used for applications in flexible structures as beams and plates and, 

also, stack actuators for applications in truss structures.  Optimal placement problem of 

piezoelectric actuators and sensors also solved using H2, H�, Hankel system norms and 

controllability and observability grammian matrices. The mathematical model of the smart 

structure is obtained through Finite Element Method and, also, through Numerical State Space 

of Subspace System Identification (Subspace Method) by experimental data. The optimal 

placement of actuator and sensor and the active vibration control is numerically and 

experimentally implemented. Results show that the robust controllers increase the structural 

damping minimizing magnitude of vibrations. 

 

Keywords: Active Vibration Control, Smart Structures, Robust Controllers, Optimal 

Placement, Piezoelectric Actuators and Sensors. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

Atualmente, diversas pesquisas de engenharia são voltadas para o desenvolvimento de 

técnicas de controle ativo de vibrações (AVC – do inglês Active Vibration Control) 

juntamente com a aplicação de uma nova classe de materiais com propriedades 

eletromecânicas específicas. Estas pesquisas são impulsionadas pela necessidade de estruturas 

leves e sistemas com altos desempenhos, gerando menores custos operacionais e aumentando 

os lucros. Algumas destas pesquisas têm causado profundo impacto nas aplicações 

aeroespaciais e em robótica (LIU; ZHANG, 2000). 

As técnicas de controle se dividem em três classes básicas: técnicas passivas, ativas e 

as semi-ativas. Técnicas passivas envolvem aumento de massa estrutural, em geral, 

adicionando materiais visco elásticos como absorvedores de vibrações, e até mesmo barreiras 

mecânicas a propagação sonora, no caso de controle de ruídos (SOUZA, 2003; MATHEU, 

1997). As técnicas de controle ativo de vibração utilizam forças secundárias aplicadas na 

estrutura por um controlador que adquire as informações obtidas por um sensor. Estas forças 

procuram reduzir a vibração estrutural causada por uma fonte de vibração primária, Figura 

1.1. Estes estudos têm recebido contribuições significativas nas últimas décadas, sobretudo, 

dadas aos avanços no processamento digital de sinais. O assunto é amplamente investigado 

em Fuller et al. (1996) e em Hansen e Snyder (1997). Já as técnicas semi-ativas se formam 

através da aplicação das duas anteriores simultaneamente (KARNOPP, 1990). 

 

 

Figura 1.1 – Desenho esquemático de um sistema de controle ativo. 

 

Existem várias técnicas de AVC e, em geral, o sucesso destas técnicas depende de 

diversos fatores, incluindo: o posicionamento dos sensores e atuadores na estrutura; o tipo do 

controlador; o parâmetro que é controlado e o tipo de sensor e atuador usado para medir cada 
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parâmetro. Grande parte da contribuição científica para AVC, nas últimas décadas, é devido 

ao desenvolvimento de algoritmos evolutivos, que a partir dos anos 90 começam a ganhar 

espaço e técnicas de resolução de problemas de controle baseadas em desigualdades 

matriciais lineares (LMIs – do inglês Linear Matrix Inequalities). Esta formulação se 

caracteriza como uma eficiente ferramenta de otimização. Apesar de vantagens consideráveis, 

ainda são poucos os autores que utilizam esta metodologia para o controle estrutural de 

sistemas mecânicos (MOREIRA, 1998; SILVA, 2005; SARRACINI JR., 2006; SARRACINI; SERPA, 

2006). 

O problema de localização ótima de sensores e atuadores é uma importante etapa da 

utilização de uma técnica de controle. Tal problema está na sua configuração geral quando se 

considera a influência de distúrbios externos sobre a estrutura base, além de saídas de 

desempenho (ou saída reguladas). Após a definição do posicionamento dos atuadores e 

sensores em localizações ótimas considerando a configuração geral do problema, se torna 

necessário a aplicação de técnicas de controle para atenuar sinais de vibrações estruturais. 

Existem várias possibilidades de projeto de controle, cada uma com vantagens específicas em 

função da aplicação. 

Neste contexto, o objetivo deste trabalho é utilizar técnicas de controle ativo de 

vibrações estruturais e sensores/atuadores piezelétricos em posições ótimas obtidas através 

das normas de sistemas e matrizes grammianas. É usada uma metodologia de controle via 

realimentação de estados e o ganho do controlador obtido utilizando o Regulador Linear 

Quadrático (LQR – do inglês Linear Quadratic Regulator), cuja equação de Riccati é 

resolvida via LMIs. Os controladores são projetados segundo o enfoque de otimização 

convexa, com requisitos envolvendo LMIs possibilitando se considerar incertezas nos 

parâmetros estruturais. 

 

1.1 CONTROLE ATIVO DE VIBRAÇÕES 

 

Em geral sempre são abordados dois tipos de estratégias de controle: controle de 

alimentação direta ou controle antecipativo (feedforward) e controle por realimentação 

(feedback). A primeira estratégia (feedforward) é um algoritmo de controle simples, mas que 

requer um sinal de referência. O controlador usa este sinal de referência e o erro de saída para 

ajustar continuamente o sinal de controle e minimizar este erro (ANTHONY, 2000). Grande 

parte das técnicas de controle ativo de ruído (ANC – Active Noise Control) envolve esta 

estratégia, onde a meta é o cancelamento deste erro através de um filtro. No entanto, em 
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muitas aplicações práticas o erro é também causado por vibração mecânica. Surgiam assim as 

técnicas de controle ativo de vibração e ruído (ANVC – Active Noise and Vibration Control, 

FULLER et al., 1996). A literatura tem apresentado diversas variantes de técnicas ANVC, 

como por exemplo, o controle acústico estrutural ativo. Nesta técnica somente são atenuados 

os modos naturais com maior eficiência na irradiação de som quando uma estrutura é 

excitada. 

A outra estratégia (feedback) não requer um sinal de referência, mas há limitações no 

desempenho devido às restrições de estabilidade (LEE, 2000). O controle por realimentação é 

particularmente usado para controlar modos individuais em regiões de baixa freqüência, como 

é o caso da maioria das aplicações de controle de estruturas flexíveis. Nestes problemas os 

sistemas devem seguir uma trajetória com alta precisão e tempo curto, como exemplo prático 

tem-se os mecanismos robóticos (VALER, 1999). 

De maneira geral os problemas de controle ativo de vibrações (AVC) com 

realimentação, de estados ou de saída, têm como meta o projeto de um controlador para suprir 

vibrações na região de baixa freqüência. Várias metodologias têm sido utilizadas para projetos 

de controladores para estas aplicações. Inicialmente técnicas de AVC foram projetadas 

considerando apenas sistemas SISO (Single Input-Single Output) e técnicas clássicas de 

controle, como método do lugar das raízes e métodos de resposta em freqüência (OGATA, 

1997).  

Durante muitos anos estas técnicas se mostraram suficientes, porém com a evolução 

das exigências estruturais estas metodologias se tornaram insatisfatórias motivando a 

introdução de técnicas de controle moderno (MEIROVITCH, 1990; OGATA, 1997). Outro grande 

problema encontrado é o fato da maioria dos modelos de estruturas flexíveis serem compostos 

com parâmetros distribuídos, portanto, são necessárias aproximações e truncamentos. Isto 

invariavelmente conduz a erros de modelagem, sobretudo na dinâmica referente aos modos 

residuais, o que pode provocar efeitos nocivos ao sistema. Além disto, variações paramétricas 

também podem prejudicar o sistema e devem ser consideradas no projeto. Isto faz com que 

técnicas de controle robusto mereçam destaque em aplicações de AVC, ainda que muitas 

vezes elas sejam esquecidas, uma vez que o controle por realimentação por si só já dá certo 

grau de robustez ao sistema, mas que nem sempre se mostra suficiente em termos práticos 

(VALER, 1999). 
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1.2 POSICIONAMENTO ÓTIMO DE SENSORES E ATUADORES 

 

Para o controle de vibrações mecânicas, principalmente quando há um grande número 

de posições candidatas, o problema do posicionamento de sensores e atuadores talvez mereça 

a maior atenção. Este posicionamento pode definir a eficiência do controle, pois, em função 

da posição onde são colocados, atuadores e sensores podem comprometer a controlabilidade e 

a observabilidade do sistema, ou exigir altos níveis de energia para se obter o resultado 

esperado. De outro lado, se posicionados em localizações ótimas, o número necessário destes 

dispositivos pode ser reduzido, diminuindo assim o custo de instrumentação, do 

processamento de sinais e da energia necessária para o controle da estrutura. Em geral, a 

localização ótima dos atuadores/sensores surge das seguintes considerações 

(PAPATHEODOROU et al., 1999): 

• Uso de um pequeno número de sensores e atuadores para minimizar o custo de 

instrumentação e processamento de sinais; 

• Obtenção de boas estimativas dos parâmetros modais; 

• Melhora do controle estrutural; 

• Determinar eficientemente as propriedades estruturais e mudá-las para monitorar a 

condição da estrutura; 

• Assegurar a visibilidade de erros no modelo. 

 

O problema de localização ótima de atuadores e sensores para o controle ativo de 

vibrações pode ser estudado usando diferentes métodos de otimização e função objetivo. 

Diversos autores utilizam uma metodologia conhecida como otimização discreto-contínua, 

(PEREIRA, 2003). Nesta metodologia o problema é dividido em dois laços de otimização: um 

externo correspondendo à posição do atuador, sendo caracterizado por um problema de 

otimização discreta e um laço interno correspondendo à otimização do controlador (LOPES JR. 

et al., 2000a). Em geral se utiliza como função objetivo a minimização da energia mecânica 

interna da estrutura e do esforço do controlador. 

Heverly II et al. (2001) usam como técnica de otimização discreta “simulated 

annealing”, que corresponde a um método evolucionário de busca. Nestes casos a maioria dos 

autores trabalham com problemas de otimização restrita, limitando a amplitude do sinal de 

controle. Vários autores seguem esta linha, como Rao et al. (1991) que estudaram otimização 
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discreta utilizando como ferramenta algoritmos genéticos (AG). Furuya e Haftka (1993) 

também usaram AG para encontrar a posição ótima de oito atuadores em uma estrutura com 

1507 posições candidatas. Kirby III et al. (1994) também usam AG para solucionar o 

problema do tamanho e localização ótima de atuadores para controle de multivariáveis. Silva 

e Lopes Jr. (2002) utilizaram esta técnica para otimizar o posicionamento de atuadores em 

uma viga com vinte elementos e discutem a influência da escolha dos parâmetros genéticos 

adotados. Han e Lee (1999) usaram AG para posicionar sensores e atuadores piezelétricos em 

uma placa. Eles analisaram a controlabilidade, observabilidade e o efeito spillover*. Jha e 

Inman (2002) também usam AG para localização da posição ótima de atuadores e sensores 

em um toróide. 

*O efeito da dinâmica residual no sistema controlado, denominado spillover, é o mais 

importante fator de instabilidade do sistema de controle (MOREIRA, 1998). 

Técnicas envolvendo as matrizes gramminas de controlabilidade e observabilidade são 

amplamente utilizadas e disponibilizadas na literatura (LELEU et al., 2001; BRUANT; 

PROSLIER, 2005; PENG et al., 2005).  Entre os vários autores pode-se citar Q. Wang e C. M. 

Wang (2000), que posicionaram um par de atuadores em uma viga encontrando a matriz 

grammiana de controlabilidade para cada posição candidata maximizando um índice que 

envolve a matriz. Carvalhal e Lopes Jr. (2004) calcularam tais matrizes para posicionar 

atuadores/sensores em uma treliça 3D. Brasseur et al. (2004) apresentam o posicionamento de 

uma lâmina piezelétrica para controle acústico baseado na análise da controlabilidade 

grammiana do sistema escrito no espaço de estados em coordenadas modais. Chen e Cao 

(2000) também estudaram o problema do posicionamento ótimo de sensores utilizando esta 

técnica. 

O problema do posicionamento de sensores e atuadores também é resolvido para 

aplicações com mancais magnéticos. Johnson et al. (2003) apresentam o controle de vibrações 

geradas por uma massa desbalanceada em um rotor utilizando mancais magnéticos. O 

trabalho apresenta resultados para três posições de um par de sensores mantendo as posições 

dos mancais e da massa desbalanceada, no entanto, nada é mencionado sobre a localização 

ótima dos sensores. O rotor é representado por uma viga utilizando um modelo analítico de 

linha elástica, escrito em função da freqüência e do modo de vibrar que se deseja controlar. 

Lammering et al. (1994) posicionam atuadores piezelétricos (PZT) em uma treliça 

plana. O método dos elementos finitos é utilizado para o cálculo do modelo matemático e em 

posições escolhidos os elementos estruturais são substituídos por os atuadores, tais elementos 

são denominados “membros ativos”. As posições ótimas dos atuadores são para os elementos 
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que possuem os nós com maiores potenciais elétricos nos seis primeiros modos de vibrar da 

treliça engastada em duas posições. Isto foi possível porque na formulação foi introduzido um 

grau de liberdade de potencial elétrico em cada nó do elemento piezelétrico. 

Também considerando membros ativos, Gao et al. (2004) posicionam atuadores em 

uma treliça plana. Como índice de desempenho dos atuadores, considera-se a máxima 

dissipação de energia de vibração. No modelo de segunda ordem é incluído o efeito do 

potencial elétrico dos membros ativos. 

 

1.2.1 Configuração Geral do Problema de Posicionamento Ótimo 

 

A determinação da localização e do número de atuadores e sensores para finalidade de 

controle e testes modais é um passo extremamente importante, que se não for bem feito pode 

afetar o recebimento de sinais e o próprio controle. O problema de posicionamento de 

sensores/atuadores é caracterizado em sua forma geral quando é considerada a posição de um 

distúrbio externo e saídas reguladas. Poucos autores consideram o problema geral, apesar de 

já discutido em livros textos, como em Gawronski (1998). Segundo Demetriou (2004), o 

distúrbio externo deve ser considerado na formulação sempre que conhecido a priori e, se for 

desconhecido, sua distribuição pode ser suposta e, subseqüentemente, o pior caso deve ser 

considerado. Ainda, para grandes estruturas Gawronski (1997) apresenta que um conjunto de 

atuadores e/ou sensores nas n melhores posições podem eventualmente ser substituído por 

outro conjunto com m dispositivos, onde m < n uma vez que ajustando corretamente o ganho 

de um deles outro pode não ser necessário. Neste caso os sensores/atuadores são chamados de 

altamente correlacionados. Tal análise é realizada através do índice de relacionamento dos 

sensores.  

Yan e Yam (2002) otimizaram o número e a posição de atuadores para controle ativo 

de vibrações em uma treliça espacial analisando a energia do sinal de controle e AGs, 

respectivamente. Os autores mostram que o número de atuadores e suas posições podem 

mudar para diferentes condições iniciais dos distúrbios. Na formulação o amortecimento é 

desprezado e o modelo dinâmico de segunda ordem é escrito em espaço de estados utilizando 

coordenadas físicas. O projeto foi baseado em um controlador LQR. 

Demetriou (2004) mostra que ao se encontrar a posição ótima para o par 

sensor/atuador através de análise dos autovalores da matriz grammiana de controlabilidade ou 

das normas H2 ou H� não necessariamente se obtém robustez espacial, ou seja, se a posição 

do distúrbio mudar, o par ótimo pode deixar de ser nas posições determinadas anteriormente. 
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Por isto, este autor considera os efeitos de distúrbios através da matriz de influência de 

distúrbio. A metodologia é aplicada em uma viga de Euler-Bernoulli bi-engastada com 

modelo dinâmico de segunda ordem, escrito em coordenadas físicas. A estrutura apresentou 

melhores índices de controlabilidade quando se considerou o pior caso do distúrbio integrado 

com o posicionamento ótimo do sensor e do atuador e com o projeto do controlador. 

Moghani (2004) apresenta controle de vibrações em placas flexíveis utilizando 

atuadores PZTs e considerando a variação espaço-temporal de distúrbios. O trabalho é 

dividido em duas partes. Na primeira, o autor analisa o desempenho do controlar LQR para 

cada posição do atuador buscando minimizar os efeitos de distúrbios. Na segunda parte do 

trabalho a posição do distúrbio é desconhecida, com isto também é possível caracterizar os 

casos onde a posição do distúrbio é aleatoriamente variável. Assim, é proposto no trabalho um 

algoritmo que recalcula o índice de desempenho do LQR para cada intervalo de tempo, então, 

após determinado número de iterações, pode-se encontrar a posição mais eficiente para o 

atuador. 

Matrizes grammianas podem também ser utilizadas para obtenção da localização 

ótima de atuadores quando se considera distúrbios externos. Neste caso, se utiliza a matriz 

grammiana de sensibilidade de distúrbio, que inclui o efeito de distúrbios conhecidos a priori. 

Mirza e Niekerk (1999) apresentam tal metodologia posicionando um atuador em uma viga 

bi-engastada e em uma membrana em forma de L. No trabalho são apresentados dois índices 

que envolvem os autovalores e o traço da referida matriz para conhecer o desempenho do 

atuador. Tal matriz é obtida escrevendo o modelo da estrutura com uma realização no espaço 

de estados considerando a matriz de entrada de distúrbio e substituindo o vetor do sinal de 

controle pelo resultado fornecido pelo LQR, ou seja, pelo oposto do ganho do controlador 

multiplicado pelo vetor de estados. Com isto, agrupando os termos semelhantes é possível se 

obter uma matriz dinâmica equivalente e então resolver a equação de Lyapunov encontrando a 

matriz grammiana de sensibilidade de distúrbio. 

Similarmente à proposta de Mirza e Niekerk (1999), é possível se utilizar a matriz 

grammiana de sensibilidade de distúrbio também para posicionamento ótimo de sensores. 

Utilizando uma técnica de controle via realimentação de saídas, onde o vetor de entrada de 

controle é obtido com a multiplicação do ganho de controlador pelo vetor de saída. 

Substituindo o vetor de saída pela matriz de saída multiplicada pelo vetor de estados e, 

substituindo o vetor de entrada de controle na equação completa do espaço de estados 

(entenda por completa a forma em que aparece a matriz de posição e o vetor de distúrbio), se 

obtém uma equação análoga à utilizada por Mirza e Niekerk (1999), no entanto, envolvendo a 
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matriz de saída, que se refere à posição do sensor. Assim, avaliando a matriz grammiana de 

sensibilidade de distúrbio para cada localização candidata à posição do sensor, é possível 

obter o posicionamento ótimo. 

No trabalho atual, são utilizadas normas de sistemas como função objetivo. Panossian 

et al. (1998) mostram uma aplicação prática desta técnica. Os autores localizam quatro 

atuadores e cerca de trezentos e quarenta sensores no modulo Z1 da Estação Espacial 

Internacional (entre mais de 10000 posições candidatas) usando como critério de desempenho 

a norma H2. Na presente proposta foi estudada e implementada uma estratégia para 

localização ótima de atuadores e sensores para controle ativo de vibrações usando como 

função objetivo as normas de sistemas H2, H� e Hankel e as matrizes grammianas de 

observabilidade, controlabilidade e de sensibilidade de distúrbios. 

Apesar de vantagens aparentes destas técnicas, poucos autores têm usado estas 

ferramentas. A técnica é amplamente investigada em Gawronski (1998), porém poucas 

informações são repassadas a respeito de aplicações práticas. 

 

1.3 MATERIAIS PIEZELÉTRICOS 

 

Materiais com propriedades piezelétricas fazem parte dos materiais chamados 

“materiais inteligentes”. São da classe dos dielétricos que, quando submetidos à aplicação de 

um campo elétrico, exibem uma significativa deformação e, inversamente, produzem 

polarização elétrica em resposta a tensões mecânicas. Materiais piezelétricos sintéticos como 

cerâmicas (PZT’s – zirconato titanato de chumbo) e polímeros (PVDF’s – fluorido de 

polivinilideno) podem ser produzidos através de polarização da rede cristalina ou das cadeias 

poliméricas gerando um alinhamento parcial dos dipolos elétricos através da aplicação de um 

intenso campo elétrico a temperaturas elevadas. 

Alguns sólidos, notavelmente certos cristais, têm polarização elétrica permanente. 

Outros cristais se tornam eletricamente polarizados quando sujeitos a uma tensão (Stress). 

Piezeletricidade (literalmente “eletricidade de pressão”) é observada se uma deformação é 

aplicada a um sólido, por exemplo, dobrando, torcendo, ou comprimindo este sólido. O 

quartzo é um material que exibe propriedades piezelétricas. Se um cristal de quartzo for 

comprimido entre dois eletrodos, uma diferença de potencial é notada, reciprocamente, se o 

cristal de quartzo é inserido em um campo elétrico, a tensão elétrica resultante altera suas 

dimensões. A piezeletricidade é responsável pela grande precisão de relógios equipados com 

osciladores de quartzo. Alguns dos exemplos de suas aplicações são os transdutores de 
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pressão, acelerômetros, violões elétricos e vários outros instrumentos musicais para 

transformar vibrações mecânicas em sinais elétricos que são então amplificados e convertidos 

em sons através de amplificadores. 

O surgimento de eletricidade devido ao aquecimento do cristal turmalina já era 

conhecido desde o século XVIII. Em 1824, Brewster observou o efeito em vários tipos de 

cristais, chamando este fenômeno de “piroeletricidade”. Lord Kelvin notou que a 

piroeletricidade era devida à polarização permanente. De acordo com sua teoria, o efeito 

piroelétrico é simplesmente a manifestação do coeficiente de temperatura desta polarização. 

Por isso, este efeito ficou conhecido como a interação entre o sistema elétrico e térmico 

(Ikeda, 1996).  

O efeito piezelétrico foi descoberto em 1880 por Pierre (1859-1906) e Jacques Curie 

(1856-1941). Pierre Curie tinha previamente estudado a relação entre piroeletricidade e cristal 

simétrico. Este estudo levou os irmãos não somente a notar a eletrificação devido à pressão, 

mas também prever em qual direção a pressão deveria ser aplicada e em qual classe de cristal 

o efeito era esperado. O mesmo fenômeno foi encontrado em outros cristais, como os de 

turmalina. Hankel (1839-1873) propôs o nome “piezeletricidade”. Portanto, piezeletricidade é 

a interação entre o sistema elétrico e mecânico (IKEDA, 1996). 

Cerâmicas de PZT estão disponíveis em muitas variações e atualmente são 

amplamente empregadas como atuadores. Abaixo da Temperatura de Curie ou Ponto Curie, 

temperatura para a qual a estrutura do cristal muda de não-simétrica para uma estrutura 

simétrica, expresso em graus Celsius, cristais PZT exibem estrutura tetragonal. Devido a 

permanente assimetria elétrica e mecânica, estes tipos de células unitárias exibem espontânea 

polarização e deformação. Grupos de células unitárias com a mesma orientação de 

polarização e deformação são chamados domínios. Devido à distribuição aleatória da 

orientação destes domínios no material cerâmico, um processo de polarização ferroelétrico é 

necessário para se obter anisotropia macroscópica, associada às propriedades piezelétricas 

(Fig. 1.2). 
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Figura 1.2 – Célula unitária de PZT: (1) Tipo Perovskite Titanato Zirconato de Chumbo 

(PZT), célula unitária no estado de simetria cúbica abaixo da temperatura de Curie; (2) Célula 

unitária distorcida tetragonalmente acima da temperatura de Curie. 

 

Quando submetida a uma temperatura acima da temperatura de Curie, a célula unitária 

do PZT apresenta uma estrutura cúbica isotrópica. Quando resfriada, os domínios modificam, 

mas devido à orientação aleatória, o material não apresenta macroscopicamente propriedades 

piezoelétricas. O arranjo assimétrico dos íons positivos e negativos fornece o comportamento 

permanente de dipolo elétrico para os cristais. Antes do tratamento de polarização, os 

domínios estão orientados aleatoriamente no PZT. Durante a polarização, um intenso campo 

elétrico (acima de 2000 V/mm) é aplicado sobre a piezocerâmica. Com o campo aplicado, o 

material expande ao longo do eixo do campo e contrai na direção perpendicular para que o 

eixo do domínio fique para cima. Quando o campo é removido, os dipolos elétricos ficam 

direcionados, mas não completamente alinhados. O material agora tem uma polarização 

remanescente a qual pode ser degradada pelo excesso dos limites mecânico, térmico ou 

elétrico do material.  

Consequentemente, quando uma tensão elétrica é aplicada no pólo do material 

piezelétrico, os íons da célula unitária são trocados e, adicionalmente, os domínios mudam o 

grau de alinhamento (Fig. 1.3). O resultado é a correspondente mudança de dimensão 

(expansão, contração) do material PZT. Ainda, a tensão mecânica, a deformação, o campo 

elétrico e o deslocamento elétrico, dentro do material piezelétrico, podem ser completamente 
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descritos por um par de equações eletromecânicas, maiores detalhes podem ser obtidos em 

Rocha (2004). 

 

 

Figura 1.3 – Dipolos elétricos nos domínios: (1) cerâmica ferroelétrica não-polarizada; (2) 

durante a polarização e (3) após a polarização (cerâmica piezelétrica). 

 

A polarização destes materiais favorece o acoplamento eletromecânico. Como 

resultado o material se deforma em resposta a um campo elétrico externo, portanto, estando 

capacitado para ser utilizado como atuador (Fig. 1.4a). A capacidade de sensoriamento resulta 

do efeito piezelétrico inverso, segundo o qual a aplicação de deformações mecânicas externas 

ao material provoca rotações dos dipolos inicialmente alinhados, provocando o surgimento de 

uma distribuição de cargas elétricas (Fig. 1.4b). 

 

  

(a) efeito inverso ou efeito atuador (b) efeito direto ou efeito sensor 

Figura 1.4 – Ilustração do efeito piezelétrico direto e inverso. 

(Fonte: ROCHA, 2004) 
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A relação campo elétrico-deformação é aproximadamente linear para baixas 

intensidades do campo elétrico e, uma vez que em geral as aplicações práticas se limitam ao 

regime linear, a utilização do efeito piezelétrico em sistemas de controle é vantajosa. 

A utilização dos materiais piezelétricos requer cuidados. Estes materiais não devem 

ser submetidos a temperaturas acima da denominada temperatura de Curie já que acima desta 

temperatura limite ocorre uma despolarização espontânea e a conseqüente perda das 

características piezelétricas (CLARK et al., 1998). Para temperaturas inferiores à temperatura 

de Curie existe uma relativa insensibilidade das características do material em relação às 

variações de temperatura. Isto constitui uma das principais vantagens do uso de elementos 

piezelétricos para controle e localização de falhas estruturais. 

Apesar de vantajosa a utilização dos materiais piezelétricos, as piezocerâmicas 

possuem uma considerável fragilidade mecânica, fato que dificulta sua manipulação e a 

possibilidade de formatação em geometrias mais complexas. Como alternativa geralmente são 

utilizados os polímeros PVDF em forma de filmes finos. Assim além de possibilitarem uma 

formatação com geometrias complexas são facilmente colados em superfícies irregulares. Por 

apresentarem baixa rigidez, os filmes PVDF mostram-se mais adequados e eficientes na 

confecção de sensores. A tabela 1.1 mostra algumas propriedades dos PZT e PVDF. 

 

Tabela 1.1 – Propriedades físicas do PZT e PVDF. 

Propriedade PZT PVDF 

Temperatura de Curie (ºC) 210 100 

Módulo de elasticidade (N/m) 59.5 x 109 3 x 109 

Coeficiente Piezelétrico d31 (m/V) 212 x 10-12 23 x 10-12 

Campo elétrico máximo (V/m) 0.4 x 106 40 x 106 

 

O número de aplicações em engenharia utilizando o polímero piezelétrico PVDF é 

cada vez maior (LEE; SUNG, 1999; ODON, 2003). Entre os diversos fatores responsáveis se 

destacam: baixo peso; flexível e baixa impedância mecânica e acústica, o que o torna ideal 

para aplicações subaquáticas e médicas. Estes sensores apresentam como desvantagens o uso 

em limitada faixa de temperatura e baixa estabilidade química em ambientes ásperos. Por 

estes e outros fatores, a combinação de cerâmicas e polímeros com propriedades piezelétricas 

é uma alternativa interessante e vem sendo amplamente estudada (SAKAMOTO et al., 2004; 

MALMONGE et al., 2006). 
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As limitações existentes na utilização dos sensores de PVDF geram um grande 

interesse no desenvolvimento de outras classes de polímeros piezelétricos, tais como 

polyimides amorfos, que permitem maior variedade de aplicações (JHA, 2002). Grandes 

centros de pesquisa, como a NASA (National Aeronautics and Space Administration), têm 

interesse em desenvolver estes materiais para aplicações denominadas Smart Aircraft Systems, 

que em geral são: controle de vibrações e ruídos, monitoramento da integridade estrutural 

(SHM – do inglês Structural Health Monitoring) e monitoramento do fluxo de ar em torno de 

aviões. Devido suas propriedades térmicas, mecânicas e dielétricas, além de resistência e 

estabilidade química elevadas, os polyimides são intensamente utilizados como materiais da 

matriz de aviões e como materiais dielétricos em dispositivos microeletrônicos (GHOSH; 

MITTAL, 1996). A figura 1.5 ilustra uma aplicação deste material utilizado nas asas de um 

avião. 

 

 

Figura 1.5 – Aplicação de sensores e atuadores nas asas de um avião. 

(Fonte: http://www.icase.edu/RQ/archive/v8n2/art1.html, acesso em 23/07/2006) 

 

A tabela 1.2 mostra uma comparação entre PVDFs e Polyimides. Entre as 

propriedades comparadas está a temperatura de transição vítrea. A transição vítrea (Tg) é um 

importante efeito térmico que pode ser utilizado para a caracterização de plásticos e outros 

materiais amorfos ou semicristalinos, como vidros inorgânicos ou alimentos, onde os 

componentes nos materiais alimentícios apresentam efeitos similares aos dos polímeros. A Tg 
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é a propriedade do material com a qual se pode obter a temperatura da passagem do estado 

vítreo para um estado “maleável”, sem ocorrência de uma mudança estrutural. A parte amorfa 

do material (parte onde as cadeias moleculares estão desordenadas) é a responsável pela 

caracterização da “Temperatura de Transição Vítrea”. Abaixo da Tg o material não tem 

energia interna suficiente para permitir deslocamento de uma cadeia com relação à outra por 

mudanças conformacionais. Portanto, quanto mais cristalino for o material, menor será a 

representatividade da Transição Vítrea. Esta propriedade é uma transição termodinâmica de 

segunda ordem, isto é, afeta as variáveis termodinâmicas secundárias. Algumas propriedades 

mudam com a Tg e, portanto, podem ser utilizadas para a sua determinação. Nesta tabela, 

também, é possível comparar a polarização remanente, ou seja, a polarização que permanece 

após o campo elétrico utilizado para polarizar os materiais piezelétricos ser retirado (MOURA, 

1998). Outra propriedade mostrada é o coeficiente de acoplamento eletromecânico transversal 

(k31), que garante a conversão efetiva de energia em um sistema de interação linear. Este 

coeficiente (algumas vezes denominado fator de acoplamento) é medido em percentagem para 

a maioria dos casos, porém, tem maior significado quando utilizando ao quadrado, o qual 

corresponde à razão de energia (TEBALDI et al., 2006). 

 

Tabela 1.2 – Comparação entre propriedades dos polímeros PVDF e Polyimides. 

Polímero 
Tg 

(°C) 

Premanente 

(mC/m2) 

d31 

(m/V) 
k31 Descrição 

Polyimide 220 14,0 0,3.10-12 0,002 
- Utilizável em altas temperaturas 

- Necessita alta concentração de dipolos 

PVDF -35 40,0-55,0 23.10-12 0,120 

- Desempenho elevado em temperaturas 

moderadas 

- Degrada em altas temperaturas 

 

A figura 1.6 mostra a comparação do coeficiente piezelétrico em função da 

temperatura. Nota-se claramente que sensores de PVDF perdem suas propriedades 

piezelétricas na presença de temperaturas abaixo de 80ºC, enquanto os Polyimides às mantém 

sob temperaturas em torno de 150ºC. Estes sensores têm sido amplamente investigados por 

diversos pesquisadores (ATKINSON et al., 2003; PARK et al., 2004). Note que a unidade C/N é 

equivalente a unidade m/V, sendo C, m e V iguais a Coulomb, metros e Volts, 

respectivamente, pois V = Watts/C = Nm/C. 
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Figura 1.6 – Comparação do coeficiente piezelétrico do PVDF e Polyimides em função da 

temperatura (em ºC). 

(Fonte: ATKINSON et al., 2003) 

 

1.3.1 Algumas Aplicações de Materiais Inteligentes 

 

Atualmente é crescente a utilização de materiais inteligentes em artigos esportivos, 

que vêm sendo conhecidos como Intellifibers, ou Fibras Inteligentes. Uma aplicação bastante 

conhecida é em raquetes de tênis (Fig. 1.7a). O material adicionado na raquete, como mostra a 

figura 1.7b, juntamente com um sistema de controle via micro chips, permite que a energia 

mecânica produzida no impacto com a bola seja transformada em energia elétrica. Leva 

apenas um milésimo de segundo para esta energia atuar nas fibras da raquete aumentando sua 

rigidez. Desta forma, a energia do impacto é transferida para a bola e, ainda, uma vez que a 

energia elétrica não gera vibrações, reduz-se cerca de 20% das vibrações do impacto. Isto 

certamente torna o equipamento mais poderoso e eficiente. Outro equipamento conhecido é o 

bastão de baseball inteligente, que possui o sistema chamado Piezo Damper, responsável por 

absorver parte da energia do impacto que seria transferida ao rebatedor. O bastão é conhecido 

como A Smart Electrical Baseball Bat (Fig. 1.8). 
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(a) raquetes inteligentes (b) Detalhe das Intellifibers 

Figura 1.7 – Raquetes de tênis que utilizam materiais inteligentes. 

(Fonte: http://people.bath.ac.uk/vft20/Tennis%20web%20page.htm, acesso em 23/07/2006) 

 

 

Figura 1.8 – Bastão de Baisebol com sistema para atenuar vibrações. 

(Fonte: AKHRAS, 2000) 

 

A companhia Active Control eXperts (ACX) de Cambridge, Massachusetts, 

especializada em materiais piezelétricos e no desenvolvimento de Smart Structures, 

desenvolveu o denominado “esqui inteligente”, que ficou conhecido como o primeiro esqui 

com cérebro e já estava disponível aos consumidores americanos em dezembro de 1995. O 

esqui “K2 Alpine” possuía material piezelétrico entre suas fibras que permitia a dissipação de 
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parte da energia transmitida devido a vibrações causadas pelas irregularidades das superfícies 

(Fig. 1.9). 

 

  

(a) esqui tradicional (b) esqui inteligente 

Figura 1.9 – Esqui tradicional e esqui inteligente da companhia ACX. 

(Fonte: http://people.bath.ac.uk/vft20/Tennis%20web%20page.htm, acesso em 23/07/2006) 

 

O uso de materiais inteligentes em sistemas de monitoramento das condições de 

máquinas e estruturas, como mostra Kumar et al. (2004), já possui grande impacto nos setores 

aeroespacial e da construção civil (Fig. 1.10). Empresas americanas como a Smartfibres Ltd 

(2000) e a Smartec (2003) empregam fibras óticas como sensores embutidos em estruturas 

aeroespaciais e marítimas. O objetivo deste procedimento é o monitoramento das estruturas 

para estender a vida útil e reduzir o risco de falhas catastróficas. 
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Figura 1.10 – Materiais inteligentes monitorando as condições da estrutura. 

(Fonte: AKHRAS, 2000) 

 

Materiais piezelétricos têm sido empregados no desenvolvimento de músculos 

artificiais que simulam movimentos humanos para aplicações em robótica, University of 

Alberta (2001), (Fig. 1.11). Pesquisadores do Illinois Institute of Technology implantaram um 

sensor piezelétrico no músculo de um paciente. O dispositivo transmite informações sobre a 

atividade do nervo local via rádio para um sistema de monitoramento externo. O dispositivo 

pode, também, receber sinais e estimular a ação do músculo (TROYK et al., 1991). 

 

 

Figura 1.11 – Robô com músculos artificiais. 

(Fonte: http://www.cs.ualberta.ca/~database/MEMS/sma_mems/muscle.html, acesso em 29/07/2006) 

 

Atuando como parte de uma estrutura inteligente, os materiais piezelétricos têm sido 

largamente empregados para o controle de vibrações e supressão de ruídos em aeronaves (Fig. 

1.12) e estruturas convencionais. A empresa Ultra Electronics Ltd (1999) desenvolveu, entre 
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outros, um equipamento denominado Active Tuned Vibration Attenuators (ATVAs) composto 

por sensores, atuadores e controladores, que é acoplado diretamente a fuselagem da aeronave 

para controle ativo de vibrações e ruídos. Quando comparados com as técnicas convencionas 

de amortecimento passivo, os ATVAs apresentam uma atenuação de vibrações e ruídos mais 

efetiva, acrescentando menor peso a estrutura. 

 

 

Figura 1.12 – Localização de sistemas inteligentes em um avião. 

(Fonte: AKHRAS, 2000) 

 

Pesquisadores, financiados pelo exército dos EUA, estão embutindo cerâmicas 

piezelétricas nas hélices do rotor de helicópteros, as quais produzem uma resposta de 

realimentação que é utilizada para reduzir a vibração causada pelos vórtices produzidos pelas 

hélices (The Institute of Materials, Minerals and Mining, 2003), (Fig. 1.13). 
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(a) 

 

 

(b) 

Figura 1.13 – (a) Helicóptero e vórtices, (b) Esquema das hélices com PZTs embutidos. 

(Fonte: ROCHA, 2004) 

 

O modulo ZI da Estação Espacial Internacional (Fig. 1.14) possui sensores e atuadores 

piezelétricos acoplados. Os sensores enviam um sinal, causado por vibrações, a um circuito 

lógico que produz uma lei de controle a ser seguida pelos atuadores. Os movimentos dos 

atuadores, no sentido oposto ao das vibrações, proporcionam maior estabilidade à estrutura 

(PANOSSIAN et al., 1998). 

 

 

Figura 1.14 – Estação Espacial Internacional. 

(Fonte: http://spaceflight1.nasa.gov/gallery/images/station/, acesso em 28/07/2006) 

 

O transportador vibratório, figura 1.15, para o transporte e orientação de peças e 

material a granel, desenvolvido na UFU (Universidade Federal de Uberlândia – MG), possui 

acionamento por materiais piezelétricos. Estes atuadores permitem movimento em ampla 
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faixa de freqüência, com formas de ondas arbitrárias, não necessariamente harmônicas, reduz 

o consumo de energia e apresenta baixo nível de ruído (MARTINS, 1997). 

 

 

Figura 1.15 – Protótipo de transportador vibratório acionado por elementos piezelétricos. 

(Fonte: STEFFEN JR.; RADE, 2004) 

 

 Na indústria automobilistica a utilização de sensores e atuadores também está cada 

vez mais usual. Stöbener e Gaul (2001) reduziram vibrações na estrutura de um carro usando 

seis atuadores PVDF colados em uma placa fina que estava presa à carroceria do automóvel 

(Fig. 1.16). Com este sistema se conseguiu reduzir aproximadamente 25% da amplitude do 1.º 

modo e 60% da amplitude do 3.º modo. 

 

 

Figura 1.16 – Análise modal em um automóvel utilizando materiais piezelétricos. 

(Fonte: STÖBENER; GAUL, 2001) 
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O perfurador vibratório USDC (ultrasonic/sonic driller/corer) também utiliza material 

piezelétrico (Fig. 1.17a). Este aparelho, que está em desenvolvimento pela NASA, permite 

coletar amostras de vários planetas ou corpos pequenos, como asteróides, usando pequena 

carga axial (de 3 a 10 N). As vibrações ultra-sônicas (ou sônicas) são responsáveis pela 

perfuração. Os materiais piezelétricos são fontes de vibrações que geram movimento para 

cima e para baixo na broca de quatro quilogramas que o dispositivo possui. O modelo em 

elementos finitos está em desenvolvimento na Cybersonics (http://www.cybersonicsinc.com/) 

para otimizar o funcionamento. A figura 1.17b mostra a plataforma Sojourner com o USDC 

acoplado. 

  

(a) perfurador vibratório (b) plataforma de operação do USDC 

Figura 1.17 – Perfurador vibratório utilizado para coletar amostras de rochas. 

(Fonte: http://ndeaa.jpl.nasa.gov/nasa-nde/usdc/usdc.htm, acesso 28/08/2006) 

 

Além dos piezelétricos, materiais fluidos com propriedades elétricas e magnéticas 

também são conhecidos como materiais inteligentes. Denominados eletroreológicos (ER) e 

magnetoreológicos (MR) e apresentando inúmeras aplicações, estes materiais possuem suas 

propriedades físicas alteradas na presença de campos elétricos ou magnéticos, 

respectivamente. A figura 1.18 ilustra o comportamento de um material MR com e sem um 

campo magnético aplicado. Devido suas propriedades, estes materiais vêm sendo utilizados 

no desenvolvimento de sistemas obsorvedores de vibrações com várias aplicações em 

suspensão de veículos. Pode-se citar o caminhão do tipo empilhadeira, modelo Komatsu FD 

20 com capacidade para levantar até duas toneladas (Figura 1.19), que vem sendo estudado 

pelo Laboratório de Estruturas Ativas da Universidade de Bruxelas (UNIVERSITÉ LIBRE DE 

BRUXELLES, 2006). Trata-se de um sistema de suspensão semi-ativa, utilizando amortecedores 

com materiais MR, como mostra em detalhes a figura 1.20. 
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Figura 1.18 – Material MR sem aplicação e com a aplicação de campo magnético. 

 

 

Figura 1.19 – Empilhadeira Komatsu FD 20. 

(Fonte: http://www.ulb.ac.be/scmero/, acesso 22/07/2006) 
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Figura 1.20 – Detalhes do sistema de suspensão semi-ativa utilizando material MR. 

(fonte: http://www.ulb.ac.be/scmero/, acesso 22/07/2006) 

 

1.4 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

 

Este trabalho é organizado da seguinte forma: 

• O capítulo 1 apresenta uma introdução aos assuntos discutidos no trabalho. 

Basicamente é abordado o problema de controle ativo de vibrações e algumas técnicas 

utilizadas, incluindo o uso de LMIs. Também, é esclarecido o problema do posicionamento 

ótimo de sensores a atuadores, algumas técnicas disponíveis na literatura e a configuração 

geral do problema, que considera a influência de distúrbios e saídas de desempenho (saídas 

reguladas). Os conceitos básicos de materiais inteligentes e algumas aplicações de materiais 

piezelétricos também são apresentados, buscando tornar o texto completo e mais agradável ao 

leitor; 

• O capítulo 2 apresenta o modelo dinâmico de segunda ordem em coordenadas 

física e modal e, ainda, a realização no espaço de estados. É discutida a necessidade da 

utilização de técnicas de redução de modelos e, apresenta-se a técnica de redução via 

truncamento dos estados. Também, são apresentados os conceitos de observabilidade, 

controlabilidade, matrizes grammianas e as quatro maneiras básicas de transformação da 

matriz dinâmica para a forma em blocos diagonais. Transformação similar permite desacoplar 

as matrizes de controle, de distúrbio e de saídas para cada modo de vibrar. O método de 
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identificação de subespaços também é apresentado. Este método foi utilizado para a 

identificação das matrizes na forma d espaço de estados a partir de dados experimentais; 

• O capítulo 3 apresenta o problema do posicionamento ótimo de sensores e 

atuadores. Na metodologia utilizada estão envolvidas normas de sistemas H2, H� e Hankel, 

além das matrizes grammianas de observabilidade, controlabilidade e sensibilidade de 

distúrbio. São apresentadas as diversas formas de se calcular as normas de sistemas, suas 

propriedades e as estratégias de posicionamento de sensores e atuadores. Também, é discutida 

a influência de distúrbios externos e saídas de desempenho no posicionamento ótimo e, ainda, 

o índice de relacionamento, que permite reduzir o número de sensores necessários no projeto 

de controle e monitoramento em grandes estruturas. 

• O capítulo 4 apresenta uma revisão de LMIs, incluindo definições, sistemas 

incertos e tipos de incertezas; 

• O capítulo 5 apresenta uma revisão da teoria de controle e a formulação do 

controlador LQR e sua versão via LMIs; 

• O capítulo 6 apresenta o projeto de observadores de estados, incluindo o filtro 

de Kalman que, em particular, é utilizado neste trabalho; 

• O capítulo 7 apresenta as aplicações numéricas e experimentais buscando 

validar a metodologia proposta e especificar suas vantagens e limitações; 

• O capítulo 8 apresenta as considerações finais e as sugestões para trabalhos 

futuros; 

• Finalmente são apresentadas as referências bibliográficas e os anexos, 

respectivamente. 
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CAPÍTULO 2. MODELO DINÂMICO ESTRUTURAL 

 

Os pioneiros no desenvolvimento de modelos dinâmicos para estruturas inteligentes 

são os trabalhos de Bailey e Hubbard (1985) e Crawley e De Luis (1987). Ambos usam a 

tensão mecânica induzida pelos atuadores piezelétricos para contribuir com a tensão mecânica 

total da estrutura base. Porém o primeiro trabalho de pesquisa que desenvolveu uma 

sistemática rigorosa para o projeto de uma estrutura deste tipo foi o de Hagood et al. (1990), 

que aplicaram o princípio generalizado de Hamilton para sistemas acoplados 

eletromecanicamente, também conhecido como princípio variacional aplicado a meios 

piezelétricos (ALLIK; HUGHES, 1970). A grande contribuição de Hagood et al. (1990) foi 

formular de modo mais claro o acoplamento eletromecânico. A partir daí estruturas 

inteligentes mais complexas, como placas e cascas, começaram a surgir na literatura (DOSH; 

INMAN, 1992). Banks et al. (1995) apresentam um modelo geral descrevendo a interação entre 

materiais piezelétricos e uma estrutura elástica constituída de cascas cilíndricas, placas ou 

vigas. 

Abreu et al. (2004) apresentam a modelagem de uma placa usando o elemento de 

Kirchhoff via FEM com sensores e atuadores piezelétricos acoplados considerando que cada 

superfície do atuador ou sensor possui um potencial constante. Utilizando o princípio de 

Hamilton os autores consideram as energias mecânica e elétrica da estrutura e do material 

piezelétrico, respectivamente. Ainda, apresentam análises estática e dinâmica comparando os 

resultados com os obtidos através software comercial ANSYS®. Rocha et al. (2004) e Marqui 

et al. (2006a) também apresentam a modelagem de uma placa usando o elemento de 

Kirchhoff via FEM, no entanto, os elementos piezelétricos são modelados como elementos de 

viga de Euller-Bernoulli. Apesar da simplificação os resultados também são representativos 

ao serem comparados com os resultados do software ANSYS® (ROCHA, 2004). 

Neste trabalho foi considerado um modelo dinâmico de estruturas flexíveis descrito 

em coordenadas modais, tanto para modelos estruturais de segunda ordem quanto para 

modelos no espaço de estados. 
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2.1 MODELOS ESTRUTURAIS DE SEGUNDA ORDEM 

 

Modelos estruturais de segunda ordem descritos por equações diferenciais ordinárias 

lineares (EDOL) são muito utilizados em problemas de dinâmica estrutural. A representação 

do modelo depende da escolha das coordenadas. Alguns autores escrevem estes modelos em 

coordenadas físicas, no entanto, neste trabalho os modelos são escritos em coordenadas 

modais e são conhecidos como modelos modais. 

Os modelos escritos em coordenadas físicas, também conhecidos por modelos físicos, 

são formulados em termos de deslocamento, velocidade e aceleração. Tais modelos são 

caracterizados pelas matrizes de massa, de rigidez, de amortecimento e pelas matrizes de 

localização dos sensores e atuadores e são em geral obtidos via FEM, equação (2.1). 

)t()t()t(

)t()t()t()t()t(

ovoq

w00a

qCqCy

wBuBKqqDqM

�

���

+=

+=++
                                                                        (2.1) 

onde q(t) é o vetor de deslocamento nd x 1, u(t) é o vetor do sinal de controle s x 1, w(t) é o 

vetor de entrada de distúrbios sd x 1, y(t) é o vetor de saídas r x 1, M é a matriz de massa nd x 

nd, Da é a matriz de amortecimento nd x nd, K é a matriz de rigidez nd x nd. A matriz de 

entrada do sinal de controle B0 é nd x s, a matriz de entrada do distúrbio B0w é nd x sd, a 

matriz de saída de deslocamento Coq é r x nd e a matriz de saída de velocidade Cov é r x nd. A 

matriz de massa é positiva definida e as matrizes de amortecimento e rigidez são positivas 

semidefinidas. Também, nd é o número de GL do sistema, r é o número de saídas, s é o 

número de entradas de controle e sd é o número de distúrbios. Distúrbio, neste trabalho, é 

entendido como qualquer entrada que resulte em vibrações estruturais indesejáveis. 

Em geral as matrizes de massa e rigidez são estimadas em coordenadas físicas, por 

exemplo, via FEM (KWON; BANG, 1997), sendo a matriz de amortecimento proporcional a 

elas (BHASKAR, 1995). Em particular, o amortecimento proporcional será utilizado neste 

trabalho. Já os modelos modais podem ser obtidos via procedimentos de ensaio de 

identificação (MAIA et al., 1996) ou através de uma transformação a partir de modelos físicos. 

As idéias desta formulação são apresentadas a seguir. 

Considerando o caso de vibrações livres da equação (2.1) para um sistema sem 

amortecimento, sabe-se que a solução da EDOL (2.1) é da forma: 

tje)t( ω=
q                                                                                                               (2.2) 
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assim, substituindo em (2.1), tem-se (EWINS, 1984): 

( ) 0e tj2 =ω− ω        
MK                                                                                                 (2.3) 

A solução não trivial desta equação existe se: 

( ) 0MK =ω− 2det                                                                                                       (2.4) 

Onde são encontrados n valores de �:{�1, �2,..., �n} tal que esta equação seja 

satisfeita, sendo n menor ou igual à nd. A freqüência �i é chamada i-ésima freqüência natural 

do sistema. Substituindo �i em (2.3) obtém-se as soluções correspondentes {�1, �2,... �n} 

para cada freqüência natural. �i é chamado de i-ésimo modo natural ou forma dos modos. 

Estas soluções não são únicas, e podem ser escalonadas arbitrariamente. Comumente se 

define a matriz de freqüências naturais (MAIA et al., 1996): 

( )n21 ���diag ,,,= ��                                                                                                         (2.5) 

E a matriz modal 
 (nd x n), que consiste dos n modos naturais da estrutura: 

[ ]1 2=
 � nφ φ φ                                                                                                       (2.6) 

As matrizes modais de massa podem ser diagonalizadas através das seguintes 

equações: 

M

M T=m                                                                                                                     (2.7a) 

K

K T
m =                                                                                                                       (2.7b) 


D
D ap
T

m =                                                                                                                      (2.7c) 

A matriz Dap é a matriz de amortecimento proporcional dada por: 

KMD ��ap +=                                                                                                                      (2.8) 

Pode-se introduzir uma transformação de coordenadas no problema, qm(t), tal que: 

)t()t( m
qq =                                                                                                            (2.9) 

Assim, pré-multiplicando a equação (2.1) por 
T e utilizando a transformação da 

equação (2.8), obtém-se: 
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sendo: 

2 -1
m m=� � �                                                                                                                                                 (2.11) 
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−− ==                                                                                  (2.12) 

As matrizes de entrada modal de controle Bm e de distúrbio Bmw são dadas por: 

0
T1

mm B
�B −=                                                                                                                  (2.13a) 

0w
T1

mmw B
�B −=                                                                                                   (2.13b) 

e Cmq e Cmv são as matrizes de saída de deslocamento e velocidade modal, respectivamente: 


CC oqmq =                                                                                                                                               (2.14a) 


CC ovmv =                                                                                                                                               (2.14b) 

A matriz modal de saída equivalente é definida por: 

mv
1

mqm C�CC += −                                                                                                                                 (2.15a) 

que tem a seguinte propriedade: 

2

2mv

2

2

1
mq

2

2m C�CC += −                                                                                                                    (2.15b) 

onde || ||2 é a norma euclidiana. 

 

2.2 MODELOS ESTRUTURAIS NO ESPAÇO DE ESTADOS 

 

Para finalidade de controle, modelos de segunda ordem como mostrados na seção 

anterior não são atraentes. Para projeto de controladores é muito mais conveniente representar 

as equações de estruturas flexíveis na forma de espaço de estados. A representação no espaço 

de estados é determinada pelo trio de matrizes (A, B, C) e pelo vetor de estados x(t), 

(MOREIRA, 1998). 

Ressalta-se que uma realização no espaço de estados não é única, o que deve valer são 

as relações de entrada-saída que sempre são mantidas independentemente da realização feita. 

Entretanto, faz diferença qual representação no espaço de estados é escolhida para análise de 

um sistema e projeto do controlador, podendo facilitar ou dificultar o processamento de 

informações. A seguir descreve-se a realização no espaço de estados de modelos modais. 
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A modelagem de estruturas por FEM exige elevado número de graus de liberdade. 

Com isto a ordem N da representação física é geralmente muito grande (WANG et al., 1999), 

gerando dificuldades numéricas adicionais. Além disto, a representação no espaço de estados 

física raramente é utilizada em aplicações práticas de engenharia, uma vez que a estimativa de 

parâmetros modais é muito mais fácil de ser implementada do que de parâmetros físicos. Uma 

forma alternativa é obter a realização no espaço de estados a partir do modelo de segunda 

ordem na forma modal, representado pela equação (2.16). 

Definindo o vetor de estados modal: 
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                                                                                            (2.16) 

A equação (2.16) pode ser reescrita como um conjunto de equações de primeira ordem 

na forma da equação (2.17a): 

)t()t(

)t()t()t()t( w

Cxy

wBBuAxx

=

++=�
                                                                                  (2.17a) 

sendo as matrizes (A, B, Bw, C): 
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Nesta realização x1 é o vetor de deslocamento modal e x2 é o vetor de velocidade 

modal. A dimensão desta representação é 2n, enquanto a representação física é 2nd, sendo, 

n<<nd. 

Vale ressaltar que a equação (2.17b) não é uma representação modal, uma vez que as 

equações não se desacoplaram. A realização no espaço de estados modal é caracterizada por 

uma matriz de bloco diagonal, Am, e as matrizes de entrada e saída relacionadas: 
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sendo i = 1, 2, ..., n e Ami, Bmi, Bmwi e Cmi são blocos 2 x 2, 2 x s, 2 x sd e r x 2, 

respectivamente. Estes blocos podem ser arranjados de diversas formas diferentes através da 

utilização de uma transformação linear. Isto pode ser feito usando a seguinte matriz de 

transformação: 
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onde ei é um vetor linha com todos os elementos iguais a zero, exceto no i-ésimo. Denota-se 

Amk como sendo a matriz dinâmica Am na forma modal k. Em geral se trabalha com quatro 

formas diferentes, portanto, k=1, 2, 3 ou 4. A matriz de transformação Rkr transforma a 

variável de estado xk na variável xr: 

4ou 1,2,3rk,,kkrr == xRx                                                                                        (2.20) 

sendo: 

( )krikr diag RR =                                                                                                       (2.21) 

Assumindo um amortecimento pequeno, i. e., �i<<1, i=1,...,n, com j sendo a unidade 

imaginária, obtém-se: 
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A transformação inversa pode ser derivada pelas seguintes relações: 

1
pjikpi
−= RR                                                                                                              (2.24a) 

4.3,2,1,jk,r,krirjikji ======== ,RRR                                                                             (2.24b) 

Uma nova representação pode ser obtida da seguinte maneira, sendo R uma matriz não 

singular: 

CRCRBARRA n ====ΒΒΒΒ======== n
-1-1

n ,,                                                                       (2.25) 

Os blocos Ami utilizados são geralmente de quatro diferentes formas (GAWRONSKI, 

1998). A seguir, apresentam-se estas formas e os respectivos estados modais para cada 

realização: 
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• Forma Modal 1: 
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• Forma Modal 2: 
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• Forma Modal 3: 
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• Forma Modal 4: 
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O vetor x da representação modal consiste de n componentes xi independentes que 

representam o estado de cada modo. A forma 4 em geral não é muito interessante, uma vez 

que é uma representação imaginária, o que aumenta as dificuldades numéricas e analíticas. 

Porém ela pode ser usada como base para encontrar a representação de qualquer estado na 

forma de representação 2, equação (2.27), que foi utilizada neste trabalho. 

 

2.3 CONTROLABILIDADE E OBSERVABILIDADE 

 

Os conceitos de controlabilidade e observabilidade fornecem informações úteis sobre 

sistemas dinâmicos e, portanto, são fundamentos básicos para o estudo de controle, estimação 

de sistemas e testes modais (VALER, 1999), ainda que, muitos engenheiros estruturais, 

freqüentemente, passem a largo sobre estes conceitos (GAWRONSKI, 1998). 

Um sistema flexível possui como uma característica intrínseca, o fato de ser 

controlável e observável. Uma estrutura é controlável se os atuadores acoplados são capazes 

de excitar todos os modos e envolvem o par de matrizes do sistema (A, B). Por outro lado o 

sistema é observável se os sensores distribuídos na estrutura conseguem detectar os 

movimentos de todos os modos e envolvem o par de matrizes do sistema (A, C). Estas 

informações são essenciais em diversas aplicações. 
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As propriedades de controlabilidade e observabilidade de um sistema linear e 

invariante no tempo podem ser definidas como a seguir: 

 

• Definição 1: Um sistema é dito controlável no instante to se e somente se é 

possível por meio de uma entrada u ∈ ℜ transferir o sistema do estado inicial x(to) a 

qualquer outro estado x(tf) em um tempo finito tf – to ≥ 0. Além disso, se o sistema é 

controlável para qualquer instante to e estado inicial x(to) o sistema é dito completamente 

controlável. 

 

• Definição 2: Um sistema é dito observável no instante to se e somente se é 

possível determinar o estado inicial x(to) a partir da resposta y(t) do sistema para to ≤ t ≤ tf. 

Além disso, se o sistema é observável para qualquer instante to e estado inicial x(to) o 

sistema é dito completamente observável. 

 

Estas definições são gerais para qualquer tipo de sistema dinâmico. Existem diferentes 

critérios para determinar controlabilidade e observabilidade de sistemas. Por exemplo, os 

testes do posto de Popov, Belevitch e Hautus (testes PBH) são úteis para avaliar 

eficientemente a controlabilidade e observabilidade modal do sistema, apesar de levarem a um 

conceito um pouco mais fraco (TRINDADE, 1999). 

O critério clássico de controlabilidade é definido como a seguir: um sistema linear e 

invariante no tempo com s entradas é completamente controlável se e somente se a matriz N x 

N�s: 

[ ]BABA��B 1-N2 �=�                                                                                       (2.30) 

tem posto N. Agora um sistema linear com r saídas é completamente observável se e somente 

se a matriz r�N x N: 
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tem posto N. O conceito de “posto” de uma matriz está diretamente relacionado com a 

dependência linear das linhas ou colunas da matriz. Se uma matriz de ordem orxor, possui 
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linhas linearmente independentes tem-se posto = or. Se uma linha é combinação das outras, 

tem-se posto = or –1. Logo, o posto de uma matriz é igual ao número de linhas (ou colunas) 

linearmente independentes. Uma matriz mxor (com m>or) possui posto total se seu posto = 

or, ou posto deficiente se seu posto < or. Para uma matriz quadrada, ter posto deficiente 

implica que a matriz é singular, isto é, seu determinante é igual à zero. 

Os critérios de controlabilidade e observabilidade têm dois sérios problemas. Primeiro, 

eles respondem as questões de controlabilidade e observabilidade em termos de “sim” ou 

“não” e não fornecem nenhuma resposta quantitativa sobre o grau de controlabilidade e 

observabilidade do sistema. Além disto, eles só funcionam bem para sistemas com dimensões 

pequenas, por problemas numéricos. 

Para contornar estas dificuldades uma alternativa é a formulação em termos de 

grammianos. Os grammianos de controlabilidade e observabilidade são definidos como a 

seguir: 

( ) ( )dttexptexp TT
t

0
c ABBAW �=                                                                                          (2.32) 

( ) ( )
t

T T
o

0

exp t exp t dt= �W A C C A                                                                                        (2.33) 

Alternativamente eles podem ser determinados das seguintes equações diferenciais: 

TT
ccc BBAWAWW ++=�                                                                                                 (2.34) 

CCAWWAW T
oo

T
o ++=�                                                                                                (2.35) 

Para sistemas estáveis, a solução estacionária das equações (2.34) e (2.35) são obtidas 

assumindo que estas são homogêneas, além disto, Wc e Wo são positivas definidas. Neste 

caso, os grammianos são determinados das seguintes equações de Lyapunov: 

0BBAWAW =++ TT
cc                                                                                                    (2.36) 

0CCAWWA =++ T
oo

T                                                                                                   (2.37) 

Os grammianos dependem das coordenadas do sistema e para uma transformação 

linear de estados, como apresentada pela equação (2.20), eles são transformados da seguinte 

maneira: 

-T
c

-1
c RWRW =                                                                                                                   (2.38) 
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RWRW o
T

o =                                                                                                                     (2.39) 

Uma propriedade importante é que os autovalores do produto dos grammianos são 

invariantes da transformação linear, ou seja: 

( ) ( ) ( ) ( )ocioc
-1

io
T-T

c
-1

ioci ���� WWRWWRRWRRWRWW ===                                  (2.40) 

Estes invariantes são conhecidos como valores Hankel singulares do sistema e são 

denotados como a seguir: 

( ) N,1,i�� ocii �=,= WW                                                                                        (2.41) 

 

2.4 REDUÇÃO DE MODELOS 

 

Para controle de sistemas flexíveis se exige uma formulação especial devido ao grande 

tamanho dos modelos estruturais, portanto, técnicas de redução de modelos são ferramentas 

essenciais. A figura 2.1, que mostra uma das antenas de comunicação da NASA para a 

exploração do espaço, é um exemplo da necessidade de redução de modelos. Esta antena é um 

sistema flexível articulado de grande dimensão com a rotação e elevação controladas. O 

modelo desta estrutura via método dos elementos finitos (FEM) consiste de aproximadamente 

5000 graus de liberdade e foi identificado através do método de realização de auto-sistemas 

(ERA), Gawronski e Mellstrom (1994). A ordem do sistema depois da redução foi de dezoito 

estados, o que certamente simplifica o projeto de controladores robustos. 

 

Figura 2.1 – Antena de comunicação com o espaço da NASA localizada em Madri (Espanha). 

(Fonte: http://es.wikipedia.org/wiki/Madrid_Deep_Space_Communications_Complex, acesso em 

15/05/2007) 
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Schönhoff e Nordmann (1998) apresentam a modelagem do telescópio SOFIA 

(Stratospheric Observatory for Infrared Astronomy) utilizando FEM. O telescópio refletor de 

2,5 metros (espelho de 97 polegadas) foi desenvolvido pela NASA e o DLR (Centro 

Aeroespacial da Alemanha) para a astronomia infravermelha, com capacidade de observação 

de comprimentos de ondas de 0,3 até 1600 	m e foi instalado em um Boeing 747SP 

modificado pela empresa Raytheon Aircraft Integration Services para observações na 

estratosfera (Fig. 2.2a). Uma porta na lateral do Boeing permite a utilização do telescópio 

(Fig. 2.2b). O modelo completo escrito em coordenadas modais na realização de espaço de 

estados apresentava 60000 graus de liberdade (GL). No entanto, através do índice de Litz 

(LITZ, 1979 – citado por SCHÖNHOFF; NORDMANN, 1998), utilizando o software Matlab®, 

reduziu-se em apenas 206. 

  

(a) Boeing 747SP (b) porta de utilização do telescópio 

Figura 2.2 – Boeing 747SP utilizado para transportar o telescópio SOFIA. 

(Fonte: http://www.sofia.usra.edu/Gallery/featuredimages.html, acesso 30/08/2006) 

 

A obtenção de um modelo de baixa ordem que aproxime bem uma planta de alta 

ordem é muito importante para controle e tem atraído a atenção de muitos pesquisadores, 

sobretudo nos últimos 30 anos (ASSUNÇÃO, 2000). Este interesse pode ser explicado pelo fato 

de que a complexidade e o desempenho de um controlador, baseado em modelos depende, 

sobretudo da ordem da planta em estudo. Porém, a obtenção de um modelo reduzido também 

é interessante para propósitos de análise dinâmica e testes modais. Tipicamente, um modelo 

obtido por FEM contém um grande número de graus de liberdade quando desenvolvido para 

análise estática do projeto estrutural (WANG et al., 1999). Isto pode causar dificuldades 

numéricas quando o modelo é utilizado para análise dinâmica, sem falar no alto custo 

computacional. Em todos estes casos a redução de modelos é uma etapa crucial em projeto e 

análise.  



 

 

60 

Métodos ótimos de redução utilizando desigualdades matriciais lineares (LMIs) foram 

propostos para os casos de otimização local e global, usando como critérios de desempenho 

normas de sistemas (ASSUNÇÃO et al., 2002). Estas técnicas fornecem excelentes resultados, 

mas, infelizmente, são complexas e computacionalmente caras. Outros métodos, 

comparativamente mais simples, também foram propostos, sobretudo nos anos 80, e causaram 

profundo impacto, tornando-se métodos clássicos. Como por exemplo, pode ser citado o 

método da realização balanceada, que inclui a realização balanceada e o truncamento modal 

(MOORE, 1981). Problemas típicos de redução de modelos de estruturas flexíveis exigem uma 

formulação específica. Na literatura são encontradas referências de diversos autores, como por 

exemplo, Skelton (1988) e Gawronski e Juang (1990). A chave para o sucesso de uma 

redução de modelos depende, sobretudo, da escolha do índice a ser usado para avaliar o erro 

de redução. Em geral se utiliza normas de sistemas como critério de avaliação. 

Um modelo de ordem reduzida é obtido truncando os estados. Denota-se por x o vetor 

de estados e o trio (A, B, C) como na realização de espaço de estados. O vetor de estados x é 

dividido da seguinte forma: 

�
�
�

�
�
�

=
t

r

x

x
x                                                                                                                               (2.42) 

sendo xr o vetor de coordenadas mantidas e xt o vetor de estados truncados. Se existem k < n 

estados mantidos, xr é um vetor de 2k estados e xt é um vetor de 2(n-k) estados. Também se 

particionam as matrizes do sistema: 
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Os grammianos diagonalmente dominantes também são divididos de forma similar: 
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r

ΓΓΓΓ

ΓΓΓΓ
ΓΓΓΓ

0

0
                                                                                                                       (2.44) 

O modelo reduzido é obtido desconsiderando as últimas 2(n-k) linhas das matrizes A e 

B e as últimas 2(n-k) colunas de A e C. Matematicamente temos: 

T
rr

T
r , CLCLBBLALA ============ ,                                                                              (2.45) 

sendo L = [I2k 0]. O procedimento descrito para a matriz de entrada de controle B é similar 

para a matriz Bw. 
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A redução de modelos pelo truncamento de modelos estáveis sempre produz o modelo 

reduzido estável, desde que os pólos do modelo reduzido sejam os pólos dominantes do 

sistema. O grande problema é decidir quais estados xr devem ser mantidos tal que se obtenha 

a melhor reprodução do sistema de alta ordem. Esta escolha depende da definição do índice 

de redução escolhido. Em geral se utilizam as normas H2, H� e Hankel para se avaliar os 

erros de redução. A primeira formulação baseada na norma H2 é conhecida na literatura como 

método de Skelton (SKELTON, 1988). Já o segundo método, baseado nas normas H� e Hankel, 

é conhecido como método de Moore (MOORE, 1981). Uma vez que a norma H� corresponde a 

duas vezes a norma Hankel a metodologia de posicionamento utilizando estas normas é 

idêntica. 

 

2.5 MÉTODO DE SUBESPAÇO PARA IDENTIFICAÇÃO DAS MATRIZES DO 

SISTEMA 

 

Durante estas últimas três décadas muitos estudiosos têm direcionado seus esforços 

para o desenvolvimento de metodologias que resultem na identificação de um modelo 

estrutural com boa representatividade das propriedades dinâmicas reais de uma estrutura. O 

desenvolvimento dos computadores e dos equipamentos de aquisição e de processamento de 

dados; além da aplicação da Transformada Rápida de Fourier (FFT – do inglês Fast Fourier 

Transform) estimularam estes estudos. As técnicas de identificação podem ser para sistemas 

SISO (uma - entrada e uma - saída; do inglês simple-input simple-output); ou para sistemas 

MIMO (múltiplas - entradas e múltiplas - saídas; do inglês multi-input multi-output). Os 

métodos de identificação, ainda, podem ser classificados em dois grupos básicos: métodos no 

domínio do tempo; e métodos no domínio da freqüência. Em geral, os métodos baseados no 

domínio do tempo fornecem resultados melhores quando é grande a faixa de freqüência, ou 

seja, quando é grande o número de modos presentes nos dados. Já os métodos no domínio da 

freqüência são mais interessantes para a identificação de um número relativamente pequeno 

de modos (MAIA et al., 1997). 
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Grande parte dos métodos de identificação disponíveis na literatura é baseada em 

cálculos de modelos polinomiais que facilmente podem causar problemas numéricos como 

mau condicionamento, principalmente para sistemas com múltiplas entradas e múltiplas 

saídas. Os algoritmos numéricos de subespaço para identificação de sistemas no espaço de 

estados (N4SID do inglês Numerical Algorithms for Subspace State Space System 

Identification) são vistos como alternativas melhores. Isto é especialmente verdadeiro para 

sistemas multivariáveis e de alta ordem (VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1994). 

Em geral, em algoritmos clássicos de identificação é necessário se conhecer a priori a 

ordem do modelo e os índices de observabilidade ou controlabilidade (LJUNG, 1987). Com 

algoritmos N4SID somente a ordem do modelo é requerida. Nestes algoritmos a identificação 

das matrizes no espaço de estados não é em formas canônicas (com um número mínimo de 

parâmetros), mas como matrizes cheias e em uma determinada base quase otimamente 

condicionada. Isto significa que os índices de observabilidade e controlabilidade não precisam 

ser conhecidos a priori. 

A origem do nome subespaço é o fato de que os modelos lineares podem ser obtidos a 

partir do espaço de linhas e colunas de certas matrizes de dados. O espaço de colunas de cada 

matriz de dados contém informações sobre o modelo, enquanto o espaço de linhas permite 

obter as seqüências de estados do filtro de Kalman diretamente dos dados de saída. Este nome 

surgiu na teoria de controle e define o grupo de métodos de identificação que compõem a 

classe de problemas denominada realização estocástica (NUNES JR., 2006). O espaço de linhas 

de uma matriz é o subespaço gerado pelas linhas da matriz considerada como um conjunto de 

vetores. O espaço de colunas é similar, ou seja, é o subespaço gerado pelas colunas da matriz 

considerada como um conjunto de vetores. Um subconjunto W ∈Rn é um subespaço de Rn 

sempre que: se x∈W e y∈W implica que (x + y)∈W e, se x∈W e k∈K (corpo de escalares), 

implica que kx∈W. 

A identificação do sistema utilizando o método de subespaço é baseada na realização 

de espaço de estados na forma discreta, como mostra a equação (2.46). 

)k()k()k(

)k()k()1k(

dd

dd

uDxCy

uBxAx

+=

+=+
                                                                                                 (2.46) 

onde u(k) e y(k) são os vetores de entrada e saída medidos; Dd é a matriz de transmissão 

direta e k = 1,..., np; sendo np o número de pontos. O subíndice d indica que as matrizes do 

sistema são as do modelo no espaço de estados na forma discreta. 
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Com isto o problema em questão pode ser definido: dado um conjunto de dados 

medidos u1,..., uN e y1,..., yN, com N 
 �, geradas a partir de um modelo desconhecido, 

encontrar as matrizes Ad, Bd, Cd e Dd. Para isto são definidas matrizes estendidas de 

observabilidade e controlabilidade associadas a este sistema. A matriz de observabilidade 

estendida �i (onde o subíndice i denota o número de linhas) é dada por 
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E a matriz de controlabilidade estendida iΔ  (onde o subíndice i denota o número de colunas) 

é dada por 

[ ]dddd
2i

dd
1i

di BBABABA �−−=Δ                                                                             (2.48) 

Com isto, a matriz triangular de Toeplits Hi, pode ser escrita como mostrado a seguir 
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As matrizes de Hankel para a entrada e para saída, respectivamente, são dadas por: 
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com j � �. 
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As entradas “passadas” são denotadas por 1i0 −U ou i0U  e as entradas “futuras” são 

denotadas por 1i2i −U  ou 1i21i −+U . Uma notação similar é usada para as saídas “passadas” e 

“futuras”. A matriz de estados é definida por 

[ ]1ji2i1iii −+++= xxxxX �                                                                                          (2.52) 

As equações das matrizes de entrada e saída são definidas como mostrado a seguir. O 

teorema com a prova destas equações é apresentado em De Moor (1988) e é baseado na 

substituição das matrizes de entrada e saída na equação do espaço de estados. 

1i0i0i1i0 −− += UHX�Y                                                                                                         (2.53) 

1i2iiii1i2i −− += UHX�Y                                                                                                        (2.54) 

1i0i0
i
di −Δ+= UXAX                                                                                                            (2.55) 

O próximo passo é a definição da projeção das saídas futuras sobre as entradas 

passadas e futuras e sobre as saídas passadas. Este resultado pode ser descrito em função das 

matrizes do sistema e das matrizes de Hankel das entradas e das saídas. As matrizes Zi and 

Zi+1 são definidas como 
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onde F/Rn4sid = FRn4sid
T(Rn4sidRn4sid

T) –1Rn4sid. Uma linha de F/Rn4sid é igual à projeção de uma 

linha de F sobre uma linha de Rn4sid, considerando: 
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A equação (2.56) corresponde à predição ótima de 1i2i −Y  dado 1i20 −U  e 1i0 −Y  desde 

que 
2

F
i1i2i ZY −−  é minimizado considerando 
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Intuitivamente, a k-ésima linha de Zi corresponderia a predição do k-ésimo seguinte 

passo da saída. Estas projeções (Zi e Zi+1) são úteis na determinação do sistema, desde que as 

combinações lineares a serem feitas com as matrizes de Hankel das entradas-saídas para gerar 

as matrizes Zi e Zi+1 sejam funções das matrizes Ad, Bd, Cd e Dd do sistema. 

 

2.5.1 Esquema da Identificação 

 

Nesta seção é apresentada a utilização do algoritmo N4SID para a obtenção das 

matrizes do sistema diretamente a partir das entradas u(k) e das saídas y(k). Maiores detalhes 

podem ser obtidos em Van Overschee e De Moor (1996). 

As projeções das saídas futuras sobre as entradas passadas e futuras e saídas passadas 

podem ser descritas como uma função das matrizes do sistema e das matrizes de Hankel das 

entradas e das saídas. Primeiramente, as projeções Zi e Zi+1 devem ser calculadas a partir 

equações (2.56) e (2.57). Isto permite calcular �i e �i+1 e a ordem n do sistema como se segue: 

seja T alguma matriz cujo posto coincide com o de �i. 

• Calcular a decomposição de valores singulares (SVD do inglês Singular Value 

Decomposition): 

[ ] t1
21
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= �                                                                                                   (2.59) 

onde Un4sid = [U1 U2] e V são  matrizes ortogonais e � é uma matriz diagonal, cujo seus 

elementos são chamados de valores singulares da matriz T. 

• Desde que T seja de posto n, o número de valores singulares diferentes de zero será 

igual à ordem do sistema. 

• Os espaços da coluna de ΓΓΓΓi e � 2/1

11U  coincidem. Então, ΓΓΓΓi pode ser adotada 

como � 2/1

11U . 

O fator � 2/1

11U é introduzido por razões de simetria (VAN OVERSCHEE; DE MOOR, 1994). 

• Define-se ΓΓΓΓi como ΓΓΓΓi sem as últimas r linhas (r é o número de saídas), então: 
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i1i �� =−                                                                                                                               (2.60) 

Para a determinação das matrizes do sistema é considerando que ΓΓΓΓi, ΓΓΓΓi-1 e n foram 

determinados como descrito anteriormente, e, assim, então são conhecidos. Com isto, pode-se 

definir iX̂  e 1i
ˆ

+X : 

[ ]1i2|iiiii
ˆ

−
↑ −= UHZ�X                                                                                               (2.61) 

[ ]1i2|1i1i1i1i1i
ˆ

−+−+
↑
−+ −= UHZ�X                                                                                               (2.62) 

onde �� denota a pseudo-inversa Morre-Penrose. Nestas equações apenas Hi e Hi-1 são 

desconhecidos. 

Desde que as colunas correspondentes de iX̂  e 1i
ˆ

+X  são os estados estimados (nas 

mesmas condições iniciais) em dois instantes de tempo consecutivos (VAN OVERSCHEE; DE 

MOOR, 1996), então: 
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A partir das equações (2.63) e (2.64) é possível escrever: 
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[ ]. ⊥
 indica uma matriz cujo o espaço de linhas seja perpendicular ao espaço de linhas de [ ]. . 

Substituindo as equações (2.61) e (2.62) na equação (2.65) se obtém 
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onde  
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Observe que as matrizes Bd e Dd aparecem linearmente nas matrizes �12 e �22. 

Seja II a matriz que os espaços de linhas coincidam com as de 
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Então, a partir de (2.66) 

II
U

Z�
C

A
II

Y
Z�

//
1i2|i

ii

22d

12d

i|i

1i1i

�
�
	




�
�
�



�
	



�
�



κ

κ
=

�
�
	




�
�
�




−

↑
+

↑
−                                                                               (2.69) 

Este é um conjunto de equações lineares com as incógnitas Ad, Cd, �12 e �22, mas 

também, a resolução pode ser obtida considerando um problema de mínimos quadrados: 
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Outra maneira é, a partir de (2.66), pode-se encontrar termo por termo (termo 1): Ad e 

Cd exatas; (termo 2): �12, �22 a partir das quais Bd e Dd podem ser obtidas resolvendo um 

conjunto de equações lineares análogo ao descrito em (2.69), De Moor (1988). Note que, em 

(2.67), Bd e Dd aparecem linearmente. Assim, se Ad, Cd, ΓΓΓΓi, ΓΓΓΓi-1, �12 e �22 são conhecidos, 

resolver para Bd e Dd é equivalente a resolver um conjunto de equações lineares. Em 

particular, por não ser objetivo de trabalho, o algoritmo N4SID não foi implementado. Foi 

utilizado o algoritmo disponível no programa “ident” do software Matlab®. Para projetar os 

controladores, as matrizes do sistema identificadas pelo método de subespaço foram 

convertidas para a forma contínua através do comando “d2c” do software Matlab®. 
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CAPÍTULO 3. POSICIONAMENTO ÓTIMO DE SENSORES E 

ATUADORES 

 

Neste capítulo são apresentadas duas metodologias de posicionamento ótimo de 

sensores e atuadores. A primeira utilizada como índice de desempenho de atuadores e 

sensores as normas de sistemas H2, H� e Hankel. A segunda metodologia, bastante conhecida 

na literatura, envolve as matrizes gramminas de observabilidade e controlabilidade para 

posicionar sensores e atuadores, respectivamente. Ainda, é apresentada a matriz grammiana 

de sensibilidade de distúrbio que permite avaliar a influência de distúrbios externos sobre a 

estrutura base na localização ótima dos sensores/atuadores (MIRZA; NIEKERK, 1999). Neste 

trabalho é utilizado o traço da matriz grammiana de sensibilidade de distúrbio como índice de 

desempenho, diferentemente do proposto por Mirza e Niekerk (BUENO et al., 2005a). 

Envolvendo as normas de sistemas é apresentada a configuração geral do problema de 

posicionamento ótimo de sensores e atuadores. Nesta situação são levadas em consideração 

saídas de desempenho (ou saídas reguladas) a distúrbios externos sobre a estrutura. 

 

3.1 NORMAS DE SISTEMAS 

 

Normas de sistemas são “tamanhos” de medidas de sistemas e podem ser utilizadas 

para diversas aplicações. Em geral, para aplicações de engenharia é necessário escolher 

estrategicamente quais propriedades ou parâmetros estruturais são mais interessantes para se 

calcular uma norma. Para estruturas flexíveis, a norma H� corresponde ao maior pico da 

função de resposta em freqüência (FRF) e a norma H2 corresponde à área sob a curva da 

mesma função (GAWRONSKI, 1998).  

Entre as aplicações das normas de sistemas pode-se destacar a utilização para 

localização de falhas estruturais (GAWRONSKI; SAWICKI, 2000; CORDEIRO et al., 2006; 

MARQUI et al., 2006b), redução de modelos (GAWRONSKI; JUANG, 1990; ASSUNÇÃO; 

TEIXEIRA, 2001; MAHMOUD et al., 2002), controle (MUSTAFA; GLOVER, 1991; MOREIRA, 

1998; BURL, 1999; CERNA, 2001; BUENO et al., 2006a; BUENO et al., 2006b; BUENO et al., 

2006c) e posicionamento de sensores e atuadores (GAWRONSKI, 1998; PANOSSIAN et al., 1998; 

SILVA, 2005, BUENO et al., 2005b; BUENO et al., 2006d). 
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3.1.1 A Norma H���� 

 

Um sistema dinâmico é “pequeno” caso sua função de transferência G(�) possua 

pequenas magnitudes em todos os seus modos. Uma norma que quantifica esta medida para 

sistemas SISO é a chamada norma H� de G(�). Considerando um sistema estável, a norma 

H∞ é definida como: 

))�(G(
maxG max�
=

∞
                                                                                              (3.1) 

sendo �max(G(�)) o maior valor singular de G(�). A norma do sistema SISO é a magnitude do 

maior pico da função de transferência G(�) em termos de valores singulares. 

A norma H∞ do i-ésimo modo natural (Ai, Bi, Ci) ou (�i, �i, bi, ci) pode ser estimada 

através da seguinte equação (GAWRONSKI, 1998): 

ii

2i2i

ii

2i2i
i �2�2

G
ω

≅
ω

≅
∞

cbCB
                                                                                             (3.2) 

A norma H∞ do sistema todo corresponde a maior norma de todos os modos 

(GAWRONSKI, 1998): 

n,1,i,GmaxG i
i

�==
∞∞

                                                                                              (3.3) 

onde n é o número de modos. 

Outra maneira de se calcular a norma H∞ é via LMI. Boyd et al. (1994b) demonstram 

detalhadamente como computar este cálculo. A norma H∞ pode ser encontrada a partir do 

seguinte problema de otimização convexa: 
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                                                                                 (3.4) 

sendo P é uma matriz simétrica positiva definida e 	 um escalar. Em Assunção e Teixeira 

(2001) há uma subrotina para computar esta norma com o auxílio do LMI toolbox do 

Matlab®. 

A norma H� do i-ésimo modo de uma estrutura com um conjunto s de atuadores é a 

soma RMS das normas dos modos para cada atuador separadamente, ou seja: 
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n,1,i,GG
s

1j

2

iji �== �
=

∞∞
                                                                                      (3.5) 

Da mesma forma a norma H� do i-ésimo modo de uma estrutura com um conjunto r 

de sensores é a soma RMS das normas dos modos para cada sensor separadamente, ou seja: 

n,1,i,GG
r

1k

2

kii �== �
=

∞∞
                                                                                     (3.6) 

 

3.1.1.1 Índice e Matrizes de Posicionamento H���� 

 

O índice de posicionamento ��ki que avalia o k-ésimo atuador no i-ésimo modo em 

termos da norma H� é definido para todos os modos e todas as localizações candidatas 

possíveis: 

n,1,iS,1,k,
G

G
w
 ki

kiki �� ===
∞

∞
∞                                                                 (3.7) 

sendo wki � 0 o peso para o k-ésimo atuador e para o i-ésimo modo. Usando estes índices, 

pode-se definir uma matriz de posicionamento do atuador: 
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A i-ésima linha desta matriz corresponde ao i-ésimo modo e k-ésima coluna ao k-

ésimo atuador. O procedimento para o índice de posicionamento do sensor 
�ki é similar e 

avalia o k-ésimo sensor no i-ésimo modo em termos de norma H�: 

n,1,iR,1,k,
G

G
w
 ki

kiki �� ===
∞

∞
∞                                                                  (3.9) 



 

 

71 

sendo wki�0 o peso para o k-ésimo sensor e para o i-ésimo modo. Usando estes índices, 

pode-se definir uma matriz de posicionamento do sensor: 

sensor ésimo-k                                  

                                        

modo ésimo-i 
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A i-ésima linha desta matriz corresponde ao i-ésimo modo e k-ésima coluna ao k-

ésimo sensor. 

 

3.1.2 A Norma H2 

 

Considerando (A, B, C) a representação em espaço de estados de um sistema onde a 

função de transferência G é dada por: 

1G(�) ( j� )−= −C I A B                                                                                                       (3.11) 

A norma H2 do sistema é definida por: 

2 *
2

1
|| G || (G (�)G(�)) �

2
tr d

π

+∞

−∞

= �                                                                                           (3.12) 

onde tr é o traço da matriz. 

Uma maneira conveniente de determinar o valor numérico é através das equações: 

( )c
T

2
trG CWC=                                                                                                            (3.13a) 

( )o
T

2
trG WBB=                                                                                                           (3.13b) 

onde Wc e Wo são as matrizes grammianas de contrabilidade e observabilidade já definidas na 

seção 2.3. 

Define-se ��i como meia potência da i-ésima freqüência de ressonância (CLOUGH; 

PENZIEN, 1975; EWINS, 1984), com ��i =2�i�i sendo �i o i-ésimo fator de amortecimento e �i a 



 

 

72 

i-ésima freqüência natural. Tal variável corresponde à área limitada por ||Gi||� / 2  onde ||Gi||� 

é o valor da norma H� do i-ésimo modo (GAWRONSKI, 1998). 

Considerando (Ai, Bi, Ci) a representação em espaço de estados do i-ésimo modo de 

um sistema, é possível aproximar a norma H2 por (GAWRONSKI, 1998): 

i 2 i 2 i 2 i 2
i i i2

i i i

|| || || || || || || ||
G � 2 �

2 � � 2 �
≅ ≅ ≅ Δ

Δ

B C B C
                                                             (3.14) 

onde �i é o valor singular, assim, reescrevendo as equações, a norma H2 associada ao i-ésimo 

modo pode ser calculada por (GAWRONSKI, 1998): 

( ) ( ) ( )ii2i2icii
T
i2i �2/trG ω≅≅ BBWCC                                                                     (3.15) 

Uma vez calculada a norma para cada modo, a norma H2 do sistema pode ser obtida 

pela soma RMS de todos os modos, onde n é o número total de modos. 

n
2

i2 2
i 1

G G
=

= �                                                                                                                   (3.16) 

Prova: desde que a matriz grammiana de controlabilidade em coordenadas modais seja 

diagonalmente dominante, a norma H2 é dada por (GAWRONSKI, 1998): 

n n
2 2

i i ci i2 2
i 1 i 1

G ( ) ( ) G
= =

= ≅ =� �T T
cC CW C C Wtr tr                                                                   (3.17) 

A norma H2 também pode ser calculada via LMI. Assunção et al. (2002) mostram que 

a norma H2 do sistema (A, B, C) pode ser obtida resolvendo o seguinte problema de 

otimização: 

0com0àsujeito
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                                                             (3.18) 

onde R2 é uma matriz simétrica positiva definida. 

Assim como para a norma H�, a norma H2 para um sistema com mais de um atuador, 

ou sensor, é a soma RMS das normas para o sistema com cada um deles separadamente. 
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3.1.2.1 Índice e Matrizes de Posicionamento H2 

 

O índice de posicionamento �2ki que avalia o k-ésimo atuador no i-ésimo modo em 

termos da norma H2 é definido para todos os modos e todas as localizações candidatas 

possíveis: 

ki 2
2ki ki

2

G

 w , k 1, ,S i 1, ,n

G
= = =� �                                                                   (3.19) 

sendo wki � 0 o peso para o k-ésimo atuador e para o i-ésimo modo. Usando estes índices 

pode-se definir uma matriz de posicionamento do atuador: 
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A i-ésima linha desta matriz corresponde ao i-ésimo modo e k-ésima coluna ao k-

ésimo atuador. O procedimento para o índice de posicionamento do sensor 
2ki é similar e 

avalia o k-ésimo sensor no i-ésimo modo em termos de norma H2: 

ki 2
2ki ki

2

G

 w , k 1, ,R i 1, ,n

G
= = =� �                                                                  (3.21) 

sendo wki�0 o peso para o k-ésimo sensor e para o i-ésimo modo. Usando estes índices pode-

se definir uma matriz de posicionamento do sensor: 
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sensor ésimo-k                                  

                                        

modo ésimo-i 
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A i-ésima linha desta matriz corresponde ao i-ésimo modo e k-ésima coluna ao k-

ésimo sensor. 

 

3.1.3 A Norma Hankel 

 

A norma Hankel de um sistema é a medida do efeito entrada e saída ou a soma da 

energia armazenada e, subseqüentemente retirada do sistema. Pode ser calculada por: 

)(||G|| ocmaxh WWλ=                                                                                                        (3.23) 

onde G é a função de transferência do sistema, �max ( ) denota o maior autovalor e Wc e Wo 

são as matrizes grammianas de controlabilidade e observabilidade, respectivamente. Da 

definição de valores singulares segue que a norma Hankel do sistema é o maior valor singular 

do sistema, �max. 

maxh||G|| γ=                                                                                                                         (3.24) 

Considerando (Ai, Bi, Ci) a representação em espaço de estados do i-ésimo modo de 

um sistema ou (�i, iζ , bi, ci) o correspondente de segunda ordem, a norma Hankel deste modo 

é dada por: 

ii

2i2i

ii

2i2i
ihi 4

||||||||

4

||||||||
||G||

ωζ
=

ωζ
≅γ=

cbCB
                                                                        (3.25) 

onde bi  é a i-ésima linha de Bm e ci é a i-ésima coluna de Cm. 

A norma Hankel do sistema é o máximo valor obtido em todos os modos analisados: 

maxhih ||G||max||G|| γ==                                                                                                 (3.26) 

onde �max é o maior valor singular do sistema. 
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A partir das equações (3.2) e (3.25) é possível verificar que a norma Hankel 

corresponde à metade da norma H�, tanto para cada modo quanto para o sistema 

(GAWRONSKI, 1998). 

∞= ||G||5,0||G|| h                                                                                                                 (3.27) 

Assim como para as normas H� e H2, a norma Hankel para um sistema com mais de um 

sensor, ou atuador, é a soma RMS para cada um deles separadamente. 

Ainda, a norma Hankel também pode ser calculada via LMI. Boyd et al. (1994b) 

mostram que a norma Hankel do sistema é menor que �h se e somente se for satisfeita a 

seguinte LMI 

0,0

0,0

2/1
c

2/1
c

2
h

TT

≥≥−γ

≤++=

QQWWI

CCQAQAD
                                                                                             (3.28) 

onde Wc é a matriz grammiana de controlabilidade, Q é uma matriz positiva definida e �h é 

um escalar. Note que D = 0, ou seja, a entrada é transmitida diretamente para a saída.  

 

3.1.3.1 Índice e Matrizes de Posicionamento Hankel 

 

O índice de posicionamento 
hki que avalia o k-ésimo atuador no i-ésimo modo em 

termos da norma Hankel é definido para todos os modos e todas as localizações candidatas 

possíveis: 

n,1,iS,1,k,
G

G
w


h

hki
kikih �� ===                                                                  (3.29) 

sendo wki � 0 o peso para o k-ésimo atuador e para o i-ésimo modo. Usando estes índices 

pode-se definir uma matriz de posicionamento do atuador: 
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atuador ésimo-k

modo ésimo-i
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A i-ésima linha desta matriz corresponde ao i-ésimo modo e k-ésima coluna ao k-

ésimo atuador. O procedimento para o índice de posicionamento do sensor 
hki é similar e 

avalia o k-ésimo sensor no i-ésimo modo em termos de norma Hankel: 

n,1,iR,1,k,
G

G
w


h

hki
kikih �� ===                                                                 (3.31) 

sendo wki�0 o peso para o k-ésimo sensor e para o i-ésimo modo. Usando estes índices, 

pode-se definir uma matriz de posicionamento do sensor: 

sensor ésimo-k                                  
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A i-ésima linha desta matriz corresponde ao i-ésimo modo e k-ésima coluna ao k-

ésimo sensor. 

 

3.1.4 Índice de Atuador/Sensor e índice de modos 

 

A matriz de posicionamento fornece as propriedades de localização de cada atuador. O 

índice de posicionamento do k-ésimo atuador é determinado pela soma RMS da k-ésima 

coluna da matriz de posicionamento para a norma H2. O vetor de índice de posicionamento do 

atuador é definido por: 
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[ ]T
sa2a1aa 



 �=                                                                                                (3.33) 

e é o k-ésimo entre os índices de posicionamento do k-ésimo atuador. No caso do índice 

envolvendo a norma Hankel ou H�, é o maior índice sobre todos os modos, ou seja: 

( ) S,1,kn,1,i
max
 ik
i

ak �� ===                                                                 (3.34) 

De maneira similar o vetor de índice de posicionamento do sensor é definido como: 

[ ]T

RS2S1SS 



 �=                                                                                                 (3.35) 

No caso do índice envolvendo a norma Hankel ou H�, é o maior índice sobre todos os 

modos, ou seja: 

( ) R,1,kn,1,i
max
 ik
i

Sk �� ===                                                               (3.36) 

O vetor de índice dos modos por sua vez é definido da seguinte forma: 

[ ]T

nm2m1mm 



 �=                                                                                              (3.36) 

Estes índices podem ser determinados como sendo a soma RMS do i-ésimo modo 

sobre todos os atuadores: 

n,1,i,


S

1k

2
kiim �== �

=

                                                                                           (3.37) 

ou a soma RMS do i-ésimo modo sobre todos os sensores: 

n,1,i,


R

1k

2
ikim �== �

=

                                                                                           (3.38) 

Das propriedades e equações acima, constata-se que o índice 
ak (
sk) caracteriza a 

importância do k-ésimo atuador (sensor), assim este índice pode ser usado como um índice de 

posicionamento de atuador (sensor). Por outro lado, os índices de atuadores (sensores) com 

valor pequeno 
ak (
sk) podem ser removidos por terem participação insignificante.  

O índice modal 
mi também pode ser usado. Este índice caracteriza a importância do i-

ésimo modo para uma dada localização de sensores e atuadores. Os modos com normas 

menos significativas (ou seja, com valores pequenos do índice 
mi) podem ser eliminados da 

escolha de melhor posicionamento. 

 



 

 

78 

3.2 ESTRATÉGIAS PARA O POSICIONAMENTO DE SENSORES/ATUADORES 

 

Os atuadores devem ser posicionados em localizações para excitar os modos de 

interesse mais eficientemente. O problema de localização ótima de sensores e atuadores 

consiste em determinar o posicionamento de um pequeno conjunto de atuadores e sensores tal 

que a norma H2, H� ou Hankel do sistema seja o mais próximo da norma do sistema 

completo. Ainda, também como índice de desempenho, é considerado a maximização dos 

grammianos de observabilidade e controlabilidade. A metodologia estudada neste trabalho é 

simples de ser implementada. Outros métodos citados na literatura – como, por exemplo, 

algoritmos genéticos ou algoritmos baseados em inteligência artificial, não garantem a 

obtenção de ótimo global para sistemas com um grande número de posições candidatas. 

Utiliza-se R e S para representarem as localizações candidatas para o sensor e o 

atuador, respectivamente. O número de posições candidatas é superior ao número de 

atuadores e sensores disponíveis. 

 

3.2.1 Estratégia de Posicionamento de Atuadores 

 

Para posicionar atuadores em localizações ótimas os seguintes passos são seguidos: 

 

1. Localizar o sensor em uma posição qualquer acessível. 

2. Baseado em experiências de engenharia, exigências técnicas e restrições físicas 

selecione as localizações possíveis de atuadores. Com isto S candidatos de posicionamento de 

atuadores são selecionados. 

3. Para cada modo (k), e cada localização (i), determinar o índice do posicionamento do 

atuador 
ak(i). 

4. Para controlar um determinado modo, selecionar a localização (i) mais importante (ou 

seja, com o maior índice 
ak(i)). 

5. Para controlar um determinado número nm de modos, geralmente definidos pelo modelo 

truncado, encontrar o índice 
ak para todos os nm modos e cada posição k candidata (k = 1,..., 

S). Definir o número de atuadores necessários (an) tal que os nm sejam controláveis (an 	 S). 
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3.2.2 Estratégia de Posicionamento de Sensores 

 

Para posicionar sensores em localizações ótimas os seguintes passos são seguidos: 

 

1. Localizar o atuador na posição ótima obtida anteriormente. 

2. Baseado em experiências de engenharia, exigências técnicas e restrições físicas 

selecione as localizações possíveis de sensores. Com isto R candidatos de posicionamento de 

sensores são selecionados. 

3. Para cada modo (k), e cada localização (i), determinar o índice do posicionamento do 

sensor 
sk(i). 

4. Para observar um determinado modo, selecionar a localização (i) mais importante (ou 

seja, com o maior índice 
sk(i)). 

5. Para observar um determinado número nm de modos, encontrar o índice 
sk para todos os 

nm modos e cada posição k candidata (k = 1,..., R). Definir o número de sensores 

necessários (sn) tal que os nm sejam observáveis (sn 	 R). 

 

3.3 CONFIGURAÇÃO GERAL DO PROBLEMA DE POSICIONAMENTO ÓTIMO 

DE SENSORES/ATUADORES 

 

A mais simples e direta resolução do problema do posicionamento ótimo de sensores e 

atuadores objetivando atenuar o efeito de distúrbios e atingir saídas com desempenhos pré-

definidas é colocando os atuadores nas regiões de ação dos distúrbios e os sensores nas áreas 

que se deseja um determinado desempenho. No entanto, isso raramente é possível por razões 

técnicas e econômicas (GAWRONSKI, 1997). Consequentemente, atuadores e sensores devem 

ser estrategicamente posicionados buscando atingir o desempenho mais próximo possível do 

que teriam se fossem colocados como mencionado. 

Com isto, um típico problema de posicionamento de sensores e atuadores 

considerando uma configuração geral é baseado na análise dos parâmetros estruturais, na ação 

de distúrbios conhecidos – ou não – e no desempenho de saída. A figura 3.1 ilustra um 

sistema submetido à ação de distúrbios e considerando uma saída regulada. 

G

z

yu

w

 

Figura 3.1 – Sistema submetido à ação de distúrbios e desempenho de saída. 
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onde u é o sinal de controle, y é a saída, w é o vetor de entrada de distúrbios é z é o vetor de 

desempenho de saída ou saída regulada. 

 

3.3.1 Propriedades 

 

Nesta seção será tratado o problema de posicionamento de sensores e atuadores 

aplicados em estruturas flexíveis considerando a ação de distúrbios e saída regulada. Seja o 

trio (A, B, C) a representação modal de uma estrutura com s entradas, r saídas, n modos e N = 

2n estados. 

Considerando a planta apresentada na figura 3.1, com entradas w e u e saídas z e y. 

Sejam Gwz a matriz de transferência de w para z, Gwy a matriz de transferência de w para y, 

Guz de u para z e Guy de u para y. Sejam ainda Gwzi, Guyi, Gwyi e Guzi as funções de 

transferência do i-ésimo modo. 

 

3.3.1.1 Propriedade Multiplicativa: 

  

A propriedade multiplicativa da norma modal considerando uma configuração geral da 

planta é: 

|||||||||||||||| uziwyiuyiwzi GGGG ≅                                                                                            (3.39) 

com i = 1, ..., n, onde || || denota a norma H2, H� ou Hankel. 

Prova. Denote por Bw e B as matrizes modais de entrada de w e u, respectivamente, Cz e Cy 

as matrizes modais de saída de z e y, respectivamente e Bwi, Bi, Czi e Cyi são os blocos do i-

ésimo modo. A norma H� é aproximadamente dada por (GAWRONSKI, 1998): 

ii

2zi2i
uzi

ii

2yi2wi

wyi

ii

2yi2i

uyi
ii

2zi2wi
wzi

2
G;

2

2
G;

2

ωζ
≅

ωζ
≅

ωζ
≅

ωζ
≅

∞∞

∞∞

CBCB
G

CBCB
G

                                                                    (3.40) 

Introduzindo as equações acima na (3.39) pode-se provar a aproximação por inspeção. 

As normas H� e Hankel possuem propriedade semelhante (GAWRONSKI, 1998). 

A propriedade multiplicativa mostra que o produto da norma modal de cada modo do 

laço de desempenho (isto é, distúrbio e desempenho de saída) e o laço de controle (isto é, dos 
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atuadores e sensores) é aproximadamente igual ao produto das normas “cruzadas”, ou seja, 

distúrbios e sensores e entre atuadores e desempenho. 

A vantagem física desta propriedade se encontra no fato que melhorando o 

desempenho entre atuador-sensor de realimentação aumenta-se automaticamente o 

desempenho para o i-ésimo modo. Os desempenhos entre a relação atuador-saída de 

desempenho e distúrbio-sensor de realimentação mostram que os sensores respondem não 

somente a entrada do atuador, mas também aos distúrbios e os atuadores agem não somente 

nos sensores de realimentação, mas também na saída de desempenho. 

Esta propriedade é importante em projetos de controladores. Para a planta da figura 

3.1 se obtém: 

uGwGyuGwGz uywyuzwz , +=+=                                                                                   (3.41) 

A matriz à malha fechada Gmf de w para z, com o ganho K do controlador tal que u = 

Ky, é dada por: 

wy
1

uyuzwzmf )( KGKGIGGG −−+=                                                                                    (3.42) 

Observação: facilmente é possível provar a equação (3.42) substituindo u = Ky na expressão 

de y (mostrada na equação 3.41), e então, isolando u, substituir a expressão resultante na 

expressão de z (também mostrada na equação 3.41). 

Analisando o lado direito da equação acima percebe-se que a matriz à malha fechada 

não envolve apenas a saída y, mas também a saída de desempenho z e nos distúrbios w. 

Conseqüêntemente, se as matrizes Gwy e Guz forem matrizes nulas, o controlador não excerce 

impacto nenhum sobre o desempenho z. Assim, a meta no projeto de controladores consiste 

na melhoria simultânea do ganho entre u e y, w e y e u e z. Entretando, a propriedade 

multiplicativa mostra que a melhoria de Guy conduz automaticamente à melhoria de Gwy e 

Guz. Com isso, o desafio do posicionamento dos sensores e atuadores consiste na otimização 

do ganho para Guy. 

O impacto de Guy no desempenho do sistema pode ser mostrado através da seguinte 

propriedade da norma modal. Seja Gi a função de transferência do i-ésimo modo combinando 

as entradas {w, u} e as saídas {z, y}. É possível mostrar que (GAWRONSKI, 1998): 

2

wyi

2

wzi

2

uyi

2

uzi

2

i GGGGG +++≅                                                                          (3.43) 

onde || || denota a norma H2, H� ou Hankel. Considerando o posicionamento de S atuadores, 

produzindo S entradas {u1, u2, ..., uS}, o impacto dos atuadores é apenas nos dois primeiros 
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termos da equação (3.43), sendo constantes nos outros dois. Denota-se os termos que sofrem 

ação dos atuadores como ||Gui||
2, i.e.,  

2

uyi

2

uzi

2

ui GGG +≅                                                                                                       (3.44) 

Com isso pode-se definir a propriedade de adição para os atuadores. 

 

3.3.1.2 Propriedade de Adição para os Atuadores 

 

A propriedade aditiva para S atuadores é dada por: 

�
=

≅
S

1k

2

yiu
2
wi

2

ui k
� GG                                                                                                         (3.45) 

onde yiuk
G  é a função de transferência do i-ésimo modo para o k-ésimo atuador e para a 

saída y, e �wi é o peso no distúrbio no i-ésimo modo, definido como: 

2

wyi

2

wzi
wi 1�

G

G
+=                                                                                                                (3.46) 

Nota-se que o peso do distúrbio �wi não depende da localização do atuador, mas sim 

das características da dinâmica estrutural resultantes da ação do distúrbio. 

Similarmente, define-se a propriedade aditiva para o posicionamento dos sensores. 

Considerando o posicionamento de R sensores com R saídas {y1, ..., yR}. A ação dos sensores 

está apenas sobre o segundo e o quarto termo da equação (3.43) sendo constantes os termos 

restantes. Denota-se o segundo e quarto termos por ||Gyi||
2, que é dado por: 

2

uyi

2

wyi

2

yi GGG +≅                                                                                                      (3.47) 

Com isso, se obtém a propriedade aditiva para os sensores. 

 

3.3.1.3  Propriedade de Adição para os Sensores 

 

A propriedade aditiva para os sensores é dada por: 

�
=

≅
R

1k

2

iuy
2
zi

2

yi k
� GG                                                                                                          (3.48) 

onde �zi é o peso do desempenho no i-ésimo modo e é dado por: 
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2

uzi

2

wzi
zi 1�

G

G
+=                                                                                                                 (3.49) 

Nota-se que o peso do desempenho caracteriza a parte da dinâmica estrutural, que é 

observada no desempenho de saída não dependendo da localização do sensor. 

 

3.3.2 Índices e Matrizes de Posicionamento 

 

As propriedades de adição para os sensores e atuadores formam a base para a 

resolução do problema de posicionamento ótimo de atuadores e sensores considerando 

distúrbios e desempenho de saída. Assim, pode-se definir o índice do atuador, que avalia o 

desempenho do atuador para cada posição candidata. 

u

yiuui

aki
k

�



G

G
=                                                                                                                  (3.50a) 

onde ||Gu||
2 = ||Guy||

2+||Guz||
2. Similarmente o índice do sensor é dado por: 

y

iuyyi

ski
k

�



G

G
=                                                                                                                  (3.50b) 

onde ||Gy||
2 = ||Guy||

2+||Gwy||
2, �zi � �yi e �wi � �ui devido a propriedade multiplicativa. 

A matriz de posicionamento dos atuadores é dada por: 

atuador ésimo-k

modo ésimo-i
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                                                   (3.51a) 

e a matriz de posicionamento para o sensor é dada por: 
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sensor ésimo-k                                  

                                        

modo ésimo-i 
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                                                    (3.51b) 

O índice de posicionamento do k-ésimo atuador ou sensor é determinado na k-ésima 

coluna da matriz de posicionamento. No caso da norma H2 o índice para todos os modos é 

dado pela soma RMS dos índices de cada modo: 

n

i 1

2
k ik

 
 , k 1,...,S ou R

=

= =�                                                                                      (3.52a) 

e para as normas H� e Hankel o índice de todos os modos corresponde ao maior entre os 

índices de cada modo: 

RouS,...,1kn,...,1i),
(max
 ki
i

k ===                                                                     (3.52b) 

Esta propriedade mostra que o índice de sensor ou atuador é determinado através dos 

índices de cada sensor ou atuador individualmente. Assim, é possível avaliar a contribuição de 

cada sensor/atuador no desempenho do conjunto. 

Para o posicionamento de um considerável número de sensores não é satisfatório 

apenas utilizar o índice de desempenho individual. Suponha que um sensor em determinada 

posição tenha o índice de posicionamento 
k com elevado desempenho e que outros sensores 

em localizações próximas a este tenham também elevados desempenhos. Portanto, com ajuste 

apropriado no primeiro sensor não são necessários os outros em sua região (GAWRONSKI, 

1997). Neste caso diz que tais sensores são altamente correlacionados. 

Por isso, as posições ótimas são obtidas através do índice de posição, que é função do 

coeficiente de correlação dos sensores. Logo, define-se o vetor da norma do k-ésimo sensor 

como: 



 

 

85 

�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�

�




=

2

nuy

2

2uy

2

1uy

uy

k

k

k

k

G

G

G

g
�

                                                                                                                 (3.53) 

onde iuyk
G  é a função de transferência do i-ésimo modo para o k-ésimo sensor e || || é a norma 

H2, H� ou Hankel. As posições dos sensores podem ser encontradas utilizando o coeficiente 

de correlação dos sensores rik, definido como: 

R,...,1ik,R,...,1i,r
2uy2uy

uy
T
uy

ik

ki

ki +===
gg

gg
                                                                     (3.54) 

Denota-se o � como um escalar positivo pequeno, entre 0,01 e 0,20 (GAWRONSKI, 

1998). O índice de relacionamento I(k), k = 1,..., r, é definido como: 

ik k j0 se r 1 � e 
 

(k) =

1 em outro caso

> − ≤��
�
��

I                                                                                    (3.55) 

onde k > j e R é o número de sensores. Se I(k) = 1 o sensor é aceito, se I(k) = 0 o sensor é 

rejeitado (neste caso, para o sensor em ambas as posições j e k o desempenho é ruim; ou são 

altamente correlacionados; ou para o sensor na j-ésima posição o desempenho é mais 

elevado). 

Resumindo, a partir da propriedade de adição o procedimento de posicionamento do 

sensor é: 

1. Determinar as normas das funções de transferência Gwzi, iuyk
G  para todos os 

modos para cada sensor e, também, a norma de Gy para todos os atuadores e todos 

os sensores; 

2. O índice de desempenho de cada sensor através da equação (3.50b); 

Verificar se as posições são altamente correlacionadas, utilizando a equação (3.54) e o 

índice I(k), mostrado na equação (3.55). Os sensores altamente correlacionados são rejeitados. 
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3.4 POSICIONAMENTO ÓTIMO UTILIZANDO MATRIZES GRAMMIANAS 

 

A principal aplicação das matrizes grammianas de observabilidade e de 

controlabilidade na literatura é para localização ótima de sensores e atuadores, 

respectivamente. Bueno et al., 2005b, apresenta uma comparação entre matrizes grammianas 

e a norma H2 no posicionamento ótimo de um atuador/sensor PZT em uma viga flexível 

engastada. No referido trabalho, os autores mostram que para a estrutura considerada os 

resultados obtidos são semelhantes. As matrizes grammianas de controlabilidade e 

observabilidade também podem ser utilizadas para detecção e localização de falhas em 

estruturas. Esta aplicação é interessante para monitoramento da integridade estrutural (SHM, 

que é uma área de grande interesse de toda comunidade científica. DOEBLING et al., 1996; 

CARDEN; FANNING, 2004; LOPES JR. et al., 2000b). Detalhes e aplicações desta metodologia 

podem ser encontrados em Bueno et al. (2006e; 2006f) e Bueno et al. (2007). 

Para o posicionamento de sensores calcula-se a matriz grammiana de observabilidade 

para cada posição candidata do sensor e se utiliza um índice de desempenho que possa ser 

comparado. Alguns autores utilizam índices que relacionam o produto dos autovalores da 

matriz; o determinante ou qualquer outra norma como, por exemplo, a norma de Frobenius. 

Neste trabalho é utilizado o traço da matriz como índice de desempenho, como mostra a 

equação 3.46. Esta escolha se deve ao fato de que as matrizes grammianas são diagonais 

quando se utiliza a representação em coordenadas modais (GAWRONSKI, 1998). 

R,...,1ken,...,1i),(trIGs oik,i === W                                                                    (3.56) 

onde IGsi,k denota o índice grammiano do sensor para o i-ésimo modo e o k-ésimo sensor; tr() 

é o traço da matriz; e Woi é a matriz grammiana de observabilidade para o i-ésimo modo. 

Com isto, similarmente o que foi apresentado para as normas de sistemas, a matriz 

grammiana de posicionamento de sensores que é dada por: 
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                                   (3.57) 

Para o posicionamento dos atuadores se utiliza o índice grammiano do atuador obtido 

através do traço da matriz grammiana de controlabilidade para cada modo e posição 

candidata: 

S,...,1ken,...,1i),(trIGa cik,i === W                                                                       (3.58) 

Assim, define-se a matriz grammiana de posicionamento por: 
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                                  (3.59) 

Como já mencionado anteriormente, é interessante se considerar o efeito de distúrbios 

externos sobre a estrutura base ao se resolver o problema da localização ótima de sensores e 

atuadores. Embora pouco discutido na literatura, é possível se utilizar a matriz grammiana de 

sensibilidade de distúrbio. Nesta formulação se considera a realização no espaço de estados na 

forma que aparece a matriz de posição do distúrbio Bw, mostrada no capítulo 2 deste trabalho. 

Substituindo o vetor de entrada de controle u(t) pela relação linear entre o ganho de controle e 

o vetor de estados, tem-se: 
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                  (3.60) 

onde Ac é matriz dinâmica do sistema a malha fechada. 

Considerando a equação na forma mostrada acima é possível definir a seguinte 

equação de Lyapunov: 

0BBAWWA =++ T
ww

T
cDDc                                                                                             (3.61) 

onde WD é a matriz grammiana de sensibilidade de distúrbio. A prova desta equação é similar 

à solução da matriz grammiana de controlabilidade (MIRZA; NIEKERK, 1999). 

Logo, é possível definir o índice grammiano de sensibilidade de distúrbio como 

mostra a equação (3.62). Este índice reflete o desempenho do atuador na k-ésimo posição 

considerando o efeito do distúrbio w(t). 

S,...,1ken,...,1i),(trIGd Dik,i === W                                                                      (3.62) 

A matriz grammiana de sensibilidade de distúrbio é dada por: 
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CAPÍTULO 4. DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES 

 

 Neste capítulo são apresentados os principais fundamentos envolvidos no controle via 

LMI. Inicialmente é feito um breve histórico do uso de LMI na teoria de controle; na 

seqüência são apresentadas definições preliminares sobre LMI mostrando os problemas 

padrões tratados e os tipos de representação de incertezas que podem ser utilizadas. Em 

seguida são apresentadas considerações sobre estabilidade quadrática e sobre o projeto de 

controladores robustos com restrições. Outras informações podem ser obtidas em Silva 

(2005). 

 

4.1 HISTÓRICO 

 

O uso de LMI em problemas de análise dinâmica começou por volta de 1890 quando 

Lyapunov publicou seu trabalho, surgindo a Teoria de Lyapunov (BOYD et al., 1994a). A 

idéia de seu trabalho foi mostrar que o sistema dinâmico: 

�xx =�  (4.1) 

é assintoticamente estável, isto é, todas as trajetórias convergem a zero, se e somente se existe 

uma matriz P positiva definida tal que: 

0PAPA <+T  (4.2) 

A inequação acima é conhecida como desigualdade de Lyapunov e é resultado direto 

do 2.º teorema de Lyapunov (OGATA, 1997). A equação (4.2) é uma forma especial de LMI. 

Lyapunov também mostrou que esta LMI pode ser resolvida analiticamente através de um 

conjunto de equações lineares equivalentes. 

O próximo grande passo ocorreu nos anos 40 quando Lur’e, Postnikov e outros na 

antiga União Soviética aplicaram o método de Lyapunov para alguns problemas práticos de 

engenharia de controle, especialmente em problemas de estabilidade de sistemas de controle 

com não-linearidade no atuador (BOYD et al., 1994a). Apesar de não resolverem 

explicitamente na forma de LMI, o critério utilizado tinha a forma de uma desigualdade 

matricial. Esta desigualdade era reduzida a uma inequação polinomial que podia ser resolvida 

à “mão” e foi a primeira demonstração de que a teoria de Lyapunov poderia ser utilizada em 

problemas práticos de engenharia. 
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Já no inicio dos anos 60, Yakubovich, Popov, Kalman e outros pesquisadores 

reduziram a solução das LMIs que surgiram no problema de Lur’e a um critério gráfico 

simples, chamado atualmente de lema KYP (Kalman-Yakubovich e Popov) ou, também, de 

positive real-lemma. Este lema tem muitas variantes na literatura, as quais podem ser 

aplicadas a sistemas de ordem elevada, apesar de não serem atraentes em sistemas com não-

linearidades. Para Boyd et al. (1994a) a contribuição do lema KYP foi mostrar que certas 

classes de problemas envolvendo LMI podem ter solução através de métodos gráficos. 

O lema KYP e suas extensões foram exaustivamente estudados até a metade dos anos 

60 e foram relacionadas a idéias de passividade, ao teorema dos ganhos pequenos e ao 

controle ótimo quadrático. Em 1970 foi mostrado que as LMIs que apareciam no lema KYP 

poderiam ser resolvidas não apenas graficamente, mas também pela solução de certas 

equações algébricas de Riccati (BOYD et al. 1994a). Neste mesmo período a solução do 

problema do regulador linear quadrático (LQR), envolvendo a resolução da equação de 

Riccati, marcou época, sendo utilizada até hoje em problemas de controle ótimo (PERES, 

1997). 

Na fase inicial, grande parte dos problemas com restrições LMI envolvia soluções via 

métodos analíticos, como método direto para sistemas de ordem pequena, métodos gráficos e 

soluções de equações de Riccati. Porém a partir da década de 70, constatou-se que as LMI que 

aparecem na teoria de controle podem ser formuladas como problemas de otimização convexa 

e solucionadas via algoritmos numéricos. Pyatnitskii e Skorodinskii foram, provavelmente, os 

primeiros a mostrar isto claramente. Eles reduziram o problema de Lur’e a um problema de 

otimização convexa envolvendo LMIs, que podia ser solucionado pelo algoritmo do elipsóide. 

Até onde se sabe, Pyatnitskii e Skorodinskii foram os primeiros a formular a solução de uma 

LMI por meio de um algoritmo de busca convexa com garantias de se encontrar uma solução 

(BOYD et al., 1994b). 

Dois desenvolvimentos recentes fizeram com que este enfoque ganhasse destaque. O 

primeiro foi o grande aumento na capacidade dos computadores e o segundo o 

desenvolvimento de poderosos algoritmos numéricos para otimização convexa (BOYD et al., 

1993). Entre eles, pode-se destacar o desenvolvimento de um método de programação linear 

que resolve problemas descritos na forma de LMIs com convergência polinomial, muito útil 

na prática, que foi proposto por Karmarkar em 1984. Em 1988, Nesterov e Nemirovski 

desenvolveram o método de pontos interiores que se aplicam diretamente nos problemas de 

programação convexa, que envolvem LMIs (ASSUNÇÃO; TEIXEIRA, 2001 e BOYD et al., 

1994a). 
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Através do método proposto por Nesterov e Nemirovski o enfoque de controle via 

LMI começou a se tornar popular. Atualmente é possível resolver rapidamente problemas de 

otimização convexa que não tem solução analítica através de técnicas tradicionais. Além 

disto, as soluções de muitos problemas de otimização convexa podem ser computadas em 

tempo computacional relativamente pequeno se comparado às soluções via técnicas 

convencionais (BOYD et al., 1993). Somado a tudo isto está o fato de inúmeros pacotes 

computacionais especializados em LMIs serem disponíveis, como o LMI Control Toolbox do 

Matlab® (GAHINET et al., 1995), ou o software LMISol de domínio público (OLIVEIRA et al., 

1997). 

Atualmente, as LMIs estão sendo objeto de estudo de muitas pesquisas por renomados 

pesquisadores mundiais, tendo sido aplicadas nas mais diversas áreas: controle de sistemas 

contínuos e discretos no tempo (GHAOUI; NICULESCU, 2000), controle ótimo, controle robusto 

(VAN ANTWERP; BRAATZ, 2000 e SILVA; LOPES JR., 2006), redução de modelos (ASSUNÇÃO, 

2000), controle de sistemas não lineares, teoria de filtros robustos, identificação de sistemas, 

controle com estrutura variável, controle usando lógica fuzzy, detecção, localização e 

quantificação de falhas estruturais em sistemas mecânicos (ABDALLA et al., 1999 e ABDALLA 

et al., 2000). 

 

4.2 DEFINIÇÕES E CONCEITOS BÁSICOS 

 

Uma LMI é definida como sendo uma desigualdade matricial da forma (BOYD et al., 

1993): 

( ) 0FxFxF
m

>+= �
=1i

ii0  (4.3) 

sendo x 
 Rm a variável, e Fi = Fi
T 
 Rnxn, i = 0,1,...,m dados. O conjunto {x | F(x) > 0} é 

convexo e positivo definido. A LMI da inequação (4.3) é equivalente a um conjunto de n 

inequações polinomiais em x. 

Múltiplas LMIs, F1(x) > 0,..., Fn(x) > 0, podem ser expressas como uma LMI simples 

atráves de diag(F1(x) > 0,..., Fn(x)) > 0. Além disto nenhuma distinção é feita entre o conjunto 

de LMIs e uma LMI simples, ou seja, as LMIs F1(x) > 0,..., Fn(x) > 0 são iguais a LMI 

diag(F1(x) > 0,..., Fn(x)) > 0.  
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Um resultado importante em LMI é que uma classe de desigualdades não-lineares 

podem ser convertidas na forma de LMI através do uso do complemento de Schur. A idéia 

básica é a seguinte: Seja, 

( ) ( )
( ) ( )

0
xRxS

xSxQ
>�

	



�
�



T  (4.4) 

sendo Q(x) = QT(x), R(x) = RT(x) e S(x) são dependentes afins de x. A inequação (4.4) é 

equivalente a desigualdade matricial não-linear:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0�1 >,>− − xR0xSxRxSxQ  (4.5) 

Uma demonstração do complemento de Schur pode ser encontrada em Van Antwerp e 

Braatz (2000). Existem muitos problemas convexos e quasi-convexos comuns que aparecem 

na teoria de controle. Na seqüência são apresentados os mais comuns. 

 

4.2.1 Problema de Factibilidade de uma LMI (LMIP) 

 

Dada uma LMI F(x) > 0, o problema de factibilidade de uma LMI (LMIP) 

corresponde a encontrar xfact tal que a desigualdade F(xfact) > 0 é verdadeira, ou determinar 

que a LMI seja infactível. LMIP é um problema de factibilidade convexa. O problema de 

estabilidade de Lyapunov, mostrado na inequação (4.2) é um exemplo de um LMIP. 

 

4.2.2 Problema de Autovalor (EVP) 

 

O problema de autovalor (EVP) se restringe a minimizar o máximo autovalor de uma 

matriz, sujeito a LMI (BOYD et al., 1993): 

( )
( ) 0xB

0xAI

>

>−λ

λ

   à sujeito

minimizar

 (4.6) 

sendo A e B matrizes simétricas que dependem da variável de otimização x. EVP é um 

problema de otimização convexa e pode aparecer em controle com problemas de minimização 

de funcionais. 
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4.2.3 Problema de Autovalor Generalizado (GEVP) 

 

O problema de autovalor generalizado (GEVP), neste caso, se restringe a minimizar o 

máximo autovalor generalizado de um par de matrizes dependentes de uma variável, e 

sujeitos as restrições LMI. A forma geral de um GEVP é: 

( ) ( )
( )
( ) 0xC

0xB

0xAxB

>

>

>−λ

λ

   à sujeito

minimizar

 (4.7) 

sendo A, B e C dependentes de x. GEVP é um problema quasi-convexo. Um problema quasi-

convexo envolve uma função matemática quasi-convexa. Considere um conjunto convexo C, f 

: C 
 R é denominada uma função quase-convexa se ∀ x1, x2 ∈C e ∀ �∈(0,1); f(�x1+(1-�) 

x2) ≤ max{f(x1),f(x2)}. Quando as matrizes A, B e C são todas diagonais, este problema se 

reduz a um problema de programação linear fracional geral. Muitas funções quasi-convexas 

não-lineares podem ser representadas na forma de um GEVP. 

 

4.3 SISTEMAS INCERTOS 

 

Todo projeto de controle é baseado no uso de um modelo do sistema dinâmico, que 

procura representar o sistema real. Entretanto, este modelo nominal que em muitos casos é 

descrito como sistema linear e invariante no tempo contém incertezas significativas em 

relação ao modelo real do sistema. Isto ocorre, principalmente, devido a incertezas nos 

parâmetros, que são originadas pela imprecisão dos parâmetros físicos ou devidas as variações 

destes parâmetros durante a operação, e incertezas dinâmicas, que consistem em componentes 

dinâmicos omitidos no modelo linear que causam variações no comportamento dinâmico 

durante a operação. As incertezas dinâmicas podem ser originadas nos modos flexíveis a altas 

freqüências, nas não-lineariadades devido às entradas excessivas e variações lentas no tempo. 

Em geral as incertezas são divididas em duas classes: incertezas estruturadas e não 

estruturadas. 
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4.3.1 Incertezas Estruturadas 

 

Incertezas paramétricas são geralmente referenciadas como estruturadas e a 

caracterização destas incertezas pode ser feita através de modelos politópicos, modelos a 

parâmetro-dependentes afim e modelos com matrizes de incerteza. A caracterização destas 

incertezas utiliza inclusões diferenciais lineares (LDI). 

Considerando um sistema linear variante no tempo: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )uDwDxCy

xxu�w�xAx

ttt

0,ttt

w

0w

++=

=++=�
     (4.8) 

sendo x 
 Rn o vetor de estados e todas as matrizes com dimensão apropriada. Uma LDI é 

dada por (OLIVEIRA; ARRIFANO, 2001): 

�
�
�

�
�
�

�
	



�
�



∈Ω

)t()t()t(

)t()t()t(

w

w

DDC

BBA
 (4.9) 

sendo que Ω pode ter formas especiais, isto é, pode ser um politopo, um sistema determinado, 

etc. Uma LDI pode ser usada para descrever uma família de sistemas lineares variantes no 

tempo. 

Considerando agora um sistema linear e invariante no tempo (LTI): 

( )

DuwDCxy

xx�uw�Axx

++=

=++=

w

0w 0,�

     (4.10) 

sendo A a matriz dinâmica, Bw a matriz de entrada de distúrbio, B a matriz de entrada de 

controle, C a matriz de saída, Dw e D as matrizes de transmissão direta, x o vetor de estados, 

w o vetor de distúrbio e u o sinal de controle. Todas as matrizes e vetores têm dimensões 

apropriadas. Este sistema pode ser interpretado como uma LDI, assim: 

�
�
�

�
�
�

�
	



�
�



=Ω

DDC

BBA

w

w  (4.11) 

Quando Ω é um politopo, a LDI é chamada de LDI politópica ou PLDI. Muitos dos 

resultados que aparecem em LMI podem ser descritos como uma combinação convexa dos 

sistemas de vértices de politopos: 

{ }v1 ,, SS �Co    (4.12) 
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sendo v o número de vértices do politopo e: 

v1,...,i,
iiw,i

iiw,i
i =�

	



�
�



=

DDC

BBA
S  (4.13) 

Neste caso as matrizes da equação (4.13) são conhecidas. 

Outros casos especiais de LDI surgem em problemas de controle robusto, como 

exemplo, modelos a parâmetro-dependentes afim e modelos com matrizes de incerteza. Uma 

descrição destes sistemas incertos pode ser encontrada em Oliveira e Arrifano (2001).  

Caso o sistema possua incertezas politópicas, o projeto de controladores robustos 

através de LMIs pode ser realizado utilizando o conceito de estabilidade quadrática, 

(ASSUNÇÃO; TEIXEIRA, 2001). 

 

4.3.2 Incertezas Não-estruturadas 

 

Incertezas não estruturadas são perturbações descritas em termos de suas amplitudes e 

podem ser descritas como modelos de incertezas aditivas e multiplicativas, além de LDIs 

limitadas por norma (OLIVEIRA; ARRIFANO, 2001). Incertezas deste tipo não podem ser 

descritas como função de um parâmetro específico. Em geral estão relacionadas à dinâmica 

não modelada (sobretudo em altas freqüências devido ao truncamento modal) e não-

linearidades do sistema. Este tipo de incertezas é especificado como limites para a FRF do 

sistema (VALER, 1999). 

Os tipos de incertezas não estruturadas mais comuns são: o modelo de incerteza 

aditiva, o modelo de incerteza multiplicativa na saída e o modelo de incerteza multiplicativa 

na entrada. O modelo de incerteza aditiva é dado por: 

)s()s()s( an �GG +=      (4.14) 

sendo G(s) a função de transferência real, Gn(s) a função de transferência nominal e ����a(s) 

representando a incerteza aditiva. Moreira (1998) utiliza, no projeto de controlador H∞ 

robusto, este modelo de incerteza. A representação deste sistema é mostrada na figura (4.1). 
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Figura 4.1 – Incerteza aditiva. 

 

O modelo de incerteza multiplicativa na saída é dado por: 

( ) )s()s()s( no G��G +=  (4.15) 

sendo I a matriz identidade e ����o(s) representando a incerteza multiplicativa na saída. A 

representação deste sistema é mostrada na figura (4.2). 

 

Figura 4.2 – Incerteza multiplicativa na saída. 

 

Já o modelo de incerteza multiplicativa na entrada é dado por: 

( ))s()s()s( in ��GG +=  (4.16) 

sendo ����i(s) a representação da incerteza multiplicativa na entrada. A representação deste 

sistema é mostrada na figura (4.3). 

 

Figura 4.3 – Incerteza multiplicativa na entrada. 

 

ΔΔΔΔa(s) 

Gn(s) 
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Outra classe especial de LDI são as LDIs limitadas por normas (NLDIs). Limitantes de 

normas especificam a quantidade de incerteza em termos de ganho RMS. Ganho RMS ou 

ganho L2 é definido como a pior razão entre as entradas e saídas do sistema: 

2

2

2

L

L

Lw
0w

2

w

w
sup

Δ
=Δ

∈
≠

∞
 (4.17) 

sendo 
2L

w a energia do sinal de saída. Além disto, limitantes de normas também são úteis 

para quantificar incertezas paramétricas dependentes de freqüência. Maiores detalhes de 

NLDIs são apresentadas em Boyd et al. (1994b). 

 

4.4 ESTABILIDADE QUADRÁTICA 

 

Um sistema dinâmico descrito por uma LDI: 

( ) ( ) Ω∈,= tt AxAx�  (4.18) 

é assintoticamente estável se e somente se, todas as trajetórias do sistema convergem para 

zero em t��. Uma condição suficiente para isto é a existência de uma função na forma 

quadrática: 

( ) PxxxV �=  (4.19) 

sendo P uma matriz positiva definida, ou seja, P > 0. O sistema é assintoticamente estável se a 

equação (4.18) decai para todas as trajetórias não-nulas. Se existe uma matriz P que satisfaça 

estas condições o sistema da equação (4.18) é dito ser assintoticamente estável. Estas 

condições vêm diretamente do teorema principal de Lyapunov, já apresentado na seção 1.2. 

Assim uma condição necessária e suficiente para a LDI da equação (4.18) ser estável é 

solucionar o seguinte LMIP: 

Ω∈<+,> A0PAPA0P   todoparaT  (4.20) 

Assumindo uma nova variável Q = P-1, pode-se representar o dual desta equação que é 

uma condição equivalente para a estabilidade quadrática: 

Ω∈<+,> A0AQQA0Q   todoparaT  (4.21) 

As condições para estabilidade quadrática podem ser estendida para qualquer família 

de LDIs, como sistemas LTIs, PLDIs ou NLDIs. Assim: 
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Sistema LTI: A condição (4.20) torna-se: 

0PAPA0P <+,> T  (4.22) 

checar a estabilidade de um sistema LTI é solucionar este LMIP na variável P. 

 

Sistema PLDI: A condição (4.20) é equivalente a: 

v,1,ii
T
i �=,<+,> 0P�P�0P  (4.23) 

sendo v o número de vértices do politopo. 

A condição de estabilidade para um sistema NLDI pode ser vista em detalhes em Boyd 

et al. (1994b). No referido trabalho, também é possível encontrar as condições para 

estabilidade quadrática escritas para sistemas considerando realimentação de estados, onde a 

meta é encontrar um ganho de realimentação que garanta que o sistema seja quadraticamente 

estabilizável à malha fechada. 

Assumindo controle por realimentação de estados para a LTI descrita pela equação 

(4.8) e utilizando uma lei de controle linear, é possível considerar algumas restrições no 

projeto de um controlador. Entre as principais restrições estão: estabilidade quadrática para o 

sistema à malha fechada; limitação de sinais de saída; limitação de sinais de entrada e 

imposição da taxa de decaimento. Em Silva (2005) é possível encontrar informações sobre 

estas restrições e detalhes complementares podem ser obtidos em Boyd et al. (1994b). 
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CAPÍTULO 5. PROJETO DE SISTEMAS DE CONTROLE NO DOMÍNIO 

DO TEMPO 

 

A teoria de controle é uma área de pesquisa interdisciplinar, onde diversos conceitos e 

métodos matemáticos são utilizados para a representação e resolução de problemas físicos. A 

idéia principal deste início de capítulo é propiciar ao leitor uma revisão sobre a história da 

teoria de controle, visto que não é comum encontrá-la em livros ou artigos científicos. 

A palavra controle tem dois significados básicos. O primeiro é fiscalizar ou certificar-

se que um dispositivo físico tenha um comportamento satisfatório, ou seja, de acordo com as 

condições padrão de funcionamento. O segundo é agir, para se assegurar que tal dispositivo 

se comporte como desejado. Logo, para este trabalho, controlar é mudar do inaceitável para o 

aceitável. A idéia de controle é antiga, originada nos tempos de Aristóteles (384-322 a.C.), 

segundo Bennet (1979). Em seu livro intitulado Politéia (Política), Aristóteles – o mais 

famoso filósofo grego discípulo de Platão – descreveu de maneira simples as finalidades da 

teoria de controle para automatizar processos e então se atingir objetivos. 

Inicialmente, a descrição de sistemas físicos ou artificiais era feita apenas pela 

lingüística; e mesmo a matemática antiga, sintetizada por Euclides (325-265 a.C.; Euclides de 

Alexandria, como ficou conhecido, até hoje é considerado o “Pai da Geometria”, mas pouco 

se sabe de sua vida, como por exemplo, onde nasceu) e Diophantus de Alexandria (200-284 a. 

C., importante algebrista da Grécia antiga) era expressa por símbolos. Os acontecimentos no 

mundo eram vistos como aleatórios, mas os filósofos afirmavam que o mundo poderia ser 

discutido nos termos de processos descritos por um conjunto de leis. A primeira tentativa 

neste sentido foi com Fibonacci (1170-1250), filho de um comerciante italiano e chamado 

Leonardo de Pisa, que publicou sua obra mais famosa intitulada Livro do Ábaco, contendo 

um tratamento completo sobre métodos e problemas algébricos, após retornar de seus estudos 

com um professor muçulmano. René Descartes (1596-1650) apresentou o conceito de 

método; Galileu (1564-1642) com o uso de experimentos físicos; e mais tarde Isaac Newton 

(1642-1727) e Baron Gottfried Leibniz (1646-1716), introduzindo o cálculo, conseguiram a 

primeira metamorfose da ciência antiga baseada nos estudos de Aristóteles para o que se 

conhece atualmente. Esta mudança foi baseada no uso de experimentos físicos e de modelos 

matemáticos envolvendo equações diferenciais. 
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Embora a formulação matemática de problemas de controle seja relativamente 

complexa, as idéias fundamentais da teoria de controle são bastante intuitivas e simples. Estas 

idéias chaves são três e podem ser encontradas na natureza, na evolução e no comportamento 

dos seres vivos. A primeira idéia básica é chamada de realimentação ou feedback. Uma 

importante contribuição foi dada por Charles Darwin (1805-1882) com a teoria de que longos 

períodos de tempo eram responsáveis pela evolução da espécie. Mais tarde, Vito Volterra 

(1860-1940) usou este conceito para explicar a diferença de tamanho entre duas populações 

de peixes em uma pequena lagoa, no entanto, o mais importante foi Norbert Wiener (1885-

1964), que introduziu na biologia o conceito de realimentação positiva e negativa. Em 

engenharia, este conceito foi introduzido por engenheiros do laboratório Bell Telephone 

Laboratory (MAYR, 1970) e agora é um conceito presente em quase todas as áreas de 

atividade. O processo de realimentação é o modo em que os estados do sistema, ou as saídas, 

determinam como o controle deve agir para cada instante de tempo. 

O segundo conceito chave é denominado de necessidade de flutuações, ou need for 

fluctuations. Basicamente, a idéia deste conceito é de que não se deve necessariamente forçar 

o sistema a se dirigir imediatamente o estado desejado. Assim, na tentativa de retornar o 

sistema ao estado desejado, permite-se uma flutuação em torno do desejado, evitando forçar 

demasiadamente. Este conceito foi introduzido por Hall (1907) quando comparou a ação dos 

economistas políticos que admitiram que uma ação apropriada da lei devesse admitir 

flutuações, ou seja, ter uma tolerância temporária. O princípio da flutuação pode também ser 

encontrado em programação matemática, por exemplo, no método dos pontos interiores 

(ANDREI, 1999; ANDREI, 2004). 

O terceiro e mais importante conceito da teoria de controle é o de otimização, ou 

optimization. Esta é uma área bastante conhecida na matemática, cujo objetivo principal é 

encontrar valores desconhecidos para maximizar ou minimizar alguma função sujeita as 

restrições. Tal idéia é muito importante no contexto de controle já que uma grande variedade 

de problemas podem ser reduzidos a problemas de otimização convexa ou quase-convexa 

envolvendo desigualdades matriciais lineares. Em geral, estes problemas de otimização 

podem ser resolvidos numericamente utilizando-se o método dos pontos interiores. 

Conseqüentemente, a redução de problemas de controle para problemas de otimização 

constitui a solução dos problemas originais, claramente em um sentido muito prático (BOYD et 

al., 1994b, ANDREI, 2001). Adicionalmente as idéias básicas, existem as contribuições de 

Richard Bellman (1920-1984) introduzindo a programação dinâmica* (dynamic 
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programming) e Lev Pontryagin (1908-1988) com o maximum principle** direcionado a 

controle ótimo não-linear, que juntos estabelecem as bases da teoria de controle moderno. 
*Programação dinâmica é um método para a construção de algoritmos para a resolução de 

problemas computacionais, em especial os de otimização combinatória. Ela é aplicável à 

problemas no qual a solução ótima pode ser computada a partir da solução ótima previamente 

calculada e memorizada – de forma a evitar recálculo – de outros subproblemas que, 

sobrepostos, compõem o problema original. 

**Máximo Princípio é usado na teoria de controle ótimo para encontrar o melhor controlador 

possível para mudar um sistema dinâmico de um estado para o outro. Foi originalmente 

formulado pelo matemático russo Lev Semenovich Pontryagin e um estudante sob sua 

orientação. 

 

São dois os seguimentos básicos da teoria de controle: o controle no domínio da 

freqüência e controle no domínio do tempo. A teoria de controle no domínio da freqüência 

é baseada nos trabalhos de Pierre-Simon de Laplace (1749-1827), Joseph Fourier (1768-

1830), Augustin Louis Cauchy (1789-1857), entre outros; e o conceito central é a utilização 

da função de transferência que, para um sistema LTI é dada pela divisão da transformada de 

Laplace da saída pela transformada de Laplace da entrada do sistema. Mais tarde, os 

pesquisadores Harry Nyquist (1889-1976, Fig. 5.1a) e Hendrik Bode (1905-1982, Fig. 5.1b), 

do Bell Laboratories, apresentaram contribuições que ainda hoje são utilizadas por estudiosos 

de controle (NYQUIST, 1932; BODE, 1940). 

 

  

(a) (b) 

Figura 5.1 – Pesquisadores do Bell Laboratories – (a) Harry Nyquist; (b) Hendrik Bode. 
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Já a metodologia de controle no domínio do tempo é baseada na utilização de 

equações diferenciais. Esta teoria é fundamentada nos estudos de Newton e Leibniz, nos 

trabalhos dos irmãos Bernoulli, Jacopo Riccati (1676-1754), Leonhard Euler (1707-1783), 

entre outros. A análise do movimento de um sistema dinâmico através da representação de 

equações diferenciais (EDO) foi realizada por Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e William 

Rowan Hamilton (1805-1865). Entre os problemas a serem estudados, um dos mais 

importantes era sobre a estabilidade de um sistema representado por EDO. George Airy 

(1801-1892) foi o primeiro a discutir a instabilidade de um sistema a malha fechada usando 

EDOs (AIRY, 1840). Mais tarde, Edward Routh (1831-1907) propôs uma técnica numérica 

para avaliar a estabilidade de um sistema em movimento (ROUTH, 1877). James Clerck 

Maxwell também estudou o problema de estabilidade (MAXWELL, 1868), mas a teoria de 

estabilidade mais geral e elegante foi criada por Alexander Lyapunov (1857-1918, 

matemático russo), que estudou a estabilidade de equações diferenciais não-lineares usando a 

energia generalizada de movimento (LYAPUNOV, 1877). Tal proposta é utilizada ainda hoje. 

Outro importante problema considerado na representação no domínio do tempo era o 

de controle ótimo e de estimadores. Johann Bernoulli (1667-1748) foi o primeiro a discutir o 

princípio do ótimo (Principle of Optimality). Entre os vários princípios do ótimo, alguns 

foram formulados por Pierre de Fermat (1601-1665), em sistemas óticos; e Carl Friedrich 

Gauss (1777-1855), Jean d’ Alembert (1717-1783), Pierre de Maupertuis (1698-1759), Euler, 

Lagrange e Hamilton, e Albert Einstein (1879-1955), para sistemas mecânicos. 

A era moderna na teoria de controle começou com o trabalho de Rudolf Kalman (Fig. 

5.2) que publicou vários livros nos quais os principais problemas em análise eram sobre a 

teoria de sistemas não lineares. Em Kalman e Bertram (1960) foi considerada a estabilidade 

de Lyapunov no domínio do tempo, para sistemas não lineares. O controle ótimo de sistemas 

bem como o regulador linear quadrático foi discutido em Kalman (1960a); já as teorias de 

filtragem e dos estimadores foram discutidas em Kalman (1960b) para sistemas discretos. A 

versão para sistemas contínuos foi publicada em Kalman e Bucy (1961) e neste contexto, 

Kalman introduziu o conceito da variável de estado como uma entidade entre a entrada e a 

saída de um sistema de controle. O presente trabalho e, ainda, grande parte dos trabalhos 

atuais, são baseados em formulações no domínio do tempo. 
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Figura 5.2 – Rudolf Kalman, matemático e engenheiro eletricista húngaro-americano. 

 

As técnicas de controle do domínio do tempo representam uma ferramenta efetiva de 

sistemática que permite o projeto tanto de sistemas com entrada e saída simples (SISO) como 

de sistemas multivariáveis (MIMO) com a mesma facilidade. Já os métodos no domínio da 

freqüência são mais úteis na análise das propriedades obtidas no projeto como robustez e 

estabilidade. A seguir é apresentado sucintamente o projeto de controle para sistemas MIMO 

e LTI descritos pelas seguintes equações: 

�
�
�

+=

+=

)()()(

)()()(
:

ttt

ttt
S

DuCxy

BuAxx�
                                                                                                       (5.1) 

Existem basicamente dois tipos de realimentação no domínio do tempo: 

� Realimentação linear da saída 

� Realimentação linear de estado. 

 

5.1 REALIMENTAÇÃO LINEAR DE SAÍDAS 

 

Quando o sinal de controle é uma função linear das saídas do sistema (variáveis 

medidas) temos que: 

)()()( ttt rGyu +−=                                                                                                               (5.2) 

onde G é a matriz de ganhos de realimentação de saídas (r x m), y é o vetor de saídas do 

sistema, r é o número de atuadores, m é o número de estados medidos e r é o sinal de 

referência (sinal de comando). Quando esta lei de controle é implementada, resulta a seguinte 

equação de estado para o sistema em malha fechada: 
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ttt
S

DrCxDGIy

rDGIBxCDGIBGAx�
                                                        (5.3) 

Este tipo de controle por realimentação tem muitos inconvenientes. Entre os 

inconvenientes temos a falta de algoritmos eficientes tanto para se determinar a existência de 

uma matriz de ganhos G tal que o sistema de controle cumpra as especificações do projeto, 

como para a determinação numérica desta. Os algoritmos numéricos disponíveis na literatura, 

geralmente, não apresentam boas propriedades de convergência (VALER, 1999). 

 

5.2 REALIMENTAÇÃO LINEAR DE ESTADO 

 

Uma alternativa para o controle de sistemas dinâmicos, que oferece maior 

flexibilidade e eficiência nos algoritmos numéricos é através da realimentação das variáveis 

de estado do sistema. Neste caso o sinal de controle depende do estado do sistema, tendo a 

seguinte forma geral: 

)()()( ttt rGxu +−=                                                                                                               (5.4) 

onde G é a matriz de ganhos de realimentação de estado (r x n), onde n é o número de estados 

do sistema. 

Com esta lei de controle, a equação de estado e saída do sistema em malha fechada 

fica: 

( )
( )�

�
�

+−=

+−=

)()()(

)()()(
:

ttt

ttt
Sre DrxDGCy

BrxBGAx�
                                                                                         (5.5) 

A principal limitação deste tipo de estrutura de controle é a necessidade de se dispor 

de todas as variáveis de estados para realimentação. Em geral, estão disponíveis só algumas 

delas. Neste sentido, como será visto no capítulo 6, um observador de estado, o qual tem 

como função estimar as variáveis de estado, oferece uma solução para este problema. Já que o 

observador de estado é um sistema dinâmico, um sistema de controle baseado em observador 

não é mais do que um estado com realimentação dinâmica de saídas. 

Com o fim de se conseguir boas características de estabilidade e um desempenho 

adequado do sistema em malha fechada é preciso escolher a matriz de ganho G de acordo 

com algum critério. Diversos métodos são frequentemente utilizados para a determinação da 

matriz de ganho G, entre eles estão: alocação de pólos (SANTOS et al., 2006); controle H� 

(SILVA, 2005; BUENO et al., 2006a; SARRACINI JR., 2006; SANTOS et al., 2007); e o LQR 
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(JOHNSON; ERKUS, 2002; BUENO, et al., 2006c; HASSAN, 2006), que em particular é utilizado 

neste trabalho. Logo, a seguir são apresentados alguns detalhes desta técnica que se baseia em 

uma função de custo quadrática. 

 

5.3 CONTROLE ÓTIMO COM FUNÇÃO DE CUSTO QUADRÁTICA 

 

O regulador linear quadrático, abreviado como LQR, tem um papel muito importante 

nos projetos de controle de sistemas dinâmicos multivariáveis, não apenas por ser um método 

poderoso, mas também porque representa a origem de muitos, recentemente desenvolvidos, 

procedimentos para projetos de sistemas de controle para sistemas lineares MIMO. Além de 

proporcionar uma metodologia para o controle do ganho de realimentação o regulador linear 

quadrático garante boas margens de estabilidade para o sistema a malha fechada. 

Considerando um sistema de controle estável definido por: 

BuAxx +=�                                                                                                                           (5.6) 

no qual x é um vetor de estados, A e B são matrizes constantes e u é um vetor de controle. Em 

projetos de sistemas de controle estáveis baseados em índices de desempenho quadráticos o 

objetivo é escolher um vetor de controle u de modo que o índice de desempenho seja 

minimizado. É usual realizar medidas efetivas de vibração através do índice de desempenho 

de controle de vibrações de estruturas. Este índice, que se trata da função de custo, pode ser 

formulado a partir da integração da energia total do sistema de um tempo inicial para um 

tempo infinito (MEIROVITCH, 1990). Um índice de desempenho quadrático é dado por 

( )dt,J
0
�
∞

= uxL                                                                                                                         (5.7) 

sendo L(x,u) uma função quadrática ou uma função hermitiana que conduz a leis de controle 

lineares, ou seja 
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Os projetos de controles ótimos e reguladores lineares se resumem na determinação 

dos elementos da matriz de ganho de retroalimentação G. O sistema projetado é estável, 

exceto no caso em que o sistema não é controlável. Uma forma de se representar o índice de 

desempenho é dada por (OGATA, 1997) 

( )dtJ
0

lqrlqr�
∞

+= uRuxQx TT                                                                                                     (5.9) 

sendo Qlqr uma matriz hermitiana ou real simétrica e definida positiva, Rlqr uma matriz 

hermitiana ou real simétrica e definida positiva e u o vetor de controle sem restrições, que 

regulam respectivamente a taxa de decaimento e o sinal de controle. 

Na abordagem clássica, primeiro se projeta o sistema de controle e depois se verifica a 

estabilidade do sistema, entretanto, utilizando o método direto de Lyapunov, primeiro as 

condições de estabilidade são verificadas e então, projeta-se o controlador dentro destas 

limitações. Por estes motivos, o método direto de Lyapunov é a base para projeto de 

controladores ótimos. Para uma grande classe de problemas, mostra-se uma relação direta 

entre índices de desempenho quadráticos e as funções de Lyapunov, que são utilizadas como 

síntese nos sistemas de controle ótimo. 

 

5.3.1 Problema de Controle Ótimo Quadrático 

 

Considerando o sistema descrito pela equação (5.6), o problema é determinar a matriz 

de ganho de retroalimentação G do vetor de controle ótimo (lei de controle linear) da equação 

(5.8) de modo a minimizar o índice de desempenho, definido pela equação (5.9). Assim o 

vetor de controle u é ótimo qualquer que seja o estado inicial. A figura 5.3 mostra a 

configuração ótima proposta. 

 

Figura 5.3 – Diagrama de blocos do sistema ótimo proposto. 
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Substituindo (5.8) em (5.6) obtém-se 

( )xBGABGxAxx −=−=�                                                                                                 (5.10) 

Nas deduções a seguir assume-se que a matriz (A – BG) é estável, isto é, que os seus 

autovalores tenham parte real negativa. Substituindo a lei de controle linear (5.8) no índice de 

desempenho dado pela equação (5.9) tem-se 

( ) ��
∞∞

+=+=
0

lqrlqr

0

lqrlqr dt)(dtJ xGRGQxGxRGxxQx TTTTT                                                 (5.11) 

Para minimizar (5.11) se utiliza o problema de otimização paramétrica. Neste ponto a 

função de Lyapunov, V(x) dada pela equação (4.19), pode ser usada efetivamente na solução 

deste problema, baseando nas hipóteses do teorema principal de Lyapunov. Admitindo-se que 

( ) ( ) ( ) xPxPxxPxxxVxGRGQx TTTTT ��� −−=−=−=+
dt

d
lqrlqr                                              (5.12) 

Substituindo (5.6) em (5.12) tem-se 

( ) ( ) ( )BuAxPxPxBuAxxGRGQx TTTT +−+−=+ lqrlqr                                                     (5.13) 

E finalmente substituindo a lei de controle linear dada por (5.8) em (5.13) obtém-se 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )[ ]xBGAPPBGAx

xBGAPxPxBGAx

BGxAxPxPxBGxAxxGRGQx

TT

TTT

TTTT

−+−−=

−−−−=

−−−−=+ lqrlqr

                                               (5.14) 

A equação (5.14) deve ser verdadeira para qualquer estado x, assim (5.14) torna-se 

( ) ( ) ( )GRGQBGAPPBGA TT
lqrlqr +−=−+−                                                                    (5.15) 

Como de princípio se assumiu que a matriz (A – BG) é estável, então existe uma 

matriz Hermitiana P positiva definida que satisfaz a equação (5.15). O procedimento agora é 

determinar os elementos desta matriz e verificar se esta é definida positiva. Observa-se que 

mais de uma matriz P pode satisfazer (5.15) e que se o sistema é estável sempre irá existir 

uma matriz P positiva definida. Podem existir outras matrizes P que satisfaçam a equação 

(5.15), mas que não são definidas positivas, portanto, estas soluções devem ser descartadas. O 

índice de desempenho de (5.11) pode ser calculado como a seguir 
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000
0

lqrlqr dt)(J PxxPxxPxxxGRGQx TTTTT +−=−=+= ∞∞

∞
∞

�                                              (5.16) 

Como se define (A – BG) estável; tem-se x∞ →0. Então de (5.16), tem-se: 

0
T
0J Pxx=                                                                                                                             (5.17) 

Com isto, o índice de desempenho é obtido em termos de estado inicial e da matriz P. 

Uma técnica para a solução do problema é apresentada a seguir. Uma vez suposto que Rlqr é 

uma matriz hermitiana ou real simétrica positiva definida, pode-se escrever 

TTR T=lqr                                                                                                                           (5.18) 

Sendo T uma matriz não-singular. Então substituindo (5.18) em (5.15) 

( ) ( ) 0=++−+− TGTGQBGAPPBGA TTT                                                                    (5.19) 

Reescrevendo (5.19) obtém-se (OGATA, 1997) 

( )[ ] ( )[ ] 0QPBPBRPBTTGPBTTGPAPA TTT
T

TTT =+−−−++ −−−

lqr
111

                         (5.20) 

A minimização do índice de desempenho J requer a minimização de (OGATA, 1997) 

( )[ ] ( )[ ]xPBTTGPBTTGx TT
T

TTT 11 −−
−−                                                                            (5.21) 

em relação a G. Como (5.21) é não-negativa, o mínimo ocorre quando o seu valor é zero, ou 

seja, quando 

( ) PBTTG TT 1−
=                                                                                                                  (5.22) 

Assim, tem-se 

( ) PBRPBTTG TTT 111 −−− ==                                                                                               (5.23) 

A equação (5.23) fornece a matriz ótima de ganho G. Em conseqüência o sinal de 

controle ótimo será dado por 

PxBRGxu T1−−=−=                                                                                                          (5.24) 

A matriz P da equação (5.23) deve satisfazer a seguinte equação reduzida 

0QPBPBRPAPA TT =+−+ −
lqr

1                                                                                       (5.25) 
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A equação (5.25) é conhecida como equação matricial reduzida de Riccati. As etapas 

para o projeto de um sistema de controle ótimo quadrático podem ser vistas de forma 

esquemática na figura 5.4. 

 

 

Figura 5.4 – Etapas para o projeto de um sistema de controle ótimo quadrático. 

 

5.3.2 Regulador Linear Quadrático via LMIs 

 

Diversos autores têm avaliado aplicações do LQR, no entanto, nem tantos discutem a 

versão LMI deste controlador (BALAKRISHNAN, S.d.; JOHNSON; ERKUS, 2002). Talvez seja 

este um dos fatos que ainda impulsionam o estudo deste controlador, já considerado clássico 

pelos pesquisadores. Alguns autores apresentam, ainda, novas propostas de solução deste 

controlador sem envolverem a tradicional equação de Riccati (NASCIMENTO; FILHO, 2007 e 

FILHO; NASCIMENTO, 2007), assim, claramente se percebe a relevância deste tema. A seguir é 

apresentada a formulação do LQR em sua versão LMI. 

Para um sistema LTI descrito pela realização no espaço de estados, mostrado na 

equação (5.26), o problema do LQR é: dada uma condição inicial x(0), encontrar a entrada de 

Equação dinâmica do sistema 

a controlar 

Início 

Representação do sistema no 

espaço de estados 

Escolha das matrizes Qlqr e 

Rlqr, definidas positivas 
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Cálculo da matriz de ganho 
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Cálculo do sinal de controle 

ótimo 

Fim 
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controle u(t) que minimize a energia de saída �
∞

0

T dt)t()t( zz . Assume-se que o trio (A, B, C) é 

a realização mínima, isto é, controlável e observável (OLIVEIRA, 2004), Dzu
TDzu é inversível; e 

Dzu
TCz = 0. 

)t()t()t(

)t()t()t(

zuz uDxCz

BuAxx

+=

+=�
                                                                                                        (5.26) 

Note que Cz e Dzu são as matrizes de saída e de transmissão direta considerando a entrada de 

controle u(t) e a saída de desempenho z(t). O procedimento é similar se considerada a saída 

y(t). 

Assim, considera-se que a entrada ótima u(t) pode ser expressa por uma constante 

realimentação dos estados, ou seja, u(t) = – Gx(t), onde G = (Dzu
TDzu)

-1BTP e P é uma matriz 

única, positiva definida, que satisfaz a equação algébrica de Riccati. 

0)( z
T
z

T1
zu

T
zu

T =+−+ − CCPBDDPBPAPA                                                                         (5.27) 

A energia ótima de saída para uma condição inicial x(0) é então dada por xT(0)Px(0). 

Com Qare = P-1 (o subíndice “are” é utilizado para representar a matriz Q da Equação 

Algébrica de Riccati, do inglês Algebraic Riccati Equation); logo, é possível escrever a 

equação anterior sendo: 

0)( arez
T
zare

T1
zu

T
zu

T
areare =+−+ − QCCQBDDBAQAQ                                                         (5.28) 

E a energia ótima de saída é: xT(0)Qare
-1x(0). 

Assim, é considerado o problema de encontrar o ganho de realimentação G que 

minimize, restrito por um limite superior, a energia de saída, dada uma condição inicial. Em 

Boyd et al., 1994b é mostrado que para sistemas LTI, o limitante superior é igual à energia de 

saída. Neste caso, tal energia de saída mínima é dada minimizando xT(0)Qlqr
-1x(0) sujeito a 

Qlqr > 0 e 

( )
0

zulqrz

T
zulqrz

TT
u

T
lqrlqr ≤

�
�
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−+

++−+

IYDQC

YDQCBYYBAQAQ
                                                    (5.29) 

O valor ótimo deste EVP (problema de autovalor, do inglês Eigenvalue Problem) deve 

ser igual à energia de saída obtida resolvendo a equação de Riccati (equação 5.28). A equação 

de Riccati pode ser interpretada como o campo de soluções analíticas para o EVP. Pode-se 

mostrar esta solução analítica para o EVP através dos seguintes passos. Primeiramente, tal 
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solução pode ser mostrada usando o argumento que a LMI (5.29) é mantida para algum Qlqr > 

0 e Y se e somente se T1
zu

T
zu )( BDDY −=  e neste caso, Qlqr > 0 deve ser satisfeito. 

0BDDBQCCQAQAQ ≤−++ − T1
zu

T
zu

T
lqrz

T
zlqrlqr

T
lqr )(                                                        (5.30) 

Logo, pode ser mostrada uma manipulação que se Qlqr > 0 for satisfeita a LMI (5.30), 

então Qlqr � Qare. Entretanto, para toda condição inicial x(0), tem-se que xT(0)Qare
-1x(0) � 

xT(0)Qlqr
-1x(0); e, no entanto, o valor ótimo de EVP  é apenas xT(0)Qare

-1x(0), e o ganho ótimo 

de realimentação é 

PBDDQYG T1
zu

T
zu

1
areótimoótimo )( −− −==                                                                                  (5.31) 

Isto é interessante para notar que com P = Qlqr
-1, o EVP é equivalente a minimização 

xT(0)Px(0) sujeito a 

0)( T1
zu

T
zu

T
z

T
z

T ≤−++ − PBDDPBCCPAPA                                                                       (5.32) 

Que não é uma otimização convexa em P (BOYD et al., 1994b). No entanto, o problema de 

maximização xT(0)Px(0) sujeito a P > 0 e 

0)( z
T
z

T1
zu

T
zu

T ≥+−+ − CCPBDDPBPAPA                                                                         (5.33) 

que não é nada além da inequação (5.32), mas com a desigualdade invertida, é um EVP 

(BOYD et al., 1994b). Willems (1971) mostra que esta é uma outra formulação do problema 

do LQR. 

A versão LMI do regulador linear quadrático é também apresentada por Erkus e Lee 

(2004). Os autores propõem ainda um algoritmo implementado em Matlab®, que calcula o 

ganho de realimentação. Segundo estes autores, o problema LMI-LQR é descrito por: 

0,0àsujeito
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         5.34) 

onde N é o vetor de posição dos ruídos, XLMI e YLMI são a solução da LMI e tr( ) é o traço da 

matriz. Em Valer (1999) é possível, ainda, encontrar informações sobre as propriedades de 

robustez e sobre acompanhamento de sinais de referência utilizando o LQR. 
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5.4 MODELO DINÂMICO PARA PROJETO DE CONTROLADOR ROBUSTO 

 

O problema real do projeto de controle robusto consiste em sintetizar um controlador, 

o qual mantém a resposta do sistema em condições aceitáveis, mesmo na presença de 

incertezas no sistema. Estas incertezas podem aparecer pelos seguintes fatores: erros na 

modelagem da planta, presença de não linearidades, parâmetros modais imprecisos 

(principalmente para modelos identificados a partir de dados experimentais), presença de 

distúrbios desconhecidos e ruídos nos sensores. O problema de controle robusto se tornou 

mais popular após os resultados obtidos com o LQR em sistemas multivariáveis. Além de 

garantir que o sistema de controle a malha fechada é estável, o LQR tem excelentes 

propriedades de robustez incluindo margens de ganho de – 6 dB a +� dB e margens de fase 

de ± 60º por canal de controle (VALER, 1999). Em particular para o controlador LQR, que foi 

utilizado neste trabalho, as principais vantagens são as margens de estabilidade garantidas e 

que o ganho do controlador é constante (o que facilita sua implementação) e como principal 

desvantagem está a necessidade de se conhecer todos os estados. 

Neste trabalho, para o projeto dos controladores robustos foram consideradas 

incertezas na matriz dinâmica da estrutura. Em algumas aplicações as matrizes foram 

identificadas a partir de dados experimentais, assim, realizando nt (com nt > 1) testes de 

aquisição dos sinais de entrada e saída, nt conjuntos de matrizes que representam o sistema 

através da realização no espaço de estados modal foram identificados. Uma vez que a partir 

de cada teste de identificação se obtém matrizes com propriedades modais relativamente 

diferentes (principalmente o fator de amortecimento, que em geral é de difícil identificação), 

foi considerado que a matriz dinâmica do sistema nominal se encontra limitada pelas matrizes 

identificadas, logo, sendo estas os vértices do politopo considerado no projeto. Idéia similar é 

apresentada por Moreira (1998), no entanto, o autor obtém as matrizes que representam os 

vértices do politopo provocando variações conhecidas na estrutura. Para clareza de 

entendimento, a seguir é apresentada esta formulação. 

O modelo dinâmico no espaço de estados que representa as considerações descritas 

acima é apresentado na equação (5.35), mostrada a seguir: 

)t()t(

�)t(),t()t()t()t()t( w

xCy

A�uw�xAx

=

∈++=�
                                                                  (5.35) 

onde � é o politopo descrito por um conjunto de vértices em um espaço convexo. Note que as 

matrizes dinâmicas A(t) são obtidas através da utilização do método de subespaço 



 

 

113 

considerando dados experimentais, logo, aqui são representadas em função do tempo para 

enfatizar a presença de parâmetros incertos. Mais claramente é mostrado na equação (5.36) 

{ }v1�� AAA ,,Co, �=∈                                                                                        (5.36) 

onde v é o número de vértices do politopo no espaço convexo Co (BOYD et al., 1994b). 

Com esta metodologia, é possível projetar controladores com robustez a variações da 

matriz dinâmica e obter o ganho ótimo no espaço convexo considerado. Também, realizando 

o truncamento dos estados se consegue projetar controladores de ordem reduzida, como é 

mostrado na equação (5.37). 
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onde Ac(t) é dada pela equação (2.27); e o subíndices c e r correspondem aos modos 

controlados e aos modos residuais, respectivamente. 
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CAPÍTULO 6. OBSERVADORES DE ESTADOS 

 

A teoria de controle moderno é baseada na formulação do espaço de estados (OGATA, 

1997). Algumas características impulsionam esta utilização, com destaque no projeto de 

sistemas de controle multivariável (MIMO), que pode ser realizado com a mesma facilidade 

que para sistemas com entradas e saídas simples (SISO). Isto encoraja a utilização desta 

formulação escrita no domínio do tempo e, em contrapartida, deixa as formulações escritas no 

domínio da freqüência em certo desuso (VALER, 1999). 

Uma característica comum desta formulação é a suposição de que o vetor de estado 

completo é disponível para propósitos de realimentação, o que é factível apenas quando a 

dinâmica do sistema a controlar é descrita por um pequeno número de equações diferenciais, 

tais que todas as variáveis de estado possam ser medidas. No entanto, quando o número de 

variáveis é grande a quantidade de sensores necessários pode inviabilizar esta implementação. 

Em geral, é disponível apenas um pequeno número de sensores, então, o uso de um 

observador de estados (no sentido de estimador) permite a solução do problema de se obter o 

vetor de estado completo a partir das variáveis disponíveis. Assim, um algoritmo de controle é 

dividido em duas partes: uma parte baseada na suposição de que todas as variáveis de estado 

podem ser medidas; e a outra é o projeto do observador de estado. A propriedade de poder 

separar o projeto de controle por realimentação em duas partes é conhecida como Princípio 

da Separação e é muito importante para sistemas lineares e uma classe limitada de sistemas 

não lineares. 

O conceito de observador para sistemas dinâmicos foi introduzido por Luenberger em 

1964 com a demonstração de como as entradas e saídas disponíveis de um sistema podem ser 

usadas para construir uma estimativa do vetor de estados deste sistema. Este dispositivo de 

reconstrução dos estados foi chamado de observador de Luenberger, ou simplesmente 

observador (MARANO, 2002). A demonstração completa da reconstrução do vetor de estados 

a partir das variáveis conhecidas para um sistema linear foi mostrada em Luenberger (1966). 

O trabalho de Luenberger mostra que para um sistema com vetor de estados de ordem n e m 

estados independentes medidos (m < n), um observardor de ordem (n-m) pode reconstruir os 

estados não medidos. Vários trabalhos foram apresentados discutindo diferentes tipos de 

observadores, como observador identidade e o de ordem reduzida (LUENBERGER, 1971); e o 

trabalho de Rudolph Emil Kalman, publicado em 1960, que descreveu um processo recursivo 
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para solucionar problemas lineares relacionados à filtragem de dados discretos foi de grande 

importância para todo este desenvolvimento (KALMAN, 1960b). Desde então, novos tipos de 

observadores e algumas variações têm surgido. O presente capítulo apresenta um resumo de 

alguns tipos de observadores para propiciar ao leitor mais informações sobre o assunto. O 

observador utilizado nas aplicações deste trabalho foi o estimador baseado no filtro de 

Kalman. 

 

6.1 CONCEITO DE OBSERVADOR DE ESTADOS 

 

Um observador de estados para um sistema dinâmico original S(y;x;u) com estado x, 

saída y e entrada u é um sistema dinâmico auxiliar );;;ˆ(ˆ uyzxS com a propriedade de que a 

saída x̂ do sistema Ŝ  converge ao vetor de estado x do sistema S, independentemente da 

entrada u e do estado x de S. A figura 6.1 ilustra este enunciado graficamente: 

 

 

Figura 6.1 – Definição de observador de estado. 

 

A construção deste observador é possível somente se o sistema original é observável 

ou pelo menos detectável. Diferentemente do sistema S, que é em geral algo físico, o sistema 

Ŝ é abstrato e é implementado por um programa de computador. 

 

6.2 OBSERVADOR DE ORDEM PLENA 

 

Considere um sistema original linear, invariante no tempo e observável: 
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Sistema original 

Observador de estado 
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x̂  );;;ˆ(ˆ uyzxS  

S(y,x,u) 
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A primeira idéia que surge para obter as variáveis de estado x a partir das variáveis 

disponíveis é resolver o sistema de equações dado pela equação das saídas: 

)t()t( yCx =  

mas isto só é possível quando C tem posto n, ou seja, quando o número de medições 

independentes é igual ao número de variáveis de estado do sistema. No entanto, em geral este 

não é o caso. 

Um segundo modo de recuperar as variáveis de estado quando a matriz de 

observabilidade O tem posto n, ou seja, quando o sistema é observável, é mediante derivação. 

Assim, derivando-se a equação de saídas do sistema original (6.1): 
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e assim por diante até y(n-1). Arranjando estas expressões em forma matricial: 

)t()t()t( uOy Δ+= Tx                                                                                                             (6.2) 

onde: 
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a matriz O é a matriz de observabilidade do sistema (A,C) como definida na equação (2.31) e 

a matriz T� é uma matriz triangular inferior. Da equação 6.2: 

)t()t()t( �uyO Tx −=                                                                                                             (6.3) 

Já que O possui n linhas linearmente independentes; pode-se determinar desta última 

equação o vetor de estado x. Ainda que este procedimento seja teoricamente válido, o uso de 

derivadas de alta ordem das variáveis medidas, que na prática sempre contêm ruído, faz com 

que esta implementação não seja possível. 

Uma outra idéia que surge é a da construção de um observador em malha aberta, o 

qual é determinado pelas mesmas equações e condições iniciais do sistema a observar. Então: 

)t()t(ˆ)t(ˆ BuxAx +=�  



 

 

117 

mas este tipo de observador conduz ao desejado vetor de estado só no caso em que as 

condições iniciais do sistema original são conhecidas com precisão e o sistema original é 

estável. 

 

6.2.1 Estrutura para Observadores de Ordem Plena 

 

Na prática, o estado inicial é desconhecido e um melhor estado pode ser obtido 

tomando vantagem da disponibilidade tanto da entrada como da saída do sistema. Assim, a 

diferença entre a saída y do sistema original S e o vetor xCˆ  chamada residual: 

)(ˆ)()( tttr xCy −=∈  pode ser considerado como um termo de correção da seguinte maneira: 

))t(ˆ)t(()t()t(ˆ)t(ˆ ot xCyKBuxAx −++=�                                                                               (6.4) 

ou 

( ) )t()t()t(ˆ)t(ˆ{:ˆ
ototot yKBuxCKAx ++−=�S                                                                      (6.5) 

O sistema auxiliar otŜ  é chamado de observador de estado de ordem plena para o 

sistema S. A matriz Kot é chamada de matriz ganho do observador e a matriz CKAA ot
ˆ −=  é 

chamada de matriz do observador. Neste caso, o observador pode ser interpretado como um 

sistema de controle por realimentação, onde o residual �r, por conseguinte o erro de 

aproximação )()(ˆ)( ttt xxe −=  tem que tender assintoticamente à zero. Das equações (6.1) e 

(6.5), pode-se determinar a dinâmica do erro de aproximação: 

)t(ˆ)t()t(ˆ)t( eAxxe =−=�                                                                                                        (6.6) 

este erro convergirá a zero se e somente se a matriz do observador Â  tem todos seus 

autovalores com parte real negativa, de tal forma que o problema fundamental no projeto de 

observadores é a determinação da matriz de ganho Kot (VALER, 1999). O seguinte teorema, 

conhecido como Teorema de Wonham, garante a alocação arbitrária dos autovalores desta 

matriz quando o sistema é completamente observável. 

 

Teorema: Há pelo menos uma matriz real Kot tal que o conjunto de autovalores de A – KotC 

(em pares complexos conjugados) pode ser arbitrariamente atribuído se e somente se o par 

de matrizes (A,C) é completamente observável. 
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6.2.2 Observador para Sistemas Detectáveis 

 

Muitos dos sistemas dinâmicos são completamente observáveis e a alocação arbitrária 

dos n autovalores do observador é possível. Quando o sistema não é observável esta alocação 

arbitrária já não é mais possível, no entanto, se o sistema é detectável, a alocação dos 

autovalores dos modos observáveis pode ser arbitrária, enquanto, que os autovalores dos 

modos não observáveis não poderão ser modificados. Mas, já que estes últimos autovalores 

são estáveis um observador estável poderá ser construído. 

Quando o sistema é detectável*, este pode ser dividido em dois subsistemas, tal que 

um deles seja observável e o outro não observável, mas estável através de uma transformação 

de similaridade: 
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onde o par de matrizes (Ao,Co) é observável e Ano tem todos seus autovalores com parte real 

negativa. Neste caso, a matriz do observador Â  será: 
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*Um sistema é detectável quando para o par (C, A) existe uma matriz M tal que �(A+MC) 

pertence ao disco unitário aberto, onde �(A+MC) é o conjunto dos autovalores de (A+MC). 

Já que os autovalores da matriz Â  são formados pelos autovalores de Ano e (Ano–

K2Co), só será possível alocar os autovalores da matriz Ao mediante a matriz K2 e os 

autovalores restantes ficarão determinados pela matriz Ano (com todos seus autovalores com 

parte real negativa). Uma forma prática de se determinar a matriz de ganho Kot para sistemas 

detectáveis é usando a equação de Riccati (VALER, 1999). 

 

6.2.3 Escolha dos Autovalores do Observador 

 

A velocidade de resposta de um sistema dinâmico depende dos autovalores. Quando o 

observador é implementado num sistema de controle por realimentação, os autovalores do 
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observador deverão ser escolhidos tal que a resposta deste seja muito mais rápida que a 

resposta do sistema de controle em malha fechada, quando todo o vetor de estado é 

disponível. Isto é para não alterar a velocidade de resposta do sistema de controle. Já que o 

observador é implementado de forma analógica ou digital, o projetista pode ficar tentado 

incrementar a velocidade de resposta tal que o vetor de estado estimado x̂  convirja 

rapidamente ao vetor de estado x. No entanto, quando isto acontece, o observador pode atuar 

como um derivador e a sensibilidade à ruídos aumentará. Uma boa regra prática é escolher 

estes autovalores tal que a resposta dinâmica do observador seja pelo menos 2 a 5 vezes mais 

rápida que a resposta do sistema a malha fechada com realimentação total de estado (VALER, 

1999). 

 

6.3 OBSERVADOR DE ORDEM REDUZIDA 

 

O observador de ordem plena tem a mesma ordem da planta n com a finalidade de 

reconstruir todas as variáveis de estado do sistema. No entanto, esta ordem pode ser reduzida 

já que as variáveis de saída provêem m relações lineares independentes entre as variáveis de 

estado e daqui é apenas preciso observar n-m variáveis e determinar as restantes destas 

relações lineares. Esta redução de ordem não é muito significativa quando é observada apenas 

uma variável, mas para sistemas com mais de uma variável de saída uma redução mais 

substancial pode ser obtida. É importante notar que as variáveis de saída envolvem ruídos 

significantes, então o uso de um observador de ordem plena pode ser uma melhor escolha. 

A idéia básica de um observador de ordem reduzida é gerar n–m combinações lineares 

das variáveis de estado: 

za(t) = Mobs x(t)                                                                                                                      (6.9) 

combinando o vetor z(t) de dimensão (n-m) com a equação de saídas y de m x 1 do sistema 

original (3.1) 
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daqui o vetor completo de estado poderá ser obtido através de: 
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a matriz Mobs é tal que a inversa da matriz [CT Mobs
T] exista. O vetor z pode ser construído 

através de uma aproximação assintótica z a partir de y e u usando um sistema dinâmico 

auxiliar de ordem reduzida n–m. O vetor de estado aproximado do sistema original x̂  pode 

ser determinado utilizando a equação (6.11). Assim: 
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orS                                                                                (6.12) 

O sistema orŜ  é chamado observador de estado de ordem reduzida para o sistema 

dinâmico S. Este observador é algumas vezes chamado observador de estado de ordem 

mínima, já que é um sistema dinâmico com a menor ordem possível capaz de estimar o vetor 

de estado completo com alocação arbitrária dos seus autovalores. 

As matrizes D, E e G são as matrizes de projeto do observador. Um detalhe a ressaltar 

é que neste tipo de observador as variáveis de saída y influenciam diretamente na estimativa 

do vetor de estado x̂  e daqui este observador é mais suscetível a ruídos nas medições do que 

o observador de ordem plena onde todas as medições passam pelo processo dinâmico do 

observador o qual atua como um filtro passa baixa (VALER, 1999). 

 

6.4 OBSERVADOR DE UMA FUNÇÃO LINEAR DO ESTADO DE ORDEM MÍNIMA 

 

Tanto o observador de ordem plena quanto o de ordem reduzida descritos 

anteriormente, tem como finalidade a reconstrução total do vetor de estado. Um resultado 

importante foi que um observador de ordem n–m poderia realizar a tarefa. No entanto, 

freqüentemente o observador é usado em sistemas de controle e daqui é apenas preciso 

estimar uma função linear das variáveis de estado: w = Fx � Rr para propósitos de 

realimentação. 

Com esta finalidade o conceito de observador de estados é generalizado para o caso 

em que um funcional linear precisa ser estimado com aproximação assintótica. Já que a 

estimação de uma função linear das variáveis de estado não requer necessariamente a 

estimação de todas as variáveis de estado, a ordem deste observador pode ser menor que a 

ordem do observador de estado de ordem reduzida no caso que o número de variáveis 

medidas (m) seja menor que o número de funcionais a estimar (r), (VALER, 1999). Assim, um 

observador de ordem: 

mnl fl −≤                                                                                                                             (6.13) 
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pode realizar esta tarefa diminuindo desta maneira o tempo de cálculo já na simulação 

numérica, como na implementação em tempo real (VALER, 1999). 

Com a finalidade de poder estimar uma função linear do vetor de estado para um 

sistema original (6.1) do tipo: 

w(t) = Fx(t)                                                                                                                         (6.14) 

um observador de ordem l com a seguinte estrutura é considerado: 
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O vetor z ∈ fllR  aproximará uma função linear do vetor de estado M x e ŵ ∈ Rr 

aproximará F x. O problema do observador do funcional linear é a determinação das matrizes 

do observador (6.15) tal que: 

[ ] 0Fxw =−
∞→

)()(ˆlim tt
t

                                                                                                           (6.16) 

 

6.5 OBSERVADOR PROPORCIONAL-INTEGRAL 

 

O observador proporcional-integral é capaz de estimar qualquer distúrbio (constante, 

linear, não-linear) sempre que este seja mais lento que a constante de tempo da ação integral; 

e o número de medições não seja menor que o número de distúrbios (VALER, 1999). 

Aumentando o ganho integral é possível rejeitar distúrbios mais rápidos, no entanto, isto tem 

o efeito negativo de diminuir a margem de estabilidade do observador. Temos para este caso 

de observador: 
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onde Kp e KI são os ganhos proporcional e integral, respectivamente. Equivalentemente: 

( ){ )t(ˆ)t()t()t(ˆ)t(ˆ:ˆ
pIpIpIpIpIpIpIpIS xCyKuBxAx −++=�                                                   (6.18) 

onde 
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A condição necessária e suficiente para a existência do observador é que o par (ApI, 

CpI) seja observável ou pelo menos detectável, de maneira que seja possível alocar os 

autovalores da seguinte matriz do lado esquerdo do plano complexo: 
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6.6 ESTIMADOR DE KALMAN 

 

Esta seção trata da apresentação resumida do filtro de Kalman. O filtro de Kalman tem 

sua origem na década de sessenta, dentro da área da engenharia elétrica relacionado à teoria 

do controle de sistemas. Posteriormente, esta metodologia foi sendo incorporada a outras 

áreas como a estatística. Sua aplicação na área econômica e financeira é vasta. Inúmeros 

artigos e trabalhos são publicados rotineiramente fazendo uso do filtro de Kalman. Este 

conteúdo está baseado em Harvey (1989). Outra referência relevante e recente sobre o filtro 

de Kalman e modelos não lineares e não Gaussianos é Durbin e Koopman (2002). As 

referências clássicas sobre o tema são: Anderson e Moore (1979) e Jazwinski (1970). 

Em 1960 Rudolph Emil Kalman publicou um famoso artigo descrevendo um processo 

recursivo para solucionar problemas lineares relacionados à filtragem de dados discretos. Sua 

pesquisa proporcionou contribuições relevantes ajudando a estabelecer bases teóricas sólidas 

em várias áreas da engenharia de sistemas. Em 1960-1961 Kalman desenvolveu, com 

colaboração de Richard S. Bucy, a versão em tempo contínuo do filtro de Kalman, que se 

tornou conhecida como o filtro de Kalman-Bucy. Com o avanço computacional, o filtro de 

Kalman e suas extensões a problemas não lineares representam o produto mais largamente 

utilizado dentro da moderna teoria de controle. 

O filtro de Kalman é um conjunto de equações matemáticas que constitui um processo 

recursivo eficiente de estimação, uma vez que o erro quadrático é minimizado (WELCH; 

BISHOP, 1995). Através da observação da variável denominada “variável de observação” outra 

variável, não observável, denominada “variável de estado” pode ser estimada eficientemente. 

Podem ser estimados os estados passados, o estado presente e mesmo previstos os estados 

futuros. O filtro de Kalman é um procedimento aplicável quando os modelos estão escritos 

sob a forma espaço-estado. Além disso, o filtro de Kalman permite a estimação dos 

parâmetros desconhecidos do modelo através da maximização da verossimilhança* via 

decomposição do erro de previsão. 
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*Maximização da verossimilhança é o mesmo que maximização de uma função de 

probabilidade condicional, ou seja, a probabilidade de um evento “a” sabendo que ocorreu um 

outro evento “b”, e representa-se por p(a|b). 

Para a definição do problema do projeto de um estimador de estados baseado no filtro 

de Kalman é necessário considerar o sistema com a seguinte representação 
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onde BRp é a matriz de posição do ruído de processo, wRp(t) é chamado de ruído de excitação 

no estado (ou ruído de processo) e representa um distúrbio no sistema, v(t) é o vetor de ruídos 

no sensor (ou ruído de medida). As matrizes VK e WK são as matrizes de covariância de ruído 

de processo e de ruído de medidas, respectivamente. Estas matrizes são definidas por 

))t()t((E)),t()t((E T
K

T
RpRpK vvWwwV ==                                                                       (6.22) 

onde E(.) denota o valor esperado (média). Matematicamente o valor esperado E(x) é definido 

como dx)x(xPDF�
∞

∞−

, onde PDF(x) é a função densidade de probabilidade. Uma FDP é uma 

função que representa a distribuição da probabilidade em termos de uma integral. 

Devido à natureza estocástica do filtro de Kalman, o ruído de processo e o ruído de 

medida são supostos ruídos Gaussianos branco, estacionários (invariante no tempo) e não 

correlacionados entre si, seja (VALER, 1999) 

0))t()t((E))t()t((Eet,0))t((E,0))t((E T
Rp

T
RpRp ==∀== wvvwvw                          (6.23) 

Observação: um ruído branco Gaussiano é um ruído cuja função densidade de probabilidade 

corresponde a uma distribuição normal. O ruído branco é um tipo de ruído produzido pela 

combinação simultânea de sons de todas as componentes de freqüência. O adjetivo branco é 

utilizado para descrever este tipo de ruído em analogia ao funcionamento da luz branca, 

dado que está é obtida a partir da combinação simultânea de todas as componentes 

cromáticas. 

Seja yt uma série temporal multivariada com N elementos. Estas variáveis são 

denominadas variáveis observáveis e constituem um vetor N×1, yt � RN. As variáveis 

observáveis estão relacionadas às variáveis de estado xt através da equação de medição (ou 

observação): 

T,...,2,1t,ttttt =++= �dxZy                                                                             (6.24) 
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onde Zt é uma matriz N x m, dt é um vetor N x 1, �t é um vetor serialmente não 

correlacionado com média zero e matriz de covariância Ht e xt é um vetor m x 1 que contém 

as variáveis de estado não observáveis. A matriz Zt transforma o sistema de coordenadas do 

vetor de características estimadas no vetor de características medido (ARULAMPALAM et al., 

2002). 

As variáveis de estado são geradas por um processo Markoviano de primeira ordem e 

sua equação é denominada equação de transição: 

T,...,2,1t,ttt1ttt =++= − �RcxTx                                                                          (6.25) 

onde Tt é uma matriz m x m, ct é um vetor m x 1, Rt é uma matriz m x g e �t é um vetor g x 1 

serialmente não correlacionado com média zero e matriz de covariância Qt. 

Além disso, o vetor inicial de estado x0 tem média 0x̂ e matriz de covariância P0. Os 

ruídos �t e �t são não correlacionados entre si e não correlacionados com estado inicial. 

Para se conhecer as origens computacionais do filtro de Kalman é necessário definir 

por m
t Rˆ ∈−x  a estimativa do estado anterior (a priori) no tempo t dado que se conhece todo o 

processo anterior a t. Por estado anterior se refere ao estado antes do conhecimento da 

variável de observação em t, yt. Da mesma forma, m
t Rˆ ∈x  é a estimativa do estado posterior 

(a posteriori) em t dado que conhece a medição (ou observação) yt. 

Então, definem-se os erros de medição anterior e posterior como: 

−− −= ttt x̂xe                                                                                                                           (6.26) 

ttt x̂xe −=                                                                                                                           (6.27) 

A matriz de covariância de erro anterior −
tP  é m x m e dada por: 

( )T
ttt E −−− = eeP                                                                                                                       (6.28) 

A matriz de covariância de erro posterior Pt é m x m e dada por: 

( )T
ttt E eeP =                                                                                                                         (6.29) 

Deseja-se encontrar uma equação que relacione o estado posterior tx̂  como uma 

combinação linear do estado anterior −
tx̂  com a ponderação da diferença entre a observação yt 

e a previsão ttt ˆ dxZ +− , ou seja, 

( )ttttttt ˆˆˆ dxZyKxx −−+= −−                                                                                                 (6.30) 
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O termo entre parênteses reflete a diferença entre o previsto ttt ˆ dxZ +− e a observação 

yt. A matriz Kt (m x N) é denominada ganho de Kalman e é tal que minimiza a matriz de 

covariância de erro Pt dada pela equação (6.29). 

A minimização da covariância de erro é obtida substituindo a equação (6.30) na 

equação (6.27) e obtendo uma expressão para et em termos de Kt. Levando este resultado na 

equação (6.29), tomando-se então os valores esperados, derivando-os com relação à Kt e 

igualando a equação à zero; tem-se a condição de primeira ordem. Resolvida esta equação 

para Kt, resulta: 

( ) 1

t
T
ttt

T
ttt

−−− += HZPZZPK                                                                                                 (6.31) 

Na equação acima quando o erro da equação de medição aproxima-se de zero (Ht 
 

0), a ponderação da matriz ganho aumenta; ou ainda, 1
tt

0t

lim −

→
= ZK

H
. 

A derivação do filtro de Kalman se apóia no fato de que tanto os ruídos das equações 

de medição e transição como o vetor inicial de estado, são normalmente distribuídos. Isto 

significa que apenas os dois primeiros momentos são suficientes para descrever todos os 

estados em qualquer instante de t = 1 a t = T. Assim sendo, escreve-se: 

{ }T
ttttttt )ˆ)(ˆ(Ee)(Eˆ xxxxPxx −−==                                                                 (6.32) 

A estimativa anterior dada pela equação (6.30) é Gaussiana. A matriz de covariância 

posterior (Eq. 6.29) reflete a variância da distribuição das variáveis de estado. Então, 

),ˆ(N~)|(p tttt Pxyx                                                                                                            (6.33) 

onde ),ˆ(N tt Px  é uma função densidade de probabilidade Gaussiana com argumento tx̂  e 

covariância Pt. 

A formulação acima mostra que o filtro de Kalman é um procedimento recursivo que 

permite determinar o estimador ótimo do vetor de estado; dadas às informações disponíveis 

até o tempo t, inclusive as variáveis de observação yt. Esta é a interpretação básica do que 

aparece na equação (6.30). O estimador é dito ótimo no sentido de que a matriz de ganho é tal 

que a variância do erro das variáveis de estado é mínima (Eq. 6.31). Quando a hipótese da 

normalização não se verifica, o filtro de Kalman não fornece os valores esperados das 

variáveis de estado, no entanto, o filtro continua sendo o estimador ótimo; isto é, minimiza a 

variância do erro. 
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As equações do filtro de Kalman podem ser agrupadas em dois tipos distintos: 

equações de atualização do tempo e equações de atualização da medição. Estes dois grupos de 

equações funcionam conjuntamente como um sistema de retroalimentação. 

As equações de atualização de tempo são responsáveis pelo avanço das variáveis de 

estado e das covariâncias no tempo para se obter, desta forma, as estimativas anteriores (a 

priori) para o próximo instante. As equações das atualizações são responsáveis pela 

retroalimentação, ou seja, incorporam uma nova informação da variável observável nas 

estimativas anteriores para obter um ganho (ou melhoria) na estimação anterior. As equações 

de atualização do tempo são denominadas equações de previsão. As equações de atualização 

de medições são denominadas equações de correção. 

Seja então o modelo especificado pelas equações (6.24) e (6.25), seja 1tˆ −x o estimador 

ótimo de xt-1 baseado em informações até t-1, incluindo yt-1. Dados 1tˆ −x e Pt-1, o estimador 

ótimo de xt é dado por: 

t1ttt ˆˆ cxTx += −
−                                                                                                                     (6.34) 

A matriz de covariância de erros das variáveis de estado é dada por: 

T
ttt

T
t1ttt RQRTPTP += −

−                                                                                                      (6.35) 

As equações (6.34) e (6.35) constituem o grupo denominado de equações de 

atualização do tempo ou equações de previsão. Estas equações apresentam um avanço no 

tempo de t-1 para t. Quando uma nova observação yt é verificada, o estimador −
tx̂  de xt pode 

ser melhorado ou corrigido. As equações de atualização das medições são: 

( ) 1

t
T
ttt

T
ttt

−−− += HZPZZPK                                                                                                 (6.36) 

( )ttttttt ˆˆˆ dxZyKxx −−+= −−                                                                                                 (6.37) 

( ) −−= tttt PZKIP                                                                                                                 (6.38) 

O primeiro passo é determinar o ganho de Kalman Kt dado pela equação (6.36). 

Posteriormente, a nova informação observada yt é incorporada à previsão anterior −
tx̂  

juntamente com a matriz ganho Kt através da equação (6.37), gerando a estimação posterior 

tx̂ . O último passo é obter a matriz de covariância dos erros através da equação (6.38). O 

ciclo do algoritmo se repete para o instante de tempo t+1 sendo tx̂  e Pt dados de entrada nas 

equações (6.34) e (6.35), respectivamente. Esta natureza recursiva do modelo o torna um 
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instrumento de atualização de medidas em tempo real, daí o seu grande uso em sistemas de 

controle de rastreamento no campo de engenharia. Nas aplicações deste trabalho o ganho do 

observador baseado no filtro de Kalman foi obtido através do comando “lqe” do software 

Matlab®. 
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CAPÍTULO 7. APLICAÇÕES 

 

Nesta seção são apresentadas algumas aplicações envolvendo as metodologias de 

posicionamento ótimo de sensores e atuadores e o projeto de controladores robustos via 

desigualdades matriciais lineares. A primeira aplicação apresenta o posicionamento ótimo de 

atuadores de pilha em uma viga de aço engastada. Na aplicação foi utilizado um modelo via 

método dos elementos finitos (FEM) considerando o elemento de viga de Euller Bernoulli, 

que possui dois graus de liberdade (GL) por nó. Como índice de desempenho do atuador foi 

utilizado o índice grammiano do atuador. Ainda, é apresentada uma comparação com os 

resultados obtidos experimentalmente. Nas aplicações numéricas deste trabalho, utilizou-se a 

matriz de amortecimento proporcional às matrizes de massa e rigidez com os escalares � e � 

iguais a 10-1 e 2.10-8, respectivamente. As matrizes de massa e rigidez de vigas e placas foram 

obtidas utilizando o programa SMARTSYS, que considera o efeito do acoplamento 

eletromecânico entre atuadores/sensores e a estrutura base (MARQUI, 2007). 

A segunda aplicação apresenta o posicionamento ótimo de atuadores e sensores em 

uma placa de alumínio engastada em um de seus lados. A placa foi discretizada via FEM 

considerando o elemento de placa de Kircchoff. Os desempenhos de um atuador e de um 

sensor foram avaliados para os quatro primeiros modos de vibrar da placa. Como índices de 

posicionamento foram utilizados as matrizes grammianas de controlabilidade (para o 

atuador) e de observabilidade (para o sensor). Nesta aplicação o modelo dinâmico 

representado no espaço de estados modal e identificado utilizando o método de subespaço a 

partir de dados experimentais, e com isto, um controlador robusto foi projetado considerando 

o estimador de estados via filtro de Kalman. 

A terceira aplicação apresenta a influência de distúrbios externos no posicionamento 

ótimo de atuadores. Os resultados foram simulados para uma treliça plana modelada via FEM, 

considerando dois GL por nó (deslocamentos nas direções x e y). Como índice de 

desempenho do posicionamento do atuador na ausência de distúrbios foi utilizado o traço da 

matriz grammiana de controlabilidade. Para se considerar o efeito de distúrbio no 

posicionamento foi utilizado a matriz grammiana de sensibilidade de distúrbio. Nesta 

formulação, como apresentado no capítulo 3, item 3.4, se utiliza a matriz dinâmica a malha 

fechada e o ganho de realimentação foi obtido através do controlador LQR. 
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A quarta aplicação apresenta a resolução do problema de posicionamento ótimo de 

sensores e atuadores considerando a configuração geral, ou seja, com distúrbios e saídas de 

desempenho (saídas reguladas). Nesta aplicação foi utilizada uma treliça espacial modelada 

via FEM considerando três GL por nó. O desempenho do conjunto de atuadores e sensores em 

posições ótimas é avaliado através do projeto do controlador LQR buscando atenuar sinais de 

vibrações nos quatro primeiros modos de vibrar da treliça. Ainda, é apresentada, em detalhes, 

uma comparação do desempenho deste controlador para o ganho calculado via solução da 

equação de Riccati (denominado neste trabalho como ganho tradicional); e calculado via 

LMIs (denominado ganho robusto). Nesta aplicação se considera que a inclusão dos atuadores 

em membros estruturais resulta em variação na rigidez destes elementos, então, no projeto do 

controlador são consideradas incertezas paramétricas. 

 

7.1 POSICIONAMENTO ÓTIMO DE ATUADORES DE PILHA 

 

Nesta aplicação é apresentado o posicionamento ótimo de atuadores de pilha (PZT 

stacks). Em geral, estes atuadores são construídos com n elementos piezelétricos conectados 

mecanicamente em série e eletricamente em paralelo, como mostra a figura 7.1a 

(CARVALHAL, 2005; LI et al., 2006). No projeto de controle ativo de vibrações em estruturas 

do tipo treliças, alguns autores utilizam estes atuadores acoplados nos elementos (barras) 

estruturais. No entanto, em algumas aplicações envolvendo outras estruturas, estes atuadores 

são conectados em apenas um ponto da estrutura buscando transmitir força (LI et al., 2006). 

No referido trabalho os autores apresentam a utilização de um atuador PZT stack para 

controle ativo de vibrações em um eixo de uma caixa de câmbio. A idéia deste tipo de 

aplicação é ilustrada na figura 7.1b, onde um atuador aplica uma força em um braço-alavanca. 
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(a) (b) 

Figura 7.1 – (a) atuador PZT de pilha; (b) PZT de pilha conectado em um braço-alavanca. 

 

Neste contexto, a presente aplicação ilustra o seguinte problema hipotético: Avaliar o 

desempenho de um atuador de pilha (PZT stack) quando posicionado em três diferentes 

posições de uma viga de aço engastada. Apenas três posições (nós 2, 10 e 18) são avaliadas 

para simplificar a comprovação experimental. 

A aplicação numérica foi realizada em uma viga de aço engasta, discretizada via FEM 

em 21 elementos estruturais e 22 nós (Fig. 7.2a). Foi utilizado o elemento de Euller-Bernoulli, 

que considera 2 GL por nó. A tabela 7.2 mostra as propriedades físicas e geométricas da 

estrutura. Foi considerado um sensor acelerômetro na extremidade livre da viga e foram 

avaliadas três posições para o atuador PZT, como mostra a figura 7.2b. 
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(b) viga e posições candidatas para o atuador de pilha 

Figura 7.2 – Viga discretizada e posições candidatas para o atuador PZT. 

 

Tabela 7.1 – Propriedades físicas e geométricas da viga utilizada. 

Módulo de Elasticidade (GPa) 210 

Largura (mm) 37 

Espessura (mm) 5 

Comprimento L (mm) 420 

Densidade (Kg/m3) 7800 

 

A figura 7.3a mostra o índice grammiano de desempenho do atuador quando 

conectado em cada uma das três posições avaliadas. Neste trabalho os gráficos que mostram 

os valores dos índices foram normalizados para o maior valor ser a unidade. Este índice de 

posicionamento é dado pelo traço da matriz grammiana de controlabilidade. Nota-se que o 

desempenho do atuador é maior quando conectado na posição 3. Para aplicações numéricas 

facilmente é possível avaliar todas as posições candidatas, ou seja, o desempenho do atuador 

ao ser posicionado em cada um dos nós estruturais, como mostra a figura 7.3b. 

 



 

 

132 

 
1 5 10 15 21

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Nós Estruturais

Ín
d

ic
e 

G
ra

m
m

ia
n

o

Avaliando todas as posições

 

(a) índices grammianos para as posições 

candidatas 

(b) índices grammianos para o atuador em 

cada nó estrutural 

Figura 7.3 – Índice grammiano de posicionamento do atuador – aplicação numérica. 

 

Para verificar experimentalmente os resultados obtidos no posicionamento do atuador, 

foi utilizada a viga de aço mostrada na figura 7.4a. As propriedades físicas e geométricas são 

as mesmas da aplicação numérica (tabela 7.1). Neste caso, as matrizes necessárias para a 

representação do sistema no espaço de estados foram obtidas através do método de 

subespaços. Para indicar a posição do atuador PZT foi utilizado um martelo de impacto 

(figura 7.4b). Os sinais de saída foram obtidos por um acelerômetro modelo 352C22 PCB 

Piezotronics®. Para realizar a aquisição dos sinais de entrada e saída foi utilizado o software 

SignalCalc ACE II e um microcomputador com processador Pentium 4. A figura 7.5 mostra 

os condicionadores de sinais modelos 480E09 PCB Piezotronics®; o martelo de impacto 

modelo 086C04 PCB Piezotronics®; e o hardware de aquisição de dados do ACE II. A figura 

7.6 ilustra a configuração completa do experimento realizado. 

 

  

(a) viga de aço utilizada (b) martelo de impacto e acelerômetro 

Figura 7.4 – Viga de aço utilizada na aplicação experimental. 



 

 

133 

 

 

Figura 7.5 – Equipamentos utilizados na aquisição dos sinais. 
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Condicionador
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Figura 7.6 – Configuração completa do experimento realizado. 

 

A aquisição dos sinais foi feita para uma largura de banda de 0-1000 Hz e uma taxa de 

amostragem de 1,25 Hz. As figuras 7.7a, b e c mostram os sinais de entrada obtidos com o 

martelo de impacto, para cada posição candidata. Os sinais de saída, obtidos com o 

acelerômetro, são mostrados nas figuras 7.8, 7.9 e 7.10. Ainda, as FRF para cada posição 

candidata, são mostradas nas figuras 7.11, 7.12 e 7.13. Apenas para comparação entre o 

modelo obtido via FEM e os resultados experimentais, a tabela 7.2 apresenta as quatro 

primeiras freqüências da viga e os desvios em relação aos valores numéricos. 
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Figura 7.7 – Sinais de entrada para cada posição candidata. 

 

 

Figura 7.8 – Resposta do sistema para a entrada na primeira posição. 

 

 

Figura 7.9 – Resposta do sistema para a entrada na segunda posição. 
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Figura 7.10 – Resposta do sistema para a entrada na terceira posição. 

 

 

Figura 7.11 – FRF do sistema para entrada na primeira posição. 
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Figura 7.12 – FRF do sistema para entrada na segunda posição. 

 

 

Figura 7.13 – FRF do sistema para entrada na terceira posição. 
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Tabela 7.2 – Comparação entre as freqüências do modelo FEM e experimental. 

Freqüência Modelo FEM (Hz) Experimental (Hz) Desvio (%) 

1ª 28,51 28,75 0,84 

2ª 178,67 176,25 1,35 

3ª 500,28 495,00 1,05 

4ª 980,39 967,50 1,31 

 

A figura 7.14 mostra o índice de posicionamento do atuador de pilha obtido a partir 

dos dados experimentais. Pode-se verificar que os resultados são similares aos encontrados 

com a aplicação numérica (Fig. 7.3a), ou seja, mostra o desempenho do atuador aumentando à 

medida que este é afastado da extremidade engastada. Ainda, as figuras 7.15 e 7.16 mostram 

os índices grammianos de posicionamento, para o primeiro e segundo modos, para o modelo 

numérico e na estrutura real, respectivamente. Também é possível se verificar a similaridade 

entre os resultados numéricos e experimentais.  

 

 

Figura 7.14 – Índice grammiano de posicionamento do atuador – aplicação experimental. 

 

 

Figura 7.15 – Índice grammiano de posicionamento para o 1º modo. 
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Figura 7.16 – Índice grammiano de posicionamento para o 2º modo. 

 

Com estes resultados, nota-se a viabilidade da aplicação da metodologia proposta para 

a obtenção das posições ótimas para atuadores em aplicações reais de engenharia. Ainda, 

outros métodos de identificação podem ser utilizados para se obter a representação da 

estrutura no espaço de estados e então os índices grammianos de posicionamento. Entre os 

diversos métodos de identificação propostos na literatura estão os métodos de identificação de 

parâmetros via funções ortogonais (MORAIS et al., 2005); método exponencial complexa 

(MAIA et al., 1996); predição de erros (LJUNG, 2002; MESQUITA NETO et al., 2006); 

decomposição no domínio da freqüência (MAIA et al., 1996), entre outros. 

 

7.2 POSICIONAMENTO ÓTIMO DE SENSORES/ATUADORES EM PLACAS 

FLEXÍVEIS 

 

Neste exemplo se buscou apresentar o posicionamento ótimo de atuadores PZT e 

sensores (acelerômetro) em uma placa de alumínio. Este estudo é considerado importante, e 

pode ser generalizado, para as mesmas condições de engaste, pois os resultados para placas 

com diferentes dimensões geométricas e diferentes materiais são similares. Para esta 

aplicação o modelo dinâmico no espaço de estados, em coordenadas modais, foi obtido via 

FEM considerando 100 elementos estruturais, 121 nós e 363 GL. O desempenho do atuador 

foi avaliado para as trinta posições mais próximas ao engaste (Fig. 7.17b) e o desempenho do 

sensor foi avaliado na direção perpendicular a placa, para todos os nós estruturais. A figura 

7.17a mostra a placa discretizada; e a tabela 7.3 mostra as propriedades físicas e geométricas. 
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(a) placa de alumínio discretizada via FEM (b) posições do atuador avaliadas 

Figura 7.17 – Placa flexível utilizada na simulação de posicionamento ótimo. 

 

Tabela 7.3 – Propriedades físicas e geométricas da placa de alumínio. 

Comprimento Largura Espessura 
Dimensões (mm) 

200 200 3 

Densidade (kg.m-3) 2710 

Módulo de Elasticidade (GPa) 70 

 

Os atuadores piezelétricos, para aplicações em placas, quando submetido a um campo 

elétrico alternado produzem uma deformação alternada (efeito inverso). Considerando este 

elemento colado em uma estrutura, seu esforço pode ser modelado como um momento M 

aplicado em suas extremidades, como mostra a figura 7.18. O desempenho dos atuadores PZT 

e dos sensores (acelerômetros) foram avaliados para cada um dos quatro primeiros modos de 

vibrar da placa, mostrados na figura 7.19. 

 

��
 

Figura 7.18 – Atuadores PZT colado em uma superfície gerando momento de flexão. 
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(a) 1º mode [42,5 Hz] (b) 2º mode [104,1 Hz] 
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(c) 3º mode [261,1 Hz] (d) 4º mode [332,5 Hz] 

Figura 7.19 – Quatro primeiros modos de vibrar da placa de alumínio. 

 

A figura 7.20 mostra o índice de posicionamento do atuador para o primeiro modo e 

para cada uma das trinta posições candidatas mostradas na figura 7.17b. Nota-se que o 

desempenho do PZT é maior quando este é colocado em um dos extremos da placa próximo 

ao engaste. As figuras 7.21 a 7.23 mostram os mesmos índices para o segundo, terceiro e 

quarto modos de vibrar, respectivamente. 
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Figura 7.20 – Índice de posicionamento do atuador – primeiro modo. 
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Figura 7.21 – Índice de posicionamento do atuador – segundo modo.* 

*Note que: para as figura 7.21 a 7.23 a cor azul escuro corresponde ao valor zero e a cor marrom ao 

maior valor de índice de posicionamento. 
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Figura 7.22 – Índice de posicionamento do atuador – terceiro modo. 
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Figura 7.23 – Índice de posicionamento do atuador – quarto modo. 

 

Assim como descrito nas estratégias de posicionamento, conhecidas as posições 

ótimas do PZT para cada modo de vibrar de interesse, e considerando-o nestas localizações, o 

desempenho de um acelerômetro foi avaliado para cada posição candidata, ou seja, para o 
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sensor posicionado em cada nó estrutural e na direção perpendicular a placa. Nesta aplicação, 

dois atuadores PZT foram considerados nas posições 12 e 19 (Fig. 7.17b)*. As figuras 7.24 a 

7.27 mostram os índices de posicionamento do sensor quando colocado em cada nó estrutural 

na direção z da figura 7.17b. 
*A proximidade com o engaste, geralmente, inviabiliza o posicionamento dos PZTs nas 

posições 1 e 10, que seriam as ótimas nestas condições. 
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Figura 7.24 – Índice grammiano de posicionamento do sensor – 1º modo. 
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Figura 7.25 – Índice grammiano de posicionamento do sensor – 2º modo. 
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Figura 7.26 – Índice grammiano de posicionamento do sensor – 3º modo. 
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Figura 7.27 – Índice grammiano de posicionamento do sensor – 4º modo. 

 

Avaliadas as posições ótimas para atuadores e sensores, um controlador robusto foi 

projetado para atenuar vibrações na placa de alumínio, mostrada na figura 7.28. Dois pares de 

PZTs foram utilizados nas posições indicadas na figura 7.28b (dois PZTs estão na face oposta, 

nas mesmas posições). Também, um acelerômetro foi utilizado como sensor posicionado na 

extremidade livre da placa, como é mostrado da figura 7.29. As propriedades físicas e 

geométricas são as mesmas mostradas na tabela 7.3. As propriedades dos PZT são mostradas 

na tabela 7.4 e os sinais de saída foram medidos com um acelerômetro modelo 352C22 PCB 

Piezotronics®. Os sinais foram obtidos através da média de cinco medições para cada teste de 
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aquisição. Para a aquisição dos sinais foi utilizado o software SignalCalc ACE® II. A figura 

7.29 apresenta a configuração do experimento realizado para a aquisição dos sinais. 

 

  

(a) Atuador PZT (b) placa de alumínio 

Figura 7.28 – PZT atuador e placa flexível de alumínio. 
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Figura 7.29 – Disposição da configuração experimental. 
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Tabela 7.4 – Propriedades físicas e geométricas dos atuadores PZTs, baseadas no material 
PSI-5A-S4 (Piezo-Systems®, Inc.) 

Propriedade Valor 

Comprimento 0,2 m 

Largura 0,2 m 

Espessura 0,00027 m 

Módulo de Elasticidade 60 GPa 

Densidade 7650 Kg m-3 

Constante Piezelétrica 190e-12 mV-1 

Elasticidade 1,076e-11 m/N2 

Permissividade do ar 7,33e-9 F/m 

 

A identificação das matrizes do sistema foi realizada utilizando o método de 

subespaço para três testes de aquisição dos sinais. Assim, como descrito no capítulo 5, foram 

consideradas três matrizes dinâmicas para representarem os vértices do espaço convexo, ou 

seja, as incertezas nas propriedades modais da placa. As três matrizes dinâmicas (A1, A2 e A3) 

e as matrizes de entrada de controle (B) e de saída (C), utilizadas no projeto do controlador, 

são mostradas a seguir.  Logo, o espaço convexo pode ser representado pelo sistema 

politópico mostrado na figura 7.30. A tabela 7.5 mostra as freqüências naturais e os fatores de 

amortecimento obtidos a partir de cada identificação. 
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Figura 7.30 – Vértices do politopo que limita as incertezas nos parâmetros modais da placa. 
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Tabela 7.5 – Freqüências naturais e fatores de amortecimento de cada identificação. 

 Freqüência Natural (Hz) Fator de Amortecimento 

Modo 1º teste 2º teste  3º teste 1º teste 2º teste 3º teste 

1º     43,8232   42,3678    42,6750     0,0361     0,0312     0,0525 

2º     99,8489    98,8888    99,6678     0,0087     0,0355     0,0041 

3º    252,2666   251,9396   251,1175     0,0023     0,0027     0,0026 

4º   327,9723   330,6602   333,0857     0,0017     0,0047     0,0020 

 

O controlador LQR via LMI foi projetado considerando as incertezas representadas 

nos vértices do politopo da figura 7.30. As matrizes Q e R foram definidas como 5000I e 

0,5I, respectivamente; onde I é a matriz identidade. Para o projeto do observador, a partir do 

estimador de Kalman, foram consideradas as matrizes VK (matriz de covariância de ruído de 

processo) e WK (matriz de covariância de ruído de medida) iguais a 3.10-7I e 1.10-6I, 

respectivamente. Note que na prática as intensidades dos ruídos nos estados (ruídos de 

processo) e no sensor (ruídos de medida) são desconhecidas. Por isto, a escolha das matrizes 

VK e WK é feita considerando a aproximação dada pela multiplicação de um escalar 

(escolhido pelo projetista) pela matriz identidade. No entanto, o filtro de Kalman será ótimo 

se estas intensidades coincidirem com as intensidades reais. As figuras 7.31 e 7.32 mostram a 

função de resposta em freqüência (FRF) e os pólos, respectivamente, para o sistema com e 

sem controle. 
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FRF - LQR LMI + Filtro de Kalman
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Figura 7.31 – FRF para o sistema com e sem controle. 
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Figura 7.32 – Posição dos pólos do sistema com e sem controle – vértice 1*. 

*Os resultados são similares para os vértices 2 e 3. 
 

A figura 7.33 mostra a FRF obtida a partir de cada teste de identificação. O ganho do 

controlador calculado considerando as três matrizes dinâmicas foi G = [-92,0316 -55,3374 -

49,6693 123,2657 136,5534 -1,2564 -133,4559 35,5574]. Note, pela ordem de G, que foi 

projetado um controlador SISO, ou seja, os quatro PZTs atuando simultaneamente e 
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aplicando a mesma força de controle. Isto se deve ao fato de que o desempenho dos 

atuadores é similar para posições consideradas, como mostram as figuras 7.20 a 7.23. O 

ganho Kt do observador foi Kt = 104*[-0,4070 -0,0430 0,1781 0,2368 -0,0894 0,1606 0,1699 -

0,0695]T. A figura 7.34 mostra a resposta ao impulso do sistema com e sem controle 

considerando uma entrada impulsiva na posição mostrada na figura 7.29. As respostas são 

mostradas para cada vértice do politopo. 
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Figura 7.33 – FRFs obtidas a partir de cada identificação experimental. Cada uma está 

representada por um vértice do politopo. 
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Resposta ao Impulso - Vértice 1
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Figura 7.34 – Função de resposta ao impulso para o sistema com e sem controle – vértices 1, 

2 e 3. 
 

As tabelas 7.6 e 7.7 mostram as freqüências naturais e os fatores de amortecimento, 

respectivamente, obtidos através do modelo FEM e dos modelos identificados a partir de 

dados experimentais, para comprovação das simulações do posicionamento dos atuadores e 

sensores. É importante notar que para avaliar o desempenho de um atuador ou sensor para 

todas as posições candidatas, quando são várias, a utilização de um modelo identificado via 

dados experimentais é dificultada pela necessidade de se realizar diversas aquisições de sinais, 

além de diversos processos de identificação. Também, deve-se destacar que o projeto de um 

controlador robusto baseado em um modelo identificado é incentivado principalmente pela 

identificação dos fatores de amortecimento, que geralmente origina consideráveis erros 

relativos quando comparados com um modelo FEM.  
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Tabela 7.6 – Comparação entre as freqüências naturais: FEM versus Modelo Identificado. 

Freqüência Natural (Hz) 

Modo 1º teste 2º teste  3º teste Modelo FEM Erro Relativo (%) 

1º     43,8232   42,3678    42,6750 42,58 2,83 0,52 0,21 

2º     99,8489    98,8888    99,6678 104,64 4,81 5,83 5,00 

3º    252,2666   251,9396   251,1175 260,70 3,35 3,48 3,82 

4º   327,9723   330,6602   333,0857 335,17 2,20 1,36 0,63 

Erro Relativo = 100*{[(Freq. Teste i)-(Freq. FEM)]/( Freq. Teste i)}; com i = 1, 2 e 3. 

 

Tabela 7.7 – Comparação entre os fatores de amortecimento: FEM versus Modelo 

Identificado. 

Fator de Amortecimento 

Modo 1º teste 2º teste  3º teste Modelo FEM Erro Relativo (%) 

1º      0,0361     0,0312     0,0525 0,0120 66,67 61,54 77,14 

2º      0,0087     0,0355     0,0041 0,0053 39,08 85,07 29,27 

3º      0,0023     0,0027     0,0026 0,0033 43,48 22,22 26,92 

4º     0,0017     0,0047     0,0020 0,0033 94,12 29,79 65,00 

Erro Rel. = 100*{[(Fat. Amort. Teste i)-(Fat. Amort. FEM)]/(Fat. Amort. Teste i)}; com i = 1, 

2 e 3. 

 

7.3 INFLUÊNCIA DE DISTÚRBIOS NO POSICIONAMENTO ÓTIMO 

 

Neste exemplo se buscou avaliar a influência de distúrbios no posicionamento ótimo 

de um PZT como atuador/sensor. A aplicação foi realizada em uma treliça plana modelada via 

FEM, mostrada na figura 7.35. A treliça possui 17 barras, 10 nós, 2 GL por nó; e suas 

propriedades físicas e geométricas são mostradas na tabela 7.8. Devido ao engaste uma barra 

e 4 GL são restritos, restando 16 barras como candidatas à posição do atuador/sensor. O efeito 

do acoplamento eletromecânico entre PZT e a estrutura não é considerado e para clareza de 

compreensão, o atuador é do tipo PZT stack (HEVERLY II et al., 2001). 
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Figura 7.35 – Treliça plana utilizada no posicionamento do atuador PZT. 

 

Tabela 7.8 – Propriedades físicas e geométricas da treliça. 

L 0,3 m 

Módulo de Elasticidade 70 MPa 

Densidade 2710 Kg/m3 

Área da seção transversal 2,95.10-5 m2 

 

Inicialmente, buscando ilustrar um problema real de engenharia, a posição do distúrbio 

externo foi considerada desconhecida. Segundo Demetriu (2004), nesta situação, o pior caso 

deve ser considerado. No entanto, no referido trabalho o autor não discute como classificar o 

distúrbio para se descobrir qual a pior situação.  Para o presente trabalho foram utilizadas as 

normas de sistemas para avaliar cada posição candidata à localização do distúrbio. A 

avaliação foi feita através do cálculo da norma para cada possível posição do distúrbio, 

considerando um sensor co-localizado. O maior valor da norma corresponde à posição que o 

distúrbio mais significativamente perturba a estrutura ou um modo estrutural. A tabela 7.9 

apresenta as dez posições avaliadas para se obter a pior localização do distúrbio. A figura 7.36 

mostra claramente que o pior caso de distúrbio é quando este é localizado nas posições 8 ou 9, 

que correspondem aos nós 9 (direção positiva de y) e 10 (direção negativa de y), 

respectivamente. Na figura 7.36 foram considerados todos os modos de vibrar, no entanto, 

para problemas específicos, pode-se classificar o distúrbio para cada modo estrutural. 
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Tabela 7.9 – Posições candidatas ao pior caso de distúrbio. 

Posição Candidata Nó / Direção Posição Candidata Nó / Direção 

1 3 / y 6 8 / -y 

2 4 / -y 7 9 / -x 

3 5 / y 8 9 / y 

4 6 / -y 9 10 / -x 

5 7 / y 10 10 / -y 
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Figura 7.36 – Avaliação das posições candidatas ao pior caso de distúrbio. 

 

Para avaliar o desempenho do PZT em cada posição candidata foi utilizada a matriz 

grammiana de controlabilidade. Para se considerar o efeito de distúrbio no posicionamento foi 

utilizado a matriz grammiana de sensibilidade de distúrbio. Nesta formulação, como 

apresentado no capítulo 3, se utilizou a matriz dinâmica do sistema a malha fechada, onde o 

ganho de realimentação foi calculado através do controlador LQR. As matrizes de ponderação 

utilizadas foram Q = 10-2I e R = 0,001, onde I é a matriz identidade. As freqüências naturais e 

os fatores de amortecimento da treliça são mostrados na tabela 7.10. As figuras 7.37 a 7.40 

mostram os quatro primeiros modos de vibrar para clareza de entendimento. A forma dos 

demais modos são mostradas no Anexo 1. 
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Tabela 7.10 – Freqüências naturais e os fatores de amortecimento estrutural (sistema a malha 

aberta). 

Modo Freqüência (Hz) Fat. Amort. Modo Freqüência (Hz) Fat. Amort. 

1º 149,14 6,27.10-5 9º 3.478,72 2,208.10-4 

2º 550,95 4,90.10-5 10º 3.628,35 2,301.10-4 

3º 732,56 5,69.10-5 11º 3.864,81 2,448.10-4 

4º 1.171,20 8,03.10-5 12º 4.144,89 2,623.10-4 

5º 1.657,95 1,089.10-4 13º 4.256,82 2,693.10-4 

6º 1.884,42 1,226.10-4 14º 4.757,73 3,006.10-4 

7º 2.301,08 1,480.10-4 15º 5.032,19 3,177.10-4 

8º 2.836,45 1,810.10-4 16º 5.417,29 3,418.10-4 

 

1º Modo

 

Figura 7.37 – Primeiro modo de vibrar da treliça plana [149,14 Hz].  

 

2º Modo

 

Figura 7.38 – Segundo modo de vibrar da treliça plana [550,95 Hz]. 
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3º Modo

 

Figura 7.39 – Terceiro modo de vibrar da treliça plana [732,56 Hz]. 

 

4º Modo

 

Figura 7.40 – Quarto modo de vibrar da treliça plana [1.171,20 Hz]. 

 

Após se verificar qual o pior caso, foi considerado um distúrbio impulsivo no nó 10 na 

direção negativa de y. As figuras 7.41 e 7.42 mostram os índices grammianos de 

posicionamento para cada posição candidata do PZT considerando os casos sem e com 

influência de distúrbios, respectivamente. Estes valores foram encontrados considerando os 

quatro primeiros modos de vibração (os resultados para os demais modos podem ser visto no 

Anexo 1). Pode-se observar claramente que a posição ótima do PZT para cada modo de vibrar 

é similar, considerando ou não a ação do distúrbio, mas ocorre uma mudança no desempenho 

do atuador em cada barra. Analisando o primeiro modo, por exemplo, sem a ação do distúrbio 

se verifica que a posição ótima do PZT é na barra 2 e nas demais posições seu desempenho é 

inferior à 40% em relação a localização ótima, exceto para as barras 1, 4 e 16. Na presença do 

distúrbio se observa, também para o mesmo modo, que o desempenho do atuador é superior 

aos 40% quando posicionado nas barras 1, 4, 12, 14 e 16, chegando a mais de 60% em relação 

ao desempenho ótimo. Resultados similares podem ser verificados para os outros modos, 

logo, é possível notar que a presença do distúrbio afeta o desempenho do atuador. Para 
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estruturas mais complexas, o desempenho do PZT em estratégicas posições não ótimas pode 

ser semelhante ou próximo do desempenho ótimo. Esta análise pode ser vantajosa para 

situações práticas, onde a localização ótima pode não ser acessível. 

 

 

Figura 7.41 – Índice de posicionamento na ausência do distúrbio: 1º, 2º, 3º e 4º modos. 
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Figura 7.42 – Índice de posicionamento considerando o distúrbio: 1º, 2º, 3º e 4º modos. 

 

As figuras 7.43 e 7.44 mostram o índice grammiano de posicionamento com e sem a 

ação do distúrbio, respectivamente, considerando o modelo completo. Ou seja, buscou-se 

encontrar a localização ótima do atuador/sensor PZT para o projeto de um controlador 

envolvendo todos os modos de vibrar. Pode-se observar claramente que sem o distúrbio as 

três melhores posições para o PZT são nas barras 16, 10 e 12 e ao se considerar o distúrbio 

tais posições são nas barras 10, 5 e 14. O número de atuadores a se utilizar no projeto deve ser 

escolhido analisando a controlabilidade estrutural sobre os modos de interesse. 
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Figura 7.43 – Índice de posicionamento do PZT sem distúrbio considerando todos os modos 

de vibrar. 

 

 

Figura 7.44 – Índice de posicionamento do PZT com distúrbio considerando todos os modos 

de vibrar. 

 

Em geral, estruturas grandes são modeladas com muitos modos, então se utiliza 

técnicas de redução de modelos como truncamento seguido do projeto de controle apenas para 
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os modos de baixa freqüência como será discutido na quarta aplicação deste trabalho. Assim, 

com esta aplicação é possível perceber que ao se considerar alguns modos no projeto de 

controladores, a localização ótima dos atuadores pode mudar ao se incluir a influência de 

distúrbios. 

 

7.4 CONFIGURAÇÃO GERAL DO PROBLEMA DE POSICIONAMENTO ÓTIMO E 

PROJETO DE CONTROLADOR ROBUSTO 

 

Nesta aplicação o objetivo foi encontrar os pontos ótimos para posicionar atuadores de 

pilha (PZT stack) e sensores piezelétricos e se projetar um controlador robusto capaz de 

atenuar sinais de vibração nos quatro primeiros modos de vibrar da treliça espacial mostrada 

na figura 7.45. Definidas as posições ótimas para atuadores e sensores, ainda como objetivo 

desta aplicação, será mostrada uma comparação do desempenho do controlador LQR quando 

o ganho de realimentação é calculado resolvendo a equação de Riccati na forma tradicional e 

por LMIs. Para clareza de entendimento, esta proposta ilustra o seguinte problema hipotético: 

 

Determinar o posicionamento ótimo de sensores/atuadores e projetar um controlador 

para atenuar sinais de vibração nos quatro primeiros modos de uma treliça espacial. 

Ainda, comparar o desempenho do controlador LQR para o ganho de realimentação 

calculado resolvendo a equação de Riccati da maneira tradicional (utilizando a função 

de Lyapunov) e por LMIs. Considerar incertezas na rigidez dos elementos estruturais 

que contém os atuadores PZT. 

 

Os atuadores de pilha e os sensores (acelerômetros) são colocados em pontos ótimos 

obtidos via normas de sistemas e considerando distúrbio externo e saída de desempenho 

(entenda por distúrbio uma entrada indesejável gerando vibrações estruturais). 

As propriedades físicas e geométricas da treliça são mostradas na tabela 7.11. Para 

auxiliar a compreensão do problema, os dez primeiros modos de vibrar da estrutura são 

mostrados nas figuras 7.46a, b, c, d, e, f, g, h, i e j. Foi utilizado um modelo obtido via FEM 

considerando 3 graus de liberdade (GL) por nó, translação nas direções x, y e z. 
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L

L2L/3
 

Figura 7.45 – Treliça espacial utilizada na aplicação de posicionamento e projeto de 

controlador robusto. 

 

Tabela 7.11 – Propriedades físicas e geométricas da treliça espacial. 

Módulo de Elasticidade (GPa) 72,70 

Área da seção transversal (mm2) 28,27 

Densidade (Kg/m3) 3100 

Comprimento L (m) 0,3 
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1º Modo

 

2º Modo

 

(a) 1º modo [47,7 Hz] (b) 2º modo [64,4 Hz] 

 

3º Modo

 

4º Modo

 

(c) 3º modo [87,8 Hz] (d) 4º modo [166,9 Hz] 
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5º Modo

 

6º Modo

 

(e) 5º modo [208,3 Hz] (f) 6º modo [229,1 Hz] 

 

7º Modo

 

8º Modo

 

(g) 7º modo [233,2 Hz] (h) 8º modo [333,3 Hz] 
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9º Modo

 

10º Modo

 

(i) 9º modo [359,9 Hz] (j) 10º modo [387.9 Hz] 

Figura 7.46 – Dez primeiros modos de vibrar da treliça espacial. 

 

A configuração geral do problema de posicionamento de sensores/atuadores foi 

considerada, ou seja, incluindo o efeito de distúrbios e saída de desempenho (ou saídas 

reguladas) como apresentado no capítulo 3. O desempenho do atuador PZT foi avaliado 

quando posicionado em cada uma das 39 barras da treliça. A tabela 7.12 mostra a numeração 

das barras em função dos nós para clareza de entendimento. Note que 5 barras estão presas 

no plano x-y entre os nós 1, 2, 3 e 4; portanto, não são consideradas como candidatas para 

posicionar os atuadores. O desempenho do sensor foi avaliado quando posicionado em cada 

um dos 36 GL livres da estrutura, ou seja, nas direções x, y e z dos nós 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 

12, 13, 14, 15 e 16 totalizando 36 posições candidatas. Foi considerado um distúrbio 

impulsivo no nó 13 na direção x e a saída de desempenho z(t) foi medida como deslocamento 

no nó 14 na direção x (escolha aleatória). 
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Tabela 7.12 – Número dos elementos (barras) em função dos nós. 

Elemento Nós Elemento Nós Elemento Nós Elemento Nós 

1 1-5 11 7-8 21 8-9 31 11-15 

2 2-5 12 5-8 22 9-10 32 11-16 

3 2-6 13 6-8 23 10-11 33 12-16 

4 2-7 14 5-9 24 11-12 34 9-16 

5 3-7 15 5-10 25 9-12 35 13-14 

6 3-8 16 6-10 26 9-11 36 14-15 

7 4-8 17 7-10 27 9-13 37 15-16 

8 1-8 18 7-11 28 10-13 38 13-16 

9 5-6 19 8-11 29 10-14 39 14-16 

10 6-7 20 8-12 30 10-15   

 

A figura 7.47 mostra os valores da norma H� entre o distúrbio, w(t), e a saída 

controlada, z(t); entre a força de controle, u(t), e a saída, y(t); entre o distúrbio e saída; e entre 

o controle e a saída controlada. Estes gráficos permitem verificar a propriedade multiplicativa, 

seção 3.3.1.1. A figura 7.48 mostra a comparação desta propriedade, onde g1 é a norma H� 

entre o distúrbio e a saída controlada multiplicada pela norma H� entre o controle e saída e g2 

é a norma H� entre o distúrbio e saída multiplicada pela norma H� entre o controle e a saída 

controlada. A propriedade multiplicativa e a norma H� são mostradas para todos os modos da 

treliça. 
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Figura 7.47 – Norma H� dos modos da treliça espacial: Gwz e Guy; Gwy e Guz. 

 

1 5 10 15 20 25 30 36
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Modo Vibrar

E
m

 lo
g

ar
it

m
o

 n
a 

b
as

e 
10

Propriedade Multiplicativa - g1 (.) e g2 (o)

 

Figura 7.48 – Propriedade multiplicativa da norma H� para a treliça espacial. 

 

As figuras 7.49 e 7.50 mostram o peso do distúrbio e do desempenho sobre cada 

modo, respectivamente. Nota-se que o distúrbio impulsivo aplicado afeta pouco os modos de 

baixa freqüência quando comparado com os modos 11, 14, 19, 22, 24 e 36. Uma vez que se 

pretende projetar um controlador para atenuar sinais de vibração nos quatro primeiros modos, 

deve-se destacar que o distúrbio afeta o segundo modo mais efetivamente que os modos 1, 3 e 

4. Este resultado é importante, principalmente quando se utiliza modelos reduzidos para o 
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projeto de controladores, ou seja, é necessário conhecer os modos mais afetados pela ação dos 

distúrbios para a correta escolha dos modos a serem truncados.  Já o peso do desempenho é 

uma importante informação por evidenciar a parte da dinâmica estrutural observada pela saída 

de desempenho, ou seja, é possível monitorar os modos de maior interesse. Nota-se que dos 

quatro primeiros modos, a saída de desempenho adotada permite observar mais efetivamente 

os modos 2 e 3. Esta informação pode ser confirmada nas figuras 7.46b e 7.46c. Na presente 

aplicação foi utilizada a norma H� e, embora não mostrados, os resultados utilizando as 

normas H2 e Hankel são similares. 
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Figura 7.49 – Peso modal do distúrbio impulsivo para cada da treliça espacial. 
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Figura 7.50 – Peso modal do desempenho para cada modo da treliça espacial. 

 

Como apresentado na seção 3.2, a estratégia de posicionamento consiste em considerar 

um sensor em uma posição qualquer e obter o índice de posicionamento dos atuadores. O 

sensor foi, portanto, inicialmente considerado no nó 14 na direção y. Em seguida, posicionado 

o atuador na localização ótima, obtém-se o índice de posicionamento dos sensores. A figura 
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7.51 apresenta o índice de posicionamento do atuador PZT na treliça espacial. Nota-se que 

para o PZT localizado nos elementos 5, 7, 4 ou 14 se obtém melhores desempenhos. 
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Figura 7.51 – Índice de posicionamento do atuador de pilha de PZT na treliça espacial. 

 

Considerando um atuador na posição ótima (barra 5) foi calculado o índice de 

posicionamento dos sensores para cada uma das 36 posições candidatas, como mostra a figura 

7.52. Verifica-se que as quatro melhores posições para o sensor são na direção x dos nós 14, 

13, 15 e 16, respectivamente. As figuras 7.53 a 7.56 mostram o índice de posicionamento do 

sensor nos nós 13, 14, 15 e 16 para cada um dos dez primeiros modos de vibrar nas direções 

x, y e z. Caso se queira monitorar um modo específico é possível verificar qual a posição mais 

efetiva para o determinado modo. 

 



 

 

168 

1 5 10 15 20 25 30 36
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
Distúrbio no nó 13 direção x - Norma H-infinito

Posição do Sensor

Ín
d

ic
e 

d
e 

P
o

si
ci

o
n

am
en

to

 

Figura 7.52 – Índice de posicionamento do sensor na treliça espacial. 
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Figura 7.53 – Índice de posicionamento do sensor no nó 13. 
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Figura 7.54 – Índice de posicionamento do sensor no nó 14. 
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Figura 7.55 – Índice de posicionamento do sensor no nó 15. 
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Figura 7.56 – Índice de posicionamento do sensor no nó 15. 

 

Como discutido no capítulo 3, para o posicionamento de um considerável número de 

sensores não é satisfatório apenas utilizar o índice de desempenho individual. Dois sensores 

com elevados índices de posicionamento (ou seja, duas posições de alto desempenho para os 
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sensores) podem ser substituídos por apenas um deles utilizando um adequado ajuste de 

ganho. Neste caso se diz que tais sensores são altamente correlacionados. A figura 7.57 

mostra o índice de relacionamento dos sensores e, verifica-se que as posições 8, 11, 16, 17, 

20, 29, 31, 32, 34 e 35 são rejeitadas como candidatas por estarem altamente correlacionadas 

com as demais. O escalar positivo foi escolhido sendo � = 0,01 (Eq. 3.55). A tabela 7.13 

mostra quais são estas posições na treliça para clareza de interpretação. A figura 7.58 mostra o 

índice de posicionamento do sensor nas posições aceitas, atribuindo valor zero as posições 

rejeitadas. 
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Figura 7.57 – Índice de relacionamento dos sensores. 

 

Tabela 7.13 – Posições dos sensores altamente correlacionados. 

Posição do sensor Nó e direção na treliça 

8 7 – y 

11 8 – y 

16 10 – x 

17 10 – y 

20 11 – y 

29 14 – y 

31 15 – x 

32 15 – y 

34 16 – x 

35 16 – y 
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Figura 7.58 – Índice de posicionamento dos sensores eliminando as posições altamente 

correlacionadas. 

 

Conhecidos os índices de posicionamentos dos atuadores e sensores e excluídas as 

posições ditas altamente correlacionadas, é possível se verificar que são necessários dois 

atuadores e dois sensores para que os quatros primeiros modos de vibrar sejam controláveis e 

observáveis, respectivamente. Logo, para o projeto do controlador robusto foram 

considerados dois atuadores PZTs, nas barras 5 e 7, e dois sensores, nos nós 13 e 14 ambos na 

direção x. Observe que a posição no nó 14 e direção x corresponde à localização do sensor de 

saída de desempenho (saída z(t)), então este sensor também será utilizado para informar a 

saída de realimentação (saída y(t)). A figura 7.59 mostra a treliça com os dois PZTs, os 

sensores e o distúrbio para auxiliar a compreensão do projeto de controle. 
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Figura 7.59 – Treliça espacial com dois atuadores de pilha de PZT (barras em vermelho), 

distúrbio (em azul) e sensores (nós em vermelho). 

 

Como já mencionado no enunciado desta seção, é importante considerar o efeito dos 

membros ativos nas propriedades estruturais. Isto pode ser feito considerando o efeito do 

acoplamento eletromecânico em atuadores/sensores e a estrutura base (CARVALHAL, 2005); 

ou ainda, projetando um controlador que considere variações paramétricas. Nesta aplicação se 

considera que a inclusão dos atuadores de pilha origina variação na rigidez destes membros 

ativos. Para dois destes membros (pois são usados dois atuadores) são duas incertezas 

paramétricas, que podem ser representadas por quatro vértices em um sistema politópico, (2p, 

onde p é o número de incertezas paramétricas). A representação destas incertezas é mostrada 

na figura 7.60, onde os vértices do politopo são dados pela combinação entre os valores 

máximos e mínimos das incertezas. Assim, é suposto que o sistema pode assumir qualquer 

combinação limitada por estes vértices que representam os extremos. 
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Figura 7.60 – Vértices do politopo para duas incertezas paramétricas. 

 

Com os atuadores e sensores nas posições mostradas na Figura 7.59 os quatro 

primeiros modos de vibrar da treliça são controláveis e observáveis, respectivamente. O 

controlador LQR foi projetado para atenuar vibrações originadas pelo distúrbio externo. Foi 

considerado que a inclusão dos atuadores de pilha gera uma variação de 5% na rigidez nos 

elementos estruturais em que foram colocados. A figura 7.61 mostra a função de resposta em 

freqüência (FRF) para os quatro primeiros modos do sistema sem controle, com controle via 

LQR e com controle LQR-LMI. A tabela 7.14 mostra a atenuação em dB para cada um dos 

quatro primeiros modos para os controladores LQR-tradicional e LQR-LMI. 
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Figura 7.61 – FRF do modelo reduzido com +5% de variação na rigidez dos elementos 5 e 7 

(posições ótimas para o atuador de pilha). 

 

Tabela 7.14 – Atenuação em dB na amplitude de vibração para os quatro primeiros modos. 

Modo LQR Tradicional 

(Matriz de ganho calculada para o sistema na condição nominal) 

LQR LMI 

(controle robusto) 

Primeiro 10,5 dB 15,3 dB 

Segundo 10,5 dB 12,5 dB 

Terceiro 3,9 dB 5,4 dB 

Quarto 13,2 dB 17,9 dB 

 

No projeto de um controlador considerando um modelo reduzido é importante avaliar 

o efeito sobre os modos residuais, pois eventualmente, algum modo pode ser 

indesejavelmente amplificado, originando o efeito de spillover de controle. Portanto, a figura 

7.62 mostra a FRF dos modos residuais para o sistema com e sem controle. É possível 

verificar que o sinal de vibração é atenuado também nos modos residuais devido à ação do 

controlador. As figuras 7.63 e 7.64 mostram a força modal em cada um dos atuadores PZT e, 

para detalhar a compreensão, a tabela 7.15 mostra alguns parâmetros destes sinais. 



 

 

175 

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
-220

-200

-180

-160

-140

-120

-100

-80

-60

M
ag

n
it

u
d

e 
(d

B
)

FRF - Modos residuais

Freqüência  (Hz)

Sem controle

Controle-LQR tradicional

Controle-LQR LMI

 

Figura 7.62 – FRF dos modos residuais para o sistema com e sem controle. 
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Figura 7.63 – Força modal no atuador 1 (elemento 5). 
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Figura 7.64 – Força modal no atuador 2 (elemento 7). 
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Tabela 7.15 – Parâmetros estatísticos dos sinais de força modal nos atuadores. 

Força Modal LQR Tradicional LQR LMI 

 PZT 1 PZT 2 PZT 1 PZT 2 

Norma-2* 4,1 3,1 5,2 6,5 

Valor Médio 6x10-5 4x10-5 9x10-5 9x10-5 

Valor Máximo 0,59 0,38 0,86 0,88 

Desvio Padrão 0,06 0,04 0,07 0,09 

* A norma-2 de um vetor v = {v1 v2 ... vn} é: ||v||2 = (v1
2 + v2

2 + ... + vn
2)1/2. 

 

A figura 7.65 mostra o deslocamento modal dos nós 13 e 14 na direção x. Nesta 

figura, pode-se notar, qualitativamente, que para o sistema controlado utilizando o ganho 

robusto obtido via LMIs ocorre uma atenuação um pouco mais efetiva das vibrações em 

relação ao controlador LQR tradicional. Para uma avaliação quantitativa a tabela 7.16 mostra 

alguns parâmetros estatísticos destes sinais. 
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Figura 7.65 – Deslocamento modal obtido para o sistema com e sem controle. 
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Tabela 7.16 – Parâmetros estatísticos dos sinais de deslocamento modal. 

Deslocamento Modal LQR Tradicional LQR LMI 
 Sensor 1 Sensor 2 Sensor 1 Sensor 2 

Norm-2 0,0052 0,0053 0,0050 0,0052 
Valor Médio -1,91x10-8 -5,79x10-8 2,05x10-10 -6,89x10-8 

Valor Máximo 5,0x10-4 5,3x10-4 5,2x10-4 5,3x10-4 
Desvio Padrão 7,3x10-5 7,5x10-5 7,1x10-5 7,4x10-5 

 

A figura 7.66 mostra a FRF do sistema com e sem controle quando considerado em 

um vértice do politopo, ou seja, em um extremo da variação. Para clareza de entendimento a 

tabela 7.17 mostra o desempenho do controlador LQR tradicional e robusto considerando o 

sistema em cada vértice do politopo. Nota-se que utilizando o ganho robusto é possível se 

conseguir uma maior atenuação para o sistema incerto. 
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(a) FRF dos quatro primeiros modos considerando o sistema no vértice 1. 
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(b) Zoom no primeiro modo. 

Figura 7.66 – FRF do sistema considerando os controladores tradicional e robusto para o 

sistema no vértice 1. 

 

Tabela 7.17 – Atenuação em dB considerando o sistema em cada vértice do politopo. 

 Vértice 1 Vértice 2 Vértice 3 Vértice 4 

Modo Tradicional Robusto Tradicional Robusto Tradicional Robusto Tradicional Robusto 

1º 10,48 15,34 10,48 15,33 10,49 15,33 10,48 15,33 

2º 10,40 12,46 10,40 12,45 10,40 12,46 10,40 12,45 

3º 3,89 5,38 3,89 5,34 3,89 5,33 3,89 5,33 

4º 13,19 17,93 13,17 17,92 13,16 17,90 13,14 17,88 

 

 

7.5 PROJETO EXPERIMENTAL DE CONTROLE DE VIBRAÇÕES EM UMA 

TRELIÇA 3D 

 

Neste exemplo se buscou apresentar o projeto experimental do controlador LQR via 

LMI para atenuar um sinal de vibração nos dois primeiros modos de uma estrutura do tipo 

treliça 3D. A treliça, mostrada na figura 7.67, foi construída utilizando barras de aço e os 

“nós” estruturais foram confeccionados em latão. Cada barra foi conectada no nó por meio de 



 

 

179 

rosca M5. As propriedades físicas e geométricas da estrutura são mostradas na tabela 7.18. Na 

treliça foram acoplados dois atuadores PZT de pilha (PZT stack) da CEDRAT cujas 

propriedades são mostradas na tabela 7.19. Um PZT (PZT 1) foi utilizado para aplicar o 

distúrbio na estrutura e o outro (PZT 2) foi utilizado como atuador. Além dos dois PZTs foi 

utilizado um acelerômetro modelo 352C22 PCB Piezotronics® para medir a saída y(t) 

utilizada para o projeto do estimador de estados. 

 

 

(a) 

  

(b) (c) 

Figura 7.67 – Treliça 3D e atuadores PZT de pilha. 
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Observação: para testes experimentais é muito importante ligar individualmente cada 

equipamento, inclusive a estrutura e a placa de controle, em um único ponto de aterramento 

para se evitar danos. 

 

Tabela 7.18 – Propriedades físicas e geométricas da treliça. 

Comprimento da barra (mm) 30 

Diâmetro da barra (mm) 5 

Módulo de elasticidade (GPa) 210 

Densidade (Kg/m3) 7800 

 

Tabela 7.19 – Propriedades físicas e geométricas do atuador de pilha (CEDRAT 

Technologies). 

Propriedade Unidade Modelo APA60M 

Deslocamento (	m) 80 

Força (Bloqueado) (N) 110 

Rigidez (N/	m) 1,38 

Freqüência de Ressonância (livre-livre) (Hz) 10400 

Tempo de Resposta (livre-livre) (ms) 0,05 

Freqüência de Ressonância (bloqueado-livre) (Hz) 2800 

Tempo de Resposta (bloqueado-livre) (ms) 0,18 

Faixa de Tensão Elétrica (V) -20…150 

Capacitância (	F) 1,55 

Resolução (nm) 0,8 

Relação Termo-Mecânica (	m/K) 1,02 

Altura (na direção de atuação) (mm) 13,0 

Comprimento (mm) 26,9 

Largura (mm) 11,5 

Massa (g) 20,0 

Interface Mecânica Padrão 2 superfícies planas de 5*10 mm2 e 

furo com rosca M2,5 

Interface Elétrica Padrão fios de 100 mm e plug banana (ø 1)  
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Para possibilitar o acoplamento dos atuadores foram desenvolvidos pequenos 

adaptadores que permitem o posicionamento dos atuadores piezelétricos (PZTs) nos 

elementos estruturais (barras). Os adaptadores, confeccionados em alumínio, são mostrados 

nas figuras 7.68a e 7.68b e possuem um furo em sua direção perpendicular, com rosca M3, 

para que um pequeno parafuso possa fixá-lo na barra. Isto proporcionou maior facilidade no 

acoplamento diminuindo risco de danificar os PZTs. Note que, em um dos extremos do 

adaptador existe um parafuso com rosca M2,5 que permite conectá-lo ao atuador. Para clareza 

de compreensão a figura 7.68c mostra o atuador fixado na barra utilizando o adaptador. 

 

 

(a) 

  

(b) adaptadores (c) atuador PZT fixado 

Figura 7.68 – Adaptadores construídos em alumínio para fixar os atuadores nas barras da 

treliça. 

 

Os nós estruturais foram confeccionados com 24mm de diâmetro no formato de 

octógono (figura 7.69). As imagens mostradas nas figuras 7.70a e b mostram um nó estrutural 

em detalhe e conectado a alguns elementos da treliça para clareza de entendimento. 
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Figura 7.69 – Desenho esquemático dos nós estruturais da treliça. 

 

  

(a) (b) 

Figura 7.70 – Nó estrutural confeccionado em latão. 

 

Para o projeto do controlador foi necessário identificar o modelo no Espaço de Estados 

em coordenadas modais. Para isto, o primeiro passo foi realizar uma estimação da função de 

resposta em freqüência (FRF) e, então, definir quais os dois primeiros modos de vibração da 

treliça. Com isto, o processo de identificação do modelo é facilitado, pois são conhecidas as 

freqüências naturais da estrutura. Outro procedimento válido, porém não adotado neste 

trabalho, seria utilizar, por exemplo, o diagrama de estabilização para definir a ordem do 

modelo estrutural e então as freqüências naturais. A figura 7.71 mostra a FRF da estrutura 

obtida através da aplicação da Transforma de Fourier (TF) na resposta ao impulso. Um filtro 

digital butterworth passa-baixa de quinta ordem e com freqüência de corte igual a 112,5Hz foi 

utilizado (ver o comando “butter” do software Matlab).  A resposta ao impulso, mostrada na 

figura 7.72a, foi obtida com a aplicação de um impulso em uma das barras verticais da treliça 

através do martelo mostrado na figura 7.72b. 
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Figura 7.71 – FRF da treliça 3D estimada a partir da resposta ao impulso. 
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(a) 

 

 

(b) 

Figura 7.72 – (a) Resposta ao impulso; (b) Martelo de impacto. 

 

A partir dos resultados obtidos com a FRF, mostrada na figura 7.71, foi possível 

definir que a primeira e a segunda freqüência natural da treliça estão aproximadamente em 

16Hz e 26Hz, respectivamente. Note que, uma vez que o objetivo de projeto é atenuar sinais 

de vibração nestes dois modos, não foi necessário especificar com exatidão os valores destas 

freqüências. O passo seguinte foi estimar as matrizes do sistema utilizando os sinais de 

entrada e saída da estrutura. Para a correta identificação da matriz de entrada de controle (B) e 

de distúrbio (Bw) foi preciso realizar dois testes de aquisição. No primeiro teste foi enviado 

um sinal para o PZT 1 e medida a resposta do acelerômetro. Analogamente, o segundo teste 

foi realizado enviando um sinal para o PZT 2. Cada teste foi repetido três vezes, então, foram 

obtidos três sinais de entrada e saída para cada PZT. Para cada par de sinais (de entrada e 
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saída) as matrizes do sistema foram identificadas utilizando o método de Subespaço. O Anexo 

2 apresenta em detalhes o procedimento realizado para a identificação das matrizes. 

Após a identificação dos modelos o filtro de Kalman foi projetado. Uma vez que os 

ganhos encontrados foram aproximadamente iguais para cada conjunto de matrizes, foi 

utilizado o ganho do observador igual à Kt = [463,9982 65,8124]T considerando as matrizes 

VK e WK iguais a 100*I e 0,02*I, respectivamente, sendo I a matriz identidade. Considerando 

Q = 5*I e R = 1*I, o ganho do controlador LQR obtido foi G = [-1,5426 2,5514]. O controle 

experimental foi realizado utilizando um diagrama escrito em Simulink/Matlab e a placa de 

controle DSPACE 1103 (Para clareza de entendimento ver o Anexo 2). 

As figuras 7.73a e b mostram a resposta ao impulso da treliça com e sem a ação do 

controle. Uma vez que a entrada impulsiva foi aplicada utilizando um pequeno martelo, não 

foi possível ter controle da magnitude do impulso, então, são mostradas as duas figuras. O 

impulso com controle, mostrado na figura 7.73a, foi aplicado involuntariamente com menor 

força, porém, o da figura 7.73b foi aplicado com maior força. A força de excitação do martelo 

não foi medida ou controlada para avaliar a robustez do controlador projetado. Contudo, 

percebe-se claramente a dissipação do sinal de vibração para ambos os casos. 
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(b) 

Figura 7.73 – Resposta ao impulso da treliça com e sem controle. 

 

Além da aplicação do controle para uma entrada impulsiva, dois outros testes foram 

realizados. Nestes testes foram aplicadas forças de distúrbio senoidal com freqüências de 

16Hz e 26Hz, respectivamente. O objetivo foi mostrar que o controlador projetado é capaz de 

atenuar vibrações nos dois primeiros modos apenas com ajuste de ganho. A figura 7.74 
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mostra a resposta da estrutura com e sem controle para a excitação senoidal de 16Hz  e a 

figura 7.75 mostra a resposta estimada com o filtro de Kalman. A força de controle é 

mostrada na figura 7.76. 
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Figura 7.74 – Resposta da estrutura com e sem controle – distúrbio senoidal (16Hz). 
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Figura 7.75 – Resposta estrutural estimada pelo filtro de Kalman – distúrbio senoidal (16Hz). 
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Figura 7.76 – Força de controle – distúrbio senoidal (16Hz). 

 

A figura 7.77 mostra o sinal do acelerômetro sem controle e, após aproximadamente 

4,5 segundos, com controle. Neste caso, em que foi considerado o distúrbio senoidal de 26Hz, 

é possível notar claramente a minimização do sinal de vibração. É possível identificar as 



 

 

189 

matrizes do sistema e projetar o controle especificamente para o segundo modo de vibração, 

assim, certamente seria possível maximizar a dissipação de energia de vibração e, então, 

diminuir ainda mais a amplitude do sinal durante a ação do controlador. No entanto, em 

particular neste trabalho, buscou-se apresentar que um único projeto permite atenuar 

vibrações indesejáveis nestes três casos (entrada impulsiva e excitação nos dois primeiros 

modos de vibração). 
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Figura 7.77 – Resposta estrutural sem e com controle – distúrbio senoidal (26Hz). 

 

As figuras 7.78 e 7.79 mostram a força de controle e saída estimada pelo filtro de 

Kalman para o caso de distúrbio senoidal de 26Hz, respectivamente. Também, é possível ver 

o sinal de distúrbio e a resposta estrutural medida pelo acelerômetro na figura 7.80 com maior 

detalhe. Ainda, as figuras 7.81 e 7.82 mostram a FRF da treliça com e sem controle em 

valores absolutos e em dB, respectivamente, obtidas aplicando a TF na resposta ao impulso 

com e sem controle. Estas FRFs foram obtidas considerando a média de três FRFs para os 

casos sem e com controle, resultando em uma atenuação de aproximadamente 6 dB e 9 dB no 

primeiro e segundo modo, respectivamente. Para facilitar a visualização dos resultados, a 

figura 7.83 mostra a FRF com um Zoom nos dois modos de vibração. 
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Figura 7.78 – Força de controle – distúrbio senoidal (26Hz). 
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Figura 7.79 – Resposta estrutural estimada pelo Filtro de Kalman – distúrbio senoidal (26Hz). 
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Figura 7.80 – Sinal de distúrbio senoidal (26Hz) e sinal do acelerômetro. 
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Figura 7.81 – FRF da treliça com e sem controle – valores absolutos. 
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Figura 7.82 – FRF da treliça com e sem controle – valores em dB. 
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Figura 7.83 – FRF da treliça com e sem controle – Zoom nos dois primeiros modos. 

Observação: o aspecto qualitativo das figuras 7.82 e 7.83 para com e sem controle pode ser 

melhorado utilizando a média de vários sinais e, ainda, filtros analógicos. 
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CAPÍTULO 8. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Neste capítulo são apresentados alguns comentários, conclusões e sugestões para 

novas pesquisas a partir dos assuntos discutidos neste trabalho. 

 

8.1 COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES 

 

Este trabalho apresentou algumas técnicas de posicionamento ótimo de sensores e 

atuadores piezelétricos e controle ativo de vibrações em estruturas mecânicas. Devido à 

adição dos atuadores e sensores juntamente com o projeto de um controlador, as estruturas são 

denominadas estruturas inteligentes (ou smart structures em inglês). Para obter as 

localizações ótimas de atuadores e sensores foram utilizadas formulações envolvendo as 

matrizes grammianas de controlabilidade e observabilidade; e as normas de sistemas (norma 

Hankel, H2 e H�). Os índices de posicionamento, ou seja, os índices de desempenho dos 

atuadores e sensores foram calculados para cada modo de vibração, permitindo assim uma 

avaliação mais detalhada. As estruturas foram representadas pela realização no espaço de 

estados modal, o que permitiu o truncamento do modelo. Em algumas aplicações as matrizes 

do sistema foram obtidas através do método dos elementos finitos (construindo as matrizes de 

massa e rigidez e considerando a matriz de amortecimento proporcional). No entanto, em 

algumas aplicações as matrizes do sistema foram identificadas através de dados experimentais 

dos sinais de entrada e saída e utilizando o método de subespaço. 

Neste trabalho, também, foi apresentado o índice de relacionamento dos sensores. Para 

o posicionamento de um considerável número de sensores – por exemplo, em estruturas 

mecânicas do tipo treliças espaciais com muitos graus de liberdade e relativa complexidade – 

é necessário avaliar se um adequado ajuste de ganho em um sensor não é capaz de eliminar a 

necessidade de um outro sensor. Sendo assim, dois sensores com elevado índice de 

posicionamento podem ser substituídos por apenas um, e neste caso, pode-se dizer que eles 

estão altamente correlacionados. Além desta avaliação, também foi apresentada a 

configuração geral do problema de posicionamento ótimo de sensores e atuadores, que 

envolve a consideração de distúrbios e saídas reguladas. Os distúrbios também foram 

considerados em uma aplicação que envolveu o cálculo da matriz grammiana de sensibilidade 

de distúrbio. 
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Além do problema do posicionamento ótimo de sensores e atuadores, neste trabalho 

foi apresentado o controlador LQR em sua versão LMI e o projeto de controladores robustos. 

As LMIs foram resolvidas utilizando o Toolbox do software Matlab®. Alguns autores 

consideram incertezas em um determinado parâmetro modal da estrutura, como mostra Silva 

et al. 2006, que considera incerteza no valor das duas primeiras freqüências naturais de uma 

placa flexível. No entanto, definir este parâmetro não é uma tarefa trivial, logo, buscando 

considerar estas incertezas, neste trabalho foram consideras duas estratégicas básicas: 

1ª – para modelos identificados a partir de dados experimentais, um número de testes 

de aquisição de sinais maior que 1 foi utilizado. Assim, já que para cada teste de aquisição é 

possível se obter um conjunto de matrizes que representam o sistema (matrizes da realização 

no espaço de estados), as matrizes dinâmicas de todos os testes foram consideradas 

simultaneamente no cálculo do ganho do controlador. Com isto, uma vez que a partir de cada 

identificação se obtém parâmetros modais com pequenas diferenças, é possível projetar um 

controlador robusto. 

2ª – a segunda estratégia, apresentada na quarta aplicação, considerou que a inclusão 

dos atuadores de pilha (PZTs stacks) alteram a rigidez da barra em que são colocadas. Assim, 

também foi possível projetar um controlador com robustez a incertezas. 

Devido à necessidade de se conhecer o vetor de estados completo para realimentar o 

sistema, um observador de estados (utilizado como estimar de estados) foi projetado. Em 

particular, neste trabalho foi utilizado o estimador baseado no filtro de Kalman, que é um 

excelente observador na presença de ruídos brancos, atua como filtro passa-baixa e tem 

margens de estabilidade garantidas. O conceito fundamental para o projeto de um controlador 

juntamente com um observador de estados é o Princípio da Separação. Este princípio 

evidencia que os autovalores do sistema de controle por realimentação, baseado em um 

observador de estados são os autovalores do sistema de controle por realimentação total dos 

estados (o sistema dado por Ac = A – BG) e os autovalores do observador. Isto permite que o 

ganho do controlador e o ganho do observador possam ser computados independentemente. 

Este princípio é aplicável para qualquer que seja o observador utilizado, pois a equação 

característica de duas funções de transferência em série (a da dinâmica de um observador 

qualquer e a dinâmica de um sistema de controle sem o observador) é equivalente ao produto 

das duas equações características. Na literatura é possível encontrar algumas versões do 

observador baseado no filtro de Kalman, como o filtro de Kalman de ordem reduzida, cujas 

propriedades são limitadas e é equivalente ao filtro de Kalman de ordem plena para os casos 

onde o ruído no sensor é igual à zero. Outra variação é o filtro de Kalman proporcional-



 

 

195 

integral o qual tem exatamente a mesma estrutura que o observador de Luenberguer 

proporcional-integral, com a diferença de que o ganho do observador é calculado usando uma 

equação algébrica. Assim, tem-se um observador com capacidade de rejeição de ruídos e 

distúrbios. Outra variação conhecida é o chamado filtro de Kalman Extendido, que é uma 

extensão do filtro de Kalman para sistemas não lineares (SOUZA et al., S.d.). 

Neste trabalho, para a identificação das matrizes do sistema a partir de dados 

experimentais foi utilizado o método de subespaços. Como já mencionado anteriormente, para 

a execução deste método apenas é necessário informar a ordem desejada para o modelo. Para 

a identificação do modelo é preciso estimar a função de resposta em freqüência (FRF) a partir 

dos sinais de entrada e saída, obtidos experimentalmente (isto pode ser feito utilizando o 

comando “tfestimate” do software Matlab® - versão 6.5 ou superior; ou “tfe” para versões 

anteriores). Assim é possível se verificar quantos modos de vibrar estão presentes na faixa de 

freqüência para a qual se fez a aquisição dos sinais. Após esta verificação, é possível definir a 

ordem do modelo a ser identificado. Conceitualmente é suficiente definir a ordem do modelo 

igual a duas vezes o número de modos presentes na FRF (pois na realização de espaço de 

estados são dois estados para cada modo de vibrar). No entanto, na prática a ordem escolhida 

deve ser, em geral, maior que duas vezes o número de modos, principalmente porque a 

presença de ruídos nos sinais medidos afeta a eficiência do método de identificação. 

O método de subespaços calcula matrizes cheias em bases otimamente condicionadas, 

logo, tais matrizes não são obtidas em formas canônicas (com um número mínimo de 

variáveis). Esta desvantagem pode facilmente ser minimizada utilizando uma mudança de 

coordenadas, com o que se resulta nas matrizes do sistema escritas em blocos modais (um 

bloco de matrizes para cada modo de vibração). Em particular neste trabalho, esta mudança de 

coordenadas foi realizada utilizando o comando “canon” do software Matlab®. 

Com a aplicação de controle experimental na treliça espacial (3D) foi possível validar 

a metodologia de projeto de controle utilizada neste trabalho. Para esta aplicação não foi 

resolvido o problema de posicionamento ótimo dos atuadores e sensores, no entanto, esta 

etapa pode ser realizada em trabalhos futuros. Para o cálculo do ganho do controlador foram 

consideradas as matrizes estruturais resultantes de seis testes de identificação (três testes 

excitando a estrutura com o PZT1 e três com o PZT2). Com esta consideração foi possível 

representar as incertezas nos parâmetros modais da treliça (nas freqüências naturais e fatores 

de amortecimento). É importante ressaltar que, para o projeto experimental de um 

controlador, uma das etapas mais importantes é a obtenção do modelo matemático que 

represente adequadamente a dinâmica estrutural. Resolvido este problema, deve-se projetar 
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um estimador para os casos de controle por realimentação de estados. A etapa de cálculo do 

ganho do controlador é relativamente mais fácil, quando comparado com as duas citadas 

anteriomente. Ainda, em aplicações experimentais é necessário ajustar a amplificação do sinal 

enviado ao PZT de controle. Neste trabalho este ajuste foi realizado utilizando o 

potenciômetro de um amplificador de tensão elétrica.  

 

8.2 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

Como propostas para trabalhos futuros é possível citar: 

 

• Investigar a formulação de um índice de desempenho quadrático, como o LQR, 

baseado apenas na saída y(t) para não ser necessário projetar um observador de 

estados; 

• Envolver na formulação do cálculo do ganho dos controladores as matrizes de 

entrada e de saída obtidas de cada teste de identificação, ou seja, incertezas de 

posição dos atuadores e dos sensores, respectivamente. Isto é interessante para 

a posição de distúrbios desconhecidos, pois o projetista pode considerar a 

matriz Bw nas piores posições e assim, projetar um controlador robusto à 

posição do distúrbio. 

• Estudar metodologias de controle baseadas em uma formulação discreta, pois 

se espera que a implementação em tempo real dos controladores tenha 

melhores resultados ao se utilizar modelos discretos, principalmente quando o 

modelo dinâmico é identificado a partir de dados experimentais (os métodos de 

identificação como ERA, PEM, subespaço, entre outros, são baseados na 

realização do espaço de estados discreta). 

• Testar a viabilidade da utilização das normas L2 e L� da resposta ao impulso 

para formular um índice de desempenho de posicionamento de atuadores e 

sensores. 

• Estudar métodos de identificação e técnicas de controle para sistemas não 

lineares. 
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ANEXO 1 

 

Este anexo apresenta a forma dos modos de vibrar da treliça plana utilizada na 

aplicação 7.3 deste trabalho. Mais especificamente, são mostrados os modos 5 a 16. Ainda, é 

possível verificar os índices grammianos e posicionamento do atuador PZT quando colocado 

em cada barra da treliça, comparando seu desempenho com e sem a presença de um distúrbio 

externo. Neste anexo são mostrados os resultados para os modos 5 a 16, já que para os quatro 

primeiros modos são mostrados na aplicação 7.3. 

 

5º Modo

 

Figura A1.1 – Quinto modo de vibrar da treliça plana [1.657,95 Hz]. 

 

6º Modo

 

Figura A1.2 – Sexto modo de vibrar da treliça plana [1.884,42 HZ]. 
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7º Modo

 

Figura A1.3 – Sétimo modo de vibrar da treliça plana [2.301,08 Hz]. 
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8º Modo

 

Figura A1.4 – Oitavo modo de vibrar da treliça plana [2.836,45 Hz]. 

 

9º Modo

 

Figura A1.5 – Nono modo de vibrar da treliça plana [3.478,72 Hz]. 
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10º Modo

 

Figura A1.6 – Décimo modo de vibrar da treliça plana [3.628,35 Hz]. 

 

11º Modo

 

Figura A1.7 – Décimo primeiro modo de vibrar da treliça plana [3.864,81 Hz]. 

 

12º Modo

 

Figura A1.8 – Décimo segundo modo de vibrar da treliça plana [4.144,89 Hz]. 

 



 

 

218 

13º Modo

 

Figura A1.9 – Décimo terceiro modo de vibrar da treliça plana [4.256,82 Hz]. 

 

14º Modo

 

Figura A1.10 – Décimo quarto modo de vibrar da treliça plana [4.757,73 Hz]. 

 

15º Modo

 

Figura A1.11 – Décimo quinto modo de vibrar da treliça plana [5.032,19 Hz]. 
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16º Modo

 

Figura A1.12 – Décimo sexto modo de vibrar da treliça plana [5.417,29 Hz]. 

 

 

Figura A1.13 – Índice de posicionamento na ausência do distúrbio: 5º, 6º, 7º e 8º modos. 

 



 

 

220 

 

Figura A1.14 – Índice de posicionamento considerando o distúrbio: 5º, 6º, 7º e 8º modos. 

 

 

Figura A1.15 – Índice de posicionamento na ausência do distúrbio: 9º, 10º, 11º e 12º modos. 
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Figura A1.16 – Índice de posicionamento considerando o distúrbio: 9º, 10º, 11º e 12º modos. 

 

 

Figura A1.17 – Índice de posicionamento na ausência do distúrbio: 13º, 14º, 15º e 16º modos. 
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Figura A1.18 – Índice de posicionamento considerando o distúrbio: 13º, 14º, 15º e 16º modos. 

 

 

 



 

 

223 

 

ANEXO 2 

 

Neste anexo são apresentadas algumas considerações e detalhes das etapas realizadas 

para o projeto experimental de controle de vibrações na treliça 3D, mostrado na seção 7.5. 

Para isto, inicialmente é apresentada a identificação do modelo dinâmico estrutural e, então, 

em seguida o projeto do controlador. 

 

A2.1 Identificação do Modelo Dinâmico 

 

Para a identificação do modelo estrutural utilizado na aplicação experimental de 

controle na treliça 3D foram executados os seguintes passos: 

 

1 – foi aplicado três vezes um impulso em uma barra vertical da estrutura utilizando 

um martelo de impacto; 

2 – foi aplicada a Transformada de Fourier (TF) na resposta ao impulso obtendo então 

a função de resposta em freqüência; 

3 – a partir da FRF resultante da média dos três sinais, obtidos com o passo 2, foram 

definidas as duas primeiras freqüências naturais em 16Hz e 25,8Hz. É importante notar que, 

embora definidas as freqüências naturais, estes sinais (resposta ao impulso) não devem ser 

utilizados na identificação das matrizes estruturais através do método de Subespaço, pois a 

matriz de entrada que seria obtida não representaria a posição dos atuadores de controle e nem 

de distúrbio, ou seja, Bidentifcado � B ou Bw; 

4 – para a obtenção das matrizes de entrada, inicialmente, foi gerado um sinal aleatório 

para o PZT 1 e feita a aquisição da saída (sinal do acelerômetro). Utilizando estes sinais não 

foi possível obter as matrizes que representasse o sistema utilizando o método de Subespaço. 

A ordem do modelo foi atribuída como um vetor, assim, através de um gráfico dos 

autovalores da matriz de Hankel da resposta ao impulso é possível escolher da ordem do 

modelo (ver o comando “n4sid” do software Matlab). O teste de verificação do modelo 

identificado foi: 

4.1 – após identificar o modelo utilizando os sinais experimentais de entrada e 

saída, a entrada experimental foi aplicada no modelo para comparar a saída do 

modelo com a saída experimental medida; 
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4.2 – verificando o passo 4.1 qualitativamente, foi aplicada a Transformada de 

Fourier no modelo (utilizando o comando “bodemag” do software Matlab) 

buscando verificar as freqüências de ressonância presentes no modelo 

identificado; 

4.3 – satisfeita a condição apresentada no passo 4.2 foram verificadas, 

quantitativamente, as freqüências naturais e os fatores de amortecimento 

presentes no modelo identificado através do comando “canon” do software 

Matlab; 

4.4 – Em particular, como o modelo foi escolhido com ordem 2, também foi 

avaliada a resposta ao impulso utilizando o comando “impulse” do software 

Matlab para verificar qualitativamente o modelo final. 

Observação: estes testes de identificação foram repetidos para sinais de entrada do tipo chirp 

(seno com freqüência variável), no entanto, nenhum modelo identificado satisfez as condições 

apresentadas no passo 4. Isto foi atribuído ao tipo de estrutura, ou seja, eventualmente pode 

não ocorrer para estruturas do tipo vigas e placas, porém, esta verificação não foi realizada 

neste trabalho. Em particular para esta estrutura se verificou uma limitação de 

representatividade através do modelo dinâmico linear, indicando que a treliça pode ter um 

comportamento não linear. Com isto, sendo que o objetivo de projeto era atenuar vibrações 

nos modos de baixa freqüência, foi adotado o seguinte procedimento: 

5 – foi gerado um sinal senoidal com freqüência de 16Hz para excitar o primeiro modo 

de vibrar. Com isto foram obtidos os sinais de entrada e saída, no entanto, estes sinais também 

satisfizeram as condições apresentadas no passo 4, então: 

6 – foi aplicada a TF apenas no sinal de saída da estrutura; 

7 – foi aplicada a Inversa da TF no sinal obtido com o passo 6 obtendo assim uma 

resposta ao impulso. Esta resposta ao impulso foi entendida como a resposta ao impulso 

modal, ou seja, a resposta ao impulso apenas do primeiro modo de vibração da treliça; 

8 – visto que a identificação das matrizes através do método de Subespaço é baseada 

nos sinais de entrada e saída, foi criado um vetor de zeros com o mesmo comprimento que o 

vetor impulso modal obtido no passo 7 e atribuído o valor 1 para o tempo t0, ou seja, u(1) = 1; 

9 – utilizando os sinais obtidos nos passos 7 e 8 foi identificado um modelo dinâmico 

estrutural de ordem 1, ou seja, apenas para o primeiro modo de vibrar, para cada par de sinais 

de entrada e saída (três para o PZT 1 e três para o PZT 2); 

10 – após ter sido projetado o ganho de controle e realizada a simulação através do 

Simulink/Matlab os modelos foram utilizados para os primeiros testes experimentais. No 
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entanto, em particular para esta aplicação, a função “integrador” utilizada no diagrama de 

controle para obter o vetor de estados estimados a partir da derivada x̂�  apresentou uma 

limitação quanto aos valores numéricos das matrizes A, B, Bw e C. Para clareza de 

entendimento, considere B = [b1 b2]
T, logo, apenas foi possível processar o diagrama de 

controle em tempo real para 0,009 < bi < 900, i = 1,2. Esta limitação se repetiu para as demais 

matrizes, então, as matrizes utilizadas foram alteradas da seguinte forma: B = �1B e C = �2C, 

sendo �1e �2 escalares de conversão das matrizes para valores numéricos na faixa adequada 

(em particular, as matrizes Ai foram identificadas com valores numéricos adequados para 

compilar e executar o diagrama de controle). Note que este procedimento em nada altera o 

sistema identificado (em termos de freqüências naturais e formas dos modos de vibrar), mas 

apenas altera as amplitudes de respostas (no domínio do tempo e da freqüência). Assim, para 

a execução bem sucedida da aplicação de controle experimental foi necessário ajustar o sinal 

de controle (emitida pela placa de controle) utilizando um amplificador de tensão elétrica. 

 

A2.2 Diagrama de Controle em Simulink/Matlab® 

 

A figura A2.1 mostra o diagrama utilizado para a aplicação experimental de controle 

de vibrações na treliça 3D. 

 

A2.1 – Diagrama de controle utilizado na placa dSpace 1103 para aplicação de controle 

experimental na treliça 3D. 
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É importante informar que, na simulação do controle utilizando o Simulink/Matlab, 

com quaisquer matrizes identificadas foi possível verificar a atenuação do sinal de vibrações. 

No entanto, foi preciso avaliar a combinação adequada das matrizes identificadas para a 

visualização do controle em tempo real. Note no diagrama que foram utilizadas as matrizes 

A1, B2 e C1, onde os subíndices indicam em qual identificação a matriz foi obtida. Note 

também que, além da amplificação do sinal após sair da placa de controle, uma amplificação 

no diagrama também foi utilizada. Em geral isto ocorreu por ter sido desejado enviar sinais 

para a placa com pequenas amplitudes em Volts, evitando assim ultrapassar o limite de 10 

Volts em cada canal de entrada, pois, obviamente, danificaria a placa. 

Os filtros digitais utilizados nesta aplicação experimental foram passa-banda, 

escolhidos com ordem mínima e freqüências de corte iguais a 7Hz e 40Hz para valores 

mínimo e máximo, respectivamente. No entanto, nenhuma avaliação de resultados foi 

realizada mudando o tipo e os parâmetros do filtro, sendo assim, outros trabalhos podem ser 

desenvolvidos neste contexto. Também, no bloco “ganho de controle”, mostrado no diagrama 

A2.1 foi utilizada a realimentação negativa, ou seja,  (–G). Além disto, embora (A1-B2*G) 

tenha sido suficiente para visualizar o controle simulado via Simulink, foi necessário utilizar 

(A1-B2*�1*G) para a visualização qualitativa do controle em tempo real. Note que G foi 

obtido em função de Ai, Bi, Bwi, Qlqr e Rlqr, com i = 1,...,6, no entanto, não necessariamente é 

possível obter G sendo �1*G (onde �1 é um escalar de amplificação para aplicação 

experimental) devido as amplitudes originais das matrizes terem sido alteradas em razão da 

limitação do integrador do diagrama, como descrito anteriormente. Em particular, foram 

utilizados �1 = 80 para controlar o distúrbio senoidal de 16Hz e �1 = 5 para os casos de 

distúrbio impulsivo e de 26Hz, respectivamente. Também, após verificar experimentalmente 

que uma configuração adotada de matrizes estruturais e de ganho (do observador e do 

controlador) é preciso verificar a polaridade de ligação elétrica no PZT atuador. Na prática 

basta inverter o conector “jacaré” ligado ao PZT. Esta verificação pode ser automatizada 

apenas multiplicando por (-1) o sinal u(t) de controle antes de sair da placa. 

É necessário detalhar que para uma aplicação qualquer de engenharia o sinal de 

distúrbio pode não ser conhecido (e em geral não é). Assim, seria importante complementar o 

diagrama de controle utilizado adicionando condições de testes do “se”. Para clareza de 

entendimento são descritos os seguintes passos ilustrativos: ligado o controle, para �1 = 1, 

avaliar “se” a saída y (sinal do acelerômetro) está convergindo para uma amplitude aceitável, 

ou seja, se está ocorrendo a dissipação da energia de vibração; “senão”, alterar o valor de �1 e 
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repetir a verificação anterior. Este mesmo raciocínio pode ser seguido para combinar as 

matrizes identificadas, em tempo real, e assim obter a melhor configuração de controle para 

cada situação em particular. 

Contudo, é importante mencionar que com os passos descritos neste anexo, tanto para 

identificar um modelo dinâmico no Espaço de Estados quanto para implementar o controle de 

vibrações em tempo real, é possível controlar estruturas que não são bem representadas por 

modelos lineares. Assim, estas explicações podem ser utilizadas para se evitar projetos de 

controle envolvendo formulações não-lineares, pois, até o momento, são restritas as 

informações para aplicações experimentais. 

A seguir são apresentadas as matrizes utilizadas nesta aplicação experimental de 

controle. Note pela ordem das matrizes que apenas o primeiro modo de vibrar foi identificado. 
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A seguir são apresentadas algumas fotos dos equipamentos utilizados. A figura A2.2 

mostra a placa de controle DSPACE 1103, a figura A2.3 mostra o condicionador de sinal 

utilizado para integrar o sinal de acelerômetro uma vez e, então, permitir que fosse feita a 

aquisição do sinal de velocidade. As figuras A2.4 e A2.5 mostram o sistema de aquisição de 

sinais e os demais equipamentos utilizados. Também, as figuras A2.6 e A2.7 mostram o PZT 

de pilha e o acelerômetro, respectivamente. Ainda, a figura A2.8 mostra a configuração de 

controle adotada para a realização do experimento com a treliça 3D. 

 

 

Figura A2.2 – Placa de controle da DSPACE 1103. 
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Figura A2.3 – Condicionador de sinais da PCB Piezotronics®. 

 

 

A2.4 – Sistema de aquisição utilizado na aplicação de controle. 
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Figura A2.5 – Gerador de sinais de distúrbio e amplificador do sinal de controle. 

 

 

A2.6 – Atuador PZT de pilha CEDRAT APA 60M. 
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A2.7 – Acelerômetro PCB Piezotronics® modelo 352C22. 

 

 

A2.8 – Configuração do experimento de controle experimental na treliça 3D. 
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