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Resumo

Estudamos a Eletrodinamica Quantica Escalar (sQED) via Teoria de Perturbagao
Causal (TPC). Em nivel de arvore calculamos a amplitude de espalhamento f6ton-

boéson e béson-bdson, bem como a polarizagao do vacuo.
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lar; Simetria de gauge; Corregoes radiativas.
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Abstract

We will study the scalar quantum electrodynamics (sQED) by using Causal
Perturbation Theory (TPC). In tree level we calculate the photon-boson and boson-

boson scattering amplitude as well as vacuum polarization.
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Introducao

I think that the renormalization theory is simply a way to sweep the
difficulties of the divergences of quantum electrodynamics under the rug
(RICHARD P. FEYNMAN)

A matematica nao é apenas um conjunto de idéias abstratas cuja base material,
no inicio, é determinada pelos fenomenos naturais. Assim como as sociedades antigas
que costumavam enumerar os materiais para o seu sustento, para a teoria das cordas
e seus derivacoes, a matematica tem sido a ferramenta utilizada para entender o
universo ao qual pertencemos. Quando nao existe uma base matematica adequada
para o uso pelos fisicos, esses sao obrigados a criar novas estruturas. Como exemplo,
podemos citar a criacao do calculo diferencial e integral para teorizar a mecanica
classica e o eletromagnetismo.

Durante o século X X a mecanica quantica e a teoria quantica de campos foram
os tépicos que obrigaram muitos fisicos a criar nova matematica. No caso especifico
da teoria quantica de campos, o problema das divergéncias ultravioletas e infra-
vermelhas tém sido explicadas com o método ad-hoc de regularizagao que elimina
tais divergéncias introduzindo-as nos termos de massa e carga no caso de QEDy,
[1]. Paralelamente, a teoria de distribui¢oes foi introduzida independentemente por
S. Sobolev em 1935 e L. Schwartz no final da década de 1940 com a finalidade de
dar uma definicao adequada a muitos objetos matematicos que os fisicos da TQC
utilizaram. Entre tais objetos temos a distribuicao delta de Dirac e de Heaviside
que ainda hoje sao mal chamadas de funcoes.

Por algum motivo a teoria de distribuicoes nao tem sido ainda adotada pela

comunidade de fisica para o estudo da TQC. Os primeiros em usar elementos da
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teoria de distribui¢ao na construgao da matriz de espalhamento foram H. Epstein
e V. Glaser em 1973 [13]. Nessa construgao o principio de causalidade torna-se o
principio fundamental e por esse motivo essa abordagem denomina-se causal. Na
década de 1980 Michael Diitsch e Gilinter Scharf estendem a proposta agregando
a equivaléncia entre o espaco de momentos e de configuragoes do qual padecia o
trabalho original. A partir de dito estudo, a proposta passa a ser conhecida como
Teoria de Perturbagcio Causal (TPC).

A TPC retrocede a idéia de Heisenberg [2] de tomar a matriz de espalhamento
S como a quantidade bésica a construir mediante o principio de causalidade. Da
teoria de perturbacoes sabemos que a matriz S pode ser escrita como uma série
perturbativa. Em TPC, a matriz S é calculada ordem por ordem definindo rigorosa
e matematicamente cada termo em funcao no contexto da teoria de distribuigoes.
O passo que evita as divergéncias consiste na divisao de distribui¢goes com suporte
causal em partes avancada e retardada.

No presente trabalho apresentaremos o método de TPC aplicando ao estudo da
eletrodindmica quantica escalar (sSQED). No primeiro capitulo, faremos uma revisao
do formalismo do espaco de Fock em R®. No segundo capitulo, estenderemos as
definicoes do espaco de Fock em R?® ao espaco de Minkowski mediante a teoria
da medida invariante com a finalidade de quantizar os campos livres. No terceiro
capitulo, abordaremos as idéias da TPC em linhas gerais. No quarto capitulo,
aplicaremos a TPC ao caso particular da sQED em nivel de arvore e faremos o
calculo das secoes de choque diferencial dos espalhamentos bdson-foton e bdson-
boson. No quinto capitulo, veremos como a TPC aborda as corregoes radiativas e

no tultimo teceremos nossas consideragoes finais e perspectivas.



Capitulo 1
Espaco de Fock

O uso da ferramenta matemaética na descrigao de fenomenos fisicos é conhecido como
cinemética. A matemadtica, com suas defini¢coes, permite-nos fazer a descricao da
natureza e os calculos necesséarios para a experimentacgao.

Em teoria quantica de campos (QFT por suas siglas em inglés) o formalismo
matematico é conhecido como espaco de Fock em homenagem ao russo Vladimir
Aleksandrovich Fock que introduziu tal representagao [3]. O espaco de Fock modela
o fenomeno fisico de criacao e a aniquilacao de particulas, bem como os diferentes
processos de espalhamento apés sua interagao.

Neste capitulo, estudaremos esse formalismo para usad-lo depois nos seguintes
capitulos. Limitaremos nosso estudo a um espaco euclidiano R?® que estenderemos
para o espago de Minkowski com o fim de quantizar de forma natural os campos
livres. Ademais, introduziremos o conceito de distribuicao a valor de operadores
(OVD por suas siglas em inglés) que é um ponto importante no enfoque e espirito
do presente trabalho sobre QFT.

1.1 Espaco de Hilbert 1 de uma particula

A importancia de definir corretamente o espago de Hilbert estd no fato que os
estados possiveis de um sistema fisico conformam um espago desses. Como exemplo,

podemos nomear o de uma particula livre ou do oscilador harmonico.
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Um espaco de Hilbert H é um espaco vetorial com elementos denotados da forma

|¢) onde definimos o produto escalar {(¢|1)) tal que

[l = v/<elg) = 0. (1.1)

Essa definicao é usada pela teoria da Mecanica Quantica para arrolar uma série
de postulados que formam a base dessa teoria. Alguns desses postulados para um

sistema formado por uma particula sao:

1. Existe um espago H em que os elementos normalizados |¢), representam os

estados possiveis para uma particula.

2. Dois estados normalizados [¢)) e |¢)) que se diferenciem apenas por um ele-

mento de fase (i.e. [1)) = €?|1)’) ) representam o mesmo estado fisico.

3. Toda quantidade mensuravel @) é representada como um operador hermitiano
Q = @T tal que
Qlai) = aila:)- (1.2)

Um estudo desses e mais postulados pode ser visto na referencia [4]. Um fator
a se tomar em conta é que o operador @ na equagao (1.2) representa un conjunto
completo de operadores que comutam (CCOC).

Agora, introduziremos a construcao de uma base vetorial para facilitar os cdlculos
adiante. Pela teoria de espagos vetoriais, sempre é possivel usar os autovetores {|g;)}

de (1.2) no espago H para expressar qualquer estado [¢) da forma:

) = Zaz‘|%>7 (1.3)

i=1

onde 7 = 1,2,... é o nimero quantico que representa os estados possiveis em que se

pode encontrar a particula em estudo.
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1.2 Espaco de Hilbert para n particulas
indistinguiveis.

Fenomenos fisicos, tais como o estudo da matéria condensada, exigem uma extensao
dos postulados da mecanica quantica para um sistema com mais de uma particula.
Pela teoria de espacos vetoriais, essa extensao pode-se obter facilmente fazendo o

produto tensorial

H=HV ®.. . @H™, (1.4)

onde os super-indices do lado direito da definigao (1.4) sdo colocados para identificar
a qual particula lhe corresponde cada H®. A base correspondente nesse espaco
vetorial pode ser construida com as bases correspondentes a cada espaco de Hilbert

individual H®. A base para o espaco H®" é o conjunto

{le)® ... ®lg = {lays . aH}, (1.5)

onde os sub-indices indicam o estado fisico correspondente e o super-indice a particula
correspondente. Para facilitar a anotacao e os célculos, vamos tomar a convencao de
tirar as etiquetas da cada particula e supor que estarao sempre em ordem crescente
da esquerda para a direita.

A extensao matematica apresentada nao permite modelar a fisica de um sistema
quantico por que os fenomenos associados se caracterizam pela propriedade de in-
distinguibilidade. Para mais detalhe sugere-se a leitura do capitulo 2 da referéncia
[5].

Entao, a tarefa neste ponto é introduzir a indistinguibilidade para construir um

espaco de Hilbert de acordo com essa propriedade.

~

1.2.1 Operador Permutagao P.

A introdugao desse novo operador obedece & definicao (1.4). Um estado |¢)) € H®"

pode ser escrito na forma
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W) = D Crdal@irs - @)- (1.6)

jl:"'vjn

O operador P atua sobre as etiquetas que diferenciam as particulas em diferentes
estados |¢;). Dependendo do ntimero de particulas n, os operadores de permutagao

formam grupos denotados S,,, por exemplo

S = {1}
Sy = {1, Py} (1.7)
Sz = {1, -ﬁ132, 13213, ﬁ321,ﬁ231, 13312}
onde os sub-indices informam como atua cada operador. Por exemplo, o estado
|q4, g7, g5) para trés particulas nos diz que a particula 1 encontra-se no estado |gy),

a particula 2 no estado |g7) e a particula 3 no estado |gs). O operador permutacao

P31, atuando nesse estado faz o seguinte

Pos1|qa, g7, 45) = 1G7: G55 ) (1.8)

onde observa-se que o estado que pertencia a particula 2 agora é de 1, da 3 corresponde-

lhe & 2 e o da 1 corresponde-lhe a 3.

1.2.2 Indistinguibilidade de n particulas.

O operador P , visto na secao anterior, permite-nos introduzir a propriedade de indis-
tinguibilidade. Seja [¢)) um estado de n particulas indistinguiveis. Dos postulados
da mecanica quantica, podemos afirmar que ao aplicar um operador de permutagao
sobre esse estado, o resultado devera ser o mesmo estado multiplicado por uma fase,

ja que a informacao fisica é a mesma,

Polipy = €’l). (1.9)

O estudo dos operadores de permutacao ]3a ¢é equivalente ao estudo de teoria de

grupo de permutagoes. Uma propriedade que usaremos para construir os espagos
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P321 = P213P132P213
P321 = P132P213P132

indistinguiveis. 7
P, Ta
I =Py =Pj3=Phy | 2
P312 = P13 P32 2
Pag1 = Pi32 P13 2
Poy3 1
Py3o 1
3
3

Tabela 1.1: Paridade 7, de cada elemento do grupo de permutacoes Ss.

vetoriais com elementos que cumpram a condicao (1.9) é a paridade w. Todos os
operadores de permutacao podem ser decompostos em operadores de permutacao
simples. Por exemplo, para S3 a tabela (1.1) mostra algumas decomposi¢oes. A
decomposi¢ao nao é unica, mas pode-se mostrar que a menor quantidade de com-

ponentes 7, é sempre a mesma. O nimero 7, define a paridade da permutagao.

1.2.3 O postulado de Simetrizagao.

Usando a paridade 7 podemos definir os estados completamente simétricos |¢),
e completamente anti-simétricos |¢)_, os quais formam os espagos de Hilbert do

mesmo nome e indicados por HE",

Hg?n = {|w>+/Pa|¢>+ = W>+’ Pe S”}

. (1.10)
HE" =A{l)_/Falto)_ = (1)), PeSu}

Em face a grande quantidade de experimentos levados a cabo até a data de hoje
no estudo das particulas elementares que constituem a matéria, conhece-se que s
os estados que cumprem (1.10) representam estados fisicos. Por este motivo é que

aos postulados da mecanica quantica se agrega o chamado postulado de simetrizacao.
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Os estados simétricos e antisimétricos sao os unicos estados
possiveis para um sistema de particulas indistinguiveis.  As

particulas chama-se-lhes Bosons se seu estado € simétrico e

Férmions se é anti-simétrico.

1.2.4 Operadores de simetrizagao §i.

A forma de selecionar os estados |¢)+ pode ser sistematizada construindo os opera-
dores de projecao §i. A ideia é que esses operadores atuando sobre qualquer estado

1) € H®" deem como resultado um estado proporcional a [¢)..

Selyoclih)s. (1.11)

Trabalhando indutivamente a partir do sistema de duas particulas, pode-se obter

os operadores S4.:

+

n!
= Y (ED™ P, (1.12)

onde a soma ¢é de todos os operadores de permutacao pertencentes ao grupo S,,.

1.2.5 Bases para os espacos 7—[9_?".

Agora, usaremos os operadores de simetrizacao para construir as bases dos espagos
’H%”. J4 que todo o estado |1y € H®" é uma combinagao linear dos elementos de
base |gj,, . - ., qj,), simetrizar o estado |1)) é equivalente a simetrizar a cada um dos
elementos de sua expansao, portanto as bases para os espacos 7-[5?” seriam propor-
cionais as projegoes da base |¢;,,...,q;,). A projecado dos elementos |¢;,,. .-, qj, )

sao

1 1 1
Iq](-1)> IQ§2)> |Q§n)>

2 2 2
11y 16y 16

S_1Gjys @os - -2 Q) = ] , (1.13)

™y gy )
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1 1 1
gy gy g

2 2 2
1 gy gy gD

Sl s Qs -5 Q) = mperm , (1.14)

5> gy )
onde na equagao (1.14) a expressao perm significa permanente e é um determinante
com somas.

Por outro lado, nao temos feito nenhuma restricao sobre os estados que cada
particula do sistema pode ocupar, no entanto é facil notar na equagao (1.13), que
se dois estados fossem iguais, ter-se-ia duas colunas idénticas nesse determinante
e, portanto, a anulacdo do mesmo. A interpretacao disso é o principio de ex-
clusao de Pauli que nos diz que num sistema de n férmions é impossivel que
duas particulas se encontrem no mesmo estado quantico. De (1.14) vemos que para
bosons a quantidade de particulas num estado nao esta limitada.

Agora vamos representar os elementos das bases para os estados HY" da forma
{lat", 5%, ..., ¢y, }, onde o indice j que se referia ao estado quantico foi absorvido
por ¢ que esta associado a magnitude ). O expoente representa o niimero de vezes
que se repete cada estado, também pode-se interpretar como o niimero de particulas
no estado respectivo, e por tanto n; + ... + n, = n.

Entao pela proporcionalidade (1.11)

@t ay ) = ASH G ), (1.15)
onde a constante de proporcionalidade A pode ser calculad sob a condic¢ao de orto-
normalidade da base {|q",¢5%,...,¢;"),}. Sob essa condigao

|
AoVt (1.16)

onde para o caso de férmions n; = {0, 1}.
Na construcao da base (1.15), entende-se que nas etiquetas das particulas as
primeiras n; se encontram no estado |q;), as seguintes ny no estado |ga), etc. No

momento de simetrizar, o ordenamento original nas etiquetas das particulas nao
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¢ mais importante, mas sim agora o numero de particulas que se encontra num
determinado estado. Entao, ordenando de forma crescente os niimeros quanticos g;,

a seqiiéncia de nimeros |ng,...,n,) é outra representacao para o elemento de base

I ,q;‘“>i.

1, .me) =g gy (1.17)

A representagao (1.17) é conhecida como nimero de ocupagao.

1.3 Espaco de Fock F;.

A criacao e aniquilagdo de particulas elementares é um fendmeno recorrente em
fisica nuclear e de particulas. Esse tipo de fendmeno nao pode ser modelado por um
espaco de Hilbert com o niimero de particulas n fixo. Por isso, temos a necessidade de
construir um espago de Hilbert em que os estados, que indicamos por |®), incluam
os estados [P,y € HE" com diferentes nimeros de particulas n. Este espago de

Hilbert é conhecido como espa¢o de Fock e nesta secao passamos a defini-lo.

1.3.1 Estado vacuo |0)
Para definir o espaco de Fock, temos que definir primeiro o espaco de Hilbert sem

particulas H®° do seguinte modo:

HE = (A Do) = A|0); A e C}. (1.18)
Por definicao o estado |®()) é um estado com comportamento simétrico y anti-

simétrico simultaneamente
S:10) = |0).

1.3.2 Definigao e propriedades do espago de Fock F.

O espaco F define-se diretamente como a soma direta dos espacos de Hilbert para

boésons e férmions definidos em (1.10)
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0
Fi =P S HE, (1.19)
n=0

onde os simbolos + e — sao usados para definir o espago de Fock para bdsons ou
férmions respectivamente. Essa definicao obedece a necessidade de que todos os
estados com diferentes ntimeros de particulas n devem estar incluidos nesse espaco.

Assim também, todo o estado |®) € F4 pode ser escrito da forma

0)
(1))
=1 |, (1.20)
D))

onde cada estado |®(,)) pertence ao espago de Hilbert de n particulas fixas HE".

Esta anotacao permite definir o bra

@ = (O] @l - (Dl ) (1.21)

e também permite definir o produto escalar

(P|¥) = Z (P [ Yny) (1.22)

e, portanto, também obtemos uma norma positiva definida

- 1/2
[1®)ll = [Z |¢(n)>||2] > 0. (1.23)

Como o espaco de Fock constitui um espaco de Hilbert, estritamente falando,
exclui-se dele aqueles elementos cuja norma seja infinita, portanto para aqueles
elementos |®) temos que:

e = D @@ < oo. (1.24)
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1.3.3 Operadores estendidos para o espago de Fock.

Um operador @ que atua em elementos de um espaco de Hilbert H de uma particula,
pode ser estendido para um sistema de n particulas usando a matematica de pro-

dutos tensoriais. Essa extensao é:

Q) = > Qi, (1.25)
i=1

onde @Z é o operador que atua sobre o espaco de Hilbert da i-ésima particula, o que

significa que Q; é

Qi-1®..90®...®1, (1.26)
onde o operador @ encontra-se na i-ésima posi¢ao do produto tensorial (1.26).

Definimos a extensao para o espago de Fock da seguinte forma:
~ w ~
Q|P) = Z Q)| Pn))- (1.27)
n=0

1.4 Novos operadores no espaco de Fock.

Basicamente pode-se identificar trés novos operadores em F. Esses operadores sao:

1. Operador nimero de ocupagao N.
2. Operador de criacao a' de particulas.

3. Operador de aniquilacao a de particulas.

O operador N obedece ao fato de que sendo o nimero de particulas n uma quan-
tidade variavel, automaticamente converte-se num observavel e, portanto, aliado a
esse observavel obtemos esse operador.

Os operadores de criacdo af e aniquilacdo a de particulas obedecem a mesma ne-
cessidade da definicao do espaco de Fock, aos fenomenos de criacao e da aniquilagao
de particulas.

A seguir, passaremos a definir esses operadores e suas propriedades.



1.4. Novos operadores no espago de Fock. 13

1.4.1 Operador nimero de ocupagao N.

Para construir esse operador, partimos da definicao de como opera sobre os estados
[P n)):

N Pm)) = n|Pm))- (1.28)
Com esta defini¢ao, o operador niimero de ocupagao N que atua em Fy define-se

0

o0
N|®) = > N | @) = . 1| P(n))- (1.29)

n=0 n=0
Se consideramos o estado |®) normalizado, podemos dar uma interpretacao bas-

tante simples ao valor médio do operador N

@NI®) = 3 1P| By (1.30)

Como (®|®) = 1, entao (P(,)|P(,)) < 1 representa a probabilidade de que o
nimero de particulas do sistema seja n. Portanto, a soma (1.30) corresponde &

soma do produto da cada ntimero de particulas n com sua respectiva probabilidade.

1.4.2 Operador de emissao ou criagao a'.

Seja [D(n)) € HE" 0 estado de um sistema de n particulas. A criagao de uma particula

)

. 1 ~
em tal sistema coloca-o num estado |®¢,41)) € H?UH . Essa acao sobre o estado

|®(,,)) € realizada pelo operador a' e portanto ¢ valida a seguinte proporcionalidade
al|® ) )| @1y (1.31)

Como todo estado |®(,)) pode ser estendido na base [ni,...,n,), é suficiente
analisar como atua o operador de criacdo a sobre um elemento daquela base. Entao,

analogamente a proporcionalidade (1.31), podemos escrever

al(g)|ne, . oy, o ny + 1,00 ony), (1.32)
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onde o operador de criagao escreve-se a'(¢;) indicando que se criou uma particula
no estado |g;).

Usando a definicao da representacdo do nimero de ocupacao (1.17) e da base
simetrizada (1.15), podemos notar que o lado direito de (1.32) é proporcional a
simetriza¢ao do produto tensorial S(inﬂ) (lg) ®|n1,...,ny,...,nyy). Trabalhando

com esse produto obtemos o seguinte resultado:

al(g))|ne, ..., n,... ,nv>OCS££"+1) <|Qj>® ny,...,ng,... ,ny>)

Vn! n
o« sy (’qj>®

<DS¥U%Y“~-MDW--¢m&“)
Sl

(1.33)

o (+)n1+...+nj71 %
1 j v
x SE (jq)™ g™ a)™)
n;: + 1
oc(2)mttni Yol g g L ).

vn+1

O resultado (1.33) faz-nos lembrar o resultado de um operador de subida na pers-
pectiva do oscilador harmonico quantico. Por esse motivo nota-se que é conveniente

definir a agao do operador de criacao da seguinte maneira:

al(g)|n, ... ) = vVn + 180 (|Qj>® ny, ... ,nv>)
= ()"t g+ 1] g+ 1),

Um fator importante da defini¢do (1.34) é que nao temos dependéncia com res-

(1.34)

peito ao numero total de particulas.
A defini¢do (1.34) pode ser estendida aos estados |®(,)) € HE" fazendo uso da
linearidade [5] do operador a'(g;).
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Seja |f) € H o estado em que uma particula é criada num sistema de n — 1

particulas com estado |®(,_1)) € ?—[?(”71). Essa criacao ¢ definida por

al(f)0) = 1f)

o (1.35)
al(f)|®m-1)) = V/nSI" (|f) ®[Pm-1)))

1.4.3 Operador de absorcao ou aniquilagao a.

A operacao de aniquilagao transforma um sistema de n particulas num de n —

1. Analogamente ao operador a', a acdo do operador a sobre um estado base

|ni,...,n,y cumpre a seguinte proporcionalidade:
a(q)|ng, ..., ng . Ny, o g — 1 ). (1.36)
Para obter o elemento |nq,...,m—1,...,n,)apartirde |ny,...,n;, ..., n,) vamos

definir o produto

UG = ({Flg)lg) ® - @ lgn) (1.37)

onde o bra (f| pertence ao espaco dual de H e |G) = |g1, ..., gn) é 0 ket que pertence

ao espaco H®". Como pode ser observado, o produto (1.37) resulta ser um ket do

espaco HOM1),

Usando o produto (1.37) podemos determinar |ny,...,n; —1,...,n,) a partir de

|ni, ...,y ..., ny). Desenvolvemos o produto {q;|n,...,ny —1,...,ny)

lalng, .o ongy .o ngy ={qlna, oo ng, L

- (W@rfu) S (la™ - Ja)

(e o

x STV g gy

_ (@) (i)n1+--'+n171\n1, oo, ng — 1, c.. ,nv>.
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Nota-se que o resultado (1.38) é similar ao que obtivemos para o operador a'.
Com a mesma ideia de eliminar a dependéncia com respeito ao nimero total de
particulas n, escolhemos uma constante de proporcionalidade adequada para (1.36)

e passamos a definir o operador de aniquilacao.

alq)|ng,...,nyy=vnlqlng, ...,y ... Ny

S (1.39)
E(i) ! "1m|n1,...,nl—1,...,nv>.

Podemos generalizar essa defini¢do para os estados |®(,)) fazendo uso da anti-

linearidade [5] do operador de aniquilagao a.

Seja |f) € H o estado em que uma particula é aniquilada num sistema de n

particulas com estado |®,,) € HE". Essa aniquilagio ¢ definida por

a(f)[oy=0
a(f)|Pwm)) = Vnlf|Pwm)

(1.40)

Mediante as defini¢oes gerais (1.35) e (1.40) para os operadores de criagao a' e
aniquilacao a respectivamente, podemos mostrar que esses operadores sao adjuntos,

por essa razao a decisdo de usar a notacdo a' do inicio.

1.4.4 Operador N como funcao dos operadores a' e a

Agora vamos mostrar que o operador N pode ser escrito em funcao dos operadores

de criacao e aniquilagao.

Seja | f;) uma base completa do espago de Hilbert # de uma particula. Usando
a definicao (1.29)



1.4. Novos operadores no espago de Fock. 17

(DIN|@) = > (D) |n| P

= Z (D) | (Z |fj><fj|> |¢n>]

=) Z BD) (x/ﬁ<fj!‘1>n>)] (1.41)

Z (@wla’(lf;) @ (Ifj>)!<1>n>)]

J

|| I
:M 3M

|ZaT LAl £ |<I>n>]

Esté claro que do resultado (1.41) N pode ser escrito

N = ZﬁT [0)all ;). (1.42)

Outros tipos de operadores ex1stentes, 0s quais nao nos aprofundaremos neste
trabalho, sao os chamados operadores de um e dois corpos que sao muito usados em

outras dreas de fisica, para seu estudo se recomenda a referéncia [5].

1.4.5 Comutacgao entre os operadores a' e a

As comutacoes a que os operadores a' e A estdo sujeitos sdo:
L. [a(f),a'(g)]
2. [a(f),a(g)]
3. [a'(f).alg)] = —[a(9),a"(f)]
4. {a'(f).a'(9)}
5. {a(f).alg)}
6. {a'(f),a(9)} = {alg).a"(f)}
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onde [A,B] = AB — BA e {A,B} = AB + BA sao as operagoes de comutagao e
anti-comutacao, respectivamente. Para determinar essas operagoes desenvolveremos

primeiro alguns resultados. Primeiro a operagao a'(f)af(g)|¥,))

a'(N)a'(g)| Ui = vV + 18" ()ST|g) @ [T
= Vi + IWn + 2882 HSE Y 9) @ [0 ()
= (Vi + Wn+ 28080 1 @ (W)
= (+)a"(g)a! ()W),

(1.43)

onde notamos que as sinais associam-se ao processo de simetrizagao (bdsons) ou ao
de anti-simetrizagao (férmions). Do resultado (1.43), podemos notar que qualquer
comutacao (bdsons) ou anti-comutacao (férmions) entre dois operadores de criagao

ou aniquilacao é nula.

Agora, aproveitando a linearidade e anti-linearidade dos operadores af e A res-

pectivamente, desenvolveremos sua aplicagao consecutiva sobre um estado [¥,)):

al(f)a(g)[ %)

|
VR
%
>~

ja¥)

R
~_
VR
4

dn

/Q_J\)

CP
\/
A

1%

EQ

5

5

\/
N———

-----

= Z nk)\kgzcnl,...,nu ‘nla e 7nv>+

i=j=k

Ny, My

+ Z \/nl 4/ )\fc nv|...,ni+1,...,nj—1,...>,
1#]
N1, ,Nwy

(1.44)
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i=j=k
N1,y Ny
+ Z (£)*Vni + LyniA& Cny oy mi + 1,0 my — 1,000
nll,?/:jﬂ%
= Z EAREL Cny oy 015+ -5 1) + <g|f>|\ll(n)>+
i=j—k
N1,y Ny
+ Z (i)a\/ni+ 11/7’Lj/\i5;0n1 77777 nv]...,ni+ 1, ,n] 1, >
i#]
N1,y Ny

(1.45)
Para o caso de bésons (n; = 0), os resultados (1.44) e (1.45) podem ser combi-

nados obtendo como resultado

a(g)a" (/)| = a'(NA(9) ¥ + {glT ) (1.46)

No caso de férmions (n; = 0, 1), os resultados (1.44) e (1.45) transformam-se em:
al(Na(g)¥em) = 0+ (X)| W)
a(9)a ()Y = IO m) — ()W)

al(£a(g)[Yw) = GO m) + ()W)
a(9)al (N w) = 0= ()W)
Dos resultados (1.46), (1.47) e (1.48), a conclusao é a seguinte:

ng =0 (1.47)

n, =1 (1.48)

Sé os comutadores ou anti-comutadores entre um operador de criagao com

outro de aniquilacao nao sao nulos.

[ﬁ(g), aT(f)] = {g|f>1 (Bdsons)

(1.49)
(81(f).8(9)} = (g1 (Pérmions)
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1.5 Operadores de criacao e aniquilacao como dis-

tribuicoes a valor de operadores.

1.5.1 Fungao f(r) como uma distribuigao.

Define-se uma distribui¢ao 7" como um mapeamento de um espago de fungoes Z(R")
(chamado fungoes de prova) para o conjunto dos nimeros complexos C. Por exemplo,

a distribuicao delta de Dirac define-se como:

0:2 —->R
(1.50)
f— 1(0),
a operacao (1.50) pode ser escrita da forma compacta
@, f) = f(0). (1.51)

No caso de uma fungao f : R® — C localmente integravel, pode ser definida a

distribuicao:

Ty(6) = f.0) = | f)o()is (152

onde o resultado T%(¢) continua pertencendo aos complexos C.

1.5.2 Operadores de campo a'(x) e a(p).

A partir da interpretacio do operador a'(q;) de se criar uma particula no estado
|q1), podemos interpretar agora o operador na base de configuracoes a'(x) como a
criacao de uma particula na coordenada x e af(p) como a criacao de uma particula

com momentum linear p.

al(x)0) = [x)

(1.53)
a'(p)|0) = |p)



1.5. Operadores de criagao e aniquilagdao como distribuicoes a valor de operadores. 21

A esses operadores chamaremos de operadores de campo. O operador de criagao
a'(f) (aniquilacdo a(f)) pode ser obtido a partir desses operadores de campo. Para

a sua obtencao vamos fazer o seguinte célculo:

(x1[a"(x)]0) = (xa[x)
= Z<X1|qy‘><9j|x>

— Z<X1|€1T (4;)10)4g; %)

(1.54)
= Z<qj\X><X1\aT(%)’0>
= (x4 (Z<%|X>5T(%‘)> 10,
segue-se
al(x) = > {g;0a" ()
< (1.55)

al(p) = Z<qjlp>5T(qj)

As expressoes (1.55) sao as expansoes dos operadores a'(x) e af(p) sobre a base

de fungoes ¢} (x) e q;(p), respectivamente. Portanto é correto:

al(g;) = f dPrg;(x)al (x)

(1.56)
al(g;) = j &*pa;(p)a! (p)

Fazendo a comparacao entre o resultado (1.56) com (1.52), podemos notar que a'(p)
e af(x) podem ser interpretados como distribuicdes que fazem o mapeamento das
funcoes de prova ¢; € H para o conjunto de operadores que atuam nesse espaco de

Hilbert. E por isso que sao chamados distribuicoes a valor de operadores.






Capitulo 2

Quantizacao no espaco de
MinkowskKi.

No ano de 1929 Paul A. M. Dirac publica Quantum mechanics of many-electron
system [6]. Nesse artigo Dirac manifesta a importancia de por em concordancia a
Mecanica Quéantica, desenvolvida até entao, com as ideias relativistas baseando-se no
fato de que as particulas que a mecanica quantica trata de modelar, tém velocidades
aproximadamente da ordem da velocidade da luz.

Esse processo levou-se a cabo, historicamente falando, construindo primeiro a
teoria classica de campos relativista. Essa teoria incorpora a invariancia de Lorentz
no formalismo da mecanica classica. Em seguida, identifica as coordenadas cléssicas
x(t) com os campos ¢(x,t) para depois determinar os momentos conjugados e usar
as relagoes de comutacao quantica para obter-se uma teoria quantica de campos. A
esse caminho para quantizar os campos denomina-se método canonico.

Neste trabalho nao seguiremos o método canonico. No capitulo 1 construimos
o espaco de Fock sem introduzir o parametro de tempo. Nele, introduziremos o
parametro tempordrio ¢t como outra coordenada do espaco R?*, nesse espaco adici-
onaremos a medida invariante de Lorentz du que introduz as condigoes necessérias
para se construir o espaco de Fock em concordancia com a teoria especial da relati-
vidade. Depois, quantizaremos o campo eletromagnético e o campo escalar (real e

complexo) livre de interagoes.

23
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2.1 A medida invariante de Lorentz dpu.

Na teoria da relatividade especial, o espaco de configuragoes é de 4-dimensoes. As

coordenadas definem-se com os 4-vetores ¥

20 ct
, zt T
CEll PR (2.1)
23 z
A métrica nesse espacgo é definida assim:
1 0 0 O
0o -1 0 0
- 2.2
1o 0 -1 0 22
0O 0 0 -1

Com essa métrica, o produto escalar a,a” = a”a, = g,,a"a” ¢é invariante pelas
transformacoes de Lorentz a’* = A*,a” onde A¥, é o tensor de transformacao com
a seguinte propriedade:

AM Ay, = 61 (2.3)

14

Assim como o espaco euclidiano tridimensional possui seu espaco reciproco de
momentos, podemos construir o espaco reciproco para o espaco de configuragoes
Minkowski. Para fazer tal construcao vamos impor a condicao de que esse espaco
reciproco tenha a mesma métrica g"” do espaco de configuracoes, garantindo que
o produto escalar nesse espaco seja também invariante de Lorentz. Na literatura
essa construcao se da de varias formas e neste trabalho usaremos as definicoes da

referéncia [7]. Com essas defini¢es 0 momento no espago de Minkowski define-se

p° E/c

A A (2.4)
p Py
p

Pz
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Figura 2.1: Paraboldides em que se distribuem as componentes dos 4-momentos

Nesse espaco reciproco, define-se a relacao de dispersao de Einstein

pup’ = mict. (2.5)

A definigao (2.5) é uma condicao forte para o espago de momentos ji que restringe
as possiveis coordenadas de energia E e de tri-momento p para uma particula de
massa m. Na figura (2.1) vé-se como as coordenadas do espago de momentos estao
distribuidas sobre os hiperboldides de energia positiva e de energia negativa.

Do ponto de vista da matematica, essa distribuicao implica que a medida de
integracao no espaco de momentos nao pode ser d'p; ja a integracao deve ser dis-
tribuida sobre os dois hiperboléides. Do ponto de vista da fisica, podemos escolher
trabalhar com o caso de energia positiva, e portanto, a distribuicao deve ser feita
sobre o hiperboldide superior indicado como M™. Isso leva a definir a medida de

integracao no espaco de momentos de Minkowski do seguinte modo:

du(p”) = d'pd(pop” — m*c)0(p°). (2.6)
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onde a distribuicao delta de Dirac anula a integracao naquelas coordenadas de mo-

mentos p,p” # m?c?, e a distribuicao de Heaviside ©(x) proibe as energias negativas
E < 0. Para mais detalhes sobre a medida invariante de Lorentz, recomenda-se a

referéncia [9)].

2.2 Espacgo de Hilbert H = L*(M™, du(p)).

O espaco de Fock que construimos no Capitulo 1, foi baseado num espago de Hilbert
H = L*(R3,d*p)*. Entao, como vimos na seciao anterior, a medida de integracao no
espaco de momentos de Minkowski nao é mais d®p. Por essa razao introduziremos o
espago H = L*(M™,du(p)) para a construcao de um espago de Fock de acordo com a
teoria da relatividade especial. Com a finalidade de facilitar a notacao, redefiniremos

o seguinte:
p=p" =’ p"p%p*) = (P’ p),

r=a"= (22" 2% 2% = (2%, %).
Agora, o espago L*(M™, du(p)) define-se como o conjunto

1/2
LM du(p)) = | )/ fdmp)ﬂp)“(p) <t @
M+

~

onde f(p) ¢ a transformada de Fourier em R* da fungao f(x)

~

7(w) = (2nh) j 0 f (x)e P (2.8)

*O espaco H = L*(R3,d>p) ¢

12
L*(R?,d%p) = < f(p)/ (Jd%ﬂp)*f(p)) <o
IRS
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Usando a notacao de Dirac, essa transformada de fourier pode ser escrita do

seguinte modo

~

f(p) = <plf), (2.9)

onde |p) é a base de momentos no espaco de Minkowski.

2.2.1 Propriedades da base |p).

Usando a medida invariante de Lorentz (2.6), podemos determinar as propriedades

da base |p). Como tal base é continua, a relacdo de completeza exige o seguinte

1= Jdu(p) 1p)<pl. (2.10)
Desenvolvendo a relacao (2.10), conseguimos o resultado
1= Jdu(p) 1p)Xp|
_ j d'ps(p? — m2e)O (") Pl
_ f d'ps(p”* — (E/c))O ") [p)Xp) (2.11)

d*p 0 0 0
_ J 505y L0 — (B/) +5(6° + (E/)] ) Ip)

d3p
- | sl

Com a ultima igualdade no célculo (2.11), podemos determinar a relagdo que

existe entre os elementos de base |p) e |p)

I

fd3plp><p\ = J Q(d;]/gc) [p)<p|

= V2(E/c)lp) = [p)- (2.12)
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Por outro lado, definimos a representacao da base |p) no espago de configuragoes

do seguinte modo:

(z|p) = (2rh) 2en?”, (2.13)

Pode-se comprovar que a definigao (2.13) é compativel com a que se usa para a
mecanica quantica nao relativista e que para o caso do espago de configuragoes e de
momentos de Minkowski aparece de forma natural o termo que relaciona a energia

e o tempo. Agora, vamos comprovar a ortonormalidade da base

Gl = [ datolo)els)
_ f AT (2.14)
(V2

=d(p—7p).

2.3 Operadores de campo a'(p) y a(p).

O mais importante sobre os operadores de criagao e aniquilacao sao suas relagoes de
comutacao (ou anti-comutagao). Para estados de bésons, no espago de momentos
f(p) € H = L*(R3,d%p), a relacio de comutagao corresponde ao produto escalar
nesse espago (1.49). Essa relagao é estendida para o espago H = L?*(M™, du(p)).

Sendo assim, exigimos que a relagao seguinte seja correta

[a(f).a'(g)] = (flgr1

RPN 2.15
= f dp(p) f* ()9 (p), (2.15)
M+
onde a segunda linha resulta ser o produto escalar no espago de momentos L*(M™, du(p)).
Da relagdo de comutacao (2.15) podemos obter os operadores de criagao e ani-

quilagao da seguinte forma

wn=fww@m§@, (2.16)
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a(f) = f dp(p) fIpap), (2.17)

onde as distribuicoes a valor de operadores a'(p) e a(p) cumprem a seguinte relagao

de comutagao

[a(p),a"(p)] = (2E/c)8*(p — D). (2.18)

2.4 Quantizacao do campo escalar real.

O campo escalar real cldssico define-se como a solugao ¢(z) = ¢*(z) da equacao de
Klein-Gordon-Fock (KGF).

O+ m?) ¢(x) =0, (2.19)

onde []=0,0" e h =1 = c. A solugao geral para essa equacao é da forma

@) = (20)>" [ dutp) [alp)e™ + " (p)e ). (2.20)

Em teoria quantica de campos a*(p) e a(p) mudam a distribui¢oes a valor de
operadores a'(p) e a(p). O campo escalar quantizado resulta uma distribuicao a

valor de operadores.

o) = (20) > | dulp) @p)e ™ + 8 (p)e ™). (221)
M+
onde a integral pode ser separada em duas partes, uma contendo o operador de

criacao e a outra contendo o operador de aniquilacao

o(x) = ¢ (x) + ¢ (x), (2.22)
donde

69(z) = (2m) 92 f dyu(p)at (p)e, (2.23)
_/\/[+



30 2. Quantizagao no espaco de Minkowski.

o) = a2 [ dulplatpe (224
M+
O operador ¢(*)(x) é chamado de criacdo e ¢(7)(x) de aniquilacio. Essa se-

paracao é 1til no célculo das relagoes de comutagao para o campo ¢(zx).

2.4.1 Relagoes de comutacao.

Sejam dois operadores de campo em diferentes pontos do espago de Minkowski ¢(z)

e ¢(y), sua comutagao é

[6( = [67(@) + ¢7(2), 6 (y) + ¢ ()]
= [¢"(2), 6 )] + [ (@), 07 ()] + -
25
+ [67(2), 6 ()] + [0 (2), 6 (y) 22
= [6"(2), 6" W)] + [¢17 (@), 0P ()],
onde ¢é preciso obter as comutagdes [¢7) (), () (y)] e [0 (), 6 (y)]. Em se-
guida calcularemos [¢(_) (), p*) (y)] :
[0, 0] = () [ dutr) [ dutp) [atp)e ™ a100)e7]
= ) [ duto)e ™ [ dute) [30). 8 ()]
= ) [ dutoe ™ [[dule)st o - ) (226)
= ) [ dutp)e e
= —iD\(z —y),
onde definimos DY (z), assim
D) (z) = Gn)? Jd,u(p)e_ip“. (2.27)

Também definimos DY, (x)
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Gn)? fdu(p)eipx. (2.28)

Calculemos agora o comutador [¢(*)(z), ¢ (y)]:

[ (2), 07 (y)] = — [ (y), 6P (2)]
— —(2n) [ d(p)e o (229)
Dy — ) = D — ).

Substituindo (2.29) e (2.26) no resultado (2.25).

[6(a), 6(y)] = ~i [P (x —y) + D) (@ — )]
d'pd(p* — 112)(O(p") — O(—p°))e PV

(2.30)
d'pd(p? — p?)sgn(p®)ePEY)

e
]
= sz(w ),

onde D,,(z) é conhecida como a distribuigdo de Jordan-Pauli definida do seguinte

modo:

- Jd4p5(p2 — 1*)sgn(p”)e . (2.31)

2.5 Quantizacao do campo escalar complexo.

O campo escalar complexo ¢(z) # ¢(x)" é usado para modelar particulas com carga

elétrica. A partir de (2.21), o campo escalar complexo é definido como

o) = 20) 2 | du(p) (alpe ™ + B (p)e™ ) (232
M+
onde o operador bf faz a criacio da anti-particula da particula criada por af. Tais

operadores cumprem as seguintes regras de comutagao.
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[(p). &' ()] = 2E)5*(p — P) = [B(n), B ()], (2.33)
onde todas as demais comutacoes sao nulas. Dessas relacoes de comutacao podemos

obter o seguinte resultado para o campo escalar complexo

[¢(2), d(y)] = 0. (2.34)

Mas o comutador [¢(z), ¢'(y)] nao ¢ nulo

[¢@).0)'| = |65 @) + 6L @), 6l () + 6l )|

|07 (), 01ty >] + 60 @), 6l )] 2.35)
= —iDﬁn—)(fB - y) + =D (x —y)
= —iDy(z —y).

U")’_‘,’_\ o

2.6 Quantizacao do campo eletromagnético.

A teoria covariante classica do campo eletromagnético é construida sobre o quadri-

vetor A”(x) = (¢(x), A(x)) como campo fundamental. Tal campo obedece a equagao

8,0" Al = QA" = 0, (2.36)

sobre a condi¢ao de Lorenz 0,A” = 0.
Comparando (2.36) com a equagao de Klein-Gordon-Fock (2.19), podemos ob-
servar a razao para chamar aos fétons de campos vetoriais de massa nula m = 0.
Tendo isso como ponto de partida, podemos comecar o processo de quantizacao
de cada campo A” como o de um campo escalar real, mas com a seguinte variagao

na componente A°

AO —3/2 Jdu —zk’x . aO(k)TezkcL‘) 7 (237>

Al(z —3/2 fdﬂ e " +al(k)fe™) (2.38)
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onde as distribuicdes a valor de operadores a*(k) e a*(k)! cumprem a seguinte

relacao de comutacao

[8%(k), 8% (k)] = (2w)5° (k — K)o, (2.39)

A definigao (2.37) concorda com a topologia de Krein para espagos de Hilbert
(também conhecida como espago com métrica indefinida) [8]. Determinemos a co-

mutagao dos campos eletromagnéticos. Calculando primeiro [A%(z), A°(y)]

(4%, A°0)] = () [ aul) [ duli)

J

y _ao(@eﬂ'm _ O(k)Teikz’ aO(k/)efik’y _ a()(k/)]‘eik’y]

— (27T)_3Jdﬂ<k) (du(/{/)([ao(k)e_ikx,ao(k’)e_ik'y] -

J

. 7@0(1{:)6—1‘1«5’ ao(k’)Teik/y] — [ao(k)”feikx’ ao(k/)e—ik’y] + (240)

n _aﬂ(k>’[eikx’ aO(k,/)Teik’y]>

= —(2m)7° Jdu(k)e""“(‘c‘y) + (2m) 7 fdu(k:)ef’f(w)
—iD{ (@ —y) +iD{ ) (z —y)
= g%iDo(z — y).

Dos resultados (2.40) e (2.35), obtemos:

[A%(2), A(y)] = g*%iDo(x - y). (2.41)

Se tivéssemos usado a forma cldssica para a componente escalar A em (2.37),
terfamos obtido [A%(x), A%(y)] = 05iDo(x — y), onde claramente se observaria o
problema de igualdade entre um tensor de Lorentz de segunda ordem e a funcao de
distribuicao de Jordan-Pauli que seria uma distribuicao numérica.

Um termo importante para calcular é a comutacao das solugoes de freqiiéncia
positiva A‘(IJF) e negativa A‘()‘_)
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Al (x) = (2m) %2 Jdu(k)ﬁa(k;)e_ikx, (2.42)
AL, (2) = —(2m) " f dp(k)a0 (k) ek, (2.43)
A (@) = (2m)702 J dp(k)al (k) et (2.44)

Suas comutacoes sao

|42 @), ALy )| = 90§ (@ — ), (2.45)
[ (@), A?_)(y)] = gD (z — y). (2.46)

2.6.1 Condicao de Lorenz.

E conhecido que os fotons so6 tém dois graus de liberdade, é por isso que sé duas
das quatro componentes de A” podem ser linearmente independentes. Portanto,
é necessario agregar alguma relagdo adicional na equacao de onda (2.36). Vamos
pesquisar, por esse motivo, a condicao de Lorenz que na forma classica é escrita

assim:

0,A" = 0. (2.47)

Em teoria quantica de campos, a operacao 0, A" resulta ser uma distribuicao a
valor de operadores e, portanto, o mais importante resulta ser o valor médio de tal
operador. Entao, se a condicao de Lorenz é estendida a teoria quantica de campos,

esta nos serve para selecionar aqueles estados |®) € F que cumprem

(3]0, A" D) = 0. (2.48)

Comprovemos que da condi¢ao (2.48), podemos chegar a condi¢ao fisica da nao

existéncia de fotons escalares nem longitudinales. Desenvolvendo 0, A” obtemos
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I s )
J V2w
+i (—wa’(k)" + k;a (k)T) "]

[—i (wa’(k) + k;&' (k)) e "+

i w

= 2m) 73 | dPky [ =[—i (ao(k)+k“

_jk —ikx
wa())e +

o | (2.49)
—aj(k)T) e

= (2m)~° fd?’k\/g [—i (ﬁo(k) +a (k)) etk
+i (—ao(k)T +a (k)T> eika],

~7 ki ~; . ~ , . . . ~
onde a|]| = —ra’ representa a criagao de f6tons longitudinalmente polarizados. Entao,
a condigao de Lorenz é interpretada como um projetor dos estados gerais |®) nos

estados que nao levam em conta fétons escalares nem longitudinales.

a’ley=0 , a)®)=0. (2.50)






Capitulo 3

Método de Epstein e Glaser.

A teoria quantica de campos (QFT) é posta a prova nos experimentos sobre colisdes
de particulas. Em tais experimentos, as particulas em colisao sao modeladas como
pacotes de ondas distribuidos em campos assintoticamente livres com relagao a co-
ordenada do espaco-tempo em que se produz a colisdo. As particulas detectadas sao
modeladas de igual forma. No sentido abstrato do modelo, o processo de dispersao
consiste na transformacao de um espaco de Fock F;, em outro F,,; com a matriz
de transformacao S.

Existem dois formalismos para a obtengao da matriz S. O formalismo mais
aceito é aquele em que a matriz S é obtida a partir das equagoes de movimento, nao
sendo a causalidade o ponto principal em sua construcao. Nessa linha de trabalho
temos os trabalhos de S. Tomonaga*, J. Schwinger’ e R. P. Feynman?.

No segundo formalismo, a matriz S converte-se no objeto principal de estudo.
Nessa linha de trabalho temos primeiro o desenvolvimento de Stiickelberg em 1934
[11]. Stiickelberg impos a condigdo de causalidade global e unitariedade para S.
Em 1959 N. N. Bogoliubov e D. V. Shirkov [12] simplificaram a constru¢ao usando
fungoes de prova g com um comportamento assintotico adequado e que atuam como

interruptores da interacgao.

*(Progr. Theoret. Phys. Kyoto 2, 101 (1947))
f(Phys. Rev. 74, 1493 (1948), 75, 651 (1949))
I(Phys. Rev. 76, 769 (1949))

37
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Ambos os formalismos coincidiram nos resultados e no problema das divergéncias
ultravioleta e infravermelha. A tnica forma de tratar tais divergéncias foi o método
ad-hoc de regularizac¢ao/renormalizagao introduzido por F. J. Dyson (Phys. Rev. 75,
1736 (1949)). Até a data, pode-se notar na literatura a preferéncia da comunidade
de fisica pela primeira linha de pesquisa.

Em 1973 H. Epstein e V. Glaser [13] definiram S excluindo a condi¢ao de unita-
riedade e adicionando a invariancia por translagao. Construiram a matriz S dando
um passo adiante ao defini-la como um produto ordenado temporalmente de dis-
tribui¢oes a valor de operadores (OPVD) e ndo como uma fungdo de operadores.
A proposta consiste em ir construindo a matriz S ordem por ordem sem sair das
defini¢oes da teoria de distribuigoes, evitando assim, desde o inicio, as divergéncias.
Esta teoria é conhecida como Teoria de Perturbagio Causal (TPC).

Nas primeiras secoes deste capitulo, veremos a definicao da matriz S como uma
série de Dyson e os problemas de divergéncias a que somos levados. Depois, apre-

sentaremos a defini¢ao da matriz S ao abordar a TPC e o seu método de construgao.

3.1 Matriz S como uma série de Dyson de uma

particula num campo externo.

Nesta secao, veremos o tratamento usual para a matriz S na teoria de dispersao de

uma particula com um hamiltoniano independente do tempo da forma

H=Hy+V, (3.1)

onde duas condigoes sao impostas. Primeiro, o hamiltoniano Hy é o hamiltoniano
para a particula livre, portanto é independente do tempo. Segundo, o potencial V'
é um potencial de curto alcance e independente do tempo, o que significa que bem
longe da zona onde se concentra esse potencial, a particula pode ser considerada
assintoticamente livre.

Usando a descricao de Schrodinger, a dinamica para o estado dessa particula

estd governada mediante a equacao
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dl(t))

o= v, (3.2)

g

onde H ¢ independente do tempo.

A equagao (3.2) tem como solugao estados quanticos da forma

(1)) = ey, (3.3)
onde |[¢p) = [1(0)) é o estado da particula no instante t = 0 e h = 1. No caso

livre, as solugoes para a equagao de Schrodinger serao indicadas como |p,(t)), onde
o sub-indice a representa a distribuicao inicial arbitraria do momento p no pacote
de onda.

Agora, trabalhando com a condigao de curto alcance sobre o potencial V', pode-

mos escrever tal condicao como

i [la(0)) — leale)] = T [ p(0)) — o, (0] = 0. (3.4)

Esse limite expressa que muito longe no passado do instante ¢ = 0, no inicio do
processo de dispersdo, o estado |¢)(t)) se comporta assintoticamente igual ao pacote
de onda livre |¢,(t)).

Ja que a descricao de Heisenberg resulta mais natural para trabalhar o célculo,

vamos reescrever a condigao (3.4) mediante as fungdes de estado independentes do

tempo [¥4(0)) = |¥a) € [¢a(0)) = [¢a)

Jim [y — e pq)]| = 0. (3.5)

Mostrando a existéncia do limite (3.5), mostra-se a existéncia dos operadores

Win = s — lim eflte=iHot
oo (3.6)

Wy = s — lim efteiHot
t—+00

onde a notagao s — lim representa o limite forte. O sub-indice in remete ao com-

portamento assintético muito no passado, e o sub-indice out remete no futuro com
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respeito ao instante em que se da a interacao. Os operadores W atuam sobre o

pacote de onda livre e o transformam em pacote de onda real

‘¢out> = Wout’@out>

O que nos interessa calcular no fenomeno de dispersao é a probabilidade de

(3.7)

transicao de um estado in a outro out. A probabilidade de transi¢ao resulta propor-
cional ao quadrado da amplitude de transicdo {(¥out|tin). Usando (3.7), podemos
obter uma forma de escrever a amplitude de transicao como func¢ao dos pacotes de

onda livre

<wout ’wout> = <onut ’ Wjut Wzn ‘ (,Ozn> (3 8)

No lado direito da equacao (3.8) podemos observar que o processo de dispersao
pode ser interpretado e calculado a partir dos estados livres ja que todo o processo

de dispersao encontra-se definido pelo operador S = WoTut in chamado de Matriz-S.

A partir das defini¢oes (3.6), podemos reescrever a matriz S da seguinte forma

iHos —iHs tHt _—iHot

S= lim e e ee

t——00
§——+00

= lim e Hos ] (s, 1)eHo! (3.9)

§—+00

= Uy(0, +0)U (400, —0)Uy(—0, 0),

onde podemos observar que a matriz S é o limite forte do operador evolucao U (s, t)
na descricao de interacao. Para determinar uma equacao que nos permita calcu-

lar os elementos da matriz S, podemos usar a equacao de Schrodinger fazendo a
substituicao [¢(t)) = e ot E(t))

d

i (7MNE()) = HeMorlg (1)

i [‘Z‘HoeiHot\sa» + el’“%!&(tﬁ] = (Hy +V)e ™ g(1))
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—ZHotd —zHot
i ZIE(1) = Vet (1)

d .
1 1€(1) = VIER)). (3.10)
Para resolver a equacao (3.10) é suficiente determinar a forma do operador

evolugao na representacao de interacao Uj(s,t) que cumpre por definigdo a relagdo

(7)) = Ui(7, 70)[€(70))- (3.11)
Substituindo (3.11) em (3.10)

d

i Ur(r, m0)[€(n0))) = VU, 10)[€(70)),
d ~
ZEU[(ﬂ 10) = VU (T, 70)- (3.12)

Usando a condigao Ur(ry,7) = 1, podemos reescrever a equagao (3.12) numa

forma integral

t

Up(t,tg) =1 + (—z’)J dt,V (t) Uy (1, o). (3.13)

0

Iterando a equacao (3.13) obtemos a série de Dyson

Uit to) =1 + dt1

dt2 JdtnT[XN/(tl)...XN/(tn)], (3.14)

onde T é o operador de ordenamento temporal. Pelo mencionado nas linhas anteri-
ores, é suficiente tomar o limite da equacao (3.14) para obter uma expressao para a

matriz S, tal expressao é

S

13 - J J J dt TV (1) . V(1)

reals] v
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E importante chamar a atencao para o tratamento feito para a matriz S que é
nao relativista. Em teoria quantica de campos, a extensao natural da equagao (3.15)

é

+00
S =Texp lzf d%.fint(x”)] : (3.16)

—00

se nao temos acoplamento derivativo.

3.2 Origem das divergéncias ultravioletas.

A equagao (3.16) é uma definigao da matriz S a partir das equagdes de movimento.
Mas essa definicao apresenta o problema das divergéncias ultravioletas e infraver-
melhas. Do ponto de vista da matematica, esse problema arraiga-se no produto da
distribui¢ao de Heaviside ©(z) e nas distribui¢oes singulares a valor de operadores

Lt (x”). Por exemplo

T [ L (27) L (25)] = O(a7 — 25) Lot (27) L (25) +

) - ! (3.17)
+ @(CEQ - xl)o%nt(xg)ﬁnt(xl)-

Para termos uma ideia simples deste calculo, consideremos o produto num espaco

de dimensao 1. Primeiro calculemos as transformadas de fourier de ©(z) e d(x)

separadamente

F{6Mk) = 6(k) = Jdmé(w)e_im =1, (3.18)

Ok) = lir%de@(x)eikmsx

Z‘efikwfeac 0
=lim|—— 3.19
al—r>r(l)[ k — e 0] ( )
o
k=0

Agora calculemos a transformada de fourier do produto ©(x)d(x)
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F{Od} = de@(x)d(x)eikx

1 1 AN P! ~ SN
= dxe—zkx Jdk/@(k/)ezk x fdk”é(k”)e”“ z

47T2

4 — | dk'6( k’)fdk”é (K") f dae b H =K
7

(3.20)
= k'O (k J dK"S(K")S(K' + K" — k)
= —Jdk@ K)o (k — k')
i dE
o2 ) K -0

onde o célculo pode ser feito diretamente com o teorema de convolugdo [9]. O
resultado (3.20) é uma integral divergente no espago de momentos devido ao produto
O(z)d(x) no espago de configuragoes.

3.3 Matriz S na Teoria de Perturbacao Causal.

Em TPC, a matriz S é definida como a série perturbativa formal na forma forma:

S(g)=1+ Jd4x1T1(x1)g(x1) + % Jd4x2d4x1T2(x1, x9)g(x1)g(xa) + ...

o0
1
= Z l Jd4x1 e 'd4ann(xla cee ,:Cn)g(xl) .. g(l‘n) (3.21)
n!
0
=1+T1T,
onde para simplificar usaremos a anotacao z; = (x?,x],x],a:;’) A funcao g(x),

que pertence ao espaco de Schwartz S(R*)%, é desenhada de tal forma que atua

como um interruptor para ligar e desligar a interagao que se encontra no termo 7,.

0 espaco de Schwartz S(R™), é o espaco constituido pelas funcoes reais f(z) € C*(R™) que
decrescem no infinito, juntamente com todas as suas derivadas parciais, mais rapidamente do que
qualquer poténcia de 1/|z]|.
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Para obté-lo, g(z) desaparece rapidamente quando a varidvel tempo ¢ tende a +oo,
portanto, controla as interacoes de longo alcance, evitando assim as divergéncias
infravermelhas. Como conseqiiéncia da defini¢ao (3.21), as distribuigoes de n pontos

T, sao simétricas com relacao as permutacoes das coordenadas x;.

3.3.1 Propriedades da matriz S.

Na construcao da matriz S, é necessario levar em conta as condigoes fisicas para
comprovar que estamos num bom caminho [15]. Tais condigoes sao

Invariancia de Poincaré.

Usando U(a,A) como a forma usual de representar o grupo de Poincaré PJTF, a in-

variancia de Poincaré da matriz S implica o seguinte:

U(a,1)S(9)U(a,1)™" = S(ga), (3.22)
onde
ga(x) = g(x —a) (Invariancia de translagao), (3.23)
ademais
U0,A)S(g)U(0,A)™ = S(ga) YAe Ll =~ SO*(1,3), (3.24)
em que
S(ga)(z) = g(A"'z) (Invariancia de Lorentz). (3.25)
Causalidade.

Para introduzir a condicao de causalidade, usaremos duas fungoes interruptoras ¢,

e g com suportes disjuntos na linha de tempo da forma
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supp[g1] = (=0, s)
supp|ga]| = (s, +0) (3.26)
supplg = g1 + go] = (—0, +0)
onde g representa a uniao de g; y g2 que tem suporte em toda a linha de tempo, e
que além disso, tem a propriedade de ser uma funcao interruptora por construgao.

Usando também o fato de que a matriz S é o limite forte da representacao do

operador de evolucao na descricao de interagao, temos

S(gl + 92) = S(g) = UO(07 +OO>U<+OO7 _OO)UO(_OO7 0)7

S(g1 + g2) = Up(0, +0)U(+m0, 5) Uy (s, 0)Uy(0, 5)U (s, —0)Uy(—00,0),

S(g1 + g2) = S(g2)S(g1), (3.27)
onde a causalidade expressa-se no fato de que S se aplica primeiro em ¢t < s e logo
t > s.

Interacao.

A matriz S fica completamente definida e determinada a partir da estrutura cau-
sal, uma vez definido o acoplamento minimo 7} (x). Por exemplo, para o caso da

eletrodinamica quantica escalar (sQED) temos
Ti(x) = eA”(2) : ¢'(x) 0, (x) : . (3.28)

Inversa.

A inversa da matriz S ¢é obtida mediante a inversao formal da defini¢ao (3.21)

STl=(1+T)" =1+ i(—T)T. (3.29)

r=1
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Podemos definir a inversa S~! com a seguinte estrutura formal:

a0
1 ~
St=1+ 2 - fd4x1 codin, T (g, ) g(z) g, (3.30)
n!
n=1
onde fn(xl, ..., Z,) é uma distribui¢ao de n pontos simétrica com relagao as varidveis
x;; desenvolvendo (3.29) para comparar com (3.30), podemos escrever Ty (z1, . . ., x,,)
em funcao de T, (z1,...,x,)
N e¢]
T,y wn) = DL (=1 Y Toy(X3) .. T (X)), (3.31)
r=1 P

onde os subconjuntos X; sao disjuntos de X e a soma sobre P, representa a soma

sobre todas as particoes possiveis em r subconjuntos disjuntos.

Como exemplo, para os termos T, T e T3 teriamos:

Ty(z1) = =Ty (z1), (3.33)

To(x1,22) = Tolwr, v9) — Ty (21)Ti (22) — Ti(22) Th (1), (3.34)

T5(x1, w2, x3) = —T5(x1, 22, x3) + T1(21)T2(22, T3

( ( )
+ TQ(IEQ, Qfl)Tl (1133) — Tl (l’l)Tl ($2)T1 (1133) — Tl (ZL‘Q)Tl ((L’l)Tl (233)
— T (z1)Th(23) T (22) — T1(23)Th(z1)Th (22) — Ti(23)Th (22)Th (21)
— T (z2) Ty (x3)T1(21).

(3.35)
Outra relagao importante, com relacao as distribui¢oes de n pontos 7T;, e fn, pode

ser obtida substituindo S e S~! em

1=255"
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o resultado é

]1_1+Z Z 7’L1'77,2 J (xla---7wn1)Tn1(ly1""’yn2)

n=1ni+ngs=n

x g(@1) .. g(@ny) (1) - - 9(Yns),

simetrizando a ultima igualdade com relacao as variaveis ; e y;, obtemos

1-14 z 2 | ot 1 (OT Vgl ),

e}
1 ~
-2, n_ZJd 21 d oy T (X) T, (Y)g(21) - - g(2n), (3.36)
onde P) sao as partigoes em dois subconjuntos disjuntos X e Y do seguinte modo

PQO:{‘,EM"W:ER}:XUYV? |X|:n17 |Y|=TL27 (337)

onde o super-indice 0 em P nos diz que nessa partigao é permitido X,Y = & com
a seguinte definicao

To{zt =1, To{) =1. (3.38)

Entao, para que a somatéria do lado direito de (3.36) seja nula, é necessério que

cada somando por cada integral seja identicamente nula

ZTm T (Z2\X) = 0, (3.39)

para todos os conjuntos Z fixos com |Z| > 1

Se em nosso calculo permutamos de posicao S e S~!, conseguimos

ZTn (X)) T, (2\X) = 0. (3.40)
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3.4 Causalidade das distribuicoes T),.

A principal propriedade a ser estudada nas distribuicoes 7, é a extensao do principio
de causalidade da matriz S. Como neste trabalho estudaremos a obtencao do termo
Ty, trabalharemos s6 com os trés primeiros termos da expansao (3.21). Substituindo

tal expansao na equagao de causalidade para a matriz S (3.27), obtemos o seguinte:

1 f 1Ty (1) (91 (1) + galan)) +

+ % d4x2d4x1T2(l’1,$2)(91(x1) + gg(xl))(gl(;@) + 92(;52)) =

- {1 + Jd4$1T1(xl)gl(xl> + % Jd4;132dx1T2(331, 932)91(9?1)91(372)] x

1
X [1 + Jd4$3T1(£L'3)g2($3) + ol Jd4x4d4x3T2(x3, 1'4)92(.1'3)92(1'4)] .

Igualando os termos de primeira e segunda ordem, obtemos a equagao

1
o1 d4x1d4$2T2($1,$2)91($1)92<$2)+

1
o d a1 d wy Ty (w1, 22) g1 (22) g2 (1) = Jd435'1d493/2T1($/1)T1(93/2)91(17/1)92(93/2)7
(3.41)
onde na tltima igualdade (3.41) vamos simetrizar o lado direito relativo as varidveis

x| e x4y obtendo

TQ(Z’h iIZ’Q) = Tl(l'l)Tl(.fCQ) , Se l'[l) > xg (342)

Se agora trabalhamos con S™! e f, obtemos a seguinte igualdade

To(x1, 20) = Ty ()T (2z2) , se a¥ <. (3.43)

As duas igualdades (3.42) e (3.43) refletem que o principio de causalidade para
as distribuicoes 7, implica produtos ordenados temporalmente. Pode ser também

comprovado em ordens n > 2.
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No formalismo usual, a causalidade das distribui¢oes de n pontos é modelada
mediante distribuicoes de Heaviside. Por exemplo, T, é escrito da seguinte forma
TQ(fL’l, (L’Q) = @(l’? - ZL‘g)Tl(l'1>T1($2) - @(l’g - I?)Tl(IL‘Q)Tl(I'l) (344)

Mas o problema de fazé-lo assim é que em muitas situagoes aparecem as divergéncias
UV e IR.

3.5 Construcao de 75

Primeiro construimos as distribuigoes Aj(xy, z2) e Ry(x1,z2) do seguinte modo

R(x1,x2) = Ty ()T (1), (3.45)
Al (1, 22) = Ty (21) Ty (22). (3.46)

Agora, definimos a distribuigao diferenga Ds(x1, z3).

DQ(CL’l, Ig) = R/Z(Il, IL‘Q) - AIZ(Il, Ig). (347)

Também definimos as distribuigdes avancada As(x1, x9) e retardada Rao(xy, z2).

Rg(l’l, IL’Q) = Tl(IQ)Tl(ZL‘l) + TQ(CL’l, IL‘Q) = Ré(l’l, {23'2) + Tg(iL’l, {23'2), (348)
As(q,29) = Tl(.fEl)Tl(iBg) + To(21, 22) = Ay(x1, 22) + To(z1, T2). (3.49)

A partir das definigoes (3.45-3.49) pode ser observado que a distribuigdo Dy é a
diferenca de Ry e A,. Analisando os suportes dessas trés distribuicoes, é possivel
demonstrar que As e Ry sao distribuicoes com suportes bem definidos e, portanto,

seu calculo é possivel a partir do conhecimento de Ds.
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Com o célculo de Ry ou As, pode ser realizado o calculo de T, mediante as

seguintes igualdades

Ty = Ry— Ry = Ay — A, (3.50)

3.6 Suportes de Ry e As.

A obtencao das distribuicoes A; e Ry é o passo crucial em TPC. E o que o faz
diferente do formalismo usual pois seu calculo baseia-se nas propriedades de seus

suportes que passaremos a estudar.

Definamos o cone fechado de luz futuro com vértice em x da forma:

Vi) ={y/(y—2)>=0, 3

WV

2}, (3.51)

do mesmo modo, definamos o cone fechado de luz passado.

N

V-(z)={y/ly—2)> =0, ¢°<a’}. (3.52)

As definigoes (3.51) e (3.52) podem ser generalizadas para espagos de 4n di-

mensoes.

U (x) = {(z1,...,20)/2; € VE(),Yj =1,...,n}. (3.53)

Analisemos agora o suporte da distribuigdo retardada Rq(z1,x). De (3.48) po-

demos escrever:

Rg(l'l,x) = R’Q(xl,a:) + T2(331,.T)

(3.54)
= —Tl(l')Tl(Il) + TZ(fL‘lax)’

0

onde, se por acaso z° > 2!, em algum referéncial de Lorentz, a igualdade (3.54) é

nula pela decomposigao causal de Ty(x1, x)
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sUpp[R,(x4,X,)]

sUpp[A,(X4,X,)]

Figura 3.1: Suportes das distribuigdes avancada As(xq,x2) e retardada Ra(xq,x2).

RQ(.’L’l, CC’) = —Tl(l‘)Tl(l'l) + TQ(Z‘l, .7))
= —Ti ()T (z1) + T1(z)T1(x1)

Esse resultado mostra que com relagao ao cone fechado com vértice no ponto x, a
distribuigao Ry (71, x) apresenta suporte no cone de luz futuro I';y (z) como se mostra
na figura (3.1). Com a mesma técnica podemos provar que As(x1, x) apresenta como

suporte I'; (z).

Portanto, para a distribuicao Ds, temos o seguinte suporte causal:

suppDs(x1,2) € T (x) U Ty (2), (3.55)

levando em conta esses resultados, podemos pensar em tomar o caminho oposto

para obter T5 e Ry com o conhecimento de Ds.
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supp[D,(x4,%,)]

Figura 3.2: Suporte da distribui¢ao causal Dy(xq, z3).

Se conhecemos a distribuicao Dsy(x1,z2) com suporte causal

suppDs (11, 29) S T (29) U Ty (22), (3.56)

é possivel dividir o suporte de Dy em I'J (x5) e T'5 (22), obtendo dessa divisao

duas distribui¢oes Ro(x1,x2) € Ag(z1,x2) com as seguintes caracteristicas

Dy(z1,29) = Ra(x1,22) — Az(71, 72)
suppRy (11, 25) € T (12) (3.57)
suppAs(z1,2) < I'y (22)

A seguir, mostraremos como se faz a divisao de uma distribuicao causal.

3.7 Divisao de distribuicoes com suporte causal.

A divisdo de Dy em Ry e Ay nao é trivial. Uma divisdo incorreta leva-nos a di-

vergéencias ultravioletas. Em TPC o processo de divisao substitui o produto usual
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ordenado temporalmente com a subseqiiente renormalizacao, desde que aquela di-
visao esteja bem definida na teoria de distribuigoes.

Uma teoria sobre como dividir distribuicoes em outras distribui¢oes com suportes
prescritos existe e pode ser estudada na referéncia [19]. Nesta se¢ao, estudaremos o

caso particular da teoria quantica de campos.

3.7.1 Distribuigcoes numéricas d,.

A distribuigdo a valor de operadores Ds(xq,x2) pode ser expressa em fungao de

campos livres e contragoes d5(z1, z2) do seguinte modo

., (3.58)

Do(w1,m2) = )¢ [waj)] d¥(xy, 2) []‘[ qsf(xl)] : [HA(xm)
k J l m

onde o indice k representa diferentes contribuicoes. As contracoes di sao distri-

buigdes numéricas que apresentam suporte causal (3.57) e, em sQED, sao distri-
buigoes temperadas que pertencem ao espaco dual S’(R®) (em relagio ao espaco de
Schwartz S(R®)). Entao, a divisao de D, é feita dividindo d.

Sejam 7y e ay as distribuicdes que resultam em dividir d§ com as seguintes

condigoes.

d5(z) = ra(x) — az(x), supplra] < T{ (22), supplas] < T'7 (22), (3.59)

onde z = (x1,z2).
Usando a invariancia de translagao, vamos fixar o = 0. Com essa condicao,

definimos

d(zy) = d§(21,0) € S'(RY). (3.60)

A forma usual de realizar a divisdo de d(z;) é mediante a multiplicacao pela

distribuicao de Heaviside.

r(zy) = O(aY)d(xy). (3.61)
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Tal multiplicacao nao é sempre bem definida na teoria de distribuigoes por duas

razoes:
1. d(zy) é singular em z; = 0,
2. ©(2Y) é descontinua em 1 = 0.

No caso de QED estas dificuldades nao geram divergéncias UV em nivel de
arvore [14] coincidindo ademais com o fato que r(x;) resulta ser uma distribuicao
temperada¥ assim como d(z;). Mas em nivel de loops 75 deixa de ser temperada
e é onde os infinitos aparecem. Seguindo estes fatos, em nosso processo de divisao
geral, tomaremos cuidado para que ry(x1) seja sempre uma distribuicao temperada

e que mantenha as propriedades de d(z1) na vizinhanca de x; = 0.

3.7.2 Grau de singularidade de uma distribuicgao.

Para estudar o comportamento das distribuigdes d(x1) e r(z1) na vizinhanga do

ponto singular z; = 0, vamos introduzir algumas definigoes.

Definigio 3.1 A distribuicio d(x) € S'(R') possui a distribuicio quasi-
assintotica dy(x) sobre x = 0, se para alguma fungdo positiva continua p(n)
(n>0) o limite
lim p(n)ry'd(nz) = do(x) # 0 (3.62)
77—)

eziste em S’(R?)

Como d(z) é uma distribui¢ao temperada, podemos realizar sua transformada

de Fourier| para obter o equivalente da definicio (3.1) no espaco de momentos.

YChama-se de temperada as distribuicoes com funcoes de teste que pertencem ao espaco de
Schwartz S.
IDefine-se a transformada de Fourier de uma distribuicdo 7" assim

(5= (o)
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ting o) (), ) = i o) o). 5) )

n
= Ly p(n )<A(p), f(%)](p)>
g o) (o). Ferw)) 20
= lim p(n)n* {d(p), Fnp) )
- i pt) (32 ) )

Definicao 3.2 A distribui¢ao c?(p) e S'(RY) possui a distribui¢io quasi-
assintotica aio(p) sobre p = o0, se para alguma funcdo positiva continua
p(n) (n>0) o limite

ygm>< ) T ) > (o). F®)) # 0 (3.64)

existe para todo f(p) € S(RY)

No espaco de momentos, a distribuicao c?o controla o comportamento singular da
distribuigao d. Consideremos, por exemplo, a transformacao de escala f(z) — f(ax)
no limite (3.64)

lim (7 )< fap> <do

flan))
=a *lim p(n) J(C%)a f(p)>

n—0

= ¢ *lim ) lim p(an) <c?(§n), V(p)>

=0 p(an) 1—0

ti 20 (d), F)).

(3.65)

onde da ultima igualdade de (3.65), podemos definir py(a)
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. o <do )
H)Tn) - <d0 > (3.66)

tal que a funcdo p(n) é conhecida como fun¢do de contagem de poténcias. Calculemos

agora po(ab).

(ab) = (ab)™ —
<d0(p), (abp)>
<d° ). )> - <Jo(p),f(ap)> (3.67)
" Gt Ty (o). o)
= po(a)po(b).

O resultado (3.67) implica que py(a) apresenta a seguinte forma

po(a) = a”, (3.68)

onde w ¢é real. No caso da QED ou sQED w € Z. O parametro w ¢é indicador do
grau de singularidade da distribuicao d(z) na vizinhanga de x = 0. No Apéndice A

fazemos o calculo do grau de singularidade da distribuicao delta de Dirac

Defini¢io 3.3 A distribuicio d(z) € S'(R*) é chamada de singular com
ordem w, se possui uma distribuicao do(z) quasi-assintdtica em x = 0, ou
se sua transformada de Fourier c?(p) apresenta uma distribuicao do (p) quasi-
assintotica sobre p = o0, respectivamente , com uma fun¢do de contagem de
poténcias p(n) que satisfaz

o Plan) o
I 55 - oo

para cada a > 0

As equagdes (3.65-3.68) provam que do ¢ homogénea de grau w:
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670(5) = G_w&\o(p)

3.70
do(ax) = a4+ 370)

Se aplicamos a relagao de homogeneidade sobre o espaco de configuracoes na
defini¢ao (3.2), mostra-se que dy também apresenta a ordem singular w.
Uma propriedade das fungoes p(n), a ser usada a frente, é a seguinte desigualdade:

para todo €g tal que 1 > ¢y > 0, existem as constantes C', C’ e q tal que

Cn¥t > p(n) = C'y*~° para n <. (3.71)

3.7.3 Construgao de ry(z) e a(z).

Para dividir dy(z) construiremos rg(z) (ou as(x)). Primeiro, escolheremos um

quadri-vetor fixo v € I'{ (0) com o que construimos o seguinte hiperplano.

v =0, (3.72)

que divide o suporte causal como é mostrado na figura (3.3). O produto v.z é
positivo para todo x € I'T (0), ou negativo para todo x € I'7 (0).

Também adicionaremos uma func¢do x(t) infinitamente diferencidvel (i.e. x €
C®) tal que:

0 para t<0
X(t)=< <1 para 0<t<l1 (3.73)
1 para t>1

Com isso definimos formalmente a seguinte multiplicacao de distribuicoes

ro(z) = O(v.z)d(x) = lim x (E> d(x). (3.74)

n—0 n
Em teoria de distribuicoes, a multiplicacao entre uma distribuicao 1" qualquer
em S’(R™) e uma fungao f(x) estd bem definida se a fungao f(z) (e suas derivadas)

cumprem duas condigoes
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Figura 3.3: Esquema de divisao do suporte causal de d(z)
1. Crescimento lento no infinito.
2. Invariancia do espacgo das funcoes de prova.

E claro que as fungoes x(t) cumprem a primeira condigdo. A condigao sobre as

fungoes de prova exige que o seguinte limite exista

O(wadte). o) = i (x () ). ) ). (3.75)

Provar a existéncia do limite (3.75) é equivalente a provar que existe o limite

e 65) ()

Escrevendo a = b", onde b > 1 e n € IN, definiremos a fungao go(x) da seguinte

forma:

go(z) = x(bv.z) — x(v.2). (3.77)
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A funcao go(x) permite-nos escrever o limite (3.76) da seguinte forma:

lim 2 <go (bj %) d(z), f(x)> . (3.78)

Agora, introduziremos a funcao auxiliar g;(x) € C* que seja igual a 1 sobre o
suporte causal de d(x) e nula fora de uma vizinhanga desse suporte. Com ajuda de

g1 o limite (3.78) pode ser escrito como

oo () (7)o

Nesse ponto, é importante estudar o comportamento da distribuigao f(z)d(x)
nas vizinhancas de x = 0. Usando GG <%> = qo (N%) g1 (N%) podemos escrever:

T

(r@ate), 6 () ) = ). s (3:50)

Seja p'(n) a funcdo de contagem de poténcias da distribuicao f(x)d(x), e seja

f (k)( 202k 6 primeiro termo ndo nulo na expansao de Taylor de f(z). Em (3.80),

obtemos

ting /1) 0)(0),G (£) ) =t ) i) £ 0)G )
= lim p/(n)n 4( et )> {d(nz), z*G(x))

i (k
_ hmp((") < fk!( )) p(nn* {d(nz), 2*G(x))

- (57) [ G oo

No resultado (3.81) podemos observar que a existéncia da fungao p'(x) implica

(3.81)

< w (3.82)

e dessa condicao, obtemos o grau de singularidade «’ do produto d(z)f(z)
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, plan)
lim ” (an) = 1im 9 = R o = k (3.83)
P gl | |
1

Seja dfy(x) a distribui¢do quasi-assintética do produto d(z)f(z). Usando (%) em

lugar de 7, a partir de (3.62) podemos escrever

(o (V) 0 (#2) ) = s [t v on )+ ()]

bJ
(3.84)
onde

lim a (g) —0. (3.85)
()0

O limite (3.85) implica que a fungao a () é uniformemente convergente a 0 com
relacao a & > 1, em outras palavras, para todo ¢; > 0 existe um §; > 0 tal que

n .0
’Oé (E)’ <€ s E < 51. (386)

Se substituimos (3.84) na somatéria (3.79), obtemos

131 (r@a)on (V) o (V2) ) = hfo).an o) )5+ 5, (387

onde

[=|Sl=

SA = :LZQ [ﬁ] , SP = jzz [%] : (3.88)

f=nd

Entao, provar que o limite (3.75) existe, é equivalente a provar que os limites
(3.88) sao convergentes. Essa prova depende dos valores que possa tomar w.
Consideremos primeiro o caso em que w < 0. De (3.83) observemos que também

w' < 0, substituindo em (3.71) chegamos ao seguinte resultado:
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1 1 I 1 .
/ < w'—e€o = / < 1w —€ v’ ’ ’ (389)
7@ S o) §[p<%>] e 1)

onde na segunda desigualdade a série geométrica Z;.:Ol [bj]w’_go

é convergente para
n — o, o que garante a convergéncia de S4 para o mesmo limite.
Ademais, de (3.86) podemos escolher [ = 1, e portanto, existe um § tal que
‘oz <E>‘ <1 para todo Uy (3.90)
b7 b7
e dessa forma podemos escrever a seguinte desigualdade:

) Sl

=0 b =0 bJ

b7
onde se garante a convergéncia de S no mesmo limite.

Entao, a existéncia da multiplicacao de distribuigoes (3.95) e, por conseguinte,
a existéncia da distribui¢ao retardada ro(x) estd comprovada.

Para o caso em que w > 0, a diferenga estd em que w’' = w — k nao é negativo
para as fungoes de prova f(z) cujo primeiro componente em sua expansao de Taylor
é de ordem k < w. Entao, para que nesse caso o limite (3.75) exista, é necessario
excluir essa classe de fungoes de prova. E por isso que introduziremos um operador

W que realizard o seguinte mapeamento:

Wi S(R™) — S¥(R™), (3.92)

onde S¥(R™) é o espago de fungoes que desaparecem para ordenes k < w. O operador
W é definido da seguinte forma

d (a)
(W) = fz)—clx) Y. fgwaﬂ

|al=0

: (3.93)
onde ¢(x) € S(R™) é uma fungao qualquer tal que:

c(0) =1, [D9¢](0) =0, parala|<w. (3.94)
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A construgao do operador W (3.93) nos permite redefinir a distribuicao retardada

ro(x) para quando w = 0 da seguinte forma

(r(x), f(x)) = O(v.)d(z), (W[)(x)). (3.95)

Em resumo:

A distribuigao d(z) € S'(R*) com suporte causal é corretamente dividida

nas distribuigoes ro(z) e az(x) do seguinte modo

L~ o @)1 @) = @)@, f@) 296)

(az(), f(x)) = ([O(v.x) = 1] d(x), f(x))

w0 <T2(37>7 f(lli')> = <@(U.:C)d($), (Wf)(l')> (3.97)

(az(2), f(x)) = [O(v.x) = 1] d(z), (W f)(z))

Unicidade.

A divisao feita para o caso (3.96) em que w < 0, é tnica. Para o caso (3.97), em
que w = 0, nao ¢ unica.

Por exemplo, se usamos a fungao Xo(t) = 1 — xo(—t) em lugar de x(t) encontra-
mos outra distribuicao retardada 7(x). As distribuigoes ro(x) e 7(z) concordam com
d sobre T'{ (0)/{0}. Entao, 7(x) — ro(x) é uma distribuicao temperada com suporte

pontual {0} e pode ser expandida da seguinte forma.

M) = ra(x) = ). CuD"S(x). (3.98)

No Apéndice A pode ser observado que a ordem de singularidade de uma distri-
buicdo D (z) é w = a. Por ser (3.98) uma diferenga de distribuigdes temperadas,
deve-se cumprir que a < w [r3(x)], o que significa que para w [re(x)] < 0 é necessario

que as constantes C, sejam nulas. Portanto

7(z) = ro(x) (3.99)
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o que implica a unicidade do processo de divisao nesse caso.
Mas para o caso em que w = 0, a solugao mais geral na divisao causal implica a

adigao de termos C, D (x) até o ordem w

M(z) = ra(2) + i CaD*(x). (3.100)

As constantes C, nao podem ser calculadas com a condi¢ao de causalidade e
outras condigdes (como, por exemplo, simetrias ou invariancia de gauge) tém que

ser levadas em conta para seu célculo.

3.7.4 Processo de divisao no espago dos momentos.

Os calculos explicitos em sQED sao desenvolvidos melhor no espago de momentos
e, por esse motivo, estudaremos o processo de divisao de distribui¢oes causais nesse
espaco.

Usando a teoria de distribuigdes podemos escrever a defini¢ao (3.97) para ro(z)

da seguinte forma

<?]§ _ <@l, Wi, (3.101)
onde a transformada ©d pode ser obtida pelo teorema de convolucao

~

6(p) + d(p) = 71T 5 Jd%’@(p’)d(p - 7). (3.102)

Od(p) =

—
Agora, calculemos a transformada inversa W f

a

W7 = 1) - 3 “4D pe sy
lal=0 (3.103)

~

- Foy - 3 WL o gy,
la]=0 )

onde o termo [D@ f](0) pode ser obtido a partir da distribui¢io delta de Dirac
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(D*1)(0) = {(=)*D8, [ = (=)X(D"S, f) = (=)(D*3, [)
= (=)"@m) > (=ip), f) = 2m) (=) (=ip)*, ) (3.104)
= (2m)"((ip)", f)-
Substituindo (3.104) em (3.103), obtemos

P om (), . (3.105)

Usando os resultados (3.102) e (3.105) em (3.101), resulta em

~ 1 41.0( 171 7 N o (Dp)"E(p) —2/(. Na F
(7.F)= <<W | bt~ b, fio) - 2 (e W) ,f>>
1

= (27T>2fd4k@(k)
[<J<pk> )= o =0, S (- Lol -2y f>>}
la|=0
1 4
- (27T)2fd kO (k)
[<d<pk:> fv)) - it -1, 3 (- ) )2y 2((p) f>>]
la]=0
1 4
= ) fd kO (k)
[<d<pk:> )y~ (m Y o [ atwides - ooy e V<p>>]
la]=0 '

1 — <_)a YN, >IN F
- d4k@<>< b=k = 20)2 Y ()" | a9 —K) (D)), <p>>.
(27T> J la]=0 J

Da tltima igualdade de (3.101), podemos determinar 7'(p)
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~ 1 47.0 0 -2 S a\™ ¢ 4 1700 axy(, !
(1) = oz | KO0 _d(p—k) ~en* N EF [awies - o)
1 47,0 4. 1( e B
- T f d'kO(k) | d(p — k) — (2m)” ;O J d'p'(D%d) (' — k)E(p')

(3.107)
Sabemos que no caso de w = 0, a solugao (3.107) nao ¢é a mais geral. Fazendo a

transformagao de Fourier da solucao (3.100), encontramos a solugao geral 7(p)

+ > Cap". (3.108)

|a[=0

3.7.5 Regularizagao UV.

A teoria de divisao de distribuicoes causais nos diz que é possivel construir mais de
uma solugio 7(p). Por exemplo, consideremos a existéncia de um ponto ¢ € R* em
que existe a derivada Dg?(q) para todo b < w. Nesse ponto podemos construir a

distribuigao 7,(p)

w

Palp) = Flp) — ), i 7 2’ ~———=D7(q). (3.109)
|b|=0 ’

Devido a distribui¢ao retardada 7(p) que é somada com o polinomio de grau w
para obter 7,(p), entdo 7,(p) é outra distribuicao retardada. Para que 7,(p) fique

bem definida, é necessédrio que se cumpra a seguinte condi¢ao de normalizagao

D7, (q) =0, [b] <w. (3.110)
Calculemos Dbr(q) a partir de (3.107)

1

fd%@( >[<D - k)
(3.111)
- (27r)_ e J 4 (DY) — KEw)].
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Agora, substituiremos (3.111) em (3.109)

rq(p) = 7(p)

w

L [anew] X P o

B (27)2 =
_ (27r)—2 MZ_OEL (p ;‘Q) (aqa_b)! fd4p/(D;/@(p/ . /{:)\c/(p')]
1 4 . . T -2 S _a 4 7 a N r = ,
- e | 200 | 1)~ ) b [#wopaer - wew
_ (271r)2 J&k@(/@[ 3 (p ;'Q) (D2 — )
|b]=0
—(2m)~? Z—T f d*p'(Dgd)(p' — /{:)c(p’)]
|b|=0 "

- G | 400 | @ =) = X LI (Dl - b

(3.112)
O resultado (3.112) é conhecido na literatura como regularizacdo ultravioleta na
terminologia usual, no entanto, chegamos a ela como conseqiiéncia do processo de

divisao de distribuicoes causais.

3.7.6 7,(p) como relacao de dispersao.

E possivel expressar a solugao (3.112) como uma relagao de dispersao. Para obter
isso, tomaremos ¢ = 0 e um p € I'" tipo tempo. Fazendo uma transformacao
ortogonal do espaco R*, podemos escohler um sistema de coordenadas tal que p =
(p°,0). Além disso, tomaremos o vetor v paralelo a p, i.e. v = (1,0). Com esse
vetor v, terfamos O(v.z) = O(z") com a seguinte transformada de Fourier

~ 1

6(k) = (2m)5(k) 15—

Substituiremos todas essas consideragoes em (3.112), obtendo

(3.113)
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> 1 4 1 0 0 2 (p0 = 0)° .
olp) = Gz | ARCRIR) s [ =) 33 i )
_ L {ape TR < Nt o LT PP
- Wjdk kO + 0 A=) |z;0 b! (Dyod)(0 — )
{ S R
- (%Jdk Pt )
1 o 1 d (pO)b(_)b )~ .
~ @ f R MZ_O L (Dhad) (0 — 1°).
(3.114)

Em (3.114), faremos a mudanga de variavel k° — p® = k’° no primeiro termo e no

segundo termo, faremos a mudanca k° = k" para logo integrar por partes

B0 = s [ | - 3 O s | Ak G119

(2) KO+ p0 +i0 S b ok RO 440
A expressao entre colchetes pode ser determinada pela aritmética

p() w+1 1
= . 3.116
[ ] (k’0+z'0> kO + pY + 0 ( )

Substituindo (3.116) em (3.115), obtemos

~ 0y i 0\w+1 /0 1 1 "
To(p”) = %(p ) fdk [(k:’o +40)«+1 (K0 4 p0 + 20)] 4=H")

- @(po)w f aK" l(k:/o - iO)‘*’H(lpO — K0+ z’O)] Ak")

Na igualdade (3.117) faremos a mudanca de varigvel ¢ = £°/p°

(3.117)

~

- ‘ d(tp)
o) = 5 fdt(t—m)wﬂu — i+ i0)’ (3.118)
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onde fizemos a generalizacao para um momento p € I't qualquer.
Daqui em adiante, a solucao (3.118) sera chamada como solu¢do central norma-

lizada na origem.



Capitulo 4

Eletrodinamica quantica escalar

(sQED).

Neste capitulo, aplicaremos a TPC na construcao da matriz S correspondente ao
acoplamento entre o campo escalar complexo e o campo eletromagnético. A quan-
tizacao de tais campos foi feita no cap.2. Essa construcao sé serd feita até a segunda
ordem, isto é, calcularemos s6 o termo Ty(x,y). Em contraste com o método usual,
a TPC nao impoe o vértice €2, pois tal vértice é conseguido ao se impor a invariancia

de Gauge.

4.1 Definicao de primeira ordem 7T}

De acordo com o estudo que realizamos no cap.3, o primeiro passo a se fazer é definir
a distribuicao T;(z) seguindo o principio de acoplamento minimo. Na referéncia [10]
podemos observar que na abordagem usual da sQED, substitui-se a derivada 0, pela
derivada covariante 0, + ieA, para que no futuro a invariancia de Gauge nao seja
quebrada. Essa substituicao leva a definicao da lagrangiana de interacao com o

seguinte termo de segundo ordem

69
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L™ = —ie [0 (1)0,0(x) — 0,67 (2)p ()] A” + 6T (2)p () AY (2) A, (w) (4.1)
= —ied (@) A, G(2) A" + 6! (1)p(0) A" () A, (x). |

Do ponto de vista formal, a defini¢do (4.1) possui o defeito de introduzir um
termo de segundo ordem desde o inicio. Em contraste, a TPC nao usa propriedade
de invariancia de Gauge ao definir o acoplamento minimo. Tal propriedade é usada
na construcao de segundo ordem, sempre que, no processo de divisao, a ordem de
singularidade nao seja negativa. Em conclusao, usaremos o termo proporcional a
e de (4.1) como acoplamento entre o campo escalar complexo e o eletromagnético.
_pTPO)

Entao, definimos .Z, ;" assim

LR = —ie [ (2)0,0(x) — 0,01 (x)p(x)] A”

PN (4.2)
— —ieg(2) 7, p(x) A",
A definicao geral para T} é:
Ti=i: % : (4.3)
e, portanto, substituindo (4.2), obtemos para nossa aplicacao
Ti =e:¢'(2)0, p(z) : A. (4.4)

4.2 Distribuigao diferenca D(z,y).

O seguinte passo ¢ obter a distribuigdo diferenga Ds(x,y) mediante (4.4). Do

capitulo anterior, conhecemos que Ds(z,y) é calculada a partir da defini¢ao (3.47):

Dy(z,y) = Ry(z,y) — Ay(21, 22).

em seguida, procederemos ao célculo de A5 (z,y). Usando (3.46)
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Ay(z,y) = Ti(2)T1(y) = ~Ti(x)Ti(y)
e[ o' (2)0uo(x) — 0,0 ()0 () =] [ 6" (1), (y) — 00" ()b (y) :] x

x A*(z) A" (y)
—e*[: ¢ (2)0u(2) 1 6" ()00 (y) : = : 9'(2)0u0(@) = 0,6 (y)(y) :

/

" "
A B

=1 0,0 (2)(@) = 01 (y)0up(y) : + 1 09! (2)d(2) 12 0,0 (1) (y) 1]

)

c D
x [A*(x) A" (y)]-
(4.5)
Mediante o uso do teorema de Wick, podemos estender os produtos A, B, C'e D
como a soma de produtos entre contragoes e campos livres ordenados normalmente.
No apéndice B.2 colocamos as expressoes de tais contragoes. Com isso, obtemos
para cada termo A, B, C'y D o seguinte:

A = §1(2)0,0(2)6 ()2 (y) - + 1 ¢(2)0,0(2)6T (1) (y) -

+: ¢ (2)0,0(x )ch(y)@Vcb(y) +:¢'(a) Oup(@)9" (1)0,0(y) -

=: ¢ (2)0,0(2)d" (1) 2 (y) : +i: 0u(2)d"(y) : (A, DG)(x —y)
—i:¢'(2)00(y) : (3D (@ = y) + (0. D)) (@ = y) (@ DY) (@ — y),

(4.6)

B =~ 61(2)0,0()20 (1)) : — 6 (2)0,0(2)6 (1)) :
G @) ()Ol) - 6 ()20 ()0 (1)) : )

= —: 91 (2)0,0(2)0,0 (1) d(y) : +i : Qup(2)0,0" (y) : DL (2 —y)
—i:¢'(2)d(y) : (6,0, D)) —y) — Dz — y) (0.0, D5) (x — ),
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C = — : 0,8 @)o(@)d (1)2dy) - — : 0,6 (@)o(2) (1) (y)
6 @)6(@)5 (W)A0M) : — : 6! (2)0(2)6! (W)B() : (43)

= — 10,0 (2)0(2)8 (1)0,0(y) : —i: $(2)¢' (y) : (0.0, D)z — )
+i:0,0"(2)0,0(y) : DY (2 — ) — DY (2 = ) (0,0, D)) (& — ),

D = 3,6} (2)6(2)00' W)oly) - + : 0 ()0(2)0,0' (1) () -

()0, (

7)$(x)0, aﬁT(y)aﬁ(y) +: 0,01 ()0 (2)0,0" (1) (y) - (4.9)
(@)2,0" (1) b(y) : —i 2 6(x)0,0"(y) : (0,D)(x — y)
)6 (y)(0, D) (@ — y) (0uDS) (@ = ) (@D (x — ).

Substituindo as igualdades (4.6)-(4.9) em (4.5) e abrindo o produto A”(y)A*(z)
com o teorema de Wick, obtemos para A(x,y)

Ay(w,y) = —€*[: ¢ (2)0ud(2)0 ()0 (y) : — : ¢'(2)0u0(2) 20" () () *

- @M( )o(@)¢' (1)0(y)  + 1 0,0 (2)D(2)0,0" (y)d(y )-

+i: 0,0 (2)0,0(y) : DY (x —y) + i 2 0,0(2) 00! (y) : D )(w—y)

— i ¢(2)0,0' (y) : (3D = y) + i 2 Quib(w)e! (y) : (3, D)) (w — y)

—i:¢'(2)0e(y) : (9.D5)(x ~ )H%W( )o(y) (0 D“)(w y)

—i:¢'(2)d(y) : (0,0, D)) @ —y) — i $(2)¢"(y) : (3,0, D)) (@ — y)
+ (0,D5)) (= )0, D)) (@ — y) — (”( = 9)(0,0, D))z — y)

— D (@ = y)(0,0, D) (x —y) + (0.D)) (@ = y) (0, DY) (z — y)]

x [ AM(2)A”(y) - +ig" D(+),(x — )]
(4.10)
Agora, calcularemos Rj(x,y). Usando a definicao (3.45)
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Ry(z,y) = T1(y)f1($) = —Ti(y)T1(z)
= —¢*[: ' ()0 (y) — 0.0"(W)(y) ] [ ¢' ()0 (x) — o (@) b(x) :] x
x A(y) A (x)
—e*[: ¢! (1), 0(y) == ¢ (2)0u () : = : ()0 (y) = 040 ()9(2) -

A B
= 10,0 (1)d(y) = ¢'(2)0u0(2) : + 1 0,0 (Y)o(y) = s’ (w)p(x) :]
C D

x [A(y) A ()]
(4.11)
Comparando (4.11) com (4.5), pode ser observado que ha permutacao entre as
varidveis x < y e os indices u < v. Entao, a expressdo para Ry(x,y), depois de

usar o teorema de Wick, ficard igual a (4.10), mas com as permutagoes indicadas.

Ry(w,y) = —e*[: ¢' ()0, d(y)9" (2)0u(x) = = &' (y) O (y) 0! (2) () -
—:0,0' (W)o(y)¢' ()0, ( )+ 100 (Y)o(y)due' (2)d(w) -
+i: 00" (y)0u(@) : DI (y — @) + i 0,0(y)8u" () - DI (y — @)
— i ¢(y)0ud" () : (O, D))y — 2) + i 0,0(y)o ()'(5D(+)(y—x)
—i:¢'(y)0uo(x) : (3, D))y — 2) +i0,0' ()9 (2) (0. D))y — )
—i: ¢! (y)o(x ):(aaD Ny —2) —i: é(y)e'(x) - (09D(+)( — )
;) (

(0D )y = 2)(0. D)y — 2) = Dy — 2)(0,0, D7) (y — )
W (y = 2)(0,0, D” )y =) + (0,D5)(y — 2)(0.D)(y — )]

[ Y(y) A () : +ig™ D(+)o(y — z)].
(4.12)
As expressoes (4.10) e (4.12) serao substituidas para se obter Dy(x,y). Nessa
substituicao, serao agrupados elementos que podem ser relacionados com os diagra-

mas na figura (4.1). Tais agrupamentos sio:

Dy = DY + DY + DY + D + DY, (4.13)
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onde

Dy (x —y) = ie* : A"@)A"(y) : [ $(2)0'(y) : 0udy Don( — y)

+: 0,0 ()0 (y) : 0, Dy (2 — y)

—:0(2)0u8' (y) : Dz — y)

+: 0,0 ()09 (y) : Dy — y) (4.14)
— 0" (2)0(y) : 040, Dy — )

+: 00" (2)$(y) : 0, Dy — )

— 0" (2)0,0(y) : 0uD(x — )

+: 0,07 (2)0,0(y) : Din(x —y)],

DP(x —y) = e%ig" Do(x — y)[: o' (2)0,0(2) 8" ()2 (y) -

— 1 0,0 (2)(2)8' ()20 (y) - (4.15)
— 1 41 (2)0,0(2)0,0" () d(y) :
+: 0,01 (2)0(2)3,0 (1)) ],
D (x —y) = 2¢*: AM(2)A"(y) : [~(6,D5)) (@ — 9)(0, D)) (x — )
(+) (+)
+ (0, D57 (@ — ) (0, D) (x — y) (416)

= D (2 = 9)(0.0, D) (x — y)
+ D (2 = y)(0,0,D5 ) (x — y)],
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P
(D?)
>WW< + g
(D?)
(D?) (D?)
(D?)

Figura 4.1: Gréficos gerais dos processos em Dy(x,y)
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DY =i 1 0,6(x)0,0'(y) : [DS) (@ — )ig"” DS (2 — y)
— DI (z — y)ig" DS (x — y)]
+i:0,6'(2)6(y) : [(0.D5)) (@ — y)ig” DS (x — y)
— (3, D5 (@ — )ig" DS (x — y)]
+i:0,6(2)¢' (y) : [(6.D5)) (@ — y)ig"” DS (v — y)
— (8, D5 (@ — )ig" DS (x — y)]

— i ¢(2)6"(y) : [(3,0,D,)(x — y)ig" DS (@ — y)
— (0,0, D) (@ — )ig” DS (z — y)]
—i:0,0'(2)0,0(y) : [D(z — y)ig" DS (x — )
— D) (x — y)ig" DS (z — y)]

+i: ¢(2)8,0' (y) 1 [(6.D5)) (@ — y)ig" DS (2 — y)
— (8, D)) (@ — )ig" DS (x — y)]
+i:¢'(2)0,0(y) : [(0.D5)) (@ — y)ig” DS (2 — y)
— (3, D)) (@ — )ig" DS (x — y)]
+i:0'(2)(y) : [(0,0,D5) (@ — y)ig" DS (x — y)
— (0,0, D)) (@ — )ig" DS (& — )],

(4.17)

DY = ~2(0,D)) (@ — y)(0, D)) (& — )ig" DS (& — y)
= 2(0, D) (= — y)(0,D) (2 — )w“”D( Jo(z —y)
+2D) (@ — y)(8.0,D5)) (@ — y)ig" DS (x — y)

+ 2D (z — y)(0,0, DY) (w — y)ig" D(+)y(z — y).

(4.18)

Nesse ponto, é bom aclarar que os graficos na figura (4.1) nao representam
graficos de Feynman, em outras palavras, as regras de Feynman nao tém que ser

cumpridas necessariamente.
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4.3 Divisao da distribuigao Dy(z,y) em nivel de

arvore.

Em nivel de drvore temos os graficos relacionados com os termos DM e D). Com-
parando tais termos com a equacao (3.58), podemos observar que as distribuigoes
numéricas d5 para dividir sdo distribuicdes de Jordan-Pauli D,, e suas derivadas,
tanto no caso massivo como no caso de massa nula.

A divisao das distribuicoes depende de sua ordem de singularidade w. Nas re-
feréncias [14] e [16] pode-se ver a demonstracao da férmula que nos proporciona o

grau de singularidade em nivel de arvore. Tal férmula é

w=4—-b—2s—d, (4.19)

onde b é o nimero de fétons externos, 2s é o nimero de particulas escalares externas,
e d é o numero de derivadas nessas 2s particulas. Além disso, no apéndice C.5
fazemos o calculo no espaco de momentos.

Para os processos com dois bésons externos, como os que temos no termo D (., y)

(4.15), sempre temos duas derivadas externas, e portanto

w[Do(z —y)] = -2, (4.20)

sendo que a divisao da distribuicao fica

Do(x —y) = D" — D3, (4.21)

No caso do espalhamento Compton, embutidos no termo D (z,y), o anterior
nem sempre ocorre. Todos os processos Compton sao mostrados na figura (4.2).
Nessas figuras, as indicadas como (4.2.d) e (4.2.g) nao apresentam derivadas nos

bosons externos concluindo que

w[0y0u D] = 0, (4.22)

o que significa que tais distribuig¢oes apresentam um termo indeterminado localmente

em sua divisao de acordo com (3.100).
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Figura 4.2: Espalhamento Compton. Os cortes em cada linha correspondem a uma

derivada.
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0u0y D (v —y) = [%@D;’it(w —Y) + CeompGpud (T — y)]

(4.23)
- [%@fov(x —y)+ Ccompglwé(x - y)] :

Os demais termos tém a ordem de singularidade negativa w < 0, e por conse-

guinte, a divisao de cada distribuicao, nesses casos, € trivial:

Dy (x —y) = Dii* — Dyt (4.24)
0y Dy (x —y) = 0,D'" — 6,D*. (4.25)

Na construgao de Ty(z,y), os termos indeterminados serdo levados em conta no
calculo a partir deste ponto. Na seguinte se¢ao, veremos como esses termos formam

o vértice e2.

4.4 Ty(z,y) em nivel de arvore.

Sejam T 2(1) e T2(2) os termos de T; calculados a partir de Dgl) e Déz), respectivamente,
entao:
arvore 1 2
T w,y) = BV (w,y) + (), (4.26)

Agora, procederemos ao calculo em separado de T: 2(1) e TQ(Q).

4.4.1 Espalhamento Compton T(;).

Substituindo (4.23-4.25) em (4.14), obtemos R (z,y)
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Ry (w,y) = ie* - A"(@)A"(y) : [— : ¢' (1)d(x) : (3,0, D (2 = ) + CoompGpud(x — y))
+: 61 (y)2u0(x) aDm( —y)
— 10,0 (y)o(x) : 0Dtz — y)
+:0,0' (1) 0ui(@) : D — )
— o(y)o' () : t
+ 1 $(y) 0,0 (2) : 0, D (w — )
—:0,0(y)o' (2) : 0. Dyt (x — y)
R A CI R CR |

(y
(b X (6 (9 Dre ($ - ) + Ccompguu5(x - y))

(4.27)
De (4.12), obtemos R'\"(z, ).
Ry (w,y) = i€ : A”(y)A*(2) : [ : ¢ (9)é(x) : (2,0,D5))( —y)
+: ¢T( )0u9() : (0,D))(z —y)
—0,9' ()¢(2)(0.D)) (= — )
+:0 ¢T( )Oup(z) Dq(’n)(x ) (4.28)
—: 0(y)o'(2) : (2,0.D5))(x — y)
+:0(y)u0' (2) : (2,D5))(x — y)
—:0,0(y)¢'(x) : (0.D5)) (& — y)
+: 0,0(y)0u0" () : D (x = y)].
Com a ajuda de:
DF — pret _ D£n_)7 (4.29)

calculamos Tz(l)(x, y) = Ré” - R/gl)-



4.4. T>(z,y) em nivel de arvore. 81

T,V (x,y) = ie® - A" (@) A"(y) : [~ 2 6" (1) () : (0udu D& = 4) + Clompgud (= — 1))
+: ( )0u$(2) : 0, Dy — y)
—: 0,0 (y)d(2) : 0. Dy, ( — y)
+: 00" (y) () : Dy (e —y)
— 1 0)9'(2) : (9.0, Dy (x = y) + Ceompgund(x — )
+:0(y)0ud' (2) : 0, Dy (2 — y)
— 1 0,0(y)9' () : Dy (w — y)
+:0,0(y)0u0" () : Dy (a — y)].
(4.30)
Agora, determinaremos as constantes Ceomp € Clopp- Como foi dito no capitulo

anterior, tais constantes nao podem ser obtidas por causalidade, porém, podem ser
obtidas por outras condigoes fisicas.
A primeira propriedade fisica, além da causalidade, a ser usada sera a invariancia

de carga da matriz S, que implica as transformacoes

¢(x) — ¢'(z)
¢l (z) — é(x) (4.31)
At (z) — —A*(x)

nao alterarem a matriz S e, portanto, o elemento Tz(l)(x — y) tampouco deve ser
alterado.
Aplicando as transformagoes (4.31) em (4.40), obtemos a seguinte condigao

Ceomp = C; (4.32)

comp*

Dai, introduziremos a invariancia de Gauge que esta representada pelas trans-

formagoes

$(x) = ¢f(z) = e g(x)

(4.33)
At(x) —» AM(x) = A¥(z) + " A(x)
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Aplicando essas transformacoes no termo S obtemos:
2
s = s 4 % Jd4xd4y [AR ()07 A(y) + A”(y)o"A(z) + 0" A(y)oPA(x)] - x
< {.. Juwg(®)g(y)

+ — r‘d4:10 c A (x) s g(x) Jd‘lya”A(y){. Hwg(y)

L (aty A ) s gly) fd%a”/\(-%){- Sy ()

+ [ dworae) fd4y&”A(y){- Swg(Y),

(4.34)
onde
{u = = 01 (W)o(x) : (0,0, D (x = y) + Cloppud(z — 1))
+:0'(y)0uo(x) : 0,D),(x —y)
— 09" (y)p(x) : 0u D} (x —y)
+: 201 ()0,00) : DEG —) s
—: 0(y)o' (x) : (00, Dy (x = y) + Ceompgud(x — y))
+: ¢(y)0u' (2) : 0,Dy(x — y)
—:0,0(y)o' (x) : 0,Dy,(x — )
+ 1 0,0(y)0u0"(x) : Dy (x —y).

Se integramos por partes o resultado (4.34), pode ser comprovado que a igualdade
S’ = S exige que a derivada parcial, com relacdo ao par (z, 1) ou ao par (y,v),
da expressao entre chaves {},,, deve ser nula. Derivando com relacdo ao par (z, p)

obtemos:
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0 :5M{}MV

0==: 91 (2) : Ceompd(x —y))— : ¢(y)o"(x) : 50(x — y)(1 + Ceomp)
—: 0M ()05 (x) 1 Coompd(z —y)— : ' (y)d(x) = 06 (x — y) (1 + Ceomp)
—: 0,0 (Y)P(x) : 0(x —y)—: 0, P(y)o' (x) : 6(x —y).

(4.36)

Por outro lado, as distribuigoes delta de Dirac cumprem a seguinte propriedade

L o(y)d (2) : 0,0(z—y) = —: (y)0d' (y) : 6(x—y)+00(z—y) : p(y)d (y) :, (4.37)

aplicando (4.37) no resultado (4.36), obtemos

0==:0(y)0,¢'(x) : 6(z = y)Ceomp
— 0" (y)Avp(x) : 6(x — ) Ceomp
— V¢>T( Jo(x) = o(x —y)
— 1 0,0(y)¢'(2) : 6(x — y) (4.38)
+ ( )0ud(y) : 0(z = y)(1 + Ceomp)
+ 1 0(y) 0" (y) : (= y)(1 + Coomp)
—:0(y)"(y) : 0,0(z = y)(1 + Coomp + 1+ Ceomp)-

Nessa ultima igualdade (4.38), os termos com é(x — y) anulam-se. Com isso,

podemos observar que a invariancia de Gauge exige:

Coomp = —1, (4.39)

com o que finalmente obtemos T2(1) (x,y).
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13V (2,y) = ie* s A(@)A"(y) : [~ ¢/ (y)(@) : (3,0, D% (x — y) — guwd(z — y))
+: 6" ()0 (x) : 0,D%(x —y)
— 0,0 (y)(x) : 3.D%(x —y)
+ 1 0,0' (1) 0u(@) : DI (w — )
— ¢(W)o' () : (3,0, Db (x — y) — gud(x — y))
+:90(y)0,0' (z) : 0,Df(x — y)
—: 0,0(y)¢"(z) : 0.y (z — y)
+:0 (y)&uqﬁT(x) : Df;(x —y)]

(4.40)

Na substituicao do termo TQ(I)(LU, y) na expansao da matriz S, podemos obter o

vértice e? a partir dos termos proporcionais a §(x — y)

Slg) = +5 Jd“yd‘*l’T (2. 9)9(x)g(y) + ...
S(9) = - 21, | dtudtafie? s 4047 (0) 5 61 ()0(0) : (9082 — ) o(@)alo)
2, d'yd'z[ie® . A (x) A" (y) = 6" (2)(y) : (gud(x — y))]g(x)g(y) + ...

=... +ie? fd% CAR()AL(2) s 9T (2)b(2) g () + ...
(4.41)

O resultado (4.41) estd em concordéancia com o lagrangiano usado na abordagem
usual de sQED (4.1) em que o vértice proporcional a e? nasce do acoplamento

minimo. Na figura (4.3) é mostrado o vértice contraido e?.

4.4.2 Processo com 4 bésons externos T(zz) .

Substituindo (4.24) em (4.15), obtemos R;m (x,y)
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Figura 4.3: vértice e?

R (2,y) = *ig" D (z — y)[: ¢'(2)0u0(2)0' (1) 0,0 y) *
—: 0,07 (2)(2)6" () 2vply) -
— ¢ (2)0,0(2) 0,0 (1) () *
+: 0,0 (2)6(2) 0,0 (1) b )

De (4.12), obtemos R’g ),

(4.42)

]

Ry (x,y) = e*ig"’ Dy (z — y)[: 61 (2)0,6(2)0" () v (y) -
— 0,0 (2)0(2) : 6" (1) A6 (y) -
— 0'(2)0u0(x) : 0,6 ()b (y) -
+ 0,0 (2)0(x) : 0,0 (y)6(y)

Por conseguinte, TP = R(z) R/2 fica:

(4.43)

]

132 (x,) = DY (v — y)[: ¢' ()0 ¢(2)8' ()0, 0 (y) -
— 61 (2)p(2)6" () Ovply) -
A CANEINE
+: 061 (2)6(2) 0,0 (1) b(y) 1].

Nesse caso, nao ha diferenca com a abordagem usual.

(4.44)
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4.5 Determinacao das secoes de choque.

4.5.1 Dispersao Béson-Féton (Espalhamento Compton).

Faremos o cdlculo da se¢ao de choque diferencial do/d2 do espalhamento:

b+vy—b+7, (4.45)

onde b representa un bdson e « representa un foton.

Usando o formalismo dos operadores de criacao e aniquilagao, os estados inicial

e final sao

|icomp> = |\I'z> ® |(IDZ>

4.46
= aT(pi)&u(ki)aL(ki)IO% ( |

[ feomp) = |V p) ®|Py)

4.47
= a'(py)esu(ks)al, (ks)|0), 447

onde |¥,) = af(p;)|0) é o estado inicial do béson com momentum p; e |®;) =
ei(k;)al (k;)|0) representa o estado inicial de un féton com momentum k; e vetor

de polarizagao €;,(k;). A forma dos estados finais sao similares.

Primeiro, calcularemos os elementos de matriz Sy = (feomp|S|compy. Segundo
(4.46) e (4.47) s6 o termo S™M(x,y) nao é nulo.

59(g) = 5 | vt . wg(e)g(o). (1.18)

onde Tz(l) foi calculado anteriormente com o resultado (4.40).

A integral (4.48) pode ser separada em duas partes. Uma parte com os termos

com deltas de Dirac de T2(1) (tais termos geram o vértice €?) e a outra parte com o

resto. A segunda parte serd indicada como 7" él).
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Entao, tal separacao ¢é

$W(9) = 5 Jd“ d'zT' (x,)g(x)g(y)
+ ie? fd% D AM(2) AL () = ol (2)d () gP () (4.49)

= S/(l)(g) + ie? Jd% AR ()AL (z) o' (2)¢(x) : ¢ ().

Agora, calcularemo a contribuigao de S’ (1)(9) no calculo da amplitude de espa-

lhamento S’ E}) do espalhamento de Comptom

"D (g) = <er'( '(9)liy
=3 Jd4xd4y<@f| AF(2)A"(y) + [Pi)x

X [~ (Wl ¢ (y)d(2) = [9:)0,0, Dy (@ — y)

+ (U] 0" (y)0ud() = [Wi)0, Dy (z —y
— (U] 00" (W) (@) : |Wi)d, Dy —y (4.50)
+ (W] : 0,0'(y)0ud(x) : [ W) Dy (x —y

(

+{Ws] D(Y)0ue' ()  [Vi)d, Dy (x —y
= {Ws]: 0p(y)¢! (x) + [958, Dy (x —y
+ Wyl 0g(y)

8

)

(z =)

(z —y)

— Uyl d(y)¢' (x) + 93300, Dy (& — )
(z =)

(z —y)

0ud" (@) + [W3) Dy (& — )

y)l.

Substituindo em (4.50), os elementos de criac@o e aniquilagao segundo (2.22) e

(2.42-2.44) e usando os resultados do Apéndice (D.1), obtemos o resultado parcial
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g/ _ ic? dhdt
if (g) - 3 x yX

K v v
6f (kf> 2 (k1> fikiyeikfx gf(kf) 85(1{1) efikixeikfy %

8 A/ 2wy \/Qwie 2w A\ 2w;

—ipiT  oipfY ePry o=t (

(&
x | — ———0,0,DF 1p;
\/TEZ\/E 14 m( y) p”\/ﬁ\/ﬁ y) (4 51)
ezpfy e_zpla" ezpfy e —ipiT ’
—ipgy e =0 D (& — ) + DD Pla -
Py \/E\/TEz iz m( y) by pu\/E 2K, m( y)
e~ Wiy oipfT T o—ipiy
é‘&DFx— +ipsy————=0,DF (z —
\/ﬁ\/ﬁ ( y) pr\/E\/m m( y)
'Lpf:): —1ip;iyY ipfT —1ip;iY
- C—"=Dhz—y)|.

+ipi ——0d,Df + DD ———
P g aE; o Pnl ) T e me R

Agora, vamos impor duas condigoes fisicas. Usando a invariancia do grupo de

Lorentz, escolhemos um referencial onde

i€ = O, piz’ff = 0, (452)

também, levando em conta que os fétons tém polarizagao transversal, y por tanto

Desenvolvendo o resultado (4.51) com as condigoes (4.52) e (4.53), obtemos:
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52
S0 = 357
kel (k)
V2E2E 1/ 2w/20;
 elkp)e (ki)
V2E2E /2020,
 epkp)er (k)
V2E2E /2020,
ke (k)
V2E2E /2020,
B ipf,,gl’-’(ki)g‘]ﬁ(kf)
V2EN2E 2w/ 20;
e (ki)eg(Ky)
V2EN2E /2w 20,
ey (kp)er (k)
V2EN2E; /20520,
ey (kp)ei (ki)

 RE2E\ 2w 20
f f

d4xd4yei(kf_pi)xei(pf_ki)yﬁué’,,Di(x — )

d4xd4yei(p-f_ki)xei(kf_pi)y@u&,,Di(:E — )

d4xd4yei(kf+pf)xei(_ki_pi)yﬁué‘yDg(a: —y)

didye R it teug o DF (1 — y) (4.54)

d4xd4yei(*ki+Pf)$ei(+kf*1’i)y('}yD5L(x _ y)

d4xd4yei(kfJpr)zei(*ki*pi)yayDi’;(w —y)

d4xd4yei(*k"*pi)mei(kf+pf)y(?HD£;(x -]

Nas integrais (4.54) faremos a seguinte mudanca de variaveis

(4.55)

O resultado desse cédlculo estd no Apéndice (D.2). Substituindo esses resultados em

(4.54), obtemos:
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ie*(2m)?
T 2(2m)2Er\ /2By Ty 2 [
el (kp)el (ki) (kp — pi) (ks — pi), d(ky —pi — (=ps + ki)

m2 — (kf*pi;prrki)Z — 30

o(py — ki — (ks + pi))

m2 — (pf_ki;kf"‘l’i)Q — 40

(ks +py — (+ki + pi))
kf+pf;ki+pi)2 o ZO

SHOR

+ 8;(kf)€f(ki)(—kf + pz‘)u(_kf + pi)u

+ el (ky)ed (ki) (ki + i) (ki + pi)me Y

+ e (ky)ef (ki) (—ki — pi)u(—ki — pz)uf;;fl(ﬁ; zifzz)
§(ky —pi — (ki — py))

m2 — (kf—l’i;rki—?f)z 0

O(=ki +py — (kg +pi))
m2 — (*’fﬁpf;kﬁpi)z —40
o(ky +pr— (ki +pi))

ki+ps+ki+piyg .
Ertprkiivns 4

5(_k’z‘ —Pi — (_kf - pf))

m2 — (*ki*m;kffpf)z — 0

(4.56)

+ppoei (ki)el (k) (R = pi)y

+ prucy (ki)eh (k) (ks + pi)y

+pf#6/;(kf>£zl'j(ki>(ki+pi>y .
m? — (

+ppef(ky)er (ki) (—ki = pi)y

]

Usando novamente as condigoes (4.52) e (4.53) em (4.56), obtemos a anulagao
de todos os termos e, portanto, sua contribuigao é nula. Substituindo em (4.49),

obtemos

S(0) = ie* [ dacy] s A @) A la) 00U 6 )oo) : [0 (o). (457

Novamente com ajuda dos resultados no Apéndice (D), obtemos

25 0n)enll) 50 gy gy )
2w 2w 2E 2B, T T (4.58)

= M(S(kf — k’, +pf —pi),

Si(g) = ie*(2m) 7
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onde

V- ie?  eh(ky)ei (ki) |
812 Jwr/wiv'Ein/Ey

O elemento de matriz Sﬁ)(g) em (4.58) é uma distribuicao e, por esse motivo, nao
2

(4.59)

¢ possivel calcular |S (1)(9) diretamente. Para obter tal calculo temos que aplicar

essa distribuicao nos pacotes de onda como fungoes de prova. Ese processo é

Spi = Jd3p1d3k1d3p2dgk2¢f (p2, k2)Sif(p1, k1, p2, k2 )1 (p1)pa (k). (4.60)

A definicao da probabilidade de transigao Py é

Py =181 (461)
Substituindo (4.60) em (4.61)

Py = Jd3p1d3k1d3p2d3k2¢f(p2, k2)Sir(p1, k1, D2, k2)p1(p1)p2(k1) x
(4.62)

fd?’p'ld?’k’ld?’pédgk’zw}“ (P, k) S5 (0, kY, oy KS)0F (D) 03 ()

e somando em todos os estados finais possiveis

Z Py = fdgpﬁd3k1d3p1d3/€1d3p2d3/€25ﬁ(pl, k1, pa, k2) 1 (p1)pa (ki) %
f

f

_ fd?’pad%ad?’pld%d?’md%sif<p1,kl,pz,ka)goi‘<pa>w;<ka>so1<p1>soz<k1>><
j 0y K5 (pa — p)6(ks — K)S% (0, K pys K
= f d3p’1d3kid3p1d3k1d3p2d3k25if(p1, k1, pa, k?)S;f(plla kY, pa, k)

01 (P1) s (k1)1 (pr) w2k ),
(4.63)
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Z P = Jd3p’1d3k’ld3p1d3k1d3p2d3k2><

f
x 6(p1 + k1 — pa — ko) M (p1, k1, pa, k) x (4.64)
X 5(17/1 + kf/l — P2 — k‘g)M*(p’l, k?/1,p2, k?2)><

x Y (p1) @5 (K1) 1 (p1)pa (k).

Levando em conta que as funcoes de onda ¢, e ¢, se concentram em p; e k;,
respectivamente, em comparagao ao valor da variagdo de M, a equagao (4.64) é
reduzida em

Z Pif = Jd3p2d3k2|M(pi, ki, p2, k2)|2><
f

x Jd3p1d3/€15(p1 + ki — p2 — k2)o1(p1)pa (ki) % (4.65)
[ PRI, + 1 R )30
onde as integrais nas variables py, p}, k1 y k] dependem dos estados iniciais. Agora,
substituindo as fungoes delta por a repreentacao integral
5(p) = (2m)~* Jd‘lxeiim, (4.66)

obtemos

Z Py = fd3p2d3k2|M(pz‘, ki, pa, k)|
f

> [(27?)_8 fd3p1d3/€1901(p1)902(k?1) Jd4x1€—i(p1+k1—(p2+kz))x1 %

(4.67)

< [ PR [ diaeristi-eie
= fd3p2d3k2|M(pi, ki, pa, kz)FF(pz + k),

onde
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F(p) = (2m)~® Jd3p1d3/€1901 (p1)pa(kq) Jd%lei(pﬁklp)ml X

(4.68)
< [ @) [ diaitioe
Reduziremos a igualdade (4.68). Seja
Bx) = (2m) ¥ | @pe (), (1.69)

a fungao de onda livre no espago de configuragoes. Substituindo (4.69) em (4.68)

F(p) = (2m)~? J d* 21 d* 2o (1) Pa(21) B (22) 35 (2) P 772, (4.70)

A fungao positiva F'(p) se concentra nas vizinhangas de p = py + ko = p1 + k1 ~

pi + k; e é normalizada segundo:

f d*F(p) = (21)? f 0|31 (2) P Bl P (4.71)

Na experimentagao, o mais importante é concentrar os pacotes em momentums

pi e k;. Por esse motivo (4.70) pode ser escrito do seguinte modo

F(p) = o(p — pi — ki) (2m)° Jd456|951(56)\2|<52($)!2~ (4.72)

Substituindo (4.72) em (4.67), obtemos

Z Py = Jd3p2d3k2|M(pi, ki, p2. k) P8 (p2 + ko — pi — ki) (27)° fd4$|851($)|2|952($)|2-
f
(4.73)

Tomando em consideracao o sistema de referéncia de alvo fixo, a funcao de onda

@1(x) é deslocada a velocidade v e a fun¢ao @s(x) é mantida em repouso

&1 (t, X) = fl (X + X1 + Vt), (474)

Go(t, x) = fa(x). (4.75)
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Além disso, no processo de espalhamento nao temos s6 uma particula incidente,
pelo contrario, temos um feixe cilindrico de raio R paralelo a v. Por esse motivo,

tomaremos uma média nesse cilindro

- o' 2
S P(R) = L [l Mo Kok P52 + o == o)
f

(4.76)
f delLJd4x|f1(x+xl +vt) 2| fo(x) 2

|z1L|<R

Na igualdade (4.76) deslocaremos a varidvel ¢ da terceira a segunda integral

= 5. (2m)?
Zpif(R) = (WR)Q Jd3p2d3k2\M(pz’7 ki, D2, ko) [P (p2 + k2 — pi — ki)
f

f 11 JdtJd3x|f1(x %1+ vl fa(x)]
lz11|<R

(2m)? 3, 13 2
= | dpd ka| M (pi, ki, pa, k2)|"6(p2 + k2 — pi — ki)

Flljdgxlfd‘?’:dfl@wxl)2|f2(X)|2

S o oy (2m)?
ZPif(R) = ——5 = | @rad’ka| M (py, ki, p2, k2) [P0 (p2 + ko — pi — k). (4.77)

7 TR2|v|
No caso particular do espalhamento Compton, a particula incidente é um féton
com velocidade v = ¢ = 1. As varidveis py e kg pertencem aos estados finais. Com

isso obtemos

~ - 21)?
S Pu(R) = Ll [ gy M iy Ryl + b =5 K. (079
f

A definicao da se¢ao de choque é

1 2 A
Olab = lim wR ijpzf(R)' (4.79)
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Substituindo (4.78) em (4.79)

Olab — (27T)2 Jd3pfd3kf|M(pi, ki,pf, k:f)|25(pf + k‘f — Pi — kl) (480)

Depois do célculo

r

o1 = (2m)* ] &pyd®kg | M (pi, kis pg, k) [?0 (s + kg — pi — ki)

.
= (27)? ] Ppsd®kpd(py + ky — pi — ki) | M (pi, ki, oy, ky)|°

r

= (2m)? ] dpyd’kd(Ey + wy — Ei — w;)0*(py + kg — pi — k) [M (i, ki, py. k)

.
= (2m)? ] ko (Ey + wy — B — wi)|M(pi, ki py, k)

-
= (2W)2J Kidlk | dQ0(g(wy))[ M (pi, ki, py, k)|

-
= (27T)2J widwdQd(g(wy))| M (ps, ki, py, k).

(4.81)

Da ultima igualdade em (4.81), obtemos a se¢ao de choque diferencial doy,,/dS2

doyy
i _ (90" f Wdeos3(g(wr )M (pi, ooy )

_ )2”_?”|M( kg, k)2

= ™ |g/(wf)| Di, Riy Pf, Rf
U 2 (4.82)
2]
w3Ef

(2

Substituindo (4.59) em (4.82)

dotan _ et Wj%
QY  16mw2 m2w?

a?w?

= L[ (kp)ei(k)]

m2w?

(e (kp)en(ki) |’
(4.83)
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Comparando com a referencia [10], o resultado coincide.

4.5.2 Espalhamento béson-béson.

O espalhamento a estudar é da forma

b(pi) + b(q:) — b(ps) + blgy). (4.84)

Os estados iniciais e finais sao
‘imoe> = ‘\Ijz> ® ‘(I>1>
= al(p;)a’(q;)]0)
‘fmoe> = ‘\ij>® |(I)f>
= al(py)a’(qr)|0)

Os elementos de matriz Sy; ndo nulos sao os calculados com o termo T2(2) (x,y)

(4.44)

(4.85)

(4.86)

5@ (g) = j dyd' s T, y)g(x)g(y). (4.87)

2!

Com (4.87) o elemento de matriz resulta

S (g)iy = (18P ()i

= Z; d*zd*yDE (z — y) x
[Ola(py)alay) = ¢'(2)0"¢(2)6" (y)dv(y) : al (pi)al (a:)]0) (4.88)
— {Ola(py)alay) : 0" ¢"(x)p(2)d" (y)0v(y) : al (pi)al (a:)]0)
— {Ola(py)alay) : ¢'(2)0"d(2)0,0" (y)o(y) : al (pi)al (a:)]0)
)a( ( (

+{0la(py)alay) : 0"¢'(z)d(2)0,0"(y)o(y) : al(ps)al (a:)|0)].

Novamente com ajuda do Apéndice (D), obtemos
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S (g)ir = (15" (9)li)

—ie?
= d*zd*yD{ (v — y)x
2(2m)%4\/Ep B, Ep By J yDo e =)
[(piq;)e™PI™ i y=PiY (g, )e'Pro— it glsy =iy

+ (plql)equ$ Zlﬁxelpfy lpzy + (qp ) quwflpixelpfy*lqiy

IPFT—IgT Mny Py + (pfq prm—ipixeiqu—iqiy (4 89)

i)e
prz) iqpr—igqx 1pfy ipiy + <QfQ7, zqu_ipixeipfy_iqiy
qu>elpf1 igi ’L‘Ify ipiy + (qul
(

7 T—1q;x Z 7
Z)e qf qi Pry— pzy_|_ pfp

ipyT—ipit iqry—igiy

=

)
Je
Je
)

Zfoc—ipixeipfy—iqiy

=
~
2

prl' ZqZZI) ’quy szy 'Lpf.T 'Lp»LZl‘ ’quy Zqzy
Je + (prgy)e
) iq—iqiz ipry—ipiy 4 (prf) iq e —ipi® oipry— Z‘Zzy]
As integrais em (4.89) sao calculadas com o método do Apéndice (D.2). Substi-
tuindo as integrais e simplificando, obtemos

—ie?

i 4 — Di X
Gra—P )167T24/EpiEqiEprqf

| @) + (ar@) + (prar) + i) | (api) + (sa) + (appi) + (sap) |
(¢ — pi)? (pr —pi)?

=0(pr —aqi + qr — pi) M,

S"P(g) = d(ps —

(4.90)

onde
—ie?
= X
1672/ By, By, By By,
2
(pigi) + (ara:) + (Prap) + (i) | (qips) + (Pras) + (arpi) + (Pray)

(a5 — pi)? (ps —pi)?

O célculo da probabilidade de transicao, no referencial de alvo fixo, é o mesmo

que no espalhamento Compton. Substituindo o resultado (4.77) na defini¢ao da

segao de choque (4.79), obtemos
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v stpdeQf‘M(ph i, P q1) 126 (s + a5 — pi — i)

E,.
= (27T)2 qql Jd3pfd3‘If‘M(pi>Qi,p2,Q2)‘25(pf +qr —pi— Q).

|g;

(4.91)

O resultado (4.91) pode ser escrito como invariante de Lorentz

E, E

qi —Pi

L | &pyd’qs|M(pi, i s, a)P0(ps + a5 — pi — @) (4.92)
Vi)t —m?t

o = (2n)?

Para mudar ao sistema de centro de massa substituimos q; = —p; e qf = —py

E (
Ocm = 2T P d3 d3 M 7y Yi» ) 253 + —Pi— Q)X
m = )ZmJ prd’q|M (i, @i pr, 45)170° (P + df — Pi — i)
x 0(2Ef — 2E)
(2r) —— [y )25(2E, — 2E)
=) = i» Qs D » -
2B — 2 ) P A PADT SR
E (
= (21)— —— 2d|q¢|dQUM (pi, ¢i, pr, q0)|?0(Es — E
) | Il UM 1.,y ) PO(E, — )
(2r2—EUT) (|0 1B dE a0l M \25(E; — E)
= ) ——F iy iy ) - .
(4.93)
Da ultima igualdade de (4.93), obtemos a se¢ao de choque diferencial
do E? o?
cm 2 2— M 2 _ M/ 2 4.94
onde
2
|M/|2 —4 (pz%) + (QfQQz) 4 (Q1pz) + (prQZ) ‘
(g5 — pi) (s — pi)
Podemos usar as varidveis de Mandelstan para reescrever (4.94).
s
s=(pi+a) = (pr+ap)’ 5 —m*=piai =gy, (4.95)

2
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t
t=i—pp)?=(q—q)° m*— 5 = Pibs = dy, (4.96)
. 2 2 2 U .
u=(p;i—qs)° = (g —py)?, m?— 5 = Pids = 4y, (4.97)

Substituindo em |M|?, obtemos

(pigi) + (qr@) n (qipi) + (s i) ?

(Qf - pi)2 (pf - pi)2

(5—m*) +(m* =)

‘M‘/2:4‘

(M2 = 4|22 2 2
u t ’
s—t s—ul
|M|”? = - (4.98)
Substituindo (4.98) em (4.94), obtemos
2 - - 2
doe.m _a’ls t s—u | (4.99)
ds? 4s | u t
como o espalhamento é de 4 bésons idénticos, temos
Substituindo (4.100) em (4.99), obtemos
doem  0*(2E% —m?)? 2 E2—m? | (4.101)
dQ  4E2(E? —m2)? |sin®(f) 2E2 —m?2|’ '

onde # é o angulo de espalhamento. No limite ultra-relativista m/E — 0 a secao de

choque é

2 B2 —m? ?

doem a?(2 —m?/E?)? B
Sin2(9) 22 —m?2

dQ — 4E%(1 —m?/E?)2

Y

2 2

2 1
sin?(f) 2

doem o

ds URZE

(4.102)
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No limite nao relativista £ ~ m?, v* = (E? — m?)/E? o resultado ¢

docm  *(2—m?/E?)?
dQ  4E2(1 —m2/E?)?

2 E?2 _—m? |?

sin?(9)  2E% —m?|’

doem o2 1
' = =) ——F—. 4.103
dQ INR (m) vt sin®(6) ( )
O resultado (4.102) é o mesmo resultado que se obtém para férmions. No caso

de (4.103) temos um termo a menos comparado com o caso de férmions, tal termo
representa a contribuicao dos spines dos férmions.



Capitulo 5

Correcoes Radiativas

A polarizacao do vacuo em sQED é calculada usualmente mediante as regras de

Feynman. Tais regras exigem que seja adicionado, desde o inicio, o segundo termo

contraido, para depois de um processo de regularizacao ser obtido o resultado final

finito.

Na abordagem TPC, as regras de Feynman nao sao usadas no processo de divisao

de distribuicoes causais. Portanto, o resultado final finito se obtém diretamente da

teoria sem usar grafos. Neste capitulo, aplicaremos a abordagem TPC no calculo

da polarizacao do vacuo.

5.1 Polarizacao do vacuo

A polarizagao do vacuo é descrita pelo termo Dég) em (4.16). Tal termo pode ser

reescrito da seguinte forma

DY (x,y) = 26 : A*(x)A"(y) : x

[FW(Z) - FW(_Z) + G,LW(_Z) - GW(Z>]

=: AH<L€)AV(Z/> : Duu('z)v

onde

2= —Y,

101

(5.1)

(5.2)



102 5. Corregoes Radiativas

Fu(z —y) = (6,D57)(x = y)(0,D) (x — ), (5.3)
Gz —y) = Dz — y)(0,.0,D5)) (@ — ), (5.4)
D (2) = 26*[Fu(2) — Fuu(—2) + G (—2) — G (2)]. (5.5)

O processo de divisao serd feito no espaco de momentos e, por conseguinte, é
necessario calcular as transformadas de fourier dos termos F},, (z) e G, () para logo
calcular lA)W(p). Tais transformadas sao feitas no Apéndice E num referencial de
Lorentz onde p = (E,0).

Num referencial geral, temos que lA)W(p) resulta no seguinte

[N e’ Pubv N
Dm,(p) = _<27T)4 ( p2 - g,uu) d<p>7 (56>
onde
R . m2\ 32
i) =T (1= 2) 607 - amssn() 57)

~

No processo de divisao é suficiente particionar d(p) devido a natureza tensorial
de D, (p).
Calculemos, entao, o grau de singularidade w para d(p) a ser usado na construgao

~

de 7(p) segundo (3.118). De (5.7), obtemos que d() é:

2 2,2\ 3/2 2

J(%) - % (1 - 4”;277 ) @(f?’—2 — 4m?)sgn(p?). (5.8)

Agora, multiplicando (5.8) por p(n) = n? e fazendo o limite para n — 0, obtemos:
2

lim p(n)cf(%) = %@(ﬁ)sgn(po)- (5.9)

A expressao, ndo nula, (5.9) implica que a fun¢ao de contagem de poténcia p(n)

é a correta para obter o grau de singularidade w. Usando (3.69), notamos que o

grau de singularidade resulta em
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w [c?(p)] =2 (5.10)

Agora, trabalhando com a soluc¢do central (3.117) num referencial de Lorentz

onde p = (p’,0)

Fp") = ﬁ(po)?’ f dk* [(ko = Z-o)s(plo By 2'0)] g
= é(po)?’ ( K [(ko - i0)3(plo T iO)] *
4 () o]
- ﬁ(ﬁo)si dk” {(ko - @'0)3(1910 —KO ¥ @'O)] * 5.11)
4 (- 3) "ow )

i 03 0 1
= @) Jdk (ko—i0)3(p0—k0+i0)] *

v 0y3 0 1

@) Jdk [(—ko 03 (50 + kO +i0)] %
0

2 Am?2\*/? 2

ko (1 — W) @(l{?o — 4m2) s

. . 102
introduzindo a mudanca de varidveis k*° — s



104 5. Corregoes Radiativas

+00

0= 550 [ 0 e )

i 03 0 1
- — dk
12(p) J [—ko(p0+k:0+i0)] -

+00
_ L0y f ds ! | Am? v 12
24 s(p® — kY 4 40) s
4m?2
. to 3/2
i, o3 1 4m?
+ — d 11— —
24(}9) J S[s(po—l—k0+i0)] ( s
4m?2
+
i r p° ] Am?2\*?
= 20 | ds|—— (1 - —)
12 J _s(p — 5)_ S
4m?
+0
i T 1 ] 4m2\ >/
i fa ] (o)
12 J _s(p — s)_ S
4m?2

Notemos que a solugao (5.12) nao é a mais geral. Entao, usando (3.108) escre-

vemos a solugao geral 7(p)

; 1 4m2 3/2
m(p°) = (") J ds [2—] (1 - —) +Co + Cap™ + Cop®. (5.13)
s(p’” = s) s

4m?

Usando a teoria de residuos, obtemos
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+00
2\ 3/2
PV J ds [2;] (1—4ﬂ)
s(p°” — s) s
4m?2

1 4m2 32 2
—m [ﬁ] (1 — —2) @(ko - 4m2)sgn(k0) + CO + Capa + 02p2.
p

0
(5.14)
O termo 7(p°) pode ser obtido de (5.7)
02 2\ 3/2
4
POt - T (10 ) el - amer-4) (5.15)
p

A distribuicao numérica t(pY) a ser usada no célculo da distribuicio de dois

pontos T2(3) (z,y) é

~

tp") = 7(°) =7 (). (5.16)

Substituindo (5.15) e (5.14) em (5.16), obtemos

t(p°) = %(po)4 !P.V Tds L(pﬂ—l_s)] (1 - 4Tm2> 3/2

4m

1 4 2\ 3/2

— i l—Q] <1 — ﬂz) @(k02 — 4m?)
p° p° (5.17)
+ Gy + Cop™ + Cyp?
+00
i 1 4m2\ *? .
= E(p0)4 f ds [m] (1 — T) + OO + Cap + CgpQ.
4m?2

Agora, voltando a (5.1), mas substituindo #(p°) em lugar de ci(po), obtemos a

distribuigao de dois pontos T2(3) (x,y) que escreveremos da seguinte forma

13 (2, y) = =i+ A (@), (2 — ) A"(y) (5.18)
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onde

(5.19)

por conseguinte

M(p) = —ie*i(p)

+00
e?p? 1 Am? 5/2 (5.20)
= % J ds [m] (1 — T) + Co + Capa + Cgpz,

4m?2

em que as constantes C absorvem as demais constantes.

5.1.1 Insercgoes proprias da polarizagcao do vacuo.

Com a finalidade de obter as constante Cy, C, e C5; determinaremos as insercoes

préprias da polarizacao do vacuo DL“VS representado na figura (5.1).

D = O OOt

Figura 5.1: Insergoes proprias da polarizagao do vacuo.

Segundo (4.44), o propagador de Feynman DE (x; — z5) modela um féton interno
em nivel de drvore. Usando (5.18), a soma de loops na figura (5.1) é equivalente ao

seguinte termo
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DLz (ar — 23) = g Df (a1 — 3) + [ e, Df (a1 — ) Lol — ) Df (), — 23

+ | datdet el D (a1 - 1) L (a), — ) Df (2} — a4 Lo — ) Df (2 — 22

+.
(5.21)
Na transformada de Fourier de D!7/(x) — x2), as convolugdes convertem-se em
produtos
Dy (p) = gDy () + DF ()L () DG (9)
+ D§ (0)Lu (9) Dg (0) Lo (9) D5 (0) + .. (5.22)
= DY (p)(gy + 1, Do),
onde

~

M (p) = (27) 'L (p). (5.23)

De (5.22), podemos escrever

(gua - Dé?ﬁua)Dgozf = guVng (5.24)
e também
(D;o%)’uu = (Dé?)ilg/ﬂ/ - le/
Puby Puby (5.25)
= @ | (o~ 280) (00 - ) - 2257,
p p
onde

I(p) = (2m)*T(p). (5.26)

Os dois fatores

Pl:gl”’__27 PQI— (527)
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sao operadores de projecao ortogonais que satisfazem a seguinte propriedade

PP, =6,Pi, j k=12 (5.28)

Invertendo a equacao (5.25), obtemos

2 2D[TLS p y ” p‘uplj — i 529
( ) w ( ) < a p2 11 —p2 —10 p2 p2 + ZO’ ( )

onde o segundo termo é longitudinal e, por conseguinte, anular-se-a frente a opera-

dores de fotons transversais.

5.1.2 Determinacao de Cj, C, e Cs.

As constantes Cy, C, e Cy que aparecem no processo de divisao nao podem ser
obtidas mediante causalidade. Nesta secao, calcularemos tais constantes usando

outras condicoes.

Invariancia por paridade

A invariancia por paridade implica a invariancia pela transformacao de P : p — —p.

Aplicando tal transformagao ao propagador completo do féton (5.29) obtemos

D v 1 Puby 1
) QPDIns _ V_p,up _ Py 530
(27) pv (p) (g# 2 ) I — p% —i0 2 p2+i0’ ( )
onde
+00
e?pt 1 4m2\>/? N
H/(p) = E J ds lm] (1 — T) + CU — Cap + 02p2. (531)
4m?2

Entao, impondo a invariancia de paridade ao propagador, é claro que

C, = 0. (5.32)
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Massa do Féton

A constante C introduz um poélo diferente de zero no propagador. Portanto, repre-

senta uma massa m? = Cy para o féton:

1

Cpupy 1

i ns p pl/
(2m)*D[n*(p) = (g;w = ;2 )
onde

+00

' (p) = % ds [m] (

4m?2

Impondo que tal massa seja nula, obtemos

Co=0.

Carga elétrica fisica.

II' + Cy — p2 — 40

4 2 3/2
1_%) Loy

p? p? +i0’

(5.33)

(5.34)

(5.35)

Com a constante Cy o propagador completo do féton pode ser reescrito da seguinte

1

M+ Cop? —p2—i0

A

(g, e B
weopr JI(p) —pr—i0 T

forma
NIns PuPv
(27T>2D;Iw (p) = (guv - ;2 >
onde
1
Z=1-q U=

Z7'(p).

(5.36)

(5.37)

A constante Z ¢ interpretada como uma renormalizacao da carga fisica. Impondo

que a carga elétrica em TPC represente a carga fisica, obtemos

Cy = 0.

(5.38)
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Com as constantes Cy, C, e Cy obtidas, normalizamos a distribuicao de pola-
rizacao do vacuo com as seguintes condig¢oes
I1(p)

f© =0, = — 0. (5.39)

p?=0



Capitulo 6
Conclusoes e perspectivas.

No trabalho apresentado, estudamos sQED via TPC para evitar as divergéncias
UV que aparecem na teoria usual. Dessa forma procuramos mostrar as vanta-
gens que a abordagem TPC apresenta em comparagao ao programa de regula-
rizagao /renormalizagao.

Em primeiro lugar, mostramos como a abordagem TPC poe em pratica a teoria
de distribuicoes ao definir corretamente a operagao de multiplicacao entre distri-
buicoes. Tal definicao é usada no processo de divisao de uma distribuicao causal,
evitando assim a regularizagao/renormalizacdo, uma vez que as divergéncias nao
aparecem.

A equivaléncia entre TPC e a abordagem usual é posta a prova determinando as
secoes de choque diferencial dos espalhamentos féton-bdoson e béson-bdéson. Nesse ca-
minho, o ponto de partida foi definir o acoplamento entre o campo escalar complexo
e o campo eletromagnético mediante a distribui¢ao T (x). Na abordagem usual, tal
acoplamento esta definido no grafo conhecido como “vértice”, o qual, por teoria nao
deveria ter termos de segunda ordem. No entanto, para o desenvolvimento de sQED
é necessario impor um termo contraido de segunda ordem.

Em nivel de arvore, o método TPC nao precisa impor, desde o inicio, o vértice
contraido e?. Tal vértice aparece ao se impor a invariancia de Gauge, de carga e
de paridade na solucao final do processo de divisao. Portanto, tal vértice é obtido

naturalmente da propria teoria.

111



112 6. Conclusoes e perspectivas.

A maior diferenca para com o método perturbativo usual, manifesta-se ao se ana-
lisar os processos com loops, e por esse motivo que ao final estudamos a polarizagao
do vacuo. O método usual é somar o grafo usual e o grafo contraido para depois
usar as regras de Feynman. Depois, o processo de regularizagao/renormalizagao eli-
mina as divergéncias UV. Nesse processo, o termo contraido é novamente imposto.
O método TPC substitui a grafologia e a regularizagao/renormalizagdo mediante
o processo de divisao de distribuicoes causais, conseguindo desse modo, e indireta-
mente, a polarizagao contraida.

Como perspectivas futuras, consideraremos o calculo de auto-energia do campo
bosonico, do vértice e as identidades de Ward-Takahashi-Fradkin.

Além disso, pretendemos de dar continuidade dentro da abordagem de TPC, mas
com a equagao de Duffin-Kemmer-Petiau [21] e o estudo da (re)normalizabilidade.

Finalmente, estenderemos o estudo para teoria generalizada do setor escalar DKP
quando acoplada & Eletrodinamica Quantica de Podolsky [22] [23] [24] [25].



Apendice A

Grau de singularidade de
d(z) = D% (x).

Seja a distribuicao d(z) = D*)(x) onde

aa1+...+am

Da - = Y m- A.l
T oram = at.ta (A.1)

Vamos determinar o grau de singularidade w dessa distribuicao. Para fazer isso,

trabalharemos no espaco dos momentos. Entao, a transformacao de Fourier para
d(x) é
d(p) = (2m)""(ip)". (A.2)

~

Agora, calculemos d(%)

J(%’) = (27) 7 (ip)* . (A.3)

Para que o limite (3.64) seja cumprido, é necesséario que a fungao de contagem

de poténcias p(n) seja

p(n) =n* (A.4)

e, Portanto

113
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i M — @
717% e A% (A.5)

Segue-se desse limite

w [D*6()]

a. (A.6)



Apendice B

Campo escalar complexo.

B.1 Derivadas.

(B.3)

(B.4)

(B.5)
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B.2 Contracoes.



Apeéendice C

Distribuicao de Jordan-Pauli.

C.1 Definicao.

—ipx

Dyy(x) = 2n)? fd4p5(p2 —1?)sgn(p’)e
J

dgp —ipx ipT (C : 1)
“ ) o
= D{P(x) + D) ()

C.2 Solucgoes de frequéncia positiva e negativa.

D) = s [ dulp)e
(2m) f , (C.2)
_ i d’p ipx
(27T)3J2p°
D) = s [ dutr)e™
(2m) f p (C.3)
_ ¢ _p€sz
- (QW)?’JQPO
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C.3 Derivadas da distribuicao de Jordan-Pauli.

i dgp —ipaz® - —1 d3pi z
D) = G | e PR = s [ e

1 d3p e 1 dp o«
(+) — —ipaz®, (=) — ipaz
aVD (J}) - (271')3 f 2p0pue P ) al/D (x) - (27’(‘)3 f 2p0pye P

_2 d3p ip _ ’L d3p D™
auaqu(vj)(w) = (2r)? JQ_popupue ety 5M8VD7(n)(:E) = (27)? JQ_popupVe Pe

(+) ) (PP ipeanipase
Dy, (xz) = D, (z) + D)/ (x) = or ) (e —e )

_ 1 d3p i o o
0,Dpn(2) = 0, [ DS (x) + D) ()] = f L (€77t 4 ePa™)

(& .
0,0y Dy () = 0,0, [DSH () + DS ()] = (2’7)3 J 2—p€pup,, (—ePar” 4 girac)

C.4 Transformadas de Fourier.

A transformada de fourier é definida

o) = (2m)? [ atasa)e (C4)
portanto de (C.1), (C.2) e (C.3)

Bup) = 5067 ~ ) sgnls) (©5)

D (p) = %5(172 —12)0(p°) (C.6)

DI (p) = 230 - u)O (=) (€1
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C.5 Grau de singularidade w.

Com a ajuda de (C.5), calcularemos IA)m(p/n):

~ P 7 _ _
Dpy(=) = —6(*n % — p*)sgn(p’n ")
i 2m

= ﬁ%ﬂz —n*p?)sgn(p”)
o '

Do resultado (C.8) e da definigao (3.2), podemos notar que a fungao de contagem

(C.8)

de poténcias é p(n) = n~2, devido a que

nN—0

lim p(n)ﬁm(%) = Dy(p), (C.9)

onde Dy(p) é a distribuicao de Jordan-Pauli com massa nula no espago de momentos.

De (3.69) encontramos, para esse caso, o grau de singularidade.

W [f)m(p)] ) (C.10)

Com o mesmo caminho, obtemos

m

W [ﬁ<i>(p)] _—) (C.11)

No espaco de momentos as derivadas d,, sao equivalentes a —ip,. Entao, para

@MDy(,i£ )(p) a derivada agrega um termo 7! no cédlculo (C.8). Isso justifica

o|aw)| < 1= |6,000)]. (12

0|00 )| = 0= w28 D0)] (©13)






Apendice D

Resultados uteis.

D.1 Contracoes.

a(ps)o"™(z) = a(py)(2m) "

(D.1)
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e () g (k) AG) (1) = e, (Ky g, () (2) 572 jﬁ al,
A3k

refu( ) [aL(k)af,,(kf) + 5#115(1{ _ kf)] ik

(k)eikzw

= (27r)*3/2

= (271')3/2%62'@m + AE:F) (m)efl,(kf)af,,(kf).

wy
(D.3)
A (2)ey, (ky)al (k) = (2m) %2 dk a,(k)e %%, (k;)al (k;)
pome Vo ) Zs (k) (D.4)
= T (kA (2 o)t i) ik
- sulki)al, ()4 (o) + (2m) 920K
D.2 Integrais.
= “ —p_ 2 r = Tty u=1x—
=74+ 5 Yy=r 5 5 Y

fd4xd4y€i(k/’f—pi)wei(ﬁf_ki)y&MaVDTf;xx — )

d*zd*ye " eY0,0,DE (v — y)

eflp(xfy)

d4 d4 1Az sz} Jd4 2 —4

— d d4 iAx 'LBy fd4 9 —4 pupl/ —ip(z—y)
f e e atp(am) T ete)
Jd rdtuet ) Bl [J d*p(2n )—4%64;@)]

direA+B)r Jd4ue( 2 )“[Jd4p(27r)4 - DPubv ' e,ip(u)]
m J—

p? —i0
= (2m)'8(A + B Dby
@m0+ B) s am
= (2m)*8(ky — pi — (—ps + k2) Dubv

m2 — (kf_pi;pf"rki)Q . Z'O'
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fd4gjd4yei(1’f—ki)$ei(kf—Pi)yauayDi(I —y) =

= Jd“xd‘lyemxeiBy@u&l,Di(x —y)

= (2m)'6(A+ B Dub
= (2m)*6(ps — ki — (ks + p1)) Puby

m2 _ (Pf—ki—kf+pi)2 o ZO

2

Jd4xd4yei(kf+pf)xei(kipi)ya“aVDgL(I —y) =

_ Jvd4xd4y€iAx€iByauayDTI;(x . y)

= (2m)'5(A + B Pul
= (2m)"0(ky + ps — (+hi + pi)) Db

m2 — (kf+pf+ki+Pi)2 _

2

Jd4md4y€i(—ki—1?i)$€i(kf""pf)y&MaVD,r};(ZL' —y) =

— fd4xd4yeiAxeiByauanyr;(x N y)

4 pupu
= (271') 5(A + B)mz — (A%>2 0
= (2m)'6(—ki — pi — (—ks — py)) Duby

m? — (rchiriye o’
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= Jd4xd4yeiAweiBya”Di(x —y)

e~ ip(z—y)

_ Jd4xd4yeiAzeiByau[Jd4p(2ﬂ_)—4 ]

—ip, e~ PE—y)
— | drrdiyeit iBde4 o4 _Pu€ 7
| dtadtyernzet [ dtptem P

m2 — p? —1i0

s —ipu
— | dArdruetAT+s) oiBr—%) Jd4 o )4 _Pu€
J rd*ue e [| d°p(2m) m2—p2—z’0]

_ _ijd4rei(A+B)r Jd4uei(‘42}3)u[(2ﬂ_)—4fd4p Pu : e—ipu]

m2 —p? —i0

. 4 Dy
= —i(2m)"6(A + B) —— (A=E)2 0
= —i(27r)45(k5f —Di — (kz - pf)) b

m2 — (kf—Pi;rki—Pf )2 — 0

= Jd4xd4yeiAxeiBy&‘VDﬂ(:c —v)

e—ip(z—y)

_ Jd4l’d4y6iAx6iByay[Jd4p(27T)_4

i e tp(T—Yy)
4 . 14 Az iB 4 _y tpve”?
:f“dye ¢ y[fdp@”) R

]

m? — p? —i0

—1ipu

_ 4, 34 PA(r+%) iB(r—%) 4 _4 ipve
_Jdrdue e Q[Jdp(%) m2—p2_z’0]

_ oA iA+BYr | A i(A5B)u —4 | p Dby —ipu
—zfd re Jd ue' "z Y[(2m) Jdp—nﬂ—p?—ioe PY]

_i(2m) (A + B Dy
i)+ B) s
. pV

= i(2m)" (ks +ps — (ks + pi)) —— TR,

2




D.2. Integrais. 125

Jd4$d4y€i(kf+17f)xei(kipi)yayDTFn($ —y) =

_ J‘d4$d4y€iAZ€iByayD5;(l‘ _ y>

_i(27)*(A + B Dy
oA B ey o

= i(2m)*5 (ks + ps — (ki + 1)) L

ky+ps+ki+piyg 0
)20

m? — (

Jd4xd4yei(—ki—pi)xei(kf-i-pf)yauDi(aj —y) =

_ Jd4$d4y€iAm€iByauDi(x _ y>

. 4 Du
= —i(2m)*0(A + B)m2 “(ABr
= —i(2m)*6(—ki — pi — (—ks — py)) =

m2 — <—ki—17i_kf_pf)2 —0






Apeéendice E

N

Transformada de Fourier D, (p).

Seja
Dyu(2) = 26y (2) = Fuu(~2) + Grun(~2) — Gy (2)] (E.1)

onde
Ful(2) = (2, D)(2)(@0.D5)(2), (E:2)
Gpul2) = DS (2)(2,0,D5)(2). (E3)

Determinaremos a transformada de Fourier ZA?W(p). Para obter tal objetivo,

calcularemos primeiro em separado F w(p) e CAJW(p).

E.l1 F,(p)

Usando o teorema de convolugao

A~

Fo(p) = (2m)7 f 0 Fy, (2)e?

— @) j 'a5(? — m>)O(¢)5((q — p)* — m)OW — ) (Gupy — 140
(E.4)
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E. Transformada de Fourier ﬁm,(p).

A integral (E.8) pode ser feita num referencial de Lorentz onde p = (p°, 0)

[ d445(® — m2)0(®)5((° — 1) — @ — MO — ) (qups — 4uts)

A
& q(qupy — qua) quroé(qo2 — E9O(¢")0 (™ — 2p°E,)0 (" — ¢°)

dq°
2E,

2|p°|

0

r
d3Q(Qupl/ - Q,uqy) f - Eq)

[ 3o Py — duv)

_Pomd —

(E.5)

As distribuigoes ¢ (pOQ—QpOEq) e O(p"—E,) natltima igualdade de (E.5) implicam

P =2E, p°>0, p°°—4m®>0. (E.6)

A seguir, os elementos tensoriais de F),,(p) serdo calculados:

~

Foo(p) = (2m)~*

3 (Eqpo - Eg) pO 0
4 3 (po - E,) P 0
- ) [ g am, - Byeu’ - £)
4 2 (po — Ey) P° 0
= (2m) jq d\Q!dQW5(Eq - 5)@(11 - E,)
— (97) 4 (4r qE,(po — Ey) . p_O 0_
- ) m) [ am, ST, - e - 1y
B (52 —m* (o —5) g
= (27T) (47T> 4|p0‘ @(p - 5)

02

_ T
= (2m) 0" -
p

4m?

]__v,
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N d3q pO
—4 0
Fou(p) = —(2m) J4Eq‘p0|qu15(Eq - E)G(p - Ey)

q sin(@) cos(9) p° 0

—(2n)™* J q2d|q|sin(#)dOde
0

_ (o) J 40 sin(0) sin(6) J d cos(0) J d]q]i(ﬁ'; (B, 2)

—0,
ﬁoz(p) = —(2m)~* f C|l 0|925( %)
~ (o) [ aalalsin(0)apao LD 2, 1

r

— —(27r)’4j sin2(9)d<9fd¢sm( )Jd! |l(|l|0‘ (Eq — %)

=0,
~ d3q P° ~
Fos(p) = —(2m)” J4| 0| 430 (Ey — 3) = Foa(p) = 0,
= ﬁbz‘(p) =0.
Similarmente temos:
— Fo(p) =0,

o -4 3 192 p

Fia(p) = —(2m) J d 4E 0(E, _?)
— () [ lalsin(O)aptp =LA SO 7, I
:—(27r)—4fdesin3(8)Jdgzscos(gb)sm( )fd|q|4E - 5(E, — %)
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0

Fu(p) = ~(2m) " | &' 13550 = )
-~ [l sinonao O NSO 1
_ _(2m) fdesirf(@) cos(6) J do cos(6) J dlq| 4E4 5(E, - %0)
_o,
Fulp) = ~(2n) [ o 250, - 2
(o [t sy AL
_ _(2m) J 40 5in2() cos(0) f dosin(6) J dlq 4E4 (E, - %0)

=0,

Fulp) = (2n)~ [ 900055, o,

4E,[p°|
lq|? sin?(0) cos?(¢) 7 0

—(27)~* f q’d|q| sin(#)dOde
4 0
— () [a0si'@) [ doo(0) [l s, - Dot - £
4 0

——Cn) ) [ar s, - Do’ - &)

— e (o - i
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s . 4 3 (q2p2_QQQQ) _p_o 0 __
Puly) = (2m) " [ @ty 28, — Do — 1

~en [ adalsm(@)asas S s, o -

12,

_ _(27r>—4fdesin3<9)fd¢sin (¢ )Jd\ \4]51" 570(Fa = %)@(pO—Eq)
- —en ) [ B s - eu - By

- —(2n) 00 )0 - T

~ _ _4 3 (Q3P3 - Q3QB) B p_o 0

= ~(on* [ aalalsm@asao L2 s, - L)

4E ’ O’ 2
= —(271)_4fd081n cos® fd¢fd| |4gq|‘ 0] %)
_(27T)_4<§)(2 )Jqui?|0|5(E %)

— _(2m)4O(p° 772902 1 4m? 3/2
= —(2m) ) ()1 - )"
Em resumo:

Fnlp) = (2m) 069 ™ [1 - 4
p

Falp) = ~(27) 00" ()1 - )2 o

Palp) = —2m) 00" () (1 - %)3/2,

Fafp) = ~2m) 00" (L)1 — 20y

sendo as demais componentes nulas.
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Flu(—2) - Jd4$F Zp(w) = (2m)7? Jd‘leW(:I:)ei(p)’”

Jd4q5 q _m ( qubv — quu)X (E8>

x 0(¢°)o((—q — p)* = m*)O(=p° — ¢°).
Usando os resultados da secao anterior num referencial de Lorentz onde p =
(»",0)

A~

Fo(—p) = (2m) j 2 8(¢% — ) (~ Gy — quits) %

x 0(¢")6((—¢° = 1p°)* —d® = m*)O(—p" — ¢°) (E.9)
_ (27T)4Jd3q(_q2%q|;0q‘“qy)5(£?q + 26" - B,

As distribuicdes 6(p°° + 2p°E,) e O(—p° — E,) na tltima igualdade de (E.9)

implicam

P =—2E, p"<0, p°%—dm?>0, (E.10)

4)p°| 2
52w - %) :
——(2m) () e+ )




E.2. .,

T
D
=

133

0

Ful=p) = (2n)* [ b0 =20 005(, + Dy — )

AEq|p°| 2

= —n [ adalsm@)asas - OO Pye(p0 -,

AE,|p°| 2
3 0

=~ ) [ B ot + 0"~ k)

o) [« o =5
W( F%V—mﬁ 0
= —(2m)7(3) O(-p"+73)

Em resumo:

(E.11)
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E.3 G.L(p).

Gou(p) = (27)2 f 4Gy ()
<2w>-4j"d4q5<

Usando p = (p°, 0)

Gun(p) = (2m) " Jd4q5(q2 - m*)O(¢")8((¢" — p°)° — a® — m?)x
x O(p" = ¢")(pu — a)(pv — @)

5 (Pu )( — ) P’ 0
- ) [ atg B, — Eye! - ).

As distribuigoes 6(E, — %0) e O(p" — E,) implicam

P’ = 2E,, p’ >0, po2 —4m?* > 0.

A seguir, os elementos de CA?W(p):

[0ty Phgpo_ g

G —
0P AE, ||

po — Ey)? p°
d3Q%5(Eq - 5)@(})0 - Eq)

r

0

o (po— E )2 D 0

_ (27r)_447rJqu (o EC’) vE; ~ m25(Eq _ po)@( 0 E,)

AfpO| 2

(v) = (27)" |
= (2m)™ J
(2m)~* J

0 0
(o= 5"/ (B +m? po)

¢ —m?)0(¢")é((q — p)* —m*)OP° — ) (P — @) (Pr — @)

(E.12)

(E.13)

(E.14)
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J 4Eq‘p0‘

.
o2d|q| sin(0)dods
J

r

PE (p1 —q1)(p1 — (h)é(Eq _ %O)@(po _E,)

|q|? sin?(6) cos?(¢) 7 0

0

. 4
46 5in* () f d cos () J d|q|%||po|5(Eq -L)ew’ - £,

0

- Q) [aB s, - Do - )

(2m) e (")(3)

(2m)~*e(°)(

2

0

T () = m?)e

—m?)
"

m )(p02 — 4m? )3/2
3| 1

3

_ 2m) 0oy - e,

Em resumo

24 02

Cnly) = (2m) 00 (L)1 -

én(p) = (27T>_4®(p0)(7rg4 )(1 - 4%)3/2
) p (E.15)
~ _ ()4 0 p° B 4m? 3/2
Gaa(p) = 2m) 00" ()1 p02) ;
A — (2040 (1° 7rp02 _ 4_m2 3/2
() = (27)0) ()1 = )
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E.4 G (-p).

Gl -a)(p) = (20) [ B ()e® = (22 [ doF(a)e " = Gl-p)
= (2n) [ dabla — m?)O()6((~a ~ b~ m)O(—1" — )

X (pu + %L)(pu + qu)'
(E.16)

Usando p = (p°, 0)

0

Gyol) = (2" [ g Pt VB By, Doy — ). (B

As distribuigoes 0(E, + %0) e O(—p° — E,) implicam

p’=-2E, p’<0, p’—4m®>>0, (E.18)

Gun(—p) = (2 [ 2t B0, 4 Doy — )

_ 4| 2 (po + E,)” o o
- 0 | aaan Byt om, « e - )

- e (am) [ a8, ot BV VE s ey~ By

41p°|

S
i Y

= (%)_4@(_])0)7@02 1- (2—m>2

= (2m)~(m)
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A 0
A a gz o1+ @)+ @) p 0
—p) = Pryo(—p"— E
G11(—p) = (2m) ] d’q 1B, IE, + 2)@( P 7)

[ Pq g p°
=2m) | == §(E,+ =)0(—p" — E

r 2 1.2 9 2 0
= @2r)~* | q2d|q] sin(@)d@dgb'q' sin”( )‘0308 (¢)5(Eq + Dye(—p* - E,)
J 4Eq|p | 2

0

. 4
_ (2n) [ aosin®(0) J db cos(6) J d|q\%||po|5(Eq +)e(-p" - B,

0

- Q) [ B 55, + Do - £

T (p02 i 4m2)3/2

= (2m)'e(-p")(3)

3 8|p°
- m o) )0 - 2
A (—p) = (27) 4 _0&02_4_7”23/2
Conl—p) = (2m)*0(—) ()1 = )",
A —4 0 7rp02 4m= 49
Cusl—p) = (27) () () (1= )"

Em resumo:

G 1) = 2m) 0™ 1 - (2—”")

8 o
02 2
~ 4
Gua(=p) = (2m)*O(—p") (o) (1 — =),
. f , (E.19)
Gaa(=p) = (2m)*O(=p") (o) (1 — =),
p
mp _Am?

Gas(—p) = (2m) O (—p")( ) W)W

Finalmente, substituindo (E.7), (E.11), (E.15) e (E.19) em (E.1), obtemos os

elementos do tensor lA)W (p)
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Duntp) = 262[(2n) 06" ™5 [1 - 22
_ (27r)*4@(—po)7r‘f3 "L j’ﬁ
T (2m) e pO)%O2 1_(2]9—?>2 (20
~enoun ™1 (2]
o
Dutp) = 221200 Ly 1 - e
amto2) (1- )
ceny o) - e (B:21)
—<2w>4@<p0><”§f><1 ‘;foﬂ]
— —aet[(2m) s (L) (1 - 2y
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