


IFT 
Instituto de Física Teórica 

Universidade Estadual Paulista 

TESE DE DOUTORADO IFT-D.003/04 

A Teoria de DKP à Temperatura Finita 

Juan Segundo Vai verde Salvador 

Orientador 

Prof. Dr. Bruto Max Pimentel Escobar 

Co-Orientador 

Prof. Dr. Rodolfo Alvan Casana Sifuentes 

Julho 2004 



índice 

Introdução 1 

1 Uma revisão da Teoria DKP 6 

2 Análise de vínculos 16 

2.1 Caso escalar livre  17 

2.1.1 Análise em Componentes  17 

2.1.2 Forma matricial  23 

2.2 Caso Vetorial  27 

2.2.1 Forma matricial  27 

2.3 Caso escalar. Campo Externo  30 

2.3.1 Forma Matricial  31 

3 Condensação de Bose-Einstein 36 

3.1 A Função de Partição  37 

3.2 Caso Escalar. Spin 0  45 

3.2.1 O Modo zero  48 

3.2.2 A Condensação de Bose-Einstein  50 

3.3 Caso Vetorial. Spin 1 51 



3.3.1 O Modo zero  53 

4 Equivalência 56 

4.1 Prova da Equivalência  56 

4.2 Polarização do Vácuo  59 

5 Conclusões 68 

Bibliografia 70 



Agradecimentos 

A Natália, minha esposa, pelo apoio em todos os momentos que estamos 

juntos. 

A meus pais, pelo apoio dado durante toda minha vida. 

Ao Prof. Pimentel, pela orientação acadêmica e pelos bons conselhos. 

Ao Prof. V. Ya. Fainberg, pela colaboração frutífera durante o trabalho. 

Ao Prof. V. G. Zima, pelas discussões durante parte do trabalho. 

Ao Rodolfo pelos comentários e ajuda na redação desta tese. 

Ao IFT pelas aulas e aprendizado que recebi durante todos estes anos. 

À FAPESP pelo apoio financeiro que tornou este trabalho possível. 



A mi pequeno hijo, Juan Andrey. 



Resumo 

Estudamos a Teoria de DKP massiva à Temperatura Finita. Primeiramente, 

analisamos a sua estrutura de vínculos e mostramos que ela é uma teoria de 

vínculos de segunda classe. Em seguida, após a introdução da Função de Partição 

via integração funcional, estudamos a Condensação de Bose-Einstein (CBE) e 

mostramos que a teoria em estudo apresenta o modo zero, fundamental para 

a existência da CBE, de maneira simples e clara. A análise mostra resultados 

idênticos aos proporcionados pelas teorias de KGF e Proca. 

O problema da equivalência é também estudada para o caso de termos tem- 

peratura diferente de zero. Provamos, de forma geral, que as funções de Green 

fotônicas das teorias de DKP e KGF coincidem. Também, calculamos a polar- 

ização do vácuo no nível de um loop, obtendo-se as contribuições dependentes e 

independentes da Temperatura tal como as obtidas via a teoria KGF. 

Palavras Chave: Teoria DKP, Condensação de Bose-Einstein, Funções de Green. 

Area de Conhecimento: Teoria de Campos e Mecânica Estatística. 



Abstract 

We study the massive DKP theory at Finite Temperature. Firstly, we analize 

the constraint structure and show that it is a second class constraint theory. 

Afterwards, we introduce the partition function by means of path integrais and 

study the Bose Einstein Condensation (BEC), we show that the theory has the 

zero mode, crucial for the existence of BEC. This analysis show identical results 

that were obtained by means of the KGF and Proca theories. 

The problem of equivalence is also studied for the case of non-zero temper- 

ature. We show, in general form, that the photon Green functions in the case 

of DKP e KGF theories are identical. We also calculate the vacuum polariza- 

tion in the one loop approximation and obtain the temperature dependent and 

independent contributions as they were obtained via the KGF theory. 

Keywords: DKP Theory, Bose-Einstein Condensation, Green Functions. 



Introdução 

Há mais de 60 anos, G. Petiau [1], R. Dufiin [2] e N. Kemmer [3] propuseram uma 

equação de primeira ordem nas derivadas para a descrição de partículas de spin 0 

e spin 1, que hoje é conhecida como a equação de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP). 

Por ser de primeira ordem é muito semelhante (na sua forma) à equação de Dirac, 

mas com matrizes satisfazendo uma álgebra muito diferente daquela satisfeita 

pelas matrizes 7^ de Dirac. Uma característica fundamental da teoria é que as 

suas representações podem ser decompostas em 3 representações irredutíveis: 1 

representação 5x5 (para spin 0), 1 representação 10 x 10 (para spin 1) e, uma 

última representação trivial que não tem significado físico. 

Desde a sua aparição até os anos 70, a maioria dos trabalhos foram dirigidos ao 

desenvolvimento do formalismo DKP e ao estudo das interações entre as partículas 

DKP carregadas e o campo Eletromagnético (EM); assim, por exemplo, foram 

estudados processos tais como a QED dos mésons de spin 0, meso-átomos e outros. 

Os cálculos baseados nas equações de DKP e Klein-Gordon-Fock (KGF) levam a 

resultados idênticos [4], inclusive na correção a um loop, [5], [6]. Uma referência 

histórica, mais detalhada, sobre a equação de DKP e os problemas da época pode 

ser encontrada no trabalho [7]. 

Uma contribuição importante para a compreensão dessas questões foi real- 
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izada por A. Wightman [8] no seu trabalho apresentado em comemoração do 

70° aniversário de P.A.M. Dirac em 1971. Ele mostrou que quando se acopla 

minimamente o campo DKP com um campo EM externo (~ somente 

há estabilidade da equação DKP no setor de spin 0, ou melhor, que o caráter 

retardado das soluções da equação DKP é conservado sob tais perturbações. A 

estabilidade da equação DKP sob a ação do campo EM externo esta vinculada à 

renormalização da teoria quando o campo EM também é quantizado. 

Uma outra questão a ser estudada é o problema da equivalência das teorias 

DKP e KGF que surge novamente ao pretender-se descrever novos processos 

físicos. Assim, uma série de trabalhos [7] foram realizados aplicando o novo 

formalismo na desintegração de mésons K e outros mésons instáveis, o que, levou 

a obter resultados diferentes daqueles obtidos com ajuda da equação de KGF. 

Desta forma certas dúvidas foram geradas sobre a validade da teoria DKP e ao 

mesmo tempo deu-se início a um período de incertezas sobre a aplicação da teoria 

a determinados processos. Em conseqüência foram poucos os trabalhos realizados 

à respeito da equivalência ou não entre as teorias DKP e as de KGF e Proca. 

No entanto, estudos nesse sentido foram recentemente retomados nos trabalhos 

[9, 10], em que se consegue uma prova da equivalência, usando os métodos de 

LSZ, dos elementos físicos da matriz S a toda ordem da teoria de perturbações 

para partículas escalares interagindo minimamente com o campo EM externo ou 

quântico. 

Um interesse maior tem aparecido, em recentes trabalhos, pela teoria DKP. 

Em particular, esta foi aplicada à QCD (a curtas e longas distâncias) por Gribov 

[11], à dinâmica covariante hamiltoniana por Kanatchikov [12], e tem sido es- 

tudada sua generalização relativística quando acoplada a espaço-tempos curvos 
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[10, 13, 14], 

Os problemas anteriormente mencionados e as dificuldades que a teoria DKP 

apresenta na Teoria de Campos à temperatura zero, também, podem ser explo- 

rados à temperatura diferente de zero. A Teoria de Campos à Temperatura Finita 

torna-se importante para o estudo do plasma [15], metais [16], matéria conden- 

sada [17], variação dos parâmetros físicos com a temperatura (masa, momento 

magnético) ou também o estudo de potenciais efetivos. Esta formulação pode 

também ser usada para estudar o comportamento termodinâmico de sistemas 

relativísticos quânticos. 

Os primeiros a realizarem estudos sobre os efeitos da temperatura na Teoria 

de Campos foram Matzubara [18] e Fradkin [19]-[23]. Eles fizeram uma série 

de trabalhos sobre os diferentes métodos para obter as funções de Green na es- 

tatística quântica , assim como estudaram a estrutura das identidades de Ward 

na QED4. 

Posteriormente, apareceram outros trabalhos [24, 25, 26] em que foi estudada 

a possibilidade da restauração de algumas simetrias, quebradas a temperatura 

r == 0, a temperaturas altas, como por exemplo, a simetria SU{2) x U{1) da 

interação fraca. Questões importantes sobre a invariância de gauge das teorias a 

r ^ 0 são tratadas no trabalho de Bernard [27]. 

A presente tese se propõe a usar as ferramentas da Teoria de Campos à Tem- 

peratura Zero e Finita no estudo da teoria DKP, e assim discutir os problemas 

da invariância de gauge e de sua equivalência ou não com as de KGF e Proca. 

No capítulo 1 é feita uma breve revisão dos principais aspectos da teoria 

DKP, as suas propriedades, álgebra e suas representações. Seguindo o livro de 

Umezawa [5], escrevemos explicitamente os projetores que separam os setores de 
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spin 0 (P, Pfj,) e spin 1 (P^, ou seja, as representações irredutíveis da teoria. 

Fazemos a extensão da teoria acoplando-a minimamente com o campo EM e 

obtemos as equações de movimento resultantes. Apresentamos o propagador do 

campo DKP livre na sua forma simplificada, isto é , sem o termo anômalo que 

não dá contribuição aos elementos da matriz S, como foi provado em [10]. 

No capítulo 2 estudamos em detalhe a estrutura de vínculos da teoria DKP 

[9], tanto para o setor de spin 0 como para o setor de spin 1. Fazemos a análise 

tanto em forma de componentes como em forma matricial, e mostramos que os 

vínculos primários e secundários que se obtém resultam ser de segunda classe. 

Este fato nos permitiria introduzir os parênteses de Dirac caso quiséssemos re- 

alizar a quantização canônica da teoria. A mesma análise dos vínculos é realizada 

para caso em que o campo DKP é acoplado minimamente ao campo EM. 

No capítulo 3 estudamos a condensação de Bose-Einstein. Introduzimos o 

conceito de função de partição via o formalismo de integração funcional e impo- 

mos a condição de periodicidade sobre os campos DKP. E importante ressaltar 

que os vínculos de segunda classe da teoria devem ser incluídos dentro da in- 

tegração funcional a fim de garantir a exatidão dos resultados. Após a análise 

correspondente, mostramos que o estudo da condensação de Bose-Einstein via 

a teoria DKP é equivalente com aqueles realizados usando as teorias de KGF e 

Proca. 

No capítulo 4 analisamos o problema da equivalência entre a teoria DKP com 

a de KGF à Temperatura Finita. Escrevemos a função de partição (FP) com 

fontes para o campo DKP em interação com o campo EM, num certo a-gauge. 

Num primeiro passo, mostramos que as funções de Green nas teorias DKP e KGF 

coincidem e, por tanto, são equivalentes. Logo depois, procedemos o cálculo da 
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polarização do vácuo para T ^ 0, devido a uma partícula escalar carregada, 

no nível de 1-loop. Depois de escrever as respectivas contribuições, podemos ver, 

mais uma vez, que nesse nível a correção para o propagador do fóton é a mesma 

nas duas teorias. Já com o cálculo explícito de mostramos que a parte que não 

depende da temperatura, após a renormalização, é exatamente a mesma obtida 

por Akhiezer [4]. 

Finalmente, no capítulo 5, apresentamos nossas conclusões. 



1. Uma revisão da Teoria DKP 

Como já sinalizamos anteriormente, a teoria DKP massiva descreve, numa mesma 

equação, tanto campos de spin 0 como de spin 1. A equação DKP é dada por^ 

+ m) = 0, (1.1) 

em que as matrizes satisfazem a álgebra DKP 

= ^fixí^u + (1-2) 

Podemos notar que a equação DKP é linear e de primeira ordem nas derivadas, 

sendo muito similar na sua forma com a equação de Dirac, porém, as matrizes 

Pfj, satisfazem uma álgebra muito diferente daquela satisfeita pelas matrizes 7^. 

Uma diferença substancial é que as matrizes são singulares. 

As representações do campo contidas na teoria DKP, são redutíveis e podem 

ser decompostas em 3 representações irredutíveis que são escritas a seguir: uma 

de primeira ordem (representação trivial), outra de quinta ordem (para spin 0) e a 

^Vamos definir a nossa métrica como sendo =diag(+,+,+,+). Assim por exemplo na 

nossa definição o quadrado de um 4-vetor é dado por: — (cí)^, sendo que 

x^ = (x,X4) = (x,ixo) = (x,ict). 

Também, usaremos o sistema de unidades em que c = 1, /I = 1. 
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última de décima ordem (para spin 1). Assim, o número de matrizes linearmente 

independentes é dado por 

(1)^ + (5)^ + (10)^ = 126. (1.3) 

Lembremos que o número de matrizes linearmente independentes no caso da 

teoria de Dirac é 16. 

E importante ressaltar que a equação (1.1) implica que 'ip é um vetor coluna 

redutível de 16 elementos. 

A seguir, damos algumas propriedades muito úteis dos traços das matrizes (3^, 

• • •/^M2n+l) ~ 0 (1-4) 

• • • /^M2n-l/^/i2n) ~ ' ^/Í2n-l/i2n 

■b^íí2M3^M4M5 • • • ^Mlíl2n 

Uma outra matriz muito útil ér}^ = 2 {(3^)'^ — 1, cujos traços são dados a seguir 

s = 1 s = 0 trivial 

TrI 10 5 1 

Tr{r]^,) 2 -1 -1 

Tr{r]^T]u) -2 11 

Tr ir]p) -2 3 -1 

Tr {rjpTiuilpTja) 2-3 1 

(1.5) 

Com a ajuda dessa matriz é possível construir as 126 matrizes linearmente in- 

dependentes. Por sua vez, a matriz rj^ é usada para construir a função adjunta, 

= '0^4, que satisfaz a seguinte equação 

^n^l}í3^L - mil) = 0- (1.6) 
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Existe a possibilidade de encontrar outras representações irredutíveis para as 

matrizes e uma delas pode ser dada através das matrizes 7^ de Dirac 

^ (7/x ® 1 ± 1 ® 7m) • (1-7) 

Nota-se nesta última expressão que a matriz é simétrica (-f-) ou anti-simétrica 

(—), e não é difícil provar que (1.7) satisfaz a álgebra (1.2). 

A seguir apresentamos os projetores que permitem selecionar as representações 

de spin 0 ou spin 1. Esses projetores foram definidos por Umezawa [5]. Assim, 

no caso de spin 0 os projetores são dados por 

P = PlPlPlPl (1.8) 

P/x = Pp^. (1.9) 

Algumas relações importantes envolvendo o projetor P são 

P^ = P, P^p^ = PS^^, PS^u = 0 (1.10) 

em que é um tensor anti-simétrico dado por 

S^u = P^Pu-PuP,. (1.11) 

e ele tem informações sobre o spin da representação sendo usada, em particular, 

ele aparece quando estudamos a invariância de Lorentz da equação DKP. 

No caso de spin 1, os projetores são dados por 

P/x = PlP203 (<^/x4 ~ PuPi) ) P/xix — R/iPu- (1.12) 

Com ajuda da álgebra das matrizes P^ é possível encontrar as seguintes 

relações 

Pfiif PfxPuPff (1.13) 
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(1.14) 

(1.15) 

A interação eletromagnética (EM) na teoria DKP é introduzida, no modo 

usual, através do acoplamento mínimo. Assim, as equações de movimento (1.1) 

e (1.6) são modificadas e são escritas como sendo 

Um fato importante a ser mencionado é o relacionado com a preservação da 

simetria de gauge, que somente é mantida se escrevemos de maneira correta as 

componentes físicas do campo Um outro detalhe, é o termo anômalo que 

aparece quando a interação é acionada [3], que é justamente resolvida com o uso 

apropriado da forma física e dos projetores (1.10) e (1.12) [30]. 

A formulação da teoria em termos de uma Lagrangiana não é difícil de se 

obter e no caso livre as equações (1.1) e (1.6) são obtidas da seguinte densidade 

Lagrangiana 

- ieAfj)^; + mil) = 0 

{dfj, + - rmp = 0. 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

e é fácil observar que ela apresenta uma simetria global U (1) 

1p ^ ll;' = 

ip xp' = 

(1.19) 

(1.20) 

que gera a seguinte corrente conservada 

jf, = (1.21) 
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sendo a carga conservada dada por 

Q = J £yif{x). (1.22) 

A Lagrangiana que considera o campo DKP em interação com o campo eletro- 

magnético é dada por 

Ct — Cint + C,em (1-23) 

= ^ + tuíjíj - ieÍjPf,ÍjAf, + ^ 

em que temos usado o gauge dfj,A^ = 0. As equações de movimento para os 

campos envolvidos são 

+ mxp ieP^'(pAf„ 

-ieil)f3fj,Afj,, 

-ieipp^ip. 

(1.24) 

Com a quantização as funções 'ip, ip tornam-se operadores e necessitamos cal- 

cular as relações de comutação entre eles, assim como, o valor esperado deles no 

vácuo. Por exemplo, após certas manipulações obtemos para este último 

(0| T (Mx)3p{^)) |0) = - i') + 1 (1 - Pl)^i,6(x - x') (1.25) 

em que /3q = —i/?4. A matriz (1 — 0q) não é invariante relativista e aparece 

quando consideramos as componentes não físicas do campo. Tal como fora re- 

centemente mostrado no trabalho [9], fazendo uso do formalismo de Lemman- 

Symanzic-Zimmerman (LSZ), o último termo da equação (1.25) não contribui 

para os elementos físicos da matriz S. Portanto, para efeitos de cálculo é sufi- 

ciente usar a função de Green T^p{x — x') dada por 

T^ix) = (2^ / r'(p)e‘>“dV (1.26) 
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(1.27) 

em que denotamos p = l3^Pfj,. Até o momento, diversos cálculos têm sido feitos 

para processos envolvendo as partículas DKP, tanto no caso livre como em in- 

teração. Por exemplo, para o caso de campos escalares carregados interagindo 

com o campo EM, obteve-se as correções radiativas a um loop [29] para a polar- 

ização do vácuo a correção de massa o auto-energia e a função de vértice 

r^. Os resultados foram obtidos usando a representação de Kallen-Lehmann (KL) 

e coincidem com os obtidos pela teoria de KGF. 

Em seguida damos algumas representações específicas para as matrizes que 

serão usadas ao longo da tese. 

No caso de spin 0 as matrizes de 5 x 5 são. 

/ 0 1 0 0 0 \ / 0 0 1 0 0 \ 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

/?i 00000 ,)^2 = 10000 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

\ 0 0 0 0 0 J \ 0 0 0 0 0 J 

í 0 0 0 1 o\ í 0 0 0 0 -i\ 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Pz 00000 ,/?4 = 0000 0 (1.28) 

1 0 0 0 0 

^ 0 0 0 0 0 y 

0 0 0 0 0 

^ z 0 0 0 0 y 
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É fácil obter relações como 

^10000^ 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 , 

0 0 0 0 0 

^ 0 0 0 0 1 y 

/ 

1-131 

0 0 

0 1 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 0 ^ 

0 0 0 

10 0 , 

0 1 0 

0 0 0 y 

(1.29) 

nota-se que a forma destas últimas nos faz pensar nelas como projetores. 

No caso de spin 1 as matrizes de 10 x 10 são, 

/ 

A = 

-10 0 

0 0 0 

0 0 1 

0-10 

0 

0 0 0 

0 0-1 

0 1 0 

-1 \ 

0 

0 

/ 
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/ 

/?4 = 

i 0 0 

0 i 0 

0 0 i 

0 

-i 0 0 

0 -z 0 

0 0 -z 

\ 

0 / 

(1.30) 

assim como os projetores 

/ 1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

\ 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

0 

0 

(1.31) 
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/ \ 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 
(1.32) 

V 0 / 



2. Análise de vínculos 

Para realizar a análise de vínculos da teoria partimos da Lagrangiana (1.18), 

A = j (2.1) 

Seguindo o procedimento padrão do formalismo de Dirac, calculamos os mo- 

mentos canônicos da teoria 

7T 

7T 

5 ^ 

S xjj 

i Sd4'ip 

= jAíí. 

(2.2) 

(2.3) 

Em seguida, obtemos o Hamiltoniano canônico, H=Pa^ —da teoria 

?fo = 7r^-t-^7f-£o = -^ - dkil}M) ~ mipi}. (2.4) 

E preciso, agora, fazer uma primeira distinção entre a análise de vínculos em 

forma matricial ou em forma de componentes para cada um dos setores do modelo 

DKP. 
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2.1 Caso escalar livre 

2.1.1 Análise em Componentes 

Definimos as componentes do campo -0 na seguinte forma 

0 = ^ 
Vm 

^ —nup ^ 

(2.5) P>k 

\ / 

em que (p é um campo escalar e temos definido o vetor (Pfj, dado por cp^ = {tpk, i^pÀ)- 

Os campos </? e são considerados graus de liberdade independentes. 

Por outro lado, usando a representação (1.28) temos que a matriz r/4 = 2/3| — 1 

é dada como 

1 0 0 0 0 ^ 

7/4 = 

V 

0-10 00 

00-100 

00 0-10 

00001 

(2.6) 

e com ela construímos o campo adjunto 0 = 0'*'r/4, com a seguinte forma 

? = -<Pl, ■ (2.7) 

Então, na representação de spin 0 é possível escrever a densidade Lagrangiana 

(2.1) como sendo 

A = 2 - ^I94(p + d^(p*ip^, - dk(p*k(p + d4<p*4(p) 

-\-'m?íp*ip - (p*f.(pk + iplip4 (2.8) 
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podemos, agora, notar claramente que temos 10 campos independentes, que agru- 

pamos como 

<Pa = (2.9) 

com a=l,2,...,10. Os momentos canônicos associados a estes campos são dados 

5Cq _ 1 5Cq _ í » * _ SCq _ 1 5Cq _ i 

S (f i ôdi(p 2^“^’ ^ s i Sd^íp* 2^^ 

5C,q 1 5C,q * ♦ * ^^0 1 ^^0 i 

5 i ôditpA 2^ ’ ^ i 5d^if\ 2^ 

0, 7t^ = 0, (2.10) 

cujo conjunto é denotado por 

7Ta = {7r,7rfc,7T4,7r*,7rfe,7r4} . (2.11) 

Da equação (2.10), obtemos os seguintes vínculos primários 

0 = TT- ^(pl «0, 0* = 7T* - ^(P4 PS 0, 04 = 7T4 - ^(p* W 0 

n - 7T: + ^^«0, 0k=7Vk^O, 0l=7Tl^O, (2.12) 

que agrupamos da seguinte maneira 

ôa = {e,ek,e4,e*,0i,0i}. (2.13) 

Procedemos, agora, a construção do Hamiltoniano canônico que é definido 

segundo 

T-Co = TTa ‘Pa “^0 (2.14) 

por^ 

7T = 

7T4 

TTfc 

^Segundo a nossa métrica se tem que do — idi 
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então, tendo em conta as equações (2.8) e (2.10) temos 

“^0 = ^ i<P*dk(Pk - ^ldk<p + dk^fl^ - dk(f*(Pk) - rr?ip*if + <plipk - (2.15) 

A densidade Hamiltoniana primária é construída considerando os vínculos 

primários que devem ser incluídos junto aos multiplicadores de Lagrange, assim, 

temos 

7^(1) = 7^0 + K9a (2.16) 

sendo que Aa denota o conjunto de multiplicadores de Lagrange dados como 

A„ = {A,Afc,A4,A*,A^,A:}. (2.17) 

Seguidamente, é necessário calcular os parênteses de Poisson (PB) entre todos 

os vínculos primários 6a- Dadas as duas funções F e G, a definição funcional dos 

PB neste caso é dado por 

SF (xQ SG jx") SF (xQ 5G (x") 

5ifc (x) 5tCc (x) StTc (x) ÔíPc (x) 

Assim, encontramos os seguintes PB diferentes de zero 

{F(x').G(x")}pB = J (2.18) 

{«(x'),«;(x”)}pp = -W(x''),«(x')}pp = -i<S(x'-x") (2.19) 

{e* (x') , 04 (x")}pB = - {04 (x") , 0* ( x')}pB = iS (x' - X") . 

A matriz Cab = IK^ai > formada por todos os parênteses de Poisson dos 

vínculos primários tem a seguinte forma 

Cab^ 

0 0 0 -1 0 0 

0 0 -1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

íá(x'-x") (2.20) 
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de onde é fácil notar que 

rank \\{0a, 9b}pg\\ = 4 (2.21) 

o resultado nos indica que não todos os coeficientes de Lagrange Ao podem ser 

calculados e, portanto, devem existir vínculos secundários na teoria. Esses novos 

vínculos devem aparecer quando a condição de estabilidade é aplicada sobre os 

vínculos 9a, assim temos 

éa(x') = {S,(x').ií<‘>},.„«0, (2.22) 

em que é dado através da densidade Hamiltoniana primária (2.16) 

(2.23) 

Então, aplicando a condição de estabilidade obtemos as seguintes relações 

9 = 
. ♦ 
9 = 

04 = 
. >|c 
04 = 

-dk(fl + rri^if* - ÍA4 = 0, -> A4 = i - rn^ip*) (2.24) 

-dk^k + rri^P> + ÍA4 = 0, —^ A4 = -í {dk(pk ~ rrí^ip) (2.25) 

ípl-iX* = 0, (2.26) 

ífA + iX = 0, —> A = iç?4 (2.27) 

9k = e^^^ = dk<p*-ip*k^o 

9k = 0\ dk<p -(pk^O 

(2.28) 

(2.29) 

em que as 4 primeiras condições (2.24)-(2.27), como já mencionamos antes, nos 

permitem conhecer os primeiros 4 coeficientes de Lagrange. Esses coeficientes são 

necessários para obter as equações de movimento. As outras duas relações (2.28) 

e (2.29) proporcionam 6 vínculos secundários. 
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A nossa nova classificação de vínculos, que inclui os seis vínculos secundários, 

é dada por 

(2-30) 

em que A = 1,2,..., 16. Usando, novamente, a nossa definição (2.18) para obter 

os PB com os novos vínculos secundários, os únicos parênteses diferentes de zero 

são dados por 

= -ar'á(x'-x") (2.31) 

= íji,J(x'-x") (2.32) 

{e*(x'),»f (x")}^^ = -^"5(x'-x") (2.33) 

{«•(x').«f (x")| = &á(x'-x"). (2.34) k j PB 

A análise da nova matriz de vínculos Cab — ||{©A) ©b}pbII permite deduzir 

que o posto dela é agora 16, 

rank||{0^,©B}p5l| = 16. (2.35) 

Isso implica que todos os coeficientes de Lagrange podem ser calculados e 

que não existem mais vínculos na teoria, como é verificado quando a condição de 

estabilidade é aplicado aos novos vínculos secundários 

©^(x') = {0a(x'),//('^}pp (2.36) 

se obtém, simplesmente, identidades do tipo 0 = 0. 

Uma vez que não existem mais vínculos procedemos a sua classificação. Não é 

difícil concluir, da equação (2.35), que todos os vínculos, primários e secundários, 

são de segunda cleisse devido ao determinante da matriz Cab ser diferente de 

zero. Desse resultado, a matriz inversa C~^ existe e como tal é possível introduzir 
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os parênteses de Dirac (DB) que permitem tornar todos os vínculos de segunda 

classe fortemente nulos e, assim, factível quantizar a teoria. 

As equações de movimento são calculadas segundo as equações de Hamilton, 

assim, obtemos 

¥>(x') = {.^(x'),ffW},,„ = A(x') = i.^4(x') (2.37) 

^*(x') = {^'(x'),//(*)},,„ = A* (x') = -ív>Ux') (2.38) 

em que temos usado os coeficientes calculados em (2.26) e (2.27). 

Notando que Õq = id^ e dl — —^4, das equações acima tem-se 

<^4 = ^4<^, <^4 = (2.39) 

Devido aos vínculos (2.28) e (2.29) se tornarem fortemente nulos é possível 

obter 

dk<P = <Pk, dk(p* = (p*k, (2.40) 

assim, chegamos a 

(/?* = {d^(p)*. (2.41) 

Por outro lado, das equações de Hamilton para as outras componentes do 

campo, se tem 

<^4 (x') = {í/?4 (xO , PB = A4 (x') = -i {dkifk - mV) 

K (x') = (x'), (x') = i {dk(f*k - rr?ip*), 

onde temos usado os coeficientes obtidos em (2.24) e(2.25). Essas últimas relações 

permitem obter 

— 0, = 0 
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das quais, usando (2.41), se seguem as equações de movimento 

- rri^ip = 0, d^d^ip* - m?(p* — 0 

que são as equações de KGF para os campos ç?*. 

2.1.2 Forma matricial 

Agora, daremos procedimento à analise de vínculos na forma matricial. Sendo que 

na representação escalar as matrizes (3^ são de 5 x 5, o campo ■0 é um vetor coluna 

(5 X 1), e ■0 é um vetor linha (1x5). Definimos, então, as nossas coordenadas e 

momentos canônicos 

q = {r.íT} (2.42) 

V = {7Ta,^a} (2.43) 

em que a = 1,2,..., 5. Aqui tTq é uma matriz 1 x 5 e tTq uma matriz 5x1. 

Das equações (2.2) e (2.3) escrevemos em forma explícita os momentos canônicos 

^■^0 .-jc ^ _ í „ , ^ 
'^a -a Picai '^a — "piPiacY i 

Stp 2 

de onde se obtém os seguintes vínculos primários 

da=T^a + Í (ipPi)^ «0, Õa=Wa-^ {M)a ~ 0- 

(2.44) 

(2.45) 

Notemos que o total de vínculos neste caso é igual a 10. Esses vínculos são 

agrupados como 

eA^{0ai0a} (2.46) 

em que A = 1,2, ...,10. A densidade Hamiltoniana é dada pela equação (2.4), 

logo, junto com os vínculos primários construímos a densidade Hamiltoniana 
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primária 

= -^ {ippkdk-ip - dkijjM) - mipip + 0aA“ + Têa (2.47) 

em que A“, são os coeficientes de Lagrange, que agrupamos como 

= {A“,r} (2.48) 

aqui A“ é uma matriz 5 x 1 e A^ uma matriz 1x5. 

Agora, calculamos os parênteses de Poisson para os vínculos primários (2.45) 

e temos 

[Ba (x') , 06 (x")}p5 = - {06 (x") , 0a (x')= Í (/^4)a6 (x' ~ x") 

(0a(x'),06(x")}ps = 0, {0a(x'),06(x")}pp = 0. (2.49) 

Com isso, a matriz de vínculos Cab = ||{^a, 0s}pbII é 

Cab = 

0 (^4)a6 

iS^ (x' - X") , (2.50) 

- (A)a6 0 

usando a representação (1.28) para j3^, temos que o posto da matriz (2.50) é 

rank ||{0^, 0b}pbI| = 4 (2.51) 

isto implica que só 4 coeficientes A^ podem ser dedeterminados e deve, portanto, 

existir vínculos secundários. 

Impondo a preservação dos vínculos primários no tempo (condição de estabil- 

idade), obtemos 

Ba = {Ba, = - {dkippk - + * (A/?4)„ ~ 0 (2.52) 

Ba = [Ba, PB = iPkdkip + - i (AA)„ rí 0 (2.53) 
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em que é o Hamiltoniano primário definido por (2.23). A expressão (2.52), 

permite obter a relação 

* (2.54) 

multiplicando pela direita por /?4 (omitindo os índices) temos 

iÃ/?4 = (dk'tp!5k - mip) ^4 (2.55) 

e levando em conta (1.29), vemos que a equação acima nos permite conhecer 

somente dois coeficientes (a = 1,5). As outras 3 componentes da equação 

resultam em novos vínculos secundários, que são separados pelo projetor (1 — 01), 

assim temos 

- rmlP) (1 - Pl)]^ «0, a = 2,3,4. (2.56) 

Similarmente, da condição de estabilidade (2.53) se obtém 

i (Ma = iPkdk^P - rriTp)^ (2.57) 

da qual, após multiplicar pela esquerda por /?4, temos 

i/3lX = 0 {/Skdk^lJ - mip) (2.58) 

equação que nos permite conhecer somente 2 coeficientes A“ (a = 1,5). Da mesma 

forma que no caso anterior, tem-se 3 novos vínculos secundários que são separados 

pelo projetor (1 — /3|) 

= [(1 “-^4) {dkfpPk + mip)]^ w 0, a = 2,3,4. (2.59) 

O conjunto de todos os vínculos, primários e secundários, agora, pode ser 

agrupado como 

e.4 = (2.60) 
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em que í = 2,3,4, A = 1,2,16. Quando aplicamos a condição de estabilidade 

sobre os novos vínculos secundários, com o Hamiltoniano 

©A (x) = {©^ (x), « 0 (2.61) 

se mostra que não aparecem mais vínculos na teoria. 

Em seguida calculamos os PB entre todos os vínculos (2.60), assim, obtemos 

(x'), (x") = - [(1 - ^1) iPkdk + m)] 6 (x' - x") (2.62) 

{êa (x') (x")}^^ = - [iPkdk - m) (1 - 01)].^ ô (x' - x"). (2.63) 

A nova matriz de vínculos Cab = II{©a, ©b}pbll tem posto 16 e é não singular, 

isto implica que todos os coeficientes de Lagrange podem ser calculados. Con- 

cluímos assim que os vínculos (2.60) são de 2“ Classe. 

Vejamos agora as equações de movimento. Primeiramente para o campo '0 

í (x') = {?“ f <í‘xÃ‘(x){?‘(x').5,(x)}^^=Ã“(x'), 

(2.64) 

lembrando que 'ip= id^ip, e usando a relação (2.54) se obtém a equação de movi- 

mento para o campo '0 

= 0- (2.65) 

Do mesmo modo, podemos obter para o campo 

(X-) = {r (x'), Í/P) = Jéx {r (x'), «6 (x)}„ (x) = A“ (x') (2.66) 

então, fazendo uso de (2.57) se obtém a equação de movimento para o campo 'tp, 

4- rmp = 0. (2.67) 

As equações (2.65) e (2.67) reproduzem as equações de DKP para os campos 
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2.2 Caso Vetorial 

A análise de vínculos no caso de spin 1 é semelhante a realizada no caso escalar. 

A diferença substancial é o número de vínculos da teoria para o setor de spin 1 

que resulta ser maior que no caso escalar. 

2.2.1 Forma matricial 

Como já mencionamos anteriormente, no setor de spin 1 a representação das 

matrizes é de 10 x 10, assim, o campo V’ é um vetor coluna de 10 x 1, enquanto 

que é um vetor fila de 1 x 10. Denotamos os nossos campos e momentos 

canônicos como 

q = (2.68) 

P = {7Ta,^a} (2.69) 

em que a = 1,2,..., 10. Aqui tTq é uma matriz 1 x 10 e 7fa uma matriz 10 x 1. 

Os momentos canônicos são definidos nas equações (2.2) e (2.3), assim, es- 

crevemos 

—c _ i 
== -i-lp pAca , T^a " ■^PAaci’"', (2.70) 

de onde se obtém os seguintes vínculos primários 

0a = TTa + Í Ç>PPa)^ «0 , = Vfa - ^ (/?4V')a • (2-71) 

Notemos que o total de vínculos primários neste caso é igual a 20. Esses 

vínculos são agrupados como 

Oa = {0a,0a} (2.72) 
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em que A = 1,2, ...,20. A nossa densidade Hamiltoniana primária que 

considera os vínculos primários (2.71) é semelhante a (2.47) com a diferença de 

que, agora, o número de vínculos é maior, 

['ipPkdki’ - + 0aA“ + Ã“0a (2.73) 

sendo os coeficientes de Lagrange e são agrupados como 

A"^ = {a“,Ã“} (2.74) 

ou seja, temos 20 coeficientes a serem calculados, em princípio. Aqui A“ é uma 

matriz 10 x 1 e A° uma matriz 1 x 10. 

Em seguida calculamos os PB entre todos os vínculos primários (2.71), e 

obtemos 

{6a (x') , 9b (x") }p^ = - {êb (x") 6a (x') , }p^ = í {PÀ)ab (^' “ x") 

{6a (x') , 9b (x")}pB = (x') , 06 (x")}ps = 0. 

A matriz formada pelos PB dos vínculos Cab — \\{^a,^b}pb\ 

0 Wab ' 

(2.75) 

Ca6- i5^ (x' - x") (2.76) 

- (/54)a6 0 

é uma matriz 20 x 20. Usando a representação (1.30), é possível determinar que 

o posto desta matriz é 

rank||{0^,0B}ppll = 12. (2.77) 

Assim, como no caso escalar, esse resultado implica que só 12 coeficientes de 

Lagrange podem ser calculados e, portanto, devem existir vínculos adicionais. Os 
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vínculos secundários são obtidos ao impor a preservação dos vínculos primários 

no tempo, ou seja 

e. = {9..-íí“'}pB = -(9»?A-mí)„ + i(Ã/34)„«0 (2.78) 

K = {5.,ií«}pp = (/3A</. + mV>).-i(AA)„«0 (2.79) 

em que é dado agora por (2.73). A expressão (2.78), permite obter a relação 

* = {dkÍ’Pk - mip)^ (2.80) 

da qual segue a seguinte expressão 

iXPl = {dkipPk - rmjj) /?4 (2.81) 

que segundo a representação (1.31) permite calcular somente 6 coeficientes A 

(a = 1,2,3,7,8,9). As outras 4 componentes da equação proporcionam novos 

vínculos, em nosso caso os vínculos secundários, que são separados pelo projetor 

(1 — /9|), temos, então, 

0(2) = Pí)], ~ 0, a = 4,5,6,10. (2.82) 

Similarmente, da outra relação (2.79) se tem 

i (/^4A)„ = iPkdkiJ - m^)„ (2.83) 

da qual conseguimos a equação 

ipjX = /?4 iPkdki^ - rm!)) (2.84) 

que somente permite conhecer 6 coeficientes A“ (a = 1,2,3,7,8,9). Portanto, 

temos mais 4 vínculos secundários que são 

= [(1 - Pí) {dk^Pk + 0, a = 4,5,6,10. (2.85) 
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Agrupamos, então, todos os vínculos primários e secundários como 

QA = {eaA,ef\ef'^] (2.86) 

em que i = 4,5,6,10, A = 1,2, ...,28. Para saber se existem mais vínculos na 

teoria é preciso aplicar a condição de estabilidade sobre os vínculos secundários 

usando o mesmo Hamiltoniano ou seja 

0^(x) = {e^(x),ií«}p„fBO (2.87) 

que permite mostrar que não há mais vínculos na teoria. 

Logo, seguindo o procedimento de Dirac, calculamos os PB entre todos os 

vínculos primários e secundários, obtendo 

(x') , ef (x") = - [(1 - + ^)] ia ^ ~ (2.88) 

\êa (x') 9^ (x") = - [{Pkdk - m) (1 - 5 (x' - x"). (2.89) 

Desse modo a nova matriz de vínculos Cab = 1|{©A, ©b}pbII resulta ter posto 28 

e é não singular, assim, concluímos, então, que todos os vínculos (2.86) são de 2^ 

Classe. 

As equações de movimento são calculadas da mesma forma que no caso escalar, 

como pode-se ver nas equações (2.64) e (2.66), e que resultam nas equações de 

DKP (2.65)e (2.67) para os campos ip e ip. 

2.3 Caso escalar. Campo Externo 

A interação eletromagnética na teoria de DKP é introduzida seguindo o procedi- 

mento de acoplamento mínimo, assim, se tem 

d^xl) V^'4) = - ieAfj.il) (2.90) 
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dfj,ip -> + ieA^ip (2.91) 

que introduzido na Lagrangiana (2.1) resulta em 

£ = Co + Cint = ^ {tpp^Vfj,'ip - Vl^ípp^ip) + rmptp 

1 _ _ _ _ 
= 2 ~ 9f,'tpPi^Í’) + - ieipp^ipAf,. 

A seguir, procedemos a análise de vínculos da nova Lagrangiana. Como 

primeiro passo calculamos os momentos canônicos 

7T = 7f = (2.93) 

que neste caso coincidem com aqueles do caso livre. No entanto, o Hamiltoniano 

canônico é dado pela expressão 

'^ = ~\ {'^í^kdk'tp - dk^ppktp) - m'iljrp + iei^Pf^ipAf,. (2.94) 

2.3.1 Forma Matricial 

Como no caso escalar livre, as representações das matrizes são de 5 x 5, por- 

tanto, o campo xp é um vetor coluna de 5 x 1 e ^ é um vetor fila de 1 x 5. O 

conjunto de coordenadas e impulsos canônicos é denotado por 

q = {r,^} (2.95) 

P = {7Ta,^a} (2.96) 

em que a = 1,2,..., 5. Com isso, os impulsos canônicos (2.93) podem ser escritos 

em forma explícita como 

7Ta = = 2 iM)a (2.97) 
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oem que obtemos o seguinte conjunto de vínculos primários 

= TTa + ^ «0, ~ ^ ^ ^ (2-98) 

que denotamos como 

9as{6,X} (2.99) 

e vemos que existem 10 vínculos. A presença desses vínculos primários na teo- 

ria implica em definir um outro Hamiltoniano chamado de Hamiltoniano 

primário por incluir esses vínculos, e é dado por 

7^(1) = n + eaX^^ + Têa (2.100) 

= {'fpPkdktp - dki>Pkfp) - rmijxp -f -I- 0aA“ + Ã“0a 

em que A“,Ã” são os coeficientes de Lagrange que agrupamos como 

A^ = {A“,r} (2.101) 

sendo que A“ é uma matriz 5 x 1 e A”^ uma matriz 1x5. 

Em seguida calculamos os parênteses de Poisson entre todos os vínculos primários, 

assim temos 

{0a(x'),06(x")}ps = -{^6(x"),^a(x')}pp =í(/34)fca<^(x'-x") 

{da (x') , 9b (x")}pp = {da (x") ,06 (x')}pp = 0 (2.102) 

a matriz formada por esses parênteses, Cab = \\{^a^^b)pb\\ (ver (2.50 )), tem 

posto igual a 4 e é singular, isto quer dizer que é possível conhecer somente 4 

coeficientes de Lagrange A^ e, portanto, existem mais vínculos na teoria. Para 
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obter esses novos vínculos é preciso impor a preservação dos vínculos primários 

no tempo, ou seja, aplicar a condição de estabilidade que é dada por 

6a (x') = {6a (x'), - mi; + + i (XPa)^ ^ 0 

(2.103) 

Õa (x') = {^o (x'), PS = iPkdki^ + mi;- ie(3f,i;A^i)^ - i (/?4A)„ 0 

(2.104) 

com sendo o Hamiltoniano construido a partir de (2.100). 

Da expressão (2.103) se obtém a seguinte equação para \a 

* = (dki;l3k + iei;pf,A^ - = {Vli;pk + iei;p4A4 - mi^)^ (2.105) 

multiplicando esta última expressão pela direita por /?4 se tem 

* P/^4)a = [{'^ki^Pk - mi;) Pi + ze^^^A4]^ (2.106) 

que, segundo a forma de /3| dada em (1.29), permite concluir que somente 2 

coeficientes de Lagrange podem ser calculados, para os valores de a = 1,5. Por 

outro lado, o projetor (1 — ^|) consegue separar de (2.105) 3 vínculos secundários, 

ou seja,^ 

= a = 2,3,4. (2.107) 

O mesmo procedimento pode ser aplicado para a outra condição de estabili- 

dade (2.104), se obtendo 

* (AA)„ = iPkdki^ - ieppi;Afj, + mi;)^ = {Pk^^ki^ - iepii;Ai -1- mi;)^ (2.108) 

^Aqui temos usado a relação Pi (l - /3|) = 0. 
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logo ao multiplicar /?4 pela esquerda se tem 

* ^ {PkDk-tp + rm!}) - iePlipA^ (2.109) 

e novamente concluímos que só 2 coeficientes de Lagrange podem ser obtidos, 

para valores de a = 1,5. Os 3 vínculos secundários que resultam em aplicar o 

projetor (1 — /5|) sobre (2.108) são 

[(l-/?J)(AI>k^ + mV-)]„. « = 2,3,4. (2.110) 

O conjunto de todos os vínculos primários e secundários é denotado por 

QA = {0aA.ef\ef'^] (2.111) 

em que A = 1,2,..., 16 e í = 1,2,3. Para verificar a possibilidade de se ter ou 

não mais vínculos na teoria aplicamos a condição de estabilidade sobre os vínculos 

secundários usando o Hamiltoniano obtido a partir da densidade dada em 

(2.100), ou seja 

èx (2.112) 

Não é difícil verificar que isto nos leva a resultados do tipo 0 = 0, o que 

implica que não se tem mais vínculos na teoria. 

Para proceder a classificação de vínculos é preciso conhecer os PB entre todos 

os vínculos 0^. Parte deles já foi calculado em (2.102), enquanto que os outros 

PB são dados por 

{^a(x'),^f^(x")}^^ = -[(l-/?|)(/?fcafc-ieAfc + m)].^á(x'-x") 

(2.113) 

{^a (x') (^'0 = - [Wkdk + ieAk - m) (1 - 01)].^ 5 (x' - x") 

(2.114) 
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com os outros PB sendo iguais a zero. A matriz formada por esses PB Cab = 

||{0A, ©b}psII ) tem posto 16 e é não singular. Com isto todos os coeficientes de 

Lagrange podem ser calculados. Podemos concluir que o conjunto de vínculos 

(2.111) é de 2^ classe. 

Prosseguindo, calcularemos as equações de movimento para o campo ^ e 

Para ■0 

0 (x') = (x'), = J(x) (x') 

(2.115) 

usando o fato que 0= id^xp, e multiplicando a equação acima por pela direita, 

se tem 

- "7.0 = 0 (2.116) 

onde temos usado a equação (2.105). 

Da mesma forma, procedemos para obter a equação de movimento para o 

campo 0, 

f (x') = {r(x'),ff<'>}pB = jcíVW“(x'),«ax)}ppA''(x) = A'‘(x') 

(2.117) 

multiplicando P4 pelo lado esquerdo da equação e substituindo (/?4A)“ de (2.108), 

obtemos a equação de movimento do campo DKP minimamente acoplado a um 

campo eletromagnético externo. 

(duVfj.xp + mxj} = 0. (2.118) 



3. Condensação de Bose-Einstein 

A Condensação de Bose-Einstein (CBE) [32, 33] é um fenômeno que foi longa- 

mente associado ao estudo do Hélio líquido (misturas de ‘‘He e ^He-‘‘He). No 

entanto, pesquisas recentes vinculam a CBE com uma série de áreas da física 

moderna [34]: na termodinâmica a CBE aparece como uma transição de fase de 

um gás a um novo estado da matéria [35], na mecânica quântica a CBE é tratada 

como uma coerência de onda-matéria [36] que aparece ao se sobrepor às ondas de 

de-Broglie dos átomos [37]; a estatística quântica explica a CBE como algo mais 

do que um átomo distribuído numa cela do espaço de fase, na Teoria Quântica 

das armadilhas atômicas [38] vários átomos condensam no estado fundamental 

da armadilha e na Teoria Quântica de Campos (TQC) a CBE está, geralmente, 

vinculada a quebra espontânea de simetria [26]- [40] 

Na Teoria Quântica de Campos à Temperatura Finita o campo escalar car- 

regado é usado para estudar as propriedades termodinâmicas dos sistemas físicos 

compostos por partículas bosônicas de spin 0. No entanto, à temperatura zero 

existe uma alternativa não só para o estudo das propriedades de campos escalares 

complexos, mas também para campos vetoriais complexos. Tal método alterna- 

tivo é conhecido como a teoria de DKP massiva. 

A temperatura zero, uma questão importante no que diz respeito a teoria 
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DKP é a sua equivalência ou não, dos seus setores de spin 0 e spin 1, com as 

teorias baseadas nas equações de KGF e Proca, respectivamente. No começo 

dos anos 50 o problema da equivalência foi talvez o principal motivo para o 

abandono da teoria DKP em favor das teorias convencionais de KGF e Proca. 

Contudo, no início dos anos 70 o problema da equivalência começa a ser estudado 

de forma mais detalhada para diferentes situações envolvendo quebra espontânea 

de simetria e processos com hádrons, mostrando que em alguns casos a teoria de 

DKP poderia dar resultados diferentes, cujo problema até agora não foi resolvido 

na sua totalidade. 

Como mencionamos anteriormente, todos os estudos relacionados à teoria 

DKP foram feitos à temperatura zero. O nosso interesse, agora, é o estudo 

da termodinâmica e a condensação de Bose-Einstein para partículas massivas 

carregadas usando a teoria de DKP. 

3.1 A Função de Partição 

A Função de Partição (FP) é definida através da matriz densidade p [41] 

Z = IVp - ^ (3.1) 
71 

em que (") está para indicar que temos operadores, P = 1/T, sendo T a tem- 

peratura, p, o potencial químico^ e N o número de partículas no sistema. E a 

partir da FP que as diferentes grandezas termodinâmicas podem ser calculadas. A 

maneira de exemplo, vejamos como obter as distribuições de Fermi-Dirac e Bose- 

Einstein a partir da FP (3.1). Segundo relações da termodinâmica a distribuição 

^No caso de partículas sem carga teríamos /i = 0. Já para partículas com carga positiva 

teríamos e para partículas com carga negativa —fj,. 



Capítulo 3. Condensação de Bose-Einstein 38 

do número de partículas N em relação a temperatura {3 é dada por 

lain 

(3 dn 

em seguida, introduzimos uma base completa de estados |n) tal que 

(3.2) 

H\n) — E \n) —u\n), N\n) =n |n), (3.3) 

uma vez que o Hamiltoniano pode sempre ser escolhido como H = uN, temos 

que a relação (3.1) passa a ser 

Z = ^ (n| \n) = ^ (3.4) 
n n 

segundo o tipo de partículas a ser considerado, a soma (3.4) tem um resultado 

diferente. 

No caso de Férmions devemos levar em conta o princípio de exclusão de Pauli, 

de modo que os valores para n são: n = 0,1, assim, a FP para Férmions {Zp) é 

dada por 

= l + (3.5) 

No caso de Bósons não existe tal restrição para o número total de partículas 

que podem estar num mesmo estado, assim, n pode tomar todos os valores inteiros 

possíveis n = 1,2,... , desse modo, temos para a FP bosônica (Zp) 

Zb = 1 + + ... = (1 - ^. 

Aplicando a relação (3.2) temos 

Np = 

Nb = 

1 
g/3(o;-/i) _|_ I ’ 

1 

(3.6) 

g/3(o)-/i) _ I' 

(3.7) 

(3.8) 
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Dessas últimas distribuições vemos que no caso dos férmions o potencial 

químico não tem restrições, sendo possível, também, o valor fx = u. No caso 

dos bósons temos que // só pode ter o valor \fj,\ < u. 

Fazemos agora uma análise da FP na TQC para o caso de partículas bosônicas 

e usamos para ela uma representação via integração funcional. Vamos supor que 

exista uma base completa de estados \(l)a), com propriedades bem definidas no 

espaço de Fock, então, é possível obter uma representação funcional para o Traço 

e podemos reescrever a equação (3.1) como 

Z = = J {(f>a\\(f>a) , (3.9) 

em que a soma é sobre todos os estados possíveis |0a) e a operação do Traço 

implica que devemos integrar sobre todos os campos 4>a- Esta última expressão é 

muito similar a amplitude de transição estudada em TQC quando é usada a in- 

tegração funcional. No entanto, algumas diferenças fundamentais devem ser con- 

sideradas quando a integração é feita em TQC à Temperatura Finita. Primeiro, 

os limites da integração estão restritos sobre a variável temporal sendo que ela 

só pode ter valores no intervalo [0,P]. Por outro lado, a métrica^ aqui adotada 

permite uma identificação direta com os métodos funcionais usados em TQC à 

Temperatura zero e nos leva a seguinte forma para a FP 

periódico 

X>0a exp IJ d^X {iTTad^Cpa ~ H {iTa, (pa) + /W (tTq, (pa 5 

(3.10) 

^Estamos identificando a variável r com /?. 
^Com a métrica usual teríamos que adotar o Formalismo de Tempo Imaginário e fazer em 

seguida a substituição t —> it. 
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sendo H a densidade Hamiltoniana e Aí o número de partículas respectivamente. 

E a notação 

(3.11) 

Notemos que a integração sobre os momentos tTo não tem restrições, tanto que 

os campos 4>a estão sujeitos as condições de periodicidade 

0a (X, 0) = (^a (X,/?) , (3.12) 

sendo esta última condição uma conseqüência das propriedades do Traço. 

No caso especial em que o Hamiltoniano só tem dependência quadrática nos 

momentos tTo é sempre possível realizar a integração em V^a, uma vez que nesse 

caso temos integrais gaussianas. No entanto, aparece uma constante com de- 

pendência na temperatura N (/?) que dá uma contribuição adicional a FP. 

Devido à condição (3.12), é sempre possível decompor o campo 0(x, r) em 

série de Fourier, assim, 

4’<‘ M = K.P)(3.13) 

com Un = 27rn//3. Usando a seguinte definição da função 5nn' 

5nn' = ], f ^ (3.I4) 
P JQ 

podemos obter a transformada de Fourier do campo 0(x, r) 

dr J d^y.4>a (x, r) . (3.15) 

Não é difícil ver que essas expressões podem ser deduzidas da TQC à T = 0 

se fizermos as seguintes substituições 

A)4 üün - 27m//?, (3.16) 
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(3.17) 

(3.18) 

Agora analisaremos o caso específico de um campo carregado, com n ^ 0, 

usando a teoria de DKP. Como mostrada, na seção 2.1.2, a teoria tem vínculos 

de segunda classe que devem ser considerados no momento de escrever a repre- 

sentação funcional para a FP. Assim, ela tem a seguinte forma 

matriz formada pelos PB desses vínculos, que no caso, tem como determinante 

uma quantidade que não depende dos campos (e não depende de (3) podendo ser 

absorvida na constante de normalização; TÍq é a densidade Hamiltoniana dada em 

(2.4); = ijo é a corrente conservada definida em (1.21) e N (/3) é uma constante 

de regularização"^. Explicitamente, os vínculos (5 (&a) podem ser escritos como 

Zo{n,p) = N{^ VrDnVxpV-ipS{eA){detCABf^x 

exp {iTrô^ip + ^4^^% — Ho + fxj°) , (3.19) 

onde são todos os vínculos de segunda classe dados por (2.60); Cab é a 

[{dkil^í3k - rmjj) (l - /3|)] . (3.20) 

Se usarmos a álgebra de DKP é possível mostrar que 

{1 - Pl) = {1-Pi) Pkdk^p, 

d^rpP^ {1- Pl) = dki^Pk (l - PT) , 

■*Esta constante é usada também por Bernard [27] para retirar os infinitos da teoria. 

(3.21) 

(3.22) 



Capítulo 3. Condensação de Bose-Einstein 42 

assim, os vínculos presentes em (3.20) podem ser escritos em forma covariante. 

Levando isso em consideração e com ajuda das funções ó realizamos a integração 

funcional nos momentos canônicos, obtendo 

Zo = N ip) [ V^Vi^ô [(1 - Pl) iP^d^xP + mxP)] S~[{d^xPP^ - (l - Pj)] 
Jp 

exp |y \ I. (3.23) 

ressaltamos que os campos tp, xp estão sujeitos as mesmas condições de periodici- 

dade (3.12). Em seguida, realizamos uma integração por partes no exponente de 

(3.23) e exponenciamos as funções ô, com isto obtemos 

Zo{fi,P) = N{P) l VxpVxpVCVC exp | J dPx {P^d^ + m-\- nP^) xp 

+ {d^xpp^ - mxp) {l-Pl)C + C{l- Pl) {P^d^i> + mxp)]} , 

(3.24) 

na exponencial separamos do lado esquerdo o campo xp realizando, novamente, 

uma integração por partes para o termo [d^xpPf^ — mxjP) (1 — Pl) C, e reescrevemos 

a última expressão como 

Zo (/X, P) = N iP) J VxpVxpVCVC exp dPx\^ ((/?^a^ + m + ixp^) xp 

- iP^^d^ + m) (1 - Pl) C)+C{1- Pl) {PM + mxP)]} . 

(3.25) 

Agora, é possível realizar a integração funcional em xp 

Zo{ix,P) = N{P) j VxpVCVCe^^^j dPxC{l-Pl){P^,d^xP^-mxP)^ 

à + M/^4) ^ - {P^id^ + m) (1 - Pl) C] , (3.26) 
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usando propriedades da função <5: 

com A e B sendo operadores diferenciais matriciais. Após, a integração funcional 

em ip temos 

det(^^a^ + m + /i/54)^°’ 

em que Iq é dado por 

h = J VCVC exp I j d^xC (1 - 0i) + m) X 

+ m + iPfid^ + m) (l - Pj) C] . (3.29) 

Usando a álgebra de DKP é possível simplificar o exponente de Iq (/í, P) que passa 

a ser 

J VCVC exp IJ d^^xmC (l - c|. (3.30) 

Como o nosso objetivo é o estudo da condensação, todos os cálculos de nossas 

integrais devem ser realizados no espaço dos momentos. Para isto devemos ex- 

pressar os campos C, C em séries de Fourier, de forma semelhante a (3.13), assim 

teremos 

= ^E/ (3.31) 

C(x,t) = \Y.Í (3-32) 

substituindo em (3.30) se obtém 

n p 
(3.33) 
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em que usamos as definições das seguintes funções 5 

P Jo 

tomando o logaritmo® de (3.33) chegamos a® 

ln/o = —^ Indetm (l —/5|) 
(2rf 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

vemos que apesar de ser uma quantidade infinita ela não tem dependência da 

temperatura P e, portanto, não tem contribuição termodinâmica. 

Com este resultado podemos escrever (3.28) como 

Zo (/i, P) = N iP) j exp | j {p^d^ + m + /í/54) V’} , (3.37) 

periódico 

novamente expressamos os campos ■0,^’ segundo (3.13) como 

V-(x,r) = + (3-38) 
P „ ^ (27t) 

?(x,t) = + (3.39) 
P „ ^ (27t) 

os campos independem de (un,p) e no estado n = 0, p = 0 são difer- 

entes de zero, possibilitando o conglomerado de partículas bosônicas. Em outras 

palavras, os campos i/jq, 'ipQ caracterizam o comportamento infravermelho do sis- 

tema levando à condensação de Bose-Einstein. 

^Como sabemos a quantidade que apresenta interesse físico é InZo, a partir da qual são 

calculadas as diferentes grandezas termodinâmicas. 

®Nota-se que a inclusão do volume V é devido à preservação da dimensionalidade. 
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Introduzindo (3.38), (3.39) em (3.37) chegamos a 

Zo{fJ-,P) = N (P) J Dil;D'ijjexip{pV'tl}Q{fj,p^ + m)'ipo+ 

periódico periódico 

n p 

em que a matriz A é dada por 

A = {ipkPk + /?4 - ip) + m), (3.41) 

em que usamos novamente as funções (3.34), (3.35). Tomando o logaritmo desta 

última expressão temos 

O cálculo de Zq deve ser feito para cada um dos setores da teoria DKP usando 

uma representação específica das matrizes 

3.2 Caso Escalar. Spin 0 

Agora, analisaremos as implicâncias que o resultado (3.42) traz no caso de partículas 

de spin 0. Usaremos para isso as representações das matrizes dadas em (1.28). 

In Zq (/r, P) = \nN {P) + PV^^Q {p,Pi -\-m) ij)Q - Ví In det A, (3.42) 

n J (27t) 

nesta última relação é possível identificar a contribuição do modo zero como 

^zero = PVijjQ {p.pA + m) V^o- (3.43) 



Capítulo 3. Condensação de Bose-Einstein 46 

Assim, 

/ 

A = 

m 

iPí 

ÍP2 

ÍP3 

ipi ÍP2 ÍP3 UJn-Íp>^ 

m 0 0 

0 m 0 

0 0 m 

y - {Un - ip) 0 0 0 

cujo determinante resulta ser 

0 

0 

0 

m 

(3.44) 

det A — m^ (a;^ + (a;„ — ip)'^) , 

em que denotamos 

2 2 1 2 
cj — p + m , 

e tomando o logaritmo de (3.45), obtemos 

In det A = 3 In m + In (a;^ + {ujn — ip)^), 

(3.46) 

(3.46) 

(3.47) 

O segundo termo pode ser transformado com o auxílio de (3.16): Un = em 

1 1 
In det A = 3 In m + - In + {un — p) ) + - In {uP' + {un + /i) ), (3.48) 

como o cálculo do terceiro termo em (3.42) é feito sobre uma soma, é preciso fazer 

uso da seguinte fórmula [45] 

oo / 2 \ 

In \ n^ = 2c + 2 In (l — , (3.49) 

da qual obtemos 

°° /9^\ °° 
^ ln(o;2 + u;^) =/?o; + 21n(l+21n f — j ^ 

n=—oo \ ^ / n=—oc 
(3.50) 
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esta última pode ser facilmente generalizada para o cálculo de (3.48) fazendo 

Assim temos 

(3.51) 

cujo último termo é uma quantidade infinita, contudo, ela não tem dependência 

da temperatura (3 e pode ser omitido por não apresentar interesse termodinâmico. 

Substituindo (3.51) em (3.42) se tem 

lnZo(/x,/?) = lniV(/3) + 2yin^J] /^ + ^y^o(/^^4 + m)^o 

-y [ [l3uj + In (1 - + In (1 - e-(‘^+'^)^)] , 
J (27t) 

(3.52) 

este resultado mostra explicitamente a existência de partículas com cargas opostas: 

partículas (+^) e anti-partículas (—/i). A constante N (P) é ajustada a fim de 

cancelar o termo divergente 

lnN{0) = -2Vlnl3'^j(3.53) 

Notamos então que é justificada a inclusão da constante N (/3) na definição 

da FP. O termo proporcional a resulta na energia do vácuo que, como era de 

se esperar, aparece quando a integração funcional é usada^. Temos finalmente 

\nZo{fi,P) = pVil}Q{nPi + m)'ipo 

^Esta energia do vácuo desaparece quando usamos o ordenamento normal dos operadores 

de criação e aniquilação no formalismo canônico. Já na integração funcional este ordenamento 

normal não acontece. 
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-V j [/3a> + In (1 - + In (l - , 

(3.54) 

que coincide com o resultado obtido quando é usada a teoria de KGF [26], [27]. 

3.2.1 O Modo zero 

Analisaremos agora a contribuição que se obtém do primeiro termo em (3.54). 

Como já mencionamos em (3.38) e (3.39) dependem de (o;„,p), por- 

tanto, a equação de DKP para estes no espaço dos momentos se reduz a 

(/x/34 + m)ÍJo = 0, (3.55) 

que é um sistema de equações homogêneas e tem solução desde que seja satisfeita 

a relação 

det (iJ,P4 + m) = 0, (3.56) 

o que implica em 

/i = ±m, (3.57) 

O próximo passo é calculax o vetor Tpo, supondo que ele tenha a seguinte forma 

ipo 

a \ 

Cl 

C2 

C3 

b 

(3.58) 

é possível resolver a equação (3.55), obtendo 

^ , im , lu 
Cj = 0, 0 = a ou 0 = a, 

/i m 
(3.59) 
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assim, temos a contribuição do modo zero, Z^ero dada por (3.43), é 

^zero = {(? - m^) C", (3.60) 

em que é um parâmetro real arbitrário. A expressão completa para a 

função de partição no caso escalar é dada por 

In Zq (/X, P) PV (lí^ - rrP) (p 

■'" / 7^ J {2n) 

(3.61) 

esta expressão reproduz a função de partição para partículas escalares carregadas, 

já antes obtida em [26]. Por outro lado, a integral que aparece em (3.61) é 

convergente somente para o caso [/.il < m, que é na verdade uma restrição sobre 

o potencial químico no caso de partículas bosónicas®. O parâmetro C que aparece 

no resultado final para a função de partição é um parâmetro livre que em princípio 

está relacionado com a carga das partículas condensadas. 

Para um P e fixos temos que In Zq tem um extremo com relação à variação 

do parâmetro livre C, ou seja 

^ = 2/51/ {,? - m") C = 0. (3.62) 

analisando este último resultado vemos que para /i^m temos C = 0) isto implica 

que a contribuição do modo zero para Zzero é nula. Já quando fi = mo parâmetro 

C não é determinado pelo princípio variacional (3.62) e uma outra análise deve 

ser adotada para o seu cálculo. 

®Veja-se o comentário após (3.8). 
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3.2.2 A Condensação de Bose-Einstein 

Para finalizar, damos algumas propriedades da CBE no caso de um gás Bosônico 

relativístico. Como já mencionamos antes no caso em que |/^| < m, a contribuição 

do modo zero é nula, portanto, a densidade de carga é definida da maneira usual 

como 

- Jl. _ f ( 1 1 
^ PV \ d/j, ) J (27t)^ — 1 — 1 

quantidade esta positiva definida, seja no caso de termos partículas (// > 0) ou 

antipartículas (/x < 0). Na verdade a relação (3.63) permite conhecer /x através 

de p e T. Numa certa temperatura, chamada de temperatura crítica Tc, as 

partículas começam a passar para um estado com p = 0, mas se a temperatura 

seguir caindo pode acontecer o fato de todas as partículas estarem naquele estado 

formando um condensado. Em termos do potencial químico /x todas as partículas 

estão fora do condensado quando \fx\ < m, mas quando a temperatura cair até 

Tc pode-se chegar ao valor |/x| = m; neste caso as partículas começam a passar 

para o estado de condensação. Assim, na região T >Tc ^ m podemos escrever 

I/-I ImT^, (3.64) 

mas quando o potencial químico alcançar |p| = m e a temperatura seguir caindo 

abaixo de Tc, a densidade de carga estaria dada por 

1 f d\nZ\ . . /o 
=Po + P (Ap = m), (3.65) 

em que po = é a contrtibuição do condensado, ou seja, representa a quan- 

tidade de partículas que já passaram ao estado com p = 0 (Modo zero), em que 

p* representa a quantidade de partículas que ainda não passaram para o estado 

de condensação, e no caso, seriam excitações térmicas. 



Capítulo 3. Condensação de Bose-Einstein 51 

À temperatura crítica Tc, em que a CBE ocorre e que corresponde ao valor 

\jj,\ = m, pode ser determinada implicitamente pela equação 

P = P* {Pc, P^rn), (3.66) 

o que implica em 

(3.67) 

Para temperaturas T < Tc, (3.65) é uma equação para a densidade de carga 

p — Pq no caso de p 7^ 0, ou seja 

P- (3.68) 

dessa forma a densidade de carga no estado fundamental p = 0, é dado por 

Po = P (3.69) 

A expressão (3.67) nos permite conhecer a condição necessária para que quais- 

quer gás ideal bosônico de massa m condense a temperaturas relativísticas, ou 

seja quando p^ m^. 

3.3 Caso Vetorial. Spin 1. 

o setor vetorial (spin 1) da teoria de DKP será analisada a seguir. Para isso 

usamos a representação 10 x 10 dada em (1.30). A matriz A (3.41) neste caso 



Capítulo 3. Condensação de Bose-Einstein 52 

resulta ser 

A 

m 0 0 0 0 

0 m 0 0 0 

0 0 m 0 0 

0 0 0 m 0 

0 0 0 0 m 

0 0 0 0 0 

-íj'„ 0 0 0 ÍP3 

0 0 -ips 0 

0 0 ip2 -ipi 

^ -ipi -ip2 -ipz 0 0 

0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 ipz 

m —ip2 

—ip2 rn 

ipi 0 

0 0 

0 0 

0 0 —ipí ^ 

U'r, 0 -ÍP2 

0 -ipz 

-ipz Íp2 0 

0 —ipi 0 

ipi 0 0 

0 0 0 

m 0 0 

0 m 0 

0 0 m y 

(3.70) 

em que u>^ = cUn — ip- Assim, o determinante é dado por 

det A = rrA + (o;„ — ip)^)^ , (3-71) 

sendo que + w?. Tomando o logaritmo de (3.71) se tem 

In det A = 4 In m + 3 In {uP' + (o;„ — ip)^), (3.72) 

seguindo as mesmas motivações que em (3.48) escrevemos também 

3 3 
In det A = 4 In m + - In {uP + (a;„ — p)^) + In {uP + (a;^ + //)^) . (3.73) 

Como a expressão para a função de partição Zq contém uma soma para o 

termo (3.73), devemos fazer uso das relações (3.49) e (3.50). Assim, após algumas 

operações temos 
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—61n/?y^ f + (4 In m + 6 In 27t) í f ■ 
{2wf '^J (2^f 

Notemos primeiro que o último termo é divergente, mas não depende da tem- 

peratura e, por tanto, não tem interesse termodinâmico o que permite escrever a 

função de partição Zq (3.42) como 

InZo = lniV(/3) +Wo(Aí/^4 + m)^o + 61n/?y] 

(3.74) 

similarmente, como no caso escalar, devemos escolher a constante N(P) de modo 

tal que cancele o terceiro termo infinito na FP, então, temos 

In JV (/?) = -6 In /? Ç y (3.75) 

Finalmente, a FP para o caso de partículas vetoriais carregadas é dada por 

In Zq = PVipQ (///?4 -I- m) rpo 

-3V j [uP -Kln (1 - + In (l - , 

(3.76) 

cujo primeiro termo desta expressão representa a contribuição do modo zero, 

Zzero) a FP- A diferença com (3.54) esta no fator 3 que aparece em (3.76), que 

está relacionado ao número de graus de liberdade de um campo vetorial massivo. 

3.3.1 O Modo zero 

Em forma análoga à realizada para o caso escalar, procedemos o estudo do modo 

zero da FP dado pelo primeiro têrmo em (3.76). Devemos lembrar que ^0 (^0) 
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não dependem de (a;„, p) portanto, a equação que elas satisfazem é dada por 

(///?4 + m) = 0. (3.77) 

Esta equação tem soluções não triviais no caso em que o determinante seja 

igual a zero, isto é, que o potencial químico satisfaça a mesma condição que se 

tem em (3.57). 

A seguir, calculamos a solução '0o, supondo que ela deve ter a seguinte forma 

‘ c, ^ 

C2 

C3 

C4 

Cs 

Ce 

C7 

Cs 

Cg 

V Cio ) 

Levando em conta a representação (1.30) para podemos resolver a equação 

(3.77) e , assim, obtemos 

im im im , . 
Cl = —C7, C2 = —Cs, C3 = —Cg, C4 — C5 — Ce — Cio — 0, (3.79) 

IX \l [I 

com isto, a contribuição do modo zero para /i ^ m, no caso vetorial é dado por 

^zero = /51^0o + m) 0o = ~ (^1 + ^2 + Cs) > (3-80) 

00 = (3.78) 

m m m 

n- 

onde 

(3.81) 
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A FP total que considera o modo zero, íinalmente, é 

InZ„ = /3K(/-m^)(ff + í| + í|) 

-wj 
(27t)^ 

[w/? + In (1 - + In (1 - , 

(3.82) 

desta última expressão não é difícil concluir que cada um dos graus de liberdade 

presentes tem uma contribuição idêntica numa temperatura crítica. 



4. Equivalência 

4.1 Prova da Equivalência 

A equivalência das teorias DKP e KGF tem sido estudada e questionada por 

muitos anos, no entanto trabalhos recentes [9] mostram que à temperatura zero 

as duas teorias coincidem. Vale lembrar que a prova foi realizada para os ele- 

mentos da matriz S, na camada de massa, para partículas escalares carregadas 

interagindo com um campo EM quantizado e campos de Yang Mills, assim como, 

para a função de Green com fótons externos fora da camada de massa. O nosso 

objetivo é mostrar que a equivalência é mantida inclusive quando se tem efeitos 

de temperatura, ou seja, à temperatura diferente de zero. Para isso usamos os 

métodos da integração funcional na Teoria Quântica de Campos à Temperatura 

Finita para escrever a FP no cálculo da função de Green na teoria DKP, em 

seguida, usando a forma física fazemos a integração nas componentes do campo, 

o que nos permite obter a função de Green para o campo de KGF. 

A FP para a teoria DKP na presença de fontes é dada por 

(4.1) 
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onde a FP é escrita num certo a-gauge. Aqui usamos também a notação (3.11), 

além disso, devido à presença do potencial químico se tem 

= d*^ip - ieA^, dl = Õ4 + /x, (4.2) 

e Zq é definida como 

Zo = Zdkp[0,0,0]. (4.3) 

Os campos DKP ^ e o campo EM à temperatura diferente de zero, re- 

sultam ser periódicos como em (3.12), restringindo os nossos limites de integração 

^ (x, 0) = ijj (x, (3), V' (x, 0) = ^0 (x, (3), (x, 0) = A^ (x, ^). (4.4) 

Para calcular a integral (4.1)^, agrupamos de forma conveniente a parte ex- 

ponencial 

Zdkp = Zq l DA^DtpDxjj exp | J d^x j^0 4- m) 0 -|- J) + 

+—(5;xA^)^ + -I-I, (4.5) 

e em seguida integramos em 0 

Zdkp — Zq Í DAnD'ij)5 ((/3^X>^ -f m) 0 -t- J) x 
J0 

exp (i^^ ^ + ■^V>) I. 

(4.6) 

usando as propriedades da função 5, semelhantes a (3.27), 

á((/?„»„ + m) ^ + J) = (i, + + m)-‘ J), (4.7) 

^Daqui em diante não escreveremos de forma explícita as fontes na FP, ou seja, 

Zdkp[J,J,Jií] = Zdkp- 
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obtemos para (4.6), após a integração em tp, a expressão 

Zdkp = Zo/Byl„(det(/i„I5,. + m)r‘exp|/<i‘x(^ÍF^ + ^(a„yl„)" 

+ I exp |- y éxéyj (x) + m)"‘ í* (x - y) J (!/)|, 

(4.8) 

(4.9) 

este resultado permite concluir que 

S (x, y, A) = + m)“^ (x - y), 

é a função de Green do campo DKP num campo externo (a;). 

Usando propriedades para o determinante de uma matriz podemos escrever a 

seguinte relação^ 

det + m)~^ = det S {x, y, A) = exp {Tr In S {x, y, A)} , (4.10) 

levando isto em consideração temos para (4.8) 

Zdkp = DA^ exp | J éx ^ (d^A^)^ + J^A^ 

+ Tr InS (x, V, ^)) | exp í^- j éxéyj (x) S {x, y, .4) J (y)| 

(4.11) 

Na teoria de perturbações o termo no exponente proporcional ao Trln S (x, y, A) 

considera todas os diagramas do vácuo. Vejamos de forma mas detalhada o termo 

(4.10) e para isto, usamos a forma física do campo DKP (2.5), (2.7) 

det S {x, y,A) = J DtpDip*DipkDcplDip^Dip^ exp I y ^ ^*kT>k(p - 

- v?*X>4<^4 - + mVV - ^k^k + } , 

(4.12) 

^Lembremos que para qualquer matriz C se tem: (det C) ^ = det C ^. 
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primeiro, integramos a última expressão nos campos e í/?4, obtemos 

det S {x, y,A) = j D(pDíp*DípkDipl exp | J d^x {(flT>k(p - - (p*T>kípk 

+ mVV - } , 

finalmente, após a integração nos campos ípl e ípk se tem para (4.10) 

det S (x, y,A) = j DípD(p* exp | J d^xip* (—+ rn?) 

(4.13) 

det + rrí^) 
= det G {x, y, A), (4.14) 

onde 

G (x, y, A) = + m^)~^ S'^ {x-y), (4.15) 

é a função de Green do campo de KGF em presença de um campo externo 

Assim, pode-se concluir das equações (4.12)-(4.15) que a função de Green para o 

fóton é idêntica nas teorias de DKP e KGF. 

4.2 Polarização do Vácuo 

Seguindo os métodos de QED escalar à temperatura zero para a teoria de KGF, 

é possível obter uma expressão para o tensor da polarização do vácuo a 

T 7^ 0, desde que usemos a prescrição antes mencionada em (3.16)-(3.18). Com 

isto temos que à Temperatura Finita o tensor a um loop, é dado por 

n KGF {k) = 
{2p + k)^ {2p + fe)„ ^ 1 

(p^ -f m^) ((p -|- k)^ + m?) {p^ + ?^^) J ’ 

(4.16) 
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onde = p\-\- p^, p4 = 21:71/P, —00 < n < 00. O termo proporcional a ô^i, é 

importante para provar que o tensor 11^*^^ é transversal, ou seja, que se cumpra 

= 0, (4.17) 

no entanto, este último termo não tem contribuição para após a renormal- 

ização^. 

O nosso objetivo é provar que, a um loop, o tensor de polarização do vácuo 

nas teorias de KGF e DKP coincidem também quando T 7^ 0. Usando a teoria 

de DKP fazer o cálculo de temos então 

n™'’ (k) = E Í <í"pTr/3„G (p + k) 0.G (p) (4.18) 
(27t) P „ ^ ^ ^ 

onde G{^ é propagador da teoria DKP livre, dado por (1.27). Substituindo os 

valores para o propagador, temos que (4.18) é dado por 

n DKP 
fÀU (k) = 

A 

(2i:fP 

ip {ip — m) 

‘ + m' 

(ip + ik^ (ip + ik — mj 

{p + k)^ + 
+ 1 X 

(4.19) 

e usando as propriedades do Traço (1.4), esta expressão resulta em 

(fc) = —^"õ— í 
{2i:fí5^J 

■'nu 

{{P + 

(2p + k)^ {2p + k)^  

(p^ + m^) ((p + fc)^ + m^) (p‘^ + m?) 

(4.20) 

importante também mencionar que, no formalismo Hamiltoniano, este termo seria elim- 

inado pelo ordenamento normal dos campos, eliminando as possíveis contribuições que provem 

do vácuo. 
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Não é difícil provar que os dois últimos termos proporcionais a 5^^ são iguais, 

para isto notemos que ao substituirmos p ^ (p + k) nestes termos, eles tornam-se 

idênticos um ao outro, e um fator 2 é obtido no termo proporcional a Isto 

prova que, na aproximação a um loop, as teoria de KGF e DKP coincidem quando 

T^O. 

A seguir, realizamos o cálculo do tensor de polarização à Temperatura 

Finita. Sabemos que a T = 0, o tensor II^i, é dado por 

(k) = 7T {e) , (4.21) 

onde 7T (k^) é uma função escalar que depende de e (4.21) é tal que satisfaz a 

condição de transversalidade. Os efeitos da temperatura ocasionam uma correção 

na forma do tensor (k) que agora vai depender dos vetores A;^, sendo que 

é a velocidade do meio térmico = 1). 

A construção mais geral usando os vetores gy.v,k^i,u^ que podem ser con- 

struídos e que satisfazem a condição ky^^^v = 0, é dada por 

kfPXy {ku) kyUfj, (ku) kfjku (ku) 

k^ A;2 
+ 

A;4 

fiU' (4.22) 

e podemos ver que a contribuição a mais no tensor de polarização é dado pelo 

segundo termo em (4.22), de forma que se tem 

lim = 0, (4.23) 
p—í-OO ^ 

ou seja, este termo desaparece quando T —>• 0 (^ —+ oo). 

Introduzimos agora as seguintes quantidades 

(^) > 

(I2 — (A^) 

(4.24) 

(4.25) 
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com ajuda de (4.22) realizamos as respectivas contrações que resultam em 

dl = (fc) — 3A\ + XA2, (4.26) 

02 = (k) Uv = XAi + X‘^A2, (4.27) 

e introduzindo a notação 

desta forma, podemos expressar Ai e A2 em termos das outras quantidades 

1 - 
(kuY 

~k^ 
(4.28) 

Al — 

A2 = 

5 (“‘ “ 1“^) ’ 
(4.29) 

(4.30) 

substituindo estas últimas expressões em (4.22), teríamos para o vetor de polar- 

ização 

(k) = (a, - iaj) + (-a, + . (4.31) 

Fazemos a escolha de um referencial em reposo^, neste caso a velocidade é 

dada por 

«^ = (0,0,0,1), (4.32) 

com isto (4.26)-(4.28) passam a ser 

A=(l-|). (4.33) 

"^Neste caso, o fluxo térmico do meio esta em repouso. 

(4.34) 

(4.35) 
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Separamos de forma conveniente as quantidades Oj (z = 1,2), da seguinte 

maneira 

a^ = af + af, (4.36) 

onde af é a parte que não depende da temperatura e precisa ser renormalizada, 

enquanto, que af depende de f3. Podemos concluir que quando fizermos o limite 

P oo, ou seja, à temperatura zero, o termo que depende de P deverá ser 

cancelado 

lim af = 0, (4.37) 
P—>00 

e substituindo (4.36) em (4.31) se tem 

(k) = («f + a? - iaj - ia?) + io; 

usando os limites (4.23) e (4.37) obtemos 

2 
fj,u -a R R 

— Rl + -^d2 + tRo 

(4.38) 

a R 
2 (4.39) 

Por outro lado, o termo proporcional a no limite P oo é diferente de 

zero e deve reproduzir o tensor de polarização da teoria de campos à T = 0, 

portanto 

jim (k) = i®i„ (of - i«?) = Í4>f, (4.40) 

OU também 

lim IIuu (k) = af. 
0—KX 

(4.41) 

O cálculo das constantes Rí é feito com a ajuda da forma explícita para 11^,^ 

dada em (4.16) ou (4.20), ou seja 

=2 /• — {2p + k)‘^ 
Ri 

(p2 + 777,2) ^ /j.^2 ^2) 
(4.42) 
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Ü2 = Uuik)= í d^pY^ 
’ (27rfdJ ^4- 

(2p4 + kif 
(4.43) 

{27tY 13 J " ^ {p^ + m2) {{p + ky + m2) 

onde P4 = 2Tm/(3. 

Calculamos agora a expressão (4.42), para isto nota-se que o numerador pode 

ser escrito como 

(2p -f- fc)^ = 2 (p^ + rn?) -|- 2 ((p + k^ + rr?) — (fc^ -I- 4m^) , (4.44) 

substituindo (4.44) em (4.42) temos para Oi 

ai = 
(27t)'^/3 /-í^pEÍ 

(fc^ -I- 4m^) 

+ 
(p -f- k) + 3- 

(4.45) 
(p2 -f Tin?) ((p -f A;)^ -f- m^) j ’ 

levando em conta que os dois primeiros termos desaparecem com a renormal- 

ização, podemos escrever ai como 

[ ,, (A:^ + 4m^) 
ai = /á=pE (4.46) 

(27t)^ P J 4^ (p^ + ?7i2) ((p 4- A:)^ -|- m^) ’ 

agora, ao introduzir os parâmetros de Feynman para o denominador, segundo 

1 

= / 

dx 

(j>^ + m^){(p + k) +m?) J [(p2(1 - a:)+ i ((p + i)^+ m2)] 

(4.47) 

pode-se chegar a 

1 

Oi = —(A:^ -f 4m^) [ [ dx 
(27t)";0^ U ^dm^J 4^ 

= ^ o (k"^ + 4m^) f d^p-^-^ f dx^ 
{2Trf ^ ’ J dm? J 

 1  

(p2 -I- m?) + k‘^x (1 — x) 

 1  

P4 + p^ + -1- k“^x (1 — a;)" 

(4.48) 
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Neste momento é preciso realizar o cálculo da soma em n fazendo uso da 

seguinte fórmula 

oo+ie 

düJ 
f{u,,K)+f(-u:,K) 

g—i/9u)   . (4.49) 

-oo+ie 

onde Un = 27rn//?. Da última expressão é possível ver que somente o segundo 

termo tem dependência da temperatura (f3), isto é, a contribuição af, ou seja, a 

parte que não depende da temperatura, pode ser escrita como 

X 

oo 

/ 
düJ 

1 
4- p2 4- 77^2 _|_ (1 — x) ’ 

e se usarmos a relação 

temos 

OO 
7, 1 1 

27t J o;2 + a2 2a 

(4.50) 

(4.51) 

= (£f [p^+(1 - 

1/2’ 

(4.62) 

e o cálculo da integral em x pode ser feito usando as tábuas matemáticas, o que 

leva a 

af (/c^) - 3 ik^ + 4m^) f 
^ ^ ^ (27rf ^ ’ 2kj 

( 
d 

dm? 
2 arcsin 

V 
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(k^ + 4m^) J (f 
(p2 + {k^ + 4 (p2 + m^)) 

(4.53) 

ou também 

sendo 

d^p k^ + 4m? 

E k‘^ + AE^ 

E={p^ + m‘^f^ 

Usando a seguinte prescrição para a renormalização de af 

õf (k^) = af (A:^) - af (0) - (0) 

(4.54) 

(4.55) 

(4.56) 

temos 

ãf (e) = 
e^k^ 

IGtt^ 

OO 

/ 
Am? 

dz‘ 
(i - 

(z^ 4- fc^) 
(4.67) 

Com este resultado podemos determinar o valor da polarização do vácuo à 

temperatura zero, isto é, quando (3 ^ oo. Para isto, usamos a relação já encon- 

trada anteriormente em (4.40) 

lim Uau (k) = 
)3—>00 

1 

3 487t2 

kfj,k, 

A;2 

OO 

^->i 
4m^ 

dz‘ (- 
4m^ ^ 

3/2 

z2 [z“^ -f A;2) 

(4.58) 

cujo coeficiente af, já renormalizado, pode ser obtido com auxilio da relação 

(4.39), isto é 

OO 

õj (e) = (p) = ^ (kl - e) e I dz- 
(i - 

z2 (.2:2 
(4.59) 
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A expressão af que depende da temperatura é calculada com ajuda do segundo 

termo da relação (4.49), desta forma temos 

1 00+Í£ 

{e + 4m^) j dx^ j düi (e-‘0" - l)'‘ x <4 = 
{2i,Y 

-<x+ie 

+ k‘^x (1 — a;) 
(4.60) 



5. Conclusões 

Nesta Tese realizamos um estudo da Teoria de Campos à Temperatura Finita da 

Teoria de DKP. A abordagem via DKP apresenta algumas vantagens quando a in- 

teração é acionada, assim por exemplo, por ser uma teoria baseada numa equação 

de primeira ordem, ela não apresenta acoplamentos derivativos na interação. 

Realizamos uma análise detalhada dos vínculos da teoria DKP para os setores 

de spin 0 e spin 1. Com a estrutura de vínculos conhecida, construímos a Função 

de Partição para, em seguida, estudar a condensação de Bose-Einstein. A teoria 

DKP apresenta um modo simples de obter as contribuições do modo zero, que é 

responsável pela CBE. Os resultados que aqui obtivemos estão em concordância 

com aqueles proporcionados pelas teorias de KGF e Proca. 

Como já mencionamos anteriormente, o problema da equivalência é estudado 

à temperatura zero e as mesmas questões ainda precisam ser abordadas à temper- 

atura diferente de zero. Nesse sentido, aqui fizemos um estudo do problema para 

o caso escalar e provamos que as funções de Green nas teorias de DKP e KGF são 

equivalentes [44]. A prova é realizada usando os métodos de integração funcional. 

Um dos processos estudados à Temperatura diferente de zero é a polarização do 

vácuo, ou seja, a contribuição ao propagador do fóton que vem da sua interação 

com uma partícula escalar carregada. No nível de um loop, comprovamos que o 
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tensor de polarização calculado pelas teorias DKP e KGF são exatamente 

iguais. Aqui realizamos o cálculo do tensor de polarização, levando em conta a 

contribuição adicional devido aos efeitos da temperatura. Obtivemos a parte de- 

pendente da temperatura que resulta ser finita e não precisa de renormalização. 

Já o cálculo da parte que não depende de /3 precisa ser renormalizado e no limite 

de /3 —> oo obtemos, como deveria ser, a polarização do vácuo à temperatura 

zero, já antes obtida em [4, 29]. A generalização da prova da equivalência para o 

setor de spin 1 , ou seja, campos vetoriais massivos carregados em interação com 

o campo eletromagnético pode também ser estudada na teoria DKP, ainda que 

de maneira formal devido ao fato da teoria de Proca não ser renormalizável. 

Uma outra questão, também, interessante é a extensão da prova da equivalência 

para campos não abelianos que permitiria estudar campos do tipo de Yang-Mills 

com uma outra abordagem, no caso, a teoria DKP poderia trazer alguma in- 

formação adicional. 

Um outro cálculo a ser realizado é a do vértice P^ e o operador de massa S no 

nível de um loop, da mesma forma como a realizada em [29] à Temperatura zero, 

o que permitirá provar, através das identidade de Ward, a invariância de gauge 

da teoria DKP à Temperatura finita. 

Da mesma maneira que se obteve os resultados para a condensação de Bose- 

Einstein no trabalho [43] tanto para partículas escalares, como para partículas 

com spin 1, pode-se agora realizar um estudo adicional dos efeitos da curvatura 

na CBE quando o campo DKP é acoplado minimamente, ao espaço-tempo de 

Riemann[9]. 

Existem também outras áreas em que a teoria DKP pode ser aplicada, como, 

por exemplo, na pseudomecânica, em que variáveis grassmanianas são introduzi- 
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das no nível da mecânica clássica [46, 48] para a descrição de spin. Neste sentido, 

alguns avanços têm sido feitos para a obtenção de um modelo pseudomecânico 

para a teoria DKP, tanto para o caso massivo como para o caso não massivo 

[49, 50], respectivamente. 
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