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Resumo

Neste trabalho sao abordados aspectos da teoria das folheacoes de R?, em particular,
folheacoes definidas por formas diferenciais de grau 1. Uma folheacoes de R? pode ser
vista como a aglomeracao de superficies disjuntas duas a duas e de dimensoes um ou
dois. Quando obtida por uma unica forma diferencial de grau 1 as folhas da folheac¢ao sao
superficies de dimensoes dois.

O principal objetivo desta dissertacao é verificar condig¢oes que uma 1-forma diferencial
deve satisfazer para induzir uma folheacao de dimensao 2 de R?, o que é dado pelo Teorema,
de Frobenius. Quando uma tal 1-forma diferencial possui um tipo especial de singularidade
(chamada “centro”), a abordagem ganha relevancia, uma vez que as folhas da folheagao

induzida pela 1-forma siao difeomorfas & esfera S2.

Palavras Chave: Folheacoes, Formas Diferenciais, Campos de Planos.



Abstract

This work aims to present aspects of the theory of foliations of R3, in particular,
foliations defined by differential forms of degree 1. A foliation of R? can be viewed as the
agglomeration of two by two disjoint surfaces and of one or two dimensions. If obtained
by a single differential form of degree 1 the leaves of the foliation are surfaces of dimension
two.

The aim of this work is analyze conditions that a 1-differential forms must satisfy to
induce a foliation of the dimension 2 of R?, which is given by the Theorem Frobenius.
When the 1-differential form has a special type of singularity (called “center”), the ap-
proach has a particular relevancy, since the leaves of the foliation induced by 1-differential

form are diffeomorphic to the sphere S2.

Key Words: Foliations, Differential Form, Plane Distribution.
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Introducao

A teoria das folheagoes é um ramo de estudos recente na matematica. Seus primeiros
estudos datam de meados de 1940 com C. Ehresmann e G. Reeb, mas foi ganhando forca
na area de sistemas dinamicos, principalmente por suscitar a compreensao de problemas
relativos ao estudo das solugoes de equagoes diferenciais ordinérias holomorfas (analiticas)
no campo complexo. A ideia de folheacao corresponde a decomposi¢ao de uma variedade
na uniao de subvariedades conexas disjuntas e de mesmas dimensoes chamadas folhas.
Estas, por sua vez, se aglomeram localmente tais como as folhas de um livro fechado no
caso da dimensao ser igual a 2. Nesta dissertacao, um dos objetivos é apresentar estes
conceitos num espaco de simples visualizacao como é o caso de R3 e, fazendo uso de
resultados importantes desta teoria, mostrar a relagao existente entre folheagoes e formas
diferenciais de grau 1. Em [11] é feito um estudo anédlogo, porém para folheacoes do plano.

Mesmo em R? ou em R?, a drea de estudo voltada para folheacoes é um tema rele-
vante de pesquisa atual. O principal objetivo destas notas é o estudo de folheacoes de
dimensao 2 de R? induzidas por 1-formas diferenciais. Assim, no Capitulo 1 apresentamos
os conceitos preliminares que suportam o estudo de folheagoes tais como superficies dife-
renciaveis e campos de vetores. Abordamos também a definigao de colchete de Lie e suas
principais propriedades a fim de fundamentar os pré-requisitos necessarios a compreensao
especificamente do Teorema de Frobenius, o qual se destaca por sua importancia no nosso
contexto.

No Capitulo 2 discorremos sobre os conceitos de formas diferenciais e seus resultado
fundamentais. Podemos dizer que as formas diferenciais sao generalizagoes de expressoes
bem conhecidas como Pdx + Qdy + Rdz e Ady Ndz + Bdz AN dx + Cdx N\ dy. Estas
fungoes contendo integrandos, de linha ou de superficie, representam o trabalho feito ao se
mover um objeto ao longo de uma curva em um campo de forca ou o fluxo de um campo
vetorial através de uma superficie. Uma forma diferencial w de grau r (r-forma), definida
em um conjunto aberto do espago n-dimensional R” (r < n) (coordenadas 1, xa, ..., ,),

é uma expressao da forma
Z iy i, ... iy dajil N dxiQ ARRERA daji7~7

X1



onde os coeficientes a, sao funcoes diferencidveis definidas em R", e onde os diferenciais
dx, sao simbolos associados as coordenadas x, que sao, na verdade, funcionais lineares que
compoem a base do espaco dual (R™)", para p, v € {iy,43,...,%,} cOm 4 uma composi¢ao
de r destes elementos.

Uma regra basica ao se trabalhar com multiplicacao de funcionais e que é desenvolvida
nesse capitulo é a ideia de antissimetria: dz; A dz; = —dz; A dz; (aqui, o produto entre
eles recebe o nome de ezterior). Em particular, tem-se dz; A dz; = 0 o que faz com

que a aparéncia da matriz jacobiana da aplicacao seja simplificada: por exemplo, se

x e y sao fungoes de u e v, entao dr A dy = <8—xdu+ %dv) A (@du—i- a—xdv> =

ou ov Ju v
o(x
0= %du A dv. Em consonancia com isto as funcoes a, também sao, geralmente,
u, v
tomadas antissimétricas em seus indices, pois no exemplo acima Ady Adz+ - - - significaria

1
2Ady/\dz_2Adz/\dy+”'

Ao fim desse capitulo é discutida a diferencial exterior de uma r-forma diferenciavel.

reescreve-lo como

Apesar deste nao ser o foco do trabalho, ele é um conceito importante utilizado no capitulo
seguinte e destaca-se por sua influéncia, uma vez que resume varios teoremas do Célculo
tais como os conhecidos teoremas de Green, de Gauss, de Stokes entre outros.

Comecamos a trabalhar com folheagoes propriamente ditas no Capitulo 3. Sua definicao
(Se¢dao 3.1) pode ser encontrada de vérias maneiras segundo cada autor. Aqui conside-
ramos duas defini¢oes alternativas sendo que uma delas remete a Forma Local das Sub-
mersoes. A fim de evitar duvidas, provamos a equivaléncia entre as defini¢oes.

Uma folheacao é definida basicamente como uma familia especifica de cartas locais.
Estas cartas podem ser pensadas como sendo uma retificacao local da folheagao, seme-
lhante ao Teorema do Fluxo Tubular (caixa de fluxo) associado a campos de vetores
em R3. Aproveitando este teorema, salientamos nesse instante que é possivel fazer uma
analogia entre as folhas de uma folheacao de dimensao 1 e a teoria de equacoes diferenciais
ordinarias de primeira ordem. Entretanto, neste texto estamos especialmente interessados
em folheacao de dimensao 2, que sao como planos difeomorficamente modificados.

Ao comecar a tratar da relacdo existente entre folheacoes de dimensao 2 em R? e
I-formas diferenciais, (Se¢do 3.2), provamos que quando uma 1-forma diferencial w sem
singularidades é fechada, isto é, quando sua diferencial satisfaz dw = 0, ela induz uma
folheacao de dimensao 2 de R3. Mas e se w nao é fechada?

Na versao do Teorema de Frobenius para 1-formas diferenciais ( Teorema 3.3.5) vimos
outra hipdtese que acarreta na inducao de uma folheacao por uma 1-forma diferencial.
Porém para compreendé-lo precisamos primeiramente fixar alguns pré-requisitos, o que é
feito ainda na Secao 3.2. Por exemplo, definimos campo de 2-planos, que nada mais ¢é
do que uma aplicacdo que associa a cada ponto do R?* um subespaco vetorial de R? de

dimensao 2, e vimos suas principais propriedades. Por exemplo, vimos que uma 1-forma

xii



diferencial em R3, sem singularidades no seu dominio, define um campo de 2-planos
(Proposicio 3.2.3) e que toda folheagiao de dimensdo 2 em R? também define um campo
de 2-planos que é tangente as folhas da folheagao (Proposi¢io 3.2.4). A partir disto nos
deparamos com a seguinte questao: quando um campo de 2-planos define uma folheacao
de dimensao 27 Com a resposta a esta pergunta podemos concluir quando uma 1-forma
diferencial (a qual define um campo de 2-planos) induz uma folheacao.

A resposta a questao é fornecida na versao do Teorema de Frobenius para campos de
2-planos (Teorema 3.3.4), na Se¢ao 3.3. Neste teorema podemos observar quanto & pos-
sibilidade de existéncia de uma folheacao de dimensao 2 de um aberto de R? tendo-se por
hipotese a existéncia de um campo de 2-planos definido nesse aberto e que seja involutivo
segundo sua concepgao por colchete de Lie (Defini¢ao 3.3.1). Com isso chegamos a se-
gunda versao do Teorema de Frobenius agora para 1-formas diferenciais. Nele a exigéncia
que ¢é mais ampla do que apenas a 1-forma diferencial w ser fechada é que ela satisfaca
a relacdo w A dw = 0, pois assim ela definird um campo de 2-planos que é involutivo,
como queriamos. Portanto, ao fim da secao conseguimos ampliar a restricao de 1-formas
diferenciais que induzem uma folheacao de dimensao 2 com estes resultados, fortalecendo
assim o estudo da relagao entre estes dois conceitos.

Por fim, na Se¢ao 3./ retemos-nos aos estudos da estrutura das folhas de uma folheacao
de dimensao 2 induzida por uma 1-forma diferencial w na vizinhanca de uma singularidade
especifica de w chamada centro. Mostramos por meio do Teorema de G. Reeb (Teorema
3.4.7) que proximas as singularidades as folhas nao singulares da folheagao se comportam
difeomorficamente & esfera S? e é a prova deste resultado o nosso objetivo final. Para
tanto levamos em conta o Teorema de Estabilidade de G. Reeb (Teorema 3.4.6), cuja
demonstracao envolve conceitos de Topologia Algébrica que podem ser consultados na
referéncia citada.

A referéncia utilizada para o Capitulo 3 é o livro [1]. Apesar de ndo haver matemética
original aqui nestas notas, acreditamos que nossa contribuicao esta na forma como a teoria
esta aqui desenvolvida, uma vez que apresentamos os resultados que estao demonstrados
na referéncia citada, porém com mais detalhes.

Enfatizamos que todos os conceitos aqui apresentados podem ser estendidos para
definir folheagoes de outras dimensoes, tanto mudando a dimensao do espago (dominio)
quanto das folhas, o que é feito genericamente em [1], para variedades diferenciaveis. Por
exemplo, o Teorema de Frobenius para 1-formas diferenciais em R"”, que é o seguinte: Con-

1

sidere k 1-formas diferenciais w', ... w" de classes C" (r > 1) linearmente independentes

definidas num aberto U C R™. Se estas 1-formas diferenciais satisfazem a condicdo
do' AWt A---AWP =0, (1)

parai=1,... k, entdo existe um campo de (n—k)-planos de classe C" definido por estas

xiil



1-formas diferenciais que € tangente a uma folheacao de dimensao n — k e classe C" de
U (Teorema 2, pdg. 219 [1]). Assim, duas 1-formas diferencias w' e w? definidas em R?

e linearmente independentes que satisfagam as condiges (1) induzem uma folheacao de

dimensao 1 de R?.

Xiv



Capitulo

Superticies Diferenciaveis, Campos de Vetores

e Colchete de Lie

O conceito de superficie m-dimensional contida em um espago euclideano é um e-
xemplo classico de variedade diferenciavel. Uma vez que os resultados estudados para
folheacoes neste trabalho sao valido para variedades diferenciaveis e é desta forma que
eles sao abordado em [1], estudamos e enunciamos neste capitulo os conceitos necessérios a
sua compreensao tais como carta local e atlas de uma variedade. Entretanto, enunciamos
aqui os resultados para o caso particular de superficie diferenciavel.

Neste capitulo utilizamos como principais referéncias os livros [1], [5], [7], [10] e
[11]. Nosso objetivo aqui é enunciar apenas as defini¢oes e resultados que utilizamos
nos capitulos seguintes. Omitimos portanto as demonstracoes dos resultados para nao
tornar estas notas por demais extensas. Fixamos para este capitulo os espacos euclideanos

considerados como R", R™ e RP, onde n < m < p.

1.1 Superficies diferenciaveis

A nocao de superficie, definidas mais adiante e que utilizamos ao longo do texto,
remete aos espacos euclideanos em que estao contidas, pela prépria definicao. Mas isto
nem sempre ocorre para variedades diferencidveis. Nos estudos matematicos existem
objetos importantes, semelhantes a superficies, que nao se encontram contidos num espago
euclideano.

Assim, para eliminarmos esses inconvenientes e deixarmos evidentes as peculiaridades
da defini¢ao de superficie em comparacao as variedades, precisamos definir primeiramente

0 que sao 1mersoes.

Definigao 1.1.1 Seja f : U — RP uma aplicagao de classe C™ (r > 1) definida em um
aberto U C R™. Dizemos que f € uma tmersao se df (z) : R™ — RP € uma aplicagdo

imjetiva, para todo x € U.
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E natural que essa injetividade somente pode ocorrer quando m < p. Nao é preciso
que a aplicacao f propriamente dita seja injetiva, somente sua diferencial. Um exemplo
é quando f : I — RP é uma imersao, sendo I um intervalo aberto. Assim, dizemos que
f(I) € RP é um caminho regular e entao, como a aplicagao df(t) é uma transformagao
linear injetiva, ela nao se anula em nenhum ¢ neste intervalo, caso contrario df seria
identicamente nula.

Quando m = p, por exemplo, toda imersao de classe C!' de U C R™ em RP é um
difeomorfismo local. De modo geral, para m < p quaisquer, o seguinte teorema garante

que toda imersao de classe C! é uma aplicacao localmente injetiva.

Teorema 1.1.2 ([5], pag. 113) Seja f : U — RP wma imersao de classe C' no aberto

U C R™. Entdo existe um aberto A C U tal que a restrigio f|a é injetiva.

Uma parametrizacao de classe C" e dimensao m de um conjunto V' C R? é uma
imersao ¢ : Vo — V de classe C", que também é um homeomorfismo do aberto Vj C R™

sobre V. Assim, podemos definir superficies, como segue.

Definigcao 1.1.3 Uma superficie de dimensio m e classe C" em RP é um conjunto
M C RP onde para todo x € M existe um aberto U C RP contendo x, tal que V. =UNM
é a imagem de uma parametrizacao, de classe C" e dimensao m, ¢ : Vo — V' definida em

um aberto Vo C R™.

Note que o conjunto V' acima é um aberto de M com a topologia induzida de RP,
o qual chamamos de uma wizinhanca parametrizada do ponto x € M. Em outras
palavras, uma superficie em R” é um conjunto que sempre pode ser coberto por vizinhan-
cas parametrizadas de seus pontos. Dada uma parametrizacao ¢ : Vo — V de M, ao
homeomorfismo inverso x = ¢~ : V' — Vj; chamamos de carta local ou um sistema de
coordenadas locais em M. Também podemos nos referir a uma carta local como um
par (V,x), com V e x como acima. Na Figura 1.1 temos a representagdo da carta local

anterior.

U
R D

<

x

RH . I f
@ -

Figura 1.1: Carta local (V,x) em uma superficie M.
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Dois casos extremos de superficies sao quando m = 0 e m = p. No primeiro, M é um
conjunto discreto e, no segundo caso, M ¢é um subconjunto aberto do R? e portanto a
parametrizacao mais natural a se considerar é a inclusao. Importante frisar que o espaco
euclideano R? em si é um exemplo de superficie. O exemplo mais simples de superficie
de dimensdo 2 em R3 é a esfera S? centrada na origem do sistema de coordenadas. Na

Figura 1.2 temos a representagao desta superficie.

-

Figura 1.2: Superficie de dimensao 2 em R3.

A composicao de aplicagoes é uma ferramenta importante no estudo de superficies
quando tratamos de duas parametrizagoes cujas vizinhangas parametrizadas se intercep-
tam.

Sejam ¢ : Vo — V e ¢ : Wy — W parametrizagoes da superficie M, de classes C" e

dimensoes m, com V NW # &. A aplicacao
Pop T (VW) =y (VAW),

é chamada mudanca de parametrizacao ou mudanca de coordenadas.
Para concluirmos sobre a diferenciabilidade de uma mudanca de coordenadas pre-

cisamos do seguinte resultado:

Proposicao 1.1.4 ([5], pdg. 128) Seja M wuma superficie de classe C" e dimensdo m
em RP. Se uma aplicacio h : Vo — RP, de classe C" definida no aberto Vo C RF, tiver
sua 1magem h(Vy) contida na vizinhanga W C M parametrizada por ¢ : Wy — W, entao
v loh:Vy— Wy CR™ € uma aplicacio de classe C.

Segue que a mudanca de parametrizacao é um difeomorfismo de classe C". Conside-
rando duas cartas locais (V,x;) e (V},x;), podemos também nos referir a uma mudanca

de coordenadas como sendo o difeomorfismo

X; ox; ' x(Vin Vi) = x;(VinV;).



1.1. Superficies diferencidveis 4

Seja agora f : M — R? uma aplicacao definida em M, uma superficie de classe C" e
dimensao m em RP. Dizemos que f é diferencidvel (de classe C* k <r) num ponto
x € M quando existe uma parametrizacao ¢ : Vy — V, com = € V, tal que a composta
fop:Vy— R?é diferencidvel (de classe C*, k < r) no ponto zoy € Vy onde p(xq) = .

Segue que, se Y : Wy — W é outra parametrizacao de M, com x € W, entao

fovv={(fop)o(p o)

¢ diferenciavel. Dal resulta que a definicao de diferenciabilidade é consistente.

Podemos concluir assim que em uma superficie de classe C" as cartas locais sao
aplicacoes de classe C".

Seja M uma superficie de classe C" e dimensao m em RP. Um atlas 4 de dimensao
m e classe C" sobre M é uma colegao de cartas locais (e, portanto, de difeomorfismos C")
cujos dominios cobrem M. Como as cartas locais sao o inverso de parametrizacoes locais
sempre ¢ possivel determinar um atlas de dimensao m e classe C” para uma superficie
como M.

O conceito de diferenciabilidade de uma aplicagao definida entre superficies pode ser
definido agora considerando o atlas de cada superficie, como segue.

Sejam M C RP e N C R? superficies de classes C" e dimensoes m e n respectivamente.
Suponha que 91 e N sao atlas de classes C” em M e N, respectivamente. Dizemos que
f: M — N éuma aplicacdo diferencidvel de classe C* (k < 1) se f é continua e,
para cada x € M, existem cartas locais (U,x) € Me (Vy) €N, comx e Ue f(U)CV,
tais que

yofox :x(UNf (V) CR™ —y(V)CR"

¢ de classe C*.

Como as mudangas de coordenadas sao difeomorfismos C™ (r > k) esta defini¢ao
independe das cartas locais escolhidas. A definicao acima ¢é equivalente a dizer que f :
M — N é diferencidvel como aplicacao de M em R? (para detalhes, ver [7], padg. 39). Dai,
dizemos que f é um difeomorfismo de classe C* quando possui inversa f~!: N — M
de classe C*. Em particular, para todo € U C M, U aberto, df(z) : R?> — RY é um

isomorfismo e tem-se:
(df (x))™" = df " (f(x)). (1.1)

Considere uma superficie M de classe C" e dimensao m. Dizemos que uma carta local
xo : W — R™, para um aberto W C M, é admaissivel relativamente ao atlas U de M se,
para toda carta local (U;,x;) € U, 7 € I', com W N U; # &, as mudancas de coordenadas
xp0%; ! e x;0%y ! sdo difeomorfismos de classe C”. Ou seja, se U {xo} é ainda um atlas
de classe C" em M.

Acompanhemos na sequéncia exemplos comuns de cartas locais admissiveis relativa-
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mente a um atlas.
Exemplo 1.1.5

(a) Seja tb um atlas de classe C™ em M e x : U C M — R™ uma carta local pertencente

a il. Entao para cada aberto V C U, a restricao x = x|y é admissivel em relacdo a

1

(b) Se& :x(U) — R™ é um difeomorfismo de classe C", entao ox : U — R™ é admissivel

relativamente a 4.

Um atlas 4 de dimensao m e classe C" de uma superficie M ¢é dito mdxzimo quando
contém todas as cartas locais que sao admissiveis em relacao a 4. Todo atlas de classe C"
em uma superficie M pode ser ampliado de modo 1inico até se tornar um atlas maximo
de classe C", basta acrescentar-lhe todas as cartas locais admissiveis.

No seguinte exemplo vemos onde se aplica a ideia e atlas maximo.

Exemplo 1.1.6 Toda superficie M de dimensdo m e classe C" possui um atlas i formado
pelas cartas locais x; : U; — R™ que sao inversos das parametrizagoes ¢ : Uy C R™ —
U; € M, de classe C". Na verdade, i é um atlas maximo de classe C". De fato, seja
xg: W — xo(W) C R™ uma carta local, admissivel em relagao a $f. Entao xo~' : xo(W) —
W C M é um homeomorfismo.

Para cada a € W existe uma parametrizacao ¢ : Uy — U tal que a € U C M, de
classe C", ou seja (W NU # &). Como x, ¢ admissivel,

e toxg lixg(UNW) = o HUNW)
¢ um difeomorfismo de classe C", pois é uma mudanga de parametrizagao. Portanto,
po(pltoxg™):ixg(UNW)—=UNW

¢ uma parametrizacao de classe C” de uma vizinhanca de a. Como a € W ¢é arbitrario,
segue-se que xo ! : xo(W) — W é uma parametrizacio de classe C", isto é, xo pertence a
i

Um atlas maximo de dimensao m e classe C" sobre M é chamado também de estrutura
diferencidvel de dimensao m e classe C" sobre M.

Uma variedade diferencidvel de classe C" e dimensao m é um espaco topologico
de Hausdorff M, com base enumeravel, munido de uma estrutura diferenciavel de di-
mensao m e classe C". Perceba assim que uma superficie é uma variedade diferenciavel,
como vinhamos afirmando. Uma subvariedade N de M é um subconjunto em M, de
dimensao n (n < m) e classe C", tal que para todo x € N existe uma carta local de
classe C" (U,x), comz € Uex(U) =V xW,onde 0 € V CR", 0 € W C R™™" sao
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bolas abertas satisfazendo x(N N U) = V x {0}. Dizemos assim que a codimensao de
N ém —n = dim(M) — dim(N). Perceba que uma subvariedade continua sendo uma
variedade e classe C". Por exemplo, o S™ é uma subvariedade de R"*!.

Na sequéncia vamos definir o que é um espaco tangente a uma superficie M de di-

mensao m e classe C" em RP.

Definicao 1.1.7 O espaco tangente a uma superficie M, no ponto x € M, é o subes-

pago vetorial denotado por T, M C RP de dimensao m definido como
T.M = dp(zg) - R™,

onde ¢ : Vo — V' € uma parametrizagio de M com p(xy) = x.

O espaco tangente dado acima estd bem definido, uma vez que podemos provar que
se ¥ : Wy — W com ¢(xg) = = é outra parametrizagao, entao vale que dp(zg) - R™ =
di(xg)-R™. Além disso, T, M coincide com o conjunto dos vetores v = A'(0), dos caminhos
diferencidveis A : (—¢,e) — M, tais que A(0) = z.

Com a ajuda do espago tangente podemos definir a diferencial de uma aplicacao dife-
renciavel de uma superficie em outra superficie, o que é abordado mais adiante.

Toda parametrizagao ¢ da superficie M de dimensao m em uma vizinhanca do ponto

x, por ser uma imersao, determina uma base para T, M, formada pelos vetores

Oy Iy
—(x), ... , —(x0),
8$1( 0) a$m< 0)
onde 2 (x0) = dp(xp) - €;, com e; sendo o i-ésimo vetor da base canonica de R™ e para
i
1t =1,...,m, denominada base associada a parametrizacao .

Seja f : M — N uma aplicacao de classe C* entre as superficies M e N de dimensoes
m e n, respectivamente, e classes C". A diferencial de f no ponto x é a transformagcao

linear

df(:zc) = f/(l') T M — Tf(w)N,

assim definida: todo vetor v € T,,M pode ser visto como o vetor velocidade v = A'(0) de
um caminho A : (—e,¢) — V., com A(0) = z. Entao pomos df(z) - v = d(f o A)(0). Se
¢ : Vo — V C M é uma parametrizacao C' com ¢(zo) = z, entao v = dp(xg) - vo, para
v € R™ e portanto df (x) - v = d(f o ¢)(xq) - vo.

Quando df (z) : T,M — TN ¢é sobrejetiva, para todo x € M, dizemos que f é uma
submersao. Disto segue que as cartas locais sao submersoes.

O préximo teorema (adaptado segundo nossos interesses) é fonte de intimeros exemplos
de superficies, além de conter uma informacao importante a respeito do espaco tangente.
Mas antes precisamos definir um conceito fundamental da teoria que se segue que é o de

valor reqular.
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Consideremos para os proximos resultados desta secao M uma superficie de classe C”

e dimensao m em R? e N C R? uma superficie de classe C" e dimensao n (n < q).

Definigao 1.1.8 Seja f : M — N de classe C" (r > 1). Um ponto regular de f
¢ um ponto x € M tal que a diferencial df (x) : T,M — Ty N € sobrejetiva. Deste
modo, dizemos que f(x) = ¢ é um valor regular de [ quando f~'(c) = & ou f~'(c) €

constituido apenas de pontos requlares.
Todo ponto em N que nao é um valor regular de f é dito valor critico de f.

Teorema 1.1.9 ([1], pdg. 14 e [5], pdg. 131) Sejam f : M — N de classe C" (r > 1)
e c € N um valor reqular de f com f~'(c) # @. Entio f~'(c) = M ¢ uma superficie
contida em M de classe C" e codimensao igual a dimensao de N. O espaco tangente TIM,

em cada ponto x € ]\7, ¢ determinado pelo niicleo da derivada df (x) : T, M — Ty N.

Esta nocao de valor regular é importante ao se tratar de folheacoes. Um exemplo da
situagao abordada neste teorema ¢ S? = f~1(1), onde f : R?® — R? é a submersao fora da
origem dada por f(xy, s, x3) = 212 + 2% + 232

Os seguintes resultados de andlise sao utilizados posteriormente.

Teorema 1.1.10 (Aplicagao Inversa) ([5], pag. 115) Seja f : U — R™ de classe C”
(r > 1) no aberto U C R™. Sex € U ¢ tal que df (z) : R™ — R™ € invertivel, entdo existe
uma bola aberta B = B(x;0) C U tal que a restricao f|g € um difeomorfismo sobre um

aberto V'3 f(x).

Teorema 1.1.11 (Forma Local das Submersoes) ([5], pag. 119) Seja f : U — R™ wuma
submersao de classe C" definida no aberto U C R™™. Para cada ponto p € U existem
abertos Z C U, contendo p, W C R™, V. C R™ contendo ¢ = f(p) e um difeomorfismo
h:V xW — Z de classe C", tais que f(h(x,y)) =y para todo x € V e todo y € W, isto

¢, foh € equivalente a projecao na sequnda coordenada.
Outro conceito utilizado posteriormente e definido a seguir é o de mergulho.

Definicao 1.1.12 ([1], pdg. 12) Uma imersao f : M — N é chamada mergulho se
f:M— f(M)C N éum homeomorfismo.

Na sequéncia recordamos a férmula de Taylor o qual é fundamental para o estudo do
comportamento de uma funcao de classe C? na proximidade de uma singularidade quando

tratamos de folheagoes no Capitulo 3.

Teorema 1.1.13 (Férmula de Taylor) ([5], pdg. 69) Seja f : U — R de classe C* no
aberto U C R™. Fizado a € U, para todo v = (ay,...,0p) € R™ tal que a +v € U,

ESCTEVEMOS.

fla+v) Z 8:1:1 a; + = Z 8:{;18953 a) oo +1(v).

=1 7 ]_
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r(v)

Entao lim — = 0.
v—0 "U’

~ r(v) .

Observagao 1.1.14 Se pusermos p(v) = W quando v # 0 e p(0) = 0, a férmula de
v
Taylor se escreve como:
0 1~ 0
fla+) = fl@) =30 Fr@ e+ 3 30 S @iy + )l

i=1 i, j=1

onde lir% p(v) = 0. Em particular, a férmula de Taylor de ordem 1 fica representada como
v—

segue:
flaso) =S =Y o

=1

L (@) it ol

=

1.2 Campos de vetores

Os campos vetoriais merecem destaque no estudo de folheagoes. Isto porque quando
um campo de vetores X nao possui singularidades (isto é, X (x) # 0, para todo = € M,
uma superficie) as érbitas de X compoem as folhas de uma folheacao de dimensao 1.
Voltamos a esta abordagem mais adiante. Nesta se¢do nos apoiamos em [1], [10] e[11].

Consideramos nesta secao M uma superficie de dimensao m e classe C" em RP.

Definicao 1.2.1 Um campo de vetores de classe C" em M ¢é uma aplicacao X que

associa a cada ponto x € M um vetor X (x) pertencente ao espago tangente a M em x.

Como X esta definido sobre M, nos referimos a classe de diferenciabilidade da aplicacao
X tal como foi definido na se¢ao anterior. O campo X induz a equagao diferencial or-

dinaria em M dada por:

dx
pri X(x). (1.2)

Uma solucao desta equacgao é a curva de classe C" com imagem em M definida a seguir.

Definicao 1.2.2 Seja X uma campo de vetores de classe C" sobre a superficie M. Uma
curva de classe C" 7y : (a,b) — M € dita curva integral de X se +'(t) = X(y(t)), para
todo t € (a,b).

A curva integral de X passando por x € M também recebe o nome de solu¢ao mazimal
e deve satisfazer a condi¢ao v(0) = x, ou seja, o intervalo de defini¢ao da curva 7y, denotado
por I, = (a,b), deve conter a origem. Este intervalo I, chama-se intervalo maximal de
definicao da solugao passando por = e é sempre aberto. Além disso, a imagem pela
curva integral passando por x determina o que chamamos de orbita da trajetéria. A
seguir mencionamos o classico Teorema de Existéncia e Unicidade da teoria de Equacgoes

Diferenciais Ordindrias (para mais detalhes recomendamos [1], pdg. 208 e [10]).
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Teorema 1.2.3 (Existéncia e Unicidade) ([10], pdg.4) Sejam X um campo de vetores de
classe C" (r > 1) em M, ep € M. Eziste uma curva integral de X, o : I, — M, com
a(0) =p. Se f:J, = M ¢ outra curva integral de X com [(0) = p, entio a(t) = 5(t)
para todo t € I, N J,.

Dizemos que X é um campo completo se para todo x € M uma orbita v esta definida
ou, equivalentemente, se todas as curvas integrais possuem como intervalo maximal R.
Numa carta local x : U C M — R™ um campo de vetores é representado por x.(X)

(ou por X,), definido em x(U) C R™, pela expressao:
%, (X)(z) = X, (2) = dx(x " *(2)) - X(x'(z)), para z € x(U). (1.3)

Nesse caso observamos que quando a carta local x é de classe C* (e dai a prépria
superficie M seria de classe C*°), fica claro que o campo X, tem no méximo a mesma
classe de diferenciabilidade de X. Dai segue que uma curva v : (a,b) — U C M de classe
Cl é curva integral de X se e somente se x 0 : (a,b) — x(U) é curva integral de X,.

Os campos de vetores que nao se anulam em uma dada regiao, isto é, tais que X (x) # 0
para todo x € U C M, intuitivamente trazem a ideia de densidade das érbitas, justamente
porque para cada z € U ha uma unica orbita contendo x, ou seja, a regiao considerada
pode ser vista como um aglomerado de orbitas. Esta densidade é entendida como a ima-
gem de uma aplicacao que define tais 6rbitas de modo geral, para cada € U considerado.

A esta aplicacao chamamos fluzo e definimos a seguir.

Definigao 1.2.4 Seja V = {(t,x) € R x M|t € I}, onde I, € o intervalo maximal de
defini¢ao da solu¢ao passando por x e M wuma superficie. O fluxo de X ¢ a aplicagao
o :V — M de tal forma que para cada x € M fizo, a aplica¢io t — @(t,x) € uma curva

integral de X com condi¢ao inicial p(0,z) = x.

Considere o campo X e o fluxo ¢ da definicao, mas agora tome V' = R x M por
comodidade. Ao fixarmos 5 € R, a aplicagao Xy, : M — M tal que Xy, (z) = p(to, ) é
um difeomorfismo de classe C". Além disso, Xy = identidade; X;, s = X; 0 Xy = X ;0 X,
e X_; = (X;)™! para todo t,s € R (mais detalhes em [10], padg. 12). Com isso podemos
redefinir fluxo como o conjunto de difeomorfismos locais X;, para t € R fixo.

A 6rbita de X passando por = é o conjunto o(z) = {X,(z) | ¢ € R}. Outra observagao
a ser feita é que se X (z) = 0, entdo a érbita em x se reduz ao préprio ponto. Isto fica claro
ao recordarmos que X (x) coincide com o vetor velocidade de uma curva passando por x.
Neste caso, dizemos que x é uma singularidade de X. Caso x nao seja singularidade,
v(t) = X¢(x) é uma imersao.

A classe de diferenciabilidade do fluxo é explicitada no seguinte teorema.

Teorema 1.2.5 ([1], pag. 208) Seja X um campo de vetores de classe C™ (r > 1) definido

na superficie M. Entao nas condigoes da definicao anterior ¢ : V. — M € de classe C".
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Na secao seguinte discutimos um conceito fundamental neste texto que é o de colchete
de Lie. Para tanto, fixemos aqui a notacao X; como a aplicacao que a cada x € M
associa a oOrbita ¢(t,x) (t € I,) e, por comodidade, nao definamos o dominio de tal
aplicacao deixando subentendido se tratar de um aberto de M.

Podemos relacionar campos de vetores de superficies por uma aplicagao que recebe o
seguinte nome caracteristico. Sejam M e N duas superficies de classe C" e dimensoes m
e n, respectivamente. Considere uma aplicagao diferenciavel f : M — N. Dizemos que
os campos de vetores X em M e Y em N sao f-relacionados se df aplica X em Y, isto
é, df(x) - (X(x)) =Y (f(x)), para todo z € M.

Se f: M — N é um difeomorfismo local de classe C" (r > 1) e Y é um campo de
vetores de classe C° em N, entao podemos definir um campo de vetores em M, denotado

por f*Y := X, que é f-relacionado com Y. Definimos este campo por:

FY (@) = (df (@)™ - Y (f(2)), (1.4)

onde x € M. O campo f*Y é C', onde | = min{s,r — 1}. Neste caso, como f é um

difeomorfismo, pela relagao (1.1) podemos escrever:

FY (@) = (df(2))" - Y (f(2) = df ' (f(2)) - Y (f(2)).

Além disso, definimos o operador f, como a inversa da f*, no caso em que temos
um campo de vetores X em M e queremos determinar o campo de vetores Y em N

f-relacionado a X. Tal campo é denotado por:

LX) =df (f ' (y) - X(F ().

A equagao (1.3) é um exemplo onde a carta local x : U — R™ condiciona que os
campos tangentes a M e a R™ sejam x-relacionados.

O seguinte resultado é uma consequéncia destas definigoes.

Proposicao 1.2.6 ([1], pag. 209) Sejam f: M — N e g: N — P difeomorfismos de

classe C™ (r > 2). Entao valem:

(@) (gof) =fog-e(gof)=g.0f

(b) Considere Y um campo de vetores de classe C* em N. Sejam ¢ : V. — N e ¢* :
V* = M, fluros de Y e f*Y = X, respectivamente. Entao temos V* = {(t,x) €
R x M|(t, f(z)) € V} e f(¢*(t,2)) = olt, £(x)), para todo (t,z) € V*.

Note que o item (b) nos diz que conhecendo-se as 6rbitas de f*Y = X e o difeomorfismo
f, entao conhecemos as orbitas de Y, e reciprocamente. Mais que isso, utilizando a notacao

que fixat € R, Y; : N = N que é um difeomorfismo, tem-se que fo X; = foY;" =Y, o0 f.
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Na sequeéncia registramos aqui o Teorema do Fluxo Tubular. Como ele é utilizado no

Capitulo 3 o apresentamos aqui para o caso particular em que M = R3.

Teorema 1.2.7 (Fluxo Tubular) ([10], pdg. 45) Considere X wum campo de vetores de
classe C" definido em R e p € R um ponto regular de X. Sejam C = {q € R3 ;| ¢ ||< 1}
e Xo um campo em C' definido por Xc(q) = (1,0,0). Entdo existe um difeomorfismo de
classe C", h : 'V, = C, onde V,, é uma vizinhanca de p, levando drbitas de X em orbitas

de Xc.

1.3 Colchete de Lie

Em Algebra, uma /flgebm de Lie é uma estrutura algébrica cujo principal uso esta no
estudo dos grupos de Lie e das variedades diferenciaveis, portanto, superficies. O termo
Algebra de Lie é uma referéncia ao mateméatico noruegués Sophus Lie, e foi usado por
Hermann Weyl na década de 1930.

Para definirmos colchete de Lie note primeiramente que se X e Y sdo campos de
vetores de classes C? e C' em M, uma superficie de classe C" e dimensao m em RP,
respectivamente, e por simplicidade sao campos completos, entao fixando x € M et € R,

da equagao (1.4) obtemos o vetor:
u(t) = X" (V)(z) = d(X_4)(Xi(2)) - (Y (Xe(2))),

que é tangente a M em x. Aqui usamos o resultado de campos de vetores X, ' = X_, .
Perceba que a aplicacao que a cada t associa v(t), como acima, é uma curva de classe
C' em T, M. Logo, faz-se sentido obtermos o vetor-velocidade desta curva e é a isto que

estamos interessados.

Defini¢ao 1.3.1 O colchete de Lie entre X eY é um campo de vetores [X,Y] definido
por:
d .
X, Y() = — (X" (V)(2))1mp -
Anteriormente a definicao tomamos o campo vetorial X como completo, mas pelo
colchete de Lie estar definido localmente em x tal hipétese é desnecessaria.
O seguinte lema afirma que o colchete de Lie [ X, Y] estd definido mesmo quando X é

de classe C! e nos d4 a expressao deste colchete de Lie em termos de uma carta local.

Lema 1.3.2 ([1], pdg. 210) Seja x : U C M — R™ uma carta local da superficie M.
0 _
(q) = (dx(q)) " - ei, onde

Denotamos por — o campo de vetores em U definido por
{e1,...,em} € a base candnica do R™. Se X eY sao campos de vetores em M, podemos
escrever:

- 0 = 0

i=1
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Entao, temos
(X,)Y] = ;:1 Ci T onde ¢; = JEZI (aj 8_:1:] —b; 8_%> :

Em particular podemos definir [X,Y] mesmo quando X € de classe Ct. Além disso, se X
e Y sao de classes C", [X,Y] € de classe C"71.



Capitulo

Formas Diferenciais

O objetivo deste capitulo é apresentar um estudo resumido, porém consistente, da
teoria de formas diferenciais. Definimos primeiramente o espago dual e seus funcionais
lineares e, com isto, definimos as formas diferenciais de grau 1 e seus principais resultados.

A partir da Segao 2.3 desenvolvemos os pré-requisitos para estender o conceito de 1-
formas. Trabalhamos em alguns instantes com formas diferenciais de graus 2 ou 3 e, para
tanto, definimos em seguida as formas diferenciais de grau r (r € N) e seus principais
resultados, até mesmo com o intuito de inteirar o assunto.

Por fim, na secao final definimos a diferencial exterior da r-forma que é importante no
estudo de folheagoes por formas diferenciais.

Ao longo do capitulo trabalhamos, em geral, com formas diferenciais definidas em
R™. Muitos resultados sao demonstrados a fim de enriquecer este contetido que pouco
é estudado em graduacao e que é fundamental para o objetivo deste trabalho, outros
sao acompanhados da referéncia consultada para maiores detalhes. Salvo mencao em

contrario, as coordenadas de u € R™ sao com relacao a base canonica de R".

2.1 Funcional linear e o espaco dual

Nesta secao fixamos as bases do estudo de formas diferenciais: funcionais lineares e o
espaco dual. Por se tratar de fundamentos de algebra linear, sugerimos para mais detalhes
sobre esta secao [3] e [§].

Seja E espago vetorial n-dimensional sobre R. Denota-se por E* = Z(FE,R) o espago
vetorial dos funcionais lineares F' : E — R, o qual chamamos de espagco dual de F, e
que satisfaz dim E* = dim F.

Dada uma base & = {vq,...,v,} de E, existe uma base #* = {Fy,...,F,} de E*

chamada base dual de £ satisfazendo:

0, sei+#j
E(Uj) = 5ij> onde 51’]’ = { 1 so i :] . (21)

13
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n

Logo, dado v € F com v = Zaivi, segue que Fj(v) = a4, parai = 1,...,n. Na
i=1

verdade, este resultado é a exigéncia principal na definicao de base dual, pois é assim que

a construimos. Consequentemente,

v=Fi(v)v; + Fy(v)vg + - + F,(v)v, .

Além disso, dado um funcional linear F' € E*, supondo F = Z Gi F; , segue que
i=1

F(v;) = B;, parai = 1,...,n. Assim,
F=F(n)F+ F(n)F+ -+ F(v,)F,.

Exemplo 2.1.1 Sejam U C R", um aberto, e f : U — R diferencidvel em U. Sua
diferencial em x € U € o funcional linear df (x) € (R™)" dado da sequinte maneira.
Fizando a base canonica B = {e1,...,e,} de R" e dado v € R"™, com v = Z%‘@z‘;

i=1
temos

)0 = 5L w) = tgraa )00 = Y- 2w

i=1

onde grad f(z) = (5—9{1(1‘), e ng; (:c))

Denotemos por B* = {dx1, ... ,dx,} C (R™)" a base dual de . Como

of
8951-

A (@) e = (),

entdo a expressao de df (x) em termos da base HB* é

2.2 1-Formas diferenciais

Como vimos anteriormente cada espaco vetorial possui um espaco associado chamado
dual. Nesta secao o que fazemos é associar a cada elemento pertencente a um conjunto
aberto do espago vetorial um funcional linear pertencente ao dual correspondente deste

espaco. A aplicagao que faz esta operagao recebe o seguinte nome caracteristico.

Definicao 2.2.1 Uma forma diferencial de grau 1, ou uma 1-forma diferencial,

definida em um aberto U C R™ € uma aplicacdo w que a cada x € U associa um funcional
*

linear w(x) (ou simplesmente w,) em (R™)
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Assim, dada w uma 1-forma diferencial em U, existem funcéesa; : U - R, 1 =1,...,n,

tais que

wr) = w, = Zai(x)dxi, (2.2)

onde {dz1,...,dz,} C (R")" é a base dual da base canonica de R". Consequentemente,
parat=1,...,n, temos:

a;i(z) =w(z) - e; = wy(e;).

A classe de diferenciabilidade de w é C" quando as funcoes a; acima forem de classe
Cr.

Uma 1-forma diferencial w em U é chamada exata quando existir uma funcao f :
U — R tal que w = df. Neste caso, f é dita uma primitiva de w. E claro que se f é uma
primitiva de w, entao para todo ¢ € R, f + ¢ também é uma primitiva de w.

Sejam w : U — (R™)" uma 1-forma definida no aberto U C R" e u € R" dado por

u = (uy,...,u,). Temos

3

we(u) = a;(x)dz;(u)

= ((ar(@), ..., an(2)), (ur, ... up)) .

Vimos no Capitulo 1, Secao 1.2, que um campo de vetores de classe C" em U C R" é

uma aplicagao X : z € U — X(x) € T,U de classe C", a qual podemos denotar por:

0 0
X(x)=b(z)=—+ -+, ,
(@) = bi@) g+ + bl
onde b; sao fungoes de classe C" definidas em U, ¢ = 1,...,n. Aqui ¢ apenas uma

notacao alternativa para a base canonica, visto que U C R" é uma aberto e daf tomamos
inclusoes como parametrizagao em x € U.

Com isso, seja w como em (2.2). Podemos definir o campo de vetores X, : © € U
X, (x) € T,U, por 5

9]
Xo(z) = al(x)a—xl +ee an(x)a—mn .

Para cada x € U, considerando o nicleo de w,, ou seja,

kerw, = {u € R" |w,(u) = 0},
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temos que, v € ker w, se e somente se
(v, Xoy(x)) =0,

ou seja, v e X, (x) sd@o perpendiculares, para todo x € U.

Concluimos assim que o estudo dessas formas diferenciais em um subconjunto de
R™ é semelhante ao estudo do comportamento destes campos de vetores definidos em
tal subconjunto, uma vez que, na teoria de folheagoes, o nicleo da 1-forma diferencial
define um campo de planos que é tangente as folhas e, portanto, estes campos de vetores
associados sao, na verdade, normais a esse plano tangente, e por consequéncia as folhas.
Voltamos a esta abordagem no Capitulo 3.

Acompanhemos a seguir um exemplo de como aparecem as 1-formas diferenciais em
abertos de R?. Lembramos que no capitulo final abordamos as 1-formas diferenciais que
induzem folheacoes de dimensao 2 em R3, portanto, neste capitulo por vezes tomamos o

R? como exemplo, mas apenas por simplicidade.

Exemplo 2.2.2 Seja w: U — (R?)", onde U é um aberto de R?, a 1-forma definida por

w(zy, xe) = —xodry + 1dxy. Entao obtemos X, (r1,x2) = —To—— + 11— €, assim,
8[)31 8x2

ker w(xy, xy) = {v € R?; (v, (—x9,11)) = 0}.

n
Note que a 1-forma w = Z a; dx; é exata (w = df) se e somente se o campo de vetores
i=1
associado a w é o campo gradiente de f, ou seja, X, = grad f. Além disso, quando w = df

e f € C?, entao sao satisfeitas as condicoes de integrabilidade que sao

Oa;  Oa; o
83:? = 8;’ (t,j=1,...,n).
J 1
De fato, como a; = ——, entao

31:2- '

da;  *f  f  Oa,
c%vj N 8.%]833'1 N &claxj N 83:'2 ’

pelo Teorema de Schwarz (em [5], pag. 67).

Definimos uma 1-forma de classe C' como fechada quando ela satisfaz as condicoes
de integrabilidade. Com isto fica claro que toda 1-forma exata é fechada, entretanto nem
toda 1-forma fechada é exata. Por exemplo, a 1-forma diferencial definida em R? — {0}
dada por:

Ty

n(xy, x2) = dxs,

[E12 + ZE22 ZE12 + 1‘22
é fechada em todo aberto U C R? — {0}, mas mostra-se que nao ha uma fungao f definida

em U e tal que n = df (mais detalhes em [6], pdg. 3). Como estamos interessados
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em formas exatas, por conta da relacao delas com folheagoes, queremos saber quando é
possivel afirmar que uma 1-forma fechada é exata. O seguinte teorema, também conhecido

como Lema de Poincaré, nos traz esta informacao.

Teorema 2.2.3 ([6], pag 9) (Lema de Poincaré) Toda I-forma fechada definida num con-

Jgunto simplesmente conexo é localmente exata.

Demonstragao. Tomemos uma 1-forma definida numa bola aberta D C R3 com centro
na origem, que é um conjunto simplesmente conexo. Seja w = adx + bdy + cdz a 1-forma
diferenciavel definida em D, onde a,b, c sao funcoes diferencidveis definidas em D. Da

hipotese sabemos que:

8@_(% 8@_80 (%_60

Consideremos a funcao

1
flz,y,2) = / la(tz, ty, tz)x + b(tx, ty, t2)y + c(tw, ty, t2)z]dt,
0

e também o caminho retilineo A : [0,1] — D da origem até o ponto (x,y, z). Derivando

sob o sinal da integral, temos

ﬁ(:1c z)—/l @t:ﬂ—l—a—l—%t ~I—@tz dt
oz YT o L0z oz VT Bz ’

onde as derivadas parciais estao avaliadas no ponto (tx,ty,tz). Utilizando (2.3), temos:

! a a a
%(x7y,z) = /0 <[%x+g—yy+%z]t+a>dt
= /1[d(ao)\)t—i—a]dt
0
_ /ld[(ao)\)t]dt

= a(z,y,z).
0 0
Analogamente obtemos 8_f =be 8_f = ¢. Portanto w = df em D. [ |
Yy z

A seguir temos um exemplo de uma 1-forma que nao é fechada justamente por nao
satisfazer as condicoes de integrabilidade, e outras trés 1-formas que sao fechadas, logo,

localmente exatas.

Exemplo 2.2.4 Considerando a 1-forma do Exemplo 2.2.2, note que w nao é fechada
em R2. De fato, temos:
(‘9@1 aaQ

a—IQ(Il,Ig) = —1 7é 1 = a—xl(xl,xQ) .
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Perceba assim que X, nao € o vetor gradiente de nenhuma f ndo nula definida em

R2, logo, de fato w nao pode ser exata.
, 1 1
Agora considere as I-formas o = —w, = —Fw ey =
T T2 L1202

U= {(z1,72) € R} 2y >0 e xy > 0}. Temos entio:

w definidas em

T 1
alxy, ) = ay(wy, ) dry + ag(xy, 29) dag = —;dxl + —dz,y,
T T
—1 T
ﬁ(l‘l,l’g) = bl(l'l,xg) dlEl + bQ(Il,ZL'Q) deQ = —dl‘l + —12d1'2,
) )
—1 1
7(%@2) = 01(%7552) dxy + 02(%, xz) dxy = x—dh + x—d%
1 2

e todas sao 1-formas de classe C* que satisfazem as condicdes de integrabilidade, uma vez

que
8@1 . 1 - 3@2
8_:1:2(x1’x2> = _51:12 = on (21, 72),
Ob, 1 0bsy
8_$2<$1’x2) = x—22 = 8_x1<x1’x2>7
801 . . 802
a-@(lj,[l?g) = O = 8,’1]1 ($1,$2).

Portanto, as 1-formas o, B, v sao fechadas e assim localmente exatas. Por integracao

determinamos as primitivas f,g e h tais que df = a,dg = 3 e dh = . Sao elas,

X2
f(l‘lyxz) = x_lv

(a1
g($17$2) = _:E_g’

hzy,29) = In (?)
1

Definicao 2.2.5 Sejam U C R™ e V C R”, abertos, e v : U — V uma aplicacao de
classe C*. Para toda 1-forma diferencial w definida em V o pullback de w por ¢ € a

I-forma ¢¥*w : U — (R™)* dada por:
(@) v = w(i(@) - dv(a) v,
para quaisquer x € U e v € R™.

De acordo com o que observamos anteriormente devemos ficar atentos para a notacao

utilizada, pois podemos escrever também:

Urw,(v) = W) (d,(v)).
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Note que esta nova 1-forma diferencial definida pelo pullback é de classe C!, pois, se

n
w = g a; dx;, entao:

i=1

Yrw, =Y ai(y(r)) dri(dy(z)),
i=1
onde (a; 0) : U — R é de classe C', apesar de a; ser de classe C", parai=1,...,n.

Na Figura 2.1 temos a caracterizagao do pullback.
(R) R
A -L-'r*m

R u

v (0
(R)
Figura 2.1: Pullback de w por .

Resumimos na seguinte proposicao os principais resultados envolvendo o pullback de

1-formas diferenciais. Para ilustrar, demonstramos na sequéncia apenas dois itens.

Proposicao 2.2.6 Sejam U C R™, V. C R" e W C RP, abertos. Considere também
Vv:U—-Vep:V—=>W. Temos:

(a) Y*(aw+bw)(z) v =a(@*w)(z) v+b(*(@))(z) v, paraa,b € R ew, w: V — (R")".
(b) (pov)w(z) -v=1v*(p*w)(z)- v, neste caso, para w: W — (RP)*.

(c) Sejam Yr,...,¢, : U — R as fungoes coordenadas da aplicagio . Se w(y) =

Z a;(y)dy;, y €V, entao para todo x € U, tem-se
j=1

Vrw(z) = Z (Z a; (w(x) a—fc’f) (:c)> d; .
(d) Para toda f:V — R de classe Ct, tem-se *(df) = d(f o ¢).

(e) Sew € fechada, entio Y*w € fechada.

(f) Sew € exata em V', entao Y*w € exata em V.



2.3. Aplicacoes multilineares 20

Demonstracoes dos itens (d) e (f). Para o item (d), sabemos que df = f’. Pela regra

da cadeia, para todo x € U,

rdf)(z) = df (¥ () - dip(x) = f'(¥(2)) - &' (z) = (f o p) () = d(f o ¥) ().

No item (f), por hipétese w = df. Disto decorre que

V'w = @"(df) = df(p(x))-dp = d(fo).

2.3 Aplicagoes multilineares

Até agora trabalhamos, entre outras coisas, com funcionais lineares, uma vez que uma
1-forma diferencial é dada pela combinacao linear de funcionais lineares. Nesta secao estes
funcionais recebem outra denominacao, a saber: formas 1-lineares. Assim, estendemos
estes conceitos para r variaveis, isto €, formas r-lineares que sao importantes na definigao
de r-formas diferenciais.

Sejam Ey,..., F,. e F espacos vetoriais sobre o corpo R. Dizemos que f : EF; X -+ X
E, — F é uma aplicagcao multilinear, ou r-linear, quando f for linear em cada uma
de suas r varidaveis. Ou seja, dados vy € Ey; ... v,u; € Eiy...;0. € E. e A € R,

arbitrarios, entao para todo ¢ =1,...,r valem:
Lo fluog, .o yvi+uy,.o,vp) = f(o1,e0 0,000, 00) + f(01, 00 Uy e, 0p)
2. f(vr,.o Ay, 0p) = Af(V1, 00 Uy e, )

Quando F' = R, dizemos entao que f é uma forma r-linear. O conjunto das
formas r-lineares é denotado por Z(F1, ..., E,;R). Na verdade, com as operagoes usuais
de adigdo e multiplicagdo por escalar, Z(E},..., E.;R) é um espago vetorial sobre R.

Quando Fy = --- = E, = E, entao o denotamos simplesmente por %, (E).

Exemplo 2.3.1 Tome f : R" x R* — R como sendo o produto interno canonico, isto
é, para cada (u,v) € R™ x R™ temos f(u,v) = (u,v) € R. Efetuando contas simples

verificamos que f € uma forma bilinear, ou seja, uma forma 2-linear.

A seguir, segue um resultado que nao é demonstrado aqui, mas que usamos ao deter-

minar uma base para .Z,.(F).

Teorema 2.3.2 ([6], pag. 29) Seja G um conjunto de geradores do espago vetorial E.
Se as aplicagoes r-lineares f,g € £.(E; F) sao tais que f(vy,...,v,) = g(v1,...,v,) para

quaisquer vy, . ..,v. € G, entao f = g.



2.3. Aplicacoes multilineares 21

Definicao 2.3.3 O produto tensorial dos funcionais lineares f1,..., f, € E* € a forma
r-linear f = f1--- f. € £.(E) definida por:

f(UhUz, e ,Ur) = fl(Ul)fz(Uz) T fr(Ur) .

A definicao de produto tensorial também é necessaria para termos condigoes de deter-
minar tal base do espa¢o Z.(F). O proximo teorema nos dé, enfim, a caracterizacao de

uma base para este espago vetorial.

Teorema 2.3.4 Sejam B = {ey,...,e,} C E uma base e B* = {é1,...,e,} C E* a
base dual. Considerando para cada sequéncia (s) = (iy,...,1,) de r nimeros, r < n, em
I, = {1,...,n}, o produto tensorial dos respectivos funcionais ey = €, --- €;,, tem-se
que as formas r-lineares €. constituem uma base de Z,.(E), sendo as coordenadas de

uma forma r-linear f em relagdo a esta base dadas por oy = f(€i, ..., €;).

Demonstragao. Da defini¢ao de produto tensorial segue que, para cada sequéncia (s) =

(11, ..,1,), temos:

6(3)(€j1, ..

. ej):{ 0, se(s)# (Ji,---,Jr)

1, caso contrario

Note que, se f = Z o (5)€(s) € nula, entdo para toda sequéncia () = (ji,...,J,), 7 < n,

(s)
tem-se:

0= f(ejl, cey ejr) = Z Oé(s)é(s)(ejl, - ,6jr) = Oz(t)é(t)<€j1, e ejr) = Q) ,
(s)
logo todos os coeficientes () sao nulos e, portanto, as formas € sao linearmente in-
dependentes. Para mostrar que estas formas geram o espago vetorial, dado f € %.(E),
tomando o) = f(€;,,...,¢€;, ), para cada (s) = (i1,...,4,), r < n, e considerando a forma

r-linear g = Z Q(5)€(s), Segue que
(s)

g, .. e) = Za(s)é(s)(€i1,~->€u) = fley,. . €).
(s)

Como os vetores e; geram FE, o Teorema 2.3.2 nos da f = ¢g. Assim, as formas r-
lineares e(,) geram Z,(E) e, consequentemente, constituem uma base para este espago.
Portanto as coordenadas de f em relacao a base acima sao o) = f(€;,,...,¢€;,). [ |

Note que existem n” sequéncias (s) distintas e, portanto, a dimensao de .Z,.(F) é n'.

Definicao 2.3.5 Sejam E, F' espacos vetoriais sobre R.
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1. Uma aplicagao r-linear [ € £.(E; F) € dita alternada se f(vy,...,v,) =0 sempre
que hd repeticdo na lista de vetores vq,...,v, € E, isto €, quando existem 1 # j tais

que v; = vj.

2. Dizemos que f € £.(E; F) é antissimétrica se

flor, .o vi o0, 000 00) = —f(V1, 00,05, 0, 0y),

para quaisquer i,7 =1,...,r com i # j.

De acordo com estas defini¢oes, concluimos que toda aplicacao multilinear é antis-
simétrica se e somente se é alternada.

Quando F' = R denotamos por A,(E) o espago vetorial das formas r-lineares alter-
nadas.

Admitimos que todo funcional linear é uma forma 1-linear alternada, uma vez que nao

contraria a definicdo por possuir apenas uma variavel.

Exemplo 2.3.6 Uma forma bilinear f : R* x R? — R definida por f(u,v) = 1173 — T2,

onde u = (r1,14) e v = (T1,T3), € alternada.

Um resultado interessante é que aplicagoes r-lineares alternadas se anulam em con-
juntos linearmente dependentes de E. De fato, se f € Z.(E;F) é uma aplicagdo 7-
linear alternada e vq,...,v, € E sao vetores linearmente dependentes entao, supondo

Vp = QU] + -+ + Qp_1Up_1, tE€MOS:

r—1
flor,...,0) = Zaif(vl,...,vr_l,vi) =0.
i=1

Segue desse resultado que se r > dim E entao toda aplicacao r-linear alternada de

em I é identicamente nula.

Nosso objetivo agora é definir uma base para o subespago A,.(F) de .Z,.(F). Para
tanto, introduzimos a seguir alguns conceitos relevantes.

Uma permutacgdo de r objetos é uma bijecao o : I, — I, onde I, = {1,...,r}. Dada
uma permutagao o definida em I, seja p o nimero de pares (i, ) tais que 1 <i < j <r

em I, e 0(i) > o(j). O sinal de o ¢é definido por:

1

(0) , sep é par (permutagao par)
sgn(o) =
g —1, sep é impar (permutacdo impar)

O conjunto &, das permutacgoes de I, contém r! elementos. Uma permutacao 7 :
I, — I, é dita ser uma transposi¢ao se existem i,j € I, = {1,...,r}, com i # j, tais que

(i) =jeT(j)=1ie para k #1,j em I, tem-se 7(k) = k.
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E possivel verificar que transposicoes sao permutacoes impares. Além disso, toda
permutacao pode ser escrita como composta de transposicoes. Apesar disso poder ser
feito de varias maneiras, a paridade de p é sempre a mesma, isto é, sgn(o) = (—1)?

depende apenas de o. Dai segue a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.7 A aplicagao r-linear f : EX---xFE — F € antissimétrica, ou alternada
se, e somente se, para toda o € &P, e quaisquer vy, ..., v, € E, tem-se f(vo(l), e ,’UG(T)) =

sgn(o) f(vy,...,v.).

Demonstragao. Suponha que f : £ x --- x E — F é uma aplicacao r-linear antis-

simétrica. Entao,

for, ooy vg, ) = — (U1, ), iy, U),
para quaisquer i, 7 = 1,...,7, com i # j. Isto denota uma transposicao o(1) das posigoes
v; e vj, tal que o(1) tem como p um ndmero impar. Portanto, sgn(c(1)) = —1. Suponha

agora que seja necessario, mais uma vez, alterar outras duas posicoes i’ e j’. Como [ é

antissimétrica, segue que

for, oo v v, v) = —(=f(1, 0 0, 0y),

e essa segunda alteracao nas posi¢oes pode ser denotada como uma transposi¢ao o(2), e
assim, sgn(o(2)) = —1.

Seguimos esse raciocinio até que tenhamos (vya), - . ., Vo)) = (v1,...,v,;). Como qual-
quer permutacao o € &, se decompoe em finitas transposicoes, existira um nimero finito
de alteragoes nas posicoes dos vetores v;, 1 = 1,...,r, que resultard na ordenacao equiva-

lente a f(vy,...,v,). Portanto,

f(va(l)a cee 7UO'(T‘)) - sgn(a)f(vl, S aUT)'

Reciprocamente, temos dois casos a verificar. Se ¢ é uma permutacao par, entao
sgn(o) =1 e assim,

f(Voys -3 Vo)) = flU1, ..., 0p),

ou seja, para esta igualdade ha um nimero par de alteragoes nas posicoes, ou podemos

dizer que a permutacao é a identidade. Assim, f é antissimétrica, pois nao contraria a

definicao. Se ¢ é uma permutacao impar, o resultado segue. |
Seja B = {e1,...,e,} C E uma base. Para cada sequéncia (s) = (iy,...,%,) de r
nimeros em I, = {1,...,n}, suponha estar associado um nimero real o). Entao existe

uma, e somente uma, forma r-linear f € Z,(F) tal que f(e;,,...,€;) = o), para cada
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sequéncia (s). De fato, basta tomar f = Z a(s) €(), onde €5 é o produto tensorial dos

(s)
funcionais €, , ..., €;, pertencentes a base dual de A.

Usando deste fato, para cada conjunto de indices I = {i; < --- < i,} C I, com r

elementos, defina uma forma r-linear e; : £/ x --- x E — R, do seguinte modo:

(a) €r(ej,,...,€j.) =0, se o conjunto J = {ji,..., 7.} for diferente de I (em particular

se em J houver repeticoes).

(b) Se J = I, entao existe 0 € &, tal que j1 = i,a),...,Jr = i) €, NESSE CASO, POMOS
er(ejy,...,ej) =sgn(o) (em particular tem-se
él(eil,...,eiT) = 1, EI<€1>---;€j>---7€j7---767') =0 e
61(61,...,63»,...,@,...,er) = —61(61,...,ei,...,ej,...,er)).

Para esta forma r-linear temos o seguinte teorema cuja demonstracao omitimos para

nao estender o texto, que enfim nos fornece uma base para A,.(F).

Teorema 2.3.8 ([6], pag. 32) As formas r-lineares €; anteriormente definidas sao alter-

nadas e constituem uma base do espago vetorial A, (F).

Um corolario que merece ser lembrado é o seguinte.
n
Corolario 2.3.9 Se dim E = n, entao dim A\, (E) = ( ) .
r

Uma ideia da prova é notar que esta combinacao é o nimero de subconjuntos de I,
com 7 elementos. Com isto fica claro que o espaco das formas n-lineares alternadas em E
tem dimensao 1.

Agora que definimos o conjunto das permutacoes de r elementos estamos em condigoes
de exemplificar uma funcao r-linear alternada bem caracteristica que é a funcao determi-

nante.

Exemplo 2.3.10 Consideremos a funcao:
Det : M,(R) — R,

que para cada matriz A € M, (R) associa o nimero real Det(A) = det(A), chamada

fungao determinante, onde

det(A) = |A| = Z 5gn(0) G15(1) - - - Gro(r)

O’ngr

considerando um produto de r elementos da forma ayj asj, ... a,., definido pela per-

mutacao o = j1Ja ... Jr de r elementos em I,.
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A fungao Det € r-linear de suas colunas (ou linhas), isto é, para cada i, 1 < i <,
Det é uma forma linear da i-ésima coluna (linha) quando as outras r — 1 colunas (linhas)

sao firadas. Além disto, Det € alternada. Para mais detalhes, ver [3], capitulo 5.

2.4 Produto exterior de funcionais lineares

Sejam F um espaco vetorial sobre R de dimensao n e £* o seu dual.

Definigao 2.4.1 O produto exterior der funcionais lineares f1,..., f. € E* é a forma
r-linear alternada fi N\ --- A f. € A.(E) dada por:

(fi NN fr)(vr,. .. 0) = det(aij),

onde a;; = fi(vj), parai,j=1,...

Note que, como vimos no Exemplo 2.3.10, a fun¢ao determinante definida em M,.(R)
é uma forma r-linear alternada de suas colunas, logo, nao somente f; A--- A f. € A,(E),

como a proépria aplicagao:
A:E"x---x E"— AJ(E),

definida por A(f1,...,fr) = fi A=+ A f., é r-linear alternada.
Com isso temos uma outra maneira de denotar uma base para A,.(E), a qual é dada

no préximo teorema.

Teorema 2.4.2 ([6], pag. 38) Sejam B = {e1,...,e,} C E umabase e B* = {ey,...,€,} C
E* a base dual. Para todo subconjunto I = {iy,...,i.} C I, a formae; € A.(E), men-

cionada no Teorema 2.3.8, coincide com o produto exterior €, A--- N€;,.

Demonstracao. Temos dois casos. Se o conjunto J = {j1,...,Jj.} C I, for diferente de
I (em particular, houver repeti¢oes na sequéncia (ji, ..., J,)) existird i € [ — J de modo

que a matriz (€;,(e;,)) terd a i-ésima linha igual a zero. Dali,
(€ Ao NE (e, 06,) = det(@y(e),)) = 0 = (e, ..., e;),

conforme a definigao de €.
Se, no entanto, tivermos J = I, existird uma permutacao o € £, tal que a matriz
(€iy(ej,)) resulta da matriz identidade (€, (e;,)) pela aplicacao da permutacao o em suas

colunas. Logo,

(€, Ao NEi)(ej, ... he5,) = det(@,(e;,)) = sgn(o) = erlej, ... ej,).

Pelo Teorema (2.3.2), concluimos que é; = €;, A--- A ¢ . [ |
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Segue deste teorema que, se A = (a;;) € M, «,(R) é a matriz das coordenadas dos

vetores vy, ...,v, € E na base {ey,...,e,}, isto é, se v; = Zaijei, j=1,...,r, entao,
i=1
para todo conjunto [ = {i; < --- <.} C I, tem-se €;(vy,...,v,) = det(A;), onde A; é a

matriz quadrada de ordem r formada pelos coeficientes a;; tais que ¢ € I. De fato, temos:

E[(’Ul,...,vr) = (éil/\---/\éir)(vl,...,vr)
= det(e;, (vy))
= det(ahj)
= det(A])
Usando ainda o Teorema 2.4.2 note que, se tomarmos fi,..., f, € E* linearmente

independentes entao esses funcionais fazem parte de uma base do E* e assim, fi A---A f,
pertence a uma base de A,.(E), logo fi A -+ A f. # 0. Por outro lado, supondo que
fiN--+ N f. # 0, entao os funcionais fi,..., f, sao linearmente independentes, pois a

aplicacdo A : E* X --- x E* — A,.(F), propriamente, é r-linear alternada como afirmamos

anteriormente. Provamos assim que os funcionais fi, ..., f. sao linearmente independentes
se e somente se fi A--- A f. # 0.
Seja I = {i; < --- < i,} percorrendo os subconjuntos de I,, com r elementos. Vimos

que as formas r-lineares alternadas ¢, = €, A --- A €, constituem uma base de A, (E).
m ra ver quais sa rden rodu xterior f1 A - -- , €M T a
Vamos agora ve ais sao as coordenadas do produto exterio A A f, em relacao a

esta base, ou seja, vamos encontrar os escalares oy tais que fi A--- A f,. = E agey.
I

Note que, se K = {k; < --- < k,} é um subconjunto de I,, com r elementos, entao
o valor de ex(e;,,...,e;,) é igual a 1 ou 0 conforme K = I ou K # I, respectivamente,

para [ = {i; < --- < i,} e, portanto, temos:

041201161(61‘1,...761‘7,) = ZO!KEK(GZ‘I,...,&;T)
K

= (fin-Afi)ei,. - ei)
= det(f;(e;,))

= det(a,,;)

= det(Ay),

onde A; € M, (R) é formada pelas r linhas 4y, ...,7, da matriz A = (a;;) € M« (R),

obtida de fj = Z az-jéi.
=1

Obtemos, por fim, a relacao fi A--- A f, = Z det(Aj)e;.
I
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2.5 Formas diferenciais de grau superior

Nesta secao, podemos estender os resultados apresentados da Secao 2.2 utilizando

agora as formas r-lineares alternadas a fim de definirmos as formas diferencias de grau r.

Definicao 2.5.1 Uma forma diferencial de grau r, ou uma r-forma diferencial,
definida em um aberto U C R™ € uma aplicacio w que a cada x € U associa uma forma

r-linear alternada em R™, isto é, w(z) € A, (R").

Seja {dx1,...,dx,} C (R™)" a base dual da base canonica {eq,...,e,} C R". Vimos
nos Teoremas 2.3.8 e 2.4.2 que uma base do espaco vetorial das formas r-lineares alternadas
é composta por fungoes do tipo dx; = dx;, A--- Adx;,, onde [ = {i; < --- < i,} percorre
todos os subconjuntos com r elementos do conjunto I, = {1,...,n}. Entdo, se w é uma

r-forma diferencial, para cada € U, temos:

W( Zaf[ df,E[,

onde ay : U — R sao as fungoes coordenadas de w relativas a base composta pelos dxy e

tem-se aj(z) = wy(es,- - -, €;, ), OIS
Wy (€iys---s€i) = Za[(x) drr(eq,....e;,)

= Zal det d:%(eu))
= az( ),

quando I = {i; < --- < i, }.

Devido a essa dependéncia de x por w, cada a; é determinada unicamente por x. Além
disso, analogo ao caso das 1-formas diferenciais, quando as aplicagoes a; sao de classe C",
diz-se que w é uma r-forma de classe C".

Acompanhemos um exemplo de como seriam as formas de grau superior a 1 em R2.
Lembramos que no capitulo seguinte abordamos as 1-formas diferenciais que induzem

folheacoes de dimensao 2 em R, portanto, aqui tomamos o R? apenas por simplicidade.
Exemplo 2.5.2

(a) Em abertos U de R?, dado x = (z1,3), as formas diferenciais de grau 1 sio do tipo:
wy = a(z) dxy + b(z) dxs,

e as de grau 2 sao
wy = a(z) dry A dxs,

onde a e b sao funcgoes reais definidas em U.
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(b) Em abertos U de R3, dado x = (x1,2,23), uma forma diferencial de grau 1 se
escreve como:

w, = a(x) dry + b(x) dey + c(z) dus,

uma forma diferencial de grau 2 é do tipo:
wy = a(z) dxy A\ deg + b(x) doy A dxs + c(x) dxs A drs,
e, finalmente, uma forma diferencial de grau 3 € dada por:
w, = a(z) dry A dxg A dxs,

onde a,b e ¢ sao funcoes reais definidas em U.

Para w e w duas r-formas diferenciais em R" dadas por w = E ardryew = g by dxy,
I

I
definimos a soma delas por:

w+w= Z(al + by) dx;.
I

Além disso, se 7 é uma s-forma diferencial podemos definir o produto exterior w A n

como a (r + s)-forma diferencial, como segue.
Definicao 2.5.3 Considere U C R™ um aberto. Sejam w = Zaldxf, I ={i <
I

<} en= ZdexJ, J ={j1 < -+ < js}, formas diferenciais de graus r e s,
J
respectivamente, em U. O produto exterior entre w en é uma (r+ s)-forma diferencial

em U dada por:
w/\n:Zalede/\dasJ.

1,J

A classe de diferenciabilidade de w A 1 acompanha a menor das classes de diferencia-

bilidade entre w e n. A seguir alguns exemplos para ilustrar a definicao anterior.

Exemplo 2.5.4 Sejam w = xydxy + vodry + w3drs uma 1-forma diferencial e n =
x1 dxy A dxo + dxy A dos uma 2-forma diferencial, ambas em R3. Entdo, lembrando que
dx; Ndz; = 0 e que dx; AN dr; = —dx; A\ dx;, © # j, obtemos:

wAn = zydry Ndry Adrs + w3z des Adey Adey = (x123 — 9) dey A dzg A das.

Exemplo 2.5.5 Consideremos duas 1-formas diferenciais dadas por w = 2dx, — 3dxy +

drs e v = dxy + 2dxy — dws definidas em R3. Entao, a 2-forma diferencial w Av € tal que,
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dados vi = (1,3,1) e vy = (2,—1,3), vetores do R® e x € R? qualquer, tem-se:

(w VAN V)m(’Ul,’Ug) = (7 dl’l VAN dIQ — 3dZL’1 N dl’g + dxg N d.flfg)m(vl,’Ug)
= T(dzy A dxy) (v1,v2) — 3(dzy A dxs), (v1,02) +
+(dl‘2 N dl‘g)x(l}l,vg)

_ ) >‘_3 n
dzogs(v1)  doy(v2) drsg(v1) drz,(v)
dra,(v1)  dze,(v2) ‘
drs,(v1) drz,(v2)

o2 12 3 -1

I I R R I 1 3

= —49-3+4+10 = —42.

Perceba neste exemplo que, como as 1-formas w e v possuem funcoes coordenadas
constantes, entao independente do x € R3 considerado, w,, v, e, consequentemente,
(w A V), sdo sempre os mesmos funcionais lineares e bilineares, respectivamente. A ideia

¢ a mesma para o seguinte exemplo.

Exemplo 2.5.6 Considere as 1-formas w = dx; + 2dxy — dxs, v = 3dxry — dxoy + dxs
en = —dry — 3dvy + drz, definidas em R3. Considere a forma 3-linear (w Av An).
Podemos, por exemplo, calcular o valor da forma 3-linear alternada (w Av An),, para

r € R? qualquer, nos vetores da base canoénica de R?. Temos, assim:

(wWAVAN),(e1,e2,e3) = (ddzy Adxs Adxs), (e1,e2,€3)
= 4(dxy Ndzoy N dzs)(e, ez, €3)
= ddet(l) = 4.

Note que a definicao de produto exterior entre formas diferenciais deixa claro que
tomando 7 1-formas diferenciais w',...,w" definidas em R", segue que w! A --- A w” em

xr € R™ é a forma r-linear alternada que, avaliada em vy,...,v, € R", se expressa como:
(W' A AW (v, ) = det (W' (vy)).

Deste modo, no exemplo anterior poderiamos fazer apenas:

we(e1) veler) mneler) 1 3 -1
(wWAvAn),(e1,e2,e3) = | welea) vulea) mu(ed) | =] 2 -1 =3 |=4
Wx(efﬂ) Vx(€3) 7790(63) -1 1 1

Algumas propriedades do produto exterior entre formas diferenciais sdo as seguintes:
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Proposicao 2.5.7 ([8], pag. 5) Sejam w uma r-forma, n uma s-forma e 0 uma k-forma,
definidas em R™. Entao:

(@) (WA ANO=wA (nAb);
(b) (WAn) =(=1)"nAw);
(c) wA(n+0)=wAn+wAb, sek=s.
Demonstragao. Os itens (a) e (c) sdo diretos. Para provar (b), escrevemos:
W= Zaldxf, I={ip < <i},
T

n=> bydry, J={i<-<j}
7

onde I e J sao subconjuntos com r e s elementos de I,, = {1,2,...,n}, respectivamente.

Entao,
wAn = Za;bjd:vil/\~~~/\dxir/\dxj1/\~--/\dxjs
1,J
= ZbJa/[(_l) dzyy A\ -+ Ndz,_, Ndxj, Ndz; N - Ndx,
1,J

= ijaj(—l)’" dej, Ndxg A Ndx;, Ndzj, N\ - Ndxy,.
I,J

Como J possui s elementos obtemos, repetindo o argumento anterior para cada dx;,,

com j; € J, que:

WA =Y bar(=1)" dwy Ao Adag Ade A Nde, = (1) Aw.
J I

2.6 Formas diferenciais em superficies

Dado M uma superficie de classe C* e dimensao m em R?, uma forma diferencial de
grau r em x € M é uma forma r-linear alternada n, € A,.(T,M). Logo, para todo z € M
e vetores wy,...,w, € T, M tem-se que n,(wy,...,w,) é um nimero real que depende
linearmente de cada w; e se anula quando w; = w; com 7 # j.

Seja 1 : N — M uma aplicagao de classe C* (k > 1) entre as superficies N C RY, de
classe C* e dimensao n, e M C RP anteriormente definida, e tome 1 uma forma diferencial
de grau r sobre M. O pullback de n por ¢ é a r-forma diferencial ¢*n definida em N
por:

w*n(x) : (wb s 7w7‘) = 77(¢(~"")) ’ (dw(m) cWy, - ,dw(l') ’ wr)?
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para quaisquer wy, ..., w, € T, N e considerando x € N. Lembrando também que di(x) :
T, N — Ty@u)yM ¢é a diferencial de ) no ponto = € V.

Um caso particular é quando N esta contida na superficie M ei : N — M é a aplicacao
de inclusdo i(x) = x. Neste caso, para toda r-forma n em M, seu pullback é a forma i*n,
chamada forma induzida de n em N, ou restrigdo, as vezes denotada por n|y.

Tendo-se uma r-forma 7 definida em uma superficie M, utilizando o pullback, pode-
mos definir uma r-forma diferencial em R™ através da parametrizacao local ¢ : Uy — U,

onde U C M e Uy C R™ sao abertos. Para cada © = ¢(u) € U indiquemos por
{duy,...,duy,} C (T,M)" a base dual da base {a—('p(u), . 0 (u)} C T, M, obtida

(9u1 ' 8um
como fizemos na pagina 6. Por simplicidade escreveremos du; ao invés da notacao correta

que é du;(x) ou dug,, pois du; : ¥ € U — du;(z) € (T,M)". Com isso as formas diferen-
ciais du; = duy, A -+ A du,,, para I = {iy < --- <i,} C I, constituem, em cada ponto
x € U, uma base de A,.(T,M). Portanto, toda forma diferencial n de grau r em M se

exprime, em termos da parametrizagao ¢, como:

Ny = Za;(u) dur, onde wu € U.
1

Exemplo 2.6.1 Seja M uma superficie de dimensao m em RP. As formas diferenciais
de grau zero sao simplesmente funcoes reais g : M — R diferencidveis. Se N C RY
e f: N — M éuma aplicacio de classe C* (k > 1), entdo o pullback de g por f é

simplesmente g o f.

As préximas duas proposicoes trazem algumas propriedades importantes envolvendo
r-formas diferenciais e o pullback. Para elas considere N C R? uma superficie de classe

C* e dimensao n e M C RP outra superficie, de classe C* e dimensao m.

Proposicao 2.6.2 ([8], pag. 6) Sejam f: M — N uma aplica¢io e g : N — R uma
funcao, ambas de classe C* (k > 1). Considere também w e @ r-formas diferenciais em
N. Entao:

(a) f*(aw+bw) = a(f*w) + b(f*W), para todo a,b € R;

(b) f*(gw) = (f79) (f'w);

(c) Seny,...,n. sio 1-formas em N, tem-se f*(m AN---An.) = f*m AN\ f*n,.
Demonstracao. Para a demonstracao consideremos x € M e vy, ..., v, € T, M.

Entao,

frlaw +b0)(x) - (vr, - 0) = (aw +0W)(f(2)) - (df (2)(v1), - .., df () (vr))
= a(ffw)(@) - (o1, 00) +0(f ())(fﬂ)'(vl,---’vr)
= (a(f"w) +o(f* (@) (@) - (v, ..., vp),
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de onde segue o item (a).

Além disso, para mostrar (b), segue que

[gw)(@) - (v1,. . v) = (gw)(f(2)) - (df (v1), ... df (vr))
:( H) o) (o, 0)
= frg(x) ffw(x) - (vi,...,0.).

Para o item (c), omitindo a indica¢ao do ponto x, obtemos

A An) (o, 0) = (m A An) - (df(v), ..., df ()
= det(n;(df (v;)))
= det(f"(n)i(v;))
= (ffmin-Af ) (v1,...,0).

[ |
Note que, pelo item (a), concluimos que a aplicagdo w +— f*w é uma transformagao

linear.
Proposicao 2.6.3 ([8], pag. 8) Seja f: M — N wma aplicacao diferencidvel. Entdo:
(a) fflwAn) = (fw)A(fn), onde w en sao formas de graus r e s em N;

(b) (fog)'w=g*(f'w), onde g : R¥ — M ¢ diferencidvel.

Demonstracao. Considere (y1,...,y,) = (fi(x1,...,&m), ..., fulz1,...,2n)) € N, para
(T1, .. Ty) E M, w= Z ardyr e n = Z bsdy;. Obtemos assim,
I J

fflwAn) = f* <Z aledyI/\dyJ>
1,7

= S (o fbs (o ) dfy A dFs

1,J

= Z al(fla---afn) df[/\z bJ(fl;-"afn) de
I J
= (fro) A ().

de onde segue o item (a).

Para o item (b) temos:

(fog)w = > ai((fog).-...(fog),)d(fog);

1

= Z al(fl(glw--;gm)y---,fn(gh--~;gm))df[(dgl7-'-7dgm)

1
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= g'(f'w).

2.7 Diferencial exterior

Como previamente destacado na introdugao, a diferencial exterior de uma forma di-
ferencial de grau r resume diversos teoremas importantes do Célculo (para mais detalhes
recomendamos [6]). Aqui definimos apenas os resultados basicos que nos auxiliam no

capitulo seguinte.

Definicao 2.7.1 Sejaw = Z ar dx uma forma diferencial de graur e classe C* (k > 2)

I
definida no conjunto aberto U C R". A diferencial exterior de w € a forma diferencial

de grau r + 1 dada por:

da
dw = Zda]/\dxl = Za—xjdxj/\dx[,
I 3.1

de classe C*=1 em U.

Exemplo 2.7.2 Sejam U C R™ um aberto, {e1,...,e,} a base canénica do R" e I =

{iy <--- <.} C I, um conjuntos com r elementos.

(a) Seg:U — R € uma forma diferencial de grau zero, ou seja, uma fungao real dife-

rencidvel com n varidveis, entao, tomando v = E aje; € R" ex € U arbitrdrios,
i=1
temos:

(dele) = dgle) v = 3 2L (x)do)

ou seja, a derivada direcional de g(x) em rela¢ao a v.
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n

(b) Seja w:U — R uma forma diferencial de grau 1 dada por w = Zai dx;, temos:
i=1

8 OIZ 81']'

Oa; Oa;  Oa;

dw:Zdai/\dm: 2 da /\dxz—z<a]— a)da;mdxj,
i1 i,j=1 i<j

pois, como dx; A dx; € A.(R™), entdo dx; A\ dx; = —dx; \dx; .

Proposicao 2.7.3 ([8], pag. 9) Sejam w e @ duas r-formas diferenciais, n uma s-forma
diferencial, definidas em R" e f : R" — R™ uma aplicacdo de classe C" (r > 2). Entao:

(a) dw+w) = dw + dw;

(b) d(wAn)=dwAn+(—1)"wAdy;

(¢) d(dw) = d*w = 0;

(d) d(f*w) = f*(dw), agora para w definida em R™;
() d(f*w) A f*w = f*(dw Aw), para w definida em R™.

Demonstracgao. Utilizamos nas demonstracoes de cada item:

w:Zaldm, w:ZEldm (§ @:ijd$J.
J

1 I

Segue da definicao que

dw+m) = Y (das+da) A (dxy)

I
. aa[ 8@1
— ]z: (8.75]- + ax]) dz; A dxg
aCL[
- Z@x] dxj/\da:1+za da; A da

g, 1
= dw+ dw,

e isso prova o item (a).

Note que,

dwAp) = Zd(ale) ANdz; A\ dzy

1,J
= ZdeaIAdeAde+Za1de/\d:E1Ade
I1,J 1,J

= doAg+ ()" ardr; Ndby Adzy
I,J
= dw AN+ (—1)wAdep,
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o que mostra o item (b).
Para provar o item (c¢) assuma primeiramente que w seja uma 0O-forma diferencial.

Entao, podemos supor w = f definida em R" e temos:

d(dw) = d(df) = d(iﬁ—fda;j>

Do Teorema de Schwarz ([5], pdg. 67) e do fato de dz; A dv; = —dx; A dx;, quando
i # 7, segue que:

2 f Of
d(df) = Z ( Swdr, B, 8@) de; Adx; = 0.

1<J

Agora, seja w uma r-forma diferencial. Por (a) podemos restringir ao caso em que

w = aydzr; com a; # 0. Dai, por (b) segue que:
dw = day N dz; + ayd(dzy).
Mas d(dxz;) = d(1) A dxy = 0. Portanto,
d(dw) = d(da; Ndxy) = d(dar) Adx;+ day A d(dx) = 0,

concluindo a afirmacao do item (c).
No item (d), mais uma vez, consideremos primeiramente uma O-forma diferencial.
Seja g : R™ — R uma funcao diferenciavel que associa a cada (y1,...,¥ymn) € R™ o valor

9(y1, ..., ym) € R. Entao:

dg 0f;
F(dg) = f*(l > > s,

- 2‘9(902”) dr; = d(go ) = d(f*g)

Seja agora w uma r-forma diferencial. Com o mesmo raciocinio anterior, e pelo fato

de que f* comuta com o produto exterior, segue que:

(Zf ar) d:m)
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=S () A (7 )
— Z(f*(daf))/\(f*(d$1))

I
_ (Z da; /\dm) = f*(dw).
I

Por fim, no item (e), utilizando respectivamente as Proposigoes 2.7.3 (d) e 2.6.3 (a),

obtemos a relacao:
Ww) Ad(Y'w) = PwAY(dw) = P (w A dw).
[ |

Observagao 2.7.4 Uma 1-forma diferencial w € fechada (tal como vimos na Se¢ao 2.2)

se e somente se dw = 0. De fato,

8aj 8@1- .
dw = Z(@xl _8xj) dv; Ndx; = 0

i<j
(9aj . 8ai
aiL’i N (9.1'j7
ou seja, w satisfaz o critério de integrabilidade, para i,j =1,...,n.

Apesar de nao termos trabalhado com integragao de r-formas diferenciais (o que pode
ser visto com detalhes em [6], pdg. 11), é simples visualizar a importancia da diferencial
exterior, por exemplo, com o Teorema de Green que lembramos ao fim desta secao com o
intuito de enriquecer a teoria aqui apresentada.

No teorema é dito que em uma regiao aberta A C R?, se D C A é um aberto simples, ou
seja, sua fronteira 0D é uma curva fechada e sem auto-intersegao orientada positivamente,
entao para um campo de vetores T = P(z1,x9)dxy + Q(21, x9)dxy definido em A, onde

P e () sao duas fungoes de variaveis reais com derivadas parciais continuas em D, tem-se

1,7 = S G ) oo

Acompanhemos no exemplo seguinte sua aplicacao.

Exemplo 2.7.5 Se considerarmos a 1-forma diferencial w que associa a cada ponto
(11, 22) € R* um funcional linear w(xy, x5) em L (R?) dada por w(xy, xs) = /Tadzr) +
Vxidze, entao podemos calcular o valor de sua integral ao longo de uma curva v delimi-

tada pelas retas ¥, = 1, x5 = 0 e a pardbola xy = x> utilizando o Teorema de Green,
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como seque

}{w = f\/x_del + x1dzy
Y Y

A

1

1
N
N \/g;—z)g”””2

S 1 (G )

10



Capitulo

Folheacoes, Formas Diferenciais e Campos de

Planos

Nosso objetivo principal é estudar folheacoes de dimensao 2 em abertos do R? induzidas
por 1-formas diferenciais. Assim, apesar das defini¢coes e resultados serem validos para
R™ ou mesmo variedades, nos limitamos ao caso particular m = 3.

Lembramos que nos capitulos preliminares trabalhamos com superficies de dimensoes
m em RP e que abertos de R? nada mais s@o do que casos particulares de superficies.

Fixamos para R?® um sistema de coordenadas (z,y) com z = (71,25) € R2 e y € R,
com relagao a base candnica; ou entao (1, T2, z3) € R3, a menos de colocagoes diversas.

A principal referéncia utilizada é o livro [1]. Por conta disso, resultados sem referéncias

indicam que foram adaptados a partir do livro.

3.1 Folheacoes

Intuitivamente, uma folheacio de dimensao 2 de um aberto U C R? é uma decom-
posicao de U em superficies conexas, no nosso caso, de dimensoes 2, e que sao disjun-
tas duas a duas. Cada componente conexa desta decomposicao é o que chamamos de
folha. Além disto, estas folhas se aglomeram localmente tais como os subconjuntos de R3
da forma particular R? x R com segunda coordenada constante. Formalmente temos a

seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.1 Seja U C R? aberto. Uma familia de cartas locais de classe C" de U,
{(Us, %) };ep, onde A € um conjunto de indices, define uma folheagdo .7 de classe C”

e dimensao 2 de U se satisfaz:
(a) Uc Ui
i€ A
(b) Se (Ui, x;) € uma carta local em U, entdo x;(U;) = U;' x U C R? x R, onde U;' e

U? sao bolas abertas em R? e R, respectivamente;

38
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(c) Se (Ui, x;) e (Uj,x;) sao cartas locais em U tais que U; NU; # @, entdo a mudanga
de coordenadas xj o x;~ ' : x,(U; N U;) — x,(U; NU;) € um difeomorfismo local da
forma (x; 0 x;, 1) (z,y) = (hi(7,v), ha(y)), onde (z,y) € x;(U; NU;) C U;' x U

Figura 3.1: Folheagao de dimensio 2 de R3.

Dizemos ainda que U C R? é folheado pela folheacao .#, ou que .# é uma estrutura
folheada de dimensao 2 e classe C" de U. As cartas (U;,x;) de # sao chamadas cartas
trivializadoras da folheacao.

Seja (Us,x;) € Z tal que x;(U;) = U;' x U € R? x R. Chamamos de placa de U (ou
de .%) o conjunto da forma x;,~'(U;' x {c}), ¢ € U;?. Lembramos que, fixando ¢ € U;?,
a aplicacao [ = Xi_1|Ui1><{C} : Uit x {¢} — U é um mergulho de classe C" e, portanto,
as placas sao superficies conexas de classe C" e dimensoes 2 contidas em U. Além disso,
se a e ( sao duas placas de U;, entao a N f = & ou a = . Dizemos que um caminho
de placas de # é uma sequéncia aq, ..., qy de placas tais que «o; N ;1 # @ para todo
ie{l,...,k—1}.

Note que U C R3 é coberto por placas da folheacao .#. Dizemos que uma folha F
de .# é uma classe de equivaléncia da relacao ~ dada por: se p,q € U, entdao p ~ ¢ se
existe um caminho de placas aq,...,q, tal que p € a; e ¢ € a,. Uma consequéncia da
definicao é que toda folha é um conjunto conexo por caminhos. De fato, se ' é uma folha
e p,q € F, seja ay,...,qr um caminho de placas com p € a; e ¢ € . Como x; é, em
particular, homeomorfismo, entdo a; = x;~*(U;' x {c}) é conexo por caminhos. Assim,
como o; N1 # J, parat=1,...,k—1, tomemos p; € a1 Nay. Dal existe um caminho
ligando p a p; (em as). Em seguida, tome py € ap N ag e um caminho ligado p; a py (em
ag3). Faca assim, de maneira sucessiva, até tomar um caminho em «y, ligando p,_; a ¢,

onde pr_1 € ag_1 N ag. Assim, obtemos um caminho ay, ..., a, contido em F' ligando p

a q.
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Observacao 3.1.2 Toda folha F de uma folheacao % de dimensao 2 e classe C" de
U C R? possui uma estrutura de superficie diferencidvel de dimensdo 2 e classe C" que €
induzida pelas cartas de F. Esta estrutura é chamada estrutura intrinseca de F e suas
caracteristicas ficam bem definidas ao considerarmos o atlas de .7 .

Mais precisamente, dados p € F e (U, %;) carta local de F tal que p € U; e x;(U;) =
Ul x U? c R? xR, onde U;' e U;? sio bolas abertas em R? e R, respectivamente, pomos
x; = (x;1,%2), onde x;' : Uy — R? e x2: U; — R.

Seja a a placa de U; passando por p. Entdo X = x;'|s : o — U;' € R? € uma carta

local de classe C" para F numa vizinhanga especificada de p, ainda mais,
U={(,X); a CF € uma placa e (U, x;) carta de F}

¢ um atlas de classe C" e dimensao 2 de F (para mais detalhes ver [1], pdg. 29).
Assim, como vimos na pdgina 6, sendo o = x; ' (U;' x {c}), entdo uma base para o

plano tangente T,F' a ' em p € composta pelos vetores:

¢ T = B e = ()
e B ) = E@) e = (),

81’2

onde ¢ =x(p), e; =(1,0,0) e ey =(0,1,0).
O plano tangente a folha F de .F por p também pode ser denotado por T, F .

O primeiro exemplo mostra como uma folheacao pode ser obtida por submersoes.

Exemplo 3.1.3 Seja f : U C R® — R, uma submersio de classe C" no aberto U.
Entao f induz uma folheacao .% de U tal que as folhas sdao as componentes conexas das
superficies de nivel f~'(c), com c € f(U) C R.

Pela Forma Local das Submersoes (Teorema 1.1.11), dado p € U e tomando ¢ = f(p),
existem um aberto Z C U contendo p, bolas abertas W CR? e V C R comc €V, e um
difeomorfismo h - W x V. — Z de classe C" tal que

(f o h)(z,y) = v,

onde v € W ey € V. Sejax = h™'. Entao (Z,x) é uma carta local de dimensio 2 e
classe C" de U em p.

Afirmamos que a colegdo das cartas (Z,x) dadas como acima define uma folheagdo de
classe C" e dimensdo 2 de U C R3.

De fato, sejam (Z1,%1) e (Z2,%2) duas cartas como anteriormente, com p € Zy N Zs.
Temos que mostrar que xo0x1 '+ 1 x1(Z1NZy) — x9(Z1NZ3) € da forma (xg0x; 1) (2, y) =

(Pa(,y), ha(y)).



3.1. Folheacoes 41

Para tanto considere (x,11), (T, y1) € x1(Z1 N Zs) quaisquer. Basta mostrar que (py o
x90%1 V)(2,91) = (p2oxe 0%, V) (T, 41), onde py € a projecio na seqgunda coordenada, ou
seja, esta coordenada depende apenas da ultima varidvel.

Sejam ¢ = x17'(x,31) e @ = x” (T, y1). Entao, f(q) = (foxi )(a,pn) = =
(foxi™)(@, ) = f(@)-

Sejam, agora, (z',y2) = x2(q) e (T',Yy) = x2(q). Temos,

x (@) =q e %7 (T, h) =1,
0 que acarreta:

yo = (foxy )@ 10) = flq) = f(@) = (foxa )T ) =Ty

Como
(xg 037 ") (7, 91) = xa(q) = (v

(x20x:7")(T,51) = x2(q) = (T, 7a),

obtemos pa((x2 0 x7 1) (2, 91)) = Y2 = Ty = p2((x2 0 %7 (T, y1)), como queriamos.
Concluimos também que as folhas de F sdao as componentes conexas das superficies
de nivel f~1(c), com ¢ € R, uma vez que o conjunto {x (z,c);x € W} = fc)NZ é

uma placa da folheacdo obtida.

Exemplo 3.1.4 Considere f : R* — {0} — R dada por f(x1, 12, 23) = 112 + 2% + x3°.
Como [ é uma submersao, define uma folheagao F de R®—{0}, onde as folhas sio esferas

centradas na origem de R® e raio ¢ € R,.

Apresentamos a seguir uma definicdo alternativa para folheacao por meio de submer-
soes. Esta maneira de definir é muito til nos diversos exemplos de folheagao e, por conta

disto, mais adiante demonstramos a equivaléncia entre as duas definigoes.

Definicao 3.1.5 Uma folheagdo .7 de dimensao 2 e classe C” (r > 1) de um aberto
U C R3 € uma colecio de pares (U;, fi), para i pertencente a uma familia de indices A,
onde 0s U; sao abertos em R3 e as f; : U; — R sao submersoes de classes C™ satisfazendo:
(a) Uc |JUs
ISP
(b) Se U;NU; # @, entao existe um difeomorfismo g;; = f;(U; N U;) — fi(U; NU;) de
classe C" tal que f; = gij o f; em U; N U;.

As f; sao chamadas aplicacoes distinguidas de # e as funcoes g;; sao chamadas
aplicacoes de coeréncia. As placas de .# sdo componentes conexas dos conjuntos de
nivel f;"'(c), ¢ € R.
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Figura 3.2: Folheacio do aberto U C R? por aplicacoes distinguidas.

Para provarmos a equivaléncia das duas defini¢oes de folheac¢oes precisamos do lema a
seguir. Antes disso, recordemos que toda cobertura aberta de um espaco métrico compacto
admite um numero de Lebesque, isto é, se K é um espago métrico compacto e € é uma
cobertura de K por abertos, entao existe um numero real 9 > 0 tal que para cada
subconjunto de K com diametro (distancia d méxima entre dois pontos deste conjunto)
inferior a § havera um elemento de € contendo o subconjunto. O nimero § é chamado

numero de Lebesgue para a cobertura % .

Lema 3.1.6 ([1], pdg. 30) Seja .F uma folheagcdo de U C R3. Erxiste uma cobertura
¢ ={U;|i e A} de U por dominios de cartas de F tal que, se U;NU; # @, entiao U; UU;
estd contida no dominio de uma carta local de F .

o0

Demonstracao. Consideremos uma cobertura de U por compactos, isto é, U = U K,
n=1
onde K,, C int (K,1) é compacto, para todo n.

Para cada n € N fixemos uma cobertura finita de K,, por dominios de cartas triviali-
zadoras de .#, {V;"|i =1,... k,} (existe, pois K, é compacto). Seja d, > 0 o nimero
de Lebesgue associado a esta cobertura .

Basta agora tomarmos uma cobertura de K, por dominios de cartas trivializadoras,

{U™)j=1,...,1,}, tal que o diametro de U;" seja menor que —, para todo j = 1,...,1,.
Entao, se U;"NU;" # @, temos que U;"UU;" C V", para algum p € {1,..., k,}. Portanto,
basta tomar ¢ ={U," |j=1,...,1,, n € N}. |

Proposicao 3.1.7 As definicoes 3.1.1 e 3.1.5 sao equivalentes.

Demonstracao. Seja U um aberto de R3. Para verificarmos a equivaléncia entre as
defini¢oes suponhamos primeiramente que tenhamos uma folheacio F de U sequndo a
Definicao 3.1.5.

Seja {(Us, fi)};c » uma colecao de pares como na definicao citada. Do Teorema da
Forma Local das Submersoes (Teorema 1.1.11) sabemos que dado p € U; € U C R?

arbitrdrio, existem W e V, bolas abertas em R? e R, respectivamente, com V C [f;(U;)] e
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uma carta local x : 7 — W x V de classe C" com Z C U; tal que fiox ' : W xV =V
¢ a projecao na segunda coordenada, o qual denotamos por ps.

Vamos a seguir verificar que o conjunto de todas as cartas (Z,x) definem, desta
maneira, uma folheacao de U C R? segundo a Definicao 3.1.1.

Considere duas cartas locais (Z1,%;1) e (Z3,%3) de modo que Z; N Zy # & tal como
acima. Segue, portanto, que Z; C U; e Zy C Uj, pela forma como foram definidas.

Seja h = xy0x1 1 x1(Z1N7Zs) — x2(Z1N7Z5). Suponha que h(z,y) = (hi(z,y), ho(z,y)).
Temos:

hao(z,y) = (p2oh)(z,y) = (p2oxzox )(z,y)

(
(fioxa ' oxpoxi ") (z,y)
= (fioxi™")(z,y)
(gij 0 fiox Y (z,y)
(i © p2)(, y)
= 9;(y),

o que mostra a dependéncia apenas da tltima variavel, como queriamos.

Suponha agora que F € uma folheacao de U dada pela Defini¢ao 3.1.1. Seja € a
cobertura de U dada no Lema 3.1.6. Dado U; € €, temos uma carta local de .%, x; :
U; — x;(U;) € R? x R, tal que x;(U;) = U;' x U;? que sdo bolas abertas.

Considere p, : R? x R — R a projecao na segunda coordenada e seja f; = py 0 x; :
U; — R. Desta maneira f; é uma submersao. Além disto, para cada nimero real ¢ € Us
segue pela propria definicao de placa que fi_l(c) N U; é uma placa.

Resta agora construir os difeomorfismos que sao as aplicacoes de coeréncia. Para tanto,
considere (U;,x;) e (Uj,x%;), cartas locais da folheagao .# com U;NU; # @ e UZ, U,e®.
Pelo lema anterior existe V' C U, um aberto, tal que U; UU; C V com (V,x) € #. Além
disso temos x(V) =V} x V5 C R? x R, bolas abertas.

Note que se « C U; e B C U, sao placas com a3 # &, entao v = a U f é uma placa

em V. Assim, temos:

BNU]Ca = fi([BNU]) = fi(a)

que é um unico ponto.

Portanto, se y € f;(U; N U;), entdo (f; o f;7')(y) é um tnico nimero real, o qual
denotamos por g¢;;(y). Um ultimo passo a ser feito é verificar que g;; ¢ um difeomorfismo
de classe C". A bijecao é imediata. Para verificar a diferenciabilidade basta notar que

-1

fi=gjofiedal gi; =g; . [
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Um aberto U de R? também admite folheacao de dimensdo 1 e a definimos analoga-
mente ao que foi feito até aqui. Acompanhe na sequéncia um exemplo comum deste tipo

de folheacao de R? a fim de enriquecer a teoria aqui apresentada.

Exemplo 3.1.8 Considere um campo de vetores X definido em um aberto U C R3. Seja
v : (a,b) — U uma solugio da equagdao diferencial ordindria associada a X, ou seja,
%’V(t) = X (y(t)), para todo t € (a,b).

Ja vimos que a solugdo 7 : (ag,bg) — U de X tal que ¥(0) = p € chamada drbita ou
curva integral de X por p. O Teorema de Existéncia e Unicidade de equagoes diferenciais
ordindrias (Teorema 1.2.3) garante que, sob certas condigoes em X, por todo ponto de
U C R? passa uma tinica érbita de X .

Dai, o Teorema do Fluzo Tubular (Teorema 1.2.7) garante que quando X nao possui
singularidades (isto €, X (p) # 0, para todo p € U ) tais drbitas de X sdo as folhas de uma
folheacdo de dimensao 1 de U C R3.

3.2 Formas diferenciais, campos de 2-planos e folhe-
acoes

Nosso principal objetivo neste trabalho é estudar folheacoes de abertos de R? induzidas

por 1-formas diferenciais. Comecamos esta abordagem com o seguinte resultado.

Proposicao 3.2.1 Toda I1-forma diferencial fechada w de classe C™ (r > 1) definida em
um aberto U C R® induz uma folheagio de dimensdo 2, denotada por F (w), e de classe
C" de U — sing(w), onde sing(w) = {p € U |w, = 0}.

Demonstracao. Com efeito, sejam p € U — sing(w) e U, C U vizinhanga de p, tal que
wy # 0 para todo ¢ € Uy. Podemos assim tomar um sistema de aplicagoes distinguidas
como sendo o conjunto de todos os pares (Uy, fy), onde fy : Uy — R é uma fungao de
classe C" tal que dfy = w. A existéncia de tal aplicagao f) é assegurada pelo Lema de
Poincaré (Teorema 2.2.3), pois podemos supor U, simplesmente conexa.

Percebemos facilmente que fy é uma submersao, uma vez que dfy(p) = w, # 0, para

todo p € U,. Visto isto, resta encontrarmos as aplicacoes de coeréncia g;;. Para tanto,

como f; e f; sao submersoes e df; = w|y,nu; = dfj, entao para p € U; N U; arbitrdrio,
obtemos f;(p) = f;(p) + k, com k real. Assim, basta tomar o difeomorfismo g¢;; : R — R
dado por g;j(x) = x + k que segue a relacao desejada f;(z) = g¢;; o f;(z). Satisfizemos

assim as condicoes da Definicao 3.1.5. [ |

No seguinte exemplo temos uma 1-forma diferencial fechada e o esbogo da respectiva

folheagao de R? — {0} para ilustrar a situacao da proposicao anterior.
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Exemplo 3.2.2 Consideremos a 1-forma diferencial
W = xldml + $2dl’2 — xgdxg,

que claramente € fechada e possui sing(w) = {0}, onde 0 € R3. Note que w = df, onde
flzy, 20, 23) = 1(:1:'12 + 29> — x3%). Uma particularidade desta folheagio é que apesar de f
nao ser submersio em {0} e termos f(0) =0, o conjunto f~1(0) — {0} determina o cone
de duas folhas esbogado na Figura 3.3, uma vez que, para todop € f~1(0)—{0}, df (p) # 0,
cOMo VIMos.

Assim, em R3 — {0} as folhas de w sio as componentes coneras das superficies de

nivel de flrs_goy € estao dadas na Figura 3.3.

=%

Figura 3.3: Folheacio de R?® — {0} induzida por w = z1dx; + vodrs — x3d73.

Portanto, se w é uma 1-forma diferencial fechada em R? obtemos uma folheacao de
dimensao 2 de R? — sing(w), a qual denotamos por .7 (w). Mas e se w nao é fechada? Na,
secao seguinte vemos que se w satisfaz a condi¢do w Adw = 0 (Teorema 3.3.5), que é “mais
forte” que apenas w ser fechada, entao existe uma folheacio de R3 — sing(w) associada a
w.

Antes de prosseguirmos com o estudo de folheacoes dadas por 1-formas diferenciais
vejamos um novo conceito que estda relacionado com folheagoes e 1-formas diferenciais.

Sabemos que os campos de vetores sem singularidades definidos em R? estao direta-
mente relacionados a folheacoes, pois as érbitas do campo compoem as folhas da folheacao
(Exemplo 3.1.8). H4&, no entanto, uma generaliza¢ao do conceito de campos de vetores
através de campos de planos, como segue.

Um campo de 2-planos em um aberto U C R3 é a aplicacao P que associa a
cada ponto ¢ € U um subespago vetorial P(q) C T,U de dimensao 2. Observamos que a
definicao de campos de k-planos é idéntica, mas estamos nos restringindo a nosso objetivo
do texto.

Dizemos que um campo de 2-planos P em U ¢ de classe C" se para todo g € U existem
dois campos de vetores de classe C”, X! e X2, definidos numa vizinhanca V de ¢, com
V C U, tais que para todo g € V, {X'(q), X*()} ¢ uma base de P(q).
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Um caso particular de campos de planos é o de campo de 1-planos que é conhecido
como campo de linhas. Se X é um campo de vetores sem singularidades definido em R?

podemos definir um campo de linhas P em R? colocando
P(q) =R - X(q). (3.1)

Note que, se P é um campo de linhas em R3, podemos definir um campo de vetores em
R3 sem singularidades escolhendo, em cada ponto ¢ € R?, um vetor nao nulo em P(q). O
campo de linhas ¢ de classe O™ quando para todo ¢ € R? existe um campo de vetores X,
de classe C", definido numa vizinhanga V' de ¢, tal que X (q) gera P(q), ou seja, satisfaz
a expressao (3.1), para todo g € V.

Observamos que, em geral, um campo de linhas continuo definido em M, uma su-
perficie de dimensao m e classe C" em RP, nao possui um campo de vetores continuo
tangente. A Figura 3.4 ilustra alguns exemplos em M = R? — {0}, onde vemos clara-

mente que numa vizinhanca da origem nao podemos dar uma orientacao coerente para as

7 =

Figura 3.4: Superficies sem campo de vetores continuo tangente.

linhas.

Em seguida, nas Proposigoes 3.2.3 e 3.2.4 mostramos que campos de 2-planos em
abertos de R® podem ser obtidos através de 1-formas diferenciais e também a partir
de folheacoes, respectivamente. Mas antes deixemos claro o que sao singularidades de

1-formas diferenciais.
m

Supondo w = Z a; dr; uma 1-forma diferencidvel de classe C" definida num aberto
i=1
U C R™ onde a; : U — R sao fungoes de classe C" (r > 1), dizemos que p é uma

singularidade de w se todas as fungoes coordenadas a; de w se anulam neste ponto,
isto é, a;(p) = 0, para i = 1,...,m. Entdo w, é o funcional linear nulo e p pertence ao

conjunto sing(w) que vinhamos tratando.

Proposicao 3.2.3 Se w é uma 1-forma diferencial de classe C" sem singularidades num
aberto U de R®, entao P(q) = kerw, define um campo de 2-planos de classe C", onde

q €U e kerw, denota o nicleo do funcional linear w,.
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Demonstracao. Para cada ¢ € U consideremos o seguinte conjunto:
P(q) = {v € T,U ; wy(v) =0} = ker w,.

Entdao P(q) é um subespago vetorial de T,U C T,R* de dimensao 2 uma vez que w nao
possui singularidades em U, ou seja, w, ¢ um funcional linear nao nulo.

Afirmamos que o campo de 2-planos P : ¢ — P(q) é de classe C".

De fato, dado p € U tome uma carta local x : V — R3 tal que p € V C U e que
x(p) = (z1(p), z2(p), x3(p)), com z; : V — R, j =1,2,3. Assim, podemos considerar para
cada j a 1-forma de classes C*®° dz; : p € V — dxj(p) € (T,U)". Entao determinamos
uma base para (T,U)" formada por {dz(p), dzs(p), dz3(p)}.

Como w, é um funcional linear nao nulo, é possivel tomar funcionais dz,(p) e dzg(p)

na base anterior tais que o conjunto

{wp, da(p), ds(p)}

ainda é uma base para (T,U)".

Tomemos uma nova representagao para a base anterior denotando dz,(p) = w?, e

dzs(p) = w?,. Assim, temos {w,,w?,,w?,} como a base para (T,U)". Note que w? e w?
sdo as 1-formas diferenciais que obtemos a partir da carta local (V,x).

Por continuidade é possivel determinar uma vizinhanca W de p em V., com W C V,
tal que o conjunto {w,,w?,,w3,} é base de (T,U)", para todo ¢ € W.

Consideremos os campos de vetores X, X 2 e X 3 definidos em W tais que para todo

q € W o conjunto {X,(q), X.2(q), X.3(¢)} é base dual de {w,, w?y, w?,}, ou seja,

. 0 o
w'y(X,i(q)) = 05, onde 6;; = { ’ Se%#‘z ,
1, sei=7

para i,j = 1,2,3, sendo w! = w.

Concluimos assim que os campo de vetores X,,, X2 e X 3 s@o ao menos de classe C",

uma vez que w é de classe C" e w?,w? sao de classes C*. Além disto,

P(q) = [X.2(q), Xus(q)],

3
pois se v € P(q), com v = Zaini(q) € T,U, entao 0 = wy(v) = ai, concluindo-se
=1

que v € [X,2(q), Xo3(q)]- Por outro lado, se v € [X.2(q), X.3(q)], obtemos w,(v) = 0 e,

portanto, v € P(q). E esta inclusdo dupla entre os conjuntos comprova o enunciado. W

Proposigao 3.2.4 Toda folhea¢io F de dimensao 2 e classe C" (r > 1) em um aberto

U C R3, define um campo de 2-planos de classe C™=' em U, o qual denotamos por T.F .
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Demonstracao. Seja P(p) = T),.#. Logo P(p) é um subespago de dimensao 2 contido

em T,U. Seja (U;,x;) uma carta local de .#. Segue da Observagao 3.1.2 que, para todo

9 1 .
oz, (p) = (dx)p (e;),onde i = 1,2

p € U, P(p) é o subespago gerado por vetores da forma

e e; é 0 i-ésimo vetor da base canonica de R3.

Como x é de classe C" segue que os campos i = 1,2, sao de classe C"7! e,

ox;’
portanto, P é de classe C" 1. [

Neste ponto, uma pergunta natural é: dado um campo de 2-planos P em um aberto U
de R?, sob que condicoes existe uma folheacao .# de dimensao 2 tal que para todo ¢ € U
tenha-se T, # = P(q)? A mesma pergunta pode ser feita para 1-formas diferenciais. Sua
resposta ¢ dada pelo Teorema de Frobenius que é abordado na proxima segao.

Antes disso porém, observemos que dada uma folheagao .# de dimensao 2 de um aberto
U C R?, vimos na Proposicao 3.2.4 que a partir de uma folheacao .# obtemos um campo
de 2-planos “tangente” a .%. A proposicao abaixo mostra que a partir de .% podemos
também obter uma 1-forma localmente, isto é, dado p € U arbitrario, existe uma 1-forma
diferencial w definida numa vizinhanca V' de p, com V C U, tal que T,.# = ker w,, para
todo ¢ € V. Esta é uma consequéncia do seguinte resultado e esta enunciado no Corolario
3.2.6.

Proposicao 3.2.5 Todo campo de 2-planos e classe C™ (r > 0) pode ser definido local-

mente como o nicleo de uma 1-forma diferencial sem singularidades e de classe C".

Demonstracao. Seja P um campo de 2-planos e classe C" definido num aberto U C R3,
e seja p € U qualquer. Considere dois campos de vetores de classe C", X5 e X3 tais
que P(q) é subespaco de T,U gerado por {X»(q), X3(¢)}, para todo ¢ € V C U sendo V/
vizinhanga de p (tais campos existem, pois P é de classe C").

Podemos, num processo andlogo ao da demonstracao da Proposicao 3.2.3, definir um
campo de vetores X; de classe C*° em V tal que Xi, X5 e X3 sao linearmente inde-
pendentes em uma vizinhanga W de p, com W C V. Considerando agora a base dual

{w!, w? w3} constituida por 1-formas diferenciais de classes C*° em W, temos assim
P(q) ={v e T,U | w',(v) = 0},
A verificacao desta igualdade de conjuntos é andloga ao que foi feito no fim da de-
monstracao da Proposicao 3.2.3. |

Como consequéncia imediata dos resultado das Proposigoes 3.2.4 e 3.2.5, temos:

Corolario 3.2.6 Seja .# uma folheagio de dimensdo 2 e classe C™ (r > 1) de um aberto
U C R®. Dado p € U, existe uma vizinhanca V de p, com V. C U, e uma I1-forma
diferencial w de classe C" em V tal que T,.F = kerw,, para todo q € V. Dizemos que F

¢ induzida, localmente, por w.
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Nosso objetivo agora é responder a questao levantada a respeito de quando é possivel

determinar uma folheacao tendo-se um campo de 2-planos, o que ¢ feito na proxima secao.

3.3 O Teorema de Frobenius

Um campo de 2-planos P de classe C™ (r > 1) definido em um aberto U C R? é
dito completamente integrdvel, ou apenas integrdvel, se existe uma folheacao . de
dimensao 2 e classe C" em U tal que T.% = P, onde T.% é o campo de planos tangente
a % dado na Proposicao 3.2.4. De modo analogo, uma 1-forma diferencial w de classe
C" (r > 1) definida no aberto U C R? é #ntegrdvel quando existe uma folheagio .Z de
dimensao 2 e classe C" em U tal que T},.%# = ker w,, para todo p € U, ou seja, se o campo
de 2-planos definido por w (dado na Proposic¢ao 3.2.3) for integréavel.

O Teorema de Frobenius (Teorema 3.3.4 e Teorema 3.3.5) da condigbes para que P e

w sejam integraveis. Antes de enuncid-los porém, vejamos algumas preliminares.

Definicao 3.3.1 Um campo de 2-planos P de classe C" (r > 1) definido em um aberto
U C R? € involutivo se dados X eY campos de vetores de classes C* tais que, para todo
qe U, X(q) eY(q) pertencem a P(q), entao [ X,Y](q) € P(q).

E comum dizer que um campo de vetores X é tangente ao campo de 2-planos P
quando X (q) € P(q), para todo g no dominio de X. Dai, podemos reformular a definigao
de campo de 2-planos involutivos como dados X e Y campos vetoriais tangentes a P
tem-se [X, Y] tangente a P.

Na prova do Teorema de Frobenius para campos de planos (Teorema 3.3.4) nos
apoiamos nos seguintes resultados, sobretudo no Lema 3.3.3 cuja demonstracao damos
apenas uma ideia.

Uma acd@o local de R? num aberto U C R? é uma aplicacao ¢ : V — U, onde V
é uma aberto de R? x U contendo {0} x U e que, tal como um fluxo (reveja pagina 9),

satisfaz as seguintes propriedades:
(a) ©(0.p) =p;

(b) p(u+wv,p) = o(u,p(v,p)) = v(v, p(u,p)),

para todo p € U e desde que (u,p), (v,p) e (u+ v,p) pertencam a V.

Importante frisar que para x € R? (x € V) fixado, a aplicagao p € U > ¢,(p) =
¢(x,p) é um difeomorfismo de classe C”, relagao equivalente também ao caso do fluxo.
Outro fato importante é que a acao local ¢ da definicao anterior é gerada por dois campos

de vetores definidos em U (para mais detalhes ver [1], pagina 212).

Lema 3.3.2 ([1], pag. 214) Sejam X; e Xy campos de vetores de classes C" (r > 1) no

aberto U C R3. Se [X1, Xy] = 0, entdo existe uma base {vi,vo} de R? e uma agao local
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0:VCR2xU — U, V aberto, tal que p(tv;,p) = X;,(p), para todo (t,p) € R x U, desde

que ambos estejam definidos.

Lema 3.3.3 ([1], padg. 214) Sejam X; e Xy campos de vetores de classe C" (r > 1)
definidos num aberto U C R? tais que [X1, X5] = 0. Suponhamos que para todo q € U o
conjunto {X1(q), X2(q)} gera o subespago P(q) C T,U. Entdo o campo de 2-planos P de

classe C" € tangente a uma unica folheacao % de dimensao 2 e classe C".

Demonstracao. O objetivo é mostrar como sao as cartas da referida folheagao, e assim
verificar que é vélido o item (c) da Definigao 3.1.1. Posteriormente, comprovar a unicidade
de tal folheacao.

Seja ¢ : V — U a acao local do Lema 3.3.2. Dado p € U, fixemos um intervalo aberto

I mergulhado em U, com p € I, tal que para todo ¢ € I tenhamos:
T,U =P(q) & T, (3.2)

Como V é aberto, existe uma bola aberta B C R? com 0 € B e tal que Bx [ C V.

Coloquemos agora ¥ = ¢|pxs. Dado (u,t) € R? x 1,1, com u = ey + agey, temos:

9 %)
[ (a_x1¢(0,p)d$1 + a—xQ@/J(O,p)dxg) (u) = ale(p) + O_/2X2(p)7 e

o (0. p)drs(t) .

Da condigao (3.2) e por ¢ : I — 1bo(I) ser um difeomorfismo, concluimos que diy(p) :
R? x T,I — T,U é um isomorfismo.

Pelo Teorema da Funcgao Inversa 1.1.10 existem bolas abertas menores B’ C Be I’ C I
taisque 0 € B, pel' e =¢|pxp : B x1I' = (B x I') C U é um difeomorfismo de
classe C" sobre o aberto ¢(B’ x I') de U.

Coloquemos W = ¢)(B’ x I') e x = ¢/~". Entao (W,x) é uma carta local de classe C”
em U e as superficies da forma x~!(B’' x {¢}), ¢ € I, sao as placas de uma folheagao .Z |y,
de classe C", definida em W e tangente a P. Para comprovar esta afirmacao procedemos
tomando duas cartas cujos dominios se interceptam tal como feito no Exemplo 3.1.3.

A folheagdo |y ¢ tnica em W que é tangente a P, pois as folhas de F|y sao
transformadas por x nas bolas abertas da forma B’ x {q}, com ¢ € I’. Por outro lado o

campo de planos P é transformado por dx no campo de planos “horizontal”:
P*(q) = dx(x'(¢))- P(x(q)) = R*x {0}, 0 €T,I',

pois vimos que as derivadas parciais de uma parametrizagao compoem uma base para o

espaco tangente e, com isso, o mesmo vale para as derivadas parciais de uma carta local.
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A folheagao de B’ x I’ cujas folhas sao B’ x {q}, para ¢ € I, é a inica em B’ x I’ que
é tangente ao campo de planos ¢ — R? x {0}, provando a afirmagao.

Logo, o conjunto de todas as cartas (W, x) construidas como anteriormente definem
uma folheacao .# de classe C" em U, uma vez que elas coincidem na intersecao do dominio

de duas cartas quaisquer. [ |

Teorema 3.3.4 (Teorema de Frobenius para campos de 2-planos) Seja P um
campo de 2-planos de classe C™ (r > 1) definido em um aberto U C R3. Se P é involutivo
entdo P € completamente integravel. Além disto, a folheacao determinada por P € unica
em U.

Demonstracao. Fixemos p € U. Da definicao de campos de 2-planos de classe C”
existem campos de vetores Y e Y5, de classes C", definidos numa vizinhanca V' de p, com
V C U, tal que P(q) é o subespago gerado por {Yi1(q), Y2(q)}, para todo ¢ € V.

Podemos supor que V seja o dominio de uma carta local x: V — R? de classe C*°,
pois caso nao seja podemos tomar um aberto menor e chama-lo de V.

Para cada j = 1,2 podemos escrever:

0 0 0

Y;‘:&lja—xl—i‘a%a—xz—i‘agja—xg,

8;51’83:2’8:1:3
parat=1,2.3ej =12

Consideremos a matriz A = (a;;), onde 1 <i <3 e j=1,2. Como Yi(p) e Ya(p) s@o

linearmente independentes, a matriz A tem posto 2, isto é, existe uma submatriz B de A,

o a0 0
onde {— — —} ¢ a base associada a carta local x e a;; : V — R sao de classe C",

de ordem 2, tal que det B(p) # 0. Como o determinante é uma fungao continua, temos
det B(q) # 0, para todo ¢ € W, uma vizinhanca de p contida em V.

Permutando-se as variaveis xy,xy € x3, se necessario, podemos supor que s.p.g. que
B =
coeficientes funcoes de classe C" definidas em WW.

Coloquemos X; = by;Y1 + by;Ys, para j =1, 2.

Segue do fato de det B™'(q) # 0 que {Xi(q), X2(¢q)} é uma base de P(q), para todo

g € W, pois sé nao seria caso bj; = Abyj, para A € R e j = 1,2, o que nao acontece. Além

. -1 B , .
(@ij),<; j<p- Desta forma a matriz B~ = (b;;),; <, estd definida e tem como

disso, temos:

0 0 0 0 0 0
Xj = b ana—l -+ 91 =— 81’2 -+ as)1=— ax + bgj alga —+ a228—2 +a a3~ (9373
3

o .
- Z (@irbyj + aizbo;) 9w )T L,2.

i=1 v

Desta forma, temos:
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1, se 1=
Giabij o dizbaj = { 0, se 1#
Logo, obtemos:
0 0 0 0
Xj = — + (Clglblj + a32b2j) =

+ C3; ;
al'j 8x3 8[Ej % 6.173

onde C3; = aglblj + a32b2j, para j = 1, 2.

Afirmamos que [X7, X3] = 0. De fato, do Lema 1.3.2 vem que:

o 8032 8631 8032 8031 0
Rl = (eag? —ea + G2 G )
0

C—.
8[E3

Como P ¢é involutivo, entao [Xi, X»](¢) € P(q). Dai, como {Xi(q), X2(q)} é base de
P(q), para todo ¢ € W, devemos ter:

0 0 0 0
Ca— = O[le + O[QXQ = (Oll— + aQ_) + (63_) )

T3 81'1 812 81‘3

onde (3 = ac31 + Qacso.

Da relagao acima podemos concluir que oy = ap = 0. Logo, [ X7, Xs] = 0.

Segue do Lema 3.3.3 que existe uma tnica folheacao de classe C" e dimensao 2 em W,
Z|w, tal que T.Z |y = Plw. Visto isto, existe uma cobertura {W;},_, do aberto U C R?
por abertos tal que, para cada i € A esta definida uma folheacao .%; em W;. Da unicidade
de tais folheagoes segue que se W; N W; # &, entao Z;|w,nw, = F;jlw,rw,, 0 que implica
na unicidade da folheagao .# em U tal que T.% = P. |

Vejamos agora a versao do Teorema de Frobenius para 1-formas diferenciais.

Teorema 3.3.5 (Teorema de Frobenius para 1-formas) Seja w uma 1-forma di-
ferencial de classe C™ (r > 1), sem singularidades num aberto U C R3. Se w A dw = 0

entao w € completamente integrdvel.
Para a prova deste teorema precisamos dos seguintes lemas.

Lema 3.3.6 Sejam w uma I1-forma diferencial e n uma 2-forma diferencial, sem singu-
laridades, definidas no aberto U C R?® e tais que w A = 0. Dado p € U existem uma
vizinhang¢a V' de p, com' V C U, e uma 1-forma o definida em V tal que n = w A 1.

Demonstracao. Como w nao possui singularidades, podemos tomar 1-formas diferenciais

w? e w? de classes C™ definidas numa vizinhanca V de p, com V C U, tais que, para todo

q €V, {w,w?,w?,} é uma base de (T,U)".
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Pelo Teorema 2.4.2 podemos escrever a 2-forma 7 como o produto exterior entre as

1-formas consideradas, obtendo:

N = browAw?+ bigw Aw? + byg w? AW
Como w A n = 0, segue que (Z bij W' A wj) A w = 0, ou seja, bys = 0. Logo, temos:
i<j
n = bowAw? +bswAw® =wAa,

onde o = bys w? + byzw?. [ |

Importante frisar que segue da Proposi¢ao 2.5.7 (b) que w A = n A w; o que torna

este resultado mais amplo.
Lema 3.3.7 Sejam w uma 1-forma diferencial de classe C" (r > 1) definida no aberto
U C R3, sem singularidades, e X €Y dois campos de vetores de classe C* em U. Entao,

dw(X,Y) =dw(X)) Y —dw(Y)) - X +w([X,Y]),

onde denotamos por w(X) a fungao q — wy(X(q)).

Demonstracao. Observe que queremos mostrar a relagao:

(dw),(X(q), Y (q)) = d(w(X))(q) - Y(q) — d(w(Y))(q) - X(q) + wq([X(q), Y()]).

3
Por simplicidade omitimos o ponto ¢. Suponha que w = Z a;dx;, onde a; : U — R
i=1
é de classe C", i = 1,2,3, e {dwx1, dzs,dr3} a base dual da base canonica de R3. Coloque

L9 L9
X:Z bz-% eY:Zciam. Temos:
i=1 ! !

i=1

3 3
() wX)=> abjd; = ab,
i,j=1 i=1

3
wlY) = Z a;c; e, pelo Lema 1.3.2, temos:

i=1

3 3
Je; ab; \ D ob;
w([X,Y])—izlai <jzl bja—%—cja—%> —Zal (bj P, ¢ 8%-)'

8aj ('3ai

(ii) dw = Z a;j dx; N\ dz;, onde a;; = ui 0w,

1<J

do(X,Y) = Y ayde; Aday - (X,Y)

1<j
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1<j

i<j bj ¢
= > aylbic; — bjcy)
1<j

B 8(&1-61-) o 8ci aai
(dw(Y)- X = ) o b = ;bj (aZa% +czaxj).

i7j

(iii) Portanto, pelos itens anteriores, segue que:

c%, 8a,~
(dw(X)) Y — (dw(Y)) - X = XJ: (cjaia—% +cjb,-a—%) +
8ci 80@
> (-t~
_ Z @ (C% b ac@)
- ‘ ]836]- ]&cj
0a7;
iZj: a_xj<blcj bjci)

Somando a expressao de w([X,Y]) em (i) com (iii), obtemos:

A(X)) Y = d(¥) - X +w(X,Y]) = Y §—<b ~ bicy).

Porém,

Oa; _ Oa;  Oa, B
izj %(bicj —bjc;) = ; (8@ — &fci) (bicj — bjc;) = dw(X,Y),

como queriamos mostrar. [

Demonstracao do Teorema 3.3.5. Seja P o campo de 2-planos obtido pela 1-forma

w de acordo com a Proposicao 3.2.3. Suponha que X e Y sdo dois campos de classe C*
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tangentes a P em U. Como w A dw = 0, do Lema 3.3.6 obtemos dw = w A « e, portanto,

dw(X,Y) =

W(X) w(Y) ‘
a(X) a(Y)

uma vez que w(X) = w(Y) = 0, pois X e Y sao tangentes a P que é dado pelo kerw,
conforme a proposigao mencionada, ou seja, para todo ¢ € U temos X (q) e Y (q) pertencem
a P(q), logo, we(X(q)) = wy(Y(q)) = 0.

Por outro lado, pelo Lema 3.3.7, temos

0 = dw(X,Y) = dw(X)) Y —dw(Y)) X +w(X,Y]) = w(X,Y]),

mais uma vez por w(X) = w(Y) = 0. Assim mostramos que [X,Y] é tangente a P e,
portanto, P ¢é involutivo, definindo pelo Teorema 3.3.4 uma folheagao de dimensao 2 de
U. [ |

E interessante observar que em R? toda 1-forma diferencidvel w induz uma folheacao,
uma vez que sempre tem-se w A dw = 0. Por fim, acompanhemos um exemplo pratico que

se enquadra no problema que o teorema anterior resolve.

Exemplo 3.3.8 A I-forma n = xodxy — 2x1dxs em R3 satisfaz n Adn = 0 apesar de nao
ser fechada, pois dn = dxy A dxy — 2dzy N\ drg = —3dxry A dry # 0, e temos

nAdn = (xodry — 2x1dxs) A (—3dxy A dxg)
= —3$2d371 A dl’l AN dl’g + 6$1d$2 VAN d$1 A\ dLEQ = 0.

Analisando a 1-forma 1 vemos que o conjunto de singularidades de 1 € o eixo x3.
Assim, n define uma folheagao de U = R3 — {eizo x3}.
O nicleo de n,, para q € U qualquer, define, pela Proposicao 3.2.3, um campo de

2-planos P(q) que € tangente a folha que contém o ponto q.

0
Perceba, agora, que o campo de vetores X (x1, o, x3) = 2x1 — + X9 — € tangente

8ZE1 61’2
ao plano P(q), pois, suponha q = (y1,Y2,Ys), logo

Ng = Yodzy —2yrdzs = 1y(X(q)) = y22y1 — 25192 = 0.
Assim, as folhas de n sao produtos do eixo x3 com as orbitas do campo X = 2x, e +
€1
. Este campo de vetores possui autovalores Ay = 1 e Ay = 2 representando no plano

Ty ——
8372
P(q) um nd instavel. Veja a Figura 3.5.
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Figura 3.5: Folheacdo definida por n = xodr; — 271d1s.

3.4 Estrutura topolégica das folhas de w na vizinhan-

ca de uma singularidade

Verificamos nesta secao que, em certos casos, é possivel determinar a estrutura topo-
légica das folhas de uma 1-forma w integravel proximas de uma singularidade isolada.

Ao longo desta secao w é uma 1-forma diferencidavel de classe C" definida em um aberto
U C R? e dada por:

3
w = Z a;dx;, (3.3)
i=1

onde a; : U — R sao funcgoes de classe C", i = 1,2, 3. Além disso, supomos que wAdw = 0.
Primeiramente note que se w ¢ uma 1-forma de classe C” definida em R™ e satisfazendo

a relacao w A dw = 0, considerando a aplicacao ¢ : R” — R™ de classe C", obtemos pela

Proposigao 2.7.3 (e) que o pullback 1*w também satisfaz a relagao ¥*w A d(¢*w) = 0.
Suponhamos que 0 seja uma singularidade de w. Consideremos a matriz:

B = (by) = (gij (0)) ,1<i,j<3. (3.4)

Entao, pela diferenciabilidade de a;, podemos escrever
3
G1($) = Z bijilfj + Ri,
j=1

com lim Rl(x)
20 || z ||

=0,72=1,2,3. Logo,

3 3
=1

i,7=1
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3
onde R = ZRZ' dz; e

i=1
3
i, 7=1

A 1-forma w é chamada parte linear de w em 0.

De acordo com as contas feitas no Exemplo 2.7.2 (b), temos:

(dw)y =Y _ (bji — bij) do; A = dw . (3.7)

i<j

Lema 3.4.1 A 1-forma w dada acima € integravel.

Demonstracao. Como w é completamente integravel, utilizando as Proposicoes 2.5.7
(c) e 2.7.3 (a), temos:

O=wAdw = (W+ R)A(d@W+ R))
= (W+ R) A (dw+ dR)
= WAdw+wWAdR+ RANdw+ RAdR.

Desta expressao e da equagao (3.5), vemos que a parte linear de w A dw é W A dw.
Portanto w A dw = 0. |

Este lema nos auxilia na seguinte proposi¢ao, onde também usamos resultados do

Capitulo 2 para sua prova.

Proposicao 3.4.2 Seja w uma I-forma de classe C' completamente integrdvel dada pela
equacao (3.3), e 0 € R® uma singularidade de w. Se B é a matriz dada em (3.4), entdo

temos duas possibilidades:
(a) (dw), = 0. Neste caso B ¢ simétrica;
(b) (dw), # 0. Neste caso B tem posto menor ou igual a 2.

Demonstracao. Suponhamos (dw), = 0. Entao, pela equacdo (3.7) temos dio = 0 e

assim b;; = bj;. Logo, B ¢é simétrica, de onde segue o item (a).

Provemos agora o item (b). Uma consequéncia da hipétese é que do # 0. Seja

c¢ij = bj; — b;; e portanto dw = Z cijdr; Ndxj, para i, j = 1,2,3. Como dw # 0, podemos
i<j
supor c1p # 0, por exemplo. Sejam

C
fl(SC) = .TIQ"—EQ?g, e
C12

fo(z) = cawy + cosxs,
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pOiS C11 = Cog = 0. Perceba que ¢;; = —Cj;.
Podemos verificar, com simples célculos, que diwo = df; A dfs, uma vez que df; =

dxy + ?dx;; e dfy = co1dxy + cozdrs. Além disso, temos d( f1 dfs) = dfy A dfs, pois:
12

d(fidfs) = d [(% + Cﬁ%:ﬂ) (candzy + C23d$3)]

C12

C13C
= d (021I2 dl’l + C93T9 deg — C1373 dl’l + 15723 T3 d[L‘g)
C12
= —C921 dl‘l A dl’Q + C13 dl’l N dl’g + Co3 dl‘g AN dl‘g

- df1 A de
Assim, concluimos que:
dw = dfy Ndfs = d(f1dfs) = dw—d(f1dfz) =0 = dw— fidfz) =0

Pelo Lema de Poincaré (Teorema 2.2.3) existe uma funcao real g definida numa vizin-

hanca de 0 € R3 de grau 2 tal que,
W — fidfy = dg.

Defina agora T : R? — R3 por T'(z) = y, onde x = (1, 2o, 3) ey = (f1(z), fo(z), 3) =
(Y1, Y2, Y3)-

Note que T ¢ linear. Verificando a injetividade de T concluimos que T' é bijetora,
pois o dominio e o contra-dominio tém as mesmas dimensoes. Com efeito, suponha que
T(x) = T(T), com x = (x1,x9,23) ¢ T = (71, T2, T3). Logo, x3 = T3. Assim, a partir das
expressoes de f; e fy é imediato obter x1 = 77 e 1y = T3 e, portanto, x = T. Concluimos
assim que T é invertivel e, portanto, como T é linear, é um difeomorfismo.

Neste novo sistema de coordenadas, temos:

(T™Y'w = (T (fidfs + dg)

(T~Y) (fudf2) + (T71)"dg

= (T AT dfy+ (T7") dg
(fro(T™1)-d((T™)" fo) +d((T™")g)
(froTNd(fooT') +d(goT™)

= yldy2 + dh7

com h=goT %

Utilizando novamente a relagao w A dw = 0, lembrando que o pullback preserva a
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integrabilidade da 1-forma diferencial e do fato de que d(y;dy2) = dy; A dys, obtemos:
(T @Ado) = 0 = 0 = (T"YOAT) (dw)

(TH)'@Ad(T) D)

= (yudyz + dh) A d(yrdys + dh)
(Y1dys + dh) A (d(yrdys) + d(dh))

= yidy: A d(y1dyz) + dh A d(y1dys)

= Y1dy2 Ndyr A dys + dh A dyr A dys

= dy; Ndys N\ dh.

Consequentemente e 0 e, portanto, h s6 depende de y; e yo. Logo,
Ys
(T_l)*w = y1dys + dh
oh oh
= —d — | d
oo Y1+ <y1+0y2) Yo
= (enyr + enya)dyr + (e21y1 + e2y2)dys

uma vez que, como h = go T~ com ¢ de grau 2 e T linear, segue que h é uma funcao
s e ., . . _ b —

quadratica dependendo apenas das varidveis y; e 3. Portanto a matriz de (T71)"w tem

posto menor ou igual a 2, de onde concluimos que a matriz B de W tem posto menor ou

igual a 2. |

Definicao 3.4.3 Dizemos que 0 € uma singularidade simples, ou nao-degenerada, de

w quando det B # 0, onde B € a matriz dada na expressio (3.4).

Um exemplo de singularidade simples ja tratado neste texto é o Exemplo 3.2.2.

As singularidades simples sao isoladas, o que nao ocorre necessariamente para sin-
gularidade ndao simples, como mostra o Exemplo 3.3.8. Para verificar que singulari-
dades simples sao isoladas, tome a aplicacao f : R* — R3 de classe C" dada por
f(z) = (ai(z),a2(x),a3(x)). Entao z é singularidade de w se, e somente se, f(z) = 0.
Por 0 ser uma singularidade simples de w entao f(0) = 0 e a matriz B ¢ invertivel. Por-
tanto, pelo Teorema da Aplicagao Inversa (1.1.10), existe um aberto U C R? contendo 0
tal que a restricao f|y é um difeomorfismo sobre um aberto V' 3 f(0), o que comprova
que f é bijetiva numa vizinhanca de 0 e, assim, nesta vizinhanca temos 0 como a tinica
singularidade de w.

Perceba que como a dimensao do espaco em que trabalhamos neste texto é 3 entao,
se 0 é uma singularidade simples de w, necessariamente tem-se (dw), = 0, pois caso
contrério, pela Proposigao 3.4.2, o posto de B seria menor ou igual a 2, o que nao ocorre

pois det B # 0. Logo, d = 0. Portanto, segue do Lema de Poincaré (Teorema 2.2.3) que
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3
= bijr;, parai = 1,2, 3, ou seja, f é uma
Jj=1

w = df, onde, pela equagao (3.6), temos 5
4o

funcao quadratica.
Agora, observemos que a matriz hessiana de f em 0 é a matriz B, cujo determinante

é nao nulo. Assim, f esta nas hipéteses do seguinte teorema:

Teorema 3.4.4 (Lema de Morse) ([9], pdg. 6) Seja f : R" — R uma funcao diferencidvel
e p um ponto critico de f tal que o determinante da matriz hessiana de f em p € nao
nulo. Entao existe uma mudanca de coordenadas linear tal que, numa vizinhanca de p, f

S€ escreve comao:

f(Q) :f(p)—l'%—---—xi—{—xz+1+...+$i_
Definigao 3.4.5 Quando W = +d(x1? + 22* + x3?), em algum sistema de coordenadas

linear, dizemos que 0 é um centro de w.

Assim, para w = £ d(x1? + 122 + 23%), como f(x1, 79, 3) = +(21% + 2% + 23%) é uma
submersao fora da singularidade 0, segue que as folhas de @ sao as esferas 2,2 + 52+ 232 =
c?. Mais que isso, mostramos a seguir que se w é integravel e de classe C?, entdo suas
folhas sao difeomorfas a esferas em uma vizinhanca U da origem em R3. Para provar esta
afirmacao, vamos usar o seguinte resultado, cujo enunciado adaptamos para este caso e
cuja demonstracao envolve pré-requisitos de Topologia Algébrica nao estudados, mas que

pode ser consultada na referéncia citada.

Teorema 3.4.6 (de estabilidade de Reeb) ([1], pdg. 73) Seja .F uma folheacao de di-
mensao 2 e classe C™ (r > 1) de um aberto U C R® que contenha uma folha F compacta.

Entao existe uma vizinhanca V' de F' onde todas as folhas sao difeomorfas a F'.

O seguinte teorema, enfim, descreve a estrutura topolégica das folhas de uma 1-forma

integravel na vizinhanca de uma singularidade centro.

Teorema 3.4.7 (de Reeb) Seja w uma I1-forma integrdvel de classe C* definida em uma
vizinhanca de 0 € R®. Supondo que 0 seja um centro para w, entdo existe uma vizinhanca

U de 0 na qual todas as folhas de w em U — {0} sdo difeomorfas a esfera S2.

Demonstracao. Como 0 é um centro para w, entao existe uma mudanca linear de
varidveis tal que w = df, com f(x1, 72, 73) = +(21% + 222 + 23?). Mediante mais uma

mudanca de variaveis linear podemos supor:

Yi

basta fazer x; = ==, para i = 1,2,3. Logo, W = y1dy; + y=2dys + y3dys.

V2
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Considere a aplicacao v : R x S? — R3 definida por:

P(t,u) = tu.

Afirmamos que as restricoes 11 = 1](0,00)x52 € V2 = V|(—s00)xs2 sao0 difeomorfismos

sobre R?* — {0}. Provemos esta afirmagao para 1, pois o raciocinio é analogo para ts.

e 1 éinjetiva. Suponha que ¥ (t1,uy) = ¥1(ty, uz). Temos assim que ¢y u; = toug =
[t wi|] = [t ual| = [ta] [lua|] = [ta| [|ual| = t1 = ta, pois [|ug]| = 1 e [t =, > 0,

para k = 1,2. Portanto, u; = uy de onde segue a injetividade.

e 1 é sobrejetiva. Dado p € (R3—{0}) podemos escrevé-lo como p = tu, com t € (0, 00)

p p
—— = twu. Logo, ¢Y1(t,u) =tu=||p|| 7
, o el Il
1y € sobrejetiva e assim, bijetiva.

eu € S? pois p = ||p|| = p. Portanto,

e 1 ¢ diferencidavel. Perceba que podemos ver 1, como a restricao de uma aplicacao
H : R x R® — R? dada por H(t,u) = tu e, assim, podemos tomar um aberto do
dominio de H para avaliar quanto a sua diferenciabilidade, uma vez que nao seria
possivel julgar quanto a diferenciabilidade de 1; diretamente, pois S? niao é um

aberto. Como H ¢ diferenciavel, concluimos que v; é diferencidvel.

e ;! é diferencidvel. Com efeito, do item anterior sabemos que ; possui inversa que

denotamos por ¥, '. A expressdo da aplicacdo ¢, ' em p € (R? — {0}) é da forma
U (p) = (HpH, H];%H) € (0,00) x S? ¢ R*. Como a funcdo norma ¢ diferencidvel

fora da origem segue que 1), ' é composta por diferencidveis e, portanto, também

é diferenciavel quando p # 0. Concluimos assim que v; é um difeomorfismo sobre
R3 — {0}.

Note que, como w ¢ integravel, sabemos que 1;*w é uma 1-forma diferencial integravel,
para j = 1,2. Disto decorre que ¥;*w define uma folheagao de dimensao 2 de (0, 00) x S,
para j = 1, e de (—o0,0) x S?, para j = 2, tal que se F' é uma folha de v;*w contida em
(0,00) x S2%, por exemplo, entao ¢(F) ¢ uma folha da folheagao determinada por w de
R3 — {0}.

Para provarmos o teorema basta provarmos que numa vizinhanca V de {0} x S?,
todas as folhas de 1;"w sdo difeomorfas a S?, para j = 1 ou 2. Assim, como 1y e by sa0
difeomorfismos, concluimos que existe uma vizinhanga U de {0} C R? onde as folhas da
folheacio de w em U — {0} também sao difeomorfas a S? (note que para qualquer u € S?
tem-se ¢ (tp, u) = 0 apenas quando ty = 0 € R).

Coloquemos agora:

3
w=dg+ Z R;dx;, com R;(0)=0 e dR;0)=0. (3.8)

i=1
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Temos, pelos resultados do Capitulo 2, Segoes 2.2 e 2.5, que, para j = 1, 2,

vi'w = " (dg) + vy <Z R d:cz)
= d(goy) + Z ¥;" (R; d;)
=1

2

Sabendo que (g o ¥;)(t,u) = g(¥;(t,u)) = g(tu) = Z tu? = —, onde u =
(u1,ug,uz) € S? e j =1,2, segue que d(g o ;) = tdt. Além dlSSO temos:

3

biw(t, u) = d(goy)(t, u>+§jRz-<wj<t,u>>d:cz-~dwj<t,u>

= d(gov;)(t,u)+ > Ri(tu)d(tu,).

i=1
e, portanto,
3
P w = tdt + Z R;(tu)d(tu).
i=1
Sabemos por (3.8) e da hipdtese de w ser de classe C? que R; é de classe C?, R;(0) =0

e dR;(0) = 0. Pela Férmula de Taylor (veja Observacao 1.1.14) numa vizinhanga de
0 € R?, temos R;(tu) =t (R;(tu)), onde PI%Ri(t u) = 0.

—

Agora, defina a aplicacao S; : R x S? — R3, de classe C', como S;(t,u) = R;(tu),
para i = 1,2,3. Logo,

Ri(tu) = t(Si(t,u)),

com PH(% Si(t,u) = 0.

—
Consequentemente, podemos escrever:
zljj*w = tdt +

t(S;(t,u))d(t ul)>

= tdt+

M1

£(Si(t, u)) (tdu; + wydt)

=1

= tdt+ t(S;(t, u) ui)dt) + (Z tQ(S,-(t,u))dui)

= t(dt+n),

N——

w |l
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onde 1 é a 1-forma definida em R x S? por:

3 3
i=1 i=1
Seja @ a 1-forma definida em R x S? da seguinte forma:

(Y1*w), parat >0
(o'w), parat <0 .
dt, parat =20

= k=

Como E}%% (Y;"w) = 1lti_r}%(clzf—l—n) = dt, segue que @ é de classe C! e integravel, j = 1, 2.
Note também que as folhas definidas pela folheacao de w coincidem com as folhas de
Y w em (R —{0}) x S? para j =1,2.
Afirmamos que {0} x S? é uma folha de @. De fato, para t = 0, temos @ = dt em
R x S? com coordenadas (t,u). Assim, dado (0,up) € R x S? e (t,u) € TyR x T, S?,
temos:
ker Gy = {(t,u) € ToR X Ty,gS?; @(0.u0)(t,u) = 0},

mas W(o.u,)(t, u) = dt(ou,)(t, u) = ¢, de onde segue que ker W) = {0} x T,,, 5%

Como sabemos que ker W, ¢ o plano tangente a folha de w em (0, uo), segue que
{0} x S? é a folha de w por (0, up), como afirmamos.

Logo, pelo Teorema de Estabilidade de Reeb (3.4.6), existe uma vizinhanga V' de
{0} x S? onde todas as superficies integrais de @ em V sao difeomorfas a S?. Com
isto, tomando U = 1(V'), enfim concluimos que em U — {0} as folhas de w sao também

difeomorfas a S2. ]

Como consideragao final, é interessante observar que no teorema anterior, para provar
que as folhas da folheacoes induzida pela 1-forma w na vizinhanca de 0 € R? sao difeo-
morfas as folhas da folheagao induzida pela parte linear w de w, exige-se que 0 seja uma
singularidade do tipo centro, o que implica que W satisfaz W = +d(21? + 222 + 23%) em
algum sistema de coordenadas (pelo Lema de Morse (Teorema 3.4.4)). Na sua demonstra-
cao foi de fundamental importancia o Teorema de Estabilidade de Reeb (Teorema 3.4.6),
o qual usa fortemente a existéncia de uma folha compacta da folheacao induzida por w.
Agora, se 0 nao é um centro de w, ou seja, se w = +d(r,% + 2% — x3%) em algum sis-
tema de coordenadas, na Figura 3.3 do Exemplo 3.2.2 ¢é exibida a folheagao induzida por
w, na qual vemos nao possuir folha compacta e, portanto, conclui-se que o Teorema de

Estabilidade de Reeb nao se aplica.
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