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RESUMO

A principal motivagdo para o estudo de aproximag¢do de fungdes € a
incapacidade e limitagdo humana em registrar e manipular com exatiddo as variagdes
do comportamento da natureza fisica de um fendomeno. Estas variagbes serdo
denominadas sinais ou fungdes. Muitos problemas associados ao cotidiano humano
podem ser formulados como um problema de aproximagao de funges.

Neste  trabalho € apresentado o método dos quadrados minimos para

aproximagio de fungdes. E feito uma adaptagdo no método para aproximar fungdes

descontinuas utilizando fungdes ortogonais, tendo como objetivo obter fungdes mais
simples que possam ser de facil manipulagdo e serem utilizadas em futuras
implementagdes. Esta teoria de aproximagdo € aplicada em fungdes de fricgao. Em
seguida € realizada a compensagdo de fricgdo nestas fungdes aproximadas, com intuito
de “anular parcialmente” a fungio de fric¢d@o que aparece em iniimeras aplicagdes reais.
O método adaptado foi testado para o modelo de fricgdo de Coulomb + Viscosa e

para o modelo de fricgdo de Lugre, utilizando o software MATLAB.

Palavras Chaves: aproximagdo de fungdes, fungdes ortogonais, polindmios de

Legendre, polindmios de Chebyshev, compensagao de fricgao.
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Abstract

The main motivation to study function approximation is the incapacity and the
human limitation to register and manipulate accurately the variations of the behavior of
a physical nature  phenomenon. These variations will be denominated signals or
functions. Many problems associated to the human daily can be formulated as a function
approximation problem.

In this work the least squares method is presented for functions approximation.
It is made an adaptation to the method to approximate discontinuous functions using
orthogonal functions with the objective of obtain simpler functions of easy manipulation
to be used in future implementations. This approximation theory is applied in friction
functions. After, the friction compensation is accomplished using these approximate
functions, with intention of “ partially annulling” the friction function that appears in
several real applications.

The adapted method was tested for the Coulomb + Viscous friction model and

for the Lugre friction model, using the MATLAB software.

Key  Words: functions approximation, orthogonal functions, Legendre

polynomials, Chebyshev polynomials, friction compensation.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Introducio:

Considerando-se a natureza como a expressao mais perfeita do exato, conhecida
pelo homem, a comunidade cientifica tem se convencido de suas limitagdes e
dificuldades sobre a diferenga entre o exato e o aproximado. As descobertas cientificas,
em grande parte, nada mais sdo do que maneiras de compreender e interpretar a natureza
e toda sua exatiddo, pela realizagdo de modelos aproximados. Se a exatiddo dos
elementos da natureza os define de maneira tinica, e este € o objetivo maximo do critério
de investigagdo cientifica, entdo, o Ginico meio que resta € a aproximagdo para modelar a

natureza através de infinitas maneiras.

Baseados na realidade dos fatos e na criatividade de muitos cientistas, a ciéncia a
partir do século dezessete, tem encontrado, solucionado e legado problemas dificeis
associados a fendmenos fisicos, para os quais grupos de matematicos e fisicos tiveram
que desenvolver (e ainda desenvolvem) muitas das ferramentas matematicas hoje

existentes. E destacado aqui, especificamente, o problema de aproximagao de fungdes.
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Firme no proposito de inovar grandes idéias do passado, este trabalho procura
encaminhar uma discussdo sobre aproximag@o de fungdes pelo método dos quadrados

minimos.

Nesta dissertagdo € apresentada a aproximagado de fungdes lineares, ndo lineares e
descontinuas através do método dos quadrados minimos utilizando fungGes ortogonais,
tendo como objetivo obter fungGes mais simples que possam ser de facil manipulagio e
serem utilizadas em futuras implementagdes. Esta teoria de aproximagdo € aplicada em
fungdes de fricgdo. Em seguida é realizada a compensagdo de fricgdo utilizando estas
fungbes aproximadas, com intuito de “anular parcialmente” a fungdo de fricgdo que

aparece em inumeras aplicagdes reais, como por exemplo as tratadas em [12] e [16].

No capitulo II € realizada uma revisdo bibliografica do método dos quadrados
minimos. Este método € analisado de forma mais detalhada para aproximagio com
polindmios de Legendre e de Chebyshev e neste capitulo também é visto a aproximagao

trigonomeétrica.

No capitulo III é apresentado uma forma de aproximar fung¢des descontinuas
através do método dos quadrados minimos. Esta aproximagdo €é feita por partes

utilizando deslocamento de intervalos.

No capitulo IV é apresentado alguns modelos de fricgdo e uma forma de
compensar essa fricgdo através da aproximagdo de fungdes. No capitulo V é realizado
alguns testes utilizando o software MATLAB aproximando o modelo de fricgdo estatica
de Coulomb + Viscosa e 0 modelo de Lugre em regime permanente. Em seguida ¢ feito

a compensagdo utilizando estas fung¢des de fricgdo aproximadas.

No capitulo VI ¢ apresentado a conclusdo do trabalho e finalmente, no apéndice é

mostrado a analise do erro de uma aproximagdo, como € encontrado a familia de

polindmios ortogonais de Legendre e de Chebyshev e, a aproximagdo por partes do

modelo de fricgdo de Coulomb + Viscosa e do modelo de Lugre em regime permanente.
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CAPITULO II

TEORIA DE APROXIMACAO

2.1 Introducio:

O estudo da teoria de aproximagdo envolve em geral dois tipos de problemas.
O primeiro problema surge quando uma fungdo ¢ dada explicitamente, porém ¢
conveniente encontrar um tipo de fung@o “simples”, tal como um polindmio, que
pode ser usado para determinar valores aproximados da fungdo dada. O outro
problema da teoria de aproximagdo consiste em adaptar os dados fornecidos e

encontrar a melhor fungdo numa certa classe que pode ser usada para representa-los

[4].

Em varios métodos encontrados na literatura a aproximag@o € determinada de
maneira a coincidir com o valor da fung¢do dada em pontos definidos. Em certos tipos
de problemas, isto pode ser totalmente indesejado; assim, o que se procura €
determinar uma aproximagdo que reflita a tendéncia geral da fungdo dada sem
reproduzir flutuagdes localizadas. O método dos quadrados minimos tem este

objetivo [14].
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2.2 Aproximagoes de Funcoes — O Método dos Quadrados Minimos

Neste capitulo ¢ abordado o problema de aproximar uma fungdo f(x) por
uma fungdo P(x) de uma familia previamente escolhida. Sera tratado o caso em que
a fungdo f(x) é dada na forma analitica com “dominio continuo” (conjunto ndo

discreto).

O método dos quadrados minimos sera estudado para aproximar uma dada

fungdo f(x) poruma P(x) da familia P,(x) de fungdes, sendo que cada uma delas é

uma combinag@o linear de fungdes conhecidas, ndo nulas g, (x) k=01..n,

P,(x)= arg(x).

k=0

A seguir ser4 tratado também o caso particular em que as fungdes g, (x) sio
polindmios ortogonais entre si € o caso em que as g (x) sdao fungdes

trigonométricas, conhecido como aproximagao trigonométrica ou analise harmonica.

2.3 Generalidades

Quando se trata de fazer uma aproximagdo, surgem naturalmente algumas

questoes:

» Por que aproximar?
» Qual familia de fungdes escolher?

» Como aproximar? (Analise do erro)
Respondendo estas questdes, justifica-se, assim, a escolha do método dos

quadrados minimos .
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Por que aproximar?

Quando ¢ feito um experimento, normalmente se conhece a familia da fungdo
que descreve o fenomeno envolvido. Em geral, os valores obtidos ja sdo afetados por
erros e, portanto, a fungdo desejada ndo necessita fornecer exatamente os valores
medidos. Basta achar, entre os diversos elementos da familia, aquele que “melhor

aproxima” o fendmeno medido.

Uma outra circunstancia € quando se conhece a forma analitica da fungio que
descreve um fendmeno e € preciso substitui-la por uma outra fungdo (por exemplo,
para facilitar o tratamento matematico do modelo) porém, que “se aproxime

razoavelmente” da fung@o original.
Qual familia de fung¢des escolher?

A escolha da familia aproximadora, P,(x), deve levar em conta os seguintes

fatores:

as caracteristicas que a fungdo aproximada deve ter para facilitar os
calculos. Por exemplo: polindmios sdo facilmente integraveis; € facil de
realizar com eles as operagdes de adigdo, subtragdo, multiplicagio; e

translagGes de polindmios resultam em polindmios;

o comportamento das fungdes da familia P,(x) deve ser o mais proximo

possivel do comportamento da fungdo dada f(x), porém, com forma

analitica conveniente. Por exemplo, a periodicidade de uma dada fungao

pode ser obtida com fungdes trigonométricas.

A escolha da familia aproximadora ndo sera tratada neste texto. O método dos

quadrados minimos assume que a familia P, (x) sera escolhida a contento.
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Como aproximar? (Analise do erro)

Ao aproximar uma fungdo f(x) por uma fungio P(x) de uma familia P, (x)

¢ introduzido um erro £ que também € chamado de residuo. Assim,
E(x) = f(x)-P(x). 2.1

Aparentemente, uma “boa aproximag@o” seria obtida impondo a condigdo

ZE(x) = 0. Analisando tal afirmagdo, para ilustrar, suponha que foi realizado um

X
experimento em que se levantou os pontos D,, D,, D; e D,. Sabendo-se que o
fenomeno € descrito por uma reta [ver Apéndice A], é necessario determina-la de

modo a satisfazer ZE(x) =0. Pode-se observar na Figura 2.1 que as retas que

X

foram tragadas, Pj(x) e P, (x), obedecem tal exigéncia, 0 que mostra que impor a

condigdo Z E(x) =0 ndo significa obter uma boa aproximagao.

X

Figura 2.1: Analise do Erro.
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O problema enfrentado com este critério é o fato dos erros positivos
cancelarem os erros negativos. Portanto, se o sinal dos erros ndo forem considerados,

este problema pode ser evitado. Isso pode ser feito trabalhando com o valor absoluto

dos erros ¢ exigindo que 2|E(x)| seja minimo. Achar o minimo desta fun¢do leva a

X
uma dificuldade técnica de derivagido nao desejada. Um outro critério com a mesma
caracteristica, porém com tratamento matemdtico mais simples, € exigir que

Zb’z(.\') seja minimo. O método para aproximar uma fungio f(x) por uma

X
P(x) € {P,(x)} utilizando esse dltimo critério ¢ denominado método dos

Quadrados Minimos [9].

2.4 Funcgdes Ortogonais e Aproximagiao pelo Método dos Quadrados

Minimos

Os problemas mencionados na introdugao dizem respeito a aproximagao de
fun¢des e aproximagdo de um conjunto de dados experimentais. Nesta dissertagao
serd tratado apenas o primeiro caso, aproximagao de fungdes através do método dos
quadrados minimos, com o propdsito de aproximar fung¢des lineares, ndo lineares e

descontinuas.
2.4.1 O Método dos Quadrados Minimos

Suponha que f(x) C[a,b] (espaco das fun¢des continuas em [a,b]) e que
um polindmio de grau< n, P, (x), é requerido de forma que o erro seja minimizado.
Assim, ao considerar a soma dos quadrados dos erros em todos os pontos do
intervalo [a,b], tem-se, no limite, a integral do quadrado do erro em cada ponto do

intervalo em que se quer aproximar a fun¢do dada, ou seja,

b 3
L(f(x) — P, (x)) dx. 2.2)
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Para determinar uma aproximacgdo polinomial pelo método dos quadrados

minimos, isto ¢, um polindmio para minimizar a expressao (2.2), sendo

P,(x)=a,x" +a,,x"" +..+ax+a,=)

define-se a fungdo

h ) n
E(a,.a,,a,,.a, )=j F(x)- Z“* £ |'dr.
o
k=0

O problema consiste em encontrar coeficientes reais a,,a,

£ n
minimizard E. Do cédlculo de fungdes de vdrias varidveis, uma condi¢do necessdria

para que os numeros d,,d, ,....,da, minimizem a fung¢do £ € que

oE

—=(0 paracada j=0,1,
da,

Desde que

-

E= jh L (x)f ax - 2i a, jﬁ x* f(x)dx + j'h > a.x* | dx,

n
k=0 k=0

JE = —Zf x! f(x)dx + Zi a, f x ! dy .

da, =0

Portanto, para encontrar P,(x), as (n+1) equagdes normais lincares

n

Yz [ sitde=] xfldn [=012..m,

k=0 :

podem ser resolvidas para as (n+1) varidveis a,, j=0,1,2,.....,n, desconhecidas.
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Exemplo 2.1:

Utilizando o método dos quadrados minimos, encontrar a aproximagao

polinomial de grau 2 para a fun¢do f(x)=sen(mx) no intervalo [0,1].

- . i e
As equagOes normais para P, (x) =a,x” +a,x + a, sdo dados por:

1 1 1 1
aUJ ldx + alj xdx + az_[ x2dx =j sen /oxdx ,
0 0 0 0
1 1o 1 3 1
ag L) xdx + a, J[) x“dx+a, .[0 x“dx = Jox sen mxdx ,

1 e 1 1
an [ x2dc+a, [ x3dc+a, [ x*dx = [ x% sen medx .
0 1 2
0 0 0 0
Resolvendo as integrais tem-se:

2

1
a,+—a, +—a,=
2 3hE

Resolvendo as equagoes tem-se:

127% -120 )— 607>
a, =;r—; = —().050465 e a, =—d, =M

T - ;TS

=4.12251.

Conseqiientemente, a aproximagido polinomial pelo método dos quadrados
minimos  de  grau dois para £(x) = sen(x) em [{} 3| ] ¢
P,(x)=—4.12251x* + 4.12251x —0.050465. A Figura 2.2 mostra o gréfico da fungio

original e da fung¢do aproximada.
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Figura 2.2: Aproximagdo de Ordem 2 pelo Método dos Quadrados Minimos.

O exemplo 2.1 ilustra o grau de dificuldade para se obter uma aproximagao

polinomial pelo método dos quadrados minimos. Um sistema linear (n+1)x (n+1)
para os coeficientes ag,...,a, de P,(x) deve ser resolvido. Desde que os

coeficientes do sistema linear s3o da forma

b;‘+k+l _aj+k+]

fx'”"dx:

J+k+1
o sistema linear ndo tem uma solug@o numérica conveniente [4].

Outra desvantagem para a técnica usada no exemplo 2.1 ¢ que os célculos

desempenhados para obter o polindmio de grau #, P,(x), ndo diminui o trabalho (os

calculos) para obter o polinémio P, (x)

Uma técnica diferente para se obter aproximagdes pelo método dos quadrados
minimos sera considerada. Ela tem uma eficiéncia computacional e também, desde

que P, (x) é conhecido, os célculos a serem realizados para determinar P,,,(x) serdo
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de fdcil manipulac¢do. Para facilitar o entendimento serd necessdrio a introdugdo de

alguns conceitos.

e O produto interno entre duas fungdes f(x) e g(x) ¢é definido por

(7.8) =(r () gle) = [ gk,

se f(x) e g(x) sdo conhecidas e integréveis em [a,b] ([7], [11]).

e Uma fun¢io integrivel w(x) é chamada funcio peso em um intervalo
I se w(x)=0 paratodox em /.Essafun¢io w(x) se anula somente num nimero

finito de pontos [4].

A formula¢io do método dos quadrados minimos usando produto interno de

fungOes permite aumentar a sua potencialidade.

A primeira vantagem estd em colocar em maior evidéncia a aproximagao
numa certa parte do intervalo. Isso pode ser feito introduzindo uma fung¢ido peso,
w(x), no produto interno, modificando assim, a defini¢do de produto interno, tendo

agora,

h
(-f* g) =J w(x) f(x)g(x)dx.

i
Um exemplo de fungdo peso é: w(x)= (l—xl) ", xe(=1,1), que ¢é usada
nos polindmios de Chebyshev. Neste caso, a fun¢do w(x) atribui menos peso a
regiio central do intervalo (=1,1) e di mais énfase aos pontos préximos aos

extremos deste intervalo [7].
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Outra vantagem do método dos quadrados minimos usando produto interno

de fungdes esta no emprego de fungdes ortogonais.

2.4.2 Fungoes Ortogonais

Suponha que {#,(x), #(x), ..., ,(x)} é um conjunto de fungdes linearmente
independentes em [a, b], w(x) € uma fung@o peso para [a,b] e que, para uma dada

fungdo f(x) € C [a,5] uma combinagio linear da forma
P(x)=Y a,4,(x)
k=0
€ procurada para minimizar a fungio
i 2
Ba...a,)= [ o) 16)- S ()] o
k=0

De forma semelhante ao que foi feito no comego do capitulo, em que

w(x)=1 e ¢,(x)=x* paracada k =0,1,..,n, é necessario que

0= 2~ wlo)| /)~ Fu 0 )

1

paracada j=0,1,

O sistema de equagdes normais pode ser escrito como

[ <) 0o, (e = 3 [ (el (<), (b para j=0.1,.m.
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Suponha também que as fungdes ¢(x), ¢ (x), .., 4,(x) possam ser

escolhidas contanto que sejam ortogonais em relag@o a fung¢do peso w(x), isto é

R A o)

a, >0 se j=k

Entdo, para cada j=0,1,...,n, tem-se

Ew(x) f (x)éj (x)ix =a J.J: w(x){éj (x)]zdr =aa,

e portanto

a, = — [ Wi (g, (x)e.

Assim o problema de aproximag@o pelo método dos quadrados minimos é

grandemente simplificado quando as fungdes @, (x), 4(x), ..., 4,(x) sdo escolhidas

de modo a satisfazer a equagio (2.6).

O método dos quadrados minimos se torna mais simples quando se trabalha

com aproximagdes usando familias de fungGes ortogonais. De fato, se no sistema de
equagdes normais tem-se (qék,;ﬁ j) =0 para k # j, o sistema sera diagonal, o que

significa uma grande vantagem [7].

Um resultado importante para aproximagdo pelo método dos quadrados

minimos € dado a seguir.

Se {¢0 (x), ¢(x), ..., &, (x)} ¢ um conjunto de fungdes ortogonais em [a,b]
em relagio a fungio peso w(x), entdo a aproximagio pelo método dos quadrados

minimos, para f (x) definida em [a,b], em relagio a w(x) é[4]
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Px)=3 a,d, (1)

(e, (<) (e
a = L}, R o L el

Um processo para se obter familias de polindmios ortogonais € dado abaixo.

O conjunto de polindmios {g,(x), ¢ (x), ..., 4,(x)} definido a seguir ¢

ortogonal em [a, b] em relagio a fungio peso w(x).

¢0 (x) = 1’

$(x)=x-B, paracadaa<x<b,

Lol oF e
T e F

quando £ > 2,

& (x) = (x - B, )?’k—l(x)_ Ck¢k—2(x) para cada a <x <),

rxw (Nt (x)P e
U [ (P s

j:m(x)¢k—1 (x)¢,r_2 (x)dr |
Jj w()fg, ,(c)F e

k —t
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Este resultado fornece um processo recursivo para a constru¢gdo de um

conjunto de polindmios ortogonais [4].

2.4.3 Polinomios de Legendre e Polinomios de Chebyshev

Existem duas familias de fungdes ortogonais bem conhecidas na literatura por
causa de suas importantes aplicagdes: os polindmios ortogonais e as fungdes
trigonomeétricas, que, cada vez mais, aparecem em problemas que envolvem

aproximagdes [7].

Um dos mais comuns conjuntos de polindmios ortogonais € o conjunto de

Polindomios de Legendre [ver apéndice B.2], {Lﬂ (x)}, que s3o ortogonais em [— 1. 1]
em relagdo a fungdo peso w(x) =1. A definigdo classica dos Polindmios de Legendre
requer que L,(1)=1 para cada n, e uma relagdo recursiva pode ser usada para

generalizar os polindmios quando n>2. Esses polindmios também podem ser

encontrados utilizando o processo visto anteriormente.
Relagao Recursiva:
n : L “n-1 (x)
Lo () =Ly~ =212 sy
(4n” -1)

em que

Ly(x)=1, L) =%

Os seis primeiros polindmios de Legendre definidos em [— 1, 1] sdo ([4], [21))

Ly(x)=1 L3(x)=x3—%x

Li(x)=x Ly(x)=x* —(6/7)x? +3/35

L,(x)=x? -% Ls(x)= x> - (10/9)x* + (5/21)x.
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Os graficos de L, L,, L3, Ly e Ls sdo mostrados na Figura 2.3 abaixo

1

0.8
0.6
0.4
0.2
0
0.2
0.4

06 - L1

0.8 | =T t:

1 4 ) . | — L5

qi  zom Y08 p4af-02 0 Joz lo4 josd# o8 |
X

Figura 2.3: Polindmios de Legendre.

Um outro conjunto de polindmios ortogonais, ¢ chamado conjunto de

Polinémios de Chebyshev, {7, (x)}, [ver apéndice B.1]. Esses polindmios sdo

1
ortogonais em [—1, 1], em relagdo a fungfio peso w(x)=(l—x2]—/2, xe(—l, 1)
([4], [6D) -

Por definigdo, 7, (x)= cos[narccos(x)] para cada n> 0.
Relagdo Recursiva:

T, (x)=2xT,(x)-T,,(x), paracadan>1.

Desde que

Ty (x)=cos(0arccos(x))=1 e T, (x) = cos(larccos( x)) = x,

os polindmios de Chebyshev sdo obtidos de maneira seqiiéncial, usando a equagéo
(2.8)
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T,(x) = 2xT;(x)- T, (x) = 2x* -1,

T3(x) = 2xT, (x)- T, (x) = 4x® - 3x,

T,(x) = 2xT,(x)-T,(x) = 8x* —8x2 +1,

Os graficos de 7, 15, T3, T e T sdo mostrados na Figura 2.4 abaixo

— T2
— T3

0.5 0 05 1
X

Figura 2.4: Polindmios de Chebyshev.

Exemplo 2.2: Dada a fungdo f(x)=1+sen(2x+1), (xe[—l,]]), sera
analisada a aproximagdo polinomial de 2%, 32, 4% 5% 6% 7° e 8* ordem, através do
método dos quadrados minimos utilizando os polindmios de Legendre e os
polindmios de Chebyshev. Sera feito também uma analise grafica destas

aproximacgdes.

A tabela a seguir mostra os erros encontrados comparando a fungdo original

com a fun¢do aproximada.
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relagdo a fungdo original.

a)

Tabela 2.1: Comparagdo do Erro (definido em (2.5)) encontrado utilizando

Polindmios Ortogonais.

Erro (aprox.

Legendre)

Erro (aprox.

Chebyshev)

1.765524e-002

3.578276e-002

2.577746¢-003

5.252973e-003

4.796602¢-005

9.839861¢-005

3.322557e-006

8.722525e-006

4.237196e-007

9.035788¢-006

7.649833¢-007

6.257010e-001

1.890039¢-006

6.257265e-001

Pode-se observar graficamente como se comporta estas aproximagdes em

aproximag&o de ordem 2

4 5 6

L, unesp
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aproximacéo de ordem 3

T ARG :
d"‘,‘ "0\‘
¥

04 02 0

aproximagéo de ordem 4

6
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aproximagdo de ordem 5

TN
7

02

aproximagao de ordem 6

6

7

-
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aproximagédo de ordem 7

T T T
-
- hal

aproximagéo de ordem 8

T T T

y—— T
P
-

4

’ ..-.I.-Iq..‘.

AR

Figura 2.5: Aproximagdo pelo Método dos Quadrados Minimos utilizando

Polindmios de Legendre e Polindmios de Chebyshev.
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E importante observar que a partir da aproximagio de ordem 7 o método dos
quadrados minimos utilizando os polinomios de Chebyshev ndo da uma boa
aproximagdo, como foi mostrado nas Figura 2.5f) e 2.5g). Ja para as aproximagdes
realizadas utilizando os polindmios de Legendre pode se notar que o erro nio
aumenta repentinamente como no caso de Chebyshev. Graficamente a partir da
aproximagao de ordem 4 a fungdo original e a fun¢do aproximada praticamente
coincidem. Desta forma sera apresentado o grafico do erro percentual da melhor

aproximagdo obtida utilizando os polindomios de Legendre e de Chebyshev para uma

melhor visualizagdo, sendo o erro percentual (EP) definido por

EP = M*IOO

F,

0
em que, F4 € a fungdo aproximada e F, € a fung@o original [17].
Para este exemplo, serdo utilizadas as notagdes:

e FEP1 - ermro percentual obtido com a aproximagdo utilizando os

polindmios de Legendre.

e FEP 2 - emo percentual obtido com a aproximagdo utilizando os

polindmios de Chebyshev.

Apresenta-se a seguir o grafico dos erros £F e EP, .
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Il

08 06 04 02

Figura 2.6: Erro Percentual das Aproximagdes obtidas utilizando Polindmios de

Legendre e de Chebyshev.

2.5 Aproximacio Trigonométrica

Suponha que a fungdo a ser aproximada seja periodica. Nesse caso, aproxima-
la por um polindmio ndo seria uma boa escolha, visto que estes nio possuem a
propriedade de serem periodicos. Deve-se, portanto, tentar aproximar a fungdo por

uma outra, que tenha propriedades semelhantes aquela fung@o que se quer aproximar.

2.5.1 Aproximagao Trigonométrica utilizando o Método dos

Quadrados Minimos

Considere uma fungio f(x) periodica e integravel em [— T, ;r]‘

Sendo f(x) periodica faz sentido, aproxima-la no intervalo [— T, 7:], por

uma fung@o do tipo:
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F,(x) = ay + a, cos(x) + by sen(x) + a, cos(2x) + b, sen(2x) +... (2.10)
+a,, cos(nx) + b,, sen(nx) :

de tal modo que a distancia de f(x) a F,(x) seja minima. A aproximagio da forma

(2.10) é chamada aproximagao trigonométrica de ordem », para f(x) [20].

A Figura 2.7 mostra o grafico das seguintes fun¢des trigonométricas:

(cos(x),sen(x),cos(2x),sen(2x),cos(3x),sen(3x)).

1

T $'\' i T

— cos(x)
— sen(x)
—— cos(2x)
— sen(2x)
— Cc0s(3X)

— sen(3x)

4

Figura 2.7: Fungdes Trigonométricas.

Para determinar uma aproximagdo pelo método dos quadrados minimos

utilizando fungdes trigonométricas, deve-se minimizar a fungéo

E(a()’alsb]!aZSbZ' =4y, r:) r(f(x) (x) (211)

De forma analoga a aproximagdo utilizando polindmios ortogonais, deve-se
encontrar coeficientes (ag, ay, by, ay, by, ..., a,, b,) que minimizara E. Do calculo

1

" .- S X o G
de fungdes de varias variaveis, uma condi¢do necessaria € §=0 para cada
;
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J=0,1,.....,n. Assim, os coeficientes: (aU, a,b,a,,b,,..,a,, b,,_,) sdo determinados

resolvendo-se o sistema normal

(1, 1) (cos(x), 1) (sen(nx), 1) a, ( i o 1)
(1, cos(x)) (cos(x), cos(x)) ---  (sen(mx),1) a (f, cos(x))

(2.12)

(1, sen(mx)) (cos(x), sen(rx)) --- (sen(nx), sen(nx)) ) \ by (f, sen(nx))

Pode-se observar que a seqiéncia {1, cos(x), sen(x), cos(2x), sen(2x), ...,

cos(nx), sen(nx) }¢é ortogonal em [- 7, 7], isto é:
E{ sen(px)cos(gx)dx =0, e

se p#q
nx se p=q#0,

f; sen( px) sen(gx)dx = {0

0 se p#q

I_J; cos(px)cos(gx)dx =<3 x se p=q#0
2r se p=q=0.

Portanto o sistema (2.12) se reduz a

(f.1)
a (f, cos(x))

(f, sen(nx))

cuja solugao € dada por (ver [4] e [20])
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ay = o[ f(x)dk,

a =+ [" f(x)costr)d, k=12,..
T -

be =~ " f)sen(lods, k=12,..,n
T =T

Observacdes 2.1:

Desde que cos(x) € uma fungdo par e sen (x) ¢ uma fungio impar, tem-se:

a) Se f (x) ¢ uma fung@o par, entao,

s % [* 7 cos(hyate = %jﬂ” F()cos(kr)dr, k=0,1,2,..

b, = lj” f(x)sen(kx)dx =0, k=12,.,n
e

e, portanto,

f(x)= Sany iak cos(kx).
2 =

b) Se f(x) ¢ uma fung@o impar, entio,

dp= }%E,f(x) cos(kx)dx =0, k=0,1,2,.,n

by = lrf f(x)sen(kx)dx = zjzf(x)sen(kx)dr, k=12,...,n
b A x0

e, portanto,

f(x)= ibk sen(kx) .
k=1

Exemplo 2.3: Usando o método de aproximagdo trigonométrica visto
anteriormente sera aproximada a fungdo f(x)=1+sen(2x +1), (x € [— w7 ]) com
diferentes ordens de aproximagdo, serdao analisados os erros encontrados e os

graficos destas aproximagdes.
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Na tabela a seguir sdo dados os erros obtidos com as aproximagdes de ordem
2a8.

Tabela 2.2: Erro encontrado nas Aproximagdes utilizando Fungdes Trigonométricas.

Ordem Erro (aprox.
Trigonométrica)
2.7257e-005
3.8120e-005
4.8959e-005
5.9774e-005
7.0565e-005
8.1332e-005
9.2073e-005

Nio ¢ possivel comparar os erros destas aproximagdes com 0s erros

encontrados no exemplo 2.2 da segdo 2.4.3, dado que os intervalos de aproximagio

destes exemplos s3o distintos. Mas, pode-se concluir que a aproximagdo

trigonométrica fornece bons resultados. Isto pode ser visualizado graficamente:

aproximacao de ordem 2

wWeE=---

Figura 2.8: Melhor Aproximagdo encontrada pelo Método dos Quadrados Minimos
utilizando Fungdes Trigonomeétricas.
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Graficamente pode-se observar que a fungfo aproximada praticamente
coincide com a fun¢do original. Desta forma, para uma melhor visualizagdo do

tamanho do erro encontrado sera apresentado o grafico do erro percentual.

4500

S
Figura 2.9: Erro Percentual obtido utilizando Aproximagdo Trigonométrica.

Pode-se observar através do grafico acima que o erro percentual desta

¥

aproximacido € praticamente nulo, pois os “ picos ” que aparecem neste grafico

ocorrem nos pontos em que os valores da fungo f(x) sdo niimeros muito proximos

de zero.
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CAPITULO III

APROXIMACAO POR PARTES DE FUNCOES
DESCONTINUAS

3.1 Introducao:

Na literatura existem varios tipos de fungdes que sdo aproximadas pelo
método dos quadrados minimos, sendo este método aplicado apenas a fungdes
continuas. No entanto, em varias aplicagdes reais, existem problemas que sio
formulados através de fungdes descontinuas (continuas por partes) no qual resultados
de aproximacgio estdo dispersos em varias areas diferentes. Alguns exemplos destas

aplicagGes sdao dados por fric¢do, deadzone, backlash, e outros [16].

Desta forma, o que se propde € aproximar “por partes” estas fungdes
descontinuas, ou seja, sera feito uma aproximagdo em cada intervalo onde a fungdo

esta definida.
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3.2 Aproximacio Por Partes pelo Método dos Quadrados Minimos

Suponha que ¢ dada uma fungio f(x) da familia do conjunto de fungdes

descontinuas em [c,d]‘

Sera feito uma divisdo do dominio de f(x) em subintervalos onde a fungdo é

definida e continua. Desta forma pode-se aplicar o método dos quadrados minimos
utilizando fungdes ortogonais visto no capitulo anterior para aproximar cada um

destes subintervalos.

Por exemplo, a fungdo f(x)=1/x é descontinua em x =0, desta forma para

aproxima-la utilizando o método dos quadrados minimos deve-se fazer:
filx)=1/x parax>0 e f,(x)=1/x para x<0.

Sendo assim, tem-se

E fl(x) se x>0
f(x)_{fz(x) se x<0

Desta forma, para aproximar f(x) deve-se aproximar f(x) e f,(x) de

forma analoga as aproximagoes feitas no capitulo anterior.

3.3 Funcgdes Descontinuas
3.3.1 Tipos de Descontinuidades

Se f(x) é uma fungdo descontinua em um ponto q do intervalo [c,d] , € dito

que [19]
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f(x) tem descontinuidade de salto (1* espécie) em ¢, se os limites laterais

de f(x) em g existem (sio finitos) e sdo distintos.

f(x) tem descontinuidade infinita (2* espécie) em ¢, se a fungdo assume
valores arbitrariamente grandes ou arbitrariamente pequenos proximos de ¢q,

isto €
lim 5 f(x)= T oo,
lim ,_,, f(x)=*o.

A definigdo de continuidade de uma fungdo num ponto ¢, exige o conceito
de limite lateral a esquerda e a direita, portanto s6 pode ser aplicada a pontos g de
um intervalo aberto. Esta definicdo pode ser estendida a intervalos fechados, semi
abertos ou infinitos. Por exemplo, uma fungdo f(x) definida num intervalo do tipo
(c,d), (c,+®) ou (~w,d) sera continua nesse intervalo se a definigdo & verificada

em todos os pontos do intervalo citado.

E muito importante saber sempre em que intervalo a fungdo esta definida,

quando se deseja estudar a sua continuidade.

Observar que, se f(x) ¢ uma fungio continua em [c,d], para todo g em

(c,d), setem

lim,_,, f(x)=f(q)

e nas extremidades x =c e x =d do intervalo, se tem

lim ., f(x) = f(c)
lim 4 f(x)=f(d)
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Por exemplo: A fungao sinal, definida por:

1 se x>0
sng(x): 0 se x=0.

-1 se x<0

tem uma descontinuidade de salto em x =0 [1], [19].

3.4 Deslocamento de Intervalos

Em muitos casos os intervalos de defini¢do da fungdo f (x) escolhida n3o
coincidem com o intervalo considerado no método de aproximagdo utilizado. Por

exemplo, ao aproximar uma fungio f(x) utilizando os polindmios de Legendre, e

f(x) € C|e,d], sera necessario deslocar f(x) para [a, b]=[-1,1], onde os

polindmios de Legendre sdo definidos, fazer a aproximagdo e depois deslocar

novamente a fungdo aproximada ao intervalo inicial.
Este deslocamento pode ser feito seguindo o esquema descrito a seguir.

Dada uma fungdo f(x) € Clc,d], considerar a fungo:

y/:[c,d] - [a,b]

x B y=y()
definida por

y/(x):a+%(x—c), Vxe[c,d]‘

Sabe-se que uma dada fungdo possui inversa se, e somente se, ela for bijetora.

Observar que a fungio w/(x) acima ¢ bijetora.
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Calculando a fungdo inversa de w(x), v '(y)=x, (y<[a,b]), e fazendo a

composta de f(x) com w~'(y) ¢ encontrada a fungio &(y), fow ' =&(y), que é

a fungdo f(x) deslocada para o intervalo [a,5].

Assim a fungdo :f(y) pode ser aproximada pelo método dos quadrados
minimos utilizando fungdes ortogonais e sua aproximagao, a qual sera denotada por

0,,(»), que é feita no intervalo [a, b], deve ser deslocada para o intervalo inicial, ou

seja, ao intervalo [c,d].

Para deslocar (,(y) para o intervalo [c, d] € necessario fazer o

procedimento inverso adotado anteriormente:
P,(x)=0,(y)ew(x),
obtendo assim, P, (x), que ¢ a fungio aproximada de f(x) no intervalo [c, d ] !

E importante observar que este processo de deslocamento de intervalos foi
feito apenas para uma fungdo f(x) definida em um intervalo [c, d]. Porém, para o
caso em que f(x) ¢ definida em mais de um intervalo ou é uma fungio descontinua,

sera necessario deslocar cada um destes intervalos separadamente e fazer uma

aproximag@o por partes utilizando o método dos quadrados minimos.

Abaixo sera mostrado um exemplo de aproximagdo por partes no qual sera

necessario fazer o deslocamento de intervalos.

Exemplo 3.1: Sera dada uma aproximagio da fungdo

sen(x) se —-3<x<-1

l+sen(x) se —-1<x< 3

f(x)Z{
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pelo método dos quadrados minimos, utilizando os polindmios de Legendre de

ordem 7.

Como f(x) é uma fungdo descontinua, € necessario utilizar o procedimento

de aproximagdo por partes, para isso seja

_[A@=sen® s xef-3-1)
IS fo(x)=1+sen(x) se xe[-1, 3]

Deslocar o intervalo [-3,-1) para o intervalo [-1, 1] no é possivel, pois este

tipo de deslocamento € feito apenas para intervalos que sio do mesmo tipo, desta

forma uma opgao conveniente é deslocar o intervalo [— 3,—1] para [— 1 1] e para

obter um polindmio aproximado no intervalo inicial, desconsiderar a extremidade

-1 do intervalo [— 3,—1].

Fazendo o deslocamento de cada intervalo tem-se:

vi:[-3-1]- -1 1]

xHy:Wl(x)

vi(x)=x+2, Vxel[-3-1].

e v,:[-1,3]-[-11]

x'—))”-'f’z(x)

t;/z(x)sz_l, Vxe[—l, 3].
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Calculando a inversa dessas fungdes, tem-se respectivamente
-1
vi()=y-2,V y el-1,1]

vy (Y)=2y+1,V y e|-1,1].

Desta forma as fungGes a serem aproximadas sdo

&)= /1()olpy ' ())=sen(y-2), v yel-11]

£0)= £2()e [, () =1+sen2y+1), ¥ ye[-11].

As aproximagdes encontradas para as fungdes & (y) e &(y) sdo

respectivamente

] VyE[_lilla

Q (})): Ql (y): ag +alll +a212 +a3l3 +a414 +a515 +a616 +a73'7
! Q2 (y)= Co +C]1] + 02[2 + 0313 +C'4[4 + 0515 + 0616 +C7I7

sendo,

dg = -0.76514 Co = 1.38256
a, =—037598 ¢, = 0.70570
a, = 042291 ¢y, =-1.25207

o

a; = 0.06520 3 =—0.57337
a, =—-0.03750 ¢, = 046742
as =-0.00727 = 0.12797
ag = —0.01365 = -0.04623
a; =-0.03329 = 0.03217

eh, L, L, I, Is, Ig e I, sdo os polindmios de Legendre mostrados no capitulo

anterior (ver (2.7)).
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A fungdo aproximada encontrada, Q;(y), deve ser deslocada novamente ao

intervalo inicial, ou seja, considerar as fungdes compostas

R0k gz eln]
O

sendo P,(x) e P,(x) as aproximagdes de fi(x) e £,(x), respectivamente. A fungdo

P;(x) ¢ uma aproximagio de f(x).

O erro encontrado para as fungdes Pi(x) e P,(x), usando as formulas (ver

(2.5)), é dado por:

E; = [ wio)lr(x)- PG, i=12.

Assim obtém-se, respectivamente

) E, = 4.49871e - 007 = 4.49871*107
sy A7 )= i
E, =1.52996¢ — 006 =1.52996*107°

Graficamente:
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f1 Orig.

--=- f1 Apr.

- f2 Orig.

---- f2 Apr.
2

0.3}

0.2}

0.1}

0

0.1

0.2

03¢}

0.4}

051

06 — y
3 1

sen(x) S —3sx=<—1

e sua Aproximagdo de
1+sen(x) se —-1sx< . S

Figura 3.1: a) Fungdo f(x)= {

Ordem 7. b) Erro Percentual em Relagdo as Aproximagdes.

Observagio 3.1: E importante verificar que a ordem de aproximagdo
depende do tipo de fungdo utilizada (linear, quadratica, exponencial, ...). Por
exemplo, se for feita uma aproximagdo de ordem 8 ou superior no exemplo anterior

sera notado que os resultados do tamanho do erro come¢am a aumentar.
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CAPITULO IV

MODELOS E COMPENSACAO DE FRICCAO

4.1 Introducao:

Fric¢do estd presente em todas as mdquinas com movimento relativo. Ainda que
friccdo possa ser uma propriedade desejdvel, por exemplo em mecanismos de freios,
geralmente ela ¢ um impedimento para mecanismos de controle. A literatura relacionada
a fric¢do e controle estd amplamente dispersa; idéias importantes sdo encontradas em

revistas e periddicos de controle, tribologia, engenharia em geral e fisica [2].

Fric¢do aparece na interface fisica entre duas superficies em contato.
Lubrificantes tais como graxa ou 6leo sio freqlientemente usados, mas também pode
haver um contato seco entre as superficies. Existe uma ampla classe de fendmenos
fisicos que causam fric¢do, incluindo deformagdes eldsticas, deformagdes plésticas,

mecanica de fluido e fendmenos de onda [15].
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A fricgdo € também muito importante em todos os movimentos de sistemas de
controle. Ela ¢ uma nao linearidade que pode ocasionar erros de regime e de seguimento
de trajetdria. Além disso, a fric¢do conduz a ciclos limites em torno da posi¢ao desejada
¢ movimentos tipo adere-desliza. Portanto ¢ importante compreender o fendmeno fric¢ao

para melhorar e compreender o comportamento dos sistemas [3].

Neste capitulo serd visto alguns modelos de fric¢do estdtica, o modelo de fric¢ao
dindmico de Lugre em regime permanente ¢ uma forma de compensar as fungoes de

fricgao utilizando algumas manipulagdes algébricas e a teoria vista nos capitulos II e III.

4.2 Breve Historico

Fric¢ao tem sido investigada ao longo do tempo. Leonardo da Vinci investigou o
movimento de deslize de blocos retingulares sobre superficies planas. O fisico francés
Amonton fez investigagdes semelhantes e concluiu que a for¢a de fric¢do em uma
interface de deslize € proporcional a carga normal e se opde a0 movimento. Ele também
descobriu que a forga de fric¢do ndo depende da drea de contato aparente. Um pequeno
bloco desliza em uma superficie com a mesma fric¢ao de um bloco grande se as forgas
normais sao as mesmas. O fisico franc€s Coulomb estabeleceu que uma vez que o
movimento se inicia a fric¢do ¢ independente da velocidade, resultando na famosa lei de
friccaio de Coulomb. O fendmeno friccio tem sido extensivamente estudado em
tribologia [3]. Morin introduziu a idéia de fric¢do estdtica e Reynolds a equagido de fluxo

de fluido viscoso, completando o modelo mais usado em engenharia: o Modelo de

Fricgdo Estitica + Coulomb + Viscosa (Morin, 1833; Reynolds, 1886) mostrado na
Figura 4.1 [2].
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Friction Force
Friction at Zero Velocity, ,

Static Friction
7...-—"" /

agte o

Figura 4.1: Modelo de Fric¢do Estdtica + Coulomb + Viscosa.

4.3 Modelos de Fric¢ao

Antes de ser apresentado modelos matemdticos de fric¢do serd dada uma
descri¢do do fendOmeno de fric¢do em deslize. Para este propdsito serd considerado um
bloco retangular sobre uma superficie plana. Fric¢do € a for¢a de reagdo tangencial entre
as superficies. Se uma pequena forga tangencial € aplicada existird inicialmente uma
pequena deflexdo do bloco, mas o bloco retornard a sua posigdo original se a forga é

reiniciada em dire¢do a zero [3].

[sto pode ser visualizado, por exemplo, quando dois blocos fazem contato através
de um nimero de asperidades microscépicas (cerdas eldsticas). Quando uma forga
tangencial € aplicada, as cerdas se curvam (inclinam) como molas, ao qual surge a for¢a

de fric¢do como pode ser visto na figura a seguir.
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g

g

Figura 4.2: Representacao da Regidao de Contato entre Duas Superficies.

Se a forga ¢é suficientemente grande algumas cerdas (asperidades) se curvam
tanto que deslizam; assim o bloco inicia 0 movimento. A for¢a requerida para isto ¢
chamada de for¢a break-away. A for¢a necessdria para manter o bloco se movendo
depende da velocidade e de vdrios outros fatores. O fendmeno ¢ altamente aleatério

devido as formas irregulares das superficies [3].
4.3.1 Modelos Estaticos

Os modelos cldssicos de fric¢do consistem em diferentes componentes, 0s quais
cada um toma cuidado com certos aspectos da for¢a de fric¢do. A idéia principal € que a
fric¢do se opde ao movimento ¢ que sua magnitude € independente da velocidade e da

drea de contato.
Ela pode ser descrita pela férmula

F = Fysgn(v)= uFy sgn(v);

a for¢a de fricgdo,

a carga normal
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U — o coeficiente de fric¢do e

v — avelocidade.

Este modelo € chamado de modelo de fricgao de Coulomb e € ilustrado na Figura
4.3a). O modelo de fric¢ao de Coulomb niao especifica a forga de fric¢do para velocidade
zero. Ela pode ser zero ou ela pode tomar algum valor entre o intervalo — Fp- ¢ Fi,

dependendo de como a fung¢do sinal é definida.

O modelo de fric¢do de Coulomb é muito util apesar de sua simplicidade. Ele
pode explicar vdrios fendmenos associados com fric¢do e é comumente usado para

compensagdo de fricgio [3].

No século XIX a teoria de hidrodindmica foi desenvolvida usando expressoes

para for¢a de fricgio causada por lubrificantes de viscosidade. O termo fric¢do Viscosa é

usado para este componente de forga, que € normalmente descrito como

sendo F, aforga de fric¢do Viscosa .

O modelo de fricgio de Coulomb pode ser melhorado adicionando fric¢dao

Viscosa F,v, ou seja ([3], [15])

F=F.sgn(v)+ f(v). (4.3)

Este modelo serd aproximado ¢ compensado no problema 1 do capitulo V
utilizando o método dos quadrados minimos visto nos capitulos II e III e a compensagao

de fric¢ao que serd vista na se¢ao 4.4. A Figura 4.3b) mostra o grifico deste modelo.

Como foi visto anteriormente, o modelo (4.1) ndo descreve o que acontece

quando a velocidade € zero se a fungdo sinal, sgn, ndo for definida em v =0. Como
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mencionado na se¢do 4.3 fric¢do atua como uma mola quando uma pequena forga ¢é
aplicada. Este fendmeno € muitas vezes chamado de stiction. Stiction descreve a forca de
friccdo em repouso. Um jeito simples de capturar o fendmeno fricgdo em velocidade
zero ¢ aumentando o modelo de fric¢ao de Coulomb (4.1) com uma for¢a de fricgdo

especifica em velocidade zero, ou seja

F, se v=0 e |F|<F,

€

Fysgn(F,) se v=0 e |F,|2F;

F =

sendo F, a for¢a aplicada (forga externa) ao bloco e F; a forga stiction.

O modelo de fric¢ao pode ser visto como uma composi¢io de dois modelos, um
para v =0 ¢ um modelo de fric¢do de Coulomb para v # 0. O modelo para v =0 afirma
que fricgdo opde ao movimento contanto que a for¢a aplicada ¢ menor que a forga
stiction. O modelo de fric¢do de Coulomb + Viscosa também pode ser aumentado com

um modelo stiction, como ilustrado na Figura 4.3c¢).

Existem vdrias dificuldades com os modelos stiction. Um dos problemas ¢ que a
forca de fric¢do ndo ¢ uma funcdo, mais especificamente nio ¢ uma funcido da
velocidade quando v =0, ela ¢ apenas uma relagdo devido a v=0 ter vdrias fric¢oes

diferentes. Isto conduz a algumas complicagdes matematicas.

Existem evidéncias experimentais mostrando que a for¢a de fric¢do nao diminui
repentinamente quando a velocidade aumenta. Stribeck observou que a forga de fricgido
possui comportamento ilustrado na Figura 4.3d). Essa forca ¢ chamada de fric¢do

Stribeck. O modelo de Stribeck pode ser descrito por
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1 2 3 4 5 6

F(v) se v#(
F={F, se v=0 e |F|<F,

F,sgn(F,) caso conlrdrio

sendo F(v) uma fungio arbitrdria, a qual pode ser vista na Figura 4.3d). Um ndmero de
parametrizagdes para F(v) tem sido proposto. Uma forma comum de ndo linearidade ¢
dada abaixo ([3], [15])
3y
F(v)=Fq +(F, -F)e ™" £ £y
sendo

v. — avelocidade Stribeck,

5

d, — uma constante que depende da geometria da aplicagio.

b)

it et AT

Figura 4.3: Modelos de Fric¢do Estdtica. a) Modelo de Fricgao de Coulomb. b)

Modelo de Fric¢ao de Coulomb + Viscosa. ¢) Modelo de Fric¢dao Stiction, Coulomb ¢

Viscosa. d) Modelo de Fric¢ao Stiction, Coulomb, Viscosa e Efeito Stribeck.
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4.3.2 O Modelo de Lugre

O termo Lugre deriva do modelo surgido através do trabalho em conjunto entre

as universidades de Lund e Grenoble.

O modelo de Lugre foi baseado no entendimento do mecanismo microscopico do
fendmeno friccdo. A este nivel, as superficies sdo muito irregulares e seu contato se da
através de asperidades. No modelo em questao isto € aproximado por dois corpos rigidos
em contato através de pequenas cerdas elasticas (molas elasticas), tal como mostrado na

Figura 4.2.

Este modelo foi baseado no comportamento médio das cerdas elasticas. A fricgdo
¢ modelada como a forga de inclinagdo média das cerdas elasticas. Assim, quando uma
forca tangencial ¢ aplicada as cerdas se inclinardo como molas. Se a inclinagdo €

suficientemente grande as cerdas iniciam o deslize [15].

O modelo de Lugre baseia-se em uma variavel ndo mensuravel que representa o
comportamento médio das cerdas elasticas em contato. Esta deformagdo denotada por z

€ equacionada por

M

v — avelocidade relativa entre as duas superficies,
g(v) - uma fungdo positiva que depende de fatores como propriedades dos

materiais, lubrificagdo e temperatura e

o, — o coeficiente de rigidez elastica.
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Em regime permanente (dz/dt =0 e v constante) a deformagio z assume a

seguinte forma

£ son(v)

onde o sub-indice ss indica regime permanente (sfeady state).

Para um comportamento tipico de fric¢do, g(v)decresce monotonicamente para
£(0) quando v aumenta. Isto corresponde ao efeito Stribeck. A forga de fric¢do gerada

pela reagdo ao movimento das cerdas eldsticas em contato € aproximada por

y dz
F :croz+o',z+f(v),

o, — o coeficiente de amortecimento.

A fungio g(v) modela o efeito Stribeck e f(v) € a fric¢do Viscosa. Uma escolha

razodvel de g(v) que dd uma boa aproximagio no efeito Stribeck ¢ ([15] ¢ [8])

g(v) = Fe +(F, = Fe)e O (4.10)

onde F- € aforga de friccdo de Coulomb, F; € a forga Stiction (que corresponde a forga
limite do regime de pré-deslizamento) e v, € a velocidade Stribeck. Com esta descri¢ido
o modelo fica caracterizado por quatro parimetros estticos F, F,, f(v) e v, ¢ dois

dindmicos o ¢ 0.

AVA
AVAVAL

2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o .17

18



A fungio (o> Fg > g(v)> F- >0) descreve parte das caracteristicas de regime
permanente do modelo para movimentos com velocidade constante ¢ dz/df =(). Neste

caso, as caracteristicas de regime permanente para a fric¢do sao governadas por:

Fis(0) = g0)sen(v) + () = Fe sen(v)+ (Fs = Fe e sgn(v)+ £(v). @)

ver ([5], [8]).

O modelo de Lugre em regime permanente serd aproximado ¢ compensado no
problema 2 do capitulo V utilizando o método dos quadrados minimos visto nos

capitulos Il e III e a compensagao de fricgdo que serd vista a seguir.

4.4 Compensacio de Fricgao

Existem vdrios caminhos para compensar a fric¢io. Um caminho muito simples

para eliminar alguns efeitos da friccdo é o uso do sinal dither, que ¢ um sinal de alta
freqiiéncia que € adicionado ao sinal de controle.

O efeito do dither ¢ que ele introduz forgas extras que fazem o sistema mover
antes do nivel Stiction ser alcangado. O efeito neste caso € semelhante a remover o

Stiction. Uma versdo moderna é o Knocker, utilizado em vilvulas industriais.

Se um bom modelo de fricgdo for avaliado € possivel 0 seu uso para esquemas de

compensagdo de fric¢gdo baseados no modelo. A idéia ¢ muito simples. A forga de

friccao F ¢ estimada usando algum modelo, e um sinal que compense a forca de fric¢ao

estimada, F, € adicionado ao sinal de controle [15].
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Por exemplo, dada a funcao rob6tica nao linear [16],

fx)=M|q | gs+Ne |+V,| q.q | g+ Ae |+Glg)+Fl g

em que,

; T T
q9 dqg 4a 4da |-

q(t)— vetor varidvel € R",
q

4 ()= ¢ atrajetéria € R",
M| g |- ¢ a matriz de inércia,

A=A">0- éum esquema dos pardmetros da matriz,

e — ¢ a trajet6ria do erro,

Vo (g, q J— a matriz centripeta,

G(g)—- o vetor gravidade,

F(g} — ¢ a friccdo.

E necessdrio obter um sinal que compense a forga de fric¢do F| ¢ | e adiciond-lo
a fungdo robodtica ndo linear dada pela equacio (4.12).

O que se propde neste trabalho ¢é fazer a compensag¢do da fungdo de fricg¢do
baseada num dado modelo de fric¢do. Para esse fim, a forca de fric¢do | F| ¢ || serd

considerada como fungio da velocidade v (F(v)). Primeiramente, serd feita a

aproximacao da fun¢io de fric¢ao F(v) através do método dos quadrados minimos com
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0 uso dos polindmios ortogonais, pois como foi visto nos capitulos II e III sdao mais

M

eficazes. Assim obtém-se um polindmio, F(v), que é a forga de fric¢io aproximada

(estimada),

Calculando o inverso aditivo de F(v), o qual serdi chamado de R(v) e
adicionando esta fung¢io R(v) A funcio de friccao obtém-se valores muito préximos de

ZEro, ou seja

sendo C(v) a fun¢do de compensagio da fungio de fricgio.

Desta forma vdrios efeitos indesejados que a fric¢do causa podem ser
“parcialmente anulados”. Além disso, é importante destacar a facilidade de aplicagao

das fung¢des aproximadas para a realizagao da compensagao.

AVA
AVAVAL

2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



CAPITULO V

APLICACAO: APROXIMACAO DE MODELOS DE
FRICCAO E COMPENSACAO DE FRICCAO

5.1 Introducio:

Neste capitulo serdo realizados alguns testes com modelos de fricgdo para
verificar a eficiéncia das aproximagdes e da compensagdo proposta nos capitulos
anteriores. Foi aproximado o modelo de fricgdo estatica de Coulomb + Viscosa e o
modelo de Lugre em regime permanente através do método visto no capitulo II (método
dos quadrados minimos utilizando polindmios ortogonais) juntamente com a teoria do
capitulo III (aproximagdo por partes de fungdes descontinuas). Sera apresentado
resultados numeéricos obtidos com os métodos considerados em contrapartida com a
fungdo original e sera realizada a compensagdo destas fungdes de fricgdo utilizando as

aproximagdes obtidas. Foi utilizado o software MATLAB.

Observagio 5.1: Nido sera testado o método dos quadrados minimos utilizando
fungdes trigonométricas para as aproximagdes das fungdes de fricgado pelo fato delas ndo

serem fungdes periodicas.
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5.2 Testes ¢ Resultados

Problema 1: O problema consiste em aproximar o modelo de fric¢io de

Coulomb + Viscosa (ver (4.3)),

F(v)=Fosgn(v)+ f(v), (5.1

pelo método dos quadrados minimos utilizando os polindmios de Legendre e de

Chebyshev, no intuito de comparar seu desempenho e compensar a fric¢io.
A fungio F(v) serd aproximada com os parametros dados na tabela abaixo:

Tabela 5.1: Parimetros para um Modelo de Fricgao obtidos do Sistema de Identificagdo
[15].

Parametros Valores
de Fric¢ao Identificados
0.28 [Nm]

0.33[ Nm]
0.0176 [Nms/ rad)
0.01[rad/ s]

Com os dados acima, a fun¢io F(v) é dada por:

-0.284+0.0176v= f1(v)  se v<0
F(v)=40= £,(v) se v=0. (5.2)
0.28+0.0176v = f3(v) se v>0

Sendo F(v) uma fungio descontinua, a mesma serd aproximada pelo processo de

aproximagao por partes.

Por conveniéncia, a fungdo f (v) serd aproximada no intervalo [-0.2, —0.005] e

f3(v) no intervalo [0.005,0.2], dado que é necessdrio ser feito deslocamento de

intervalos.
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A funcao aproximada de ordem » para o modelo de friccao (5.2), usando

polindmios de Legendre e de Chebyshev, ¢ dada por [ver apéndice C.1]:

P ATAD)) se —0.2<v<-0.005
k=0

0 v=0

n
Y ek P (w3 (v)) se 0.005<v<0.2

k=0

sendo ¥, (v) = (10.25641026v +1.051282051) , w5 (v)=(10.25641026v —1.051282051),

P, € o conjunto de polindmios ortogonais de ordem k e, a; e ¢; sdo coeficientes de

ordem k, paracada k=0,1,2,...,n.

A Tabela 5.2 mostra o erro obtido com as aproximagdes de ordem 1 a 8

utilizando os polindmios de Legendre e de Chebyshev. Os dados foram obtidos usando o

software MATLAB.

Tabela 5.2:

Polinomios de Legendre e de Chebyshev.

Erro encontrado nas Aproximagdes de Ordem 1 a 8 utilizando os

Ordem

Erro (aprox.

Legendre)

Erro (aprox.

4.838050e-11

1.736849¢-10

Chebyshev)

4.839417¢-11

1.738229¢-10

Erro (aprox.

Legendre)

Erro (aprox.

Chebyshev)

4.838050e-11

1.736849¢-10

1.015077e-09

1.838133¢-8

4.839417¢-11

1.738229¢-10

1.015189¢-09

1.838376¢-8

1.015077e-09

1.838133¢-8

7.166598¢-09

1.603553¢-7

1.015189¢-09

1.838376¢-8

7.167100e-09

1.603662¢-7

7.166598¢-09

1.603553¢-7

3.082561e-08

6.598694¢-7

7.167100e-09

1.603662e-7

3.082561e-08

6.598694¢-7
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O melhor polindmio encontrado das aproximagdes realizadas utilizando os

polindmios ortogonais ¢ dado por

ap +a;(10.25641026v —1.051282051) = f, se —0.2<v=<-0.005

0=/fr=1, se v=0

co +¢;(10.25641026v —1.051282051) = f 4 0.005<sv<0.2

ay ==2.818039999988846¢ — 1 2.818039999988846e — 1

a; = 1.715999999399404¢ -3 = 1.715999999399384¢ -3

para aproximacao realizada com os polindmios de Legendre e

ap =-2.818039999989265¢ —1 co = 2.818039999989926¢ — 1

ap = LT717717717072941e -3 ¢ =1.717717717072921e -3

para aproximacao realizada com os polindmios de Chebyshev.

Graficamente a fun¢do original e a fun¢do aproximada praticamente sdo iguais,

como mostra a Figura 5.1.
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L — -
0 0.05
velocidade

1

-0.1 -0.05 0 0.05
wvelocidade

Figura S5.1: Fungdo Original e Fungdo Aproximada de Ordem 1. a) Mostra
Aproximagdo utilizando os Polindmios de Legendre no Intervalo [-0.2, 0.2]. b) Mostra
Aproximagao utilizando os Polindmios de Chebyshev no Intervalo [-0.2, 0.2].
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O grafico de cada erro percentual é apresentado a seguir:

x 10

I ([

i ‘

||%.[!'ﬁ= | i“!.l

0.15 2

|

!

0
02 015 01 : . : : 0.2
Figura 5.2: a) e b) Erro Percentual das Aproximagdes de Ordem 1 do Modelo de
Fricgdo de Coulomb + Viscosa utilizando os Polindmios de Legendre e de Chebyshev

respectivamente.

AV
AVAVAY

ik
2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



A compensagao da fungdo de fricgdo sera feita como foi visto no capitulo IV.
Calculando o inverso aditivo do modelo de fricgdo aproximado de ordem 1 (melhor

aproximagao) e adicionando a fungio de fricgio, tem-se

C0)= F()+ R6)= FO) + [_ (}1 (v)D 3

isto pode ser visto na Tabela 5.3, onde € mostrado o resultado obtido em dez velocidades

diferentes. Na Tabela 5.3 C;(v) corresponde a compensagio obtida com a fungdo
aproximada, F1(v), utilizando os polinémios de Legendre ¢ C.(v) corresponde a
compensagio obtida com a fungdo aproximada, F1(v), utilizando os polindmios de

Chebyshev e v € a velocidade.

Tabela 5.3: Compensagdo de Fricgdo em alguns Pontos do Intervalo [-0.2,-0.005] e
[0.005,0.2].

C(v) Cc(v)

-0.5551e-016 0.0555e-015

0 0.0555e-015
-0.5551e-016 0

0 0
0.5551e-016 0

0 -0.0555¢-015
0.5551e-016 -0.0555e-015
0.5551e-016 -0.0555e-015

0 -0.1110e-015

0 -0.1110e-015
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=== f1 Orig.
f1 Apr.
— f2 Orig.
-=== f2 Apr.
— f1 Comp.
— 2 Comp.

§ — — WU N — —

1 S S—

-0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
velocidade

0.2 === f1 Orig.

f1 Apr.

e e s f2 Orig.

0.3 -ees £2 Apr.
f1 Comp.

4 ' , . . f2 Comp.

02 015 01 005 0 005 01 015 02

velocidade

=

-0

Figura 5.3: Compensagdo do Modelo de Fricgdo de Coulomb + Viscosa. a) Mostra

Compensagao utilizando os Polindmios de Legendre. b) Mostra Compensagio utilizando

os Polindmios de Chebyshev.
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Graficamente, pode-se observar que a fungdo de compensagdo é “praticamente
nula” tanto para o modelo utilizando os polindmios de Legendre como para o modelo
utilizando os polindmios de Chebyshev; ou seja, a imagem da fung¢do compensacio,

C(v) esta contida num intervalo [— £, 5] , para £ > 0 suficientemente pequeno.

Para uma melhor visualizagdo, a Figura 5.4 mostra o grafico da fungdo de

compensago utilizando o intervalo [- ¢, £], com £=6*10""7.

x 10"

i ,

Figura 5.4: Compensac@o da Fungdio de Fricgdo utilizando os Polindmios de Legendre

para o Intervalo [- &, &], com £=6*107"".

A Figura 5.5 a seguir mostra o gréfico relativo aos pontos cuja imagem esta

contida no intervalo [0, s], para ¢>0, para a compensagdo obtida utilizando os

polindmios de Chebyshev no intervalo [0, e] ,para e=6*10""7,
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o ULV il UL L
0. : . . : . 015 02

Figura 5.5: Compensagéo da Fungio de Fricgdo utilizando os Polindmios de Chebyshev

para o Intervalo [0, g], com £=6*10"17.

Problema 2: Serd aproximado o modelo de fric¢do de Lugre em regime

permanente,

Fy, (v) = Fe sgn(v)+ (Fs - o ) sgn(v)+ 7(v) (5.5)

= 0.28sgn(v)+0.05¢ /2% 561(,) 1 0.0176v

utilizando o processo de aproximagio anterior (método dos quadrados minimos com
polindmios ortogonais de Legendre e Chebyshev). Sera analisado o erro obtido de ordem
1 a 10, o grafico de melhor aproximag@o e sera realizada a compensagdo da fungdo de

friccéo.
Os pardmetros utilizados sdo dados na Tabela 5.1 do problema 1.

Como F(v) é uma fungdo descontinua, utiliza-se o procedimento de

aproximagdo por partes, ou seja, a equagio (5.5) deve ser escrita na forma [ver apéndice
G2,
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—0.28-0.05¢"07000 4 0.0176v = £ (v) se —02<v<-0.005
F,(v)=40=f,(v) se v=0 (5.6)

0.28+0.05¢ 700" 4 0.0176v = £3(v) se

0.005<v<0.2

Deve-se notar que tanto o modelo de friccao de Coulomb + Viscosa como o
modelo de Lugre tem aproximagoes de ordem n dada pela equagdo (5.3), isto porque
dividimos estes modelos de friccio em funcdes continuas por partes definidas nos
mesmos intervalos: ve [-0.2,-0.005], v=0 e ve[0.005,0.2]. No entanto 0 que
difere um modelo aproximado do outro sdo os cdlculos dos coeficientes a; ¢ ¢; que

dependem da fungio original, f,(v) ¢ f3(v).
Na tabela 5.4 tem-se os valores dos erros obtidos com as aproximagdes de ordem

1 a 10 utilizando os polinomios de Legendre e de Chebyshev para o modelo de fric¢ao

de Lugre.

Tabela 5.4: Erro encontrado nas Aproximag¢des de Ordem 1 a 10 utilizando os

Polindmios de Legendre e de Chebyshev.

Ordem

Erro (aprox.

Legendre)

Erro (aprox.

Chebyshev)

4.124407¢-6

2.270618e-5

Erro (aprox.

Legendre)

Erro (aprox.

Chebyshev)

3.231582¢-6

1.494710e-5

4.124407¢e-6

2.270618e-5

2.275756¢-6

8.916948¢-6

3.231582e-6

1.494710e-5

1.426039¢-6

4.752151e-6

2.275756¢-6

8.916948¢-6

7.813317¢e-7

2.197511e-6

1.426039¢-6

4.752151e-6

3.724785¢e-7

1.023720e-6

7.813317¢e-7

2.197511e-6

1.487487¢-7

8.122355¢-8

8.573386¢-7

3.724785¢-7

1.487487¢-7

1.023720e-6

1.310132¢-7

8.316687¢-7

8.122355¢-8

8.573386e-7

2.287861e-6

1.310132e-7

8.316687¢-7

2.287861¢-6
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Pode-se notar que o erro obtido ndo ¢ tdo pequeno como o encontrado na
aproximagd@o de ordem 1 do problema anterior, no entanto, ¢ importante observar que o
modelo de friccdo de Lugre é um modelo mais complexo que capta melhor o
comportamento do efeito fricgdo. Para um modelo como este que nao é formulado
através de equagdes lineares pode-se verificar que a aproximag¢io normalmente vai
melhorando a medida que se aumenta sua ordem de aproximacgdo, porém, a partir de
uma certa ordem o erro comega a crescer novamente. Normalmente as melhores
aproximagdes nao excedem polindmios de ordem 10, isto depende muito do tipo de
fun¢do que estamos aproximando. Para o problema 1 a melhor aproximacdo foi de
ordem 1 por ser aproximada uma fungdo linear, jd neste caso a melhor aproximacio foi
de ordem 9 para a aproximagao utilizando os polindmios de Legendre e de ordem 7 para

aproximacao utilizando os polindmios de Chebyshev.

O melhor polindmio encontrado das aproximagdes realizadas utilizando os

polindmios ortogonais de Legendre ¢ dado por

9
Y ap Ly (v, (v)) se —0.2<v<-0.005
A k=0
Fo(v)=40 se v=0

9
Y ex Ly (w3 (v)) se 0.005<v<0.2
k=0

sendo ; (v) = (10.25641026v +1.051282051) , v, (v)= (10.25641026v —1.051282051),
L, o conjunto de polindmios ortogonais de Legendre de ordem k para cada

k=0,12,..9, e os coeficientes a; e ¢; para k =0,1,2,...,9 sdo dados por:

ag =—2.828951881203322¢ -1 co =—2.828951881203322¢ -1

a; = —1.418306912888604¢ —3 ¢y = —1.418306912888617¢ -3
a, =—7.229316027454371e -3 ¢y = 7.229316027454368¢ -3

ay =—1.464037087228158e —2 c3 =—1.464037087228155¢ -2
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ay ==2.834126112103677¢ -2
as =-4.753079828924259¢ -2
ag =—8.557441510823892¢ -2
a; =—1.125194430491212¢ -1
ag =—2.216196107772597e —1

ag =—1.726205603771754¢ -1

¢y = 2.834126112103669¢ — 2
c5 =—4.753079828924261e -2
Cg 8.557441510823884¢ — 2
c7 =—1.125194430491211e -1
cg 2.216196107772596e —1

cog =—1.726205603771758e —1

E o melhor polindmio encontrado das aproximagdes realizadas utilizando os

polindmios ortogonais de Chebyshev ¢ dado por

[ 7

NYAUAR) se —0.2<v<-0.005
k=0

0 e v=0

7
Y Ty (w3 (v)) se 0.005<v<0.2
| k=0

sendo 7, o conjunto de polindmios ortogonais de Chebyshev de ordem k£ para

k =0,1,2,...,7 e os coeficientes a; e ¢; para k =0,1,2,...,7 sdo dados por:

ag = —2.857286115101216¢ — 1

aj= —5.943287960419453¢ -3
ay= —7.078988011016120¢ -3
az= —6.270514085240001¢ — 3
a,= —5.577678450252599¢ - 3
as= -4.105933935996052¢ -3
ag= —3.967161204475249¢ -3

a;= —2.016156511765167¢ -3

o Tunesp

co= 2.857286115101216¢ -1
c;= —5.943287960419460¢ —3
cy=  7.078988011016122¢ -3
cy= —6.270514085240001¢ -3
ca=  5.577678450252598¢ -3
cs= —4.105933935996062¢ — 3
ce= 3.967161204475242¢ -3

c7=—2.016156511765163¢ -3
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— f 1 Orig.

f1 Apr.
+ f2=0
— f 3 Orig.

e ] b I | = f3 Apr.
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
velocidade

Figura 5.6: a) Fungdao Original e Fungdo Aproximada de Ordem 9 utilizando os

Polindmios de Legendre. b) Fung¢do Original e Fungdo Aproximada de Ordem 7

utilizando os Polinomios de Chebyshev.
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O grafico de cada erro percentual é apresentado a seguir:

=

02 015 01 005 0 005 01 015 02

1 1 1 1

-1.5

Figura 5.7: a) e b) Erro Percentual das Aproximagdes do Modelo de Fricgdo de Lugre

utilizando os Polindmios de Legendre e de Chebyshev respectivamente.
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De forma analoga ao problema 1, calculando o inverso aditivo do modelo de
friccdo aproximado de ordem 9 para os polindmios de Legendre e de ordem 7 para os

polindmios de Chebyshev (melhores aproximagdes) e somando estas fungdes obtidas a

fungdo de fricgio F(v), obtém-se a fungio compensada C(v) para cada modelo de

friccdo, isto pode ser visto na Tabela 5.5. Os parametros utilizados sdo os mesmos do

problema 1: v é a velocidade, C; (v) ¢ a compensagdo obtida com a fungdo aproximada,

A

Fo (v), utilizando os polindmios de Legendre e C-(v) é a compensagdo obtida com a

fungio aproximada, F7(v), utilizando os polindmios de Chebyshev.

Tabela 5.5: Compensagdo de Fricgdo em alguns Pontos do Intervalo [-0.2,-0.005] e
[0.005,0.2].

C() Ccv)
1.683803¢e-003 4.997832e-004
2.107081e-004 9.470973e-004
4.637972¢-004 -1.543859¢-003
2.043073¢-004 2.187905e-003
4.824659¢-003 1.138439¢-003
-4.824659¢-003 -1.138439¢-003
-2.043073e-004 -2.187905e-003
-4.637972e-004 1.543859e-003
-2.107081e-004 -9.470973e-004
-1.683803¢e-003 -4.997832e-004

A Compensagdo de fricgdo pode ser vista graficamente pela Figura 5.8.
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0.1

0.2+ — f1 Orig.
««sx f1 Apr.
— {2 Orig.
— f1 Comp.

f2 Comp.
04 ' - :

0.2 0.15 0.1 0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
velocidade

Figura 5.8: Compensa¢do do Modelo de Fricgdo de Lugre. a) Mostra Compensagdo da

Funcdo de Fricgdo utilizando os Polindmios de Legendre. b) Mostra Compensagdo da

Fung@o de Fricgio utilizando os Polindmios de Chebyshev.
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Para uma melhor visualizagdo, a Figura 5.9 mostra o grafico da fungio de

compensagio obtida utilizando os polindmios de Legendre cuja imagem esta contida no

intervalo [- ¢, &), com £=5*1073.

L 1 L

-0.15 -0.1 -0.05 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 5.9: Compensagdo da Fungdo de Fricgdo utilizando os Polindmios de Legendre

para o Intervalo [— g, g], com £=5%107>.

E para a compensagdo obtida utilizando os polindmios de Chebyshev a Figura

5.10 mostra o grafico da fungdo de compensagio cuja imagem esta contida no intervalo

kel oo =
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,3 1 1 1 1 ~ 1 1 1
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 5.10: Compensagdo da Fungdo de Fricgdo utilizando os Polindmios de

Chebyshev para o Intervalo [— £, 8] ,com £=3*10"2,

Observacgiio 5.2: Nos problemas 1 e 2 ndo foram considerados a aplicagdo de

forcas externas (F, =0).
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CAPITULO VI

CONCLUSAO

Nesta dissertagao foi apresentada a aproximagdo de fungdes lineares, ndo lineares
e descontinuas através do método dos quadrados minimos utilizando fungGes ortogonais,
tendo como objetivo obter fungdes mais simples que possam ser de facil manipulagio e
serem utilizadas em futuras implementagdes. Esta teoria de aproximagao foi aplicada em
fungdes de fricgdo. Em seguida foi realizada a compensagdo de fricgdo nestas fungdes
aproximadas, com intuito de “anular parcialmente” a fungdo de fricgdo que aparece em
inimeras aplicagdes reais, como por exemplo em [12] e [16].

Neste sentido, foi desenvolvida uma aproximagdo por partes para fungdes
descontinuas, sendo possivel aproximar os modelos de fricgdo em questio.

Os resultados encontrados foram satisfatorios para as aproximagdes utilizando os
polindmios ortogonais. Nas aproximagdes realizadas com o modelo de fricgdo de
Coulomb + Viscosa e o modelo de fricgdo de Lugre os erros encontrados foram
pequenos.

O modelo matematico proposto para compensar a fung¢do de fricgdo também teve
um bom desempenho para os modelos testados. Além disso, é importante destacar a
facilidade de aplicagdo das fungGes aproximadas para a realizagdo da compensagio,

uma vez que elas sao determinadas.
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APENDICE A

A.1 Aproximac¢io de Fun¢des — Como Aproximar?

Ao aproximar uma fungio f(x) por uma fungio P(x) de uma familia P, (x) ¢

introduzido um erro £,
E(x) = f(x)- P(x).

Aparentemente, uma “boa aproximag¢do” seria obtida fazendo

ZE(x)=O.

Foi suposto a realizagdo de um experimento em que se levantou os pontos

D,, D,, D; e Dy, no qual o fendmeno ¢ descrito pela reta,

flx)=-x.

AYA
AVAVEY
VaY

2 3 4 5 6 if unesp 1 12 13 14 15 16 17

18



Na Figura 2.1 do capitulo II, pode-se observar que as retas tragadas, P(x)=x

Py(x) =0, satisfazem a equagdo ) E(x) = 0. De fato, como

D, = (xh 0): D, :(xz:)’z)a Dy =(’¢3:)’3) e Dy =(x4, 0),

Ey(x) = f(x)-A(x),

2 E)=(f(e)-R(x))+ (fx3)-Rlx3))=0.

Da mesma forma, sendo

Ey(x) = f(x) - P (%),

> By (x) = (f(x)— Py (x) )+ (f (xg)— Py (xq)) = £y )+ f(x4)=0.

O que mostra que a imposi¢ao da condig¢ao Z E(x) =0 ndo implica a obtengdo

x

de uma boa aproximagao.
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APENDICE B

B.1 Polindomios de Chebyshev

Existe uma grande variedade de polindmios ortogonais, dentre os quais destaca-
se, os polindmios ortogonais de Gegenbauer, Hermite, Laguerre, Legendre, Jacobi e
Chebyshev. Embora existam duas classes de polindmios de Chebyshev, T e U [11],

sera apresentado apenas o primeiro caso.

As polindmios ortogonais de Chebyshev do tipo 7', sdo definidos através da

equagdo (B.1.1) para xe[~ 1 1] [4] e [13]:
T, (x) = cos[narccos(x)],
para cada n> 0.

Introduzindo a substitui¢do 8 = arccos(x) muda-se esta equagio para

T,0(x)=T, @)= cos(n) onde fe [0, :r]‘

AVA
AVAVEY
VaY

2 3 4 5 6 if unesp 1 12 13 14 15 16 17

18



A relagio de recorréncia € encontrada notando que
T (9) = cos((n - 1)9) = cos(n 9)005(9) - s."n(n 9)sin(6')

T,_1(8) = cos((n —1)8) = cos(nB)cos(6) + sin(n8)sin(8),

T,.41(8) = 2cos(n6)cos(6) - T, (6).

Retornando para a variavel x,

T, (x)=2xT (x)-T (x), para cada n>1.

Desde que

To(x) = cos(0arccos(x))=1 e  7j(x) = cos(larccos(x)) = x,

os polinomios de Chebyshev sdao obtidos de maneira seqiiéncial, usando a equagdo
(B.1.5):

T,(x) = 2xT,(x)- T, (x) = 2x* -1,

T3(x)=2xT; (x)— 1 (x) =4x> - 3x,

Os graficos de 7}, 15, I3, T; e Ts sdo mostrados na Figura 2.4 do Capitulo IL

Da mesma maneira que os polinomios de Chebyshev podem ser escritos como
polindmios na variavel x, € possivel também explicitar x em fungdo de tais

polindmios. Em outras palavras, qualquer poténcia de x pode ser escrita como

76

AVA
AVAVAL

2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o .17

18



combinagdo linear dos 7,,(x). A Tabela B.1.1 apresenta as cinco primeiras poténcias de

x , escritas em fung@o dos polinomios de Chebyshev.

Tabela B.1.1: Polindmios Tradicionais Escritos pelos de Chebyshev.
= To(x)
1i(x)
1/2(75(x)- T (x))
1/4(73(x)+ 373 (x))

1/8(7 (x)+ 475 (x) + 37 (x))

Pela definigdo original dos polindmios de Chebyshev (B1.1), cada um dos 7,, ¢

definido como um cosseno de uma certa quantidade; assim, a imagem da fungdo esta

contida no intervalo [-1,1]. De forma semelhante, a expressio arccos(x) ¢ definida
sobre o [-1,1]. Deste modo, a lista dos cinco primeiros polinémios de Chebyshev e a

Tabela B.1.1 podem induzir a utilizagdo de x e 7,(x) quaisquer, mas deve-se ter em

mente que o intervalo de definigdo dos polindmios ocorre apenas no intervalo [-1,1].
Este fato, ndo limita as aplicagdes, dado que qualquer fungio continua pode ser expressa
neste intervalo (ver [10] e [18]).

B.1.1 Ortogonalidade dos Polinomios de Chebyshev

Para mostrar a ortogonalidade dos polindmios de Chebyshev, considere

dx

f /it (x T (x I cos(narccosx)cos(marccosx)

V%
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Reintroduzindo a substitui¢io 8 = arccos(x) sendo

J-1 Fil x)l,,, J cos(n6)cos(m8)d6 = _[cos(nS)cos{mé')d&

Supondo n # m. Desde que cosnf@cosmb = %[cos[n +m)@ +cos(n— m)), tem-

J: 1, %) ()7, (x) dx = %_[:T cos((n+m)9)do + %f cos((n—m)9)de

=
|—x°

T

_ 1 :
sin((n+m)8)+ i) sin((n— m)Q)]

:[2(,»1:-:11)

=0

0

Por uma técnica semelhante pode também ser mostrado que [4]

paracada n2>1.
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B.2 Polinémios de Legendre

Os polindmios de Legendre sdo muitas vezes chamados de fungdes de Legendre

de primeira classe. Esses polindmios sao obtidos segundo o produto escalar [21]:

(7:8)=(rGhg) = [ F(elas, B2.1)

isto é, com w(x)=1,a=-leb=1.

Estes polindmios podem ser obtidos utilizando a teoria da se¢do 2.4.2 do capitulo

I1, ou seja, aplicando o teorema abaixo.

Teorema B.2.1: O conjunto de polindmios {g,(x), ¢,(x), ..., 9,(x)}

definido a seguir € ortogonal em [a,b] em relagio a fungdo peso w(x).

9o (x)=1,

¢ (x)=x-B, paracada a<x<b,

sendo

r xw( [¢[, a’:c
ru x')[gé,, ] dx

]

quando k =2,

6 (x)=(x-B, ), (x)-C,4,_,(x) paracada a<x<b,

g"A
AVAVEY

2 3 4 5 6 if unesp o 13 14 15 16

17

18



jbx1t )[¢k ! a'x

[

Jhw x oy (: | dx

a

J Y"(X)(Bk 1(‘f)¢’k 2( )
J w(x) g (x)] e

A definigdo cldssica dos Polindmios de Legendre requer que L, (1)=1 para cada
n, ¢ uma relag@o recursiva pode ser usada para generalizar os polindmios quando n = 2.

Utilizando o processo do Teorema B.2.1, temos

Ly(x)=1

j_llxdx

[ ax

={)

portanto,
Li(x)=(x=By)Ly(x)=x

Além disso,

portanto

Lz(-‘f): (= B, )Ll (x)”('zﬂo (x)
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Seqiiencialmente,

_f,x(xz—lﬁ)zdx_[ _J_I,xz(xz-l/-’*)df _8/45 _ 4
bk Jlxzcb: EOORT
i

B [ (2 =13) ax ¥

?

portanto

Ly(x)=(x=B3)L, (x)=C5 L, (x) = x(x2 - [/3)—%3{ = x> —Ex.

Os polindmios de Legendre de maior grau sio encontrados da mesma maneira.
Os préximos dois sdo Ly(x)=x* —(6/7)x* +3/35 ¢ Ls(x)=x> —(10/9)x> +(5/21)x. A

Figura 2.3 do capitulo II mostra o grifico destes polindmios [4].
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APENDICE C

C.1 Aproximacio Por Partes do Modelo de Fric¢io de

Coulomb + Viscosa

O modelo de fric¢io de Coulomb + Viscosa dado pela equagao (5.1) €

aproximado utilizando o procedimento de aproximagao por partes, dado que

-0.28+0.0176v=f,(v) se v<O0
F(v)=40=f,(v) se v=0
0.28+0.0176v = £5(v) se v>0

sendo, por conveniéncia a fungdo f,(v) aproximada no intervalo [-0.2, —0.005] ¢ a

fungdo f;(v) aproximada no intervalo [0.005, 0.2].

Fazendo o deslocamento dos intervalos [—0.2, —0.005] e [0.005, 0.2], tem-se:
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v, :[-0.2,-0.005] = [-1, 1]

v y=y,(v)

v, (v)=(10.25641026 * v +1.051282051), ¥ ve [-0.2,-0.005].
o ;5 :0.005 02]>[-1,1]

vie y=y;(v)
w3 (v)=(10.25641026* v—1.051282051), ¥ ve [0.005, 0.2].
Calculando a inversa dessas fungdes, tem-se respectivamente
v, (v) = ((y-1.051282051)/10.25641026), ¥ y e [-1, 1]
vy ()= ((y +1.051282051)/10.25641026), V y e [-1, 1].
Desta forma as fung¢des a serem aproximadas sdo

&)= 10)o b ()= 028 +00176 [, (), V yel-11]

&)= 40) by )= 028400176+ (). ¥ ye[-11]

As aproximagdes encontradas para as funges & (y) e &;(y) sdo respectivamente
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O()=Y a P (v)
e Vyel[-11],

0,0)=3 62 )
k=0

v

sendo, para cada k£ =0,1,2,...,n, P, (y) o conjunto de polindmios ortogonais de ordem

k (Legendre ou Chebyshev) e, a; e c; sdo coeficientes de ordem % .

A fungio aproximada encontrada, Q,(y), deve ser deslocada novamente ao

intervalo inicial, ou seja, considerar as fun¢des compostas

£10)= 0,(0)ow,(v), Vve[-02,-0.005]
(y)ews(v), Vwve[0.005 0.2]

sendo f,(v) e f5(v) as aproximagdes de f,(v) ¢ f3(v), respectivamente. A fungio

A

F »(v) ¢ uma aproximagio de ordem »n para a fungio F(v).

Reescrevendo a equagao (C.1.2), a fun¢do aproximada de ordem » para o

modelo de fric¢ao de Coulomb + Viscosa (C.1.1) é dada por:

Y ap Py, (v)) se —0.2<v<-0.005
k=0
se v=0

n
Z AV se 0.005<sv<0.2
k=0
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sendo, para cada .y (v)=(10.25641026v +1.051282051)
w5 (v)=(10.25641026v —1.051282051), P, o conjunto de polindmios ortogonais de

ordem k e, a; ¢ ¢, sdo os coeficientes de ordem k.

C.2 Aproximacio Por Partes do Modelo de Fric¢ao de Lugre

em Regime Permanente

O modelo de fric¢io de Lugre em regime permanente dado pela equagio (5.5) €

aproximado utilizando o procedimento de aproximagdo por partes, dado que

—0.28-0.05¢ 00" L 00176v = £,(v)  se —0.2<v<—0.005
F,(v)=30=£2(v) se v=0 (€21)

)

0.28+0.05¢ /00" £ 0.0176v = f3(v)  se  0.005<v<0.2

As fungdes ¥, (v), w53(v), w7 (») e w37 (y) sdo as mesmas do apéndice C.1,

pois os intervalos a serem deslocados sa0 0s mesmos.

Desta forma as fun¢Oes a serem aproximadas sao

80)= /()™ 0)= [_ 0.28-0.05e b 00T g 0176(y, (}-’))],

&(v)= f3(v)e (%_l (;v))= ((J.28 +0.05e- 000t Lo g 176(;!/3"] v ))]

vV yel[-1,1].
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As aproximagdes encontradas para as fungoes &, ( y) e &, ( }) sA0 respectivamente

n

O ()= Y ar P (v)

k=0

0;(y)= i cr P (y)

L k=0

, Vyel[-1,1],

sendo, para cada k =0,1,2,....,n, P,(y) o conjunto de polindmios ortogonais de ordem

k (Legendre ou Chebyshev) e, a; e ¢, sdo os coeficientes de ordem k.

A fungio aproximada encontrada, Q,(y), deve ser deslocada novamente ao

intervalo inicial, ou seja, considerar as fun¢des compostas

M

Fn(v)= B!

()= 0,()ew(v), Vve [-0.2, -0.005]

f3(0)=03(»)ows(v). Vve [0.005, 0.2]

A A

sendo f,(v) e f3(v) as aproximagdes de f,(v) ¢ f3(v), respectivamente. A fungio

A

Fn(v) é uma aproximagio de ordem » para a fungio F(v).

Desta forma a fun¢iio aproximada de ordem » para o modelo de fric¢do de Lugre

dado pela equagio (C.2.1) € dada por:
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H
Y ap Py, (v)) se —0.2<v<-0.005
k=0

0 se v=I()

14
PRI ATAR) se 0.005<v<0.2
k=0

sendo y; (v) = (10.25641026v +1.051282051) , w5 (v)=(10.25641026v —1.051282051),
% 0 conjunto de polindmios ortogonais de ordem & e, a; ¢ ¢, sdo os coeficientes de

ordem k, paracada £ =0,1,2,...,n.
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