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Resumo

Este texto é dedicado ao estudo do fenômeno de sincronização no modelo de Kuramoto.

Na primeira parte o foco reside na formulação original do modelo no limite termodinâmico de

infinitos osciladores e na descrição da transição para a sincronização e estabilidade das soluções

em sistemas com número finito de elementos. Mostra-se também que o acoplamento crı́tico de

sincronização Ks é determinado por um par de equações, e a solução para um caso especial

com simetria na configuração de frequências naturais é obtida de forma perturbativa.

A segunda parte do texto é focada na descrição do modelo de Kuramoto com acopla-

mento local em 1 dimensão com condições periódicas de contorno. A estrutura de árvores de

sincronização média é descrita, onde ocorrem transições entre regimes caóticos e periódicos dos

movimentos individuais dos osciladores. A iminência da sincronização é explorada através uma

série de aproximações que mostram o comportamento crı́tico caracterı́stico de uma bifurcação

sela-nó responsável pela sincronização. A partir da definição de uma função na região sincro-

nizada é mostrado que o acoplamento crı́tico de sincronização é obtido exatamente através da

minimização dessa função. Através de uma sequência de exemplos de configurações com si-

metria é mostrado que a região sincronizada do sistema apresenta uma estrutura de múltiplas

soluções estáveis, sendo a sua caracterização, análise de estabilidade e descrição das bifurcações

realizada para o caso com frequências aleatórias arbitrariamente distribuı́das.

Palavras Chaves: Sincronização; osciladores de fase; modelo de Kuramoto; sistemas de ta-

manho finito e interação local; bifurcações; multiestabilidade.

Áreas do conhecimento: Sistemas dinâmicos não lineares; fı́sica estatı́stica; caos e formação

de padrão.
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Abstract

This text is devoted to the study of the synchronization phenomena in the Kuramoto model.

In its first part the focus lies on its original formulation of infinitely many oscillators and on the

description of the synchronization transition and solutions’ stability for systems with a finite

number of elements. It is shown that a pair of equations characterize the critical synchroniza-

tion coupling Ks, and the solution for a special case with symmetry on its natural frequencies

configuration is obtained in a perturbatively way.

The second part of the text is focused on the 1-dimensional Kuramoto model with periodic

boundary conditions. The synchronization tree structure is described, where it is observed seve-

ral transitions between chaotic and periodic regimes among the individual oscillators. The onset

on synchronization is explored through a series of approximations that show the characteristic

critical behavior of a saddle node bifurcation, which is responsible for the synchronization.

By defining a function on the synchronized region it is shown that the critical synchronization

coupling is exactly determined by the function’s minimization process. Through a sequence

of examples with symmetry on its configurations it is shown that the synchronized region pre-

sents a structure of multiple stable solutions. Its complete characterization, stability analysis

and bifurcations’ description is carried through for the case with randomly distributed natural

frequencies.
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Capı́tulo 1

Introdução

1.1 Breve contexto histórico sobre sincronização

O primeiro relato sobre o fenômeno de sincronização data do século XVII quando o cientista

Christiaan Huygens observava o movimento de dois relógios de pêndulo pendurados em um su-

porte comum (barra) e notou que eles balançavam em perfeita sincronia. Intrigado com esse

fenômeno Huygens realizou uma série de testes envolvendo perturbações no ritmo dos relógios,

obtendo sempre o mesmo resultado final: após um intervalo de tempo eles sempre retornavam

ao seu movimento rı́tmico original. Após um longo perı́odo investigando esse comportamento

Huygens resumiu suas descobertas teóricas e experimentais em um livro de memórias [1] onde

ele forneceu uma descrição detalhada sobre o movimento dos relógios∗ e uma explicação quali-

tativa sobre o efeito da sincronização mútua, onde o movimento rı́tmico dos relógios era causado

pelo movimento imperceptı́vel da barra.

Na metade do século XIX Lord Rayleigh descreveu o aparecimento de sincronização em

sistemas acústicos [3] onde dois tubos de órgão musical dispostos lado a lado influenciam-

se mutuamente, gerando um efeito sonoro unı́ssono. Em casos extremos de interferência ele

também observou a extinção das vibrações sonoras, quando o acoplamento resulta em supressão

das oscilações individuais.

Efeitos de sincronização também foram descobertos em organismos vivos no século XVIII,

quando Jean-Jacques Dortous de Mairan notou que as folhas de plantas de feijão guisado

movem-se para cima e para baixo em conformidade com o ciclo diário de luz e escuridão.

No entanto esse movimento era persistente também em um ambiente isolado com ausência de

luz, mantendo o ciclo de aproximadamente 24 horas. Vários estudos mais recentes mostraram a

existência de relógios biológicos internos que regulam o ritmo circadiano dos organismos vivos.

Na ausência de influências externas esses relógios diferem levemente do perı́odo de 24 horas,

mas em condições normais eles apresentam-se sincronizados com ciclo de dia e noite.

∗Huygens foi o inventor do relógio de pêndulo e grande parte do seu trabalho foi dedicado ao aumento da

precisão e estabilidade dos relógios. Além do próprio livro de memórias por ele publicado [1], uma descrição mais

detalhada sobre seu trabalho pode ser encontrada no livro de Pikovsky et al. [2].
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O primeiro estudo teórico sobre sincronização foi realizado por Appleton [4] e van der Pol

[5], que através de uma extensão dos experimentos realizados por Eccles e Vincent envolvendo

geradores de triodo† (do inglês triode generator), mostraram que a frequência de um gerador

pode ser sincronizada através de um sinal externo fraco com uma frequência levemente dife-

rente.

Parafraseando Strogatz e Stewart [6], o que começou com uma observação fortuita de Huy-

gens deu inı́cio a toda uma área de pesquisa multidisciplinar de osciladores acoplados que

apresentam movimentos sı́ncronos resultantes da interação mútua, independentes da natureza

particular dos osciladores. Gradualmente ficou claro que diversos efeitos aparentemente des-

conexos obedeciam leis universais, e através do esforço de cientistas de diversas áreas (fı́sicos,

matématicos, biólogos, entre outros) em anos de pesquisa a descrição de sincronização pôde ser

descrita no contexto de uma teoria unificada.

Como exemplos de sistemas fı́sicos que apresentam sincronização via acoplamento de os-

ciladores é possı́vel citar osciladores de micro-ondas [7], arranjos de lasers [8, 9] e junções de

Josephson supercondutoras [10, 11]. Entre sistemas biológicos, conjuntos de vagalumes pis-

cando simultaneamente [12] e emissões unı́ssonas de grupos de grilos [13] ilustram exemplos

de osciladores não confinados no mesmo organismo.

Em especial, o estudo do comportamento sı́ncrono de neurônios constitui uma importante

área de pesquisa em neurociência [14]. O sistema nervoso central contém uma grande quan-

tidade de neurônios interconectados a formar um circuito neuronal. Cada neurônio recebe e

processa informação vinda de um conjunto de neurônios e depois retransmite o sinal para ou-

tros neurônios do circuito. A sinalização ocorre de forma oscilatória e a sincronização parece ser

um dos mecanismos responsáveis pelo processamento de informações e comunicação entre di-

ferentes áreas do cérebro, como em células marcapasso circadianas no núcleo supraquiasmático

do cérebro [15], no reconhecimento de padrão visual onde a sincronização de reações osci-

latórias em neurônios do córtex visual de gatos parece conectar padrões em diferentes partes do

campo visual [16], na coordenação do controle motor via sincronização da atividade oscilatória

no córtex sensório-motor [17] ou em doenças neurológicas como epilepsia [18] e tremores pa-

tológicos [19].

Atualmente o campo de estudo de sincronização corresponde a uma vasta área de pesquisa,

extremamente multidisciplinar. Introduções mais gerais sobre o fenômeno podem ser encontra-

das no livro de divulgação de Steven Strogatz [20], no artigo de divulgação de Strogatz e Stewart

[6] e no artigo de revisão de Leon Glass [21], sendo esses dois últimos focados na descrição de

osciladores biológicos. Uma descrição matemática mais completa sobre sincronização e as suas

diversas frentes de pesquisa é descrita nos livros de Pikovsky et al. [2] e Balanov et al. [22].

†Dispositivo elétrico baseado em um tubo de vácuo que produz corrente elétrica alternada, com frequência de

oscilação depende das caracterı́sticas dos elementos que compõem o gerador.
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1.2 Sincronização

Sincronização é um fenômeno coletivo definido como o ajuste entre ritmos (escalas de

tempo) de processos oscilatórios devido à interação [2]. Embora todo processo que demonstre

um certo grau de repetição possa ser considerado um oscilador, nem todo oscilador apresenta

um tempo caracterı́stico próprio de oscilação. Assim na descrição de sincronização os sistemas

considerados devem ser capazes de se auto sustentar e apresentar oscilações estáveis quando

submetidos à pequenas perturbações.

Oscilações auto-sustentáveis podem exibir várias formas de ritmos, desde ondas senoi-

dais até sequências de pulsos. A quantificação do processo rı́tmico é realizada em termos

do perı́odo T em que o processo se repete, sendo a frequência caracterı́stica definida como

o número de ciclos de oscilação que ocorrem em uma unidade de tempo. Como a frequência de

oscilação de cada objeto sofre alterações quando submetidas à influências externas, a descrição

de sincronização é realizada através da comparação entre a frequência resultante do processo

de interação e a frequência caracterı́stica ω do sistema quando isolado, denominada frequência

natural.

A interação entre mais de um objeto é descrita em termos de um acoplamento, cuja inten-

sidade determina o nı́vel de proximidade entre as diferentes frequências resultantes dos osci-

ladores. Embora em sistemas reais nem sempre seja possı́vel determinar essa quantidade, na

descrição abstrata desses sistemas, i.e., modelagem matemática, a descrição da interação é rea-

lizada em termos de um parâmetro de acoplamentoK. Sob essa definição um sistema composto

de dois osciladores autônomos é descrito em termos das frequências resultantes individuais,

ω̄1 (K) = ω1 + f2,1 (K,ω1, ω2) , ω̄2 (K) = ω2 + f1,2 (K,ω1, ω2) , (1.1)

onde fi,j (K,ω1, ω2) descreve o efeito da interação do oscilador i no oscilador j, dependente do

acoplamento e das frequências naturais. Na ausência de interação (K = 0) as oscilações corres-

pondem às frequências naturais, portanto fi,j = 0. O efeito da interação afeta a frequência de-

monstrada por cada oscilador, e o processo de sincronização é caracterizado quando a frequência

de dessintonização Δω = ω̄1 − ω̄2 é nula, ou seja, quando os osciladores apresentam a mesma

frequência de oscilação ω̄1 = ω̄2 = Ω,

Ω =
ω1 + ω2 + f1,2 (K,ω1, ω2) + f2,1 (K,ω1, ω2)

2
. (1.2)

Atualmente a pesquisa em fenômenos de sincronização é focada na descrição dos mecanis-

mos responsáveis pelo comportamento coerente entre os membros de um sistema oscilatório.

Mesmo quando os processos internos responsáveis pelo movimento rı́tmico são oriundos de

naturezas fı́sicas distintas, o objetivo da análise consiste na compreensão da sincronização em

termos de poucos princı́pios básicos.
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1.3 Descrição de fase e modelo de Kuramoto

A descrição de oscilações auto-sustentáveis é realizada através da teoria de sistemas dinâmi-

cos [23], onde a evolução temporal do sistema é descrita por uma trajetória no espaço abstrato

constituido de todas as variáveis dinâmicas do sistema, denominado espaço de fase. Como

sistemas oscilatórios exibem comportamento periódico, no estado estacionário o sistema retorna

ao mesmo ponto após um perı́odo T , formando uma curva fechada. Uma trajetória fechada

isolada no espaço de fase tal que todas as trajetórias vizinhas formam espirais na direção da

curva é denominada ciclo limite.

De uma forma geral o movimento de um oscilador auto-sustentável na proximidade de um

ciclo limite pode ser separado em duas escalas de tempo: uma escala de tempo rápida (do

inglês fast timescale) que representa a relaxação do oscilador quando ele alcança o ciclo limite,

e uma escala mais lenta que descreve o movimento ao longo do ciclo. Cada ponto no ciclo pode

ser mapeado em uma única variável θ, denominada fase, que descreve a evolução temporal do

sistema no regime estacionário. Ela é definida de forma a crescer uniformemente no tempo,

sendo o perı́odo T de cada rotação no ciclo representado pelo ganho de 2π.

Influências externas em um oscilador são representadas por perturbações que deslocam

um ponto situado no ciclo limite para alguma região no espaço espaço de fase. Se essas

perturbações forem pequenas as perturbações perpendiculares ao ciclo podem ser desconside-

radas devido a escala de tempo rápida e a dinâmica da interação pode ser aproximada somente

pelas perturbações resultantes na fase.

Sob essas premissas Arthur Winfree [24] formulou um modelo de N osciladores de ciclo

limite quase idênticos com interação fraca. Assumindo que a sensibilidade de um oscilador ao

ritmo coletivo seja determinado por uma função Z (θ) e a sua contribuição seja especificada por

uma função X (θ), a dinâmica do sistema é caracteriza pelas equações

θ̇n = ωn +

[
N∑
m=1

X (θm)

]
Z (θn) , n = 1, ..., N, (1.3)

onde θn e ωn = 2π/Tn são a fase e frequência natural do oscilador n. Entre os seus princi-

pais resultados, Winfree observou que os osciladores poderiam sincronizar sob condições de

acoplamento intenso e dessintonização suficientemente pequena entre os osciladores, e quando

o intervalo de frequências naturais fosse grande o suficiente para não permitir a sincronização

a incoerência do movimento entre os osciladores persistia até um limiar, quando um grupo de

osciladores realizavam uma transição abrupta para um estado sincronizado.

Intrigado com os resultados obtidos por Winfree, Yoshiki Kuramoto começou a trabalhar

com sincronização coletiva. Usando as mesmas hipóteses propostas por Winfree, através de

um intenso tratamento matemático ele conseguiu provar que a dinâmica de longo termo desses

sistemas poderia ser resumida em um conjunto de equações universais [25]. Sob uma série de

hipóteses para simplificar o problema e permitir um tratamento analı́tico Kuramoto obteve o
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conjunto de equações

θ̇n = ωn +
K

N

N∑
m=1

sin (θm − θn), n = 1, ..., N, (1.4)

que a ele permitiu não só descrever a sincronização como uma transição de fase mas também

determinar analiticamente o valor do acoplamento crı́tico Kc onde os osciladores começam

a apresentar movimento coerente [26]. O sistema descrito pelas equações (1.4) ficou conhe-

cido como o modelo de Kuramoto, e foi extensivamente estudado como um paradigma sobre

sincronização. Os textos de revisão de Strogatz [27] e Acebrón et al. [28] fornecem uma

descrição detalhada sobre o modelo e suas diversas ramificações e aplicações.

1.4 Limite termodinâmico e efeitos de tamanho finito

A maioria dos trabalhos iniciais foram realizados sob as mesmas hipóteses assumidas por

Kuramoto de um número infinito de osciladores completamente conexos, o que permite realizar

uma abordagem estatı́stica do sistema. O método consiste em definir uma densidade de probabi-

lidade cuja evolução temporal é descrita por uma equação de Fokker-Planck não linear. Entre as

principais contribuições encontram-se o trabalho de Strogatz e Mirollo [29] que descreveram a

transição para o regime sincronizado através de uma bifurcação onde o estado incoerente perde

a estabilidade, e os trabalhos de Bonilla et al. [30], Acebrón e Bonilla [31] e Acebrón et al.
[32], que estenderam os resultados obtidos por Strogatz e Mirollo, válidos no caso em que as

frequências naturais são geradas a partir de uma distribuição de probabilidades simétrica, consi-

derando distribuições de frequências assimétricas e multimodais. Através de uma análise de

multiescala assintótica eles descobriram uma série de fenômenos como sincronização periódica

supercrı́tica, bi-estabilidade e histerese.

Um problema com equações cinéticas que descrevam o comportamento de infinitos elemen-

tos é sempre o dos efeitos de um sistema com tamanho finito, ou mais especificamente no caso

do modelo de Kuramoto a influência do número finito de osciladores nos estados parcialmente

sincronizados e na transição para o regime sincronizado.

O primeiro trabalho envolvendo a descrição de um conjunto finito de osciladores data da

década de 80, quando Ermentrout [33] obteve o acoplamento crı́tico em que todos os osciladores

aparecem com travamento de fase. Os argumentos utilizados no artigo são válidos no limite de

infinitos osciladores, sendo baseados nas condições de existência do estado travado e não na

estabilidade dos mesmos. Ainda na década de 80 Daido [34, 35, 36] observou a presença de

divergências do tipo lei de potência na iminência da transição em Kc, com expoentes crı́ticos

que dependem da forma como o limiar é atingido.

Na década de 90 van Hemmen e Wreszinski [37] foram os primeiros a descrever a estabili-

dade das soluções, quando eles construı́ram uma função de Lyapunov para provar que o estado

de travamento de fase é estável para valores de acoplamento suficientemente grandes e que uma

população finita com vários osciladores de Kuramoto atingiria um estado estacionário no limite
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t → ∞. Outra contribuição importante dessa década é devida a Pikovsky e Ruffo [38], que

analisaram o caso com frequências naturais idênticas sujeitas a um ruı́do aditivo e obtiveram

um lei de escala diferente da obtida por Daido, mostrando como o sistema pode ser descrito por

uma forma normal (equação de Stuart-Landau com ruı́do).

O problema da descrição da estabilidade das soluções só foi resolvido em 2005 por Mi-

rollo e Strogatz [39], que descreveram rigorosamente o espectro de autovalores do sistema com

tamanho finito e frequências naturais arbitrariamente distribuı́das. Além de determinar comple-

tamente a estabilidade das soluções em termos dos travamentos das diferenças de fase eles mos-

traram a existência de um autovalor nulo, caracterizando a existência de uma bifurcação sela-nó

no acoplamento crı́tico de sincronização Ks, onde os osciladores apresentam sincronização

completa com θ̇n = 0. A partir dos resultados de Mirollo e Strogatz, Diego Pazó [40] analisou

o caso de frequências naturais geradas por uma distribuição uniforme. Ele obteve a dependência

do parâmetro de ordem na região imediatamente acima de Ks e mostrou como um arranjo de

frequências naturais para N finito (frequências naturais igualmente espaçadas) converge para o

limite termodinâmico, demonstrando que nesse caso existe a equivalência entre Kc e Ks.

Analisando o regime de poucos osciladores, Maistrenko et al. [41, 42, 43] já havia ob-

servado a existência da bifurcação sela-nó no ponto crı́tico Ks, porém realmente interessantes

foram obtidos sobre o comportamento temporal dos osciladores. Em um intervalo finito de

valores de K acima da bifurcação de sincronização foi observada a existência de fluxos‡ de

Cherry [44, 45] (do inglês Cherry flows), que são fluxos em um toro bidimensional dotado de

dois pontos de equilı́brio (uma sela e um nó estável) e trajetórias periódicas. Na região anterior à

sincronização, para N ≥ 4, o sistema apresenta atratores caóticos, criados a partir da destruição

de toro invariante bidimensional [47].

1.5 Acoplamento local

Uma descrição mais realı́stica de sistemas fı́sicos é obtida termos de interações locais e (ou)

de alcance finito, no entanto esses sistemas apresentam um nı́vel de complexidade muito superi-

or, e as técnicas desenvolvidas para o caso de infinitos osciladores (ou mesmo para um número

finito completamente conexo) raramente são aplicáveis a esses sistemas. Na sequência vamos

fazer uma pequena excursão sobre alguns dos principais trabalhos nesse contexto, detalhando

alguns dos principais problemas encontrados.

1.5.1 Trabalhos iniciais e redes regulares d-dimensionais

A primeira abordagem para tratar sistemas com interação local data do final da década de 80

pelo grupo do Kuramoto (Sakaguchi et al. [48]), que consideraram o caso em que os osciladores

‡O termo Cherry flows é uma homenagem ao cientista australiano Thomas Macfarland Cherry, que foi o pri-

meiro a estudar alguns exemplos desse fluxo em toros [46].
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são definidos em uma rede d-dimensional com interação somente entre os primeiros vizinhos,

θ̇n = ωn +K
∑
(n,m)

sin (θm − θn), (1.5)

onde (n,m) denota os primeiros vizinhos do oscilador n e ωn são as frequências naturais dis-

tribuı́das a partir de uma função de distribuição de probabilidades g (ω). Através de argumentos

heurı́sticos eles mostraram que nenhum movimento coerente é possı́vel, no limite N → ∞,

para um valor finito de acoplamento K quando a dimensão da rede satisfaz d ≤ 2.

Na mesma linha de pesquisa inicial, Strogatz e Mirollo [49, 50] analisaram a probabilidade

de travamento de fase em redes de osciladores. No caso unidimensional (cadeia linear), eles

mostraram que no limite em que o número de osciladores cresce infinitamente a probabilidade

tende a zero, mas se a intensidade do acoplamento acoplamento crescer com a raı́z quadrada de

N , a probabilidade tende a uma distriuição de Kolmogorov-Smirnov. No entanto, para redes

com dimensões maiores do que a unitária a probabilidade de travamento de fase tende a zero

exponencialmente, implicando que no limite N → ∞ não existe um valor finito de K capaz de

sincronizar o sistema.

Os resultados obtidos por Mirollo e Strogatz devem ser tomados com cuidado visto que as

hipóteses por eles assumidas não correspondem a um caso completamente geral, não excluindo

completamente a possibilidade de existência de coerência macroscópica§. Como mencionado

por Acebrón et al. [28], esses resultados não aparentam contradizer os resultados obtidos

por Hiroaki Daido [51], que através de uma análise de grupo de renormalização determinou

a existência de uma dimensão crı́tica inferior de coerência macroscópica para uma classe de

distribuições de probabilidades com g (ω) ∼ |ω|−α−1
.

Apesar das aparentes discrepâncias entre os resultados e do fato que tanto a existência como

a determinação de uma dimensão crı́tica inferior de coerência ainda permanecem em aberto, um

avanço importante obtido nessa abordagem inicial foi a observação de uma caracterı́stica geral

de sistemas com interação de alcance finito: a existência de diferentes regimes de sincronização.

Enquanto no modelo globalmente conexo (para infinitos osciladores) é observada uma transição

de fase que descreve o momento em que os osciladores começam a ganhar coerência, sistemas

com interação local apresentam estruturas de ondas viajantes, sincronização parcial (formação

de clusters com mesma frequência média) e travamento de fase com sincronização plena θ̇n = 0

de todos os osciladores, sendo o ganho de coerência entre os osciladores nesses dois últimos

casos uma consequência da sincronização. No entanto a análise em termos da coerência dos

osciladores é validada pelo fato que ela só pode ocorrer se os osciladores apresentarem algum

grau de sincronização¶.

Essa diferenciação dos regimes de sincronização dependendo da topologia de acoplamento

do sistema influenciou uma série de trabalhos mais recentes que procuraram compreender

§Mais detalhes sobre o assunto pode ser encontrado no artigo de revisão de Acebrón et al. [28].
¶Essa afirmativa pode ser resumida em uma máxima: coerência entre as fases dos osciladores só pode ser

alcançada via sincronização, porém a existência de um estado sincronizado não exige que as fases estejam dispostas

coerentemente.
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os mecanismos que levam ao surgimento de cada regime. Ainda no contexto de redes d-

dimensionais, Hong et al. [52] observaram a existência de dois tipos de sincronização de-

pendendo da dimensão da rede: para d > 4 a sincronização ocorre com quebra da simetria de

fase, onde os osciladores sincronizam simultaneamente, como no caso de campo médio através

de uma transição espontânea (similar a uma transição de fase); para d ≤ 4 eles mostraram que

a dimensão da rede impede uma transição espontânea, de forma que a sincronização ocorre

através da agregação de domı́nios sincronizados compactos (clusterização). No caso bidimen-

sioal, Lee et al. [53] observaram a existência de um limiar KE , anterior ao acoplamento crı́tico

Ks, responsável pela formação de um cluster macroscópico sincronizado com a presença de

vórtices movendo-se em trajetórias fixas na fronteira do cluster.

1.5.2 Acoplamento dependente da distância e estados Quimera

Uma extensão natural do modelo de Kuramoto em redes regulares consiste em considerar

efeitos de diferentes topologias de conexão‖ e de acoplamento dependente da distância entre os

osciladores, configurando interações de curto e médio alcance. Em um caráter geral a complexi-

dade desses tipos de cenários dificulta em muito uma análise exata (ou mesmo aproximada) do

sistema. Porém uma forma de se considerar esses efeitos e ainda manter um nı́vel baixo de com-

plexidade consiste em assumir configurações simplificadas da topologia e da interação. Nessa

linha de pesquisa podemos citar os trabalhos de Lumer and Huberman [57, 58] que considera-

ram uma estrutura de acoplamento hierárquica definida em uma árvore ultramétrica, Radicchi e

Meyer-Ortmanns [59, 60] que analisaram a sincronização do modelo de Kuramoto em árvores

de Cayley, e o trabalho de Tsimring et al. [61] que consideraram uma cadeia de osciladores

com acoplamento entre os L primeiros vizinhos.

Um caso intermediário entre o longo alcance das interações globais e o curto alcance da

interação entre vizinhos próximos é caracterizado por um acoplamento com decaimento do tipo

de lei de potência r−α, onde r denota a distância mútua entre os osciladores. Esse modelo foi in-

icialmente estudado em 1 dimensão por Rogers and Wille [62], que mostraram que a transição

para o estado sincronizado só pode ocorrer para K finito com α < 2 quando a interação é

normalizada. O valor crı́tico αc = 3/2 foi obtido mais tarde por Chowdhury and Cross [63].

Porém um resultado realmente interessante foi obtido por Marodi et al. [64], que analisaram

o sistema definido em uma rede regular d-dimensional com interação não normalizada. Eles

observaram a existência de uma transição no tamanho N da população de osciladores para

α < d, quando para um tamanho acima de um limiar Nc sempre existe sincronização, indepen-

dente do valor da constante de acoplamento K. Recentemente Uchida [65] desenvolveu uma

teoria de perturbação sistemática para calcular o comportamento do parâmetro de ordem e das

‖Embora o modelo de Kuramoto tenha sido extensamente estudado no contexto de redes complexas, como

definidas por Albert e Barabási [54] e Boccaletti et al. [55], esse tópico encontra-se muito fora do contexto dessa

tese. Para o leitor que tiver interesse em se aprofundar nessa área, o artigo de revisão de Arenas et al. [56] contém

um capı́tulo dedicado somente a esse tópico.
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funções de correlação, e conseguiu mostrar para α ≤ d o sistema exibe uma transição abrupta

de sincronização, como no caso de campo médio.

No contexto de acoplamento não local, um resultado realmente surpreendente foi obtido

por Kuramoto e Battogtokh [66]. Ao considerar um anel de osciladores idênticos e interação

decadente com a distância, eles observaram a existência de uma solução estável em que os os-

ciladores aparecem separados em dois domı́nios coexistentes: um composto de osciladores em

movimento coerente com travamento de fase, e o outro com osciladores incoerentes e dessincro-

nizados. Esse tipo de comportamento nunca havia sido observado para osciladores idênticos, e

devido a forma como os dois tipos de comportamentos dinâmicos aparentemente incompatı́veis

coexistem temporalmente ele ficou conhecido como estado Quimera∗∗.

Uma série de trabalhos envolvendo estados Quimera foram realizados no contexto do mo-

delo de Kuramoto. Entre eles podemos citar soluções analı́ticas obtidas por Abrams et al.
[67, 68, 69], generalização feita por Carlo Laing [70] para osciladores com frequências naturais

aleatórias e a descrição do caso bidimensional realizada por Shima e Kuramoto [71]. Mas possi-

velmente a ampliação dessa área recente de pesquisa seja resultado do trabalho de Omel’chenko

et al. [72], que mostraram o aparecimento natural desses estados em uma rede de osciladores

acoplados com estimulação retroalimentı́cia retardada, quando esses estados aparecem natural-

mente na transição incoerência-coerência.

Uma caracterı́stica importante dos estados Chimera no contexto do modelo de Kuramoto é

a dependência das condições iniciais. Enquanto todos os trabalhos anteriores envolvendo o mo-

delo de Kuramoto caracterizavam a região de sincronização do sistema como contendo apenas

um ponto fixo estável, a descoberta dos estados Chimera corresponde à primeira configuração

do sistema descoberta que apresenta biestabilidade: esse tipo de estado só é acessado a partir

de uma pequena região do espaço de fase, sendo o conjunto complementar responsável pela

sincronização plena dos osciladores. A única descrição de multiestabilidade no modelo de Ku-

ramoto não envolvendo esse tipo de estado é devida à Maistrenko et al. [73], que consideraram

o modelo sob a presença de plasticidade sináptica†† para descrever dinâmicas neurais.

1.6 Modelo de Kuramoto unidimensional

Em uma forma de tentar captar os efeitos mais complexos apresentados no contexto de

interações locais, Zheng et al. [76, 77] consideraram o modelo de Kuramoto descrito em 1 di-

mensão com condições periódicas de contorno, que devido à sua configuração mais simples per-

mitiu não só descrever a sincronização coletiva mas também realizar uma análise microscópica

∗∗A denominação de estado Quimera foi cunhada por Strogatz, sendo inspirada na criatura mitológica com

cabeça de leão, corpo de bode e rabo de serpente. No entanto o próprio Strogatz [67] menciona que atualmente a

palavra é usada para indicar algo composto de partes incongruentes ou algo que aparenta ser altamente improvável.
††Plasticidade sináptica foi primeiramente proposta por Hebb [74] como um mecanismo de aprendizado e

memorização. Ele postulou que conforme um neurônio influencia a atividade de outro, a conexão entre eles é

potencializada. Mais detalhes podem ser encontrados no livro Encyclopedia of Neuroscience [75] e referências

internas.
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dos comportamentos individuais dos osciladores. Eles mostraram a existência de uma árvore de

sincronização, onde o acoplamento entre primeiros vizinhos proporciona a existência de clusters

de sincronização média na região anterior à sincronização plena. Através da análise temporal

dos osciladores eles observaram a existência de uma série de transições entre regimes caóticos

e periódicos de oscilação, sendo que na iminência da sincronização o sistema apresentava um

comportamento crı́tico caracterı́stico de uma bifurcação sela-nó.

Posteriormente alguns trabalhos mais detalhados foram realizados por El-Nashar et al., in-

cluindo a investigação dos mecanismos responsáveis pela sincronização média nos clusters [78]

e pela transição para o regime sincronizado [79]. A questão da determinação do acoplamento

crı́tico de sincronização foi atacada por Muruganandam et al. [80], que desenvolveram um

algoritmo computacional baseado no método dos multiplicadores de Lagrange, obtendo uma

excelente aproximação com os valores observados através de simulação.

A dependência do acoplamento crı́tico com o número de osciladores foi analisada nume-

ricamente por El-Nashar e Cerdeira [81], que consideraram as frequências naturais obtidas a

partir de uma distribuição de probabilidades gaussiana. Eles observaram que, diferentemente

do caso unidimensional sem condições periódicas de contorno, o escalamento Ks ∝ Nα do

acoplamento crı́tico apresenta um parâmetro α < 1/2. Através de argumentos heurı́sticos eles

concluı́ram que a diferença observada era devido à mudança da topologia, o que poderia sugerir

uma estrutura subjacente mais complexa nesse sistema.

1.7 Panorama sobre o texto

A idéia de uma introdução longa e descritiva de alguns dos diversos trabalhos realizados

no contexto do modelo de Kuramoto foi concebida para introduzir o leitor a uma série de

fenômenos extremamente complexos decorrentes da interação de simples elementos oscilantes,

descritos apenas pelas interações entre suas respectivas fases. Ela serve não só como uma

preparação para os resultados obtidos ao longo da tese como uma indicação direta da continui-

dade da pesquisa aqui desenvolvida.

O texto é dividido em duas partes: a primeira consiste na descrição do modelo de Kura-

moto na sua formulação original (limite termodinâmico) e dos efeitos de tamanho finito do

sistema, sendo analisadas a transição para o regime sincronizado e a estabilidade das soluções;

na segunda parte o modelo em 1 dimensão é analisado, ilustrando o comportamento do sistema

na região de acoplamento fraco e iminência da sincronização; a parte principal do texto re-

side no penúltimo capı́tulo, que descreve o método de determinação do acoplamento crı́tico de

sincronização e a estrutura multiestável acima de Ks, correspondendo a contribuição original

do autor.

A organização dos capı́tulos foi realizada da seguinte maneira:

• Capı́tulo 2: Descrição simples de como se realiza a aproximação de fase para sistemas

oscilatórios (regime de acoplamento fraco) e dos tipos de sistema que o modelo de Kura-
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moto é capaz de descrever.

• Capı́tulo 3: O modelo de Kuramoto é introduzido, juntamente com a análise de esta-

bilidade e descrição da transição para sincronização em sistemas com número finito de

osciladores.

• Capı́tulo 4: O modelo unidimensional localmente acoplado é introduzido, assim como os

métodos aproximados desenvolvidos para tratar o sistema na iminência da sincronização.

• Capı́tulo 5: Descrição do espaço de fase e estabilidade na região sincronizada do modelo

e o método de determinação do acoplamento crı́tico de sincronização.

• Capı́tulo 6: Conclusões e perpectivas futuras.
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Capı́tulo 2

Osciladores autônomos, dinâmica de fase e
sincronização

O conceito de oscilações auto-sustentáveis (ou autônomas), proposto primeiro por Andro-

nov, Vitt e Khaikin [82], apresenta três caracterı́sticas básicas:

• As oscilações são próprias, independentes do ambiente externo.

• O movimento rı́tmico é estável.

• A forma, amplitude e escala de tempo das oscilações são escolhidas (determinadas) pelo

sistema, independente das condições iniciais.

Com base nessas caracterı́sticas necessárias é possı́vel formular hipóteses de quais ingredientes

fı́sicos são necessários para se obter um oscilador auto-sustentável.

A primeira caracterı́stica fı́sica desses sistemas é que eles devem ser ativos, dotados de uma

fonte interna de energia que é transformada em movimento oscilatório. Sem essa fonte não

seria possı́vel isolá-lo do ambiente externo e mantê-lo oscilando. Porém somente a existência

de uma fonte de energia não é suficiente para que a oscilação seja própria e perpétua.

Suponha um sistema oscilatório dotado de amplitude e frequência conectado a uma fonte

de energia. Tipicamente a amplitude de oscilação é proporcional à energia tomada da fonte,

portanto se o sistema absorve constantemente energia os efeitos da excitação devem ser refle-

tidos em um comportamento divergente da amplitude. Para balancear esse efeito é necessário

alguma forma de dissipação de energia, de forma que as caracterı́sticas próprias do oscilador

são exibidas quando existe um equilı́brio entre os dois efeitos.

Assumindo a existência dos efeitos de excitação e dissipação em um processo periódico

x (t), a descrição completa do processo em cada instante de tempo necessita no mı́nimo duas

variáveis, uma que fornece a posição e outra que fornece a variação da posição. Se somente

duas variáveis forem suficientes o comportamento do sistema pode ser completamente descrito

pela evolução temporal do par (x, y), que são as coordenadas do espaço de fase do sistema.

Para que o sistema apresente caracterı́sticas próprias de oscilação é necessário que exista

uma região atrativa bem definida no espaço de fase, de forma que os efeitos das condições
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iniciais sejam gradualmente dispersados até o sistema atingir o seu comportamento estacionário.

Uma vez atingido esse regime, o caráter periódico das oscilações implica que o sistema retorna

a um mesmo ponto após um perı́odo T , descrevendo uma curva fechada no espaço de fase que

corresponde ao ciclo limite estável do sistema.

A partir da existência do ciclo limite é possı́vel introduzir a última condição necessária

para caracterizar o sistema como um oscilador autônomo: a não linearidade das equações de

movimento. Se uma solução x (t) de um sistema linear é periódica, então para qualquer fator

a a solução ax (t) também é periódica, o que implica que um sistema linear com soluções

periódicas é conservativo. Se o sistema linear apresentar dissipação ou ganho de energia por

perturbações externas elas são adicionadas ao movimento, impedindo que o ritmo e forma das

oscilações iniciais sejam restaurados. Resulta desse fato que sistemas lineares não são capazes

de formar ciclos limites, portanto não caracterizando oscilações auto-sustentáveis.

Com essa pequena introdução sobre osciladores autônomos é possı́vel formalizar matema-

ticamente o método de aproximação que permite descrever o sistema em termos osciladores de

fase acoplados. Essa descrição fornece a base para compreender as premissas do modelo de

Kuramoto, assim como o seu regime de aplicabilidade.

2.1 Dinâmica de fase

Considere um sistema autônomo M -dimensional geral, composto pelas equações diferen-

ciais
dx
dt

= f (x) , x = (x1, x2, ..., xM) . (2.1)

Se o sistema apresenta uma solução periódica estável com perı́odo T0, i.e., x (t) = x (t+ T0),

no espaço de fase a oscilação é representada por um ponto movendo-se ao longo do ciclo limite.

Sempre é possı́vel definir uma variável θ, denominada fase, como uma coordenada ao longo do

ciclo com crescimento monotônico (ganhando 2π a cada rotação) e uniforme, na forma

θ̇ = ω0, (2.2)

onde ω0 = 2π
T0

é a frequência natural das oscilações. Em um caso geral ela sempre pode

ser obtida a partir de qualquer variável angular ψ que seja 2π-periódica no ciclo através da

transformação

θ = ω0

∫ ψ

0

(
dψ′

dt

)−1

dψ′, (2.3)

de forma que as variáveis x sejam funções 2π-periódicas da fase: x (θ + 2π) = x (θ).
Qualquer perturbação sobre uma solução estável do sistema pode ser projetada nas direções

perpendicular e paralela ao ciclo limite. Pela própria definição de um ciclo limite estável, as

perturbações perpendiculares sempre resultam em soluções amortecidas que levam o sistema

de volta ao ciclo. Já as perturbações ao longo do ciclo resultam em deslocamentos da solução

original que também representam soluções estáveis, ou seja, x (t) → x′ (t+Δt) = x (t+Δt).
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Desse fato resulta que o estado estacionário de um sistema dinâmico autônomo é invariante sob

deslocamentos temporais.

Na fase o efeito de uma perturbação ao longo do ciclo corresponde à adição de uma constante,

conforme pode ser inferido a partir da equação (2.2). Em termos de estabilidade isso significa

que a fase é neutramente estável, ou seja, o ciclo limite possui um expoente de Lyapunov nulo

correspondendo a perturbações ao longo do ciclo, de forma que um deslocamento temporal é

equivalente a um deslocamento de fase Δθ = ω0Δt.

Considere agora o efeito de uma força externa periódica sobre as oscilações na forma

dx
dt

= f (x) + εp (x, t) , (2.4)

onde a força εp (x, t) = εp (x, t+ T ) possui perı́odo T diferente de T0. Assumindo que a

intensidade ε da força externa seja pequena a trajetória é levemente desviada do ciclo limite

estável x0 (t) para uma vizinhança próxima, resultando em pequenas perturbações transversais

ao ciclo. Porém na fase os efeitos podem ser robustos, acelerando o ponto dentro ciclo. Isso

sugere uma descrição da dinâmica perturbada (2.4) somente na variável de fase, mas para tal é

necessário definir uma fase também em uma vizinhança próxima ao ciclo.

Uma forma de se atacar esse problema é definir uma variável de fase que rotacione unifor-

memente de acordo com (2.2) tanto no ciclo limite como em uma vizinhança próxima. Como

todos os pontos no ciclo limite podem ser considerados como pontos fixos, então todos os pon-

tos em uma vizinhança próxima são atraı́dos para eles. Se considerarmos o mapeamento

Φ (x) : x (t) → x (t+ T0) ,

é possı́vel escolher um ponto x∗ no ciclo e todos os pontos na vizinhança que são atraı́dos para

ele sob a ação repetitiva de Φ. Esse conjunto forma uma superfı́cie (M − 1)-dimensional I

denominada isócrona, que cruza o ciclo limite em x∗. Como ela pode ser construı́da para todos

os pontos no ciclo é possı́vel parametrizá-las de acordo com a fase θ, estendendo a definição

para a vizinhança do ciclo e exigindo que a fase seja constante em cada isócrona I (θ). Assim é

possı́vel escrever a equação (2.2) em uma vizinhança do ciclo limite,

dθ (x)
dt

=
∑
k

∂θ

∂xk

dxk
dt

, (2.5)

que para o sistema não perturbado (2.1) fornece a relação

∑
k

∂θ

∂xk
fk (x) = ω0. (2.6)

No sistema perturbado (2.4) a equação de movimento em termos de θ é escrita a forma

dθ (x)
dt

=
∑
k

∂θ

∂xk
[fk (x) + εpk (x, t)] = ω0 + ε

∑
k

∂θ

∂xk
pk (x, t) . (2.7)
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Se considerarmos uma interação fraca, os desvios de x em relação ao ponto x0 no ciclo limite

também devem ser pequenos, de forma que em primeira ordem de aproximação é possı́vel

desprezar esses desvios e calcular o lado direito no próprio ciclo limite:

dθ (x)
dt

= ω0 + ε
∑
k

∂θ (x0)

∂xk
pk (x0, t) . (2.8)

Como cada ponto no ciclo limite apresenta uma correspondência direta com a fase, a equação

(2.8) fornece uma equação de movimento fechada para θ,

dθ

dt
= ω0 + εQ (θ, t) , (2.9)

onde Q (θ, t) é uma função 2π-periódica na fase θ e T -periódica no tempo, que pode ser expan-

dida em uma série dupla de Fourier

Q (θ, t) =
∑
l,k

Al,ke
ikθeilωt, (2.10)

onde ω = 2π
T

é a frequência da força externa.

No caso em que os efeitos da força externa são desprezı́veis (ε ≈ 0), a equação (2.9) tem

solução

θ (t) = ω0t+ θ0. (2.11)

Para calcular a aproximação de interação fraca é necessário substituir a solução (2.11) no termo

de interação Q (θ, t) em (2.10),

Q (θ, t) =
∑
l,k

Al,ke
ikθ0ei(kω0+lω)t. (2.12)

Essa função contém termos rapidamente oscilantes e termos com variação lenta, que satisfazem

a condição de ressonância

kω0 + lω ≈ 0. (2.13)

As componentes de rápida oscilação em (2.12) levam a desvios de fase de ordemO(ε), enquanto

os termos ressonantes podem levar a grandes desvios, de forma que eles correspondem à parte

mais importante da dinâmica. Para manter somente a parte essencial da dinâmica é possı́vel

tomar a ”média”da interação ao considerar somente os termos ressonantes, o que corresponde a

realizar um processo de filtragem em todas as oscilações de alta frequência e baixa amplitude.

No caso geral a condição de ressonância entre duas frequências é escrita na forma

ω ≈ m

n
ω0 (2.14)

onde n e m são inteiros sem um divisor comum. Ao se considerar somente a parte essencial da

dinâmica na equação (2.9) devemos considerar a interação na forma 〈Q (θ, t)〉, i.e.,

〈
∑
l,k

Al,ke
ikθeilωt〉 =

∑
l=−nj,k=mj

Al,ke
ikθeilωt =

∑
j

A−nj,mjeij(mθ−nωt)

= q (mθ − nωt) , (2.15)
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o que leva à equação de movimento para a fase

dθ

dt
= ω0 + εq (mθ − nωt) . (2.16)

Introduzindo a diferença de fase generalizada φ = mθ − nωt obtemos a equação

dφ

dt
= mω0 − nω + εmq (φ) , (2.17)

onde o termo de interação satisfaz a propriedade q (φ+ 2π) = q (φ). Como no regime de aco-

plamento fraco a equação (2.17) descreve completamente a dinâmica do sistema, é necessário

analisar o seu espaço de soluções para obter uma descrição dos fenômenos emergentes e de

como eles dependem da intensidade do acoplamento.

2.2 Travamento de fase e sincronização

O espaço de fase do sistema (2.17) é construı́do a partir da diferença de fase φ, definida pela

função q (φ). Se considerarmos (por simplicidade) somente o caso de ressonância ω ≈ ω0, é

possı́vel definir a frequência de dessintonização ν = ω−ω0 e escrever a equação de movimento

na forma
dφ

dt
= −ν + εq (φ) . (2.18)

Essa equação apresenta dois regimes dinâmicos distintos, dependendo exclusivamente da relação

entre ν e amplitude ε da força externa.

A periodicidade de q (φ) no intervalo [0, 2π) implica a existência de um máximo (qmax) e

um mı́nimo (qmin), tipicamente não degenerados. Se a frequência de dessintonização satisfizer

a condição εqmin < ν < εqmax, então existe pelo menos um par de pontos fixos φ∗, um estável e

outro instável, tais que a evolução temporal do sistema atinge o ponto fixo estável e permanece

nele indefinidamente. Denotando esse ponto por φ∗ = φs, é simples mostrar que a fase do

oscilador rotaciona com a mesma frequência da força externa,

θ = ωt+ φs, (2.19)

que corresponde ao regime de sincronização do sistema. Como a fase do oscilador aparece tra-

vada com relação à fase da força externa, a sincronização nesse sistema ocorre com travamento

de fase.

O segundo regime dinâmico corresponde ao caso em que a frequência de dessintonização

encontra-se fora da região (εqmin, εqmax). Isso significa que não existe solução φ̇ = 0 para

(2.19), de forma que a frequência de oscilação difere da frequência externa. A solução de

(2.18) escrita na forma ∫ φ dφ′

εq (φ′)− ν
= t, (2.20)

define a diferença de fase como função do tempo φ (t), com perı́odo

Tφ =

∣∣∣∣
∫ 2π

0

dφ

εq (ψ)− ν

∣∣∣∣ , (2.21)
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Figura 2.1: Caracterização da dinâmica do sistema φ̇ = a−sinφ. Para a > 1 não existe solução

de ponto fixo φ̇ = 0 (esquerda). A iminência da sincronização ocorre em a = 1 (centro), quando

uma bifurcação sela-nó cria dois pontos fixos (direita para a < 1).

de forma que a fase θ do oscilador apresenta uma rotação não uniforme

θ (t) = ωt+ φ (t) . (2.22)

Os dois tipos de comportamento e a existência de uma região sincronizada com dois pontos

fixos pode ser visualizada na figura 2.1, onde ilustra-se o exemplo φ̇ = a− sinφ.

Quando a frequência de dessintonização não é pequena o suficiente para garantir que o

sistema encontre-se no regime de sincronização a amplitude das oscilações θ (t) oscila com

uma frequência caracterı́stica, denominada frequência de batimento. A análise desse fenômeno

pode ser feita através da velocidade média de rotação da diferença de fase: conforme φ ganha

±2π durante o perı́odo Tφ, a frequência média da rotação é dada por Ωφ = 2πT−1
φ , de forma

que a frequência observada da fase θ é 〈
θ̇
〉
= ω + Ωφ, (2.23)

e a frequência de batimento é definida como a diferença entre a frequências observada e externa.

A frequência de batimento depende monotonicamente da frequência de dessintonização ν,

e na vizinhança do regime de sincronização é possı́vel estimá-la analiticamente. Suponha que

sob variações do parâmetro ν a transição para o regime sincronizado ocorra em νmax = εqmax.

Para valores pequenos de ν − νmax o termo |εq (φ)− ν| é bem pequeno na vizinhança do ponto

de transição φmax, o que permite expandir a função q (φ) em uma série de Taylor ao redor de

φmax e realizar a integração de (2.21) com os limites de integração indo para infinito,

|Ωφ| ≈ 2π

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞

dφ
ε
2
q′′ (φmax)φ2 − (ν − νmax)

∣∣∣∣
−1

=
√
ε |q′′ (φmax)| (ν − νmax) ∼

√
(ν − νmax). (2.24)

Na vizinhança do ponto de transição a dinâmica de φ é altamente não uniforme, e a trajetória

passa bastante tempo na vizinhança de φmax, onde φ̇ ≈ 0. Esses perı́odos de diferença de

fase aproximadamente constante φ ≈ φmax são alternados regularmente por pequenos intervalos

onde φ sofre uma variação de ±2π, denominada deslizamento de fase (phase slips). A transição

para o regime sincronizado aparece com o aumento do intervalo de tempo entre os deslizes, até

a integral (2.24) tornar-se divergente no ponto de em que ocorre uma bifurcação sela-nó.
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2.3 Osciladores fracamente não lineares

Nas seções anteriores foi mostrado como a influência de pequenas perturbações externas po-

dem ser aproximadas por uma dinâmica de fase, que caracteriza completamente a sincronização

do sistema. No entanto, em casos mais gerais a presença de forças externas afeta tanto a fase

como a amplitude das oscilações.

Nessa seção vamos considerar uma classe de sistemas que possibilitam reduzir a dinâmica

à equações de amplitude e fase e analisar as propriedades de sincronização analiticamente.

Embora existe uma vasta literatura descrevendo o comportamento de osciladores fracamente

não lineares, aqui vamos citar somente os livros de Nayfeh e Mook [83] e Paul Glendinning

[84], que possivelmente são mais fáceis de ser encontrados.

2.3.1 Oscilador livre

Um oscilador fracamente não linear é definido como um oscilador linear (harmônico) com

frequência ω0 dotado de uma pequena perturbação f (x, ẋ) não linear, que determina as pro-

priedades das oscilações autônomas:

ẍ+ ω2
0x = f (x, ẋ) . (2.25)

Como a equação (2.25) tem um formato próximo ao de um oscilador linear, é esperado que a

solução seja uma forma harmônica com amplitude, frequência e fase a serem determinadas. As-

sim vamos procurar por soluções complexas na forma de oscilações harmônicas com frequência

básica ω e amplitude dependente do tempo A (t),

x (t) =
1

2

[
A (t) eiωt + A∗ (t) e−iωt

]
. (2.26)

Reescrevendo (2.25) como um sistema de equações de primeira ordem

ẋ = y, ẏ = −ω2
0x+ f (x, y) , (2.27)

é possı́vel utilizar um ansatz que fornece a relação entre y e A,

y (t) =
1

2

[
iωA (t) eiωt − iωA∗ (t) e−iωt

]
, (2.28)

de forma a obter uma equação que descreve a evolução temporal da amplitude complexa A (t):

Ȧ =
e−iωt

iω

[(
ω2 − ω2

0

)
x+ f (x, y)

]
. (2.29)

Se considerarmos que a frequência ajustada ω não é muito diferente da frequência ω0 (da parte

linear) o lado direito de (2.29) é pequeno, de forma que as variações na amplitude A podem ser

grandes com baixa frequência de oscilação ou pequenas com oscilações rápidas. Considerando
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somente o primeiro caso, vamos desprezar os termos de alta frequência que aparecem no lado

direito ao tomar a média da equação sobre o perı́odo T = 2π/ω das oscilações∗.

No termo não linear
e−iωt

iω
f (x, y) ,

é possı́vel descrever f como um polinômio em (x, y), onde as potências são descritas com

termos proporcionais a (Aeiωt)
n
(A∗e−iωt)m. Ao se realizar a média sobre T somente termos

com m = n− 1 não são cancelados, de forma que o único resultado possı́vel deve ser na forma

g
(|A|2)A, onde g (·) é uma função arbitrária. Para pequenas amplitudes de oscilação somente

o termo linear (proporcional a A) e o primeiro termo não linear (proporcional a |A|2A) devem

ser importantes, portanto†

〈e
−iωt

iω
f (x, y)〉T = μA− (γ + iα) |A|2A. (2.30)

Como a média sobre
e−iωt

iω

(
ω2 − ω2

0

)
x

fornece um termo linear em A, a equação média que fornece a evolução da amplitude é dada

por

Ȧ =

(
μ+ i

ω2
0 − ω2

2ω

)
A− (γ + iα) |A|2A, (2.31)

conhecida como a equação de Stuart-Landau. Essa equação é oriunda da investigação de os-

ciladores de ciclo limite, onde na região imediatamente após a bifurcação responsável pelo

movimento oscilatório (bifurcação de Hopf) qualquer sistema apresenta somente duas variáveis

dinâmicas relevantes, sendo as outras eliminadas adiabaticamente. Landau [85] foi o primeiro a

conjecturar a equação e Stuart [86] foi o primeiro a derivá-la através de um método assintótico.

Para que o método descrito acima seja válido é necessário garantir que os termos do lado

direito de (2.31) sejam pequenos. Para realizar essa análise, vamos assumir A (t) = R (t) eiθ(t)

e separar as partes real e imaginária da equação,

Ṙ = R
(
μ− γR2

)
, θ̇ =

ω2
0 − ω2

2ω
− αR2. (2.32)

No regime estacionário a amplitude real R e a fase θ assumem a forma

Re =

√
μ

γ
, θ (t) =

(
ω2
0 − ω2

2ω
− μα

γ

)
t+ θ0. (2.33)

Se o parâmetro de crescimento linear μ e a frequência de dessintonização |ω0 − ω| forem peque-

nos comparados com ω0 a condição é satisfeita, visto que a amplitude estacionária Re garante

que o termo não linear em (2.31) é da mesma ordem que o termo linear μA.

∗Embora introduzido de uma maneira informal, a técnica utilizada para captar somente a dinâmica essencial

da equação (2.29) é conhecida como método de averaging. O livro de Nayfeh e Mook [83] fornece uma descrição

aprofundada sobre o método, incluindo suas restrições e limite de validade.
†O parâmetro μ pode ser tomado real ao se considerar que a parte imaginária é absorvida na equação (2.31).
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A dinâmica essencial de um oscilador fracamente não linear é descrita somente por duas

equações, uma para a amplitude de oscilaçãoR, dependente somente dos parâmetros do sistema,

e uma para a fase θ que aparece acoplada com a amplitude. Na equação para a fase é possı́vel

interpretar ω̄ = (ω2
0 − ω2) /2ω como sendo a frequência natural do oscilador, que é afetada

pelo acoplamento κ com a amplitude. Essa interpretação será fundamental para analisarmos

a interação entre dois osciladores fracamente não lineares e descrever como a sincronização

ocorre nesse sistema.

2.3.2 Acoplamento de 2 osciladores

Se a intensidade do acoplamento entre dois osciladores é relativamente grande, ela afeta não

somente as fases mas também as amplitudes. Em geral, as propriedades de interação forte não

são universais, mas no caso de osciladores autônomos fracamente não lineares o uso do método

de averaging fornece equações dependentes somente de um pequeno conjunto de parâmetros.

Considere dois osciladores acoplados linearmente:

ẍ1 + ω2
1x = f1 (x1, ẋ1) +D1 (x2 − x1) + B1 (ẋ2 − ẋ1) , (2.34a)

ẍ2 + ω2
2x = f2 (x2, ẋ2) +D2 (x1 − x2) + B2 (ẋ1 − ẋ2) , (2.34b)

onde ω1,2 são as frequências naturais do sistema linear. O acoplamento linear difusivo propor-

cional à diferença das variáveis e das derivadas, como considerado por Aronson, Ermentrout e

Koppel [87] (e também por Bar-Eli [88] no contexto de osciladores quı́micos), é realizado de

forma bidirecional para caracterizar um acoplamento nulo quando os estados dos dois sistemas

coincidirem, i.e., x1 = x1 e ẋ1 = ẋ2.

Seguindo o mesmo procedimento da seção anterior, devemos procurar soluções na forma

xn (t) =
1

2

[
An (t) e

iωt + A∗
n (t) e

−iωt] , n = 1, 2, (2.35a)

yn (t) =
iω

2

[
An (t) e

iωt − A∗
n (t) e

−iωt] , n = 1, 2. (2.35b)

A realização do método de averaging fornece as equações para as amplitudes complexas

Ȧ1 = (μ1 + iΔ1)A1 − (γ1 + iα1) |A1|2A1 + (β1 + iδ1) (A2 − A1) , (2.36a)

Ȧ2 = (μ2 + iΔ2)A2 − (γ2 + iα2) |A2|2A2 + (β2 + iδ2) (A1 − A2) , (2.36b)

onde

Δ1 =
ω2
1 − ω2

2ω
, Δ2 =

ω2
2 − ω2

2ω
, (2.37)

e os parâmetros βn e δn são proporcionais às constantes de acoplamento Bn e Dn, respectiva-

mente. Introduzindo as amplitudes reais e as fases de acordo com An = Rne
iθn , obtemos um
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sistema de 4 equações diferenciais acopladas

Ṙ1 = μ1R1

(
1− γ1

μ1

R2
1

)
+ β1 [R2 cos (θ2 − θ1)−R1]− δ1R2 sin (θ2 − θ1) , (2.38a)

Ṙ2 = μ2R2

(
1− γ2

μ2

R2
2

)
+ β2 [R1 cos (θ1 − θ2)−R2]− δ2R1 sin (θ1 − θ2) , (2.38b)

θ̇1 = Δ1 − α1R
2
1 + δ1

[
R2

R1

cos (θ2 − θ1)− 1

]
+ β1

R2

R1

sin (θ2 − θ1) , (2.38c)

θ̇2 = Δ2 − α2R
2
2 + δ2

[
R1

R2

cos (θ1 − θ2)− 1

]
+ β2

R1

R2

sin (θ1 − θ2) . (2.38d)

Como os termos de acoplamento dependem somente da diferença de fase φ = θ1−θ2, é possı́vel

reduzir o conjunto (2.38) para apenas três equações,

Ṙ1 = μ1R1

(
1− γ1

μ1

R2
1

)
+ β1 (R2 cosφ−R1)− δ1R2 sinφ, (2.39a)

Ṙ2 = μ2R2

(
1− γ2

μ2

R2
2

)
+ β2 (R1 cosφ−R2) + δ2R1 sinφ, (2.39b)

φ̇ = Δ− δ1 + δ2 − α1R
2
1 + α2R

2
2 + cosφ

(
δ1
R2

R1

− δ2
R1

R2

)

− sinφ

(
β1
R2

R1

+ β2
R1

R2

)
, (2.39c)

onde Δ = Δ1 − Δ2. Embora as equações (2.39) sejam bastante gerais, estamos interessados

na analise da transição para a sincronização, então vamos fazer algumas considerações para

reduzir o número de parâmetros: primeiro assumimos que os osciladores e o acoplamento se-

jam idênticos exceto nas frequências lineares, e depois realizamos uma mudança de escala nas

amplitudes, na escala de tempo e nos parâmetros,

R̄n =

(
γ

μ

) 1
2

Rn, τ = μt, Δ̄ =
Δ

μ
, ᾱ =

α

μ
, β̄ =

β

μ
, δ̄ =

δ

μ
, (2.40)

para obter

˙̄R1 = R̄1

(
1− R̄2

1

)
+ β̄

(
R̄2 cosφ− R̄1

)− δ̄R̄2 sinφ, (2.41a)

˙̄R2 = R̄2

(
1− R̄2

2

)
+ β̄

(
R̄1 cosφ− R̄2

)
+ δ̄R̄1 sinφ, (2.41b)

φ̇ = Δ̄− ᾱ
(
R2

1 −R2
2

)
+ δ̄ cosφ

(
R̄2

R̄1

− R̄1

R̄2

)
− β̄ sinφ

(
R̄2

R̄1

+
R̄1

R̄2

)
. (2.41c)

No regime de acoplamento fraco (parâmetros β̄ e δ̄ pequenos) é possı́vel desacoplar as

equações de amplitude da equação de evolução da fase. Em primeira ordem de aproximação

é possı́vel considerar que as amplitudes apresentam desvios pequenos de suas trajetórias não

perturbadas R̄1,2 = 1, de forma que podemos escrever

R̄n ≈ 1 + rn rn � 1, n = 1, 2, (2.42)
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e substituir nas equações (2.41a) e (2.41b) para obter

ṙ1 = −2r1 + β̄ (cosφ− 1)− δ̄ sinφ ṙ2 = −2r2 + β̄ (cosφ− 1) + δ̄ sinφ. (2.43)

Como as perturbações são fortemente amortecidas é possı́vel assumir ṙ1,2 ≈ 0, o que permite

determinar as amplitudes R̄1,2 em termos da diferença de fase,

R̄1 = 1 +
β̄

2
(cosφ− 1)− δ̄

2
sinφ, R̄2 = 1 +

β̄

2
(cosφ− 1) +

δ̄

2
sinφ, (2.44)

e substituir na equação (2.41c) para obter uma equação fechada que descreve a evolução tem-

poral de φ:

φ̇ = Δ̄− 2
(
β̄ + ᾱδ̄

)
sinφ. (2.45)

Antes de analisar a dinâmica de fase resultante é necessário fazer um comentário sobre o proce-

dimento adotado. Se olharmos a equação (2.45) é possı́vel observar que ela é idêntica à equação

(2.18), com ε = −2
(
β̄ + ᾱδ̄

)
e q (φ) = sinφ. Isso significa que a evolução temporal da fase de

um oscilador acoplado com uma força externa é descrita da mesma maneira que o acoplamento

com um segundo oscilador (a única diferença é que no segundo caso o oscilador adicionado

também sofre o efeito do acoplamento). Se considerarmos o método de aproximação de fase

descrito na seção anterior para o acoplamento de dois osciladores a equação que descreve a fase

é exatamente a obtida em (2.45). A implicação disso é que todos os resultados obtidos na seção

2.2 permanecem válidos nesse caso.

Para descrever a dinâmica de (2.45) vamos considerar a simplificação K = 2
(
β̄ + ᾱδ̄

)
e

escrevê-la na forma

φ̇ = Δ̄−K sinφ. (2.46)

Se Δ̄ < K não existe solução estacionária φ̇ = 0, e a evolução temporal da diferença de fase é

dada por

φ (t) = 2 arctan

{
K

Δ̄
+

√
1− K2

Δ̄2
tan

[√
Δ̄2 −K2

2
(t− t0)

]}
, (2.47)

onde

t0 =
2√

Δ̄2 −K2
arctan

[
K − Δ̄ tan (φ0/2)√

Δ̄2 −K2

]
. (2.48)

Porém se Δ̄ ≥ K então existe uma solução estacionária φ̇ = 0, dada por sinφ = Δ̄/K. Como

mencionado na seção anterior, o ponto K = Δ̄ corresponde a uma bifurcação sela-nó, que cria

duas soluções com estabilidades opostas na região sincronizada.

Para encerrar esse capı́tulo é importante observar que a equação (2.46) é exatamente a

equação que descreve a interação entre dois osciladores no modelo de Kuramoto. A corres-

pondência entre as equações para as fases θ1,2 é obtida quando se toma δ1,2 = 0 em (2.36), que

no limite de acoplamento fraco corresponde a assumir amplitude iguais para os osciladores de

ciclo limite (vide equação (2.44)). Nesse caso as equações que descrevem a evolução temporal
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das fases são‡

θ̇1 = Δ̄1 +K sin (θ2 − θ1) , (2.49a)

θ̇2 = Δ̄2 +K sin (θ1 − θ2) , (2.49b)

onde

Δ̄1 =
ω2
1 − ω2

2ωμ
, Δ̄2 =

ω2
2 − ω2

2ωμ
, (2.50)

são as frequências naturais dos osciladores de Kuramoto. Na região de sincronização os oscila-

dores são travados com a frequência média

Ω =
Δ̄1 + Δ̄2

2
. (2.51)

Essa discussão sobre osciladores autônomos (ou auto-sustentáveis) e aproximação de di-

nâmica de fase contextualiza as premissas sobre a descrição do modelo de Kuramoto: qual-

quer sistema de osciladores fracamente não lineares ou osciladores localizados próximos a uma

bifurcação de Hopf admitem uma descrição dinâmica via equações acopladas de Stuart-Landau,

que no limite de interação fraca para ciclos limites quase idênticos equivale à equação de fase

do modelo de Kuramoto.

‡Por questão de simplicidade foi assumido α = 0.
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Capı́tulo 3

Modelo de Kuramoto: acoplamento global

O modelo de Kuramoto foi originalmente motivado pelo fenômeno de auto-sincronização

em populações discretas de osciladores que espontaneamente apresentavam um regime de os-

cilação com frequência comum. Kuramoto acreditava que a compreensão teórica da origem

do movimento rı́tmico coletivo podia ser obtida de maneira mais eficiente na sua iminência,

tratando o fenômeno como uma transição de fase. Ao reconhecer que fatores aleatórios na natu-

reza dos osciladores (mais especificamente nas frequências naturais) e efeitos do meio externo

ao qual eles são sucetı́veis contribuem destrutivamente para a formação de ritmicidade coerente,

enquanto o acoplamento entre os osciladores favorece a sincronização mútua, ele foi capaz de

formular um modelo em que a transição para o estado sincronizado pode ser compreendida

analiticamente [25, 26, 89, 90].

Motivado pelo método pioneiro de Winfree [24], que considerou um conjunto de oscila-

dores de ciclo limite descritos por uma fase acoplada ao ritmo gerado por toda a população, ele

usou o método de averaging para mostrar que a dinâmica de longo termo de sistemas fraca-

mente acoplados, com ciclos limite quase idênticos, é governada por equações de fase na forma

universal

θ̇i = ωi +
∑

〈j〉∈{N}
Γij (θj − θi) , i = 1, ..., N, (3.1)

onde as funções Γij dependem das caracterı́sticas dos ciclos limites e do tipo de interação entre

os osciladores∗. Ao reconhecer que a abordagem analı́tica mais simples para o problema de

N -corpos seria fornecida por algo similar à idéia de campo médio nas transições de fase em

termodinâmica, onde os osciladores se comportariam como unidades cooperativas similares a

magnetos de spin, ele considerou o caso mais simples possı́vel de acoplamento global idêntico

entre todos os osciladores com função senoidal na forma

Γij (θj − θi) =
K

N
sin (θj − θi) , (3.2)

onde K ≥ 0 é a intensidade do acoplamento e o fator N−1 garante que o sistema seja bem

comportado no limite N → ∞. Assumindo que as frequências naturais ωi são distribuı́das a

∗A metodologia utilizada por Kuramoto é essencialmente a descrita no capı́tulo 2, apenas tratada com um

formalismo matemático mais rigoroso.

13



partir de uma densidade de probabilidade g (ω), considerada unimodal e simétrica com relação

à frequência média Ω, g (Ω + ω) = g (Ω− ω), a invariancia do sistema sob translações das

fases permite tomar Ω = 0 sob a redefinição θi → θi + Ωt, o que leva ao conjunto de equações

consideradas originalmente por Kuramoto:

θ̇i = ωi +
K

N

N∑
j=1

sin (θj − θi) , i = 1, ..., N. (3.3)

O modelo de Kuramoto foi extensamente estudado por vários autores desde a sua formu-

lação, que contribuı́ram tanto para progressos nos métodos de análise como para extensões do

modelo. Na impossibilidade de se citar todas as referências, vamos considerar aqui somente

duas revisões feitas sobre o modelo: o artigo de Strogatz [27] faz uma revisão do trabalho

do Kuramoto e da análise de estabilidade das soluções, e o artigo de Acebrón et al. [28] faz

uma revisão mais completa que inclui várias extensões do modelo realizadas até 2005. Sem

nos estendermos muito mais no assunto, por hora vamos no ater à analise inicial realizada por

Kuramoto.

3.1 Análise de Kuramoto

Em analogia à teoria de transições de fase, é apropriado definir um parâmetro de ordem para

o sistema. Uma escolha conveniente consiste na quantidade complexa

reiψ =
1

N

N∑
j=1

eiθj . (3.4)

Se imaginarmos as fases como um conjunto de pontos movendo-se em torno de um cı́rculo

unitário complexo, a quantidade macroscópica r (t) eiψ(t) pode ser interpretada como o ritmo

coletivo produzido pela população, onde r (t) é o raio que mede a coerência entre os osciladores

e ψ (t) = 1
N

∑N
j=1 θj (t) corresponde à fase média. Quando todos os osciladores movem-se ex-

tremamente próximos temos r ≈ 1 e a população age como um grande oscilador. No regime em

que eles encontram-se aleatoriamente distribuı́dos ao longo do cı́rculo temos r ≈ 0, o que sig-

nifica que as oscilações individuais somam-se incoerentemente e nenhum ritmo macroscópico

é produzido.

A partir da definição do parâmetro de ordem (3.4) é possı́vel escrever as equações de movi-

mento na forma

θ̇i = ωi +Kr sin (ψ − θi) , i = 1, ..., N. (3.5)

A dinâmica quando expressa dessa maneira permite observar que os osciladores estão acopla-

dos somente através das quantidades r e ψ definidas pela abordagem de campo médio. Cada

fase θi é atraı́da na direção da fase média ψ ao invés de ser direcionada a algum oscilador in-

dividual. A força efetiva do acoplamento é proporcional à coerência r, o que implica em uma

retroalimentação positiva entre coerência e acoplamento: conforme a população torna-se mais
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coerente o aumento de r introduz um aumento no acoplamento efetivo Kr, que por sua vez

tende a trazer mais osciladores para o conjunto sincronizado, que aumenta r e fecha o ciclo

lógico que configura o processo de retroalimentação.

No regime estacionário r é independente do tempo e ψ rotaciona uniformemente com

frequência Ω. Como a média ψ depende do referencial, sempre é possı́vel realizar uma escolha

de referencial para θi tal que ψ = 0, o que permite escrever (3.5) na forma

θ̇i = ωi −Kr sin θi, i = 1, ..., N. (3.6)

Os osciladores com frequência natural |ωi| ≤ Kr atingem um ponto fixo estável θ̇ = 0 dado

por

ωi = Kr sin θi, (3.7)

com −π/2 ≤ θi ≤ π/2, permanecendo travados com relação à média ψ = 0, enquanto os

osciladores com |ωi| > Kr ficam à deriva, rotacionando não uniformemente ao longo do cı́rculo

unitário.

Para que r e ψ sejam constantes, mesmo na ausência de pontos fixos para uma parte do sis-

tema, é necessário que os osciladores não sincronizados formem uma distribuição estacionária

no cı́rculo, inversamente proporcional à velocidade dos osciladores. A partir de (3.6) é possı́vel

definir a densidade em função da posição,

ρ (θ, ω) =
C∣∣∣θ̇∣∣∣ =

C

|ω −Kr sin θ| , (3.8)

onde ρ (θ, ω) dθ fornece a fração de osciladores com frequência angular ω contida na região

entre θ e θ+dθ. A condição de normalização
∫ π
−π ρ (θ, ω) dθ = 1 para cada ω define a constante

de proporcionalidade

C (ω) =
1

2π

√
ω2 − (Kr)2. (3.9)

No limite em que N → ∞ a definição (3.4) do parâmetro de ordem passa a ser uma média

sobre a fase e frequência,

r =

∫ π

−π
dθ

∫ ∞

−∞
dωeiθρ (θ, ω) g (ω) , (3.10)

de forma que a coexistência de osciladores travados e em deslocamento deve satisfazer a condição

de consistência

r = 〈eiθ〉travados + 〈eiθ〉deslocamento. (3.11)

Considerando primeiro a contribuição dos osciladores em deslocamento, o valor médio de eiθ

sobre os osciladores que satisfazem (3.8) é dada por

〈eiθ〉deslocamento =

∫ π

−π
dθ

∫
|ω|>Kr

dωeiθ
g (ω)C (ω)

|ω −Kr sin θ| . (3.12)

Segue da densidade de probabilidade a relação de simetria ρ (θ − π,−ω) = ρ (θ, ω), e como a

distribuição g (ω) é simétrica, é possı́vel mostrar que a integral é nula resultado em 〈eiθ〉desl. = 0,

i.e., os osciladores em deslocamento não contribuem para o parâmetro de ordem.
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A contribuição dos osciladores travados,

〈eiθ〉trav. =

∫ π

−π
dθ

∫ ∞

−∞
dωeiθg (ω) δ

[
θ − arcsin

( ω

Kr

)]
=

∫ Kr

−Kr
dωg (ω) cos θ (ω), (3.13)

pode ser reescrita em termos de uma integração em θ sob dω = Kr cos θdθ,

〈eiθ〉trav. = Kr

∫ π/2

−π/2
dθ cos2 θg (Kr sin θ) , (3.14)

de forma que a condição de consistência (3.11) é escrita na forma

r = Kr

∫ π/2

−π/2
dθ cos2 θg (Kr sin θ) . (3.15)

A equação (3.15) apresenta uma solução trivial r = 0, que corresponde ao caso completamente

incoerente (sem sincronização), com densidade de probabilidade

ρincoerente (θ, ω) =
1

2π
, (3.16)

e uma solução com estados parcialmente sincronizados

1 = K

∫ π/2

−π/2
dθ cos2 θg (Kr sin θ) , (3.17)

que aparece como uma bifurcação quando r passa a ser positivo em um ponto crı́tico Kc. To-

mando o limite r → 0+ o ponto crı́tico é obtido analiticamente:

Kc =
2

πg (0)
. (3.18)

O comportamento de r na região imediatamente após Kc pode ser obtido através da expansão

em Taylor do integrando em (3.17),

g (Kr sin θ) = g (0) +
1

2
g′′ (0)K2r2 sin2 θ +O

(
r3
)
, (3.19)

que fornece

r ≈
√

−16

πg′′ (0)K4
c

(K −Kc)
1/2 . (3.20)

Nessa equação é possı́vel observar que o regime parcialmente sincronizado aparece como uma

bifurcação supercrı́tica em Kc se g′′ (0) < 0, que corresponde ao caso considerado com g (ω)

unimodal. Se considerarmos a distribuição de Lorentz

g (ω) =
γ

π (γ2 + ω2)
, (3.21)

a integral em (3.17) pode ser calculada analiticamente, fornecendo

r =

√
1− Kc

K
, Kc = 2γ. (3.22)

16



A análise original de Kuramoto apenas tratava das soluções estacionárias, não se propondo

a descrever as propriedades de estabilidade das soluções. O problema da estabilidade linear só

foi tratado na década de 90 por Strogatz e Mirollo [29], que resultou na teoria de estabilidade

linear da incoerencia publicada por Strogatz, Mirollo e Matthews [91] (parte da análise linear

e alguns problemas não resolvidos da teoria não linear de estabilidade foram considerados por

Balmforth e Sassi [92]). A próxima seção consiste nos principais resultados descritos nesses

artigos.

3.2 Análise de estabilidade linear de Strogatz e Mirollo

O limite N → ∞ das equações de movimento (3.3) deve ser compreendido como um

contı́nuo de osciladores distribuı́dos no cı́rculo, descritos em termos de uma função densidade

ρ (θ, ω, t) normalizada para todo t e ω, tal que ρ (θ, ω, t) dθ fornece a fração de osciladores com

frequência natural ω contida no intervalo [θ, θ + dθ] no tempo t. Como o número de osciladores

é conservado, a presença de densidade de corrente crescente em alguma região do cı́rculo deve

corresponder ao fluxo de entrada de osciladores, de forma que a densidade deve satisfazer a

equação de continuidade

∂tρ (θ, ω, t) = −∂θ [ρ (θ, ω, t) v (θ, ω, t)] , (3.23)

onde a velocidade instantânea v (θ, ω, t) no ponto θ é obtida de (3.5),

v (θ, ω, t) = ω +Kr sin (ψ − θ) . (3.24)

Considerando o parâmetro de ordem no limite do contı́nuo,

reiψ =

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

−∞
dωeiθρ (θ, ω, t) g (ω) , (3.25)

é possı́vel obter uma única equação que descreve a evolução temporal de ρ,

∂tρ (θ, ω, t) = − ω∂θρ (θ, ω, t)

− K∂θ

[
ρ (θ, ω, t)

∫ 2π

0

dθ′
∫ ∞

−∞
dω′ sin (θ′ − θ) ρ (θ′, ω′, t) g (ω′)

]
. (3.26)

tal que os estados estacionários são exatamente os obtidos anteriormente: da condição esta-

cionária ∂tρe = 0 temos ρev = C (ω), ondeC (ω) 
= 0 fornece a densidade (3.8) dos osciladores

em deslocamento e C (ω) = 0 fornece a função delta para os osciladores travados.

As equações (3.23) e (3.26) foram estudadas por Sakaguchi [93] que analisou o modelo de

Kuramoto sob a influência de campos externos e com flutuações estocásticas nas frequências

naturais. Considerando somente o segundo caso, o modelo é descrito pelas equações

θ̇i = ωi + ξi (t) +
K

N

N∑
j=1

sin (θj − θi) , i = 1, ..., N. (3.27)

17



O ruı́do branco ξi (t) é descrito por um processo estocástico com

〈ξi (t)〉 = 0, 〈ξi (t) ξj (s)〉 = 2Dδijδ (t− s) , (3.28)

onde D é a intensidade do ruı́do e a média é tomada sobre um conjunto de realizações de ξi (t).

Como as equações (3.27) formam um conjunto de equações de Langevin, é possı́vel derivar a

equação de Fokker-Planck que descreve a evolução temporal da densidade ρ (θ, ω, t). Para tal

escrevemos (3.27) na forma diferencial [94, 95]

dθi =

[
ωi +

K

N

N∑
j=1

sin (θj − θi)

]
dt+ χ (t)

√
2Ddt = vidt+ χ (t)

√
2Ddt, (3.29)

onde χ (t) é uma variável estocástica distribuı́da por uma normal N (0, 1). Suponha f (θ) uma

função contı́nua e diferenciável de θ, que admite expansão

df = ∂θfdθ +
1

2
∂2θfdθ

2 +O
(
dθ3
)

= ∂θf
(
vdt+ χ

√
2Ddt

)
+ ∂2θfDχ

2dt+O
(
dt3/2

)
. (3.30)

Se admitirmos que a hipótese ergódica seja válida† é possı́vel escrever a identidade∫
dθf (θ) ∂tρ =

〈
df (θ)

dt

〉
, (3.31)

onde ρ é a densidade de probabilidade. Ao se inserir (3.30) em (3.31), o valor esperado no lado

direito resume-se a 〈χ〉 = 0 e 〈χ2〉 = 1, e as integrais de superfı́cie são anuladas devido às

condições periódicas de contorno ρ (θ + 2π) = ρ (θ). Assim a expressão final obtida de (3.31)

é ∫
dθf (θ) ∂tρ =

∫
dθf (θ)

[
D∂2θρ− ∂θ (ρv)

]
, (3.32)

que deve ser válida para qualquer função f (θ), o que leva à equação de Fokker-Planck que

descreve a evolução da densidade de probabilidade sob a presença de ruı́do externo

∂tρ (θ, ω, t) = D∂2θρ (θ, ω, t)− ∂θ [ρ (θ, ω, t) v (θ, ω, t)] . (3.33)

O limite sem interferência externa (ruı́do) dado por D = 0 é exatamente a equação de continui-

dade (3.23).

Uma análise das equações (3.24), (3.25) e (3.33) mostra que a solução incoerente ρ =

1/2π sempre é solução do sistema, independente da presença do ruı́do externo: a integral em

(3.25) resulta em r = 0 e v (θ, ω, t) = ω, de forma que os dois lados de (3.33) são nulos. A

análise de estabilidade será feita no contexto mais geral (na presença de ruı́do) devido a algumas

peculiaridades que ocorrem quando D = 0, conforme ficará mais claro a seguir.

†Média sob alguma quantidade mensurável é a mesma quando tomada sob um grande número de sistemas ou

sob apenas um único durante um longo perı́odo.
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3.2.1 Estabilidade do estado incoerente

A solução incoerente ρinc. = 1/2π corresponde ao estado em que todos os osciladores

encontram-se uniformemente distribuı́dos no cı́rculo, para todo ω, e a análise da estabilidade

desse estado fornece a descrição do começo da sincronização, quando a solução perde a estabi-

lidade.

Considere uma pequena perturbação η (θ, ω, t; ε) na solução incoerente,

ρ (θ, ω) =
1

2π
+ η (θ, ω, t; ε) , (3.34)

onde ε é o parâmetro de controle da perturbação. A condição de normalização fornece∫ π

−π
dθη (θ, ω, t; ε) = 0. (3.35)

Inserindo (3.34) na equação de Fokker-Planck obtemos a equação que descreve a evolução

temporal da perturbação:

∂tη = D∂2θη +
Kr

2π
cos (ψ − θ) +Kr cos (ψ − θ) η − [ω +Kr sin (ψ − θ)] ∂θη. (3.36)

Como η (θ, ω, t; ε) é uma função 2π-periódica em θ, vamos considerar uma expansão em har-

mônicos de Fourier

η (θ, ω, t; ε) =
∞∑

n=−∞
cn (ω, t; ε) e

inθ. (3.37)

Os termos em (3.36) com dependência em r e ψ podem ser escritos em termos dos harmônicos

com auxı́lio de (3.25),

r cos (ψ − θ) = π

∫ ∞

−∞
dωg (ω)

[
eiθc1 (ω, t; ε) + e−iθc−1 (ω, t; ε)

]
, (3.38a)

r sin (ψ − θ) = iπ

∫ ∞

−∞
dωg (ω)

[
eiθc1 (ω, t; ε)− e−iθc−1 (ω, t; ε)

]
, (3.38b)

onde c∗n = c−n, de forma que a evolução da perturbação é descrita pelas equações

∞∑
n=−∞

einθ∂tcn (ω, t; ε) = −
∞∑

n=−∞
einθ

(
n2D + inω

)
cn (ω, t; ε)

+πK
∞∑

n=−∞
einθ

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) [cn−1 (ω, t; ε) c1 (ω

′, t; ε)− cn+1 (ω, t; ε) c−1 (ω
′, t; ε)]

+πK
∞∑

n=−∞
einθ (n− 1) cn−1 (ω, t; ε)

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) c1 (ω′, t; ε)

−πK
∞∑

n=−∞
einθ (n+ 1) cn+1 (ω, t; ε)

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) c−1 (ω

′, t; ε)

+
K

2

[
eiθ
∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) c1 (ω′, t; ε) + e−iθ

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) c−1 (ω

′, t; ε)
]
. (3.39)
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Como a igualdade deve ser válida para cada ordem da expansão de Fourier, a evolução temporal

do harmônico fundamental é descrita pela equação

∂tc1 (ω, t; ε) = − (D + iω) c1 (ω, t; ε) +
K

2

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) c1 (ω′, t; ε)

− πKc2 (ω, t; ε)

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) c−1 (ω

′, t; ε) , (3.40)

enquanto os harmônicos superiores (|n| ≥ 2) satisfazem

∂tcn (ω, t; ε) = − (n2D + inω
)
cn (ω, t; ε) + nπKcn−1 (ω, t; ε)

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) c1 (ω′, t; ε)

− nπKcn+1 (ω, t; ε)

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) c−1 (ω

′, t; ε) . (3.41)

Se considerarmos somente termos de primeira ordem de perturbação ε,

c1 (ω, t; ε) = εc (ω, t) , cn (ω, t; ε) = εcn (ω, t) , (3.42)

as equações (3.40) e (3.41) aparecem desacopladas para as amplitudes:

∂tc (ω, t) = − (D + iω) c (ω, t) +
K

2

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) c (ω′, t) , (3.43)

∂tcn (ω, t) = − (n2D + inω
)
cn (ω, t) , |n| ≥ 2. (3.44)

Analisando primeiro a equação da amplitude do harmônico fundamental c (ω, t), a equação

(3.43) possui tanto um espectro discreto como um contı́nuo. Para obter o espectro discreto

assumimos que a solução seja separável,

c (ω, t) = b (ω) eλt, (3.45)

onde o autovalor λ é independente de ω. Se interpretarmos o lado direito de (3.43) como um

operador linear L̂ atuando em c (ω, t),

L̂c (ω, t) = − (D + iω) c (ω, t) +
K

2

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) c (ω′, t) , (3.46)

a equação de autovalores
(
L̂− λÎ

)
b (ω) eλt = 0 fornece

λb (ω) = − (D + iω) b (ω) +
K

2

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) b (ω′) . (3.47)

Como a integral em (3.47) é apenas uma constante é possı́vel definir

A ≡ K

2

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) b (ω′) , (3.48)

de forma a expressar b (ω) como

b (ω) =
A

λ+D + iω
. (3.49)
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Para que a solução seja autoconsistente é necessário que ela satisfaça

A =
K

2

∫ ∞

−∞
dω

Ag (ω)

λ+D + iω
. (3.50)

A soluçãoA = 0 não é permitida porque ela implica b (ω) = 0 e consequentemente c (ω, t) = 0.

Portanto a equação que descreve o espectro discreto do sistema é

K

2

∫ ∞

−∞
dω

g (ω)

λ+D + iω
= 1. (3.51)

Se g (ω) for uma função par não-crescente no intervalo [0,∞), i.e., g (ω) ≤ g (ω′) para todo

ω ≥ ω′, então a equação (3.51) tem no máximo uma solução para λ, e se a solução existir ela

necessariamente deve ser real [96]. Sob essa condição é possı́vel reescrever a equação na forma

K

2

∫ ∞

−∞
dωg (ω)

λ+D

(λ+D)2 + ω2
= 1. (3.52)

Como o primeiro harmônico relaciona-se com r através de

reiψ = 2π

∫ ∞

−∞
dωg (ω) c−1 (ω, t; ε) , (3.53)

a estabilidade de c (ω, t) fornece também a estabilidade de r. Se λ > 0 então c (ω, t) e r

crescem exponencialmente, resultando em um estado incoerente instável. Quando λ < 0 temos

um decaimento exponencial e o estado incoerente é estável.

Para que o lado esquerdo de (3.52) seja positivo é necessário que λ > −D. Na presença de

ruı́do o modo fundamental pode ser estável, porém quandoD = 0 não podem existir autovalores

negativos, o que implica que o estado incoerente nunca é linearmente estável. O ponto de

transição é obtido ao considerar λ = 0 em (3.52), que fornece o acoplamento crı́tico Kc:

Kc = 2

[∫ ∞

−∞
dωg (ω)

D

D2 + ω2

]−1

. (3.54)

Na equação (3.52) é possı́vel observar que no caso livre de ruı́do a solução incoerente perde

a estabilidade quando K > 2/πg (0): sob D = 0 e λ → 0+ a função kernel λ/ (λ2 + ω2)

concentra-se formando um pico em torno de ω = 0, apesar da integral ser igual a π para λ

positivo. Isso implica que a função kernel tende a πδ (ω) no limite λ → 0+, de forma que o

lado esquerdo de (3.52) tende a (K/2) πg (0). Portanto λ > 0 para K > 2/πg (0).

Analisando agora o espectro contı́nuo de (3.43), a equação de autovalores pode ser escrita

na forma

[λ (ω) +D + iω] b (ω) =
K

2

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) b (ω′) , (3.55)

onde novamente a integral é uma constante A, como definida em (3.48). Se considerarmos que

o espectro contı́nuo é completamente determinado por

λ (ω) = −D − iω, (3.56)
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a integral deve ser nula, o que implica que qualquer função ı́mpar b (−ω) = −b (ω) é uma

autofunção do operador L̂ com autovalores dados por (3.56), onde ω pertence ao conjunto de

todas as frequências naturais que satisfazem g (ω) 
= 0 (suporte de g). Para demonstrar que

(3.56) corresponde ao espectro contı́nuo completo, considere a equação[
L̂− λ (ω) Î

]
b (ω) = f (ω) . (3.57)

Para que λ (ω) seja autofunção de L̂ é necessário que f (ω) seja nula. Se λ (ω) 
= −D − iω

então é possı́vel escrever

− [λ (ω) +D + iω] b (ω) +
K

2

∫ ∞

−∞
dω′g (ω′) b (ω′) = f (ω) . (3.58)

Usando a definição de A para escrever

b (ω) =
A− f (ω)

λ (ω) +D + iω
, (3.59)

é possı́vel obter a equação de autoconsistência

A

[
1− K

2

∫ ∞

−∞
dω

g (ω)

λ (ω) +D + iω

]
= −K

2

∫ ∞

−∞
dω

f (ω) g (ω)

λ (ω) +D + iω
. (3.60)

O termo entre chaves só é nulo quando λ (ω) = λ, i.e., quando o autovalor pertencer ao espectro

discreto. Como por suposição λ (ω) 
= −D−iω, então qualquer outro valor assumido por λ (ω)

gera uma inconsistência pois o lado direito da igualdade deve ser obrigatoriamente nulo. Isso

mostra que (3.56) reproduz todo o espectro contı́nuo.

Com os dois espectros de autovalores completamente determinados é possı́vel analisar a

estabilidade da solução incoerente para uma função g (ω) par não crescente, definida em um

intervalo [−γ, γ]. As equações que definem o espectro de λ são

K

2

∫ ∞

−∞
dωg (ω)

λdisc. +D

(λdisc. +D)2 + ω2
= 1, λcont. = −D − iω. (3.61)

No caso com ruı́do (D > 0) o espectro contı́nuo é uma linha vertical no semi plano esquerdo

do plano complexo de λ, com a parte real sempre negativa independente do valor de K, de

forma que os modos desse espectro nunca causam instabilidade. O espectro discreto pode ser

um valor puramente real positivo (K > K∗) ou vazio (K ≤ K∗), onde K∗ é definido pela

condição λ = −D quando o espectro aparece. Para K > K∗ o modo fundamental é instável

pois λ > 0, e para valores menores do acoplamento o autovalor torna-se primeiro neutramente

estável quando λ = 0 e linearmente estável na região −D < λ < 0. Para λ = −D o espectro

discreto desaparece ao ser absorvido pelo contı́nuo.

No caso sem ruı́do o espectro contı́nuo encontra-se exatamente sobre o eixo imaginário, com

a parte real nula, o que significa que K = K∗. O modo fundamental é instável para K > Kc e

neutramente estável na região K ≤ Kc, onde o espectro discreto torna-se nulo.

Alguns casos particulares da distribuição de frequências naturais g (ω) permitem calcular

analiticamente o autovalor λ e o acoplamento crı́tico Kc:
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1 Distribuição localizada: g (ω) = δ (ω)

λ =
1

2
K −D, Kc = 2D. (3.62)

2 Distribuição uniforme no intervalo finito [−γ, γ]: g (ω) = 1
2γ

λ = γ cot

(
2γ

K

)
−D, Kc =

2γ

tan−1
(
γ
D

) . (3.63)

3 Distribuição de Lorentz: g (ω) = γ
π(γ2+ω2)

λ =
1

2
K −D − γ, Kc = 2 (D + γ) . (3.64)

A evolução das amplitudes dos harmônicos superiores (3.44) é descrita pelas soluções

cn (ω, t) = cn (ω, 0) exp
[− (n2D + inω

)
t
]
, (3.65)

de forma que a série de Fourier η⊥ (θ, ω, t) dessa perturbação assume a forma

η⊥ (θ, ω, t) =
∑
|n|≥2

cn (ω, t; ε) e
inθ =

∑
|n|≥2

cn (ω, 0) e
−n2Dtein(θ−ωt). (3.66)

Para D > 0 a contribuição desses harmônicos decaem exponencialmente e a evolução da

perturbação total η (θ, ω, t) depende essencialmente do modo fundamental c (ω, t). No caso

sem ruı́do a equação (3.66) mostra que η⊥ (θ, ω, t) é uma onda rotacional não amortecida, de-

pendente somente de θ − ωt. Esse resultado segue diretamente de (3.36) quando tomado a

primeira ordem de perturbação diretamente, que resulta na equação de evolução

∂tη
⊥ = D∂2θη

⊥ − ω∂θη
⊥. (3.67)

Qualquer função na forma η⊥ (θ, ω, t) = f (θ − ωt) é solução de (3.67) quandoD = 0. Esse re-

sultado mostra que as ondas rotacionais são neutramente estáveis para perturbações envolvendo

somente harmônicos superiores.

Para compreender o significado da estabilidade neutra considere D = 0 e uma famı́lia S de

densidades ρ (θ, ω, t) que satisfaça ∫ 2π

0

dθeiθρ (θ, ω, t) = 0 (3.68)

para todo ω em algum tempo fixo t. Isso significa que para cada frequência ω os osciladores

não contribuem para o parâmetro de ordem, de forma que v (θ, ω, t) = ω e r = 0. O fato de

S ser invariante sob o fluxo (3.23) significa que v = ω para todo t, o que implica que existem

soluções de ondas rotacionais na forma ρ (θ − ωt, ω), onde ρ é uma função completamente

arbitrária. Uma consequência desse resultado é que para D = 0 existem infinitas soluções

diferentes com r = 0, porém quando D > 0 todos os harmônicos superiores decaem no limite

t→ ∞ e a única solução com r = 0 é a solução incoerente ρ = 1/2π.
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3.3 Efeitos de tamanho finito na região de sincronização

Todos os resultados obtidos nas seções anteriores remetem somente ao limite termodinâmico

de um sistema de osciladores, obtido no limite N → ∞. Nessa seção vamos nos concentrar

no trabalho de Mirollo e Strogatz [39] que analisaram a estabilidade do estado completamente

sincronizado de uma população finita de osciladores, mostrando que a solução travada é estável

e desaparece através de uma bifurcação sela-nó.

3.3.1 Estabilidade das soluções na região sincronizada e determinação de
Ks

Partindo das equações de movimento do modelo de Kuramoto globalmente acoplado

θ̇n = ωn +
K

N

N∑
m=1

sin (θm − θn), n = 1, ..., N,

o lado direito descreve as componentes Xn de um campo vetorial X definido em um toro TN .

É possı́vel definir esse campo vetorial como o gradiente X = ∇F de uma função escalar F ,

F (θ1, ..., θN) = −
2N∑
n=1

[
ωnθn +

K

N

N∑
m=1

cos (θm − θn)

]
, (3.69)

não unı́voca no toro (admite vários valores), de forma que X é um gradiente local em TN . Ao

introduzir o parâmetro de ordem obtemos

Xn = ωn +Kr sin (ψ − θn), n = 1, ..., N, (3.70)

F (θ1, ..., θN) = −
(

N∑
n=1

ωnθn +
1

2
KNr2

)
. (3.71)

Para o sistema estar sincronizado é necessário que a frequência instantânea de todos os

osciladores não se altere, i.e., θ̇n = Ω para n = 1, ..., N . Assumindo Ω = 0 as fases para

K ≥ Ks são travadas segundo a expressão

ωn = Kr sin θn, n = 1, ..., N. (3.72)

A partir da relação trigonométrica entre arcos seno e cosseno é possı́vel reescrever a equação

(3.72),

cos θn = ±
√

1−
( ωn
Kr

)2
, n = 1, ..., N, (3.73)

o que permite escrever parâmetro de ordem em (3.4) na forma

r =
1

N

N∑
n=1

cos θn =
1

N

N∑
n=1

±
√

1 +
( ωn
Kr

)2
. (3.74)
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Figura 3.1: Solução numérica da equação (3.77) para um caso com N = 10 e frequências

naturais geradas a partir de uma distribuição uniforme no intervalo [−1, 1]. A figura à esquerda

mostra a solução completa no intervalo. A região ampliada da bifurcação é mostrada na figura

à direita.

Qualquer solução de (3.74) com r > 0 e uma determinada escolha dos sinais ± define um estado

travado (ponto fixo) para o parâmetro de ordem r, o que resulta em 2N diferentes configurações

de travamento. No entanto somente soluções estáveis contribuem para a coerência na região

sincronizada. Qualquer ponto fixo estável deve satisfazer ∂2θnF ≥ 0 para todo n. Como

∂2θnF = Kr cos (ψ − θn)−K/N, (3.75)

e no refencial em que ψ = 0 a condição de estabilidade fornece

r cos θn ≥ 1/N, n = 1, ..., N, (3.76)

o que implica que qualquer solução estável deve satisfazer cos θn > 0 para todo n. Esse resul-

tado permite escrever o parâmetro de ordem de maneira unı́voca

r =
1

N

N∑
n=1

√
1−

( ωn
Kr

)2
. (3.77)

A equação (3.77) nas variáveis (r,K) pode ser compreendida como a definição da função

implı́citaK (r) definida em toda a região sincronizada, o que permite uma abordagem numérica

para descrever as soluções, conforme ilustrado na figura 3.1 para um caso particular de {ω}N .

A análise do gráfico para várias configurações diferentes permite obter algumas informações:

duas soluções de r são criadas a partir de uma bifurcação em ponto que denotamos por (rs, Ks);

a bifurcação corresponde graficamente ao mı́nimo da função implı́cita K (r); uma das soluções

apresenta conportamento decrescente de r em relação a K, sendo destruı́da em um ponto

(rd, Kd) que satisfaz rd < rs e Kd > Ks; a outra solução apresenta comportamento assintótico

r → 1 no limite K → ∞.

Se o ponto (rs, Ks) corresponde à primeira solução de travamento acessı́vel ao sistema

então por definição Ks é a constante de acoplamento crı́tica de sincronização. A localização
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desse ponto no espaço (r,K) pode ser obtida derivando implicitamente (3.77) com respeito a r,

1 =
1

NK2r3

N∑
n=1

ω2
n√

1− (ωn/Kr)
2

(
1

r
+

1

K

dK

dr

)
, (3.78)

e através da condição de mı́nimo
[
dK
dr

]
K=Ks,r=rs

= 0 obtém-se a igualdade

N∑
n=1

√
1− (ωn/xs)

2 =
1

x2s

N∑
n=1

ω2
n√

1− (ωn/xs)
2
, (3.79)

que define univocamente xs = Ksrs e permite determinar (rs, Ks) inserindo xs em (3.77).

Para demonstrar que o ponto (rs, Ks) corresponde à transição para o regime sincronizado é

necessário analisar a estabilidade da solução

Os elementos da matriz jacobiana são obtidos a partir das equações de movimento através

da relação Jn,m = ∂θm θ̇n, que fornece

Jn,m =

{
K
N
cos (θm − θn), se n 
= m

K
N
−Kr cos θn, se n = m.

(3.80)

Como a matriz é simétrica e apresenta a propriedade
∑N

m=1 Jn,m = 0 para todo n é possı́vel

concluir que existe um autovetor q = (1, ..., 1) com autovalor λ = 0, que corresponde a in-

variância das equações de movimento sob transformações θn → θn + Θ. Para que os pontos

fixos sejam estáveis é necessário que todos os outros autovalores sejam negativos (uma vez

que matrizes simétricas possuem somente autovalores reais). Para facilitar o cálculo vamos

melhorar a notação: a matrix J é escrita na forma

J =
K

N
C −KrD, (3.81)

com as matrizes C e D definidas por

Cn,m = cos (θm − θn) = cncm + snsm, (3.82a)

Dn,m = cnδn,m, (3.82b)

onde a notação usada é cn = cos θn e sn = sin θn.

Devido às propriedades apresentadas por J a condição de estabilidade pode ser colocada na

forma Jx · x < 0 para todo x = (x1, ..., xN) ∈ � tal que ||x|| > 0 e
∑N

n=1 xn = 0 (o que

garante x · q = 0). Assim temos

Jx · x =
K

N

N∑
n,m=1

Cn,mxnxm −Kr
N∑
n=1

cnx
2
n

=
K

N

⎡
⎣( N∑

n=1

cnxn

)2

+

(
N∑
n=1

snxn

)2
⎤
⎦−Kr

N∑
n=1

cnx
2
n. (3.83)
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Definindo um vetor y = (y1, ..., yN) que representa uma mudança de escala em x na forma

yn =
√
cnxn,

Jx · x =
K

N

⎡
⎣( N∑

n=1

√
cnyn

)2

+

(
N∑
n=1

sn√
cn
yn

)2
⎤
⎦−Kr ||y||2 . (3.84)

A partir de (3.84) é possı́vel definir os vetores u =
(√

c1, ...,
√
cN
)

e v =
(
s1/

√
c1, ..., sN/

√
cN
)

para escrever

Jx · x =
K

N

[
(u · y)2 + (v · y)2]−Kr ||y||2 , (3.85)

o que evidencia o motivo subjaente da transformação: no referencial em que Ω = 0 os vetores

u e v são linearmente independentes,

u · v =
N∑
n=1

sn =
1

Kr

N∑
n=1

ωn = 0, (3.86)

de forma que é possı́vel utilizá-los como uma base ortonormal para expandir o vetor y,

y = a
u

||u|| + b
v

||v|| + y⊥, (3.87)

com u · y⊥ = v · y⊥ = 0, e escrever (3.85) na forma

Jx · x =
K

N

(
a2 ||u||2 + b2 ||v||2)−Kr

(
a2 + b2 +

∣∣∣∣y⊥∣∣∣∣2) . (3.88)

Da definição de u segue que ||u||2 =
∑N

n=1 cn = rN , e ao inserir essa expressão em (3.88)

obtemos a expressão final para Jx · x:

Jx · x =
K

N
b2
(||v||2 − rN

)−Kr
∣∣∣∣y⊥∣∣∣∣2 . (3.89)

Para qualquer sistema com N ≥ 3 o termo Kr
∣∣∣∣y⊥∣∣∣∣2 é sempre positivo definido, de forma que

a condição de estabilidade é garantida se ||v||2 − rN ≤ 0. Como ||v||2 =∑N
n=1

s2n
cn

, os pontos

fixos serão estáveis se eles satisfazerem a condição

r ≥ 1

N (Kr)2

N∑
n=1

ω2
n√

1− (ωn/Kr)
2
. (3.90)

A condição de igualdade fornece exatamente o resultado obtido anteriormente: o mı́nimo da

função K (r) corresponde à bifurcação em (rs, Ks) responsável pela sincronização do sistema.

A solução com r > rs representa os estados estáveis do sistema enquanto o ramo de soluções

com rs < r < rd corresponde às soluções instáveis.

Alguns casos particulares com alta simetria é possı́vel obter soluções analı́ticas e serão ana-

lisadas nas próximas subseções.
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3.3.2 Duas frequências naturais

Considere um sistema de N osciladores tal que N1 tenham frequência natural ω1 e N −N1

tenham ω2. A partir da frequência média

Ω (N,N1) =
1

N

N∑
n=1

ωn =
N1ω1 + (N −N1)ω2

N
, (3.91)

é possı́vel fazemos a mudança de referencial ωn → ω′
n (N,N1) = ωn−Ω (N,N1) e escrever as

equações de movimento sob influência do campo médio na forma (ψ = 0)

θ̇n =

{
ω′
1 −Kr sin θn, n = 1, ..., N1

ω′
2 −Kr sin θn, n = N1 + 1, ..., N.

(3.92)

A condição de sincronização fornece o travamento das fases na região K ≥ Ks,

sin θn =

{
sin θ1 =

ω′
1

Kr
, n = 1, ..., N1

sin θ2 =
ω′
2

Kr
, n = N1 + 1, ..., N.

(3.93)

Se considerarmos as equações de movimento sem o campo médio mas na fixação de gauge

ψ = 0 é possı́vel reduzir o conjunto de fases {θn} somente a θ1 e θ2 para obter

θ̇1 = ω′
1 +

N −N1

N
K sin (θ2 − θ1), (3.94a)

θ̇2 = ω′
2 +

N1

N
K sin (θ1 − θ2). (3.94b)

A condição de ponto fixo φ̇ = θ̇1 − θ̇2 = 0 fornece o travamento da diferença de fase φ,

sinφ =
ω′
1 − ω′

2

K
, (3.95)

que permite determinar o acoplamento crı́tico Ks,

Ks = |ω′
1 − ω′

2| = |ω1 − ω2| , (3.96)

independente do tamanho do sistema ou das proporções das duas frequências naturais.

A forma funcional de r (K) pode ser obtida a partir da definição de r,

r =
N1

N
eiθ1 +

N −N1

N
eiθ2 . (3.97)

Multiplicando essa equação por e−iθ2 , as partes real e imaginária fornecem

r sin θ2 = −N1

N
sinφ, r cos θ2 =

N1

N
cosφ+

N −N1

N
. (3.98)

Como cosφ = ±
√
1− (Ks/K)2, a função r (K) é escrita na forma

r± (K) =

√(
N −N1

N
± N1

N

√
1− (Ks/K)2

)2

+

(
N1Ks

NK

)2

. (3.99)
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Figura 3.2: Comportamento do parâmetro de

coerência r na região sincronizada para um sis-

tema com N = 10 osciladores com frequências

naturais que satisfazem Ks = 1. As soluções

apresentam comportamento assintótico r →
1 no limite K → ∞. Como valor da

coerência na bifurcação satisfaz a equação rs =√
(N −N1)

2 +N2
1 , o sistema é equivalente

para configurações simétricas das proporções

N1 e N −N1.

O comportamento do parâmetro de coerência na região sincronizada pode ser observado na

figura 3.2. A solução estável corresponde à r+ (K), que apresenta comportamento assintótico

r → 1 no limite K → ∞. Diferente da solução parcial (3.77), a equação (3.99) representa o

espaço completo de soluções na região sincronizada por levar em conta as mudanças de sinal do

cosseno das fases no ramo r− (K), por isso ela não apresenta a destruição da solução (como no

caso considerado na figura 3.2). Esse resultado configura uma extensão do obtido por Tsimring

et al. [61], que consideraram somente populações igualmente distribuı́das (N1 = N/2).

3.3.3 Frequências naturais igualmente espaçadas e limite termodinâmico

Vamos considerar um sistema no limite termodinâmico (N → ∞) onde as frequências

naturais são obtidas através de uma distribuição uniforme em um intervalo finito [−γ, γ]:

g (ω) =

{
1/2γ, para |ω| ≤ γ

0, para |ω| > γ
(3.100)

Seguindo a análise de Kuramoto descrita na seção 3.1, o parâmetro de ordem é definido pela

integral

r =

∫ ∞

−∞
dωg (ω) cos [θ (ω)], (3.101)

que no regime completamente sincronizado é descrito por

r =
1

2

∫ γ

−γ
dω

√
1− (ω/Kr)2 =

1

2

√
1− (γ/Kr)2 +

Kr

2γ
arcsin (γ/Kr). (3.102)

Essa equação só admite solução para Kr ≥ γ, de forma que no ponto crı́tico Kcrc = γ a

solução incoerente torna-se instável, e o acoplamento crı́tico é dado por Kc = 4γ/π, conforme

equação (3.63) no limite D → 0.

Se considerarmos um sistema de tamanho finito as equações (3.77) e (3.79) descrevem o

ponto de transição (rs, Ks) para o regime sincronizado, com acoplamento crı́tico de sincroniza-
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ção Ks:
N∑
n=1

√
1−

[
ωn (N)

xs (N)

]2
=

1

x2s (N)

N∑
n=1

ω2
n (N)√

1−
[
ωn(N)
xs(N)

]2 , (3.103a)

rs (N) =
N∑
n=1

√
1−

[
ωn (N)

xs (N)

]2
, (3.103b)

onde xs (N) = Ks (N) rs (N). No limite N → ∞ as frequências naturais são determinadas em

termos da função de distribuição de probabilidades g (ω) definida na equação (3.100). Em um

sistema de tamanho finito essa distribuição poderia ser usada para determinar as frequências,

porém o ponto crı́tico da transição seria obtido somente em média sobre as realizações. Para

contornar esse problema é possı́vel assumir que g (ω) seja dividida no intervalo [−γ, γ] para os

N osciladores de forma que as diferenças entre frequências naturais sejam igualmente espaçadas

e no limite termodinâmico essa configuração deve corresponder à distribuição uniforme (3.100).

Sob essa hipótese as frequências naturais são representadas pela função

ωn (N) =
γ

N − 1
(−2n+N + 1) , n = 1, ..., N. (3.104)

Antes de procurarmos uma solução para o conjunto (3.103) é necessário fazer algumas consi-

derações sobre o comportamento de xs (N). Primeiro é importante frisar que os somatórios na

equação (3.103a) não podem ser aproximados por integrais para representar o limite de muitos

osciladores (a equação é reduzida à uma identidade), de forma que é imperativo realizar o

cálculo com os somatórios. A segunda consideração vem do comportamento do acoplamento

crı́tico Ks (N): resultados numéricos mostram que ∂NKs (N) < 0, com Ks (N) → K∞
s no

limite N → ∞. Como rs (N) é uma função definida somente no intervalo (0, 1], é possı́vel

assumir que a função xs (N) seja representada pela expansão em série de Laurent

xs (N) = x∞s +
∞∑
m=1

xm
Nm

, (3.105)

com x∞s ≥ γ por consistência com as equações (3.103), uma vez maxn (ωn) = γ e para xs < γ

as equações não admitem solução.

Uma vez que as hipóteses iniciais foram feitas a solução de (3.103a) é obtida através da

determinação das constantes xm em (3.105). A partir das expansões em série de Taylor

√
1− y2 = 1−

∞∑
k=1

(2k)!

4k (2k − 1) (k!)2
y2k,

1√
1− y2

=
∞∑
k=1

2k (2k)!

4k (2k − 1) (k!)2
y2k, (3.106)

a equação (3.103a) pode ser escrita na forma‡

1−
∞∑
k=1

(2k)!

4k (2k − 1) (k!)2
1

N

N∑
n=1

(
ωn
xs

)2k

=
∞∑
k=1

2k (2k)!

4k (2k − 1) (k!)2
1

N

N∑
n=1

(
ωn
xs

)2k

. (3.107)

‡A equação foi multiplicada por 1/N somente por conveniência, porque a expressão no lado direito de (3.107)

aparece também na definição de rs (N).
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O truque para se resolver essa equação é expandir os dois lados da igualdade em série de

potências 1/N e igualar os coeficientes. Em primeira ordem o somatório é dado por

1

N

N∑
n=1

(
ωn
xs

)2k

=
1

2k + 1

(
γ

x∞s

)2k

+O (1/N) , (3.108)

que inserido em (3.107) fornece a relação que define x∞s (γ):

1−
∞∑
k=1

(2k)!

4k (4k2 − 1) (k!)2

(
γ

xs

)2k

=
∞∑
k=1

2k (2k)!

4k (4k2 − 1) (k!)2

(
γ

xs

)2k

. (3.109)

Definindo os operadores

L̂−f (y) = y∂yf (y) , L̂+f (y) =
1

y

∫ y

0

dy′f (y′) , (3.110)

as funções que representam os somatórios em (3.109) podem ser obtidas a partir das funções

definidas em (3.106) por aplicações sucessivas de L̂±,

1−
∞∑
k=1

(2k)!

4k (4k2 − 1) (k!)2
y2k =

1

2

[√
1− y2 +

1

y
arcsin y

]
, (3.111a)

∞∑
k=1

2k (2k)!

4k (4k2 − 1) (k!)2
y2k =

1

2

[
y2 − 1√
1− y2

+
1

y
arcsin y

]
. (3.111b)

A substituição das equações (3.111) em (3.109) fornece a solução

x∞s (γ) = γ. (3.112)

A determinação da constante x∞s facilita o cálculo das constantes de ordens superiores em

(3.107): inserindo (3.112) na expansão (3.108) obtemos

1

N

N∑
n=1

(
ωn
xs

)2k

=
1

2k + 1
+

2k

2k + 1

(
1− x1

γ

)
1

N

+

[
2k

(
1

3
+

x21
2γ2

)
− 2k

2k + 1

x2
γ

− (2k)2

2k + 1

x1
γ

]
1

N2
+O

(
1/N3

)
. (3.113)

Considerando somente a primeira ordem em 1/N , a inserção de (3.113) em (3.109) resulta na

equação que define x1 (γ):

lim
y→1

(
1− x1

γ

)[
3y2√
1− y2

+
y2 (y2 − 1)

(1− y2)3/2

]
= 0. (3.114)

Como a expressão em y diverge no limite y → 1, a igualdade só pode ser satisfeita se

x1 (γ) = γ, (3.115)
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Figura 3.3: Acoplamento crı́tico Ks (N) para

um conjunto de osciladores com frequências

naturais dadas pela equação (3.104). Os pontos

são os resultados obtidos por cálculo numérico

das equações (3.103), idênticos aos obtidos por

simulação das equações diferenciais, enquanto

a curva corresponde à função (3.118) calculada

analiticamente.

portanto podemos escrever

xs (N) = γ +
γ

N
+O

(
1/N2

)
. (3.116)

Inserindo (3.116) na equação (3.103b) obtemos o comportamento de rs (N),

rs (N) = 1−
∞∑
k=1

(2k)!

4k (2k − 1) (k!)2
1

N

N∑
n=1

(ωn
x

)2k

= 1−
∞∑
k=1

(2k)!

4k (4k2 − 1) (k!)2
+O

(
1/N2

)
=
π

4
+O

(
1/N2

)
, (3.117)

onde a última igualdade é obtida tomando o limite y → 1 na equação (3.111a).

Uma vez concluı́do o procedimento de se determinar os comportamentos assintóticos de

xs (N) e rs (N) o acoplamento crı́tico é obtido através da definição xs (N) = Ks (N) rs (N):

Ks (N) =
4γ

π
+

4γ

π

1

N
+O

(
1/N2

)
. (3.118)

Esse resultado tinha sido inferido (porém aparentemente não calculado) por Pazó [40], que está

de acordo com as hipóteses assumidas através do limite N → ∞ que fornece o acoplamento

crı́tico Kc, como mostrado no inı́cio da seção.
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Capı́tulo 4

Condições periódicas de contorno em 1
dimensão: modelo de Kuramoto
localmente acoplado (LCKM)

No capı́tulo anterior foi mostrado como o caráter de longo alcance (topologia trivial com

todos os osciladores conectados entre si) do modelo de Kuramoto possibilita a obtenção de

resultados analı́ticos via método de campo médio para infinitos osciladores ou mesmo para um

sistema de tamanho finito com simetria (soluções assintóticamente analı́ticas).

Em muitos sistemas fı́sicos (tanto biológicos como artificiais) o comportamento coletivo é

obtido através da organização dos elementos em configurações que diferem do caráter global-

mente acoplado, onde as contribuições individuais dos osciladores são fortemente dependentes

dos efeitos das interações locais e da topologia (ou geometria, no contexto de interações que

dependem da distância) do sistema.

A análise de configurações com nı́vel mais realı́stico de interação faz-se importante porque

elas proporcionam o surgimento de fenômenos não captados no caso idealizado. No entanto, o

inconveniente dessa descrição é o nı́vel muito superior de complexidade matemática, onde não

só as técnicas previamente desenvolvidas são raramente aplicáveis mas também o advento de

novas ferramentas corresponde a um grande desafio.

Um meio termo entre os dois nı́veis de descrição corresponde a assumir o modelo unidi-

mensional com condições periódicas de contorno, que corresponde à forma mais simples de

interação local que preserva alguma influência topológica. A forma simplificada com que a

interação somente entre primeiros vizinhos é introduzida possibilita a análise dos comportamen-

tos individuais e das contribuições de cada oscilador para a sincronização coletiva. A segunda

parte do texto é inteiramente dedicada à essa configuração do sistema
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4.1 Dinâmica de acoplamento fraco e árvore de sincronização

Em uma dimensão com condições periódicas de contorno o modelo de Kuramoto assume

um caráter localmente acoplado com interação somente entre os dois primeiros vizinhos, com

as evolução temporal de cada oscilador descrita pelas equações de movimento

θ̇n = ωn +K [sin (θn−1 − θn) + sin (θn+1 − θn)] , (4.1)

com condições periódicas de contorno θN+1 = θ1 e θ0 = θN . Seguindo de perto as primei-

ras análises do modelo realizadas por Zheng et al. [76, 77], vamos focar a atenção no com-

portamento dinâmico do sistema no regime dessincronizado (com ausência de travamento de

fase). Para demonstrar as caracterı́sticas gerais apresentadas vamos considerar um sistema com

N = 13 osciladores e frequências naturais obtidas a partir de uma distribuição uniforme defi-

nida no intervalo [−1, 1], como mostra a tabela 4.1.

ω1 = 0.519158 ω2 = −0.502716 ω3 = 0.752939 ω4 = 0.03112

ω5 = −0.446421 ω6 = −0.597881 ω7 = 0.966028 ω8 = −0.327333

ω9 = −0.761618 ω10 = −0.651343 ω11 = 0.76217 ω12 = 0.927337

ω13 = −0.67144 - - -

Tabela 4.1: Frequências naturais do sistema com N = 13 osciladores considerado nas

simulações.

Na situação de acoplamento nulo (K = 0) a presença dos demais osciladores não inter-

fere nos movimentos individuas, sendo a frequência instantânea de cada oscilador dada por

sua frequência natural θ̇n = ωn. Para pequenos valores de K observa-se que θ̇n varia oscila-

toriamente ao redor da sua frequência natural, e conforme o valor do acoplamento é elevado

as amplitudes das oscilações aumentam, mostrando uma tendência de aproximação de centros

de oscilação entre dois osciladores vizinhos. Esses efeitos podem ser observados na figura

4.1 para algumas frequências instantâneas: a figura à esquerda mostra as oscilações em torno

da frequência natural; na figura à direita é possı́vel observar a aproximação dos centros de

oscilação∗ entre os osciladores vizinhos ω11 e ω12, e também para os osciladores ω5 e ω6.

Para valores maiores de acoplamento a competição entre interações vizinhas torna o com-

portamento das frequências instantâneas extremamente complexo, dificultando a análise da

evolução temporal dos osciladores. No entanto é possı́vel definir uma frequência média

〈θ̇n〉 = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

θ̇n (t) dt, (4.2)

de forma a minimizar os efeitos das flutuações e permitir uma análise inicial mais clara da

contribuição da interação na sincronização do sistema. A figura 4.2 mostra o comportamento

das frequências médias em função do acoplamento.

∗O comportamento oscilatório de θ̇n apresenta um valor médio 〈θ̇n〉 em torno do qual as oscilações ocorrem,

denominado centro de oscilação.
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Figura 4.1: Evolução temporal das frequências instantâneas de alguns dos osciladores do sis-

tema no regime de acoplamento fraco (K = 0.05). A figura à esquerda mostra as pequenas

flutuações em torno das frequências naturais, enquanto a figura à direita mostra a aproximação

dos centros das oscilações: na parte superior os valores médios 〈θ̇11〉 e 〈θ̇12〉 se aproximam, e

na parte inferior o mesmo efeito é observado para 〈θ̇5〉 e 〈θ̇6〉.

O fato notável que se observa no comportamento das frequências médias é a estrutura de

uma árvore de transições, responsável pela formação de clusters sincronizados na região anterior

ao acoplamento crı́tico Ks onde ocorre a sincronização plena θ̇n = constante. Uma análise

minuciosa para diferentes realizações de frequências naturais e tamanhos do sistema mostra a

existência de três tipos de transições oriundas do aumento da constante de acoplamento.

A) Sincronização entre dois osciladores adjacentes (ou clusters adjacentes) com frequências

próximas. A transição aparece como dois ramos mesclando-se em um único para um

dado valor do acoplamento.

Essa transição é a mais comumente encontrada no sistema. Na figura 4.2 ela pode ser observada

perto de K = 0 (osciladores ω11 e ω12, por exemplo), e para valores mais elevados do acopla-

mento na forma de sincronização oscilador-cluster (K ≈ 0.7 quando o oscilador ω7 sincroniza-

se com o cluster formado pelos osciladores ω1−6 e ω13) ou cluster-cluster (K ≈ 0.65 quando o

cluster ω5,6 sincroniza-se com o cluster ω1−4,13). Todos as regiões no gráfico denotadas por A

representam esse tipo de transição.

B) Sincronização entre dois osciladores não adjacentes (ou clusters não adjacentes) com

frequências próximas, enquanto os osciladores entre eles apresentam frequências consi-

deravelmente diferentes.

Esse tipo de transição é responsável pela formação de clusters sincronizados não localmente e

pode aparecer pela união de dois ou mais ramos. Na figura 4.2 ela aparece em duas regiões: em

K ≈ 0.25 a transição sincroniza o oscilador ω8 com o cluster ω5,6, e em K ≈ 0.4 causando a

sincronização entre os osciladores ω1 e ω4.

C) Dessincronização de um oscilador pertencente a um cluster.
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Figura 4.2: Estrutura de árvore de transições nas frequências médias nos osciladores em função

do acoplamento K, responsável pela criação de clusters sincronizados. As regiões denota-

das por A representam sincronização entre osciladores (ou clusters) adjacentes; B denota a

sincronização entre osciladores (ou clusters) não adjacentes; a dessincronização de um osci-

lador localizado na extremidade de um cluster é denotada por C. Após uma sequência de

transições dois grandes clusters são formados, e em K = Ks eles se unem em um único grupo

com θ̇n = Ω.

A dessincronização ocorre com um oscilador localizado na extremidade de um cluster, e é

devida à competição entre dois clusters vizinhos. Ela pode ser observada em K ≈ 0.26 quando

o oscilador ω8 dessincroniza-se do cluster ω5,6 para posteriormente sincronizar-se com o cluster

ω9,10, e também em K ≈ 0.88 quando ω7 desincroniza-se do cluster ω1−6,13 para sincronizar-se

com o cluster ω8−10.

Ao descrever o comportamento médio das frequências instantâneas a árvore de sincronização

fornece a informação de quais correlações devemos procurar ao analisar a evolução temporal

dos osciladores. Se considerarmos primeiro o regime de acoplamento fraco, a análise das séries

temporais dos osciladores que apresentam sincronização em média mostra os mais variados

tipos de comportamento de oscilação em θ̇n. Alguns deles são ilustrados na figura 4.3.

Conforme aumentamos a constante de acoplamento um fato realmente surpreendente no

comportamento das oscilações é revelado: elas podem ser periódicas, quase-periódicas ou até

mesmo caóticas†. A sincronização de osciladores caóticos tem chamado o interesse da comu-

†Para corroborar essa afirmativa é necessário analisar o espectro de Lyapunov do sistema. Detalhes sobre a

análise podem ser encontrados nos trabalhos de Zheng et al. [76, 77], visto que esse procedimento encontra-se
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Figura 4.3: Ilustração de alguns dos diferentes tipos de comportamento das frequências ins-

tantâneas para osciladores com mesma frequência média em K = 0.25. Esquerda: osciladores

ω9 e ω10 com amplitudes distintas de oscilação em θ̇. Centro: osciladores ω11 e ω12 com ampli-

tude e aceleração instantânea θ̈ da mesma ordem. Direita: caso de sincronização não local com

osciladores ω5, ω6 e ω8 apresentando comportamentos oscilatórios completamente distintos.

nidade cientı́fica recentemente‡, mas em oposição a esses trabalhos que consideram osciladores

cáoticos por natureza (em muitos trabalhos foram considerados o acoplamento entre osciladores

de Rössler caóticos [97] e hipercaóticos [98]), o modelo de Kuramoto localmente acoplado

é formado por osciladores originalmente periódicos cujo comportamento caótico é induzido

através do acoplamento.

O aumento contı́nuo da constante de acoplamento leva o sistema a uma sequência de tran-

sições entre regimes periódicos e caóticos. Em um sistema com frequências naturais completa-

mente aleatórias a localização dessas regiões em geral só pode ser obtida através do espectro de

Lyapunov, porém para sistemas com simetria a identificação pode ser feita visualmente. Para

isso vamos considerar um sistema com as frequências naturais igualmente espaçadas no anel,

ωn =
γ

N − 1
(−2n+N + 1) , n = 1, ..., N. (4.3)

Ao tomar a média das frequências instantâneas e construir a árvore de sincronização (figura

4.4 para o caso com N = 11), é possı́vel observar que as transições descritas anteriormente

podem aparecer de uma forma mais geral. Na região com K ≈ 0.41 aparecem transições

de dessincronização (C1) que destróem o cluster inicial formado por dois osciladores (ω4−5 e

também ω7−8) mas não levam os osciladores a se sincronizarem com outro cluster: a frequência

média deles se estabiliza em uma frequência equidistante dos dois osciladores (ou clusters) mais

próximos. O segundo tipo de transição diferente que aparece corresponde à união final entre

os ramos, em K = Ks: para N ı́mpar sempre ocorre a formação de três clusters que colapsam

simultaneamente quando K atinge o acoplamento crı́tico de sincronização (A1). Por último

é importante notar que sob essa simetria não existem transições do tipo B (sincronização não

local). O motivo ficará claro mais a frente.

Os processos dinâmicos responsáveis pela primeira transição diferenciada do caso com si-

metria ainda não são compreendidos, porém o segundo tipo de transição corresponde a um

fora do escopo do texto.
‡Para uma introdução sobre sincronização de osciladores caóticos os trabalhos iniciais de Rosenblum et al.

[99, 100], Hu et al. [101] e Zhang et al. [102] consistem em uma ótima referência.
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Figura 4.4: Árvore de sincronização para o sistema com N = 11 e frequências naturais igual-

mente espaçadas descritas por (4.3). Diferente do caso com frequências aleatórias, esse sistema

não exibe transição do tipo B (sincronização não local), e apresenta dois tipos de transições

diferenciadas: dessincronização entre dois osciladores que leva a formação de platôs equidis-

tantes (C1); sincronização mútua de três ramos em K = Ks (A1). A localização dos platôs é

indicada pelas linhas pontilhadas verticais representadas por P (n).

fenômeno bastante compreensı́vel. Como o oscilador com frequência ω(N+1)/2 = 0 interage

simetricamente com os seus dois vizinhos não existe uma direção preferencial para o deslo-

camento da sua frequência média, portanto ele permance com a frequência média igual à sua

própria frequência natural. Para valores maiores de N é possı́vel que ele agrege outros osci-

ladores próximos e forme um cluster com média nula, que por efeito puro da simetria deve

encontrar-se com os dois outros clusters simultaneamente em K = Ks.

Apesas das diferenças existentes entre configurações com e sem simetria, ambos os casos

exibem transições entre regimes periódicos (ou quasi-periódicos) e caóticos, porém no primeiro

caso todas as regiões na árvore de sincronização em que os clusters aparecem na forma de platôs

de sincronização equidistantes correspondem a regiões com frequências instantâneas periódicas.

Para o caso com N = 11 aparecem 4 platôs, representados por P (n), cuja localização é repre-

sentada por linhas pontilhadas em K1 = 0.38, K2 = 0.47, K3 = 0.67 e K4 = 1.0. O compor-

tamento da frequência instantânea de cada oscilador nas regiões periódicas é ilustrado na figura

4.5: cada uma das regiões gera um comportamento periódico de θ̇n distinto, mas para valores

maiores de K o acoplamento mais intenso tende a aproximar o padrão de oscilação, gerando

o comportamento de pulsos periódicos caracterı́stico do sistema quando próximo à bifurcação

sela-nó em K = Ks.

Com a localização das regiões periódicas do sistema através da presença de platôs de fre-

quência média equidistantes na figura 4.4 é possı́vel analisar o comportamento das frequências
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Figura 4.5: Frequências instantâneas dos osciladores em cada um dos platôs observados no caso

igualmente espaçado com N = 11. A coluna à esquerda mostra os osciladores ω1−3 enquanto a

coluna à direita exibe os osciladors ω4−5. Os diferentes padrões periódicos de oscilação em θ̇n

são aproximados para valores mais intensos do acoplamento, até a formação inicial dos pulsos

caracterı́sticos do sistema quando próximo à bifurcação sela-nó.
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instantâneas antes e depois da transição do caos para a periodicidade. Para isso vamos focar

somente na evolução em conjunto das variáveis θ̇1 (t) e θ̇2 (t), como ilustrado na figura 4.6

para t ∈ [100, 300]. Nas regiões de platô a periodicidade é facilmente reconhecida, visto que

no gráfico parametrizado θ̇1 (t) × θ̇2 (t) a evolução temporal das variáveis forma um circuito

fechado (coluna à direita). A coluna à esquerda ilustra o comportamento caótico do sistema

antes de cada platô. Uma explicação para essas transições reside na hipótese de que para alguns

valores especı́ficos de K (ou pequenos intervalos) o sistema é capaz de criar e destruir ciclos

limites estáveis responsáveis pelo movimento periódico, sendo que a criação de cada ciclo limite

para valores maiores do acoplamento ocorre em uma ”dimensão”menor do espaço de fase. Essa

última afirmativa pode ser inferida pela sequente redução do espaço percorrido por θ̇1 e θ̇2 em

cada platô. No entanto é importante frisar que essa explicação não passa de uma hipótese, visto

que esse comportamento ainda não é compreendido.

Embora o comportamento temporal do sistema seja bastante complexo na região abaixo de

Ks, a investigação das séries temporais dos osciladores propicia um melhor entendimento com

respeito às transições observadas na árvore de sincronização. Tendo em vista que a aproximação

da frequência média entre dois osciladores vizinhos corresponde a um comportamento com-

pletamente esperado, El-Nashar et al. [78] analisaram o espectro de Fourier dos osciladores

procurando compreender a origem da formação de clusters sincronizados não localmente. Eles

observaram que esse tipo de sincronização não ocorre ao acaso, uma vez que os osciladores

não adjacentes que possuem frequências naturais mais próximas do que comparadas aos os-

ciladores localizados entre eles partilham modos lentos de oscilação, o que permite que eles

sincronizem primeiro. No entanto a sincronização não local observada na árvore apresenta

forte dependência com as frequências naturais e suas posições no anel, i.e., existe um conjunto

(infinito) de configurações que não apresentam esse tipo de transição. Como o sistema descrito

pelas frequências naturais (4.3) é caracterizado por osciladores vizinhos sempre equidistantes

no espaço das frequências, não é possı́vel a existência de um outro oscilador não adjacente

com frequência mais próxima, de forma que esse sistema não pode apresentar esse tipo de

sincronização em média.

Em caráter complementar El-Nashar [103] analisou a correlação entre as fases ao longo da

árvore de sincronização em termos de parâmetros de coerência

rnc =
1

Nc

∣∣∣∣∣∣
∑

n∈{Nc}
ei〈θn〉

∣∣∣∣∣∣ , (4.4)

definidos para cada cluster de osciladores sincronizados em média§. Entre os resultados obtidos

pelo autor o que se destaca é a forma como ocorrem as transições: primeiro os osciladores

sincronizam em uma frequência média; na sequência as fases começam a se correlacionar, o

que leva a um travamento de fase em média e possibilita a atração de outros osciladores (ou

clusters) para formar um cluster maior. Esse tipo de análise promove uma aproximação com

§A equação (4.4) corresponde a um observável equivalente ao parâmetro de ordem no caso globalmente conexo.

A diferença é que nesse caso ele é definido como a soma coerente somente dos osciladores que formam cada cluster.
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Figura 4.6: Regimes caóticos (coluna à esquerda) e periódicos (coluna à direita) representa-

dos no espaço θ̇1 (t) × θ̇2 (t), com t ∈ [100, 300], para o sistema com N = 11 e frequências

naturais igualmente espaçadas. Conforme a intensidade do acoplamento é elevada o sistema

exibe transições entre os dois regimes. A comparação entre as duas colunas mostra a redução

da região acessı́vel no espaço de fase para valores maiores de K, uma vez que as variáveis

acessam uma região menor quando no regime periódico.
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Figura 4.7: Figuras à esquerda e central: pulsos nas frequências instantâneas causados pelos

deslizes de fase quando o sistema encontra-se perto da bifurcação sela-nó. Direita: saltos quan-

tizados dos deslizes.

as técnicas desenvolvidas para tratar sistemas globalmente conexos, no entanto o alto grau de

complexidade das interações locais gera muitas dificuldades para um tratamento analı́tico, seja

ele de caráter dinâmico ou estatı́stico (isso pode ser inferido a partir da definição dos parâmetros

de coerência, que não podem ser escrito em termos das equações de movimento).

Em resumo, na análise da árvore de sincronização foi observado que o aumento do acopla-

mento gera uma sequência de transições de sincronização média de três tipos básicos, resultando

na formação de dois clusters finais próximo ao acoplamento crı́tico de sincronização. Quando

K = Ks os dois clusters são unidos e os osciladores passam a ser sincronizados plenamente,

com θ̇n = Ω. Porém, na iminência da sincronização, i.e., valores de K muito próximos Ks,

o comportamento do sistema muda drasticamente, o que torna necessário uma análise mais

aprofundada.

4.2 Iminência da sincronização

Para valores grandes de acoplamento, próximos do acoplamento crı́tico Ks, é possı́vel ob-

servar que os osciladores apresentam as fases praticamente travadas (com uma variação muito

lenta) por um longo tempo, e após um perı́odo caracterı́stico elas saem simultaneamente desse

estado em um pulso ou ”explosão”(burst). Após um perı́odo curto elas voltam novamente ao

estado quase travado e repetem o procedimento indefinidamente.

Durante o perı́odo de tempo com quase travamento de fase as frequências instantâneas são

descritas por θ̇n ≈ 0, o que implica em θn ≈ constante (n = 1, ..., N ). No momento em

que o pulso ocorre as frequências instantâneas variam abruptamente, gerando uma variação si-

multânea na fase de cada oscilador. Como após a explosão as frequências instantâneas voltam

a ser aproximadamente nulas as fases encontram-se novamente em uma região aproximada-

mente constante. Esse fenômeno é comumente chamado de deslize de fase porque o novo platô

alcançado pelas fases é sempre equidistante do anterior, o caracteriza uma quantização do des-

lize. A figura 4.7 ilustra os pulsos nas frequências instantâneas resultantes dos deslizes, que

aparecem na forma de degraus caracterizando saltos quantizados.

Para compreender o que causa os deslizes simultâneos vamos considerar um valor de K
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infinitesimalmente acima de Ks e um conjunto de fases travadas θn (K). Sob essa condição

qualquer solução que satisfaça

θn+1 (K,m)− θn (K,m) = θn+1 (K)− θn (K) + 2πmn, (4.5)

também é uma solução com travamento de fase, com m = (m1, ...,mn, ...,mN) e mn corres-

pondendo a valores inteiros. Se o valor do acoplamento for reduzido abaixo de Ks a solução

sincronizada perde a estabilidade via uma bifurcação sela-nó, o que cria um fantasma (ghost)
na região onde existia o ponto fixo. A região do fantasma é caracterizada como uma região do

espaço de fase que atrai os osciladores e faz com que eles fiquem presos ali por um determinado

intervalo de tempo, até escaparem novamente.

Agora considere que Δθn representa a variação da fase θn decorrente do deslize. Se as

variáveis dinâmicas do sistemas fossem definidas no intervalo (−∞,∞), então a região do fan-

tasma apresentaria simplesmente o comportamento caracterı́stico de gargalo (bottleneck), onde

as variáveis passam lentamente pela região e depois tendem a um dos limites ±∞. Mas como

sistema é descrito por variáveis 2π-periódicas o deslize de fase observado é essencialmente

um movimento realizado pelo sistema ao longo de um circuito fechado, retornando à mesma

condição inicial após a variação de 2π. Lembrando que a região de travamento é caracterizada

por diferenças de fase, a única forma do sistema retornar ao seu estado original é se os deslizes

forem descritos por deslocamento de fase que satisfaçam a condição

N∑
n=1

Δθn = 0. (4.6)

Para que as diferenças de fase após o deslize sejam equivalentes às anteriores é necessário que

o ganho de fase total dentro de cada argumento da função seno seja nulo ou igual a ±2π, i.e.,

Δθn+1 −Δθn = 0,±2π, n = 1, ..., N. (4.7)

Combinando as duas equações é possı́vel concluir que os deslizes são representados pelas quan-

tidades quantizadas

Δθn = 0,±2π

N
,±4π

N
, ...,±2π (N − 1)

N
, 2π, (4.8)

onde o valor preciso Δθn de cada oscilador depende da configuração {ω}N no anel.

A análise do comportamento dos deslizes de fase na iminência da sincronização mostra que

o perı́odo T entre cada explosão aumenta conforme K tende a Ks, sendo caracterizado pela lei

de escala

T ∝ (Ks −K)−1/2 , (4.9)

conforme pode ser observado na figura 4.5. Esse resultado é consistente com o esperado a partir

de uma bifurcação sela-nó, visto que sob a forma normal da bifurcação,

ẋ = Ks −K + x2, (4.10)
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Em escala logarı́tmica a inclinação de −1/2

da reta confirma a predição de uma bifurcação

sela-nó.

o tempo T necessário para x mover-se de x→ −∞ para x→ ∞ é dado por

T ∝
∫ ∞

−∞

dx

Ks −K + x2
=

π√
Ks −K

. (4.11)

Embora através da forma normal da bifurcação sela-nó seja possı́vel prever o escalamento

do perı́odo em função do acoplamento, a equação (4.11) não fornece nenhuma informação sobre

como o sistema determina esse comportamento. A conexão da forma normal com a dinâmica

do modelo foi realizada por El-Nashar et al. [79], que através de uma extensa investigação

numérica observaram a existência de uma diferença de fase φn∗ = θn∗+1 − θn∗ que satisfaz¶

|sinφn∗ | = 1 em Ks. Ao se reescrever as equações de movimento em termos das diferenças de

fase φn = θn − θn+1,

φ̇n = ωn − ωn+1 +K (sinφn−1 − 2 sinφn + sinφn+1) , n = 1, ..., N, (4.12)

é possı́vel considerar a equação de φn∗ na forma

φ̇n∗ = K (A− 2 sinφn∗) , (4.13)

onde

A =
ωn∗ − ωn∗+1

K
+ sinφn∗−1 + sinφn∗+1. (4.14)

Assumindo sinφn∗ = 1 em K = Ks a sincronização é alcançada quando T → ∞, o que ocorre

com A = 2. Na vizinhança da bifurcação é possı́vel tomar A ≈ 2, visto que essa condição é

satisfeita na maior parte do perı́odo, e obter uma expressão para T integrando a equação (4.13),

T ≈ π

K

√
2

A (A− 2)
. (4.15)

Através da simulação numérica do sistema é possı́vel observar que Ks ≈ AK/2, e ao inserir

esse resultado em (4.15) obtemos a expressão final do perı́odo T entre os deslizes de fase,

T ≈
√

π2

2Ks (Ks −K)
, (4.16)

¶Esse resultado já havia sido descrito por Strogatz e Mirollo [49] como uma condição resultante da bifurcação

sela-nó em uma cadeia de osciladores. No entanto, como será mostrado mais a frente, no sistema com condições

periódicas de contorno e frequências naturais aleatórias ela deve ser tomada na forma |sinφn∗ | ≈ 1, sendo a

aproximação válida somente para valores de N não muito pequenos (tipicamente maiores do que N = 10).
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que através de uma boa aproximação concorda com o resultado esperado na equação (4.11).

Se considerarmos a aproximação na vizinhança da bifurcação considerada acima na equação

de movimento (4.13) é possı́vel reescrevê-la na forma

φ̇n∗ ≈ 2 (Ks −K sinφn∗) , (4.17)

cuja solução fornece as dependências temporais de φn∗ e φ̇n∗ :

φn∗ (t) ≈ 2 arctan

⎡
⎣K +

√
K2
s −K2 tan

(√
K2
s −K2t

)
Ks

⎤
⎦, (4.18a)

φ̇n∗ (t) ≈
2Ks (K

2
s −K2) sec2

(√
K2
s −K2t

)
K2
s +

[√
K2
s −K2 tan

(√
K2
s −K2t

)]2 . (4.18b)

Tomando a aproximação θ̇n ≈ Ω (para todo n 
= n∗) nas equações de movimento e escrevendo

as diferenças de fase em termos de φn∗ ,

sinφn = sinφn∗ +
1

Ks

n∗∑
j=n+1

(Ω− ωj) , n = 1, ..., n∗ − 1, (4.19a)

sinφn = sinφn∗ − 1

Ks

n∑
j=n∗+1

(Ω− ωj) , n = n∗ + 1, ..., N, (4.19b)

a descrição dos deslizes de fase dos osciladores pode ser determinada como resultante do com-

portamento de φn∗ (t):

φn = arcsin
(
a(1)
n + sinφn∗

)
, φ̇n =

φ̇n∗ cosφn√
1−

(
a(1)
n + sinφn∗

)2 , (4.20a)

para n = 1, ..., n∗ − 1 e

φn = arcsin
(−a(2)

n + sinφn∗
)
, φ̇n =

φ̇n∗ cosφn√
1−

(
−a(2)

n + sinφn∗
)2 , (4.20b)

para n = n∗ + 1, ..., N , onde

a(1)
n =

n∗∑
j=n+1

(Ω− ωj) , a(2)
n =

n∑
j=n∗+1

(Ω− ωj) . (4.21)

Uma vez que todas as diferenças de fase são escritas em termos de φn∗ (t), assim como as de-

rivadas em termos de φ̇n∗ (t), os valores de φn aparecem deslocados entre si por uma constante

que depende das frequências naturais localizadas entre os osciladores ωn e ωn∗ , como pode ser

observado na figura 4.4, de forma que na iminência da bifurcação as mudanças abruptas de φn∗

são difundidas entre os osciladores do anel através da interação entre os vizinhos próximos.
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Embora esse tratamento aproximado permita descrever com boa aproximação o compor-

tamento do sistema na iminência da sincronização, ele não fornece informação a respeito da

dependência do acoplamento crı́tico Ks em função das frequências naturais, ou do tamanho N

do sistema. Para tentar resolver esse problema Muruganandam et al. [80] desenvolveram um

algoritmo computacional baseado no método dos multiplicadores de Lagrange [104], como será

mostrado na seção a seguir.

4.3 Método de multiplicadores de Lagrange para determina-
ção do acoplamento crı́tico

Para a existência de um estado sincronizado com travamento de fase é necessário que

as equações de movimento apresentem um estado estacionário. Como todos os valores de

K ∈ (Ks,∞) admitem solução θ̇n = Ω para n = 1, ..., N , o critério para se determinar o aco-

plamento crı́tico consiste em calcular o mı́nimo valor do acoplamento que permite a existência

da sincronização.

Na região sincronizada o lado esquerdo das equações de movimento são todos iguais a Ω,

de forma que as múltiplas igualdades

K =
Ω− ω1

sinφN − sinφ1

=
Ω− ω2

sinφ1 − sinφ2

=
Ω− ω3

sinφ2 − sinφ3

= ...

=
Ω− ωN

sinφN−1 − sinφN
(4.22)

são válidas para qualquer valor de K acima de Ks. Manipulando essas equações é possı́vel

escrevê-las todas em termos da variável φ1 (ou de uma variável qualquer),

K =
a2

sinφ1 − sinφ2

=
a3

sinφ1 − sinφ3

= ... =
aN

sinφ1 − sinφN
, (4.23)

onde as constantes an são dadas por

a2 = Ω− ω2, (4.24a)

an = an−1 + Ω− ωn, n = 3, ..., N. (4.24b)

O ponto chave para se implementar o método de determinação de mı́nimo consiste em in-

terpretar as identidades de (4.23) como vı́nculos entre as variáveis φn e φ1,

Φn = sinφ1 − sinφ2 − a2
an

(sinφ1 − sinφn) = 0, n = 3, ..., N. (4.25)

Sob a adição do vı́nculo natural‖

Φ0 =
N∑
n=1

φn = 0, (4.26)

‖Ao se escrever as diferenças de fase em termos de θn é fácil ver que a equação (4.26) é uma idêntidade.
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a existência de relações que determinam φn = fn (φ1) para todas as diferenças de fase com

n = 2, ..., N permitem definir função energia (lagrangiana) E (φ1),

E =
a2

sinφ1 − sinφ2

+ λ0Φ0 +
N∑
n=3

λnΦn, (4.27)

onde os vı́nculos são inseridos com auxı́lio dos multiplicadores de Lagrange λ0 e λn. O proce-

dimento de minimização da função, i.e.,

∂φnE = 0, n = 1, ..., N, (4.28a)

∂λ0E = 0, (4.28b)

∂λnE = 0, n = 3, ..., N, (4.28c)

fornece uma equação algébrica que vincula os possı́veis valores das diferenças de fase,

N∑
n=1

1

cosφn
= 0. (4.29)

O conjunto de equações formado por (4.25), (4.26) e (4.29) fornece N equações algébricas

para determinação das N diferenças de fase travadas φn que caracterizam o acoplamento crı́tico

Ks. A solução dessas equações pode ser obtida numericamente através do método de Newton-

Raphson [105], que consiste em assumir um conjunto aleatório de valores iniciais φ
(0)
n e procurar

a convergência de aproximações cada vez mais precisas da solução real. O valor do acoplamento

crı́tico Ks é obtido ao substituir φ1 e φn em qualquer das identidades da equação (4.23).

O valor do acoplamento crı́tico obtido através do método dos multiplicadores de Lagrange

fornece uma excelente aproximação com o resultado obtido através da simulação das equações

de movimento, sendo a equivalência entre os dois obtida tipicamente com no mı́nimo 5 ordens

de precisão [80]. Mas um resultado realmente importante decorre do vı́nculo (4.29): a validade

da equação em Ks implica a não existência de uma diferença de fase com |sinφ| = 1. Esse

resultado contradiz as hipóteses anteriores utilizadas para descrever o sistema na iminência da

sincronização, no entanto a boa aproximação com os resultados numéricos obtidos através das

diferentes abordagens sugere a existência de alguma propriedade do sistema ainda não captada.
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Capı́tulo 5

Região sı́ncrona do modelo de Kuramoto
localmente acoplado

No capı́tulo anterior, que serviu como uma introdução ao modelo de Kuramoto localmente

acoplado, foi visto que existe uma sincronização média entre conjuntos de osciladores (clusters)

para uma região de valores de acoplamento e foi mostrado o comportamento caracterı́stico

desses sistemas na iminência da sincronização plena: θ̇n (t) = Ω.

Nesse capı́tulo o objetivo será a análise da região de sincronização, como descrita nos tra-

balhos de Tilles et al. [106, 107], que não só resolveram o problema do conflito na determinação

das propriedades apresentadas no acoplamento crı́tico (descrito no capı́tulo anterior) mas tam-

bém mostraram a existência de múltiplas soluções estáveis em toda a região de sincronização.

Visando tornar claro o processo de determinação do acoplamento crı́tico e do comporta-

mento das soluções ele foi organizado de forma crescente em complexidade: sistemas mais

simples são analisados primeiro para mostrar algumas caracterı́sticas especı́ficas que ocorrem

na região sincronizada e para introduzir os métodos de solução de equações e análise de estabi-

lidade.

Notas sobre notação do capı́tulo:

1 A função y = arcsin x é tomada somente no intervalo y ∈ [−π/2, π/2] para facilitar a

localização da solução y. Quando necessário considerar soluções no intervalo comple-

mentar elas serão especificadas no texto.

2 Uma bifurcação sela-nó descreve a colisão entre dois pontos de equilı́brio em um sistema

dinâmico. No caso multidimensional n ≥ 2 ela é caracterizada por um autovalor zero

λ1 = 0, ne autovalores com Reλj < 0 e ni autovalores com Reλj > 0, de forma a

fornecer ne + ni + 1 = n. Ao longo do texto a caracterização das bifurcações remete

somente aos tipos de pontos fixos criados e não à classificação das mesmas. Seguindo

de perto a notação padrão, que pode ser encontrada no livro do Kuznetsov [108], pontos

fixos com a parte real positiva (negativa) de todos os autovalores são denominados nós

instáveis (estáveis), enquanto a presença de pelo menos um autovalor com sinal oposto

aos demais caracteriza um ponto fixo do tipo sela. A única diferença com relação à
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notação padrão refere-se à caracterização dos nós: para configurar um nó é necessário

que os autovalores sejam todos positivos ou negativos, enquanto a presença de pelo menos

um autovalor imaginário com a parte real positiva (ou negativa) configura um foco. Eles

se diferenciam na forma como o sistema atinge o ponto fixo: na existência de um nó o

sistema desloca-se diretamente na direção do ponto, enquanto um foco é caracterizado

por um movimento espiral. Como do ponto de vista de estabilidade um nó e um foco

são totalmente equivalentes, a distinção entre eles não se faz necessária no contexto deste

capı́tulo.

5.1 Cadeia de osciladores

O sistema mais simples de osciladores localmente acoplados que se pode construir visando

a análise da região sincronizada consiste em uma cadeia, definida pelas equações de movimento

θ̇1 = ω1 +K sin (θ2 − θ1), (5.1a)

θ̇n = ωn +K [sin (θn−1 − θn) + sin (θn+1 − θn)] , 1 < n < N (5.1b)

˙θN = ωN +K sin (θN−1 − θN). (5.1c)

Uma solução plenamente sincronizada exige que os osciladores assumam uma frequência cons-

tanteθ̇n = Ω. A soma das equações de movimento determina Ω como a média das frequências

naturais:

Ω =
1

N

N∑
n=1

ωn. (5.2)

Como os termos de interação dependem somente das diferenças de fase entre osciladores vi-

zinhos, o sistema é invariante sob translações globais de fase θn → θn + Θ. Decorre dessa

invariância que a única forma do sistema apresentar uma frequência constante é através do tra-

vamento das diferenças de fase dos osciladores. Assim os termos sin (θn+1 − θn) são constantes

a serem determinadas pelas equações de movimento.

Substituindo (5.2) no conjunto (5.1) e somando as m primeiras equações é possı́vel deter-

minar os termos de interação,

K sin (θn+1 − θn) =

(
m∑
j=1

ωj

)
−mΩ, m = 1, ..., N − 1, (5.3)

que admitem solução se e somente se

max
1≤m≤N

∣∣∣∣∣
(

m∑
j=1

ωj

)
−mΩ

∣∣∣∣∣ ≤ K. (5.4)

Qualquer valor da constante de acoplamento K que satisfaça (5.4) leva o sistema a um estado

sincronizado, mas existe um valor mı́nimo para o acoplamento que sincroniza o sistema, deno-

49



minado acoplamento crı́tico de sincronização Ks e definido por

Ks = max
1≤m≤N

∣∣∣∣∣
(

m∑
j=1

ωj

)
−mΩ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
(

n∗∑
j=1

ωj

)
−mΩ

∣∣∣∣∣ , (5.5)

onde n∗ é o inteiro que maximiza o argumento. A média Ω pode ser eliminada através da

mudança de referencial θn → θn − Ωt nas equações de movimento, o que mostra que Ks é

definido como o valor absoluto da maior soma sequencial de frequências naturais:

K(Ω=0)
s =

∣∣∣∣∣
n∗∑
j=1

ωj

∣∣∣∣∣ . (5.6)

Voltando à equação (5.3) é possı́vel definir as diferenças de fase φn = θn− θn+1 e descrever

o seu comportamento na região K ≥ Ks pelas equações (até o final da seção será assumido

Ω = 0)

sinφn∗ =

∑n∗
i=1 ωi
K

, (5.7a)

sinφn =

∑n
i=1 ωi
K

, n 
= n∗. (5.7b)

Em K = Ks a equação (5.7a) mostra que |sinφn∗ | = 1, e para qualquer valor acima do acopla-

mento crı́tico a diferença de fase φn∗ assume dois ramos de soluções

φIn∗ (K) = sn∗ arcsin

⎛
⎝
∣∣∣∑n∗

i=1 ωi

∣∣∣
K

⎞
⎠, (5.8a)

φIIn∗ (K) = sn∗

⎡
⎣π − arcsin

⎛
⎝
∣∣∣∑n∗

i=1 ωi

∣∣∣
K

⎞
⎠
⎤
⎦ , (5.8b)

onde sn∗ = sign
(∑n∗

i=1 ωi

)
. Como os dois ramos nascem no mesmo ponto φn∗ = sn∗π/2 e

possuem estabilidades opostas (φIn∗ é estável e φIIn∗ instável [109]), a transição do sistema para o

estado sincronizado é realizada através de uma bifurcação sela-nó. Devido a esse fato é possı́vel

utilizar (5.7a) como a definição de uma função K (φn∗),

K (φn∗) =
sn∗

∣∣∣∑n∗
i=1 ωi

∣∣∣
sinφn∗

, (5.9)

definida somente na região K ≥ Ks, de forma que Ks corresponda ao mı́nimo de K (φn∗)

tomado em relação tanto a φn∗ como a sinφn∗ .

As diferenças de fase definidas em (5.7b) também possuem dois ramos de soluções,

φIn (K) = sn arcsin

( |∑n
i=1 ωi|
K

)
, (5.10a)

φIIn (K) = sn

[
π − arcsin

( |∑n
i=1 ωi|
K

)]
, (5.10b)
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onde sn = sign (
∑n

i=1 ωi), mas como |∑n
i=1 ωi| <

∣∣∣∑n∗
i=1 ωi

∣∣∣ esses ramos não partilham o

mesmo ponto de nascimento. Essa propriedade apresentada por todas as diferenças de fase com

n 
= n∗ mostra que o método de minimização de uma função K (φ) só é válido se φ = φn∗ .

Embora até o momento tenha-se assumido que n∗ seja único, os resultados são válidos para os

casos em que n∗ seja degenerado: se M = {m1,m2, ...,mL} for um conjunto de soluções de

(5.6) então ∣∣∣∣∣
m1∑
i=1

ωi

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
m2∑
i=1

ωi

∣∣∣∣∣ = ... =

∣∣∣∣∣
mL∑
i=1

ωi

∣∣∣∣∣ = K(Ω=0)
s ,

de forma que sinφmi
= sinφn∗ para i = 1, ..., L e a equação (5.9) pode ser escrita em termos

de qualquer uma dessas diferenças de fases.

Uma vez que o método de determinação do acoplamento crı́tico e das soluções na região sin-

cronizada foram explicitados, resta determinar o comportamento de Ks em função do tamanho

N do sistema. Qualquer prescrição que defina o valor das frequências naturais em função de N

admite uma solução analı́tica Ks (N) devido a (5.5). Mas se admitirmos que as frequências na-

turais sejam distribuı́das a partir de uma função de distribuição de probalibidades com variância

finita é possı́vel determinar o comportamento médio do acoplamento crı́tico 〈Ks (N)〉 assinto-

ticamente ao se interpretar o sistema como um movimento browniano de extremos fixos [49].

Para tal definimos as variáveis

Ym =
m∑
j=1

ωj, Xm = Ym − m

N
YN , (5.11)

com Y0 = X0 = 0. Como Ym é a m-ésima soma parcial de incrementos independentes ωj

o conjunto {Ym;m = 1, ..., N} é um movimento aleatório com N passos definido em R. De

forma similar X é um movimento aleatório de extremos fixos (pinned) com passo ωm − Ω

e posição instantânea Xm. No limite N → ∞ existe uma relação entre esses movimentos

aleatórios discretos e o movimento Browniano: ao se definir uma variável temporal discreta

t ∈ [0, 1] via t = m
N

a distribuição cumulativa de Ym√
N

converge para um processo de Wiener Wt

[94, 110]
Ym√
N

D−→ Wt,
Xm√
N

D−→ Wt − tW0 = W 0
t , (5.12)

onde W 0
t é a ponte browniana∗. Qualquer funcional de Ym√

N
converge (em distribuição) aos

correspondentes funcionais de W 0
t de forma que

max
1≤m≤N

∣∣∣∣Xm√
N

∣∣∣∣ D−→ max
0≤t≤1

∣∣W 0
t

∣∣ . (5.13)

Como o lado direito de (5.13) é sempre uma constante para cada realização deN e o valor maxi-

mal de |Xm| é precisamente Ks, o regime assintótico do acoplamento crı́tico de sincronização

fica definido pela média

〈Ks (N)〉 ∼
√
N, (5.14)

∗Uma ponte browniana é um processo estocástico de tempo contı́nuo St definida a partir de um processo de

Wiener Wt que satisfaça a condição S0 = S1 = 0. Uma descrição detalhada sobre esse processo pode ser

encontrada no livro escrito por Patrick Billingsley [110].
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Figura 5.1: Esquerda: comportamento de 〈Ks (N)〉 para uma cadeia de osciladores com

frequências naturais geradas por uma distribuição uniforme no intervalo [−1, 1] com 1000

realizações (pontos); a reta corresponde à função a
√
N com a = 0.495. Direita: desvio padrão

dos pontos obtidos ajustados a curva b
√
N com b = 0.15

conforme mostrado na figura 5.1.

5.2 Condições periódicas de contorno: efeitos de simetria

Sob condições periódicas de contorno o modelo de Kuramoto localmente acoplado é des-

crito pelas equações de movimento

θ̇n = ωn +K [sin (θn−1 − θn) + sin (θn+1 − θn)] , n = 1, ..., N, (5.15)

onde ωn ∈ {ω}N é o conjunto de frequências naturais dos osciladores. A topologia do anel é

definida a partir de condições periódicas de contorno θN+1 = θ1 e θ0 = θN . Semelhante ao

caso da cadeia de osciladores, existe um valor mı́nimo para a constante de acoplamento K que

leva o sistema para um estado completamente sincronizado onde as frequências instantâneas de

oscilação assumem um valor constante Ω = 1
N

∑N
j=1 ωj .

O conjunto de equações (5.15) em um estado sincronizado pode ser escrito como

Ω− ωn
K

= sinφn−1 − sinφn, n = 1, ..., N, (5.16)

onde φn = θn − θn+1. As condições de travamento para as diferenças de fase φn (K, {ω})
dependem do número de osciladores N e do valor da constante de acoplamento na região K ≥
Ks. Em um estado sincronizado qualquer as variáveis φn sempre podem ser escritas em termos

de uma variável φn∗ arbitrariamente escolhida através das relações:

sinφn = sinφn∗ +
1

K

n∗∑
j=n+1

(Ω− ωj) , n = 1, ..., n∗ − 1, (5.17a)

sinφn = sinφn∗ − 1

K

n∑
j=n∗+1

(Ω− ωj) , n = n∗ + 1, ..., N − 1. (5.17b)
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Como a identidade
∑N

j=1 φj = 0 permite escrever φN como a soma de todas as fases φn, com

n = 1, ..., N − 1, o conjunto de equações (5.16) é reduzido a uma única equação em duas

variáveis (φn∗ , K):

sin

(
φn∗ +

N−1∑
n �=n∗

φn

)
+ sinφn∗ =

∑n∗
j=1 (ωj − Ω)

K
. (5.18)

Assim como no caso da cadeia existe uma escolha apropriada para φn∗ que permite descre-

ver a região sincronizada do sistema, mas na topologia de anel as diferanças de fase não são

independentes, de forma que tanto a escolha da diferença de fase φn∗ como a descrição do com-

portamento das soluções em função de K não configuram simples extensões do caso anterior.

Assim faz-se necessário analisar configurações simplificadas envolvendo condições periódicas

de contorno para desenvolver uma compreensão inicial do sistema antes de analisar o caso geral

de frequências naturais aleatoriamente distribuı́das com dependência em N .

5.2.1 Primeiro caso não trivial: N=3

O primeiro caso não trivial que pode analisado analiticamente corresponde a um sistema

com 3 osciladores cujas frequências naturais são dadas por ω1 = −ω3 = ω e ω2 = 0. Natu-

ralmente temos Ω = 0 e a região sincronizada do sistema é descrita por apenas duas equações:

sin (φ1 + φ2) + sinφ1 =
ω

K
, (5.19a)

sinφ2 − sinφ1 = 0. (5.19b)

Como (5.19b) possui apenas duas soluções,

φI2 = φ1, φII2 = π − φ1, (5.20)

é possı́vel utilizar uma única diferença de fase φ = φ1 para reescrever (5.19) como uma única

equação K (φ) para cada tipo de solução:

KI (φ) =
ω

sinφ+ sin 2φ
, KII (φ) =

ω

sinφ
. (5.21)

A funçãoKII (φ) apresenta a mesma estrutura obtida com uma cadeia de osciladores, possuindo

apenas um mı́nimo em KII = ω com sinφ = 1. Em contrapartida KI (φ) possui uma estrutura

um pouco mais complexa, a apresentando dois mı́nimos na região K ≥ 0. Ao se definir a

variável x = sinφ os mı́nimos são escritos como KI
± = f

(
x∗±
)
,

KI
± =

ω

x∗±
(
1± 2

√
1− x∗2±

) , (5.22)

onde

x∗+ =

√
15 +

√
33

32
, x∗− = −

√
15−√

33

32
. (5.23)
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Figura 5.2: Gráfico das funções 1/KI,II (φ) (solução estável em preto e soluções instáveis

como linhas tracejadas), λI,II+ (φ) e λI,II− (φ) (azul) para ω = 1. Esquerda: soluções do tipo I

mostrando a bifurcação sela-nó estável em KI
+ e a bifurcação sela-nó instável em KI

−. Direita:

bifurcação nó-nó KII com duas soluções instáveis. Nos gráficos os rótulos f I,II (φ) dos eixos

servem apenas para representar os tipos das funções mostradas.

Cada um dos três mı́nimos gera um par de soluções que se estende por toda a região K ≥
Ks, cujas estabilidades são caracterizadas pelos autovalores da matriz jacobiana. Para obter a

matriz jacobiana J reescrevemos as equações de movimento em termos das diferenças de fase

φ̇1 = ω −K [2 sinφ1 − sinφ2 + sin (φ1 + φ2)] , (5.24a)

φ̇2 = ω +K [sinφ1 − 2 sinφ2 − sin (φ1 + φ2)] , (5.24b)

de forma que J seja escrita na forma

J = K

(
−2 cosφ1 − cos (φ1 + φ2) cosφ2

cosφ1 − cos (φ1 + φ2) −2 cosφ2 − cos (φ1 + φ2)

)
, (5.25)

com os autovalores para os dois tipos de soluções definidos por†

λI± (φ) = −2 cosφ− cos 2φ± (cosφ− cos 2φ) , (5.26)

λII± (φ) =
1

2

(
2±

√
2
√

3− 2 cosφ+ 3 cos 2φ
)
. (5.27)

Conforme pode ser observado na figura 5.2, o primeiro mı́nimo KI
+ representa uma bifurcação

sela-nó: duas soluções são criadas, uma estável com φ → 0 e outra instável com φ → 2π/3

no limite K → ∞. As soluções geradas a partir dos mı́nimos KI
− e KII são instáveis porque

a parte real dos autovalores λI− e λII− é sempre positiva para todos os valores assumidos por K:

KI
− é uma bifurcação sela-nó instável e KII é uma bifurcação do tipo nó-nó.

A forma funcional sinφ (K) das soluções do tipo I após a sincronização pode ser obtida a

partir da transformação z = sinφ, que permite escrever a equação do tipo I em (5.21) como

uma equação polinomial

−4z4 + 3z2 + 2yz − y2 = 0, (5.28)

†O acoplamento K aparece como uma constante multiplicativa em todos os autovalores. Como sua presença

não altera o sinal de λI,II
± ele não foi escrito nas equações.
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Figura 5.3: Raı́zes da equação polinomial (5.28) que representam as soluções sinφ (K) no

diagrama de bifurcação do sistema de N = 3 osciladores, com ω = 1. Esquerda: bifurcação

sela-nó com soluções r−2 (estável) e r+2 (instável). Direita: soluções instáveis r±2 da bifurcação

KI
−.

com y = ω/K, cujas raı́zes r±1 (K) e r±2 (K),

r±1 =
1

2
f0 (y)± 1

2

√
1− f0 (y)

32/34
− 3 + 16y2

31/34f0 (y)
+

y

f1 (y)
, (5.29a)

r±2 = −1

2
f0 (y)± 1

2

√
1− f0 (y)

32/34
− 3 + 16y2

31/34f0 (y)
− y

f1 (y)
, (5.29b)

onde as funções f0 (y) e f1 (y) são definidas por

f0 (y) =
(
−9 + 216y2 − 8

√
3
√

−27y2 + 207y4 − 64y6
)1/3

, (5.30a)

f1 (y) =

√
1

2
+
f0 (y)

32/34
+

3 + 16y2

31/34f0 (y)
, (5.30b)

fornecem os ramos dos mı́nimos KI
+ e KI

−, respectivamente. O comportamento das soluções

pode ser visualizado na figura 5.3: r+1 (K) corresponde à solução instável com limK→∞ φ =

2π/3; r−1 (K) corresponde à solução estável com limK→∞ φ = 0; r+2 (K) corresponde à solução

instável com limK→∞ φ = −π; r−2 (K) corresponde à solução instável com limK→∞ φ =

−2π/3.

Com o comportamento das soluções completamente descrito na região sincronizada é pos-

sı́vel analisar o espaço de fase do sistema e visualizar a evolução dos pontos fixos em função do

acoplamento, conforme ilustrado na figura 5.4 para ω = 1. Para K < Ks o sistema não admite

a existência de pontos fixos de forma que φ1,2 (t) apresentam comportamento oscilante. Para

K = 0.5 (figura 5.4a) a existência de uma bifurcação torna-se evidente pelo afunilamento do

campo vetorial em φ ≈ 0.936. A bifurcação sela-nó ocorre em Ks = KI
+ ≈ 0.568, gerando

um nó estável (r−1 ) e uma sela (r+1 ). A sela move-se através da linha φ2 = φ1 até o ponto

φ1 = π/2, onde se transforma em um nó instável com nascimento das soluções tipo nó instável
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de KII (φ) em K = 1 (figuras 5.4b e 5.4c). Na iminência do surgimento da bifurcação KI
−, as

curvas φ̇1 = 0 e φ̇2 = 0 deixam de ser circuitos fechados e passam a formar duas superfı́cies

contı́nuas (cada uma) no espaço de fase; as soluções de KII (φ) transformam-se em selas e

deslocam-se uma na direção de (φ1, φ2) = (0, π) e a outra na direção de (π, 0) (figura 5.4d). A

bifurcação KI
− ocorre em K ≈ 2.71 gerando um nó instável, que move-se para φ1 = φ2 = −π,

e uma sela que move-se para φ1 = φ2 = −2π/3 (figura 5.4e). No limite em que K → ∞ o

sistema apresenta 6 pontos fixos: um nó estável em (φ1, φ2) = (0, 0); dois nós instáveis em

(2π/3, 2π/3) e (−2π/3,−2π/3); três selas localizadas em (0, π), (π, 0) e (π, π).

Como o sistema de 3 osciladores com simetria foi completamente descrito na região sincro-

nizada, a sequência natural de analise seria considerar o caso em que nenhuma simetria esteja

presente, i.e., sistema descrito por ω1, ω2 e ω3 = −ω1 −ω2 (no referencial em que Ω = 0), com

equações no estado sincronizado

sin (φ1 + φ2) + sinφ2 =
ω1 + ω2

K
, (5.31a)

sinφ1 − sinφ2 = −ω2

K
. (5.31b)

Com um pouco de algebra a equação (5.31a) pode ser escrita na forma

4 sin2 φ1 cos
2 φ1 sin

2 φ2 cos
2 φ2

=

[(
ω1 + ω2

K
− sinφ2

)2

+ sin2 φ1 sin
2 φ2 + cos2 φ1 cos

2 φ2 − 1

]2
, (5.32)

e ao se definir z = sinφ2 e y1,2 = ω1,2/K, a equação (5.32) é representada por um polinômio

de sexta ordem:

−4z6 + 8 (y1 + 2y2) z
5 +

[
3− 4

(
y21 + 6y1y2 + 6y22

)]
z4 + 4 (y1 + 2y2) [−1 + 2y2 (y1 + y2)] z

3

−2
[
y21 − 2y1y2 − 2y22

(
1− y21

)
+ 4y1y

3
2 + 2y42

]
z2 + 4y21 (y1 + 2y2) z

−y21 (y1 + 2y2)
2 = 0. (5.33)

A ordem desse polinômio é muito alta para se procurar soluções analı́ticas do tipo sinφ2 =

f (K), mas como a potência em K é menor do que a potência em sinφ2 é possı́vel obter

soluções analı́ticas na forma K−1 (φ2). Para tal reescrevemos o conjunto (5.31) na forma

sin2 φ2

[
1− (sinφ2 − ω2x)

2] = [(ω1 + ω2) x− sinφ2 − (sinφ2 − ω2x) cosφ2]
2 , (5.34)

onde x = K−1. Como (5.34) é um polinômio de segunda ordem em x, as soluções K−1 (φ2)

são dadas por

K−1
± (φ2) =

(ω1 + 2ω2) sinφ2 (1 + cosφ2)±
√
k (φ2)

2ω2 (ω1 + ω2) cosφ2 + ω2
2 + (ω1 + ω2)

2 , (5.35a)

k (φ2) = sin2 φ2

[
ω2
1 sin

2 φ2 + 2ω2 (ω1 + ω2) cosφ2 + (ω1 + ω2)
2] . (5.35b)

O comportamento das soluções sincronizadas dado por (5.35) é qualitativamente idêntico ao

caso com simetria ilustrado na figura 5.2: K−1
+ da origem a duas bifurcações, uma sela-nó (nó
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Figura 5.4: Espaço de fase para diferentes valores de K. Curvas pretas correspondem a φ̇1 = 0,

curvas azuis correspondem a φ̇2 = 0 e as linhas tracejadas correspondem a φ2 = φ1 e φ2 =

π − φ1. a) Presença do fantasma na iminência da bifurcação sela-nó (K = 0.5). b) Pontos

fixos estável e instável oriundos de KI
+ e iminência da bifurcação KII (K = 0.9). c) Dois nós

instáveis gerados por KII (K = 1.3). d) Na iminência da bifurcação KI
− as curvas φ̇1 = 0 e

φ̇2 = 0 formam um contı́nuo no espaço de fase que transforma os nós instáveis de KII em selas

(K = 2.0). e) Geração de nó e sela instáveis a partir de KI
− (K = 5.0). f) Espaço de fase no

limite assintótico de K → ∞ mostrando os 6 pontos fixos.
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estável) em K+ (φ∗
2) = Ks onde φ∗

2 é solução de ∂φ2K+ (φ2) |φ2=φ∗2 = 0, e uma sela-nó com nó

instável representada por KI
−; K−1

− da origem a uma única bifurcação nó-nó representada por

KII . O que difere do caso com simetria (parte quantitativa) é que a determinação analı́tica dos

pontos K (ω1, ω2) e φ2 (ω1, ω2) no espaço de soluções onde as bifurcações ocorrem não admite

uma representação simples (até o momento não foi obtida uma forma analı́tica para elas).

5.2.2 N=4 com simetria especular

Se considerarmos um sistema comN = 4 osciladores com simetria especular as frequências

naturais devem satisfazer as condições ω3 = −ω2 e ω4 = −ω1. Considerando que ω1 e ω2 sejam

positivos, a simetria impõe que sinφ1 = sinφ3, com soluções

φI3 = φ1, φII3 = π − φ1. (5.36)

Considerando primeiro a solução φII3 , as equações no estado sincronizado são escritas na forma

sin (π + φ2) + sinφ1 =
ω1

K
, sinφ2 − sinφ1 =

ω2

K
. (5.37)

A única forma desse sistema admitir solução é no caso especial ω2 = −ω1. Como esse caso

será analisado em um contexto mais geral na próxima seção, vamos analisar somente a solução

φI3, que reduz o sistema a apenas duas equações:

sin (2φ1 + φ2) + sinφ2 =
ω1 + ω2

K
, (5.38a)

sinφ2 − sinφ1 =
ω2

K
. (5.38b)

Manipulando a equação (5.38a), é possı́vel escreve-la na forma

sin2 φ1

(
1− sin2 φ1

) (
1− sin2 φ2

)
=

[
ω1 + ω2

2K
− sinφ2

(
1− sin2 φ1

)]2
. (5.39)

Definindo z = sinφ2 e y1,2 = ω1,2/K, e usando (5.38b) como sinφ1 = z−y2, a equação (5.39)

pode ser escrita como um polinômio de terceira ordem,

z3 (y2 − y1)− z2
(
3y22 − 2y1y2

)
+ z

(
3y32 − y1y

2
2 + y1 − y2

)
−1

4

(
4y42 − 3y22 + y21 + 2y1y2

)
= 0, (5.40)

cujas raı́zes são dadas por

r1 =
2ω1ω2 − 3ω2

2

3K (ω1 − ω2)
+

4ω2
1ω

2
2 + 12K2 (ω1 − ω2)

2 +K4f
2/3
0 (K)

6K3 (ω1 − ω2) f
1/3
0 (K)

, (5.41a)

r±2 =
2ω1ω2 − 3ω2

2

3K (ω1 − ω2)

+
−4
(
1± i

√
3
) [

3K2 (ω1 − ω2)
2 + ω2

1ω
2
2

]
+
(−1± i

√
3K4

)
f
2/3
0 (K)

12K3 (ω1 − ω2) f
1/3
0 (K)

, (5.41b)
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onde a função f0 (K) é definida por

f0 (K) = f1 (K) + 3
√
3
√
f2 (K), (5.42a)

f1 (K) = −8
ω3
1ω

3
2

K6
− 9

(ω1 − ω2)
2 (3ω2

1 − 2ω1ω2 + 3ω2
2)

K4
(5.42b)

f2 (K) = 16
ω3
1ω

3
2 (ω1 − ω2)

4

K10
+

(ω1 − ω2)
4 (27ω4

1 − 36ω3
1ω2 + 2ω2

1ω
2
2 − 36ω1ω

3
2 + 27ω4

2)

K8

− 64
(ω1 − ω2)

6

K6
. (5.42c)

As raı́zes r1 (K) e r−2 (K) fornecem o comportamento das soluções travadas de sinφ2 (K) para

K ≥ Ks, porém raı́z r+2 assume valores somente maiores do que |1|, não representando uma

solução real de sinφ2. A partir das soluções é possı́vel construir o diagrama de bifurcação

do sistema uma vez que se conheça a estabilidade das soluções. Para tal reduzimos o espaço

de fase do sistema ao considerar conjuntos de condições iniciais que satisfaçam φ3 (t = 0) =

φ1 (t = 0), sendo φ1 (t = 0) e φ2 (t = 0) gerados aleatoriamente. Assim é possı́vel seguir o

mesmo procedimento da seção anterior e escrever as equações de movimento em termos das

diferenças de fase φn,

φ̇1 = ω1 − ω2 −K [2 sinφ1 − sinφ2 + sin (2φ1 + φ2)] , (5.43a)

φ̇2 = 2ω2 + 2 (sinφ1 − sinφ2) , (5.43b)

para obter os autovalores da matriz jacobiana

λ± =
τ ±√

τ 2 − 4Δ

2
, (5.44)

onde o traço τ e o determinante Δ da matriz são dados por

τ = −2K cosφ1 [1 + 2 cos (φ1 + φ2)] , (5.45a)

Δ = −4K2 cos2
(
φ1 + φ2

2

)
[1− cos 2φ1 − 2 cos (φ1 + φ2)] . (5.45b)

Nesse ponto encontramos um problema porque as soluções sincronizadas são dadas em termos

de sinφ2 enquanto os autovalores da jacobiana dependem de φ1 e φ2. Para resolver este pro-

blema primeiro é necessário observar que para cada raiz em (5.41) existem duas soluções φ2:

φI2 (r1) = arcsin (r1), φII2 (r1) = π − arcsin (r1), (5.46a)

φI2
(
r−2
)

= arcsin
(
r−2
)
, φII2

(
r−2
)
= π − arcsin

(
r−2
)
. (5.46b)

Como r1 e r−2 não dependem de φ1, é necessário voltar e analisar as equações (5.38) para

determinar a dependência φ1 = f (φ2) para cada solução de (5.46). Uma análise númerica das

equações mostra que a relação φ1 = arcsin
(
sinφ2 − ω2

K

)
leva às soluções φI2 (r1) e φI2

(
r−2
)

enquanto φ1 = π − arcsin
(
sinφ2 − ω2

K

)
corresponde aos ramos complementares φII2 (r1) e

φII2
(
r−2
)
, o que permite calcular os autovalores.
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Figura 5.5: Raı́zes r1 (K) e r−2 (K) de (5.40) representando o diagrama de bifurcação na região

sincronizada para ω1 = 1 e ω2 = 1/3. Linhas contı́nuas (tracejadas) representam soluções

estáveis (instáveis). Esquerda: Projeção do diagrama de bifurcação no espaço sinφ2 ×K mos-

trando a bifurcação Ks gerando duas soluções, uma estável com sinφ2 → 0 e outra instável

com sinφ2 → 1 no limite K → ∞. Direita: diagrama de bifurcação mostrando a não locali-

dade da bifurcação Ks, que aparece como uma bifurcação sela-nó usual na região cosφ2 > 0 e

como uma sela-nó não usual na região cosφ2 < 0, contendo apenas soluções instáveis.

Na representação sinφ2 × K duas soluções são criadas na bifurcação Ks (figura 5.5 es-

querda). Como sinφ = sin (π − φ) essa representação não mostra que para cada ramo de sinφ2

existem na verdade dois ramos no espaço φ2 ×K, de forma que a bifurcação Ks ocorre simul-

taneamente em duas regiões do espaço de fase: na região definida por cosφ2 > 0 ela aparece

como uma bifurcação sela-nó usual, com uma solução estável φI2 (r1) e uma instável φI2
(
r−2
)
;

na região definida por cosφ2 < 0 ela aparece como uma bifurcação sela-nó não usual contendo

somente soluções instáveis, sendo φII2 (r1) um nó instável e φII2
(
r−2
)

uma sela instável (figura

5.5 direita).

No espaço de fase a visualização dos tipos de ponto fixo se torna mais clara, conforme

ilustrado na figura 5.6: na iminência da bifurcação Ks é possı́vel visualizar os dois pontos fixos

simultâneos sendo formados em (φ1, φ2) ≈ (0.4, 1) e (φ1, φ2) ≈ (2.5, 2.5) (esquerda); para

K > Ks é possı́vel visualizar o nó estável em (φ1, φ2) ≈ (0, 0.5) e a sela em (φ1, φ2) ≈ (1, 1.4)

criados na região de cosφ2 > 0, a sela em (φ1, φ2) ≈ (2.5, 1.5) e o nó instável em (φ1, φ2) ≈
(3, 2.5) (centro); no limite em que K → ∞ o nó estável move-se em direção a (0, 0), as duas

selas movem-se na direção de (π/2, π/2) até fundirem-se em uma única sela e o nó instável

move-se em direção a (π, π) (direita).

A constante de acoplamento crı́tica pode ser obtida pelo mı́nimo da função K (sinφ2) =

K (z), de forma que ∂zK (z) |z=z∗ = 0 calculada implicitamente em (5.40) fornece duas soluções

z∗± =
ω2 (2ω1 − 3ω2)±

√
ω2
1ω

2
2 + 3K2 (ω1 − ω2)

2

3K (ω1 − ω2)
. (5.47)
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Figura 5.6: Espaço de fase do sistema mostrando a evolução dos pontos fixos em função do

acoplamento K para a mesma configuração de frequências naturais. Linhas pretas (azuis) cor-

resondem a φ̇1 = 0 (φ̇2 = 0). Esquerda: iminência da bifurcação Ks, mostrando a não lo-

calidade da bifurcação (K = 0.7). Centro: nó estável e sela instável criados na região com

cosφ2 > 0 (parte central da figura), e sela e nó instáveis criados na região cosφ2 < 0, na parte

superior direita da figura (K = 1.5). Direita: para valores grandes de acoplamento o nó estável

move-se para (φ1, φ2) = (0, 0), as duas selas instáveis movem-se na direção de (π/2, π/2) até

fundirem-se em uma única sela instável (no limite K → ∞, não mostrado no gráfico), o nó

instável move-se na direção de (π, π) e as curvas deformam-se até formar uma sela instável em

(0, π), presente somente quando K → ∞ e não mostrado no gráfico (K = 20.0).

As raı́zes z∗± inseridas de volta em (5.40) fornecem quatro soluções:

K±,±
s (ω1, ω2) = ± 1

8
√
2 |ω1 − ω2|

√
k±0 (ω1, ω2), (5.48)

onde a função k±0 (ω1, ω2) é definida por

k±0 (ω1, ω2) = 27ω4
1 − 9ω3

1

(
4ω2 ±

√
k1 (ω1, ω2)

)
+ ω2ω

2
1

(
2ω2 ± 5

√
k1 (ω1, ω2)

)
− ω1ω

2
2

(
36ω2 ∓ 5

√
k1 (ω1, ω2)

)
+ 9ω3

2

(
3ω2 ∓

√
k1 (ω1, ω2)

)
, (5.49a)

k1 (ω1, ω2) = 9ω2
1 − 14ω1ω2 + 9ω2

2. (5.49b)

Para o caso considerado (ω1 e ω2 positivos) as soluções K±,+
s são sempre números imaginários

puros conjugados, não representando uma solução fı́sica. Já as soluçõesK±,−
s são sempre reais,

mas como K−,−
s é sempre negativa o acoplamento crı́tico de sincronização é dado por

Ks = K+,−
s (ω1, ω2) . (5.50)

O caso de frequências naturais ω1 = 1 e ω2 = 1/3 considerado nos gráficos apresenta um

acoplamento crı́tico Ks ≈ 0.734.
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5.2.3 Duas frequências naturais

Considere um sistema com um número par de osciladores tal que as frequências naturais

sejam arranjadas na forma:

ωn =

{
ω, para n ı́mpar

−ω, para n par
(5.51)

Na região sincronizada a simetria impõe restrições nas diferenças de fase φn para n = 3, ..., N−
1,

sinφn =

{
sinφ1, para n = 3, 5, ..., N − 1,

sinφ2, para n = 4, 6, ..., N − 2.
, (5.52)

onde φ1 e φ2 satisfazem as equações

sin

⎡
⎣ N−1∑
n=ı́mpar

φn (φ1) +
N−2∑
n=par

φn (φ2)

⎤
⎦+ sinφ1 =

ω

K
, (5.53a)

sinφ1 − sinφ2 =
ω

K
. (5.53b)

A solução trivial de (5.53) corresponde a tomar φn = φ1 para n par, φn = φ2 para n ı́mpar e

φ2 = −φ1, de forma que (5.53a) é escrita na forma

sinφ1 =
ω

2K
. (5.54)

Como esse conjunto de soluções φn maximiza o lado esquerdo de (5.53a), o acoplamento crı́tico

é dado por

Ks =
ω

2
, (5.55)

visto que não existe outra solução para as equações com K < Ks. Mas como cada igualdade

em (5.52) admite soluções φ+
n = φ1,2 e φ−

n = π − φ1,2, todas as possı́veis combinações devem

ser consideradas para construir o espaço de soluções, de forma que o acoplamento crı́tico Ks

pode ser extremamente degenerado, onde o grau de degenerescência deve depender somente do

número de osciladores que compõem o anel.

Para começar a descrever esse sistema, vamos primeiro analisar os subespaços simétricos

(bidimensionais) do sistema, obtidos a partir de condições iniciais que satisfaçam cada simetria

presente no conjunto de equações (5.52) e (5.53). Definindo

φ+
n =

{
φ1, para n = 3, 5, ..., N − 1,

φ2, para n = 4, 6, ..., N − 2.
, (5.56a)

φ−
n =

{
π − φ1, para n = 3, 5, ..., N − 1,

π − φ2, para n = 4, 6, ..., N − 2.
, (5.56b)

as equações de movimento são escritas na forma

φ̇1 = 2ω −K
[
2 sinφ1 − sinφ2 + sinΦ±,±,... (φ1, φ2)

]
, (5.57a)

φ̇2 = −2ω + 2K (sinφ1 − sinφ2) , (5.57b)
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onde Φ±,±,... (φ1, φ2), dado por

Φ±,±,... (φ1, φ2) = φ1 + φ2 +
N−1∑

n=3,5,...

φ±
n (φ1) +

N−2∑
n=4,6,...

φ±
n (φ2) , (5.58)

define cada um dos 2N−3 subespaços do sistema. A estabilidade das soluções de cada subespaço

é descrita pelos autovalores da matriz jacobiana

λ± =
τ ±√

τ 2 − 4Δ

2
, (5.59)

com o traço τ e o determinante Δ são definidos por

τ = −K [2 (cosφ1 + cosφ2) + ∂φ1ΦcosΦ] , (5.60a)

Δ = 2K2 [cosφ1 cosφ2 + (∂φ1Φcosφ2 − ∂φ2Φcosφ1) cosΦ] . (5.60b)

Começando com um sistema com N = 6, os subespaços simétricos são definidos por Φ±±±

de forma que a equação (5.53a) assume as seguintes representações em cada subespaço:

Φ+++ =
(
φ+
3 , φ

+
4 , φ

+
5

) → sin (3φ1 + 2φ2) + sinφ1 =
ω

K
, (5.61a)

Φ−++ =
(
φ−
3 , φ

+
4 , φ

+
5

)
Φ++− =

(
φ+
3 , φ

+
4 , φ

−
5

)
}

→ − sin (φ1 + 2φ2) + sinφ1 =
ω

K
, (5.61b)

Φ+−+ =
(
φ+
3 , φ

−
4 , φ

+
5

) → − sin 3φ1 + sinφ1 =
ω

K
, (5.61c)

Φ−+− =
(
φ−
3 , φ

+
4 , φ

−
5

) → sin (−φ1 + 2φ2) + sinφ1 =
ω

K
, (5.61d)

Φ−−+ =
(
φ−
3 , φ

−
4 , φ

+
5

)
Φ+−− =

(
φ+
3 , φ

−
4 , φ

−
5

)
Φ−−− =

(
φ−
3 , φ

−
4 , φ

−
5

)
⎫⎪⎬
⎪⎭ → sinφ1 =

ω

2K
. (5.61e)

Como o conjunto (5.61) corresponde a todas as possı́veis soluções da equação (5.53a), todas

as soluções de ponto fixo na região sincronizada podem ser representadas através das funções

K−1 (φ1), obtidas a partir de (5.61) e (5.53b) com a determinação das relações φ2 = f (φ1)

em cada subespaço. As soluções, com os respectivos pontos de bifurcação em cada subespaço

representados pelo par (K∗, φ∗
1), são descritas nos itens a seguir e ilustradas na figura 5.7 para

o caso com ω = 1.

1 Subespaço Φ+++ (figura 5.7a):

φ+
2 = 2π

3
n1 − φ1 →

⎧⎪⎨
⎪⎩

n1 = 0 → (K∗, φ∗
1) = (ω/2, π/2)

n1 = 1 → (K∗, φ∗
1) = (ω, 5π/6)

n1 = −1 → (K∗, φ∗
1) = (ω, π/6)

φ−
2 = π (2n2 − 1)− 3φ1 → n2 = 0 →

⎧⎪⎨
⎪⎩

(K∗, φ∗
1) = (ω/2, π/2)

(K∗, φ∗
1) = (1.83712, 3.56213)

(K∗, φ∗
1) = (1.83712,−0.42053)

(5.62)
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2 Subespaços Φ−++ e Φ++− (figura 5.7b):

φ+
2 = 2πn1 − φ1 → n1 = 0 → (K∗, φ∗

1) = (ω/2, π/2)

φ−
2 =

π (2n2 + 1)− φ1

3
→

⎧⎪⎨
⎪⎩

n2 = 0 → (K∗, φ∗
1) = (1.83712, 1.87999)

n2 = 1 → (K∗, φ∗
1) = (1.83712, 1.2616)

n2 = 2 → (K∗, φ∗
1) = (ω/2, π/2)

(5.63)

3 Subespaço Φ+−+ (figura 5.7c):

φ+
2 = 3φ1

φ−
2 = π − 3φ1

}
→

⎧⎪⎨
⎪⎩

(K∗, φ∗
1) = (ω/2, π/2)

(K∗, φ∗
1) = (1.83712,−0.420534)

(K∗, φ∗
1) = (1.83712, 3.56213)

(5.64)

4 Subespaço Φ−+− (figura 5.7d):

φ+
2 =

2πn1 + φ1

3
→

⎧⎪⎨
⎪⎩

n1 = 0 → (K∗, φ∗
1) = (1.83712, 1.2616)

n1 = 1 → (K∗, φ∗
1) = (1.83712, 1.87999)

n1 = −1 → (K∗, φ∗
1) = (ω/2, π/2)

(5.65)

φ−
2 = π (2n2 − 1) + φ1 → n2 = 0 → (K∗, φ∗

1) = (ω/2, π/2)

5 Subespaços Φ−−+, Φ+−− e Φ−−−:

φ+
2 = −φ1

φ−
2 = −π + φ1

}
→ (K∗, φ∗

1) = (ω/2, π/2) (5.66)

Conforme esperado o acoplamento crı́tico Ks é altamente degenerado porque cada subespa-

ço apresenta duas bifurcações responsáveis pela sincronização: uma nó-nó, com um nó estável

e outro instável, sempre acompanhada de uma sela-sela ou uma sela-nó instável‡. É importante

notar que não só Ks mas todos os valores do acoplamento responsáveis pelo surgimento de

novas soluções apresentam a mesma composição de bifurcações duplas, conforme pode ser

observado na figura 5.7.

Embora as soluções encontradas em cada subespaço correspondam a todas as soluções do

sistema, a estabilidade obtida via autovalores da matriz jacobiana bidimensional na equação

(5.59) não corresponde necessariamente à estabilidade das soluções quando as condições in-

iciais não satisfazem propriedades de simetria. No caso é necessário obter os autovalores a

partir da matriz jacobiana formada por todas as equações de movimento§. O que se observa ao

realizar esse procedimento para os pontos fixos nascidos emKs (cálculo realizado bem próximo

‡A definição do tipo de bifurcação não pode ser inferida a partir da figura 5.7, visto que ela depende da estrutura

dos autovalores. A determinação do tipo de cada bifurcação será demonstrada mais a frente.
§O tratamento da estabilidade será discutido mais a frente quando considerarmos um sistema de osciladores

completamente geral.
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Figura 5.7: Projeção do diagrama de estabilidade com as soluções de ponto fixo dadas pela

funçãoK−1 (φ1) definida nos subespaços simétricos. Linhas contı́nuas (tracejadas) representam

soluções estáveis (instáveis); linhas pretas (azuis) representam soluções do tipo φ+
2 (φ−

2 ). (a)

Subespaço Φ+++. (b) Subespaço Φ−++. (c) Subespaço Φ+−+. (d) Subespaço Φ−+−.

das bifurcações) é a existência de duas soluções estáveis oriundas de Φ+++: a solução estável de

φ+
2 (n1 = 0), nascida em uma bifurcação nó-nó, mantém a sua estabilidade enquanto uma das

selas de φ−
2 (nascida de uma bifurcação sela-sela no subespaço Φ+++) ganha estabilidade por a

bifurcação transformar-se em nó-nó, conforme pode observado na figura 5.8. Todos os outros

pontos fixos nascidos em Ks são criados a partir de bifurcações do tipo sela-sela no espaço de

fase completo.

O fato de uma solução ser estável em um subespaço mas perder a estabilidade no espaço de

fase completo não configura uma situação inusitada porque os subespaços podem representar

somente as direções estáveis de um ponto fixo do tipo sela, porém o motivo pelo qual um

ponto fixo se apresenta instável em um subespaço mas estável do espaço completo ainda não é

compreendido.

O resultado da análise de estabilidade dos pontos fixos na região imediatamente após Ks

fornece um panorama um tanto quanto inesperado: de um total de 32 soluções criadas a partir

de 16 bifurcações diferentes (lembrando que existem 8 subespaços de soluções simétricas, cada

um com duas bifurcações), existem dois pontos fixos estáveis originados de duas bifurcações

nó-nó enquanto os outros 28 pontos fixos são do tipo sela. Se considerarmos um sistema com

um número tão grande de selas e 2 nós estáveis, seria natural esperar algum tipo de compor-

tamento fora do comum. Ao se analisar da evolução temporal das frequências instantâneas o
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Figura 5.8: Soluções φ−
2 (φ1) de Φ+++ nascidas em Ks através de uma bifurcação sela-sela no

subespaço (figura à esquerda). No espaço de fase completo a bifurcação altera a estabilidade,

transformando-se em uma bifurcação nó-nó: a solução com φ1 → 0.8 (no limite K → ∞) é um

nó estável (autovalores negativos representados por pontos pretos na figura à direita), enquanto

a solução com φ1 → 2.35 é um nó instável (autovalores positivos representados por pontos

azuis)

que se observa corresponde precisamente a essa expectativa, conforme ilustrado na figura 5.9.

Na iminência da sincronização (K = 0.499) deveria ser observado os deslizes de fase relata-

dos no capı́tulo anterior, com o perı́odo entre cada deslize proporcional a (Ks −K)α, porém

o que se observa nesse sistema é uma forte dependência com relação às condições iniciais:

existem condições iniciais que levam os osciladores próximos às regiões de aparecimento das

bifurcações, mas como eles visitam mais de um dos fantasmas das bifurcações os deslizes de

fase aparecem com perı́odos caóticos (esquerda); ao mesmo tempo existem condições iniciais

que fazem os osciladores percorrerem todo o espaço de fase e eventualmente encontrar algum

fantasma, o que em geral não ocorre simultaneamente para todos os osciladores, resultando no

aparecimento intermitente dos deslizes de fase (direita).

Esse comportamento não usual também é observado na região de valores de acoplamento

imediatamente acima de Ks: sob um conjunto de condições iniciais θn (t = 0) = η, onde η

é uma variável aleatória definida a partir de uma distribuição uniforme no intervalo [−a, a],
para valores de a menores do que 1 (aproximadamente) o sistema sempre encontra o ponto fixo

estável de φ+
2 (n1 = 0); porém para a ≥ 1 existem condições iniciais que não levam o sistema

a um estado sincronizado, onde os osciladores ficam continuamente procurando por pontos

fixos (a figura à direita de 5.9 ilustra perfeitamente o comportamento tı́pico das frequências

instantâneas nesse caso); o ponto fixo de φ−
2 apresenta uma bacia de atração extremamente pe-

quena, sendo necessárias condições iniciais muito próximas para que ele seja observado. Esse

comportamento implica que os nós estáveis gerados em Ks correspondem somente a atratores

locais no espaço fase. Uma possı́vel explicação para esse fenômeno é que as superfı́cies defi-

nidas por φ̇n = 0 formam um invólucro ao redor desses pontos fixos, atuando como um região

de repulsão para soluções fora do seu interior. No entanto a alta dimensionalidade do sistema

torna bastante difı́cil a verificação dessa hipótese.
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Figura 5.9: Evolução temporal das frequências instantâneas θ̇1 (t) e θ̇2 (t) na iminência da

sincronização (K = 0.499). Para um conjunto de condições iniciais são observados deslizes de

fase sem a caracterização de um perı́odo definido (esquerda), devido à presenca de vários fan-

tasmas das bifurcações. Outros conjuntos fazem os osciladores percorrerem todo o espaço de

fase e só eventualmente encontrarem algum fantasma, em geral não simultaneamente para todos

os osciladores (direita). Sob essas condições os deslizes de fase ocorrem intermitentemente.

Devido à alta degenerescência não só em Ks mas em todos os valores de K > Ks onde

ocorrem bifurcações, o comportamento das soluções também apresenta peculiaridades, tanto

nos subespaços como no espaço de fase completo. Para ilustrar esse fato vamos considerar

somente soluções no subespaço Φ++... (o motivo dessa escolha ficará mais claro adiante). A

representação da equação (5.53a) que descreve a região sincronizada desse sistema, obtida

através da definição das fases em (5.56a), é dada por

sin

[
Nφ1 + (N − 2)φ2

2

]
+ sinφ1 =

ω

K
. (5.67)

Combinando (5.67) com (5.53b), as variáveis φ1 e φ2 são relacionadas pela equação

sin

[
Nφ1 + (N − 2)φ2

2

]
= − sinφ2, (5.68)

que admite dois tipos de solução φ2 = f (φ1):

φ+
2 =

4πm1

N
− φ1, m1 = 0,±1,±2, ..., (5.69a)

φ−
2 =

2π (2m2 − 1)−Nφ1

N − 4
, m2 = 0, 1, 2, .... (5.69b)

Para cada tipo de solução em (5.69) existe uma função K−1
± (φ1) que descreve os pontos fixos

do sistema,

K−1
+ (φ1,m1) =

1

ω

[
sinφ1

(
1 + cos

4πm1

N

)
− cosφ1 sin

4πm1

N

]
, (5.70a)

K−1
− (φ1,m2) =

1

ω

{
sin

[
(N − 2) (2m2 − 1) π

N − 4
− N

N − 4
φ1

]
+ sinφ1

}
, (5.70b)
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Figura 5.10: Soluções de K−1
± (φ1) que representam os pontos fixos do sistema na região de

sincronização. Linhas contı́nuas (tracejadas) representam pontos fixos estáveis (instáveis). Es-

querda: soluções de K−1
+ (φ1,m1), com bifurcações nó-nó para m1 = 0, sela-nó estáveis para

m1 = 1 e m1 = 2, e sela-nó instáveis para m1 = −1 e m1 = −2, cujas selas ganham es-

tabilidade (tornam-se nós estáveis) depois da bifurcação. Direita: soluções de K−1
− (φ1,m2),

com bifurcações sela-sela para m2 = 1, sela-nó estáveis (instáveis) nas bifurcações à esquerda

(direita) de m2 = 0 e m2 = 2; os nós estáveis de perdem a estabilidade depois da bifurcação,

transformando-se em selas.

onde mı́nimos ∂φ1K± (φ1) |φ1=φ∗1 = 0 (máximos de K−1
± ) fornecem os pontos φ∗

m1
e φ∗

m2
onde

ocorrem as bifurcações,

tanφ∗
m1

= −1 + cos 4πm1

N

sin 4πm1

N

, (5.71a)

cosφ∗
m2

=
N

N − 4
cos

[
(N − 2) (2m2 − 1) π

N − 4
− N

N − 4
φ∗
m2

]
. (5.71b)

A figura (5.10) mostra as soluções K−1
+ (φ1,m1) (esquerda) e K−1

− (φ1,m2) (direita) com

as estabilidades explı́citas para N = 10. Semelhante a casos descritos anteriormente, o sis-

tema apresenta bifurcações sela-nó estáveis para m1 = 1, 2 e nas bifurcações à esquerda de

m2 = 0, 2, sela-nó instáveis para m1 = −1,−2 e nas bifurcações à direita de m2 = 0, 2, uma

bifurcação nó-nó para m1 = 0 e uma sela-sela para m2 = 1 (as duas últimas em Ks). O que

chama a atenção nesse sistema é a existência de ramos de soluções que apresentam inversão

de estabilidade quando a intensidade do acoplamento é variada (m1 = −1,−2 e bifurcações à

esquerda de m2 = 0, 2). A análise da parte real dos autovalores dessas soluções (figura 5.11)

mostra que o autovalor λ− (φ1) é responsável pelas inversões: nas bifurcações de m1 = −1,−2

o ponto fixo nasce uma sela (Re [λ+] < 0 e Re [λ−] > 0), mas quando a parte real do autovalor

λ− torna-se negativa ele vira um nó estável (figuras 5.11a e 5.11b); nas bifurcações à esquerda

de m2 = 0, 2 a parte real de λ− é positiva e torna-se negativa a partir de um determinado valor

de φ1, que transforma os nós estáveis em selas (figuras 5.11c e 5.11d).

Os pontos precisos onde a parte real do autovalor λ− (φ1) troca de sinal podem ser iden-

tificados ao analisar essas soluções em conjunto, conforme figura 5.12: o ramo originado da

bifurcação à esquerda de m2 = 0 perde a estabilidade quando cruza com o ramo originado
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Figura 5.11: Ramos de soluções do sistema com N = 10 que apresentam mudança de estabi-

lidade com a variação da intensidade do acoplamento Soluções estáveis (instáveis) são repre-

sentadas por linhas contı́nuas (tracejadas), pretas (azuis) para as soluçoes de m1 (m2), enquanto

a parte real dos autovalores λ± são representados por linhas foscas, indentificadas nas figuras.

Figuras (a) e (b): bifurcações com m1 = −1 e m1 = −2, respectivamente, mostrando que

as soluções à direita nascem selas e tornam-se nós estáveis quando a parte real de λ− torna-se

negativa. Figuras c) e d): bifurcações com m2 = 0 e m2 = 2, respectivamente, mostrando os

nós estáveis nascidos na bifurcação à esquerda tornarem-se selas quando a parte de real de λ−
passa a ser positiva.

de m1 = −1 em K ≈ 0.764 com φ1 = π/10, que passa a ser estável para valores super-

iores do acoplamento (figura à esquerda); o mesmo processo ocorre com o ramo proveniente

da bifurcação à esquerda de m2 = 2, que troca a estabilidade com o ramo de m1 = −2 em

K ≈ 5.236 e φ1 = −3π/10 (figura à direita).

Mudanças do tipo de estabilidade dos pontos fixos de sistema ocorrem não só nos ramos

que apresentam partes estáveis mas também nos ramos instáveis, como pode ser observado nas

figuras 5.11c e 5.11d: nas bifurcações sela-nó instáveis à direita de m2 = 0 e m2 = 2, os nós

instáveis passam a ser selas quando a parte real de λ+ torna-se negativa. Como as soluções

K−1
± (φ1) são simétricas em relação ao eixo definido por φ1 = π/2, o mecanismo que altera

a estabilidade dessas soluções é o mesmo processo descrito no parágrafo acima ocorrendo nos

pontos φ1 = 9π/10 e φ1 = 13π/10, que são as projeções simétricas na região φ1 ≥ π/2.

A movimentação das soluções de ponto fixo e o aparecimento das bifurcações podem ser

visualizados no espaço de fase (φ1, φ2) do sistema, conforme mostra a figura 5.14. Todo ponto
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Figura 5.12: Região de troca de estabilidade das soluções de K−1
± (φ1). Esquerda: nó estável

de m2 = 0 perde a estabilidade para a sela de m1 = −1 no cruzamento das soluções. Direita:

nó estável de m2 = 2 perde a estabilidade para a sela de m1 = −2 no cruzamento das soluções.

fixo aparece nas intersecções das curvas φ̇1 = 0 (preto) e φ̇2 = 0 (azul). Para facilitar a descrição

vamos definir algumas regiões do espaço:

• O espaço de fase pode ser divido em 4 regiões ao se definir os eixos de simetria φ1 = π/2

e φ2 = −π/2: região I com φ1 ≤ π/2 e φ2 ≥ −π/2; região II com φ1 ≥ π/2 e

φ2 ≥ −π/2; região III com φ1 ≤ π/2 e φ2 ≤ −π/2; região IV com φ1 ≥ π/2 e

φ2 ≤ −π/2.

• Existe uma linha S, definida por φ2 = φ1 − π (diagonal em todos os gráficos), que divide

o espaço de fase ao meio, sendo a parte superior formada pela região I inteira e metade

das regiões II e III.

Sob essas definições é possı́vel observar que a região IV corresponde a inversão especular de I

e que a região II corresponde a inversão especular de III. Os pontos fixos estáveis do sistema

aparecem somente na parte superior de S, de forma que podemos focar a analise somente nas

soluções dessa região (as soluções que aparecem na parte inferior de S correspondem somente

aos pares instáveis mencionados anteriormente).

O acoplamento crı́tico Ks ocorre em K = 0.5 no ponto (φ1, φ2) = (π/2,−π/2), onde a

solução estável nasce em uma bifurcação nó-nó. No espaço de fase as curvas φ̇1 = 0 e φ̇2 = 0

formam circuitos fechados e o aparecimento dessas soluções é mostrado na região I da figura

5.14a: o nó estável (instável) encontra-se à esquerda (direita), para K = 0.52. As bifurcações

de m1 = ±1 aparecem na intersecção de outros dois circuitos fechados φ̇1 = 0 (figura 5.14b),

onde o ponto fixo estável de m1 = 1 aparece na intersecção superior dos circuitos na região III

(figura 5.14c). As soluções da primeira bifurcação de m2 = 0 (m2 = 2 na região II) são geradas

quando a parte inferior do circuito φ̇1 = 0 (na região III) cruza a linha φ̇2 = 0 (figura 5.14c).

Na região III o nó estável de m2 = 0 encontra-se sobre a curva φ2 = −5
3
φ1 − π

3
(C1), inferior

à curva φ2 = −φ1 − 2π
5

(C2) onde encontra-se a sela de m1 = −1. Conforme a intensidade do

acoplamento é aumentada os pontos fixos movem-se sobre essas curvas na direção da região I.
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Figura 5.13: Região de troca de estabilidade das figuras 5.14d e 5.14e ampliada. A linha

contı́nua preta (azul) representa φ̇1 = 0 (φ̇2 = 0), as linhas tracejadas pretas representam

φ2 = −π/2 e a curva φ2 = −φ1 − 2π
5

(C2), enquanto a linha tracejada vermelha representa a

curva φ2 = −5
3
φ1 − π

3
(C1). Para K = 0.73 (esquerda) o nó estável encontra-se sobre C1 e

a sela sobre C2. Em K = 0.764 os dois pontos fixos chocam-se em (φ1, φ2) = (π/10,−π/2)
(centro). Após o choque as estabilidades são trocadas: o ponto fixo sobre C1 passa ser uma sela

enquanto o ponto fixo sobre C2 vira um nó estável (direita).

No ponto de intersecção (φ1, φ2) = (π/10,−π/2) entre C1 e C2, para K = 0.764, o choque

entre o nó estável e sela resulta em um único nó estável, descrito pelas duas soluções. Após o

colapso cada solução continua movendo-se ao longo das respectivas retas, mas a estabilidade

dos pontos fixos é trocada (a figura 5.14e mostra quando os dois pontos fixos entram na região

I, e o intervalo de valores de K onde ocorre a troca de estabilidade é exibida na figura 5.13).

Para valores maiores do acoplamento os três circuitos centrais de φ̇1 = 0 mesclam-se formando

um único circuito, enquanto as bifurcações de m1 = ±2 são originadas da intersecção de um

novo circuito fechado φ̇1 = 0 com φ̇2 = 0 nas regiões II (ponto fixo instável) e III (ponto

fixo estável), conforme ilustrado na figura 5.14f. Depois da bifurcação o mesmo processo de

transferência de estabilidade ocorre para as soluções de m1 = −2 e m2 = 2 (região III da

figura 5.14g), que culmina na formação de um único circuito fechado φ̇1 = 0 (figura 5.14h). No

limite assintótico K → ∞ todos os pontos fixos estáveis são localizados sobre a curva φ2 = φ1

(região I da figura 5.14i), representados por todos os pontos onde φ̇1 = 0 cruza φ̇2 = 0 a partir

de valores inferiores a curva φ2 = φ1.

Esse fenômeno de troca de estabilidade também ocorre no espaço de fase completo do sis-

tema, porém essas trocas não ocorrem necessariamente entre soluções dos mesmos subespaços.

Isso significa que para obter todas as soluções estáveis do sistema, independente do tamanho

de suas bacias de atração, é necessário obter todos os pontos no espaço onde duas (ou mais)

soluções entram em choque e analisar a estabilidade desses pontos fixos, tanto antes como de-

pois dos choques (isso sem mencionar a análise de estabilidade para todas as outras soluções).

Como o número de soluções é extremamente grande mesmo para sistemas pequenos, isso torna

esse problema quase que intratável, de forma que esse tipo de simetria não configura uma boa
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simplificação do sistema para se continuar a aprender sobre a região sincronizada. Uma forma

de contornar esse problema e ainda continuar em configurações de frequências naturais simpli-

ficadas é considerar outros tipos de simetria.

5.2.4 Simetria especular

Considere uma configuração com um número par de osciladores que satisfaçam uma sime-

tria especular inversa,

ωN/2+n = −ωn, n = 1, .., N/2, (5.72)

e que todas as frequências naturais no intervalo
[
ω1, ωN/2

]
sejam positivas definidas. Sob essas

condições temos Ω = 0 e, lembrando a definição de Ks no caso da cadeia de osciladores, a

maior soma sequencial de frequências é dada por n∗ = N/2 ou n∗ = N . Para todo n < N/2

vamos definir as diferenças de fase φn em termos de sinN/2,

sinφn = sinφN/2 − 1

K

N/2∑
j=n+1

ωj, n = 1, ..., N/2− 1, (5.73)

e para a outra metade do sistema (m > N/2) escreveremos as relações em termos de sinφN ,

sinφm = sinφN − 1

K

N∑
j=m+1

ωj

= sinφN +
1

K

N/2∑
j=m+1−N/2

ωj, m = N/2 + 1, ..., N − 1, (5.74)

Como a simetria (5.72) faz com que as somas presentes nas duas equações apresentem o mesmo

valor para todo par (n,m) que safistaça a condição m = n+N/2, é possı́vel inferir a existência

de uma solução com simetria φn+N/2 = −φn, onde n = 1, ..., N/2 − 1, mediante a condição

sinφN = − sinφN/2. Substituindo (5.73) na equação que relaciona φ1 e φN (equação (5.16)

com n = 1) é possı́vel obter uma equação que relaciona φN/2 e φN :

sinφN/2 − sinφN =

∑N/2
n=1 ωn
K

. (5.75)

A soma presente em (5.75) é maior do que todas as somas presentes em (5.73) e (5.74), portanto

o menor valor de K que satisfaça (5.75) satisfará automaticamente todas as outras equações,

representando o acoplamento crı́tico Ks do sistema. Como a condição sinφN = − sinφN/2

maximiza o lado esquerdo de (5.75), então não pode existir outra solução sincronizada com K

menor do que

Ks =

∑N/2
n=1 ωn
2

. (5.76)

A determinação do acoplamento de sincronização nesse sistema se resume simplesmente a

realizar uma soma de frequências naturais, portanto qualquer prescrição ωn (N) (n = 1, ..., N )
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Figura 5.14: Subespaço de fase Φ5+ do sistema com N = 10 mostrando a evolução dos pontos

fixos em função do acoplamento. Linhas pretas (azuis) correspondem as superfı́cies φ̇1 = 0

(φ̇2 = 0), e as flexas representam o campo vetorial indicando o fluxo das soluções a) Região

imediatamente após Ks mostrando o surgimento do nó estável (instável) à esquerda (direita) na

região I (K = 0.52). b) Iminência das bifurcações de m1 = ±1 (K = 0.61). c) Surgimento

da solução estável de m1 = 1 na região II, e da solução instável de m1 = −1 (que ganhará

estabilidade) na região III (K = 0.64). d) Aparecimento das primeiras soluções oriundas de

m2 = 0 e m2 = 2, com uma estável, quando a parte inferior do circuito fechado φ̇1 = 0 cruza

a linha de φ̇2 = 0 na regão III (K = 0.75). e) Troca de estabilidade das soluções quando os

pontos fixos cruzam a linha φ2 = −π/2 e entram na região I (K = 0.99). f) Iminência das

bifurcações m1 = ±2 no aparecimento de mais um circuito fechado φ̇1 = 0; três circuitos

fechados anteriores mesclam-se formando um único circuito (K = 1.5). g) Inicio do processo

da segunda troca de estabilidade na região II (K = 2.1). h) Formação de um único cirtuito

fechado φ̇1 = 0 (K = 10). i) Comportamento assintótico (K = 1000).
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Figura 5.15: Direita: comportamento de 〈Ks (N)〉 para frequências naturais geradas por uma

distribuição uniforme com a = 0 e b = 1. Esquerda: desvio padrão σ [Ks (N)] do resul-

tado numerico em escala logarı́tmica. Os pontos correspondem ao resultado obtido através de

simulação, com média tomada em 1000 realizações. As curvas pretas correspondem ao com-

portamento calculado teoricamente via (5.77).

que se use para definir a dependência do conjunto de frequências naturais permitirá obter a

dependência de Ks com relação ao tamanho N do sistema. Se assumirmos um caso geral

em que as frequências naturais no intervalo
[
ω1, ωN/2

]
são distribuı́das de acordo com uma

distribuição uniforme no intervalo [a, b] com a > 0 e b > a, então é possı́vel determinar a

dependência média de Ks (N),

〈Ks (N)〉 = a+ b

8
N, σ [Ks (N)] =

b− a

4
√
6

√
N, (5.77)

conforme ilustrado na figura 5.15.

Embora a imposição da simetria (5.72) no conjunto de frequências naturais permite de-

terminar Ks analiticamente, ainda resta o problema de se determinar as soluções na região

sincronizada. Se escrevermos as variáveis φn em termos de φN/2,

sinφn = sinφN/2 − 1

K

n∗∑
j=n+1

ωj, n = 1, ..., N/2− 1, (5.78a)

sinφn = sinφN/2 +
1

K

n∑
j=N/2+1

ωj, n = N/2 + 1, ..., N − 1, (5.78b)

e usarmos a identidade φN = −∑N−1
n=1 φn, é possı́vel obter uma única equação em φN/2 e K:

sin

⎡
⎣φN/2 + N−1∑

n �=N/2
φn
(
φN/2

)⎤⎦+ sinφN/2 =

∑N/2
n=1 ωn
K

. (5.79)

A escolha da diferença de fase φN/2 como a variável independente garante que nenhuma soma

presente nas equações (5.78) seja maior do que a soma no lado direito de (5.79). Desse fato
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resulta que existe uma região de valores de K tal que somente o conjunto (5.78) admite solução

(o lado direito de cada equação sempre pertence ao intervalo [−1, 1]) enquanto não existe valor

de φN/2 que satisfaça (5.79). Isso significa que as soluções na região sincronizada só existem

a partir de um valor K = Ks que garanta a existência de solução para (5.79), e na região

sincronizada (K ≥ Ks) as soluções na forma φN/2 (K) correspondem aos pontos fixos do

sistema.

Esse método permite, como nos casos anteriores, definir completamente a região sincroni-

zada ao se resolver apenas a equação (5.79), porém existe um problema na definição das funções

φn
(
φN/2

)
dentro do argumento do seno: as equações (5.78) definem as relações entre os senos

das variáveis, de forma que todas as possı́veis combinações de

φ+
n = arcsin

(
sinφN/2 − 1

K

n∗∑
j=n+1

ωj

)
, n = 1, ..., N/2− 1, (5.80a)

φ−
n = π − arcsin

(
sinφN/2 − 1

K

n∗∑
j=n+1

ωj

)
, n = 1, ..., N/2− 1, (5.80b)

φ+
n = arcsin

⎛
⎝sinφN/2 +

1

K

n∑
j=N/2+1

ωj

⎞
⎠, n = N/2 + 1, ..., N − 1, (5.80c)

φ−
n = π − arcsin

⎛
⎝sinφN/2 +

1

K

n∑
j=N/2+1

ωj

⎞
⎠, n = N/2 + 1, ..., N − 1, (5.80d)

devem ser consideradas a priori¶. Para descrever corretamente esses sistemas vamos começar

analisando configurações mais simples de frequências naturais.

A configuração mais simples de frequências naturais que safistaz a simetria (5.72) consiste

em assumir ωn = ω para n = 1, ..., N/2, com acoplamento crı́tico de sincronização dado por

Ks (N) =
ωN

4
. (5.81)

Considerando um sistema pequeno com N = 6, as 2N−2 = 16 possibilidades de combinação

dos tipos de solução (5.80) podem ser consideradas para resolver (5.79) numericamente e ob-

ter todas as soluções φN/2 (K), conforme mostrado na figura 5.16a. Apesar de ser possı́vel

determinar todas as soluções de φN/2 = φ3 acima de Ks, esse sistema com alta simetria leva

ao mesmo problema de degenerescência no espaço φN/2 × K encontrado na seção anterior:

existem vários valores de travamento das fases φ1, φ2, φ4 e φ5 que levam ao mesmo valor de

φ3. Em sistemas maiores o processo de identificação das diferenças de fase de travamento que

correspondem aos pontos fixos estáveis se torna quase impossı́vel. Porém a simetria dentro do

conjunto
[
ω1, ωN/2

]
não é necessária para analisar configurações de frequências naturais que

safisfaçam (5.72), e mesmo se considerarmos casos em que essa simetria é quebrada a equação

¶Um certo cuidado deve ser tomado ao considerar o conjunto (5.80): as soluções φ−
n foram escritas na forma

π−arcsin (∗) apenas para facilitar a apresentação. É necessário saber o quadrante em que o argumento se encontra

para obter corretamente a solução no quadrante oposto que também satisfaz (5.78).
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Figura 5.16: Solução numérica da equação (5.79) no espaço φN/2 ×K que representa os pon-

tos fixos do sistema com N = 6 osciladores. Soluções com degenerescência são representa-

das por linhas pretas (a estabilidade das soluções não é mostrada). (a) Configuração ωn = ω

para (ω1, ω2, ω3), com alta degenerescência. (b) Presença somente da simetria (5.72) separa as

soluções, sendo degenerada somente as bifurcações localizadas em Ks. As frequências naturais

são ω1 = 1, ω2 = 0.7 e ω3 = 1.1. (c) Processo de quebra contı́nua da simetria separa comple-

tamente o espectro de soluções, destruindo a degenerescência. Frequências naturais: ω1 = 1,

ω2 = 0.7, ω3 = 1.1, ω4 = −0.8, ω5 = −0.75 e ω6 = −1.25.

(5.79) permanecerá válida desde que a soma no lado direito continue sendo maior do que todas

as somas em (5.78).

Como pequenas perturbações nas frequências naturais têm pouco efeito na região sincroni-

zada do sistema é possı́vel partir da configuração que leva à equação (5.81) e variar continua-

mente as frequências naturais, acompanhando a posição das soluções no espaço. Para variações

tais que a simetria (5.72) ainda seja preservada é possı́vel observar que todas as soluções criadas

após Ks são separadas (conforme pode ser observado na figura 5.16b para ω1 = 1, ω2 = 0.7 e

ω3 = 1.1). Continuando o processo até a obtenção de configurações só satisfazem a equação

(5.79) (sem simetria), a degenerescência das soluções é completamente destruida (a figura 5.16c

mostra o caso com ω1 = 1.0, ω2 = 0.7, ω3 = 1.1, ω4 = −0.8, ω5 = −0.75 e ω6 = −1.25, em

que existem várias soluções na região de Ks mas nenhuma se sobrepõe).

O processo de quebra contı́nua da simetria (5.72) mostrado acima ilustra uma propriedade

presente em qualquer configuração de frequências naturais: a presença de degenerescência no

espaço de soluções φn∗ ×K são efeito exclusivo da presença de simetrias no conjunto {ω}N . A

importância dessa propriedade aparece na análise de sistemas com configurações mais gerais de

frequências naturais, onde o principal interesse não se encontra na descrição do espaço completo

de soluções após Ks, mas na determinação das soluções estáveis. Um fato que se observa nas

simulações é que as soluções estáveis aparecem sempre com travamento das diferenças de fase

φn (φn∗) definidas no intervalo [−π, π], de forma que só é necessário analisar as soluções de

(5.79) (onde φn∗ = φN/2) com relações φn
(
φN/2

)
definidas por (5.80a) e (5.80c), sendo que

outras combinações de (5.80) sempre levam a soluções instáveis.

O sistema sem degenerescência mais simples de se analisar através das soluções de (5.79)
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Figura 5.17: Soluções da equação (5.85) representado os pontos fixos do sistema com

frequências naturais igualmente espaçadas definidas em (5.82). Linhas tracejadas represen-

tam a fronteira da região de solvabilidade, linhas pretas (azuis) representam soluções com

cosφN/2 > 0 (cosφN/2 < 0). Estabilidade não mostrada.

consiste na configuração de frequências naturais igualmente espaçadas no intervalo finito [−γ, γ]:

ωn =
γ

N − 1
(−2n+N + 1) , n = 1, ..., N. (5.82)

Sob essa configuração as frequências naturais apresentam simetria especular com relação ao

eixo entre φN e φN/2, i. e., ωN+1−n = −ωn para n = 1, ..., N/2, o que resulta na propriedade

sinφN/2+n = sinφn, n = 1, ..., N/2− 1. (5.83)

Assumindo φN/2+n = φn as diferenças de fase φn em (5.80) são dadas por

φn
(
φN/2, K

)
= arcsin

[
sinφN/2 − γ (N − 2n)2

4 (N − 1)K

]
, n = 1, ..., N/2− 1, (5.84)

de forma que as soluções na região sincronizada são descritas pela equação

sin

⎛
⎝φN/2 + 2

N
2
−1∑

n=1

φn

⎞
⎠+ sinφN/2 =

γN2

4 (N − 1)K
. (5.85)

Da mesma forma que os casos mostrados no começo do capı́tulo, essa equação pode ser resol-

vida tanto para φN/2 como para sinφN/2. A figura 5.17 ilustra a forma geral das soluções no

espaço sinφN/2 ×K para os casos com N = 12 e N = 24 (γ = 1). A caracterização completa

dos tipos de soluções (e estabilidade) na região sincronizada será feita na próxima seção, mas

por hora a compreensão de algumas propriedades se faz necessária.

Todas as soluções nascem em bifurcações localizadas perto das curvas

sinφN/2 =
γN2

4 (N − 1)K
− 1, sinφN/2 = 1, (5.86)

77



1.5 2.0 2.5 3.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Log N

L
og
�K

s�
N
��

1.5 2.0 2.5 3.0

1.92

1.94

1.96

1.98

2.00

Log N

si
n
Φ

N
�2
�

si
n
Φ

N

Figura 5.18: Comportamento de Ks (N) obtido a partir da configuração de frequências naturais

(5.82) com γ = 1 (escala logarı́tmica). Os pontos são os resultados obtidos via simulação e

a curva representa o comportamento assintótico teórico em (5.87). A figura à direita mostra o

comportamento de sinφN/2 − sinφN obtido nas simulações.

que definem a fronteira de solvabilidade do espaço (só podem existir soluções dentro dessa

região), e os tipos de bifurcação que geram as soluções são caracterizadas pelo sinal de cosφN/2:

as bifurcações localizadas na parte inferior da figura 5.17, próximas à primeira curva de (5.86),

criam soluções com s ≡ sign
(
cosφN/2

)
= ±1 (no gráfico s = 1 são representadas por curvas

pretas e s = −1 são representadas por curvas azuis); bifurcações localizadas na parte superior,

perto de sinφN/2 = 1, geram duas soluções com sinais opostos‖.

A bifurcação responsável pela sincronização é sempre a primeira solução de (5.85), de forma

que ela pode aparecer próxima de qualquer uma das duas fronteiras, sendo portanto caracteri-

zada por sinφN/2 ≈ 1 ou sinφN ≈ −1, lembrando que o argumento dentro do seno no lado

esquerdo de (5.85) corresponde a φN . Quando se aumenta o número de osciladores o número de

bifurcações também aumenta, e a distância entre elas ao longo das fronteiras se torna cada vez

menor para soluções (isso pode ser inferido aos se comparar os dois gráficos na figura 5.17). Se

considerarmos um número muito grande de osciladores todas as soluções próximas a Ks devem

ficar condensadas próximas à origem da região de solvabilidade (na parte superior esquerda

dos gráficos), de forma que nessa situação a relação sinφN/2 − sinφN ≈ 2 deve ser válida, e

assintoticamente o acoplamento crı́tico Ks (N) apresenta um comportamento bem definido

Kassintótico
s (N) =

γN2

8 (N − 1)
, (5.87)

conforme pode ser observado na figura 5.18.

Esse comportamento assintótico Ks ∼ N , também observado em alguns casos tratados

anteriormente, não é resultado do espaçamento igual entre frequências naturais vizinhas, mas

sim do fato que o intervalo é finito, ou seja, as diferenças ωn − ωn+1, embora iguais para todos

‖Na realidade as duas soluções são geradas com s = −1 e uma delas troca de sinal quando toca a fronteira

sinφN/2 = 1, mas essa informação é descenessária para a compreesão dos resultados nessa seção.
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Figura 5.19: Comportamento de Ks (N) obtido a partir da configuração de frequências naturais

(5.88) com ε = 0.002 (escala logarı́tmica). Os pontos são os resultados obtidos via simulação

e a curva representa o comportamento assintótico teórico em (5.91). A figura à direita mostra o

comportamento de sinφN/2 − sinφN obtido nas simulações.

os osciladores vizinhos, é inversamente proporcional a N . Se considerarmos a configuração

ωn =
ε

2
(−2n+N + 1) , n = 1, ..., N, (5.88)

onde ωn − ωn+1 = ε, independente de N , as equações (5.84) e (5.85) são escritas na forma

φn
(
φN/2, K

)
= arcsin

[
sinφN/2 − ε (N − 2n)2

8K

]
, n = 1, ..., N/2− 1, (5.89)

sin

⎛
⎝φN/2 + 2

N
2
−1∑

n=1

φn

⎞
⎠+ sinφN/2 =

εN2

8K
. (5.90)

Como esse sistema apresenta as mesmas caracterı́sticas do considerado anteriormente, o limite

assintótico de Ks (N) também pode ser obtido pela aproximação sinφN/2 − sinφN ≈ 2 para

fornecer

Kassintótico
s (N) =

εN2

16
, (5.91)

conforme ilustrado na figura 5.19.

Todos os casos analisados até agora, incluindo a cadeia de osciladores na seção 5.1, apre-

senta o acoplamento crı́tico de sincronização crescente com N , o que representa um comporta-

mento comumemte encontrado em sistemas de osciladores localmente acoplados. Tanto sob a

simetria (5.72) como sob a simetria especular ωN+1−n = ωn, presente nas configurações igual-

mente espaçadas (5.82) e (5.88), qualquer prescrição que determine as frequencias naturais de

forma a apresentar um comportamento bem definido em N na soma das frequências, i.e.,

N/2∑
n=1

ωn = f (N) , (5.92)
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ao ajuste assintótico (5.96) com

A = 0.485.

apresentará (em geral) um comportamento do acoplamento crı́tico na forma Ks (N) ∼ 1
2
f (N),

sendo esse resultado exato para (5.72) e assintótico para o outro caso. Como em geral o so-

matório em (5.92) produz uma função crescente em N (∂Nf > 0), essas configurações sempre

apresentam Ks → ∞ conforme N → ∞. Porém existe pelo menos uma configuração em que

essa propriedade não é valida: considere um sistema com simetria especular ωN+1−n = −ωn
tal que as frequências naturais sejam dadas por

ωn =
γ (−1)n+1

N − 1
(−2n+N + 1) , n = 1, ..., N/2. (5.93)

Devido à presença do termo (−1)n+1
a maior soma sequêncial

∑
n ωn que se pode formar

corresponde somente ao maior elemento do conjunto {ω}N (ω1 = γ), de forma que as equações

que descrevem a região sincronizada desse sistemas são:

φn (φ1) = arcsin

{
sinφ1 − γ [N − 2 + (−1)n (N − 2n)]

2 (N − 1)K

}
, n = 2, ..., N/2, (5.94)

sin

⎡
⎣2φ1 + 2

N/2−1∑
n=2

φn (φ1) + φN/2 (φ1)

⎤
⎦+ sinφ1 =

γ

K
. (5.95)

Ao se aumentar o número de osciladores o efeito na região de solvabilidade é o mesmo dos

casos igualmente espaçados, portanto no limite N → ∞ devemos ter sinφ1 − sinφN ∼ 2.

Mas como o lado direito de (5.95) não depende de N o sistema não aumenta a escala onde

Ks aparece, resultando em um comportamento decrescente com N (visto que para sistemas

pequenosKs > γ/2). Portanto se tomarmos o limite de um número muito grande de osciladores

devemos obter

Kassintótico
s (N) = γ/2 +

A

N
+ O

(
N−2

)
, (5.96)

conforme pode ser observado na figura 5.20.

A importância de se obter uma configuração de frequências naturais com comportamento

Ks ∼ 1/N no modelo de Kuramoto localmente acoplado reside na comparação com sistemas

envolvendo graus maiores de conectividade da rede. Como visto nos capı́tulos anteriores, o
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modelo globalmente conexo apresenta um comportamento decrescente com N , porém em mo-

delos de acoplamento local com conectividade fixa sempre foi observado a divergência de Ks

no limiteN → ∞. Esse fato levava à crença de que deveria existir alguma transição no compor-

tamento assintótico de Ks a partir de uma conectividade crı́tica da rede de osciladores. Mas se

o sistema apresentar alguma prescrição de reordenamento∗∗ das frequências naturais de forma

a apresentar ∂NKs < 0, então essa transição dependente da conectividade não deve existir.

Após uma longa descrição de sistemas simplificados (mas não simples) a maior parte das

caracterı́sticas básicas da região sincronizada do modelo de Kuramoto localmente acoplado

foram introduzidas, de forma que podemos atacar agora o problema mais geral de descrição do

sistema sob configurações de frequências naturais aleatoriamente distribuı́das.

5.3 Frequências naturais arbitrariamente distribuı́das

Se considerarmos um anel e removermos um link (interação) entre um par de osciladores

vizinhos temos como resultado uma cadeia de osciladores. Para um anel com N osciladores

existemN formas de se fazer isso, e para cada link diferente que se é retirado a cadeia resultante

pode apresentar um acoplamento crı́tico Ks diferente. Para que o sistema no anel assuma uma

solução sincronizada é necessário que todas as cadeias contidas nele também apresentem uma

solução de sincronização. Esse fato sugere um indicativo de que devemos procurar a cadeia

dentro do anel com o maior Ks.

Conforme a seção 5.1, o cálculo do acoplamento crı́tico de cadeias se resume ao cálculo da

maior soma sequencial de frequências naturais. Mas como no anel essa soma pode começar de

qualquer ponto em particular, vamos definir condições periódicas nas frequências naturais para

facilitar o cálculo:

ωN+n = ωn, n = 1, ..., N. (5.97)

Cada oscilador de onde se começa a calcular a soma define o primeiro oscilador dessa cadeia

especı́fica, enquanto o N -ésimo define o final da cadeia. Assim o acoplamento crı́tico de cada

uma das N cadeias contidas dentro de um anel pode ser calculado como

Kr = max
r≤l<r+N

∣∣∣∣∣
l∑

j=r

(Ω− ωj)

∣∣∣∣∣ , r = 1, ..., N, (5.98)

onde r denota a cadeia com os osciladores das extremidades definidos por ωr e ωN+r. Em cada

cadeia de (5.98) o ı́ndice maximizante lr da soma define o acoplamento crı́tico Kr, e a cadeia

com maior acoplamento crı́tico é determina por

Kchain
s ≡ Krmax = max

r
{K1, ..., Kr, ..., KN} . (5.99)

∗∗Embora não mencionado no texto, a configuração (5.93) pode ser interpretada como uma prescrição de reorde-

namento das frequências naturais de (5.82). Para esse sistema especı́fico o reordenamento corresponde à disposição

de menor acoplamento crı́tico que se pode obter, o que pode ser chamado de acoplamento mı́nimo de sincronização

do conjunto {ω}N .
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Como sempre é possı́vel renumerar os osciladores dentro do anel (mantendo suas posições

relativas), vamos considerar a indexação obtida através da translação n → n + 1 − rmax, que

permite escrever

Kchain
s =

∣∣∣∣∣
n∗∑
j=1

(Ω− ωj)

∣∣∣∣∣ , (5.100)

onde n∗ = lrmax + 1− rmax.

Esse procedimento permite determinar especificamente a diferença de fase φn∗ para a qual

o conjunto de equações na região sincronizada deve ser resolvido:

φn = arcsin

[
sinφn∗ +

1

K

n∗∑
j=n+1

(Ω− ωj)

]
, n = 1, ..., n∗ − 1, (5.101a)

φn = arcsin

[
sinφn∗ − 1

K

n∑
j=n∗+1

(Ω− ωj)

]
, n = n∗ + 1, ..., N − 1, (5.101b)

sin

[
φn∗ +

N−1∑
n �=n∗

φn (φn∗)

]
+ sinφn∗ =

∑n∗
j=1 (ωj − Ω)

K
. (5.102)

O motivo é que com essa escolha especı́fica de n∗ para a diferença de fase garante-se que

nenhuma soma presente nas equações (5.101) seja maior do que a presente no lado direito de

(5.102). Da mesma forma que na seção anterior, existe uma região de valores de K, antes da

sincronização, que permite definir as relações (5.101) (argumentos dentro da função arco seno

sempre pertencem ao intervalo [−1, 1]) enquanto a equação (5.102) não admite solução. Assim

a solução sincronizada aparecerá somente quando (5.102) admitir solução, o que representa a

primeira solução acessı́vel à φn∗ e portanto corresponde ao primeiro mı́nimo da funçãoK (φn∗),

conforme detalhado na seção 5.1 para o caso da cadeia.

Uma vez expostas as considerações iniciais reescrevemos a equação (5.102) na forma

sinφn∗ − sin [φN (φn∗)] = s
Kchain
s

K
, (5.103)

onde s = sign
[∑n∗

j=1 (Ω− ωj)
]
, e a resolvemos numericamente. A forma geral das soluções

é ilustrada na figura 5.21 para N = 10 e N = 50, onde as frequências naturais foram geradas

a partir de uma distribuição uniforme definida no intervalo [−10, 10]. Para evitar confusão a

análise numérica, quando necessária, será realizada somente para o caso especı́fico de N = 10.

As múltiplas soluções de travamento de fase, criadas espontaneamente acima de Ks, são

confinadas a uma região do espaço sinφn∗ × K denominada região de solvabilidade (RS),

obtida ao se identificar que para cada valor de sinφn∗ existe uma valor máximo de K tal que

(5.103) nunca é satisfeita. Assumindo sinφN = −s essa região é definida pela relação††

|sinφn∗ | ≥
∣∣∣∣s
(
Kchain
s

K
− 1

)∣∣∣∣ . (5.104)

††A partir dessa definição é fácil deduzir que o acoplamento crı́tico de sincronização do anel deve satisfazer a

condição Ks ≥ Kchain
s

2 .
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Figura 5.21: Soluções numéricas de (5.103) que representam os pontos fixos do sistema sin-

cronizado (estabilidade não explı́cita). Esquerda: N = 10 com frequências naturais ω1 = 6.9,

ω2 = 2.8, ω3 = −0.4, ω4 = −2.6, ω5 = 1.3, ω6 = −6.8, ω7 = 0.8, ω8 = −1.6, ω9 = −9.5

e ω10 = −6.7. Direita: realização com N = 50. Os conjuntos de frequências naturais foram

geradas por uma distribuição uniforme no intervalo [−10, 10]. Linhas pretas (azuis) apresen-

tam cosφn∗ > 0 (cosφn∗ < 0), e as linhas tracejadas representam as fronteiras sinφn∗ = s e

sinφN = −s da região de solvabilidade.

Existem dois tipos de travamento de fase que correspondem aos pontos fixos do sistema:

• Tipo I: soluções geradas na parte inferior de RS com sinφN ≈ −s que bifurcam em

ramos com sign (cosφn∗) invariante.

• Tipo II: soluções com sinais opostos de cosφn∗ geradas a partir de uma bifurcação na

parte superior de RS com sinφn∗ ≈ s.

A partir de cada bifurcação sempre existe um ramo de solução com um ponto tangente à fron-

teira de RS: soluções do tipo I possuem um ponto tangente à curva

sinφn∗ = s

(
Kchain
s

K
− 1

)
, (5.105)

que corresponde a todos os pontos de RS com sinφN = −s, enquanto as do tipo II possuem

um ponto tangente em sinφn∗ = s. Em todos os pontos tangentes, independente da fronteira, é

possuir demonstrar que a condição

cos

(
N−1∑
n �=n∗

φn

)
=
Kchain
s

K
− 1, (5.106)

sempre é satisfeita. Essa condição é importante porque ela fornece o número de soluções em

cada fronteira de RS: uma vez que o argumento dentro do cosseno pode ser expandido em uma

série de Laurent definida por φn = A0+
∑∞

m=1
A

(n)
m

Km , o comportamento decadente em função de

K garante um número finito de soluções; como A0 depende do tamanho do sistema é possı́vel

concluir que o efeito de aumentar o número de osciladores corresponde a um maior número de

soluções acima de Ks, conforme pode ser observado na figura (5.21).
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Uma forma de se responder à questão de como as múltiplas soluções são geradas é ana-

lisando as soluções de φn∗ e φN nos pontos tangentes. Iniciando pelas soluções de tipo I, a

condição sinφN = −s implica que φN deve satisfazer a equação

φ
(I)
N (m1) = −s(4m1 + 1) π

2
, m1 = 0, 1, 2, ... (5.107)

Para cada possı́vel valor de m1 a equação (5.103) admite duas soluções:

φ
(I,1)
n∗ = arcsin

[
s

(
Kchain
s

K
− 1

)]
, (5.108a)

φ
(I,2)
n∗ = π − arcsin

[
s

(
Kchain
s

K
− 1

)]
. (5.108b)

Sob a condição φn∗ = φ
(I,1)
n∗ os valores assumidos por m1 fornecem todos os valores de K

onde as soluções com cosφn∗ > 0 são tangentes à fronteira de RS. De forma similar quando

φn∗ = φ
(I,2)
n∗ os valores de m1 fornecem os pontos tangentes das soluções com cosφn∗ < 0.

O mesmo procedimento pode ser realizado para as soluções do tipo II, onde a condição

sinφn∗ = s impõe

φ
(II)
n∗ (m2) = −s(4m2 − 1) π

2
, m2 = 0, 1, 2, ... (5.109)

Agora para cada valor de m2 também existem duas soluções para φN :

φ
(II,1)
N = − arcsin

[
s

(
Kchain
s

K
− 1

)]
, (5.110a)

φ
(II,2)
N = −π + arcsin

[
s

(
Kchain
s

K
− 1

)]
. (5.110b)

Os valores de K para os pontos tangentes nas fronteiras de RS são mostrados na figura 5.22

para o caso N = 10.

Com a descrição do surgimento das múltiplas soluções de travamento de fase acima de

Ks (nos pontos tangentes) é possı́vel responder a questão do seu surgimento. Se voltarmos

à equação (5.102) e olharmos no primeiro termo do lado esquerdo é possı́vel observar que

conforme aumenta-se o acoplamento K a soma das diferenças de fase
∑N−1

n=1 φn vai além de 2π

mas não como múltiplos de 2π. Dessa forma é a presença desse termo - que conecta o primeiro

ao último oscilador da cadeia - que gera as múltiplas soluções. A notável simetria entre as

soluções tangentes de tipo I e II vem do fato que a remoção da interação entre os osciladores θ1

e θN fornece uma cadeia com acoplamento crı́tico de sincronização igual à obtida pela remoção

da interação entre os osciladores θn∗ e θn∗+1, mesmo quando as soluções de travamento de fase

nesse segundo caso são diferentes. Vale ressaltar que essa simetria não é perfeita porque o

número de soluções dos tipos I e II não é em geral o mesmo.

5.3.1 Estabilidade das soluções e bacias de atração

Para realizar a análise de estabilidade linear das soluções é necessário obter a matriz jaco-

biana do sistema, mas como as equações de movimento são invariantes mediante translações
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Figura 5.22: Representação gráfica das soluções númericas de (5.106) para a realização N =

10, com y = s
(
Kchain

s

K
− 1
)

(curva azul) e fI,II = cos
(∑N−1

n �=n∗ φn

)
(curva preta) calculados

nos pontos tangentes das soluções do tipo I e II, respectivamente. Esquerda: soluções φ
(I,1)
n∗

(pontos pretos) em K(m1=0) = 9.9905, K(m1=1) = 23.0467, K(m1=2) = 190.016 e soluções

φ
(I,2)
n∗ (pontos azuis) em K(m1=0) = 13.443 and K(m1=1) = 104.7171. Direita: soluções φ

(II,1)
N

(pontos pretos) em K(m2=0) = 10.75473, K(m2=1) = 84.3981 e soluções φ
(II,2)
N (ponto azul) em

K(m2=2) = 31.1029.

globais de fase θn → θn + Θ a análise é um pouco mais complicada. É necessário perceber

que a liberdade de gauge reduz as N equações de movimento (5.15) a um sistema (N − 1)-

dimensional. Embora uma fixação de gauge permitiria eliminar o grau de liberdade extra e

efetuar a análise de estabilidade nas variáveis θn, existe uma forma mais tratável de se fazer

isso. Ao invés de considerar as equações de movimento na forma (5.15) é possı́vel reescreve-

las nas variáveis φn e eliminar o grau de liberdade substituindo-se φN por −∑N−1
n=1 φn. Assim

obtemos as equações de movimento

φ̇1 = ω1 − ω2 −K

[
sin

(
N−1∑
n=1

φn

)
+ 2 sinφ1 − sinφ2

]
, (5.111a)

φ̇N−1 = ωN−1 − ωN +K

[
sin

(
N−1∑
n=1

φn

)
+ sinφN−2 − 2 sinφN−1

]
, (5.111b)

φ̇n = ωn − ωn+1 +K (sinφn−1 − 2 sinφn + sinφn+1) , (5.111c)

onde n = 2, ..., N − 2.

Devido à estrutura das equações os elementos da matriz Jacobiana são escritos como Jn,m =

∂φmφ̇n. A maioria dos elementos é igual a zero e os não nulos são dados por:

J1,1 = −K
[
2 cosφ1 + cos

(
N−1∑
j=1

φj

)]
, J1,2 = K

[
cosφ1 − cos

(
N−1∑
j=1

φj

)]
, (5.112a)

JN−1,N−2 = K

[
cosφN−2 − cos

(
N−1∑
j=1

φj

)]
, (5.112b)

JN−1,N−1 = −K
[
2 cosφN−1 + cos

(
N−1∑
j=1

φj

)]
, (5.112c)
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Figura 5.23: Maior autovalor da

matriz jacobiana (parte real) para

o caso N = 10 com K = 120.

Pontos pretos (quadrados azuis) re-

presentam soluções travadadas com

cosφn∗ > 0 (cosφn∗ < 0).
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Figura 5.24: Projeção do diagrama de bifurcação no espaço sinφn∗ ×K para o caso N = 10.

Curvas contı́nuas (tracejadas) representam soluções estáveis (instáveis). Esquerda: soluções do

tipo I. Direita: soluções do tipo II.

JN−1,n = J1,n+2 = −K cos

(
N−1∑
j=1

φj

)
, n = 1, ..., N − 3, (5.112d)

Jn,m = K cosφm (δm,n−1 − 2δm,n + δm,n+1) , n = 2, ..., N − 2. (5.112e)

A estabilidade linear dos pontos fixos é determinada pela estrutura dos autovalores da matriz

Jacobiana: uma solução é estável somente se a parte real de todos os autovalores for negativa.

Como um sistema de N osciladores possui uma matriz (N − 1) × (N − 1), a equação de au-

tovalores é muito complicada para ser tratada analiticamente. A saı́da para esse problema é

realizar um cálculo numérico que envolve fixar um valor para K e substituir as soluções trava-

das φn nos elementos da matriz Jacobiana para calcular os autovalores λn (n = 1, ..., N − 1).

A figura 5.23 mostra a parte real do maior autovalor para todos os pontos fixos de N = 10

com K = 120 (os pontos fixos podem ser inferidos tanto na figura 5.21 como na figura 5.25).

Ao se repetir o processo para outros valores de K no intervalo (Ks, 120] é possı́vel determinar

a estabilidade em todos os ramos e obter uma projeção do diagrama de bifurcação no espaço

sinφn∗ ×K, conforme figura 5.24.

As bifurcações do tipo I com cosφn∗ > 0 geram dois ramos de solução com estabilidades

opostas, sendo o ramo que apresenta um ponto tangente à fronteira sinφn∗ = s sempre estável.
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Figura 5.25: Região ampliada das suas primeiras bifurcações do caso N = 10. As linhas pon-

tilhadas representam as fronteiras de RS, sinφN = −s na figura da esquerda e sinφn∗ = s na

figura a direita. Esquerda: bifurcação Ks da figura 5.25 com um ponto da solução estável tan-

gente à fronteira sinφN = −s. Direita: primeira bifurcação do tipo II da figura 5.25 mostrando

o nascimento da solução estável com cosφn∗ < 0, que troca de sinal quando o ramo toca a

superfı́cie sinφn∗ = s.

Já as bifurcações com cosφn∗ < 0 sempre geram dois ramos instáveis (os dois casos podem

ser observados na figura 5.24). A mesma caracterı́stica também é observada nas bifurcações

do tipo II, que apresentam tanto soluções com estabilidades opostas como soluções bi-instáveis

originadas da mesma bifurcação. Todas as bifurcações do tipo II também possuem um ponto

tangente à fronteira de RS, mas como sinφn∗ = s, a solução muda o sinal de cosφn∗ quando

toca a fronteira, de forma que toda bifurcação do tipo II gera duas soluções com cosφn∗ < 0 (a

figura 5.25 mostra dois exemplos da região de bifurcação ampliada para os dois tipos).

Uma análise da região onde aparecem as bifurcações mostra que elas de fato correspondem

aos mı́nimos da função K (φn∗) definida na região sincronizada. Um fato que se repete para

todos os casos em que o conjunto de frequências naturais não apresenta simetria é que não existe

valor de sinφn igual a ±1 em Ks ou qualquer outra bifurcação. A explicação para esse fato

encontra-se nas equações (5.101-5.103): para que alguma bifurcação apresente uma diferença

de fase com seno igual a ±1 ela tem que ser φn∗ ou φN , mas como φN é uma função não linear

de φn∗ existem soluções sincronizadas acessı́veis antes do aparecimento do seno igual a ±1.

Esse resultado é compatı́vel com a condição

N∑
n=1

1

cosφn
= 0, (5.113)

satisfeita no acoplamento crı́tico Ks por qualquer distribuição aleatória de frquências naturais

em um anel, como mostrado no capı́tulo anterior. No entanto dois pontos devem ser observados

com relação a esse resultado. Primeiro, nas seções anteriores foram mostrados vários casos

onde a bifurcação em Ks aparece com sinφn∗ = ±1. A caracterı́stica em comum desses exem-

plos é que em todos foram consideradas condições de simetria na configuração das frequências

naturais, o que configura um regime onde (5.113) não é válida. O segundo é que todo ponto
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Figura 5.26: Diagrama de bifurcação do sistema comN = 10 representado pelo espaço φn∗×K.

Linhas contı́nuas (tracejadas) correspondem a pontos fixos estáveis (instáveis); linhas pretas

(azuis) correspondem a cosφn∗ > 0 (cosφn∗ < 0); linha pontilhada central representa φn∗ =

π/2. Cada bifurcação responsável pela criação de duas soluções com φ+
n apresenta uma parceira

complementar obtida pelas soluções com φ−
n , o que caracteriza o aparecimento de bifurcações

duplas em toda a região sincronizada. Todas os pontos fixos estáveis provêm do conjunto de

soluções com φ+
n , o que implica em cosφn > 0 para todo n diferente de n∗. A diferença de fase

φn∗ apresenta uma caracterı́stica especial por admitir solução estável com cosφn∗ < 0 próximo

à bifurcação.

tangente às fronteiras de RS sempre aparece perto da bifurcação, sendo que a distância entre

eles tende a ficar muito pequena no limiteN → ∞, em concordância com o resultado numérico

obtido por El-Nashar e Cerdeira [81] que analisaram o comportamento do acoplamento crı́tico

em função de N para frequências naturais geradas a partir de uma distribuição gaussiana.

Embora a visualização das soluções no espaço sinφn∗ × K seja muito mais simples, é

importante lembrar que os pontos fixos do sistemas são dados como travamentos das diferenças

de fase φn. Como a função sinφn∗ apresenta degenerescência de segunda ordem devido às duas

soluções φn∗ e π − φn∗ , as figuras 5.24 e 5.25 correspondem somente a projeções do diagrama

de bifurcação. As soluções na região sincronizada só podem ser visualizadas univocamente no

gráfico φn∗ × K, apresentado na figura 5.26. Nesse espaço a degenerescência é levantada e a

simetria com relação ao eixo φn∗ = π/2 torna-se evidente. O que se pode observar é que a

estrutura de bifurcações duplas, presentes em todos os casos com N ≥ 4 analisados até agora,

aparece como a estrutura fundamental para sistemas com frequências naturais arbitrariamente

distribuı́das. A análise dos autovalores para esse sistema mostra que as soluções estáveis sempre

nascem em uma bifurcação sela-nó, acompanhada de uma bifurcação sela-nó instável, simétrica
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Figura 5.27: Estimação do tamanho relativo das bacias de atração do sistema pela probabilidade

discreta de se atingir cada ponto fixo. Esquerda: caso com N = 10, com as probabilidades

obtidas para K = 20 (pontos vermelhos), K = 50 (quadrados azuis) e K = 120 (losangos

pretos). Direita: distribuição discreta obtida no limite K → ∞ para N = 50 (pontos pretos),

N = 100 (quadrados azuis) e N = 200 (losangos vermelhos).

em relação ao eixo φn∗ = π/2. Todas as bifurcações duplas com soluções instáveis são do tipo

sela-sela.

Uma vez identificada a estrutura correta dos pontos fixos, a análise do espaço de soluções

pode ser feita sem problemas através das projeções sinφn∗ × K do diagrama de bifurcações,

onde um ramo estável representa a existência de um ponto fixo estável com aquele valor de

sinφn∗ . Sob essas considerações o quadro geral da região sincronizada pode ser resumido

da seguinte forma: para um dado N , a configuração {ω}N determina a RS do sistema cujas

soluções nascem em bifurcações localizadas próximo às fronteiras de solvabilidade; todas as

soluções estáveis são representadas por ramos que tocam as fronteiras de RS; dados os dois

tipos de bifurcação KI,II
j , onde j = 1, 2, ... denota a ordem em que as bifurcações aparecem,

todas as bifurcações com j ı́mpar correspondem ao par de bifurcações sela-nó, que produzem

uma solução estável, e todas as bifurcações com j par correspondem ao par de bifurcações

sela-sela que produzem quatro soluções instáveis.

Com a estabilidade das soluções completamente descrita, vamos analisar o comportamento

das bacias de atração dos pontos fixos estáveis. Como o modelo de Kuramoto localmente

acoplado é em geral um sistema de alta dimensionalidade, realizar uma análise gráfica não

é viável. Portanto consideraremos uma abordagem estatı́stica: uma vez que os pontos fixos

podem ser representados por sinφn∗ , é possı́vel gerar uma grande amostra de condições iniciais

aleatórias no intervalo [−π, π], para valores fixos deK, e estimar o tamanho da bacia de atração

através da probabilidade do sistema atingir cada solução estável.

Em cada região de valores de K onde o número de soluções estáveis é mantido constante é

possı́vel observar que o tamanho relativo das bacias de atração, dados pela probabilidade de se

atingir o respectivo ponto fixo, apresenta somente pequenas flutuações estatı́sticas. No caso em

que varia-se o acoplamento através de regiões com aumento crescente do número de soluções

observa-se que quando um novo ponto fixo estável é criado a maior parte da sua bacia de atração

é roubada do ponto fixo (pré existente) mais próximo no espaço sinφn∗ , como ilustrado na figura

5.27 (à esquerda) para o caso com N = 10.
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O resultado numérico para um dado tamanho de sistema mostra que os tamanhos relativos

das bacias de atração não são igualmente igualmente distribuı́dos entre os pontos fixos: as

soluções estáveis que apresentam travamento de fase φn∗ → 0 no limite K → ∞ atraem a

maior parte das condições iniciais. O comportamento do sistema nesse limite é mais simples de

se analisar: as diferenças de fase satisfazem a propriedade φn = φ para n = 1, ..., N − 1, com

φ dado pelas soluções de

sin [(N − 1)φ] = − sinφ, (5.114)

admitindo dois tipos de solução

φ+
n1

=
2πn1

N
, n1 = 0,±1,±2, ..., (5.115a)

φ−
n2

=
(2n2 + 1) π

N − 2
, n2 = 0,±1,±2, .... (5.115b)

Nesse regime as soluções dependem somente do tamanho do sistema N , e os valores assumidos

pela probabilidade discreta de se atingir cada ponto fixo estável aparecem sobre a função enve-

lope definida por f (sinφn∗) ∼ exp
[−a (N) sin2 φn∗

]
. O lado direito da figura 5.27 mostra a

distribuição de probabilidades para sistemas com N = 50, N = 100 e N = 200.

5.3.2 Conexão com a cadeia de osciladores

Nas seções anteriores a região sincronizada do anel de osciladores foi completamente des-

crita, mostrando como algumas propriedades da cadeia ainda permanecem quando alterada a to-

pologia, embora nesse caso não exista multiestabilidade após o acoplamento crı́tico. A questão

que imediatamente vem a cabeça é como dois sistemas tão parecidos podem apresentar com-

portamentos tão diferentes.

Para responder a essa pergunta vamos considerar um anel de osciladores com um parâmetro

de controle α ∈ [0, 1] acoplado no termo de interação sinφN , resultando nas equações de

movimento

θ̇1 = ω1 +K sin (θ2 − θ1) + αK sin (θN − θ1) , (5.116a)

θ̇n = ωn +K [sin (θn−1 − θn) + sin (θn+1 − θn)] , n = 2, ..., N − 1, (5.116b)

θ̇N = ωN +K sin (θN−1 − θN) + αK sin (θ1 − θN) . (5.116c)

Para α = 0 o sistema é uma cadeia de osciladores, com sinφn∗ = sK
chain
s

K
em toda a região com

K ≥ Kchain
s . O efeito de se fechar a cadeia em um anel necessita do termo extra de interação

que comporta-se como uma função não linear de todas as variáveis φn antes de Ks, e como uma

função de φn∗ na função não unı́voca K (φn∗) na região sincronizada. A figura 5.28 mostra o

comportamento das soluções no diagrama parcial‡‡ de bifurcação φn∗ ×K para alguns valores

de α considerados no caso com N = 10.

‡‡A notação parcial foi utilizada para descrever o diagrama de bifurcação contendo somente soluções com

φ+
n (φn∗). As soluções complementares φ−

n = π − φ+
n não foram consideras para melhor visualização, mesmo

porque o comportamento delas pode ser facilmente inferido a partir dos gráficos (lembrando que elas correspondem

à parte oposta simétrica de cada solução em relação ao eixo φn∗ = π/2 ).

90



20 40 60 80 100 120
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

K

Φ n
�

20 40 60 80 100 120

0

1

2

3

K

Φ n
�

20 40 60 80 100 120

0

1

2

3

K

Φ n
�

20 40 60 80 100 120

0

1

2

3

K

Φ n
�

K1
II

K1
I

K2
I

K3
I

K3
IIK2

II

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.28: Diagrama parcial de bifurcação φn∗ ×K para o caso com N = 10 em função do

parâmetro α. (a) Histerese formada quando a solução estável perde a estabilidade; KI
2 gerada

no limte K → ∞ (α = 0.3). (b) Ponto de retorno vai para K → ∞ criando duas soluções

distintas; KI
3 gerada no limte K → ∞ (α = 0.5). (c) Nascimento de KII

2 e KII
3 a partir do

circuito fechado (α = 0.7). (d) Diagrama final para a topologia do anel (α = 1.0).

Pequenos valores de α deformam a solução estável original φn∗ (α = 0) = arcsin sKs/K

na região acima de Ks, responsável pela geração de outras soluções. A primeira deformação

leva a região do sistema a uma cusp catastrophe, responsável pela criação de uma histerese

via bifurcação de dobra (fold bifurcation): o ramo estável é dobrado para trás até a geração da

bifurcação KI
1 , conforme ilustrado na figura 5.28a. Valores maiores de α distanciam KI

1 do

ponto de retorno da solução estável de KII
1 , que vai para o infinito separando completamente as

soluções. O resultado desse processo é que a bifurcaçãoKI
1 , com seus respectivos ramos estável

e instável, origina-se a partir da solução estável de KII
1 através de um processo de deformação

da solução.

As outras bifurcações presentes no anel não são necessariamente geradas a partir desse

mesmo processo. No caso com N = 10 é possı́vel observar que as bifurcações KI
2 e KI

3 ,

no anel localizadas perto da fronteira sinφN = −s de RS, são geradas espontaneamente no

limite K → ∞, sem o auxı́lio do processo de deformação (as figuras 5.28a e 5.28b mostram

a aparecimento delas na região [Ks, 120]). Já as bifurcações KII
2 e KII

3 , no anel localizadas

perto da fronteira sinφn∗ = s de RS, são criadas a partir da geração espontanea de um circuito

fechado de soluções instáveis (figura 5.28c). A formação do circuito é melhor observada na

figura 5.29, que mostra a região ampliada: o circuito nasce na região próximo a φn∗ = π/2

com cosφn∗ < 0 (α1); o aumento de α faz com que ele cruze a linha φn∗ = π/2 (α2), criando a
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Figura 5.29: Região de nascimento

do circuito fechado que dá origem

às bifurcações KII
2 e KII

3 , mos-

trando quatro valores de α: α1 =

0.683, α2 = 0.7, α3 = 0.75 e

α4 = 0.8.

solução estável deKII
3 no começo do processo de deformação (α3); valores maiores de α fazem

levam os pontos de retorno para K → ∞ (α4), separando completamente as soluções e dando

origem às bifurcações KII
2 e KII

3 como observadas no anel.
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Capı́tulo 6

Conclusões

Na primeira parte do texto, que trata da configuração de acoplamento global (entre todos

os osciladores), foram mostrados os dois diferentes tipos de descrição de sincronização depen-

dendo da caracterização do número de osciladores.

No limite termodinâmico, em que se assume uma quantidade infinita de osciladores, o aco-

plamento entre os osciladores é simplificado através da interação com um campo médio, e o

sistema pode ser descrito por uma única equação de evolução da densidade de osciladores. Sob

a hipótese de um estado incoerente estável para pequenos valores do acoplamento, a transição

para o regime sincronizado ocorre em um ponto crı́tico Kc onde o comportamento coletivo

começa a demonstrar coerência entre as fases dos osciladores e o estado incoerente perde a

estabilidade.

Para sistemas com tamanho finito, os efeitos das flutuações geradas pela realização da

distribuição de probabilidade g (ω) não podem ser desconsiderados, o que impele a uma descrição

das equações de movimento levando em conta a configuração especı́fica das freqüências natu-

rais. Nesse caso a transição para o regime sincronizado ocorre para um valor de acoplamento

crı́tico Ks onde todas as equações de movimento assumem um estado estacionário em que os

osciladores encontram-se plenamente sincronizados com travamento das diferenças de fase.

A equivalência entre as duas descrições, mais precisamente a equivalência entre os pon-

tos crı́ticos caracterizados de forma fundamentalmente diferentes, permanece uma questão em

aberto. No entanto foi mostrado que para um caso especial com simetria nas freqüências natu-

rais (usada para simular uma distribuição uniforme) o limite com infinitos osciladores promove

a unificação das duas descrições, onde coerência e sincronização podem ser tratadas da mesma

maneira. Uma das possı́veis continuações desse trabalho consiste em estender a análise para

distribuições de probabilidade mais gerais e verificar se a equivalência é robusta, ou seja, se ela

é válida para qualquer distribuição ou classes de distribuições.

Visando uma compreensão inicial dos efeitos de acoplamento local no modelo de Kuramoto,

a segunda parte do texto foi dedicada à descrição do modelo em uma dimensão com condições

periódicas de contorno, que corresponde ao caso mais simples de interação entre vizinhos com

efeitos topológicos.
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Para valores de acoplamento inferiores ao acoplamento crı́tico foi mostrada a estrutura de

árvore de sincronização média, onde os osciladores apresentam uma sequência de transições

entre comportamentos periódicos e caóticos que contribuem para a formação de clusters sin-

cronizados. A iminência da sincronização foi explorada através de métodos aproximados que

mostraram, através do comportamento crı́tico do sistema, a existência de uma bifurcação sela-

nó responsável pela transição para o regime sincronizado.

Ao se reconhecer a existência de uma função que caracteriza toda a região sincronizada

do modelo, foi mostrado através de uma série de exemplos simplificados (com simetria) que o

espaço de fase do sistema sincronizado apresenta uma estrutura de múltiplas soluções de ponto

fixo, não necessariamente nascidos em bifurcações do tipo sela-nó. No exame do sistema defi-

nido por freqüências naturais completamente arbitrárias foi mostrado que a multiestabilidade é

originada a partir do termo de interação que transforma uma cadeia de osciladores em um anel.

Embora a ocorrência de múltiplas soluções estáveis em sistemas de osciladores de fase

não caracterize um fato incomum, a importância desse resultado reside no fato que ela não

deveria existir para uma interação senoidal entre osciladores. A multiestabilidade no modelo

de Kuramoto localmente acoplado aparece como um efeito exclusivo da topologia do sistema,

o que permite prever que o mesmo fenômeno deve ocorrer em situações mais gerais quando a

interação do sistema é definida no contexto de redes complexas.

A presença de multiestabilidade na região sincronizada foi só recentemente descoberta, e a

tanto a sua completa caracterização em topologias mais gerais como as implicações no compor-

tamento sı́ncrono do sistema permanecem em aberto.

94



Referências Bibliográficas
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[98] O. E. Rössler. An equation for hyperchaos. Physics Letters A 71 (1979) 155-157.

[99] Michael G. Rosenblum, Arkady S. Pikovsky and Jürgen Kurths. Phase Synchronization

of chaotic oscillators. Physical Review Letters 76 (1996) 1804.

[100] Michael G. Rosenblum, Arkady S. Pikovsky and Jürgen Kurths. From phase to lag syn-

chronization in coupled chaotic oscillators. Physical Review Letters 78 (1997) 4193.

101



[101] Gang Hu, Ying Zhang, Hilda A. Cerdeira and Shigang Chen. From low-dimensional

synchronous chaos to high-dimensional desynchronous spatiotemporal chaos in coupled

systems. Physical Review Letters 85 (2000) 3377.

[102] Ying Zhang, Gang Hu, Hilda A. Cerdeira, Shigang Chen, Thomas Braun and Yugui

Yao. Partial synchronization and spontaneous spatial ordering in coupled chaotic sys-

tems. Physical Review E 63 (2001) 026211.

[103] Hassan F. El-Nashar. Phase correlation and clustering of a nearest neighbor coupled os-

cillators system. International Journal of Bifurcation and Chaos 13 (2003) 3473-3481.

[104] Tom M. Apostol. Cálculo Volume 2: Cálculo com Funções de Várias Variáveis e Álgebra,
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