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Resumo

Este texto é dedicado ao estudo do fendmeno de sincronizacdo no modelo de Kuramoto.
Na primeira parte o foco reside na formulagao original do modelo no limite termodinamico de
infinitos osciladores e na descricao da transic@o para a sincronizagao e estabilidade das solucdes
em sistemas com numero finito de elementos. Mostra-se também que o acoplamento critico de
sincronizacdo K € determinado por um par de equacdes, € a solugdo para um caso especial
com simetria na configuracdo de frequéncias naturais € obtida de forma perturbativa.

A segunda parte do texto é focada na descricio do modelo de Kuramoto com acopla-
mento local em 1 dimensao com condi¢des periddicas de contorno. A estrutura de arvores de
sincroniza¢do média € descrita, onde ocorrem transi¢oes entre regimes caoticos e periddicos dos
movimentos individuais dos osciladores. A iminéncia da sincronizagdo € explorada através uma
série de aproximagdes que mostram o comportamento critico caracteristico de uma bifurcacao
sela-n6 responsavel pela sincronizag@o. A partir da definicdo de uma fun¢do na regiao sincro-
nizada € mostrado que o acoplamento critico de sincronizag@o € obtido exatamente através da
minimizacao dessa funcdo. Através de uma sequéncia de exemplos de configuracdes com si-
metria é mostrado que a regido sincronizada do sistema apresenta uma estrutura de multiplas
solugdes estdveis, sendo a sua caracterizagado, andlise de estabilidade e descri¢do das bifurcagcdes

realizada para o caso com frequéncias aleatérias arbitrariamente distribuidas.

Palavras Chaves: Sincronizacdo; osciladores de fase; modelo de Kuramoto; sistemas de ta-

manho finito e intera¢ao local; bifurca¢des; multiestabilidade.

Areas do conhecimento: Sistemas dindmicos ndo lineares; fisica estatistica; caos e formagao

de padrao.
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Abstract

This text is devoted to the study of the synchronization phenomena in the Kuramoto model.
In its first part the focus lies on its original formulation of infinitely many oscillators and on the
description of the synchronization transition and solutions’ stability for systems with a finite
number of elements. It is shown that a pair of equations characterize the critical synchroniza-
tion coupling K, and the solution for a special case with symmetry on its natural frequencies
configuration is obtained in a perturbatively way.

The second part of the text is focused on the 1-dimensional Kuramoto model with periodic
boundary conditions. The synchronization tree structure is described, where it is observed seve-
ral transitions between chaotic and periodic regimes among the individual oscillators. The onset
on synchronization is explored through a series of approximations that show the characteristic
critical behavior of a saddle node bifurcation, which is responsible for the synchronization.
By defining a function on the synchronized region it is shown that the critical synchronization
coupling is exactly determined by the function’s minimization process. Through a sequence
of examples with symmetry on its configurations it is shown that the synchronized region pre-
sents a structure of multiple stable solutions. Its complete characterization, stability analysis
and bifurcations’ description is carried through for the case with randomly distributed natural
frequencies.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Breve contexto historico sobre sincronizacao

O primeiro relato sobre o fendmeno de sincronizac¢io data do século XVII quando o cientista
Christiaan Huygens observava o movimento de dois relégios de péndulo pendurados em um su-
porte comum (barra) e notou que eles balancavam em perfeita sincronia. Intrigado com esse
fendmeno Huygens realizou uma série de testes envolvendo perturbagdes no ritmo dos relégios,
obtendo sempre o mesmo resultado final: ap6s um intervalo de tempo eles sempre retornavam
ao seu movimento ritmico original. Ap6s um longo periodo investigando esse comportamento
Huygens resumiu suas descobertas tedricas e experimentais em um livro de memorias [1] onde
ele forneceu uma descri¢io detalhada sobre o movimento dos relogios* e uma explicagdo quali-
tativa sobre o efeito da sincroniza¢do mutua, onde o movimento ritmico dos reldgios era causado
pelo movimento imperceptivel da barra.

Na metade do século XIX Lord Rayleigh descreveu o aparecimento de sincronizacdo em
sistemas acusticos [3] onde dois tubos de 6rgdo musical dispostos lado a lado influenciam-
se mutuamente, gerando um efeito sonoro unissono. Em casos extremos de interferéncia ele
também observou a extin¢ao das vibragdes sonoras, quando o acoplamento resulta em supressao
das oscilagdes individuais.

Efeitos de sincronizacido também foram descobertos em organismos vivos no século X VIII,
quando Jean-Jacques Dortous de Mairan notou que as folhas de plantas de feijao guisado
movem-se para cima e para baixo em conformidade com o ciclo didrio de luz e escuridao.
No entanto esse movimento era persistente também em um ambiente isolado com auséncia de
luz, mantendo o ciclo de aproximadamente 24 horas. Vdérios estudos mais recentes mostraram a
existéncia de reldgios bioldgicos internos que regulam o ritmo circadiano dos organismos vivos.
Na auséncia de influéncias externas esses relogios diferem levemente do periodo de 24 horas,

mas em condi¢des normais eles apresentam-se sincronizados com ciclo de dia e noite.

“Huygens foi o inventor do relégio de péndulo e grande parte do seu trabalho foi dedicado ao aumento da
precisdo e estabilidade dos relégios. Além do préprio livro de memdrias por ele publicado [1], uma descricdo mais
detalhada sobre seu trabalho pode ser encontrada no livro de Pikovsky ef al. [2].



O primeiro estudo tedrico sobre sincronizac¢ao foi realizado por Appleton [4] e van der Pol
[5], que através de uma extensdao dos experimentos realizados por Eccles e Vincent envolvendo
geradores de triodo! (do inglés triode generator), mostraram que a frequéncia de um gerador
pode ser sincronizada através de um sinal externo fraco com uma frequéncia levemente dife-
rente.

Parafraseando Strogatz e Stewart [6], 0 que comec¢ou com uma observagao fortuita de Huy-
gens deu inicio a toda uma drea de pesquisa multidisciplinar de osciladores acoplados que
apresentam movimentos sincronos resultantes da interacao miutua, independentes da natureza
particular dos osciladores. Gradualmente ficou claro que diversos efeitos aparentemente des-
conexos obedeciam leis universais, e através do esfor¢o de cientistas de diversas areas (fisicos,
matématicos, bidlogos, entre outros) em anos de pesquisa a descri¢ao de sincronizagdo pode ser
descrita no contexto de uma teoria unificada.

Como exemplos de sistemas fisicos que apresentam sincronizagdo via acoplamento de os-
ciladores € possivel citar osciladores de micro-ondas [7], arranjos de lasers [8, 9] e juncdes de
Josephson supercondutoras [10, 11]. Entre sistemas bioldgicos, conjuntos de vagalumes pis-
cando simultaneamente [12] e emissdes unissonas de grupos de grilos [13] ilustram exemplos
de osciladores ndo confinados no mesmo organismo.

Em especial, o estudo do comportamento sincrono de neurdnios constitui uma importante
area de pesquisa em neurociéncia [14]. O sistema nervoso central contém uma grande quan-
tidade de neur6nios interconectados a formar um circuito neuronal. Cada neurdnio recebe e
processa informacdo vinda de um conjunto de neurdnios e depois retransmite o sinal para ou-
tros neurdnios do circuito. A sinaliza¢do ocorre de forma oscilatoria e a sincronizacdo parece ser
um dos mecanismos responsaveis pelo processamento de informagdes e comunicagado entre di-
ferentes dreas do cérebro, como em células marcapasso circadianas no nicleo supraquiasmatico
do cérebro [15], no reconhecimento de padrao visual onde a sincronizacao de reagdes osci-
latérias em neurdnios do cortex visual de gatos parece conectar padroes em diferentes partes do
campo visual [16], na coordenagdo do controle motor via sincronizacdo da atividade oscilatéria
no cortex sensorio-motor [17] ou em doencgas neuroldgicas como epilepsia [18] e tremores pa-
tologicos [19].

Atualmente o campo de estudo de sincronizagdo corresponde a uma vasta area de pesquisa,
extremamente multidisciplinar. Introdu¢des mais gerais sobre o fendmeno podem ser encontra-
das no livro de divulgacdo de Steven Strogatz [20], no artigo de divulgacio de Strogatz e Stewart
[6] e no artigo de revisdao de Leon Glass [21], sendo esses dois tltimos focados na descri¢ao de
osciladores bioldgicos. Uma descri¢io matematica mais completa sobre sincronizacao e as suas

diversas frentes de pesquisa € descrita nos livros de Pikovsky et al. [2] e Balanov et al. [22].

tDispositivo elétrico baseado em um tubo de vicuo que produz corrente elétrica alternada, com frequéncia de
oscilacao depende das caracteristicas dos elementos que compdem o gerador.

il



1.2 Sincronizacao

Sincronizacdo ¢ um fendmeno coletivo definido como o ajuste entre ritmos (escalas de
tempo) de processos oscilatdrios devido a interagc@o [2]. Embora todo processo que demonstre
um certo grau de repeticdo possa ser considerado um oscilador, nem todo oscilador apresenta
um tempo caracteristico préprio de oscilagdo. Assim na descri¢do de sincronizagdo os sistemas
considerados devem ser capazes de se auto sustentar e apresentar oscilagdes estaveis quando
submetidos a pequenas perturbacoes.

Oscilacdes auto-sustentdveis podem exibir varias formas de ritmos, desde ondas senoi-
dais até sequéncias de pulsos. A quantificacdo do processo ritmico € realizada em termos
do periodo 7" em que o processo se repete, sendo a frequéncia caracteristica definida como
o numero de ciclos de oscilacdo que ocorrem em uma unidade de tempo. Como a frequéncia de
oscilagao de cada objeto sofre alteragcdes quando submetidas a influéncias externas, a descricao
de sincronizagdo € realizada através da comparacao entre a frequéncia resultante do processo
de interagdo e a frequéncia caracteristica w do sistema quando isolado, denominada frequéncia
natural.

A interacdo entre mais de um objeto € descrita em termos de um acoplamento, cuja inten-
sidade determina o nivel de proximidade entre as diferentes frequéncias resultantes dos osci-
ladores. Embora em sistemas reais nem sempre seja possivel determinar essa quantidade, na
descricdo abstrata desses sistemas, i.e., modelagem matemadtica, a descri¢do da interacao € rea-
lizada em termos de um parametro de acoplamento /. Sob essa definicdo um sistema composto

de dois osciladores autonomos € descrito em termos das frequéncias resultantes individuais,
w1 (K) = w1 + for (K,wi,wo), Wy (K) = wa + f12 (K, wi,wo), (1.1)

onde f; ; (K, w1, ws) descreve o efeito da interagdo do oscilador ¢ no oscilador j, dependente do
acoplamento e das frequéncias naturais. Na auséncia de interacio (K = 0) as oscilacdes corres-
pondem as frequéncias naturais, portanto f; ; = 0. O efeito da interagdo afeta a frequéncia de-
monstrada por cada oscilador, e o processo de sincronizacao € caracterizado quando a frequéncia
de dessintonizacdo Aw = w; — Wy € nula, ou seja, quando os osciladores apresentam a mesma
frequéncia de oscilagdo w; = wy = (2,

witwr+ fro (K wrws) + for (K wi,wy)

) 5 . (1.2)

Atualmente a pesquisa em fendmenos de sincronizacdo € focada na descri¢gdo dos mecanis-
mos responsaveis pelo comportamento coerente entre os membros de um sistema oscilatorio.
Mesmo quando os processos internos responsaveis pelo movimento ritmico sdo oriundos de
naturezas fisicas distintas, o objetivo da andlise consiste na compreensao da sincronizacdo em

termos de poucos principios bdsicos.

il



1.3 Descricao de fase e modelo de Kuramoto

A descri¢do de oscilagOes auto-sustentaveis € realizada através da teoria de sistemas dinami-
cos [23], onde a evolugdo temporal do sistema € descrita por uma trajetoria no espago abstrato
constituido de todas as varidveis dindmicas do sistema, denominado espaco de fase. Como
sistemas oscilatérios exibem comportamento periddico, no estado estaciondrio o sistema retorna
ao mesmo ponto apds um periodo 7', formando uma curva fechada. Uma trajetdria fechada
isolada no espacgo de fase tal que todas as trajetorias vizinhas formam espirais na dire¢do da
curva é denominada ciclo limite.

De uma forma geral o movimento de um oscilador auto-sustentavel na proximidade de um
ciclo limite pode ser separado em duas escalas de tempo: uma escala de tempo rdpida (do
inglés fast timescale) que representa a relaxacdo do oscilador quando ele alcanca o ciclo limite,
e uma escala mais lenta que descreve o movimento ao longo do ciclo. Cada ponto no ciclo pode
ser mapeado em uma dnica varidvel §, denominada fase, que descreve a evolug¢do temporal do
sistema no regime estaciondrio. Ela € definida de forma a crescer uniformemente no tempo,
sendo o periodo 1" de cada rotacdo no ciclo representado pelo ganho de 2.

Influéncias externas em um oscilador sao representadas por perturbacdes que deslocam
um ponto situado no ciclo limite para alguma regido no espaco espago de fase. Se essas
perturbacdes forem pequenas as perturbacdes perpendiculares ao ciclo podem ser desconside-
radas devido a escala de tempo rdpida e a dinamica da interagdo pode ser aproximada somente
pelas perturbacdes resultantes na fase.

Sob essas premissas Arthur Winfree [24] formulou um modelo de N osciladores de ciclo
limite quase idénticos com interacao fraca. Assumindo que a sensibilidade de um oscilador ao
ritmo coletivo seja determinado por uma fungio Z () e a sua contribuigio seja especificada por

uma fun¢@o X (0), a dindmica do sistema é caracteriza pelas equacdes
‘ N
O =wn+ [ X)) Z(0,), n=1.,N, (1.3)
m=1

onde 0,, e w, = 27 /T, sdo a fase e frequéncia natural do oscilador n. Entre os seus princi-
pais resultados, Winfree observou que os osciladores poderiam sincronizar sob condi¢des de
acoplamento intenso e dessintonizagdo suficientemente pequena entre os osciladores, e quando
o intervalo de frequéncias naturais fosse grande o suficiente para nao permitir a sincronizacao
a incoeréncia do movimento entre os osciladores persistia at€ um limiar, quando um grupo de
osciladores realizavam uma transi¢ao abrupta para um estado sincronizado.

Intrigado com os resultados obtidos por Winfree, Yoshiki Kuramoto comegou a trabalhar
com sincronizacdo coletiva. Usando as mesmas hipéteses propostas por Winfree, através de
um intenso tratamento matematico ele conseguiu provar que a dinamica de longo termo desses
sistemas poderia ser resumida em um conjunto de equagdes universais [25]. Sob uma série de

hipdteses para simplificar o problema e permitir um tratamento analitico Kuramoto obteve o

v



conjunto de equacoes

N

én:wn—f—%Zsin(@m—HH), n=1,..,N, (1.4)

m=1

que a ele permitiu ndo sé descrever a sincronizagdo como uma transi¢ao de fase mas também
determinar analiticamente o valor do acoplamento critico K. onde os osciladores comecam
a apresentar movimento coerente [26]. O sistema descrito pelas equagdes (1.4) ficou conhe-
cido como o modelo de Kuramoto, e foi extensivamente estudado como um paradigma sobre
sincronizacdo. Os textos de revisdo de Strogatz [27] e Acebrén et al. [28] fornecem uma

descricao detalhada sobre o modelo e suas diversas ramificacdes e aplicacoes.

1.4 Limite termodinamico e efeitos de tamanho finito

A maioria dos trabalhos iniciais foram realizados sob as mesmas hipéteses assumidas por
Kuramoto de um nimero infinito de osciladores completamente conexos, o que permite realizar
uma abordagem estatistica do sistema. O método consiste em definir uma densidade de probabi-
lidade cuja evolucao temporal € descrita por uma equacgdo de Fokker-Planck nao linear. Entre as
principais contribui¢des encontram-se o trabalho de Strogatz e Mirollo [29] que descreveram a
transi¢do para o regime sincronizado através de uma bifurcacdo onde o estado incoerente perde
a estabilidade, e os trabalhos de Bonilla er al. [30], Acebrén e Bonilla [31] e Acebrén et al.
[32], que estenderam os resultados obtidos por Strogatz e Mirollo, vélidos no caso em que as
frequéncias naturais s@o geradas a partir de uma distribui¢do de probabilidades simétrica, consi-
derando distribuicdes de frequéncias assimétricas e multimodais. Através de uma andlise de
multiescala assintética eles descobriram uma série de fendmenos como sincronizagao periddica
supercritica, bi-estabilidade e histerese.

Um problema com equacdes cinéticas que descrevam o comportamento de infinitos elemen-
tos € sempre o dos efeitos de um sistema com tamanho finito, ou mais especificamente no caso
do modelo de Kuramoto a influéncia do ndmero finito de osciladores nos estados parcialmente
sincronizados e na transicao para o regime sincronizado.

O primeiro trabalho envolvendo a descri¢do de um conjunto finito de osciladores data da
década de 80, quando Ermentrout [33] obteve o acoplamento critico em que todos os osciladores
aparecem com travamento de fase. Os argumentos utilizados no artigo sdo vélidos no limite de
infinitos osciladores, sendo baseados nas condicdes de existéncia do estado travado e ndo na
estabilidade dos mesmos. Ainda na década de 80 Daido [34, 35, 36] observou a presenca de
divergéncias do tipo lei de poténcia na iminéncia da transicao em K., com expoentes criticos
que dependem da forma como o limiar € atingido.

Na década de 90 van Hemmen e Wreszinski [37] foram os primeiros a descrever a estabili-
dade das solucdes, quando eles construiram uma funcdo de Lyapunov para provar que o estado
de travamento de fase € estdvel para valores de acoplamento suficientemente grandes e que uma

populacao finita com varios osciladores de Kuramoto atingiria um estado estacionario no limite



t — oo. Outra contribui¢ao importante dessa década € devida a Pikovsky e Ruffo [38], que
analisaram o caso com frequéncias naturais idénticas sujeitas a um ruido aditivo e obtiveram
um lei de escala diferente da obtida por Daido, mostrando como o sistema pode ser descrito por
uma forma normal (equacao de Stuart-Landau com ruido).

O problema da descri¢do da estabilidade das solucdes so6 foi resolvido em 2005 por Mi-
rollo e Strogatz [39], que descreveram rigorosamente o espectro de autovalores do sistema com
tamanho finito e frequéncias naturais arbitrariamente distribuidas. Além de determinar comple-
tamente a estabilidade das solu¢des em termos dos travamentos das diferencas de fase eles mos-
traram a existéncia de um autovalor nulo, caracterizando a existéncia de uma bifurcacao sela-n6
no acoplamento critico de sincronizacdo K, onde os osciladores apresentam sincronizagao
completa com 0, =0. A partir dos resultados de Mirollo e Strogatz, Diego Paz6 [40] analisou
o caso de frequéncias naturais geradas por uma distribuic@o uniforme. Ele obteve a dependéncia
do parametro de ordem na regido imediatamente acima de K; e mostrou como um arranjo de
frequéncias naturais para N finito (frequéncias naturais igualmente espacadas) converge para o
limite termodinamico, demonstrando que nesse caso existe a equivaléncia entre K. e K.

Analisando o regime de poucos osciladores, Maistrenko er al. [41, 42, 43] ja havia ob-
servado a existéncia da bifurcacdo sela-n6 no ponto critico K, porém realmente interessantes
foram obtidos sobre o comportamento temporal dos osciladores. Em um intervalo finito de
valores de K acima da bifurcacdo de sincronizacdo foi observada a existéncia de fluxos* de
Cherry [44, 45] (do inglés Cherry flows), que sdo fluxos em um toro bidimensional dotado de
dois pontos de equilibrio (uma sela e um n6 estavel) e trajetorias periddicas. Na regido anterior a
sincronizacgdo, para /N > 4, o sistema apresenta atratores cadticos, criados a partir da destruicao

de toro invariante bidimensional [47].

1.5 Acoplamento local

Uma descri¢do mais realistica de sistemas fisicos € obtida termos de interagdes locais e (ou)
de alcance finito, no entanto esses sistemas apresentam um nivel de complexidade muito superi-
or, e as técnicas desenvolvidas para o caso de infinitos osciladores (ou mesmo para um nimero
finito completamente conexo) raramente sao aplicdveis a esses sistemas. Na sequéncia vamos
fazer uma pequena excursdo sobre alguns dos principais trabalhos nesse contexto, detalhando

alguns dos principais problemas encontrados.

1.5.1 Trabalhos iniciais e redes regulares d-dimensionais

A primeira abordagem para tratar sistemas com interacao local data do final da década de 80
pelo grupo do Kuramoto (Sakaguchi et al. [48]), que consideraram o caso em que os osciladores

0O termo Cherry flows é uma homenagem ao cientista australiano Thomas Macfarland Cherry, que foi o pri-

meiro a estudar alguns exemplos desse fluxo em toros [46].
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sdo definidos em uma rede d-dimensional com interacdo somente entre 0s primeiros vizinhos,

O = wp + K Y sin (0, — 0,), (1.5)
(n,m)
onde (n, m) denota os primeiros vizinhos do oscilador n e w, sdo as frequéncias naturais dis-
tribuidas a partir de uma fungdo de distribuicdo de probabilidades g (w). Através de argumentos
heuristicos eles mostraram que nenhum movimento coerente € possivel, no limite N — oo,
para um valor finito de acoplamento K quando a dimensao da rede satisfaz d < 2.

Na mesma linha de pesquisa inicial, Strogatz e Mirollo [49, 50] analisaram a probabilidade
de travamento de fase em redes de osciladores. No caso unidimensional (cadeia linear), eles
mostraram que no limite em que o nimero de osciladores cresce infinitamente a probabilidade
tende a zero, mas se a intensidade do acoplamento acoplamento crescer com a raiz quadrada de
N, a probabilidade tende a uma distriui¢do de Kolmogorov-Smirnov. No entanto, para redes
com dimensdes maiores do que a unitaria a probabilidade de travamento de fase tende a zero
exponencialmente, implicando que no limite N — oo ndo existe um valor finito de K capaz de
sincronizar o sistema.

Os resultados obtidos por Mirollo e Strogatz devem ser tomados com cuidado visto que as
hipoteses por eles assumidas ndo correspondem a um caso completamente geral, ndo excluindo
completamente a possibilidade de existéncia de coeréncia macroscépica®. Como mencionado
por Acebron et al. [28], esses resultados ndo aparentam contradizer os resultados obtidos
por Hiroaki Daido [51], que através de uma anélise de grupo de renormalizacdo determinou
a existéncia de uma dimensao critica inferior de coeréncia macroscopica para uma classe de
distribuices de probabilidades com g (w) ~ |w| .

Apesar das aparentes discrepancias entre os resultados e do fato que tanto a existéncia como
a determinagdo de uma dimensao critica inferior de coeréncia ainda permanecem em aberto, um
avanco importante obtido nessa abordagem inicial foi a observacao de uma caracteristica geral
de sistemas com interacao de alcance finito: a existéncia de diferentes regimes de sincronizacao.
Enquanto no modelo globalmente conexo (para infinitos osciladores) € observada uma transicao
de fase que descreve o momento em que os osciladores come¢am a ganhar coeréncia, sistemas
com interagdo local apresentam estruturas de ondas viajantes, sincronizacao parcial (formacao
de clusters com mesma frequéncia média) e travamento de fase com sincronizacao plena 6, =0
de todos os osciladores, sendo o ganho de coeréncia entre os osciladores nesses dois tltimos
casos uma consequéncia da sincronizacdo. No entanto a andlise em termos da coeréncia dos
osciladores € validada pelo fato que ela s6 pode ocorrer se os osciladores apresentarem algum
grau de sincronizacdo.

Essa diferenciacdo dos regimes de sincronizacao dependendo da topologia de acoplamento

do sistema influenciou uma série de trabalhos mais recentes que procuraram compreender

§Mais detalhes sobre o assunto pode ser encontrado no artigo de revisio de Acebrén et al. [28].
YEssa afirmativa pode ser resumida em uma maxima: coeréncia entre as fases dos osciladores s6 pode ser

alcancada via sincronizag@o, porém a existéncia de um estado sincronizado ndo exige que as fases estejam dispostas
coerentemente.
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os mecanismos que levam ao surgimento de cada regime. Ainda no contexto de redes d-
dimensionais, Hong et al. [52] observaram a existéncia de dois tipos de sincronizagdo de-
pendendo da dimensdo da rede: para d > 4 a sincronizagdo ocorre com quebra da simetria de
fase, onde os osciladores sincronizam simultaneamente, como no caso de campo médio através
de uma transicao espontanea (similar a uma transi¢ao de fase); para d < 4 eles mostraram que
a dimensdo da rede impede uma transi¢do espontinea, de forma que a sincronizacdo ocorre
através da agregacdo de dominios sincronizados compactos (clusterizacdo). No caso bidimen-
sioal, Lee et al. [53] observaram a existéncia de um limiar K, anterior ao acoplamento critico
K, responsavel pela formacdo de um cluster macroscépico sincronizado com a presenca de

vortices movendo-se em trajetorias fixas na fronteira do cluster.

1.5.2 Acoplamento dependente da distancia e estados Quimera

Uma extensao natural do modelo de Kuramoto em redes regulares consiste em considerar
efeitos de diferentes topologias de conexio!l e de acoplamento dependente da distincia entre os
osciladores, configurando interacdes de curto e médio alcance. Em um cardter geral a complexi-
dade desses tipos de cendrios dificulta em muito uma andlise exata (ou mesmo aproximada) do
sistema. Porém uma forma de se considerar esses efeitos e ainda manter um nivel baixo de com-
plexidade consiste em assumir configura¢des simplificadas da topologia e da interacdo. Nessa
linha de pesquisa podemos citar os trabalhos de Lumer and Huberman [57, 58] que considera-
ram uma estrutura de acoplamento hierarquica definida em uma arvore ultramétrica, Radicchi e
Meyer-Ortmanns [59, 60] que analisaram a sincronizacdo do modelo de Kuramoto em arvores
de Cayley, e o trabalho de Tsimring et al. [61] que consideraram uma cadeia de osciladores
com acoplamento entre os L primeiros vizinhos.

Um caso intermedidrio entre o longo alcance das interagdes globais e o curto alcance da
interacdo entre vizinhos proximos € caracterizado por um acoplamento com decaimento do tipo
de lei de poténcia »~“, onde r denota a distancia mutua entre os osciladores. Esse modelo foi in-
icialmente estudado em 1 dimensdo por Rogers and Wille [62], que mostraram que a transi¢ao
para o estado sincronizado s6 pode ocorrer para K finito com o < 2 quando a interagdo €
normalizada. O valor critico oo, = 3/2 foi obtido mais tarde por Chowdhury and Cross [63].
Porém um resultado realmente interessante foi obtido por Marodi ef al. [64], que analisaram
o sistema definido em uma rede regular d-dimensional com interagdo ndo normalizada. Eles
observaram a existéncia de uma transi¢do no tamanho /N da populacdo de osciladores para
a < d, quando para um tamanho acima de um limiar N, sempre existe sincroniza¢@o, indepen-
dente do valor da constante de acoplamento /. Recentemente Uchida [65] desenvolveu uma
teoria de perturbacdo sistemadtica para calcular o comportamento do parametro de ordem e das

lEmbora o modelo de Kuramoto tenha sido extensamente estudado no contexto de redes complexas, como
definidas por Albert e Barabdasi [54] e Boccaletti er al. [S5], esse topico encontra-se muito fora do contexto dessa
tese. Para o leitor que tiver interesse em se aprofundar nessa drea, o artigo de revisdo de Arenas et al. [56] contém

um capitulo dedicado somente a esse topico.
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funcdes de correlacdo, e conseguiu mostrar para o« < d o sistema exibe uma transi¢ao abrupta
de sincronizacao, como no caso de campo médio.

No contexto de acoplamento ndo local, um resultado realmente surpreendente foi obtido
por Kuramoto e Battogtokh [66]. Ao considerar um anel de osciladores idénticos e interagdo
decadente com a distancia, eles observaram a existéncia de uma solucao estavel em que os 0s-
ciladores aparecem separados em dois dominios coexistentes: um composto de osciladores em
movimento coerente com travamento de fase, e o outro com osciladores incoerentes e dessincro-
nizados. Esse tipo de comportamento nunca havia sido observado para osciladores idénticos, e
devido a forma como os dois tipos de comportamentos dinamicos aparentemente incompativeis
coexistem temporalmente ele ficou conhecido como estado Quimera**.

Uma série de trabalhos envolvendo estados Quimera foram realizados no contexto do mo-
delo de Kuramoto. Entre eles podemos citar solugdes analiticas obtidas por Abrams et al.
[67, 68, 69], generalizacgao feita por Carlo Laing [70] para osciladores com frequéncias naturais
aleatdrias e a descri¢c@o do caso bidimensional realizada por Shima e Kuramoto [71]. Mas possi-
velmente a ampliacdo dessa drea recente de pesquisa seja resultado do trabalho de Omel’ chenko
et al. [72], que mostraram o aparecimento natural desses estados em uma rede de osciladores
acoplados com estimulagdo retroalimenticia retardada, quando esses estados aparecem natural-
mente na transi¢ao incoeréncia-coeréncia.

Uma caracteristica importante dos estados Chimera no contexto do modelo de Kuramoto é
a dependéncia das condig¢des iniciais. Enquanto todos os trabalhos anteriores envolvendo o mo-
delo de Kuramoto caracterizavam a regido de sincronizac¢ao do sistema como contendo apenas
um ponto fixo estdvel, a descoberta dos estados Chimera corresponde a primeira configuragao
do sistema descoberta que apresenta biestabilidade: esse tipo de estado s6 € acessado a partir
de uma pequena regido do espago de fase, sendo o conjunto complementar responsdvel pela
sincronizacao plena dos osciladores. A unica descri¢ao de multiestabilidade no modelo de Ku-
ramoto nao envolvendo esse tipo de estado é devida a Maistrenko et al. [73], que consideraram

o modelo sob a presenga de plasticidade sindptica’™ para descrever dindmicas neurais.

1.6 Modelo de Kuramoto unidimensional

Em uma forma de tentar captar os efeitos mais complexos apresentados no contexto de
interacdes locais, Zheng et al. [76, 77] consideraram o modelo de Kuramoto descrito em 1 di-
mensao com condi¢des periddicas de contorno, que devido a sua configuragao mais simples per-

mitiu ndo s6 descrever a sincronizagdo coletiva mas também realizar uma analise microscopica

**A denominagdo de estado Quimera foi cunhada por Strogatz, sendo inspirada na criatura mitolégica com
cabeca de ledo, corpo de bode e rabo de serpente. No entanto o proprio Strogatz [67] menciona que atualmente a

palavra € usada para indicar algo composto de partes incongruentes ou algo que aparenta ser altamente improvavel.
tTPlasticidade sindptica foi primeiramente proposta por Hebb [74] como um mecanismo de aprendizado e

memorizacdo. Ele postulou que conforme um neurdnio influencia a atividade de outro, a conexdo entre eles é
potencializada. Mais detalhes podem ser encontrados no livro Encyclopedia of Neuroscience [75] e referéncias
internas.
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dos comportamentos individuais dos osciladores. Eles mostraram a existéncia de uma arvore de
sincronizag¢do, onde o acoplamento entre primeiros vizinhos proporciona a existéncia de clusters
de sincroniza¢do média na regifo anterior a sincronizacdo plena. Através da andlise temporal
dos osciladores eles observaram a existéncia de uma série de transi¢des entre regimes cadticos
e periddicos de oscilacdo, sendo que na iminéncia da sincronizacao o sistema apresentava um
comportamento critico caracteristico de uma bifurcacao sela-né.

Posteriormente alguns trabalhos mais detalhados foram realizados por El-Nashar et al., in-
cluindo a investigacdo dos mecanismos responsaveis pela sincronizacdo média nos clusters [78]
e pela transi¢do para o regime sincronizado [79]. A questdo da determinagdo do acoplamento
critico de sincronizacdo foi atacada por Muruganandam et al. [80], que desenvolveram um
algoritmo computacional baseado no método dos multiplicadores de Lagrange, obtendo uma
excelente aproximag¢do com os valores observados através de simulacao.

A dependéncia do acoplamento critico com o nimero de osciladores foi analisada nume-
ricamente por El-Nashar e Cerdeira [81], que consideraram as frequéncias naturais obtidas a
partir de uma distribuicao de probabilidades gaussiana. Eles observaram que, diferentemente
do caso unidimensional sem condi¢des periddicas de contorno, o escalamento Ky o< N“ do
acoplamento critico apresenta um pardmetro ov < 1/2. Através de argumentos heuristicos eles
concluiram que a diferenca observada era devido a mudanca da topologia, o que poderia sugerir

uma estrutura subjacente mais complexa nesse sistema.

1.7 Panorama sobre o texto

A idéia de uma introdugdo longa e descritiva de alguns dos diversos trabalhos realizados
no contexto do modelo de Kuramoto foi concebida para introduzir o leitor a uma série de
fendmenos extremamente complexos decorrentes da interagdao de simples elementos oscilantes,
descritos apenas pelas interacdes entre suas respectivas fases. Ela serve ndo s6 como uma
preparacdo para os resultados obtidos ao longo da tese como uma indicagdo direta da continui-
dade da pesquisa aqui desenvolvida.

O texto € dividido em duas partes: a primeira consiste na descricdo do modelo de Kura-
moto na sua formulag@o original (limite termodinamico) e dos efeitos de tamanho finito do
sistema, sendo analisadas a transi¢ao para o regime sincronizado e a estabilidade das solucdes;
na segunda parte o modelo em 1 dimensao € analisado, ilustrando o comportamento do sistema
na regido de acoplamento fraco e iminéncia da sincronizacdo; a parte principal do texto re-
side no pendltimo capitulo, que descreve o método de determinacdo do acoplamento critico de
sincronizacdo e a estrutura multiestavel acima de K, correspondendo a contribui¢do original
do autor.

A organizacao dos capitulos foi realizada da seguinte maneira:

e Capitulo 2: Descri¢ao simples de como se realiza a aproximacgdo de fase para sistemas

oscilatdrios (regime de acoplamento fraco) e dos tipos de sistema que o modelo de Kura-



moto € capaz de descrever.

Capitulo 3: O modelo de Kuramoto € introduzido, juntamente com a andlise de esta-
bilidade e descri¢do da transicdo para sincroniza¢do em sistemas com numero finito de
osciladores.

Capitulo 4: O modelo unidimensional localmente acoplado € introduzido, assim como os

métodos aproximados desenvolvidos para tratar o sistema na iminéncia da sincronizacao.

Capitulo 5: Descri¢ao do espaco de fase e estabilidade na regido sincronizada do modelo

e o método de determinagdo do acoplamento critico de sincronizacao.

Capitulo 6: Conclusdes e perpectivas futuras.
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Capitulo 2

Osciladores autonomos, dinamica de fase e
sincronizacao

O conceito de oscilagdes auto-sustentaveis (ou autbnomas), proposto primeiro por Andro-

nov, Vitt e Khaikin [82], apresenta trés caracteristicas basicas:

e As oscilagdes sdo proprias, independentes do ambiente externo.
e O movimento ritmico é estavel.

e A forma, amplitude e escala de tempo das oscilacdes sao escolhidas (determinadas) pelo

sistema, independente das condicoes iniciais.

Com base nessas caracteristicas necessdrias € possivel formular hipoteses de quais ingredientes
fisicos sdo necessarios para se obter um oscilador auto-sustentavel.

A primeira caracteristica fisica desses sistemas é que eles devem ser ativos, dotados de uma
fonte interna de energia que é transformada em movimento oscilatério. Sem essa fonte nao
seria possivel isola-lo do ambiente externo e manté-lo oscilando. Porém somente a existéncia
de uma fonte de energia ndo € suficiente para que a oscilagcdo seja propria e perpétua.

Suponha um sistema oscilatério dotado de amplitude e frequéncia conectado a uma fonte
de energia. Tipicamente a amplitude de oscilacdo é proporcional a energia tomada da fonte,
portanto se o sistema absorve constantemente energia os efeitos da excitacdo devem ser refle-
tidos em um comportamento divergente da amplitude. Para balancear esse efeito é necessario
alguma forma de dissipacao de energia, de forma que as caracteristicas proprias do oscilador
sdo exibidas quando existe um equilibrio entre os dois efeitos.

Assumindo a existéncia dos efeitos de excitacdo e dissipagdo em um processo periddico
x (t), a descricdo completa do processo em cada instante de tempo necessita no minimo duas
variaveis, uma que fornece a posicao e outra que fornece a variacdo da posi¢do. Se somente
duas variaveis forem suficientes o comportamento do sistema pode ser completamente descrito
pela evolucdo temporal do par (x, y), que sdo as coordenadas do espago de fase do sistema.

Para que o sistema apresente caracteristicas proprias de oscilagdo € necessario que exista

uma regiao atrativa bem definida no espaco de fase, de forma que os efeitos das condic¢des



iniciais sejam gradualmente dispersados até o sistema atingir o seu comportamento estaciondrio.
Uma vez atingido esse regime, o cardter periddico das oscilagdes implica que o sistema retorna
a um mesmo ponto apds um periodo 7', descrevendo uma curva fechada no espaco de fase que
corresponde ao ciclo limite estavel do sistema.

A partir da existéncia do ciclo limite é possivel introduzir a dltima condi¢do necessaria
para caracterizar o sistema como um oscilador autdbnomo: a ndo linearidade das equagdes de
movimento. Se uma solugdo x (t) de um sistema linear é periddica, entdo para qualquer fator
a a solu¢do ax (t) também & periddica, o que implica que um sistema linear com solugdes
periddicas € conservativo. Se o sistema linear apresentar dissipacdo ou ganho de energia por
perturbacdes externas elas sdo adicionadas ao movimento, impedindo que o ritmo e forma das
oscilagdes iniciais sejam restaurados. Resulta desse fato que sistemas lineares ndo sdo capazes
de formar ciclos limites, portanto ndo caracterizando oscilagOes auto-sustentdveis.

Com essa pequena introdugdo sobre osciladores autonomos é possivel formalizar matema-
ticamente o método de aproximacado que permite descrever o sistema em termos osciladores de
fase acoplados. Essa descri¢do fornece a base para compreender as premissas do modelo de

Kuramoto, assim como o seu regime de aplicabilidade.

2.1 Dinamica de fase

Considere um sistema autonomo M -dimensional geral, composto pelas equacdes diferen-
ciais

dx

e

Se o sistema apresenta uma solugdo periddica estavel com periodo Ty, i.e., X (t) = x (t + 1),

f(x), X = (21, T2, ..., Tpr) - (2.1)

no espaco de fase a oscilagdo é representada por um ponto movendo-se ao longo do ciclo limite.
Sempre € possivel definir uma varidvel #, denominada fase, como uma coordenada ao longo do

ciclo com crescimento monotonico (ganhando 27 a cada rotac@o) e uniforme, na forma

0 = wo, 2.2)

onde wy = QT—Z € a frequéncia natural das oscilagdes. Em um caso geral ela sempre pode

ser obtida a partir de qualquer varidvel angular ¢/ que seja 27-periddica no ciclo através da

AN

de forma que as varidveis x sejam fun¢des 27-periddicas da fase: x (0 + 27) = x (0).

transformacado

Qualquer perturbacao sobre uma solugdo estavel do sistema pode ser projetada nas direcoes
perpendicular e paralela ao ciclo limite. Pela prépria definicdo de um ciclo limite estavel, as
perturbacdes perpendiculares sempre resultam em solucdes amortecidas que levam o sistema
de volta ao ciclo. Ja as perturbacdes ao longo do ciclo resultam em deslocamentos da solugdo

original que também representam solugdes estdveis, ou seja, X (1) — X' (¢ + At) = x (t + At).



Desse fato resulta que o estado estaciondrio de um sistema dindmico autdbnomo € invariante sob
deslocamentos temporais.

Na fase o efeito de uma perturbagdo ao longo do ciclo corresponde a adi¢ao de uma constante,
conforme pode ser inferido a partir da equagao (2.2). Em termos de estabilidade isso significa
que a fase é neutramente estdvel, ou seja, o ciclo limite possui um expoente de Lyapunov nulo
correspondendo a perturbagdes ao longo do ciclo, de forma que um deslocamento temporal é
equivalente a um deslocamento de fase A = wyAt.

Considere agora o efeito de uma forca externa periddica sobre as oscilagdes na forma

% =f(x)+ep(x,t), (2.4)
onde a forca ep (x,t) = ep(x,t+ 1) possui periodo 7" diferente de 7. Assumindo que a
intensidade ¢ da forca externa seja pequena a trajetéria é levemente desviada do ciclo limite
estdvel X, (¢) para uma vizinhanga préxima, resultando em pequenas perturbagdes transversais
ao ciclo. Porém na fase os efeitos podem ser robustos, acelerando o ponto dentro ciclo. Isso
sugere uma descricao da dinamica perturbada (2.4) somente na varidvel de fase, mas para tal é
necessario definir uma fase também em uma vizinhanga préxima ao ciclo.

Uma forma de se atacar esse problema € definir uma varidvel de fase que rotacione unifor-
memente de acordo com (2.2) tanto no ciclo limite como em uma vizinhang¢a préxima. Como
todos os pontos no ciclo limite podem ser considerados como pontos fixos, entdo todos os pon-

tos em uma vizinhanga proxima sdo atraidos para eles. Se considerarmos o0 mapeamento
O (x):x(t) = x(t+Tp),

€ possivel escolher um ponto x* no ciclo e todos os pontos na vizinhanga que sdo atraidos para
ele sob a ago repetitiva de ¢. Esse conjunto forma uma superficie (M — 1)-dimensional /
denominada isécrona, que cruza o ciclo limite em x*. Como ela pode ser construida para todos
os pontos no ciclo € possivel parametrizd-las de acordo com a fase 6, estendendo a defini¢ao
para a vizinhanca do ciclo e exigindo que a fase seja constante em cada iscrona / (0). Assim é

possivel escrever a equacao (2.2) em uma vizinhanga do ciclo limite,

9 (x) 00 du
a2 hn @3)

que para o sistema ndo perturbado (2.1) fornece a relacao

> fe(x) = wp. (2.6)

No sistema perturbado (2.4) a equagao de movimento em termos de 6 € escrita a forma

do (x) 20 00
dt P

[fe (%) +epe (X, 1) =wo+€ ) —pr(x,1). 2.7)
k A Oy,



Se considerarmos uma interagdo fraca, os desvios de x em relacdo ao ponto Xy no ciclo limite
também devem ser pequenos, de forma que em primeira ordem de aproximacgdo € possivel

desprezar esses desvios e calcular o lado direito no pr(’)prio ciclo limite:

do (x)
o Z &Ek i (30, 1) (2.8)

Como cada ponto no ciclo limite apresenta uma correspondéncia direta com a fase, a equagdo

(2.8) fornece uma equagao de movimento fechada para 6,

do
dt

onde () (0,t) é uma funcdo 2m-periddica na fase 0 e T-periddica no tempo, que pode ser expan-

=wy+€eQ(0,t), (2.9)

dida em uma série dupla de Fourier

t)=> " Apetleit, (2.10)
Ik

onde w = 2% ¢ a frequéncia da forca externa.
No caso em que os efeitos da forca externa sao despreziveis (¢ ~ (), a equagdo (2.9) tem
solucdo
0 (t) = wot + by. (2.11)

Para calcular a aproximacao de interagdo fraca é necessdrio substituir a solucdo (2.11) no termo
de interagdo ) (0, t) em (2.10),

Q0,t) = Ay geltoeitheotiol (2.12)
Lk
Essa fun¢do contém termos rapidamente oscilantes e termos com variagao lenta, que satisfazem
a condicao de ressonancia
kwo + lw =~ 0. (2.13)

As componentes de rapida oscilagdo em (2.12) levam a desvios de fase de ordem O(¢), enquanto

os termos ressonantes podem levar a grandes desvios, de forma que eles correspondem a parte

mais importante da dinamica. Para manter somente a parte essencial da dinamica € possivel

tomar a “média”da interagdo ao considerar somente os termos ressonantes, o que corresponde a

realizar um processo de filtragem em todas as oscilagdes de alta frequéncia e baixa amplitude.

No caso geral a condicao de ressonancia entre duas frequéncias € escrita na forma
w2 (2.14)
n
onde n e m sdo inteiros sem um divisor comum. Ao se considerar somente a parte essencial da

dindmica na equagdo (2.9) devemos considerar a interacdo na forma (@ (6,1)), i.e

2 ik _ilwt § k6 let § ij(mO—nwt
< A17k€ e > = Al A,n]’m]e ( )
L,k

l=—nj,k=mj J

= q(mb —nwt) (2.15)
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o que leva a equacdo de movimento para a fase

do

= = Wo + eq (ml — nwt) . (2.16)
Introduzindo a diferenca de fase generalizada ¢ = m# — nwt obtemos a equagao

d

d_gtb = mwy — nw + emq (o) , 2.17)

onde o termo de interagdo satisfaz a propriedade ¢ (¢ + 27) = ¢ (¢). Como no regime de aco-
plamento fraco a equagdo (2.17) descreve completamente a dinamica do sistema, € necessario
analisar o seu espaco de solugdes para obter uma descricdo dos fendmenos emergentes e de

como eles dependem da intensidade do acoplamento.

2.2 Travamento de fase e sincronizacao

O espaco de fase do sistema (2.17) € construido a partir da diferenca de fase ¢, definida pela
funcdo ¢ (¢). Se considerarmos (por simplicidade) somente o caso de ressonancia w ~ wy, é
possivel definir a frequéncia de dessintoniza¢do v = w — wy € escrever a equagcdao de movimento

do

= —v—+eq (o). (2.18)

Essa equacgdo apresenta dois regimes dinamicos distintos, dependendo exclusivamente da relacao

na forma

entre v e amplitude € da forca externa.

A periodicidade de ¢ (¢) no intervalo [0, 27) implica a existéncia de um maximo (Gmax) €
um minimo (q,;,), tipicamente nao degenerados. Se a frequéncia de dessintonizagao satisfizer
a condicdo €@y, < V < €Qmax, €NtA0 existe pelo menos um par de pontos fixos ¢*, um estavel e
outro instavel, tais que a evolu¢do temporal do sistema atinge o ponto fixo estdvel e permanece
nele indefinidamente. Denotando esse ponto por ¢* = ¢, € simples mostrar que a fase do

oscilador rotaciona com a mesma frequéncia da forga externa,
0 = wt + ¢s, (2.19)

que corresponde ao regime de sincronizagdo do sistema. Como a fase do oscilador aparece tra-
vada com relacdo a fase da forca externa, a sincroniza¢ao nesse sistema ocorre com travamento
de fase.

O segundo regime dinamico corresponde ao caso em que a frequéncia de dessintonizacao
encontra-se fora da regido (€qmin, €¢max)- Isso significa que ndo existe solugdo d =0 para

(2.19), de forma que a frequéncia de oscilacdo difere da frequéncia externa. A solucdo de

] d¢/
[ S 2.20
/ eq(¢) —v i, (220

define a diferenca de fase como fung¢do do tempo ¢ (¢), com periodo

/27r d(b
o €q)—v
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(2.18) escrita na forma

T, = : 2.21)
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Figura 2.1: Caracterizacdo da dinamica do sistema qb = a—sin ¢. Para a > 1 ndo existe solucdo
de ponto fixo ng = 0 (esquerda). A iminéncia da sincroniza¢do ocorre em a = 1 (centro), quando

uma bifurcagdo sela-no cria dois pontos fixos (direita para a < 1).

de forma que a fase # do oscilador apresenta uma rotagcao nao uniforme
0(t) =wt+o(t). (2.22)

Os dois tipos de comportamento e a existéncia de uma regido sincronizada com dois pontos
fixos pode ser visualizada na figura 2.1, onde ilustra-se o exemplo ¢ = a — sin ¢.

Quando a frequéncia de dessintonizacdo nao € pequena o suficiente para garantir que o
sistema encontre-se no regime de sincronizacdo a amplitude das oscilagdes 6 (¢) oscila com
uma frequéncia caracteristica, denominada frequéncia de batimento. A anélise desse fenomeno
pode ser feita através da velocidade média de rotagdo da diferenca de fase: conforme ¢ ganha
+27 durante o periodo 75, a frequéncia média da rotagao € dada por 2y = 277 ! de forma
que a frequéncia observada da fase 6 é

<0’> = w+ Q, (2.23)

e a frequéncia de batimento € definida como a diferenca entre a frequéncias observada e externa.

A frequéncia de batimento depende monotonicamente da frequéncia de dessintonizagdo v,
e na vizinhanca do regime de sincronizagdo € possivel estima-la analiticamente. Suponha que
sob variacdes do pardmetro v a transicao para o regime sincronizado ocorra €m Vyax = €Qmax-
Para valores pequenos de v — vy, 0 termo |eq (¢) — v| é bem pequeno na vizinhanga do ponto
de transi¢a0 ¢max, 0 que permite expandir a fungdo ¢ (¢) em uma série de Taylor ao redor de

®max € realizar a integracao de (2.21) com os limites de integracdo indo para infinito,

o d¢ —1
Qy] ~ 2m /
| ¢| —00 %q/, (¢n1ax) ¢2 - (V - Vmax)

- \/6 |QN (Qbmax)‘ (V - Vmax) ~ \/(V - Vmax)- (224)

Na vizinhanga do ponto de transi¢do a dinamica de ¢ € altamente nao uniforme, e a trajetdria
passa bastante tempo na vizinhanca de ¢p,,, onde ng ~ 0. Esses periodos de diferenca de
fase aproximadamente constante ¢ ~~ @, sa0 alternados regularmente por pequenos intervalos
onde ¢ sofre uma varia¢do de 27, denominada deslizamento de fase (phase slips). A transicao
para o regime sincronizado aparece com o aumento do intervalo de tempo entre os deslizes, até

a integral (2.24) tornar-se divergente no ponto de em que ocorre uma bifurcacao sela-no.
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2.3 Osciladores fracamente nao lineares

Nas sec¢oes anteriores foi mostrado como a influéncia de pequenas perturbacoes externas po-
dem ser aproximadas por uma dinamica de fase, que caracteriza completamente a sincronizacao
do sistema. No entanto, em casos mais gerais a presenca de forcas externas afeta tanto a fase
como a amplitude das oscilacdes.

Nessa secdo vamos considerar uma classe de sistemas que possibilitam reduzir a dindmica
a equacgoes de amplitude e fase e analisar as propriedades de sincroniza¢ido analiticamente.
Embora existe uma vasta literatura descrevendo o comportamento de osciladores fracamente
ndo lineares, aqui vamos citar somente os livros de Nayfeh e Mook [83] e Paul Glendinning

[84], que possivelmente sdo mais ficeis de ser encontrados.

2.3.1 Oscilador livre

Um oscilador fracamente nao linear é definido como um oscilador linear (harmdnico) com
frequéncia wy dotado de uma pequena perturbagdo f (z, ) ndo linear, que determina as pro-

priedades das oscilagdes autonomas:
i+wir=f(v 7). (2.25)

Como a equagdo (2.25) tem um formato proximo ao de um oscilador linear, € esperado que a
solugdo seja uma forma harmonica com amplitude, frequéncia e fase a serem determinadas. As-
sim vamos procurar por solugdes complexas na forma de oscilagdes harmonicas com frequéncia

bésica w e amplitude dependente do tempo A (t),

2 (t) = % [A() e 1+ A" (£) 1] (2.26)

Reescrevendo (2.25) como um sistema de equagdes de primeira ordem

=y, g = —wiz+ f(z,y), (2.27)

€ possivel utilizar um ansatz que fornece a relagio entre y e A,

y(t) = % [iwA (t) e —iwA* (t) e "], (2.28)

de forma a obter uma equacao que descreve a evolucao temporal da amplitude complexa A (¢):

e—iwt

A= o [(w* —w) z+ f (z,y)] - (2.29)
Se considerarmos que a frequéncia ajustada w nao é muito diferente da frequéncia wy (da parte
linear) o lado direito de (2.29) é pequeno, de forma que as varia¢des na amplitude A podem ser

grandes com baixa frequéncia de oscilagdao ou pequenas com oscilagdes rapidas. Considerando



somente o primeiro caso, vamos desprezar os termos de alta frequéncia que aparecem no lado
direito ao tomar a média da equagdo sobre o periodo 7' = 27 /w das oscilagdes*.

No termo nio linear .
e*’Lwt

—f (z,9),

w
é possivel descrever f como um polindbmio em (z,y), onde as poténcias sdo descritas com

termos proporcionais a (Ae™!)" (A*e~™!)™ Ao se realizar a média sobre T somente termos
com m = n — 1 ndo sdo cancelados, de forma que o tnico resultado possivel deve ser na forma
g (]A]Q) A, onde ¢ (-) é uma funcdo arbitraria. Para pequenas amplitudes de oscilacao somente
o termo linear (proporcional a A) e o primeiro termo nao linear (proporcional a |A\2 A) devem

ser importantes, portantoT

—wt
(E—f(2,9))r = pA — (v +ia) |A]? A. (2.30)

1w

Como a média sobre

e—iwt ) )
o (w —wo) T

fornece um termo linear em A, a equacdo média que fornece a evolucdo da amplitude é dada

por

. CL)Q WQ 2
A= (u + iOT) A—(y+ia)lA|” A, (2.31)

conhecida como a equacdo de Stuart-Landau. Essa equacgdo € oriunda da investigacdo de os-
ciladores de ciclo limite, onde na regido imediatamente apds a bifurcacio responsavel pelo
movimento oscilatério (bifurcacao de Hopf) qualquer sistema apresenta somente duas varidveis
dinamicas relevantes, sendo as outras eliminadas adiabaticamente. Landau [85] foi o primeiro a
conjecturar a equagao e Stuart [86] foi o primeiro a deriva-la através de um método assintotico.

Para que o método descrito acima seja valido € necessario garantir que os termos do lado
direito de (2.31) sejam pequenos. Para realizar essa andlise, vamos assumir A (t) = R (t) e®®
e separar as partes real e imagindria da equacao,

R=R(u—-~R*), 0=-"—"——aR% (2.32)

No regime estaciondrio a amplitude real R e a fase # assumem a forma
1 wi —w? pa
R.=,/—, 0(t) = (— — —) t+ 0p. (2.33)
v 2w gl

Se o pardmetro de crescimento linear y e a frequéncia de dessintonizacdo |wy — w| forem peque-
nos comparados com wy a condicdo € satisfeita, visto que a amplitude estacionaria R, garante

que o termo ndo linear em (2.31) € da mesma ordem que o termo linear pA.

*Embora introduzido de uma maneira informal, a técnica utilizada para captar somente a dinamica essencial
da equagdo (2.29) é conhecida como método de averaging. O livro de Nayfeh e Mook [83] fornece uma descri¢ao

aprofundada sobre o método, incluindo suas restricdes e limite de validade.
O parametro . pode ser tomado real ao se considerar que a parte imagindria é absorvida na equagdo (2.31).



A dinamica essencial de um oscilador fracamente ndo linear € descrita somente por duas
equagdes, uma para a amplitude de oscilacdo 1, dependente somente dos parametros do sistema,
e uma para a fase 6 que aparece acoplada com a amplitude. Na equacgao para a fase € possivel
interpretar w = (w? — w?) /2w como sendo a frequéncia natural do oscilador, que € afetada
pelo acoplamento x com a amplitude. Essa interpretacdo serd fundamental para analisarmos
a interacdo entre dois osciladores fracamente ndo lineares e descrever como a sincronizacao

ocorre nesse sistema.

2.3.2 Acoplamento de 2 osciladores

Se a intensidade do acoplamento entre dois osciladores € relativamente grande, ela afeta nao
somente as fases mas também as amplitudes. Em geral, as propriedades de interacao forte nao
sa0 universais, mas no caso de osciladores autdbnomos fracamente nao lineares o uso do método
de averaging fornece equagdes dependentes somente de um pequeno conjunto de parametros.

Considere dois osciladores acoplados linearmente:

i’1 + w%x = fl ([El, ZU1) + D1 (1’2 — 1171) + Bl ([Eg — 1'1) s (2343.)
iy +wir = fo(wo, i)+ Dy (11 — x2) + By (i — i), (2.34b)

onde w; o s@0 as frequéncias naturais do sistema linear. O acoplamento linear difusivo propor-
cional a diferenga das varidveis e das derivadas, como considerado por Aronson, Ermentrout e
Koppel [87] (e também por Bar-Eli [88] no contexto de osciladores quimicos), é realizado de
forma bidirecional para caracterizar um acoplamento nulo quando os estados dos dois sistemas
coincidirem, i.€., x1 = 1 € T1 = Z».

Seguindo o mesmo procedimento da sec¢do anterior, devemos procurar solu¢des na forma

1 . .
T, (t) = 3 (A, (1) €' + A% (1) e™™"] n=1,2, (2.35a)
yn (1) = % [A, (B e — A% (e ™), n=1,2 (2.35b)

A realizacdao do método de averaging fornece as equacdes para as amplitudes complexas

A = (1 +iA1) Ay — (1 + i) ’Aﬂz Ay + (B +i61) (A2 — Ay), (2.36a)
Ay = (g +1i09) Ay — (7o +icy) |Ag]” Ay + (By +1i62) (A1 — Ag),  (2.36b)

onde
_ Ny = 2 —— 2.37
2w ) 2 2 ) ( )

e os parametros [3,, e d,, sdo proporcionais as constantes de acoplamento B,, e D,,, respectiva-

Ay =

mente. Introduzindo as amplitudes reais e as fases de acordo com A, = R,e?", obtemos um



sistema de 4 equacgdes diferenciais acopladas

Rl = ,u1R1 (]. - — -+ 51 RQ COS 92 91> — Rl] - (51R2 sin (92 — 01) s (2388.)

RQ = ,MQRQ (]. — —R2> + 52 Rl COS 01 — 02) RQ] — 52R1 sin (01 — 92) s (238]3)
. 9 RQ RQ .
01 = Al — Olel + (51 R_ COS (02 — 01> -1+ ﬁlR— S1n (02 — 01) s (2380)
1 1

Oy = Ay — o R2 + 6, {% cos (0 — 0y) — 1] + 62% sin (01 — 0s) . (2.38d)
2 2

Como os termos de acoplamento dependem somente da diferencga de fase ¢ = 6 —0,, é possivel

reduzir o conjunto (2.38) para apenas trés equagoes,

R = R (1 - % %) + By (Rycosd — Ry) — 6, Ry sin o, (2.39a)
Ry = Ry (1 _ g ) 4 By (Ricosé — Ry) + 0o Ry sin o, (2.39b)

¢ = A—6+06 — R+ ayR?+ cos¢ (51];—? — 522)
_sing (ﬁl% + 52%) : (2.39¢)

onde A = A; — A,. Embora as equagdes (2.39) sejam bastante gerais, estamos interessados
na analise da transicdo para a sincronizacdo, entdo vamos fazer algumas consideragdes para
reduzir o nimero de parametros: primeiro assumimos que os osciladores e o acoplamento se-
jam idénticos exceto nas frequéncias lineares, e depois realizamos uma mudanga de escala nas
amplitudes, na escala de tempo e nos parametros,

D=

an(l) Ro, r=pt, A=2 a=% 5=0 5.2 @u

It It [ [ It

para obter
Ry = Ry(1—R2) +j(Rycosd— Ry) —6Rysing, (2.41a)
Ry = Ry(1—R2) +pB(Ricosé— Ry) + Ry sing, (2.41b)
b = A—d(RQ R%%—écosgb(é—%) ﬁsmgb( 2 Z—;) (2.41c)

No regime de acoplamento fraco (parimetros 3 e & pequenos) é possivel desacoplar as
equagoes de amplitude da equagdo de evolugdo da fase. Em primeira ordem de aproximacao
¢ possivel considerar que as amplitudes apresentam desvios pequenos de suas trajetdrias nao
perturbadas R; » = 1, de forma que podemos escrever

R,~1+r,r, <1, n=1,2, (2.42)
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e substituir nas equacoes (2.41a) e (2.41b) para obter
71 = —2r; + B (cosp — 1) — sin¢ Fy = —2ry + B3 (cos ¢ — 1) + §sin ¢. (2.43)

Como as perturbacdes sao fortemente amortecidas € possivel assumir 715 ~ 0, 0 que permite

determinar as amplitudes RLQ em termos da diferenca de fase,

_ 3 ) _ 3 )
R1:1+§(COS¢—1)—§SiD¢, R2:1+§(COS¢—1)+§SiD¢, (2.44)
e substituir na equacao (2.41c) para obter uma equagdo fechada que descreve a evolugdo tem-
poral de ¢:

¢=A—2(B+ad)sing. (2.45)

Antes de analisar a dinamica de fase resultante é necessario fazer um comentario sobre o proce-
dimento adotado. Se olharmos a equacgdo (2.45) € possivel observar que ela € idéntica a equacao
(2.18),com e = —2 (B + @5) e q (¢) = sin ¢. Isso significa que a evolugdo temporal da fase de
um oscilador acoplado com uma forca externa é descrita da mesma maneira que o acoplamento
com um segundo oscilador (a unica diferenca é que no segundo caso o oscilador adicionado
também sofre o efeito do acoplamento). Se considerarmos o método de aproximacdo de fase
descrito na secdo anterior para o acoplamento de dois osciladores a equacao que descreve a fase
¢ exatamente a obtida em (2.45). A implicagdo disso € que todos os resultados obtidos na secao
2.2 permanecem validos nesse caso.

Para descrever a dindmica de (2.45) vamos considerar a simplificacio K = 2 (B + 645) e

escrevé-la na forma

¢ =A— Ksing. (2.46)
Se A < K nio existe solucio estaciondria gb = 0, e a evolugdo temporal da diferenca de fase é
dada por
K K? VA2 — K2
gb(t):Qarctan{Z—l—\/l—Etan T(t—to)]}, (2.47)
e A tan (602
2 K — tan 0 2 1
ty = ———= arctan - ) (2.48)
07 /A2 _ K2 { VA2 _ K2

Porém se A > K entiio existe uma solugiio estaciondria ¢ = 0, dada por sin ¢ = A/K. Como
mencionado na secdo anterior, o ponto K = A corresponde a uma bifurcagio sela-né, que cria
duas solugdes com estabilidades opostas na regido sincronizada.

Para encerrar esse capitulo € importante observar que a equacdo (2.46) € exatamente a
equacgdo que descreve a interacdo entre dois osciladores no modelo de Kuramoto. A corres-
pondéncia entre as equagdes para as fases ¢; 5 € obtida quando se toma 0; » = 0 em (2.36), que
no limite de acoplamento fraco corresponde a assumir amplitude iguais para os osciladores de
ciclo limite (vide equagao (2.44)). Nesse caso as equacdes que descrevem a evolucdo temporal

11



das fases sdot

6, = A+ Ksin(fy—6,), (2.49a)
0y = Ay+ Ksin(0, —6,), (2.49b)
onde ) ) ) )
A, = u, Ay = u7 (2.50)
2wt 2wt

sdo as frequéncias naturais dos osciladores de Kuramoto. Na regido de sincroniza¢do os oscila-

dores sdo travados com a frequéncia média

(2.51)

Essa discussao sobre osciladores autbnomos (ou auto-sustentaveis) e aproximacao de di-
namica de fase contextualiza as premissas sobre a descricdo do modelo de Kuramoto: qual-
quer sistema de osciladores fracamente nao lineares ou osciladores localizados proximos a uma
bifurcacdo de Hopf admitem uma descri¢do dinamica via equagdes acopladas de Stuart-Landau,
que no limite de interacdo fraca para ciclos limites quase idénticos equivale a equacao de fase

do modelo de Kuramoto.

Por questio de simplicidade foi assumido o = 0.
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Capitulo 3
Modelo de Kuramoto: acoplamento global

O modelo de Kuramoto foi originalmente motivado pelo fendmeno de auto-sincroniza¢ao
em populacdes discretas de osciladores que espontaneamente apresentavam um regime de os-
cilacdo com frequéncia comum. Kuramoto acreditava que a compreensdo tedrica da origem
do movimento ritmico coletivo podia ser obtida de maneira mais eficiente na sua iminéncia,
tratando o fendmeno como uma transicao de fase. Ao reconhecer que fatores aleatorios na natu-
reza dos osciladores (mais especificamente nas frequéncias naturais) e efeitos do meio externo
ao qual eles sdo sucetiveis contribuem destrutivamente para a formacao de ritmicidade coerente,
enquanto o acoplamento entre os osciladores favorece a sincronizacao mutua, ele foi capaz de
formular um modelo em que a transicao para o estado sincronizado pode ser compreendida
analiticamente [25, 26, 89, 90].

Motivado pelo método pioneiro de Winfree [24], que considerou um conjunto de oscila-
dores de ciclo limite descritos por uma fase acoplada ao ritmo gerado por toda a populacao, ele
usou o método de averaging para mostrar que a dinamica de longo termo de sistemas fraca-
mente acoplados, com ciclos limite quase idénticos, é governada por equagdes de fase na forma
universal

bi=wi+ Y Ty(0;—6;), i=1.,N, (3.1)

(G)e{N}
onde as funcdes I';; dependem das caracteristicas dos ciclos limites e do tipo de interagdo entre
os osciladores™. Ao reconhecer que a abordagem analitica mais simples para o problema de
N-corpos seria fornecida por algo similar a idéia de campo médio nas transi¢cOes de fase em
termodindmica, onde os osciladores se comportariam como unidades cooperativas similares a
magnetos de spin, ele considerou o caso mais simples possivel de acoplamento global idéntico

entre todos os osciladores com fun¢ao senoidal na forma
K
Fij (6] — 62) = N sin (93 — 01) , (3.2)

onde K > 0 ¢ a intensidade do acoplamento e o fator N ! garante que o sistema seja bem

comportado no limite N — oo. Assumindo que as frequéncias naturais w; sdo distribuidas a

*A metodologia utilizada por Kuramoto é essencialmente a descrita no capitulo 2, apenas tratada com um
formalismo matemdtico mais rigoroso.
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partir de uma densidade de probabilidade ¢ (w), considerada unimodal e simétrica com relagido
a frequéncia média €2, g (2 +w) = ¢ (2 — w), a invariancia do sistema sob translagdes das
fases permite tomar €2 = 0 sob a redefinicio 0, — 6; + €2¢, o que leva ao conjunto de equagdes

consideradas originalmente por Kuramoto:
. K
9i:wi+N;sin(9j—9i)7 i=1,.., N. (3.3)

O modelo de Kuramoto foi extensamente estudado por varios autores desde a sua formu-
lac@o, que contribuiram tanto para progressos nos métodos de andlise como para extensdes do
modelo. Na impossibilidade de se citar todas as referéncias, vamos considerar aqui somente
duas revisoes feitas sobre o modelo: o artigo de Strogatz [27] faz uma revisdo do trabalho
do Kuramoto e da andlise de estabilidade das solucoes, e o artigo de Acebrén et al. [28] faz
uma revisdo mais completa que inclui vdrias extensdes do modelo realizadas até 2005. Sem
nos estendermos muito mais no assunto, por hora vamos no ater a analise inicial realizada por

Kuramoto.

3.1 Analise de Kuramoto

Em analogia a teoria de transi¢des de fase, € apropriado definir um parametro de ordem para

o sistema. Uma escolha conveniente consiste na quantidade complexa
|
o~ i0;
re —Nzle 7, (3.4)
j:

Se imaginarmos as fases como um conjunto de pontos movendo-se em torno de um circulo
unitdrio complexo, a quantidade macroscépica 7 (t) e¥® pode ser interpretada como o ritmo
coletivo produzido pela populagédo, onde r (¢) é o raio que mede a coeréncia entre os osciladores
ey (t) =+ Zjvzl 6, (t) corresponde a fase média. Quando todos os osciladores movem-se ex-
tremamente proximos temos r /~ 1 e a populacdo age como um grande oscilador. No regime em
que eles encontram-se aleatoriamente distribuidos ao longo do circulo temos r ~ 0, o que sig-
nifica que as oscilagdes individuais somam-se incoerentemente € nenhum ritmo macroscopico
€ produzido.
A partir da definicao do parametro de ordem (3.4) € possivel escrever as equacdes de movi-
mento na forma
0; = w; + Krsin (¥ — 6;) i=1,..,N. (3.5)

A dinamica quando expressa dessa maneira permite observar que os osciladores estdo acopla-
dos somente através das quantidades r e 1) definidas pela abordagem de campo médio. Cada
fase 6, € atraida na direc@o da fase média ¢ ao invés de ser direcionada a algum oscilador in-
dividual. A forca efetiva do acoplamento € proporcional a coeréncia r, o que implica em uma

retroalimentagdo positiva entre coeréncia e acoplamento: conforme a populacdo torna-se mais
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coerente 0 aumento de 7 introduz um aumento no acoplamento efetivo K'r, que por sua vez
tende a trazer mais osciladores para o conjunto sincronizado, que aumenta r e fecha o ciclo
16gico que configura o processo de retroalimentacao.

No regime estaciondrio r € independente do tempo e @ rotaciona uniformemente com
frequéncia 2. Como a média ¢) depende do referencial, sempre é possivel realizar uma escolha

de referencial para 6; tal que 1) = 0, o que permite escrever (3.5) na forma
éi:wi—Krsin@, 1=1,...,N. (3.6)

Os osciladores com frequéncia natural |w;| < K7 atingem um ponto fixo estavel 0 = 0 dado
por
w; = Krsinb;, 3.7)

com —7/2 < 6; < m/2, permanecendo travados com relagdo & média ¢» = 0, enquanto os
osciladores com |w;| > K ficam a deriva, rotacionando nao uniformemente ao longo do circulo
unitario.

Para que r e 1 sejam constantes, mesmo na auséncia de pontos fixos para uma parte do sis-
tema, € necessario que os osciladores ndo sincronizados formem uma distribui¢do estaciondria
no circulo, inversamente proporcional a velocidade dos osciladores. A partir de (3.6) € possivel

definir a densidade em funcio da posi¢do,

C C

lw)=+="—"—"7—- 3.8
p0w) ‘9’ lw — Krsind|’ 38)
onde p (0, w) df fornece a fracdo de osciladores com frequéncia angular w contida na regido
entre 6 e 6+ df. A condi¢@o de normalizagdo [ :r p (0,w) df = 1 para cada w define a constante

de proporcionalidade

C(w) = % w? — (Kr)?. (3.9)

No limite em que N — oo a defini¢do (3.4) do parametro de ordem passa a ser uma média

sobre a fase e frequéncia,

T /ﬁ “ /OO dwe”p (0,w) g (w), (3.10)

de forma que a coexisténcia de osciladores travados e em deslocamento deve satisfazer a condi¢ao
de consisténcia

r= <€i0>travados + <€i9>deslocament0- (31 l)
Considerando primeiro a contribuicio dos osciladores em deslocamento, o valor médio de e
sobre os osciladores que satisfazem (3.8) é dada por

<€i9>deslocamento = / deo dwew M (3 1 2)

- |w|>Kr |W_KTSin0|.

Segue da densidade de probabilidade a relagdo de simetria p (§ — 7, —w) = p (0, w), e como a
distribuigiio g (w) é simétrica, é possivel mostrar que a integral é nula resultado em (%) 4. = 0,

i.e., os osciladores em deslocamento nao contribuem para o parametro de ordem.
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A contribuicdo dos osciladores travados,

r Kr

m o0 Kr
(€™ av. = /_7r do /_OO dwe g (w) 6 [9 — arcsin (%)] :/_ dwg (w) cosb (w), (3.13)

pode ser reescrita em termos de uma integragcdo em ¢ sob dw = K cos 6d#,

' /2
(ew)trav_ = Kr/ df cos* 0g (Krsin6), (3.14)

—7/2

de forma que a condicdo de consisténcia (3.11) € escrita na forma
w/2
r= KT/ df cos* 0g (Krsin6). (3.15)
—7/2

A equagdo (3.15) apresenta uma solugdo trivial » = 0, que corresponde ao caso completamente

incoerente (sem sincroniza¢do), com densidade de probabilidade

1
Pincoerente (07 (JJ) = 5 (316)

2m
e uma solucao com estados parcialmente sincronizados

w/2
1=K df cos* 0g (Krsin6), (3.17)
—7/2
que aparece como uma bifurcagdo quando r passa a ser positivo em um ponto critico K.. To-

mando o limite » — 0" o ponto critico é obtido analiticamente:
2
K, = ) (3.18)
79 (0)

O comportamento de r na regido imediatamente apds K. pode ser obtido através da expansao

em Taylor do integrando em (3.17),

1
g (Krsinf) =g (0) + 59” (0) K*r?sin® 0 + O (1), (3.19)
que fornece
~ e AE 3.20
R o

Nessa equagdo € possivel observar que o regime parcialmente sincronizado aparece como uma
bifurcagio supercritica em K. se ¢” (0) < 0, que corresponde ao caso considerado com ¢ (w)

unimodal. Se considerarmos a distribui¢do de Lorentz

v

= 3.21
g(w) YIS (3.21)
a integral em (3.17) pode ser calculada analiticamente, fornecendo
K,
r 7 Y (3.22)



A andlise original de Kuramoto apenas tratava das solu¢des estaciondrias, ndo se propondo
a descrever as propriedades de estabilidade das solu¢des. O problema da estabilidade linear s6
foi tratado na década de 90 por Strogatz e Mirollo [29], que resultou na teoria de estabilidade
linear da incoerencia publicada por Strogatz, Mirollo e Matthews [91] (parte da andlise linear
e alguns problemas nao resolvidos da teoria nao linear de estabilidade foram considerados por
Balmforth e Sassi [92]). A proxima sec¢do consiste nos principais resultados descritos nesses

artigos.

3.2 Analise de estabilidade linear de Strogatz e Mirollo

O limite N — oo das equacdes de movimento (3.3) deve ser compreendido como um
continuo de osciladores distribuidos no circulo, descritos em termos de uma fungao densidade
p (0,w,t) normalizada para todo t e w, tal que p (0, w, t) df fornece a fragdo de osciladores com
frequéncia natural w contida no intervalo [, § + df] no tempo ¢. Como o nimero de osciladores
¢ conservado, a presenca de densidade de corrente crescente em alguma regido do circulo deve
corresponder ao fluxo de entrada de osciladores, de forma que a densidade deve satisfazer a

equacgao de continuidade
Orp (0,w,t) = =04 [p (0, w, ) v (0,w, )], (3.23)
onde a velocidade instantinea v (¢, w, t) no ponto 6 é obtida de (3.5),
v(f,w,t) =w+ Krsin (¢ — 0). (3.24)

Considerando o parametro de ordem no limite do continuo,

27 00
re’ = / do / dwep (0,w,t) g (W), (3.25)
0 —00
€ possivel obter uma tnica equagdo que descreve a evolucao temporal de p,

Op (0, w,t) = — wyp (0, w, 1)
2m
— K89|: (0,w,1) / d@’/ dw'sin (6 — 0) p (6',0',t) g (W) | . (3.26)

tal que os estados estaciondrios sdo exatamente os obtidos anteriormente: da condicdo esta-
ciondria d;p. = 0 temos p.v = C (w), onde C' (w) # 0 fornece a densidade (3.8) dos osciladores
em deslocamento e C' (w) = 0 fornece a funcdo delta para os osciladores travados.

As equagoes (3.23) e (3.26) foram estudadas por Sakaguchi [93] que analisou o modelo de
Kuramoto sob a influéncia de campos externos e com flutuagdes estocdsticas nas frequéncias

naturais. Considerando somente o segundo caso, o0 modelo é descrito pelas equacdes
0; = w; + & (¢ Zsm i=1,..,N. (3.27)
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O ruido branco &; (t) € descrito por um processo estocdstico com

(& () =0, (& (t) & (s)) = 2Ddy6 (t — s), (3.28)

onde D € a intensidade do ruido e a média € tomada sobre um conjunto de realizagdes de &; ().
Como as equacdes (3.27) formam um conjunto de equacdes de Langevin, é possivel derivar a
equagdo de Fokker-Planck que descreve a evolugio temporal da densidade p (0, w, t). Para tal
escrevemos (3.27) na forma diferencial [94, 95]

d9; = dt + x (t) V2Ddt = vidt + x (t) V2Ddt, (3.29)

K N
wi—l—N;sin(ﬁj —91)

onde x (t) é uma varidvel estocastica distribuida por uma normal N (0, 1). Suponha f (#) uma

funcdo continua e diferencidvel de 6, que admite expansao

df = 0Opfdd+ %ag fd6* + O (d6*)

— Of <vdt n x\/2Ddt> + 02f Dy2dt + O (dt*/?) . (3.30)

Se admitirmos que a hipétese ergédica seja valida® é possivel escrever a identidade

/d@f (0)0,p — <%(f>>, 331)

onde p € a densidade de probabilidade. Ao se inserir (3.30) em (3.31), o valor esperado no lado
direito resume-se a (x) = 0 e (x?) = 1, e as integrais de superficie sdo anuladas devido 2s
condi¢des periddicas de contorno p (6 + 27) = p (). Assim a expressdo final obtida de (3.31)

7

/ o f (0)dp = / dof (8) [DI;p — 0y (pv)] , (3.32)

que deve ser valida para qualquer funcdo f (@), o que leva a equagdo de Fokker-Planck que
descreve a evolucdo da densidade de probabilidade sob a presenca de ruido externo

Oip (0,w,t) = DIap (0,w,t) — D [p (0, w,t) v (0,w,1)]. (3.33)

O limite sem interferéncia externa (ruido) dado por D = 0 € exatamente a equacdo de continui-
dade (3.23).

Uma andlise das equacgdes (3.24), (3.25) e (3.33) mostra que a solu¢ao incoerente p =
1/27 sempre é solucao do sistema, independente da presenca do ruido externo: a integral em
(3.25) resultaem r = 0 e v (A, w,t) = w, de forma que os dois lados de (3.33) sdo nulos. A
andlise de estabilidade serd feita no contexto mais geral (na presenga de ruido) devido a algumas

peculiaridades que ocorrem quando D = 0, conforme ficard mais claro a seguir.

TMédia sob alguma quantidade mensurédvel é a mesma quando tomada sob um grande niimero de sistemas ou
sob apenas um tnico durante um longo periodo.
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3.2.1 Estabilidade do estado incoerente

A solugdo incoerente pi,.. = 1/27 corresponde ao estado em que todos os osciladores
encontram-se uniformemente distribuidos no circulo, para todo w, e a andlise da estabilidade
desse estado fornece a descricdo do comeco da sincronizacdo, quando a solucao perde a estabi-
lidade.

Considere uma pequena perturbagio 7 (6, w, t; €) na solugdo incoerente,

1
P (9,&)) - % + n (97 W, tu 8) ) (334)

onde ¢ € o parametro de controle da perturbacio. A condi¢do de normalizacdo fornece

/ don (0, w,t;e) = 0. (3.35)

—T

Inserindo (3.34) na equa¢do de Fokker-Planck obtemos a equag¢do que descreve a evolucao

temporal da perturbacao:

om = DI + ? cos (¢ —0) + Krcos(p —0)n — [w+ Krsin (¢p — 6)] Ogn.  (3.36)
m

Como 7 (0, w, t;¢) é uma fungdo 27-periddica em ¢, vamos considerar uma expansio em har-

monicos de Fourier
o

n 0, w,t;e) = Z Cn (W, L) e™. (3.37)

n=—oo
Os termos em (3.36) com dependéncia em r e ) podem ser escritos em termos dos harmonicos

com auxilio de (3.25),

recos (¢ —0) = ﬂ/oo dwg (w) [eiecl (w,t;e) +e ey (w,t; 5)} , (3.38a)

o0

rsin (v —0) = irm /OO dwg (w) [e”e; (w,t;e) — e ey (w, t;e)] (3.38b)

—00

onde ¢, = c_,, de forma que a evolucdo da perturbacio € descrita pelas equagdes

i e, (w, tre) = — i e (n*D + inw) ¢, (w, t;€)
+7K i": e /OO dw'g (W) [en1 (w, t;e) er (Wit 8) — engr (w, t;€) ey (W)t €)]
+7K i ™ (n—1)cpy (w,t;€) /OO dw'g (W) er (W', t;€)
K i ™ (n41) cpyr (W, t;€) /_OO dw'g (W) ey (W t;€)
—1—% [eie /_00 dw'g (W) e (W te) + e /—00 dw'g (W) e 1 (W' t;e)] . (3.39)
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Como a igualdade deve ser valida para cada ordem da expansao de Fourier, a evolucdo temporal

do harmonico fundamental € descrita pela equacao

K o0
ocr (w,t;e) = —(D+iw)cl(w,t;€)+§/ dw'g (W) e (W', t;€)

—00
o0

— nKey (w,t;s)/ dw'g (W) e 1 (W' t;€), (3.40)

—0o0

enquanto os harmonicos superiores (|n| > 2) satisfazem

Ohen (w,tie) = — (R*D +inw) ¢, (w, ;) + nrK ey (w, t;€) / dw'g (W) ey (W't €)
— nrKcpp (w, t;e) / dw'g (W) ey (W' t;e). (3.41)

Se considerarmos somente termos de primeira ordem de perturbacdo e,
c (w, tye) = ec(w,t), Cn (W, ts6) = ey (w, ), (3.42)

as equacoes (3.40) e (3.41) aparecem desacopladas para as amplitudes:

o (w,t) = — (D +iw) ¢ (w, t) + g/m dw'g (W) e (W', t), (3.43)
e (w,t) = — (n°D + inw) ¢, (w, 1), In| > 2. (3.44)

Analisando primeiro a equag@o da amplitude do harmonico fundamental ¢ (w, t), a equagéo
(3.43) possui tanto um espectro discreto como um continuo. Para obter o espectro discreto

assumimos que a solucdo seja separavel,
c(w,t) =b(w)eM, (3.45)

onde o autovalor A é independente de w. Se interpretarmos o lado direito de (3.43) como um

operador linear L atuando em ¢ (w, ),

Le(w,t) = — (D +iw) ¢ (w, t) + g /OO dw'g (W) e (W', 1), (3.46)

o0

a equacdo de autovalores <ﬁ — A ) b (w) eM = 0 fornece

[e.e]

A (w) = — (D +iw) b (w) + g / dw'g (W) b (W) . (3.47)

—0o0
Como a integral em (3.47) € apenas uma constante € possivel definir

KOO

A= ) dw'g (W) b (W), (3.48)
de forma a expressar b (w) como
A
= . 4
Al (3:49)



Para que a solugdo seja autoconsistente € necessario que ela satisfaca

K
3.50
/ )\—i-D—Hw ( )

A solu¢do A = 0 ndo é permitida porque ela implica b (w) = 0 e consequentemente ¢ (w, t) = 0.
Portanto a equagao que descreve o espectro discreto do sistema é

K
=1. 3.51
/ )\+D+zw ( )

Se g (w) for uma fungdo par ndo-crescente no intervalo [0, 00), i.e., g (w) < g (w’) para todo
w > W', entdo a equagdo (3.51) tem no maximo uma solucgéo para A, e se a solucao existir ela

necessariamente deve ser real [96]. Sob essa condicdo € possivel reescrever a equacdo na forma

K/ At D =1 (3.52)
A+D) + w?

Como o primeiro harmdnico relaciona-se com 7 através de
. o0
re’ = 27T/ dwg (w) c—1 (w, t;€), (3.53)
—00

a estabilidade de ¢ (w,t) fornece também a estabilidade de . Se A > 0 entdo c(w,t) e r
crescem exponencialmente, resultando em um estado incoerente instdvel. Quando A < 0 temos
um decaimento exponencial e o estado incoerente € estdvel.

Para que o lado esquerdo de (3.52) seja positivo € necessario que A > — . Na presenca de
ruido o modo fundamental pode ser estavel, porém quando D = (0 ndo podem existir autovalores
negativos, o que implica que o estado incoerente nunca € linearmente estavel. O ponto de

transicdo € obtido ao considerar A = 0 em (3.52), que fornece o acoplamento critico K:

00 D -1

Na equagdo (3.52) é possivel observar que no caso livre de ruido a solucdo incoerente perde
a estabilidade quando K > 2/mg (0): sob D = 0 e A — 0" a fungdo kernel A/ (\? + w?)
concentra-se formando um pico em torno de w = 0, apesar da integral ser igual a 7 para A
positivo. Isso implica que a fungéo kernel tende a 76 (w) no limite A\ — 0%, de forma que o
lado esquerdo de (3.52) tende a (K/2) wg (0). Portanto A > 0 para K > 2/mg (0).

Analisando agora o espectro continuo de (3.43), a equacdo de autovalores pode ser escrita
na forma

A (w)+ D +iw|b K/ dw'g (W) b (W), (3.55)

onde novamente a integral é uma constante A, como definida em (3.48). Se considerarmos que

o0 espectro continuo € completamente determinado por
Aw) =—-D —iw, (3.56)
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a integral deve ser nula, o que implica que qualquer fun¢do fmpar b (—w) = —b(w) € uma
autofun¢do do operador L com autovalores dados por (3.56), onde w pertence ao conjunto de
todas as frequéncias naturais que satisfazem g (w) # 0 (suporte de g). Para demonstrar que
(3.56) corresponde ao espectro continuo completo, considere a equacao

[ﬁ (W) f} b(w) = f(w). (3.57)

Para que ) (w) seja autofuncdo de L é necessario que f (w) seja nula. Se \ (w) # —D —
entdo &€ possivel escrever

—[AN(w) + D+ iw]b(w) + g/ dw'g (W) b (W) = f(w). (3.58)
Usando a defini¢do de A para escrever
A f(w)
blw) = Aw)+ D+ iw’ (3-59)

¢ possivel obter a equagdo de autoconsisténcia

{1 a _/ )+ D) + zw} B _g _Z dw)\ ({ugcjz gl])(i)zw (3-60)

O termo entre chaves s6 é nulo quando A (w) = A, i.e., quando o autovalor pertencer ao espectro
discreto. Como por suposi¢ao A (w) # —D —iw, entdo qualquer outro valor assumido por A (w)
gera uma inconsisténcia pois o lado direito da igualdade deve ser obrigatoriamente nulo. Isso
mostra que (3.56) reproduz todo o espectro continuo.

Com os dois espectros de autovalores completamente determinados € possivel analisar a
estabilidade da solug@o incoerente para uma func¢do g (w) par ndo crescente, definida em um

intervalo [—, 7]. As equacdes que definem o espectro de \ sdo

K/ )\dlsc + D
>\dlSC + D) + Wz

=1, Acont, = —D —iw. (3.61)

No caso com ruido (D > 0) o espectro continuo é uma linha vertical no semi plano esquerdo
do plano complexo de A\, com a parte real sempre negativa independente do valor de K, de
forma que os modos desse espectro nunca causam instabilidade. O espectro discreto pode ser
um valor puramente real positivo (K > K¥) ou vazio (K < K7*), onde K* é definido pela
condicdo A = —D quando o espectro aparece. Para K > K* o modo fundamental € instavel
pois A > 0, e para valores menores do acoplamento o autovalor torna-se primeiro neutramente
estavel quando A = 0 e linearmente estavel na regido —D < A\ < 0. Para A = —D o espectro
discreto desaparece ao ser absorvido pelo continuo.

No caso sem ruido o espectro continuo encontra-se exatamente sobre o eixo imaginério, com
a parte real nula, o que significa que X = K*. O modo fundamental € instavel para K > K e
neutramente estdvel na regido K < K, onde o espectro discreto torna-se nulo.

Alguns casos particulares da distribui¢do de frequéncias naturais g (w) permitem calcular

analiticamente o autovalor A\ e o acoplamento critico K:
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1 Distribuicao localizada: g (w) = ¢ (w)

1
A= §K - D, K.=2D. (3.62)
2 Distribui¢o uniforme no intervalo finito [—7,7]: g (w) = %
27y 27y
A=~vycot | — | — D, K=—"F—. 3.63
7 (K) tan~! (%) (3:63)
3 Distribui¢@o de Lorentz: g (w) = m
1
A=-K-D—~, K. =2(D+n). (3.64)

2

A evolucao das amplitudes dos harmonicos superiores (3.44) é descrita pelas solucdes
¢ (W, t) = ¢, (w,0) exp [— (P°D + inw) t] (3.65)
de forma que a série de Fourier ' (6, w, t) dessa perturbagdo assume a forma

(0, w,t) = Z cn (W, t;e) e = Z Cn (w, 0) e W Ptein(0—wt), (3.66)
[n|>2 n|>2
Para D > 0 a contribuicdo desses harmonicos decaem exponencialmente e a evolugdo da
perturbagio total 1 (6, w,t) depende essencialmente do modo fundamental ¢ (w,t). No caso
sem ruido a equagdo (3.66) mostra que 1 (6, w, t) é uma onda rotacional ndo amortecida, de-
pendente somente de 6 — wt. Esse resultado segue diretamente de (3.36) quando tomado a
primeira ordem de perturbacao diretamente, que resulta na equacao de evolugao

om* = DIin*t — woen™. (3.67)

Qualquer fungdo na forma n* (6, w, t) = f (6 — wt) é solugdo de (3.67) quando D = 0. Esse re-
sultado mostra que as ondas rotacionais sdo neutramente estaveis para perturbacdes envolvendo
somente harmoOnicos superiores.

Para compreender o significado da estabilidade neutra considere D = ( e uma familia S de

densidades p (6, w, t) que satisfaca

27
/ doe®p (0, w,t) =0 (3.68)
0

para todo w em algum tempo fixo ¢. Isso significa que para cada frequéncia w os osciladores
ndo contribuem para o parimetro de ordem, de forma que v (6,w,t) = w e r = 0. O fato de
S ser invariante sob o fluxo (3.23) significa que v = w para todo ¢, o que implica que existem
solugdes de ondas rotacionais na forma p (0 — wt,w), onde p é uma fun¢do completamente
arbitraria. Uma consequéncia desse resultado ¢ que para D = 0 existem infinitas soluc¢des
diferentes com r = 0, porém quando D > 0 todos os harmonicos superiores decaem no limite

t — oo e a dnica solu¢do com r = 0 € a solugdo incoerente p = 1/27.
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3.3 Efeitos de tamanho finito na regiao de sincronizacao

Todos os resultados obtidos nas se¢Oes anteriores remetem somente ao limite termodinamico
de um sistema de osciladores, obtido no limite N — oo. Nessa secdo vamos nos concentrar
no trabalho de Mirollo e Strogatz [39] que analisaram a estabilidade do estado completamente
sincronizado de uma populacdo finita de osciladores, mostrando que a solucgdo travada € estavel
e desaparece através de uma bifurcagao sela-no.

3.3.1 Estabilidade das solucoes na regiao sincronizada e determinacao de
K

Partindo das equacdes de movimento do modelo de Kuramoto globalmente acoplado

o lado direito descreve as componentes X,, de um campo vetorial X definido em um toro 7.

E possivel definir esse campo vetorial como o gradiente X = V F' de uma funcio escalar F,

2N K N
F(,...08) ==Y [wnen + 5 > cos (6, — en)] : (3.69)
n=1 m=1

ndo univoca no toro (admite varios valores), de forma que X é um gradiente local em 7V. Ao

introduzir o parametro de ordem obtemos
X, = w, + Krsin (¢ — 6,,), n=1,...,N, (3.70)

N
1
F(0,,....08) = — (Z wnl, + 5KNH) . (3.71)
n=1

Para o sistema estar sincronizado € necessario que a frequéncia instantanea de todos os
osciladores ndo se altere, i.e., 6, = Q paran = 1,..., N. Assumindo {2 = 0 as fases para

K > K, sdo travadas segundo a expressao
w, = Krsinf,, n=1,..,N. (3.72)

A partir da relacdo trigonométrica entre arcos seno e cosseno € possivel reescrever a equagao

(3.72),
Wn \ 2
cosf, = +4/1— (-) . m=1..N, (3.73)
Kr

0 que permite escrever parametro de ordem em (3.4) na forma

1 & 1 & wn \ 2
T:N;COSQnZN;i 1+<E>~ (3.74)
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Figura 3.1: Solucdo numérica da equacgdo (3.77) para um caso com N = 10 e frequéncias
naturais geradas a partir de uma distribui¢do uniforme no intervalo [—1, 1]. A figura a esquerda
mostra a solu¢do completa no intervalo. A regidao ampliada da bifurca¢do é mostrada na figura

a direita.

Qualquer solucao de (3.74) com r > (0 e uma determinada escolha dos sinais + define um estado
travado (ponto fixo) para o parametro de ordem r, o que resulta em 2" diferentes configuracdes
de travamento. No entanto somente solugdes estaveis contribuem para a coeréncia na regiao

sincronizada. Qualquer ponto fixo estavel deve satisfazer 8§nF > () para todo n. Como

95 F = Krcos (¢ —6,) — K/N, (3.75)
e no refencial em que ¥ = 0 a condi¢d@o de estabilidade fornece

rcosf, > 1/N, n=1,.., N, (3.76)

o que implica que qualquer solucdo estdvel deve satisfazer cos,, > 0 para todo n. Esse resul-

tado permite escrever o parametro de ordem de maneira univoca

r= %g,h_ () (3.77)

A equagdo (3.77) nas variaveis (r, K) pode ser compreendida como a definicdo da fungdo
implicita K (r) definida em toda a regido sincronizada, o que permite uma abordagem numérica
para descrever as solugdes, conforme ilustrado na figura 3.1 para um caso particular de {w} ;.
A anélise do gréafico para vérias configuracdes diferentes permite obter algumas informagdes:
duas solugdes de 7 sdo criadas a partir de uma bifurcagdo em ponto que denotamos por (75, Ky);
a bifurcagao corresponde graficamente ao minimo da fungéo implicita & (r); uma das solucdes
apresenta conportamento decrescente de r em relacdo a K, sendo destruida em um ponto
(ra, Kq) que satisfaz ry < ry e Ky > Kj; a outra solugdo apresenta comportamento assintdtico
r — 1 no limite X' — oo.

Se o ponto (r,, K) corresponde a primeira solugdo de travamento acessivel ao sistema

entdo por defini¢do K; € a constante de acoplamento critica de sincroniza¢do. A localizacao
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desse ponto no espaco (r, K') pode ser obtida derivando implicitamente (3.77) com respeito a r,

! dK) (3.78)

232 1+__
T NK2y — (w /K) <r K dr

e através da condicao de minimo [%(} Kelee e
- Syl —I's

N 1 N 2
;\/ (wns)? —x—gz R (3.79)

n=1 1/1— (wn/z,)”

= ( obtém-se a igualdade

que define univocamente x; = K ry e permite determinar (75, K) inserindo x5 em (3.77).
Para demonstrar que o ponto (7, K) corresponde a transi¢iio para o regime sincronizado é
necessario analisar a estabilidade da solu¢do

Os elementos da matriz jacobiana sdo obtidos a partir das equacdes de movimento através

da relagdo J,, ,,, = Op én, que fornece

m

Lcos (0, —0,), sen#m
Jn,m - K

v — Krcost,, sen=nm.

(3.80)

o . N
Como a matriz é simétrica e apresenta a propriedade )

m=1

Jnm = 0 para todo n € possivel
concluir que existe um autovetor ¢ = (1,...,1) com autovalor A = 0, que corresponde a in-
variancia das equacdes de movimento sob transformagdes 6, — 6,, + ©. Para que os pontos
fixos sejam estaveis € necessario que todos os outros autovalores sejam negativos (uma vez
que matrizes simétricas possuem somente autovalores reais). Para facilitar o calculo vamos

melhorar a notacdo: a matrix J € escrita na forma
K
J= NC—KTD, (3.81)
com as matrizes C' e D definidas por

Com = €08 (0 — 0,) = cnCm + S$nSm, (3.82a)

)

Dypm = Cnlnm, (3.82b)

)

onde a notacdo usada é ¢, = cosf, e s, = sinb,,.
Devido as propriedades apresentadas por J a condi¢ao de estabilidade pode ser colocada na
forma Jx - x < 0 para todo x = (z1,..,zy) € R tal que |[x|| > 0e 320, x, = 0 (0 que

garante X - q = (). Assim temos

K N N
Jx-x = N E CrmTnTm — Kr E cnxi
n,m=1 n=1

% N 2 N 2 N
= = (Z cnxn> + <Z snxn> —Kr) e, (3.83)
n=1 n=1 n=1
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Definindo um vetor y = (v, ...,yn) que representa uma mudanga de escala em x na forma

Yn = \/azna

2 2
K| (& > s,
Jxox = (Z ,/_cnyn> + (Z \jayn> — Krlly|l*. (3.84)

A partir de (3.84) € possivel definir os vetores u = (/1 ..., /N ) €V = (81/1/C1, ..., S8 /1/CN)
para escrever

K
JX-XZN[(u-y)2+(V-y)2}—Kr||y||2, (3.85)

o que evidencia o motivo subjaente da transformacdo: no referencial em que {2 = 0 os vetores
u e v sdo linearmente independentes,

N | N
u-v:;,sn:K—r;wn:(), (3.86)

de forma que € possivel utilizd-los como uma base ortonormal para expandir o vetor y,

N 687
all VIV

comu-yt =v-yt=0,eescrever (3.85) na forma

Jx-x = % (@ >+ 2P — K (a4 82+ [y *]]7) (3.88)

N
n=1

Da definicdo de u segue que ||u||* = 2V ¢, = N, e ao inserir essa expressdo em (3.88)

obtemos a expressao final para Jx - x:
K, 2 1112
JX-X:Nb (lv[]|* =rN) = Kr||y"|]". (3.89)

. 2, o .
Para qualquer sistema com N > 3 o termo Kr ‘ ’yL‘ ’ € sempre positivo definido, de forma que

2
a condigdo de estabilidade ¢ garantida se ||v||*> — rN < 0. Como ||v||* = 3N, %1 0s pontos
fixos serdo estaveis se eles satisfazerem a condi¢ao
N
1 w?
r > Z n , (3.90)

a N(KT)Q n=14/1— (wn/KT)2

A condicdo de igualdade fornece exatamente o resultado obtido anteriormente: o minimo da
funcdo K (r) corresponde a bifurcagdo em (1, K) responsavel pela sincronizagdo do sistema.
A solugdo com r > r, representa os estados estaveis do sistema enquanto o ramo de solucdes
com r; < 1 < rgycorresponde as solucoes instaveis.

Alguns casos particulares com alta simetria € possivel obter solucdes analiticas e serdo ana-

lisadas nas proximas subsec¢des.
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3.3.2 Duas frequéncias naturais

Considere um sistema de /V osciladores tal que N; tenham frequéncia natural w; e N — N

tenham wy. A partir da frequéncia média
N
Z N1 w1 -+ (N N1 )

Q(N,N) = — i :

(3.91)

=1

¢ possivel fazemos a mudanga de referencial w,, — !, (N, N1) = w,, — Q (N, N;) e escrever as

equacdes de movimento sob influéncia do campo médio na forma (¢ = 0)

6 — wi—Krs?n@n, n=1,..,N; (3.92)
— Krsin6,, n=N;+1,...,N.
A condi¢do de sincronizagdo fornece o travamento das fases na regido K > K,
ing, = < 1., N
sing, =4 ST Ky T el (3.93)
sinfp = 3%, n=N;+1,..,N.

Se considerarmos as equacdes de movimento sem o campo médio mas na fixacao de gauge

1) = 0 é possivel reduzir o conjunto de fases {6,,} somente a ¢ e 0 para obter

. N —
91 = w'l—i—

N

LK sin (65 — 6y), (3.94a)
) . Ny
O, = W+ WK sin (61 — 602). (3.94b)

A condi¢do de ponto fixo ng — 0, — 0, = 0 fornece o travamento da diferenca de fase ¢,

= 3.95
sin ¢ 7 ( )
que permite determinar o acoplamento critico K,
Ky = |w) — wh| = |wr — wf, (3.96)
independente do tamanho do sistema ou das propor¢des das duas frequéncias naturais.
A forma funcional de r (K') pode ser obtida a partir da defini¢do de r,
Ny N—-N; .
r = Wlelel + _N—l €Z62. (397)
Multiplicando essa equac@o por e~ %2, as partes real e imaginaria fornecem
N- N N — N
rsinfy, = _Wl sin ¢, rcos by = Wl cos ¢ + N ! (3.98)
Como cos ¢ = +4/1 — (K,/K)?, a fungdo r (K) é escrita na forma
N-N 2 INEKN?
1, M 2 118
1—(K,/K : .
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Figura 3.2: Comportamento do parametro de

coeréncia r na regido sincronizada para um sis-
tema com /N = 10 osciladores com frequéncias

naturais que satisfazem K, = 1. As solugdes

apresentam comportamento assintético r —

N 1 no limite KX — oo. Como valor da
I o . coeréncia na bifurcacgdo satisfaz a equacao r, =
0.2} \\\‘\\\\\\ Ny =5 \/(N—N1)2+N2, o sistema é equivalente
‘ 10 - 15 - 20 - 25 - 30 - ?:;“A:O para configuracdes simétricas das propor¢oes

K Nie N — Nj.

O comportamento do parametro de coeréncia na regido sincronizada pode ser observado na
figura 3.2. A solugido estdvel corresponde a r, (K'), que apresenta comportamento assint6tico
r — 1 no limite K — oo. Diferente da solugdo parcial (3.77), a equacdo (3.99) representa o
espaco completo de solugdes na regido sincronizada por levar em conta as mudangas de sinal do
cosseno das fases no ramo r_ (K), por isso ela ndo apresenta a destrui¢ao da solu¢do (como no
caso considerado na figura 3.2). Esse resultado configura uma extensao do obtido por Tsimring
et al. [61], que consideraram somente populagdes igualmente distribuidas (N, = N/2).

3.3.3 Frequéncias naturais igualmente espacadas e limite termodinamico

Vamos considerar um sistema no limite termodinamico (N — o0) onde as frequéncias

naturais sdo obtidas através de uma distribuicéo uniforme em um intervalo finito [—~, 7]:

1/2 <
g (w)= /21, paralwl <5 (3.100)
0, para |w| > v
Seguindo a andlise de Kuramoto descrita na sec¢ao 3.1, o parametro de ordem € definido pela
integral
r= / dwg (w) cos [0 (w)], (3.101)

que no regime completamente sincronizado é descrito por

r= %/_: dwy/1 — (w/Kr)2 = %\/ 1— (’y/KT)2 + %arcsin (v/Kr). (3.102)

Essa equagdo s6 admite solucdo para Kr > +, de forma que no ponto critico K.r. = v a
solucdo incoerente torna-se instavel, e o acoplamento critico é dado por K. = 4 /7, conforme
equacdo (3.63) no limite D — 0.

Se considerarmos um sistema de tamanho finito as equacdes (3.77) e (3.79) descrevem o

ponto de transicao (r, K) para o regime sincronizado, com acoplamento critico de sincroniza-
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cdo K:

3 — wn (V) 2_ 1 ~ wi(N) a
Z\/l [%(N)] _:cg(N)Z =, (3.103a)

N 2

=3 /1 [‘;’"g” , (3.103b)

n=1 s

onde x4 (N) = K, (N)rs (N). No limite N — oo as frequéncias naturais sdo determinadas em
termos da funcdo de distribui¢éo de probabilidades ¢ (w) definida na equag@o (3.100). Em um
sistema de tamanho finito essa distribuicdo poderia ser usada para determinar as frequéncias,
porém o ponto critico da transi¢do seria obtido somente em média sobre as realiza¢des. Para
contornar esse problema € possivel assumir que g (w) seja dividida no intervalo [—+, ] para os
N osciladores de forma que as diferencgas entre frequéncias naturais sejam igualmente espagadas
e no limite termodinamico essa configuracdo deve corresponder a distribui¢ao uniforme (3.100).

Sob essa hipétese as frequéncias naturais sao representadas pela fungdo

wn (N):ﬁ(—znw\fﬂ), n=1,..N. (3.104)

Antes de procurarmos uma solugdo para o conjunto (3.103) € necessario fazer algumas consi-
deragdes sobre o comportamento de x5 (/V). Primeiro é importante frisar que os somatdrios na
equacao (3.103a) nao podem ser aproximados por integrais para representar o limite de muitos
osciladores (a equacgdo € reduzida a uma identidade), de forma que € imperativo realizar o
calculo com os somatodrios. A segunda consideracdo vem do comportamento do acoplamento
critico K (IV): resultados numéricos mostram que Oy K (N) < 0, com K, (N) — K2° no
limite N — oo. Como 7, (N) é uma funcdo definida somente no intervalo (0, 1], é possivel
assumir que a fungdo = (N) seja representada pela expansido em série de Laurent

N) =y (3.105)
m=1

com x$° > ~y por consisténcia com as equagdes (3.103), uma vez max,, (w,) = v e para xy < 7y
as equacgdes nao admitem solugdo.

Uma vez que as hipéteses iniciais foram feitas a solucdo de (3.103a) € obtida através da
determinacdo das constantes x,, em (3.105). A partir das expansdes em série de Taylor

/1_ 2 - 1— 2k
Y z;yc kl)y’ \/_7 ;416 k;l)

a equacdo (3.103a) pode ser escrita na forma*

sy*F, (3.106)

00 00
k

0o 2]€ W, 2k 00 2/<) o,
;4k ok — k;' _Z(%) _Z4k(2k k' —Z( ) . (3.107)

1

A equagio foi multiplicada por 1/N somente por conveniéncia, porque a expressio no lado direito de (3.107)
aparece também na defini¢@o de r5 (V).
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O truque para se resolver essa equagdo € expandir os dois lados da igualdade em série de

poténcias 1/N e igualar os coeficientes. Em primeira ordem o somatdrio é dado por

1L w2 1 - 2k
N;(l‘_> :2/€+1(x§0) +O(1/N), (3.108)

que inserido em (3.107) fornece a relacao que define x%° (7):

P> & 4’f2 ) (k1)” (l>% - g 45 (4/2!2€ (—21?)!(/@!)2 (xl>% (3.109)

k=1

Definindo os operadores

N N )
iof )=y, (v). L+f<y):§ / ay'f (o). (3.110)

as fungdes que representam os somatorios em (3.109) podem ser obtidas a partir das func¢oes

definidas em (3.106) por aplicacdes sucessivas de Ly,

00 1T 1
2% _ 2 i
sy = = 1—y —|——arcsmy1 , (3.111a)
; 4k2 (kl) 20 Y
> 2k 2]{5 2% 1 i y2 -1 1 ;
y"r = - |———— 4 —arcsiny| . (3.111b)
,;zﬂf 4k2 — 1) (k1) 2V1-9* Y

A substitui¢ao das equacdes (3.111) em (3.109) fornece a solucdo

2 (7) =17. (3.112)

A determinag@o da constante x.° facilita o calculo das constantes de ordens superiores em
(3.107): inserindo (3.112) na expansao (3.108) obtemos

i 2k 1 . 2k (w1
w.) 2% +1 " 2%+1 v )N

=1
3 2%k 41y 2k+17

1

3+ O (1/N?). (3.113)

Considerando somente a primeira ordem em 1/N, a inser¢do de (3.113) em (3.109) resulta na

equagdo que define x; (7y):

. T 3y? v (yv° — 1)
| 1—— + = 0. 3.114
yl_rg ( v ) [ /1 — y2 (1 _ y2)3/2 ( )

Como a expressao em y diverge no limite y — 1, a igualdade s6 pode ser satisfeita se

r1(7) =1, (3.115)
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-1.0:
§_1'5 Figura 3.3: Acoplamento critico K, (N) para
<|r -20° um conj d ilad frequénci
% ‘ junto de osciladores com frequéncias
%_2-5;’ naturais dadas pela equagdo (3.104). Os pontos
2—3-0;’ sdo os resultados obtidos por cdlculo numérico
S-35 das equacdes (3.103), idénticos aos obtidos por

-4.0¢ simulacdo das equagdes diferenciais, enquanto

10 15 20 25 30 35 40 " acurva corresponde a funcdo (3.118) calculada

Log N analiticamente.

portanto podemos escrever

2y (N) :’y—i—%JrO(l/N?). (3.116)

Inserindo (3.116) na equag@o (3.103b) obtemos o comportamento de 5 (N),

- (2k)! 1 O fwn 2%
() = 1- ; 1k (2 — 1) (k;!)zﬁz1 (%)

n=

= 11—

(2k)! FO(UNY) = T+0 (1N, @)
k=

4k (452 — 1) (k!)*

1

onde a dltima igualdade € obtida tomando o limite ¥ — 1 na equacao (3.111a).
Uma vez concluido o procedimento de se determinar os comportamentos assintéticos de
zs (N) ers (N) oacoplamento critico é obtido através da defini¢do z, (N) = K (N) rs (N):

K, (N):—+7—+O(1/N2). (3.118)

Esse resultado tinha sido inferido (porém aparentemente nado calculado) por Paz6 [40], que esta
de acordo com as hipdteses assumidas através do limite N — oo que fornece o acoplamento

critico K., como mostrado no inicio da secao.
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Capitulo 4

Condicoes periodicas de contorno em 1
dimensao: modelo de Kuramoto

localmente acoplado (LCKM)

No capitulo anterior foi mostrado como o carater de longo alcance (topologia trivial com
todos os osciladores conectados entre si) do modelo de Kuramoto possibilita a obtencao de
resultados analiticos via método de campo médio para infinitos osciladores ou mesmo para um
sistema de tamanho finito com simetria (solucdes assintdticamente analiticas).

Em muitos sistemas fisicos (tanto bioldgicos como artificiais) o comportamento coletivo é
obtido através da organizacdo dos elementos em configuracdes que diferem do cardter global-
mente acoplado, onde as contribui¢des individuais dos osciladores sao fortemente dependentes
dos efeitos das interagdes locais e da topologia (ou geometria, no contexto de interacdes que
dependem da distancia) do sistema.

A analise de configuracdes com nivel mais realistico de interagcdo faz-se importante porque
elas proporcionam o surgimento de fendmenos ndo captados no caso idealizado. No entanto, o
inconveniente dessa descricdo € o nivel muito superior de complexidade matematica, onde ndao
sO as técnicas previamente desenvolvidas sdo raramente aplicdveis mas também o advento de
novas ferramentas corresponde a um grande desafio.

Um meio termo entre os dois niveis de descri¢do corresponde a assumir o modelo unidi-
mensional com condicdes periddicas de contorno, que corresponde a forma mais simples de
interagdo local que preserva alguma influéncia topoldgica. A forma simplificada com que a
interacdo somente entre primeiros vizinhos € introduzida possibilita a andlise dos comportamen-
tos individuais e das contribuicdes de cada oscilador para a sincronizacao coletiva. A segunda

parte do texto € inteiramente dedicada a essa configuracdo do sistema
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4.1 Dinamica de acoplamento fraco e arvore de sincronizacao

Em uma dimensdo com condig¢des periddicas de contorno o modelo de Kuramoto assume
um cardter localmente acoplado com interacao somente entre os dois primeiros vizinhos, com

as evolucao temporal de cada oscilador descrita pelas equagdes de movimento

O, = wy + K [sin (6,1 — 6,) 4 sin (6,41 — 6,)] . 4.1)
com condig¢des periddicas de contorno fy,1 = 61 e 0y = Oy. Seguindo de perto as primei-
ras andlises do modelo realizadas por Zheng et al. [76, 77], vamos focar a aten¢do no com-
portamento dindmico do sistema no regime dessincronizado (com auséncia de travamento de
fase). Para demonstrar as caracteristicas gerais apresentadas vamos considerar um sistema com
N = 13 osciladores e frequéncias naturais obtidas a partir de uma distribuicdao uniforme defi-
nida no intervalo [—1, 1], como mostra a tabela 4.1.

wi; = 0.519158 | we = —0.502716 | w3 = 0.752939 | w4 = 0.03112
ws; = —0.446421 | wg = —0.597881 | w; = 0.966028 | wg = —0.327333
wyg = —0.761618 | wip = —0.651343 | wy; = 0.76217 | wie = 0.927337

W13 = —0.67144 - - -
Tabela 4.1: Frequéncias naturais do sistema com N = 13 osciladores considerado nas
simulagdes.

Na situacdo de acoplamento nulo (K = 0) a presenga dos demais osciladores ndo inter-
fere nos movimentos individuas, sendo a frequéncia instantdnea de cada oscilador dada por
sua frequéncia natural 0, = w,. Para pequenos valores de K observa-se que 0,, varia oscila-
toriamente ao redor da sua frequéncia natural, e conforme o valor do acoplamento € elevado
as amplitudes das oscilacdes aumentam, mostrando uma tendéncia de aproximacgado de centros
de oscilagcdo entre dois osciladores vizinhos. Esses efeitos podem ser observados na figura
4.1 para algumas frequéncias instantaneas: a figura a esquerda mostra as oscilagcdes em torno
da frequéncia natural; na figura a direita é possivel observar a aproximacdo dos centros de
oscilagao* entre os osciladores vizinhos wy; e wys, € também para os osciladores ws; € wg.

Para valores maiores de acoplamento a competi¢do entre interagcdes vizinhas torna o com-
portamento das frequéncias instantaneas extremamente complexo, dificultando a andlise da

evolucdo temporal dos osciladores. No entanto € possivel definir uma frequéncia média

: 1T

(0,) = lim —/ 0, (1) dt, 4.2)
T—o00 0

de forma a minimizar os efeitos das flutuagdes e permitir uma andlise inicial mais clara da

contribui¢do da interagdo na sincronizacao do sistema. A figura 4.2 mostra o comportamento

das frequéncias médias em funcdo do acoplamento.

*O comportamento oscilatério de 6,, apresenta um valor médio (6,,) em torno do qual as oscilagdes ocorrem,
denominado centro de oscilagdo.
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Figura 4.1: Evolucao temporal das frequéncias instantaneas de alguns dos osciladores do sis-
tema no regime de acoplamento fraco (KX = 0.05). A figura a esquerda mostra as pequenas
flutuacdes em torno das frequéncias naturais, enquanto a figura a direita mostra a aproximacao
dos centros das oscilagdes: na parte superior os valores médios (911) e <912> se aproximam, e

na parte inferior o mesmo efeito é observado para (65) e ().

O fato notdvel que se observa no comportamento das frequéncias médias € a estrutura de
uma arvore de transi¢oes, responsavel pela formacao de clusters sincronizados na regido anterior
ao acoplamento critico K onde ocorre a sincroniza¢do plena 0, = constante. Uma andlise
minuciosa para diferentes realizagdes de frequéncias naturais e tamanhos do sistema mostra a

existéncia de trés tipos de transi¢des oriundas do aumento da constante de acoplamento.

A) Sincronizacao entre dois osciladores adjacentes (ou clusters adjacentes) com frequéncias
proximas. A transicdo aparece como dois ramos mesclando-se em um Unico para um

dado valor do acoplamento.

Essa transi¢ao é a mais comumente encontrada no sistema. Na figura 4.2 ela pode ser observada
perto de K = 0 (osciladores wy; e wya, por exemplo), e para valores mais elevados do acopla-
mento na forma de sincronizacao oscilador-cluster (K ~ 0.7 quando o oscilador w7 sincroniza-
se com o cluster formado pelos osciladores w;_g € wy3) ou cluster-cluster (K ~ (.65 quando o
cluster ws ¢ sincroniza-se com o cluster wy_4,13). Todos as regides no grifico denotadas por A
representam esse tipo de transi¢ao.

B) Sincronizacio entre dois osciladores ndo adjacentes (ou clusters ndo adjacentes) com
frequéncias proximas, enquanto os osciladores entre eles apresentam frequéncias consi-
deravelmente diferentes.

Esse tipo de transi¢do € responsavel pela formacgdo de clusters sincronizados ndo localmente e
pode aparecer pela unido de dois ou mais ramos. Na figura 4.2 ela aparece em duas regides: em
K =~ 0.25 a transi¢do sincroniza o oscilador wg com o cluster ws g, € em K ~ 0.4 causando a

sincronizacado entre os osciladores wy € wy.

C) Dessincronizacdo de um oscilador pertencente a um cluster.
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Figura 4.2: Estrutura de arvore de transi¢des nas frequéncias médias nos osciladores em fungao
do acoplamento /K, responsavel pela criacdo de clusters sincronizados. As regides denota-
das por A representam sincronizac¢io entre osciladores (ou clusters) adjacentes; B denota a
sincroniza¢do entre osciladores (ou clusters) ndo adjacentes; a dessincronizacdo de um osci-
lador localizado na extremidade de um cluster € denotada por C'. Apds uma sequéncia de
transi¢Oes dois grandes clusters sdo formados, e em K = K eles se unem em um tnico grupo

com én = Q.

A dessincroniza¢ao ocorre com um oscilador localizado na extremidade de um cluster, e €
devida a competicdo entre dois clusters vizinhos. Ela pode ser observada em K ~ (.26 quando
o oscilador wg dessincroniza-se do cluster ws ¢ para posteriormente sincronizar-se com o cluster
w10, € também em K =~ 0.88 quando w; desincroniza-se do cluster w;_g 13 para sincronizar-se
com o cluster ws_1g.

Ao descrever o comportamento médio das frequéncias instantaneas a drvore de sincronizacao
fornece a informacao de quais correlacdes devemos procurar ao analisar a evolug¢dao temporal
dos osciladores. Se considerarmos primeiro o regime de acoplamento fraco, a anélise das séries
temporais dos osciladores que apresentam sincroniza¢do em média mostra os mais variados
tipos de comportamento de oscilagdo em O,. Alguns deles sdo ilustrados na figura 4.3.

Conforme aumentamos a constante de acoplamento um fato realmente surpreendente no
comportamento das oscilacdes € revelado: elas podem ser periddicas, quase-periddicas ou até

mesmo cadticas’. A sincronizacdo de osciladores cadticos tem chamado o interesse da comu-

Para corroborar essa afirmativa é necessario analisar o espectro de Lyapunov do sistema. Detalhes sobre a
andlise podem ser encontrados nos trabalhos de Zheng et al. [76, 77], visto que esse procedimento encontra-se

36



%1(0 W, W10 O0® w1, w1 O  ws, we, wg K =0.25

—o4f i il T
\

M .‘m‘\“\\”u‘h‘\‘r\ ! i

-0.6

-0.8

T -

Figura 4.3: Tlustragao de alguns dos diferentes tipos de comportamento das frequéncias ins-
tantaneas para osciladores com mesma frequéncia média em K = 0.25. Esquerda: osciladores
wy € wig com amplitudes distintas de oscilagcdo em 0. Centro: osciladores w11 € Wi com ampli-
tude e aceleragdo instantinea 6 da mesma ordem. Direita: caso de sincronizagdo ndo local com

osciladores ws, wg € wg apresentando comportamentos oscilatérios completamente distintos.

nidade cientifica recentemente*, mas em oposi¢io a esses trabalhos que consideram osciladores
cdoticos por natureza (em muitos trabalhos foram considerados o acoplamento entre osciladores
de Rossler cadticos [97] e hipercadticos [98]), o modelo de Kuramoto localmente acoplado
¢ formado por osciladores originalmente periddicos cujo comportamento caético € induzido
através do acoplamento.

O aumento continuo da constante de acoplamento leva o sistema a uma sequéncia de tran-
sicdes entre regimes periddicos e cadticos. Em um sistema com frequéncias naturais completa-
mente aleatdrias a localizacdo dessas regides em geral s6 pode ser obtida através do espectro de
Lyapunov, porém para sistemas com simetria a identificacdo pode ser feita visualmente. Para
1sso vamos considerar um sistema com as frequéncias naturais igualmente espacadas no anel,

v

Wy =

Ao tomar a média das frequéncias instantaneas e construir a arvore de sincronizacdo (figura
4.4 para o caso com N = 11), € possivel observar que as transicdes descritas anteriormente
podem aparecer de uma forma mais geral. Na regido com K ~ (.41 aparecem transi¢oes
de dessincronizacdo (C) que destréem o cluster inicial formado por dois osciladores (w45 €
também wy_g) mas ndo levam os osciladores a se sincronizarem com outro cluster: a frequéncia
média deles se estabiliza em uma frequéncia equidistante dos dois osciladores (ou clusters) mais
proximos. O segundo tipo de transi¢ao diferente que aparece corresponde a unido final entre
os ramos, em K = K,: para N impar sempre ocorre a formacdo de trés clusters que colapsam
simultaneamente quando K atinge o acoplamento critico de sincronizagdo (A;). Por ultimo
¢ importante notar que sob essa simetria ndo existem transi¢cdes do tipo B (sincroniza¢do nao
local). O motivo ficara claro mais a frente.

Os processos dinamicos responsaveis pela primeira transi¢ao diferenciada do caso com si-

metria ainda ndo sdo compreendidos, porém o segundo tipo de transi¢do corresponde a um

fora do escopo do texto.
fPara uma introdugio sobre sincronizagio de osciladores cadticos os trabalhos iniciais de Rosenblum et al.
[99, 100], Hu et al. [101] e Zhang et al. [102] consistem em uma 6tima referéncia.
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Figura 4.4: Arvore de sincronizacio para o sistema com N = 11 e frequéncias naturais igual-
mente espacgadas descritas por (4.3). Diferente do caso com frequéncias aleatorias, esse sistema
nao exibe transi¢ao do tipo B (sincronizac¢do nao local), e apresenta dois tipos de transi¢oes
diferenciadas: dessincronizagdo entre dois osciladores que leva a formacao de platds equidis-
tantes (C'); sincronizacdo mutua de trés ramos em K = K, (A;). A localizacdo dos platds €
indicada pelas linhas pontilhadas verticais representadas por P,

fendbmeno bastante compreensivel. Como o oscilador com frequéncia w(y41)/2 = 0 interage
simetricamente com os seus dois vizinhos ndo existe uma dire¢dao preferencial para o deslo-
camento da sua frequéncia média, portanto ele permance com a frequéncia média igual a sua
propria frequéncia natural. Para valores maiores de N € possivel que ele agrege outros osci-
ladores proximos e forme um cluster com média nula, que por efeito puro da simetria deve
encontrar-se com os dois outros clusters simultaneamente em K = K.

Apesas das diferencas existentes entre configuracdes com e sem simetria, ambos 0s casos
exibem transi¢des entre regimes periddicos (ou quasi-periddicos) e cadticos, porém no primeiro
caso todas as regides na arvore de sincronizagcdo em que os clusters aparecem na forma de platds
de sincronizac¢do equidistantes correspondem a regides com frequéncias instantaneas periodicas.
Para o caso com N = 11 aparecem 4 platds, representados por P, cuja localizagio é repre-
sentada por linhas pontilhadas em K; = 0.38, Ky, = 0.47, K5 = 0.67 e K4 = 1.0. O compor-
tamento da frequéncia instantanea de cada oscilador nas regides periddicas € ilustrado na figura
4.5: cada uma das regides gera um comportamento periddico de 6,, distinto, mas para valores
maiores de K o acoplamento mais intenso tende a aproximar o padrdao de oscilagdo, gerando
o comportamento de pulsos periddicos caracteristico do sistema quando proximo a bifurcacao
sela-né em K = K.

Com a localizacao das regides periddicas do sistema através da presenca de platos de fre-

quéncia média equidistantes na figura 4.4 € possivel analisar o comportamento das frequéncias
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Figura 4.5: Frequéncias instantaneas dos osciladores em cada um dos plat()s observados no caso
igualmente espacado com N = 11. A coluna a esquerda mostra ciladores w;_3 enquanto a
coluna a direita exibe ciladors wy_5. Os diferentes padroes periddicos de oscilagdo em 0,

sao aproximados para valores mais intensos do acoplamento, até a formacao inicial dos pulsos
caracteristicos do sistema quando préximo a bifurcacao sela-noé.
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instantaneas antes e depois da transicdo do caos para a periodicidade. Para isso vamos focar
somente na evolu¢do em conjunto das varidveis 6, (t) e 65 (t), como ilustrado na figura 4.6
para t € [100,300]. Nas regides de platd a periodicidade é facilmente reconhecida, visto que
no grifico parametrizado 6; (t) x 65 (t) a evolugdo temporal das varidveis forma um circuito
fechado (coluna a direita). A coluna a esquerda ilustra o comportamento caético do sistema
antes de cada platd. Uma explicacdo para essas transigoes reside na hipotese de que para alguns
valores especificos de /K (ou pequenos intervalos) o sistema € capaz de criar e destruir ciclos
limites estdveis responsaveis pelo movimento periddico, sendo que a criacio de cada ciclo limite
para valores maiores do acoplamento ocorre em uma ~dimensao”menor do espaco de fase. Essa
ultima afirmativa pode ser inferida pela sequente reducao do espaco percorrido por 0 e O, em
cada plato. No entanto é importante frisar que essa explicacao nao passa de uma hipoétese, visto
que esse comportamento ainda ndo é compreendido.

Embora o comportamento temporal do sistema seja bastante complexo na regido abaixo de
K, ainvestigacdo das séries temporais dos osciladores propicia um melhor entendimento com
respeito as transi¢oes observadas na drvore de sincronizagcao. Tendo em vista que a aproximagao
da frequéncia média entre dois osciladores vizinhos corresponde a um comportamento com-
pletamente esperado, El-Nashar et al. [78] analisaram o espectro de Fourier dos osciladores
procurando compreender a origem da formacdo de clusters sincronizados nao localmente. Eles
observaram que esse tipo de sincronizagdo nao ocorre ao acaso, uma vez que os osciladores
ndo adjacentes que possuem frequéncias naturais mais proximas do que comparadas aos 0s-
ciladores localizados entre eles partilham modos lentos de oscilagdo, o que permite que eles
sincronizem primeiro. No entanto a sincronizagdo ndo local observada na drvore apresenta
forte dependéncia com as frequéncias naturais e suas posicdes no anel, i.e., existe um conjunto
(infinito) de configura¢des que nao apresentam esse tipo de transi¢do. Como o sistema descrito
pelas frequéncias naturais (4.3) é caracterizado por osciladores vizinhos sempre equidistantes
no espaco das frequéncias, nio € possivel a existéncia de um outro oscilador ndo adjacente
com frequéncia mais proxima, de forma que esse sistema ndo pode apresentar esse tipo de
sincronizagdo em média.

Em carater complementar El-Nashar [103] analisou a correlacdo entre as fases ao longo da

arvore de sincronizacdo em termos de parametros de coeréncia

Tne = —— Z e¥0n) , 4.4)
¢ |ne{Ne)

definidos para cada cluster de osciladores sincronizados em média®. Entre os resultados obtidos

pelo autor o que se destaca € a forma como ocorrem as transi¢des: primeiro os osciladores

sincronizam em uma frequéncia média; na sequéncia as fases comecam a se correlacionar, o

que leva a um travamento de fase em média e possibilita a atragdo de outros osciladores (ou

clusters) para formar um cluster maior. Esse tipo de andlise promove uma aproximag¢ao com

5 A equacio (4.4) corresponde a um observavel equivalente ao parimetro de ordem no caso globalmente conexo.
A diferenca € que nesse caso ele € definido como a soma coerente somente dos osciladores que formam cada cluster.
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Figura 4.6: Regimes cadticos (coluna a esquerda) e periddicos (coluna a direita) representa-
dos no espaco 0y () x 6, (t), com ¢t € [100,300], para o sistema com N = 11 e frequéncias
naturais igualmente espagadas. Conforme a intensidade do acoplamento € elevada o sistema
exibe transi¢des entre os dois regimes. A comparagdo entre as duas colunas mostra a reducao
da regido acessivel no espaco de fase para valores maiores de K, uma vez que as varidveis

acessam uma regido menor quando no regime periodico.
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Figura 4.7: Figuras a esquerda e central: pulsos nas frequéncias instantaneas causados pelos
deslizes de fase quando o sistema encontra-se perto da bifurcacio sela-n6. Direita: saltos quan-

tizados dos deslizes.

as técnicas desenvolvidas para tratar sistemas globalmente conexos, no entanto o alto grau de
complexidade das intera¢des locais gera muitas dificuldades para um tratamento analitico, seja
ele de cardter dinamico ou estatistico (isso pode ser inferido a partir da defini¢do dos parametros
de coeréncia, que ndo podem ser escrito em termos das equacdes de movimento).

Em resumo, na anélise da drvore de sincronizacdo foi observado que o aumento do acopla-
mento gera uma sequéncia de transicdes de sincronizagdo média de trés tipos basicos, resultando
na formacao de dois clusters finais proximo ao acoplamento critico de sincroniza¢do. Quando
K = K, os dois clusters sdo unidos e os osciladores passam a ser sincronizados plenamente,
com én = (). Porém, na iminéncia da sincronizacao, i.e., valores de K muito préximos K,
o comportamento do sistema muda drasticamente, o que torna necessirio uma andlise mais

aprofundada.

4.2 Iminéncia da sincronizacao

Para valores grandes de acoplamento, préximos do acoplamento critico K, € possivel ob-
servar que os osciladores apresentam as fases praticamente travadas (com uma variagdo muito
lenta) por um longo tempo, e apds um periodo caracteristico elas saem simultaneamente desse
estado em um pulso ou “explosdao”(burst). Apds um periodo curto elas voltam novamente ao
estado quase travado e repetem o procedimento indefinidamente.

Durante o periodo de tempo com quase travamento de fase as frequéncias instantaneas sao
descritas por 0, ~ 0, 0 que implica em 6,, ~ constante (n = 1,..., N). No momento em
que o pulso ocorre as frequéncias instantaneas variam abruptamente, gerando uma variacao si-
multanea na fase de cada oscilador. Como apds a explosao as frequéncias instantaneas voltam
a ser aproximadamente nulas as fases encontram-se novamente em uma regido aproximada-
mente constante. Esse fendmeno é comumente chamado de deslize de fase porque o novo platd
alcancado pelas fases é sempre equidistante do anterior, o caracteriza uma quantizagdo do des-
lize. A figura 4.7 ilustra os pulsos nas frequéncias instantaneas resultantes dos deslizes, que
aparecem na forma de degraus caracterizando saltos quantizados.

Para compreender o que causa os deslizes simultineos vamos considerar um valor de K
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infinitesimalmente acima de K, e um conjunto de fases travadas 6,, (K). Sob essa condi¢io

qualquer solucdo que satisfaca
§n+1 (Kv m) - an (Ka m) = gn-‘rl (K) - gn (K) + 27Tmn> (45)

também ¢ uma solugdo com travamento de fase, com m = (my, ..., m,, ..., my) € m,, corres-
pondendo a valores inteiros. Se o valor do acoplamento for reduzido abaixo de K a solugdo
sincronizada perde a estabilidade via uma bifurcagao sela-nd, o que cria um fantasma (ghost)
na regido onde existia o ponto fixo. A regido do fantasma € caracterizada como uma regiao do
espaco de fase que atrai os osciladores e faz com que eles fiquem presos ali por um determinado
intervalo de tempo, até escaparem novamente.

Agora considere que A6, representa a variagdo da fase 6,, decorrente do deslize. Se as
varidveis dindmicas do sistemas fossem definidas no intervalo (—o0, 00), entfo a regifio do fan-
tasma apresentaria simplesmente o comportamento caracteristico de gargalo (bottleneck), onde
as variaveis passam lentamente pela regido e depois tendem a um dos limites +co. Mas como
sistema € descrito por varidveis 2m-periddicas o deslize de fase observado é essencialmente
um movimento realizado pelo sistema ao longo de um circuito fechado, retornando a mesma
condicdo inicial apds a variacao de 27. Lembrando que a regido de travamento € caracterizada
por diferencas de fase, a unica forma do sistema retornar ao seu estado original € se os deslizes

forem descritos por deslocamento de fase que satisfacam a condicao

N
Z Ab, = 0. (4.6)
n=1

Para que as diferencas de fase apds o deslize sejam equivalentes as anteriores € necessario que

o ganho de fase total dentro de cada argumento da fun¢do seno seja nulo ou igual a +2, i.e.,
Al 1 — Ab, =0,£2m, n=1,.. . 4.7)

Combinando as duas equagdes € possivel concluir que os deslizes sdo representados pelas quan-
tidades quantizadas

2w Ax 27 (N — 1)
AG, =0, 428 427 42 T
N N

onde o valor preciso Af,, de cada oscilador depende da configuragdo {w} ,, no anel.

, 2T, (4.8)

A andlise do comportamento dos deslizes de fase na iminéncia da sincronizagao mostra que

o periodo T’ entre cada explosdo aumenta conforme K tende a K, sendo caracterizado pela lei
de escala

T (K,— K)™"/2, (4.9)

conforme pode ser observado na figura 4.5. Esse resultado € consistente com o esperado a partir

de uma bifurcagdo sela-n6, visto que sob a forma normal da bifurcagao,

i =K, - K +12?% (4.10)
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& dx T
T = . 4.11
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Embora através da forma normal da bifurcacdo sela-né seja possivel prever o escalamento

do periodo em fun¢ao do acoplamento, a equacdo (4.11) ndo fornece nenhuma informagao sobre
como o sistema determina esse comportamento. A conexao da forma normal com a dindmica
do modelo foi realizada por El-Nashar ef al. [79], que através de uma extensa investigacao
numérica observaram a existéncia de uma diferenca de fase ¢,- = 0,-,1 — 0, que satisfaz’
|sin ¢,«| = 1 em K. Ao se reescrever as equagdes de movimento em termos das diferencas de
fase ¢, = 0,, — 0,11,

bn = Wy — W1 + K (sing,_ 1 —2sing, +sing,1), n=1.,N, (4.12)
€ possivel considerar a equagdo de ¢, na forma
Gne = K (A —2sin ¢,,-) (4.13)
onde
A = Wt T Wne

K
Assumindo sin ¢, = 1 em K = K a sincronizag¢do € alcangcada quando 7" — oo, 0 que ocorre

+ Sin @px 1 + Sin Ppryq. (4.14)

com A = 2. Na vizinhanca da bifurcagao € possivel tomar A ~ 2, visto que essa condi¢do é

satisfeita na maior parte do periodo, e obter uma expressao para 7" integrando a equagao (4.13),

s 2

T~ 174 m (4.15)

Através da simulagdo numérica do sistema é possivel observar que K, ~ AK /2, e ao inserir

esse resultado em (4.15) obtemos a expressao final do periodo 7" entre os deslizes de fase,

71-2
Trye—— 4.1
2K, (K, — K)’ (4.16)

YEsse resultado ja havia sido descrito por Strogatz e Mirollo [49] como uma condicdo resultante da bifurcacio
sela-né em uma cadeia de osciladores. No entanto, como serd mostrado mais a frente, no sistema com condi¢des
periédicas de contorno e frequéncias naturais aleatérias ela deve ser tomada na forma |sin ¢,,-| ~ 1, sendo a
aproximacao valida somente para valores de N ndo muito pequenos (tipicamente maiores do que N = 10).
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que através de uma boa aproximacao concorda com o resultado esperado na equagdo (4.11).
Se considerarmos a aproximac¢ao na vizinhancga da bifurcacao considerada acima na equagao

de movimento (4.13) é possivel reescrevé-la na forma
gén* ~2(Ks— Ksing,), (4.17)
cuja solugdo fornece as dependéncias temporais de ¢,,« € P

K+ Kg—KQtan( Kf—K%)

n* t ~ 2 t )
G (1) arctan K

(4.18a)

2K, (K2 — K?)sec? ( KZ_ K2t>

Q

b= (1) (4.18b)

K2+ [/KZ= K tan ( K;-K%)]T

Tomando a aproximacgdo #,, ~ {2 (para todo n # n*) nas equacdes de movimento e escrevendo

as diferencas de fase em termos de ¢,,+,

n*

. . 1 .

sing, = Slnﬁbn*‘FZ‘Z Q—w), n=1,..,n"—1, (4.192)
j=n+1

. . R )

sin ¢, = smcbn*—zj;l(ﬁ—wj), n=n"+1,..N, (4.19b)

a descricao dos deslizes de fase dos osciladores pode ser determinada como resultante do com-
portamento de ¢,,« (£):

¢, = arcsin (ag) + sin ¢n*), I On- COS P =, (4.20a)
\/1 — (aﬁf) + sin ¢n*)
paran=1,...n"—1e
¢, = arcsin (—al? + sin ¢+ ), bn = On- COS In - (4.20b)
\/1 — (—ag) + sin ¢n*>

paran =n*+1,..., N, onde

W= @) W= ¥ @) @21
j=n+1 j=n*+1

Uma vez que todas as diferencas de fase s@o escritas em termos de ¢, (£), assim como as de-
rivadas em termos de ¢,,- (t), os valores de ¢,, aparecem deslocados entre si por uma constante
que depende das frequéncias naturais localizadas entre os osciladores w,, € w,+, como pode ser
observado na figura 4.4, de forma que na iminéncia da bifurcacdo as mudancgas abruptas de ¢,

sao difundidas entre os osciladores do anel através da interac@o entre os vizinhos proximos.
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Embora esse tratamento aproximado permita descrever com boa aproximagdo o compor-
tamento do sistema na iminéncia da sincronizagdo, ele nao fornece informacdo a respeito da
dependéncia do acoplamento critico /s em fun¢do das frequéncias naturais, ou do tamanho N
do sistema. Para tentar resolver esse problema Muruganandam et al. [80] desenvolveram um
algoritmo computacional baseado no método dos multiplicadores de Lagrange [104], como serd

mostrado na secao a seguir.

4.3 Meétodo de multiplicadores de Lagrange para determina-

cao do acoplamento critico

Para a existéncia de um estado sincronizado com travamento de fase é necessario que
as equacdes de movimento apresentem um estado estaciondrio. Como todos os valores de
K € (K, 00) admitem solugdo 6, = Q paran = 1, ..., N, o critério para se determinar o aco-
plamento critico consiste em calcular o minimo valor do acoplamento que permite a existéncia
da sincronizagao.

Na regido sincronizada o lado esquerdo das equacdes de movimento sao todos iguais a 2,
de forma que as multiplas igualdades

K — Q—wl . Q_(A)Q . Q-Wg .
~ singy —sing;  sing; —sing,  sing, —sings
Q—WN

= 4.22
sinqu_l — sin gf)N ( )

sdo vélidas para qualquer valor de K acima de K,. Manipulando essas equacdes € possivel

escreve-las todas em termos da varidvel ¢, (ou de uma variavel qualquer),

a9 as an
= = = .= 423
sin¢; —singy  sin¢; — sin ¢g sin ¢y — sin gy’ ( )
onde as constantes a,, sdo dadas por
as; = Q— wo, (4.24a)
Ay = QAp_1+Q—wy,, n=3,..N. (4.24b)

O ponto chave para se implementar o método de determinac¢do de minimo consiste em in-

terpretar as identidades de (4.23) como vinculos entre as varidveis ¢,, € ¢,

B, =sing —singy — 2 (singy —singy) =0, n=3,...,N. (4.25)
a

n

Sob a adi¢do do vinculo natural!

N
o= ¢, =0, (4.26)
n=1

I Ao se escrever as diferencas de fase em termos de 6,, é facil ver que a equagdo (4.26) é uma idéntidade.
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a existéncia de relacdes que determinam ¢, = f, (¢1) para todas as diferencas de fase com
= 2, ..., N permitem definir funcdo energia (lagrangiana) £ (¢;),
N
az

E=——"——4+X%+ > A, (4.27)

~ sin ¢1 — sin ¢ ~

onde os vinculos sdo inseridos com auxilio dos multiplicadores de Lagrange Ay e \,,. O proce-

dimento de minimizacao da funcao, i.e.,

05, E = 0, n=1,.. N, (4.28a)
hE = 0, (4.28b)
onE = 0, n=3,..,N, (4.28¢)

fornece uma equacao algébrica que vincula os possiveis valores das diferencas de fase,

Moo
Z v 0. (4.29)
n=1 n

O conjunto de equagdes formado por (4.25), (4.26) e (4.29) fornece N equacdes algébricas
para determinacdo das N diferencas de fase travadas ¢,, que caracterizam o acoplamento critico
K. A solucao dessas equagdes pode ser obtida numericamente através do método de Newton-
Raphson [105], que consiste em assumir um conjunto aleatdrio de valores iniciais ¢510) e procurar
a convergéncia de aproximacoes cada vez mais precisas da solugado real. O valor do acoplamento
critico K4 € obtido ao substituir ¢, e ¢,, em qualquer das identidades da equagao (4.23).

O valor do acoplamento critico obtido através do método dos multiplicadores de Lagrange
fornece uma excelente aproximacao com o resultado obtido através da simulacdo das equacdes
de movimento, sendo a equivaléncia entre os dois obtida tipicamente com no minimo 5 ordens
de precisao [80]. Mas um resultado realmente importante decorre do vinculo (4.29): a validade
da equagdo em K implica a ndo existéncia de uma diferenca de fase com [sin ¢| = 1. Esse
resultado contradiz as hipéteses anteriores utilizadas para descrever o sistema na iminéncia da
sincroniza¢do, no entanto a boa aproximag¢do com os resultados numéricos obtidos através das

diferentes abordagens sugere a existéncia de alguma propriedade do sistema ainda ndo captada.
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Capitulo 5

Regiao sincrona do modelo de Kuramoto
localmente acoplado

No capitulo anterior, que serviu como uma introdu¢ao ao modelo de Kuramoto localmente
acoplado, foi visto que existe uma sincroniza¢ao média entre conjuntos de osciladores (clusters)
para uma regido de valores de acoplamento e foi mostrado o comportamento caracteristico
desses sistemas na iminéncia da sincronizacio plena: 6, (t) = Q.

Nesse capitulo o objetivo serd a andlise da regidao de sincronizag¢do, como descrita nos tra-
balhos de Tilles et al. [106, 107], que ndo s6 resolveram o problema do conflito na determinagdo
das propriedades apresentadas no acoplamento critico (descrito no capitulo anterior) mas tam-
bém mostraram a existéncia de multiplas solugdes estdveis em toda a regido de sincronizagao.

Visando tornar claro o processo de determinag¢do do acoplamento critico e do comporta-
mento das solucgdes ele foi organizado de forma crescente em complexidade: sistemas mais
simples sdo analisados primeiro para mostrar algumas caracteristicas especificas que ocorrem
na regido sincronizada e para introduzir os métodos de solucao de equacdes e andlise de estabi-
lidade.

Notas sobre notagdo do capitulo:

1 A fungdo y = arcsinz é tomada somente no intervalo y € [—m/2,7/2| para facilitar a
localizacao da solu¢do y. Quando necessario considerar solu¢des no intervalo comple-

mentar elas serdo especificadas no texto.

2 Uma bifurcagdo sela-no descreve a colisao entre dois pontos de equilibrio em um sistema
dindmico. No caso multidimensional n > 2 ela € caracterizada por um autovalor zero
A1 = 0, n. autovalores com Re); < 0 e n; autovalores com Re); > 0, de forma a
fornecer n. + n; + 1 = n. Ao longo do texto a caracterizacio das bifurca¢des remete
somente aos tipos de pontos fixos criados e ndo a classificacdo das mesmas. Seguindo
de perto a notagdo padrdo, que pode ser encontrada no livro do Kuznetsov [108], pontos
fixos com a parte real positiva (negativa) de todos os autovalores sao denominados nés
instaveis (estdveis), enquanto a presenga de pelo menos um autovalor com sinal oposto

aos demais caracteriza um ponto fixo do tipo sela. A tnica diferenca com relacdo a
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notacdo padrdo refere-se a caracterizagdo dos nds: para configurar um né € necessario
que os autovalores sejam todos positivos ou negativos, enquanto a presenca de pelo menos
um autovalor imagindrio com a parte real positiva (ou negativa) configura um foco. Eles
se diferenciam na forma como o sistema atinge o ponto fixo: na existéncia de um né6 o
sistema desloca-se diretamente na dire¢cdo do ponto, enquanto um foco é caracterizado
por um movimento espiral. Como do ponto de vista de estabilidade um né e um foco
sdo totalmente equivalentes, a distin¢do entre eles nao se faz necessaria no contexto deste

capitulo.

5.1 Cadeia de osciladores

O sistema mais simples de osciladores localmente acoplados que se pode construir visando

a andlise da regido sincronizada consiste em uma cadeia, definida pelas equag¢des de movimento

6, = w+ Ksin(f, —6y), (5.1a)
0, = w,+ K [sin (0p,—1 — 0,) +sin (0,41 —6,)], 1<n<N (5.1b)
HN = wN+Ksin (QN—I —HN) (SIC)

Uma solugdo plenamente sincronizada exige que os osciladores assumam uma frequéncia cons-
tanted,, = (2. A soma das equagdes de movimento determina {2 como a média das frequéncias

naturais:
1 N
)= N nE:1 Wy, (5.2)

Como os termos de interagdo dependem somente das diferencas de fase entre osciladores vi-
zinhos, o sistema € invariante sob translacdes globais de fase ,, — 6,, + ©. Decorre dessa
invariancia que a tnica forma do sistema apresentar uma frequéncia constante € através do tra-
vamento das diferengas de fase dos osciladores. Assim os termos sin (6,,.1 — 6,,) sdo constantes
a serem determinadas pelas equacdes de movimento.

Substituindo (5.2) no conjunto (5.1) e somando as m primeiras equacdes é possivel deter-

minar os termos de interacao,
m
Ksin (Ope1 —0n) = ( > _wj | —mQ, m=1,.,N-1, (5.3)
j=1
que admitem solugdo se e somente se
1<m<N

max ij —mf| < K. 5.4)
j=1

Qualquer valor da constante de acoplamento /K que satisfaca (5.4) leva o sistema a um estado

sincronizado, mas existe um valor minimo para o acoplamento que sincroniza o sistema, deno-
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minado acoplamento critico de sincroniza¢ao K e definido por

($5) =350 o

onde n* € o inteiro que maximiza o argumento. A média ) pode ser eliminada através da

; (5.5

K, = max
1<m<N

mudancga de referencial #,, — 6, — (2t nas equac¢des de movimento, o que mostra que K, é

definido como o valor absoluto da maior soma sequencial de frequéncias naturais:
n*
D
=1

Voltando a equagao (5.3) é possivel definir as diferencas de fase ¢,, = 6,, — 0,,.1 e descrever

K970 = . (5.6)

0 seu comportamento na regiao K > K, pelas equagdes (até o final da se¢do serd assumido
Q2=0)

sin gpe = Z:le (5.7a)
sing, — Z:le n #n*. (5.7b)

Em K = K, aequagao (5.7a) mostra que [sin ¢,

= 1, e para qualquer valor acima do acopla-

mento critico a diferenca de fase ¢, assume dois ramos de solucdes

; ) ’Z?; Wi
G (K) = s,+arcsin —x | (5.8a)

11 - ‘2?21 i
Gy (K) = $p | m — arcsin — , (5.8b)

onde s,» = sign (Z?:l o.zi). Como os dois ramos nascem no mesmo ponto ¢, = s,7/2 e
possuem estabilidades opostas (¢.. € estavel e ¢’L instavel [109]), a transi¢do do sistema para o
estado sincronizado € realizada através de uma bifurcacio sela-n6. Devido a esse fato € possivel

utilizar (5.7a) como a defini¢ao de uma funcio K (¢,,-),

®

Swr | D iy Wi
K () = ——— 1, (5.9)

sin qbn*

definida somente na regido K > K,, de forma que K corresponda ao minimo de K (¢, )
tomado em relacdo tanto a ¢,,» COMO a Sin @,,«.
As diferencgas de fase definidas em (5.7b) também possuem dois ramos de solucoes,
Do wil

oL (K) = s,arcsin (T) (5.10a)

(K) = s, {7? — arcsin (%)] , (5.10b)
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onde s, = sign (>, w;), mas como |> "  w;| < ’Z?:l wi’ esses ramos ndo partilham o
mesmo ponto de nascimento. Essa propriedade apresentada por todas as diferengas de fase com
n # n* mostra que o método de minimizagdo de uma fungdo K (¢) s6 é vélido se ¢ = ¢@,,+.
Embora até o0 momento tenha-se assumido que n* seja Unico, os resultados sdo vélidos para os
casos em que n* seja degenerado: se M = {my, ma,...,mz} for um conjunto de solugdes de
(5.6) entdo

de forma que sin ¢,,,, = sin¢,- para¢ = 1, ..., L e a equacdo (5.9) pode ser escrita em termos
de qualquer uma dessas diferencgas de fases.

Uma vez que o método de determinagio do acoplamento critico e das solu¢des na regiao sin-
cronizada foram explicitados, resta determinar o comportamento de K, em funcdo do tamanho
N do sistema. Qualquer prescricao que defina o valor das frequéncias naturais em funciao de N
admite uma solucdo analitica K (IV) devido a (5.5). Mas se admitirmos que as frequéncias na-
turais sejam distribuidas a partir de uma funcao de distribui¢ao de probalibidades com variancia
finita é possivel determinar o comportamento médio do acoplamento critico (K (N)) assinto-
ticamente ao se interpretar o sistema como um movimento browniano de extremos fixos [49].

Para tal definimos as variaveis

Yo=Y w, szym—%YN, (5.11)
j=1

com Yy = Xy = 0. Como Y,, € a m-€sima soma parcial de incrementos independentes w;
o conjunto {Y,,;m = 1,..., N} é um movimento aleatério com N passos definido em R. De
forma similar X € um movimento aleatério de extremos fixos (pinned) com passo w,, — 2
e posicdo instantdnea X,,. No limite N — oo existe uma relacdo entre esses movimentos
aleatdrios discretos € o movimento Browniano: ao se definir uma varidvel temporal discreta
t € [0,1] viat = % a distribui¢do cumulativa de 5—% converge para um processo de Wiener W,
[94, 110]

Yo Xom
\/_N l_% Wt, ﬁ Q Wt - tW() - Wto, (512)
Yo

onde W é a ponte browniana*. Qualquer funcional de i converge (em distribuicao) aos
correspondentes funcionais de W) de forma que

Xm
VN
Como o lado direito de (5.13) € sempre uma constante para cada realizacdo de N e o valor maxi-
mal de | X,

fica definido pela média

max
1<m<N

max }Wt0| . (5.13)

— 0<i<1

¢é precisamente K, o regime assinttico do acoplamento critico de sincronizagao

(K, (N)) ~ VN, (5.14)

*Uma ponte browniana € um processo estocdstico de tempo continuo S; definida a partir de um processo de

Wiener W, que satisfaga a condigdo Sy = 51 = 0. Uma descri¢io detalhada sobre esse processo pode ser
encontrada no livro escrito por Patrick Billingsley [110].
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Figura 5.1: Esquerda: comportamento de (K, (N)) para uma cadeia de osciladores com
frequéncias naturais geradas por uma distribuicdo uniforme no intervalo [—1,1] com 1000
realizacdes (pontos); a reta corresponde 2 fungio av/N com a = 0.495. Direita: desvio padrio
dos pontos obtidos ajustados a curva by/N com b = 0.15

conforme mostrado na figura 5.1.

5.2 Condicoes periodicas de contorno: efeitos de simetria

Sob condic¢des periddicas de contorno o modelo de Kuramoto localmente acoplado € des-

crito pelas equacdes de movimento
0, = wy, + K [sin (0,-1 — 0,,) +sin (0,41 — 6,,)], n=1,..,N, (5.15)

onde w,, € {w} € o conjunto de frequéncias naturais dos osciladores. A topologia do anel é
definida a partir de condi¢des periddicas de contorno y,; = 601 e 6y = Oy. Semelhante ao
caso da cadeia de osciladores, existe um valor minimo para a constante de acoplamento K que
leva o sistema para um estado completamente sincronizado onde as frequéncias instantaneas de
oscilagdo assumem um valor constante {2 = % Zjvzl Wj.
O conjunto de equacdes (5.15) em um estado sincronizado pode ser escrito como
Q—w,
K

onde ¢, = 6, — 0,1. As condi¢des de travamento para as diferencas de fase ¢, (K, {w})

= sin ¢, 1 — sin ¢y, n=1..,N, (5.16)

dependem do niimero de osciladores N e do valor da constante de acoplamento na regidao K >
K. Em um estado sincronizado qualquer as varidveis ¢,, sempre podem ser escritas em termos

de uma variavel ¢,,» arbitrariamente escolhida através das relagcdes:

n*

. . 1 .

sing,, = smd)n*+?'z Q—w;), n=1...n"—1, (5.17a)
Jj=n+1

. . IR )

sin ¢, = sm¢n*—%j:nz*ﬂ(9—wj), n=n*+1,..N—1  (517b)
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Como a identidade Zj\le ¢; = 0 permite escrever ¢ como a soma de todas as fases ¢,,, com
n = 1,..., N — 1, o conjunto de equacdes (5.16) é reduzido a uma dnica equagdo em duas
variaveis (¢, K):

*

N—-1 n o Q
sin <¢n* + ;gbn) + 8D Pe = 2o <;” ). (5.18)

Assim como no caso da cadeia existe uma escolha apropriada para ¢, que permite descre-
ver a regido sincronizada do sistema, mas na topologia de anel as diferancas de fase ndo sao
independentes, de forma que tanto a escolha da diferenca de fase ¢,,~ como a descri¢do do com-
portamento das solucdes em fungdo de K ndo configuram simples extensdes do caso anterior.
Assim faz-se necessario analisar configuragdes simplificadas envolvendo condic¢des periddicas
de contorno para desenvolver uma compreensao inicial do sistema antes de analisar o caso geral
de frequéncias naturais aleatoriamente distribuidas com dependéncia em /V.

5.2.1 Primeiro caso nao trivial: N=3

O primeiro caso nao trivial que pode analisado analiticamente corresponde a um sistema
com 3 osciladores cujas frequéncias naturais sdo dadas por w; = —ws = w e wy = 0. Natu-

ralmente temos {2 = 0 e a regido sincronizada do sistema € descrita por apenas duas equacdes:

sin (¢1 + éo) +sing, = % (5.192)
singy —sing; = 0. (5.19b)

Como (5.19b) possui apenas duas solugdes,
Gy=0¢1, B =7— ¢, (5.20)

€ possivel utilizar uma tunica diferenca de fase ¢ = ¢; para reescrever (5.19) como uma utnica
equacgdo K (¢) para cada tipo de solugdo:

w
- sin ¢ + sin 2¢’

K" (¢) = —

K (9) ~ sing’

(5.21)

A fungio K1 (¢) apresenta a mesma estrutura obtida com uma cadeia de osciladores, possuindo
apenas um minimo em K’/ = w com sin ¢ = 1. Em contrapartida K’ (¢) possui uma estrutura
um pouco mais complexa, a apresentando dois minimos na regido X > 0. Ao se definir a

varidvel z = sin ¢ os minimos sdo escritos como K1 = f (z7}),
w

w1 (112 1—:5:3)’

. 15 ++/33 . 15 —+/33
Tt = \/3—2, a— —\/3—2. (5.23)

KL=

(5.22)

onde
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Figura 5.2: Grifico das fungdes 1/K %! (¢) (solugdo estdvel em preto e solugdes instdveis
como linhas tracejadas), \"'" (¢) e A" (¢) (azul) para w = 1. Esquerda: solucdes do tipo I
mostrando a bifurcagdo sela-né estdvel em K’ e a bifurcagdo sela-n6 instdvel em K. Direita:
bifurcagdo n6-n6 K'! com duas solugdes instaveis. Nos graficos os rétulos f11 (¢) dos eixos

servem apenas para representar os tipos das fungdes mostradas.

Cada um dos trés minimos gera um par de solu¢des que se estende por toda a regidao K >
K, cujas estabilidades s@o caracterizadas pelos autovalores da matriz jacobiana. Para obter a

matriz jacobiana J reescrevemos as equacgoes de movimento em termos das diferengas de fase

b1 = w— K[2sin¢; — sin gy + sin (¢ + ¢2)] (5.24a)
¢y = w+ K [sin¢; — 2sin ¢y — sin (¢ + ¢3)] (5.24b)

de forma que J seja escrita na forma

—2¢08 ¢ — cos (p1 + ¢o) COS (9

J=K , (5.25)
cos g1 — cos (@1 + ¢2)  —2c0s Py — cos (¢1 + ¢2)
com os autovalores para os dois tipos de solucdes definidos por'
Mo (¢) = —2cos¢ —cos2¢p =+ (cosp — cos2¢), (5.26)
1
M (o) = 5 (2 +/21/3— 2cosé + 3cos 2¢) . (5.27)

Conforme pode ser observado na figura 5.2, o primeiro minimo K representa uma bifurcagio
sela-né: duas solugdes sdo criadas, uma estdvel com ¢ — 0 e outra instdvel com ¢ — 27/3
no limite K — oo. As solu¢des geradas a partir dos minimos K’ e K!! sio instdveis porque
a parte real dos autovalores \. e A/ é sempre positiva para todos os valores assumidos por K :
KT ¢ uma bifurcacio sela-né instdvel e K '/ ¢ uma bifurcagio do tipo n6-né.

A forma funcional sin ¢ (K') das solugdes do tipo I ap6s a sincronizagéo pode ser obtida a
partir da transformagdo z = sin ¢, que permite escrever a equacgdo do tipo I em (5.21) como
uma equacao polinomial

—4zt 4322 4+ 2z — 2 =0, (5.28)

O acoplamento K aparece como uma constante multiplicativa em todos os autovalores. Como sua presenca
- . I.II - . . -
ndo altera o sinal de A\J"" ele ndo foi escrito nas equagdes.
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Figura 5.3: Raizes da equag@o polinomial (5.28) que representam as solugdes sin ¢ (K) no
diagrama de bifurcacdo do sistema de N = 3 osciladores, com w = 1. Esquerda: bifurcag¢ao
sela-n6 com solucdes r, (estdvel) e 5 (instdvel). Direita: solugdes instdveis 75 da bifurcacio
K’

com y = w/K, cujas raizes 1" (K) e ry (K),

1 1 foly) 3+ 16y° Y

R T - 5.

] 2f0 (y) 2\/ 32/34 31/34f0 (y) fl (y)’ (5.29a)
1 1 foly) 3+ 16y° Y
L1 L B _ 5.29b
T3 2fo (y) 2\/ 3234 3134f,(y)  fi(y)’ (5:290)
onde as fungdes fo (y) e f1 (y) sdo definidas por
2 1/3
foly) = (=9+ 216y — 8VBY/=2Ty2 +207y" — 64°) 530
L fo(y) 3 + 16y

fi(y) \/§ 32/34 T 3134, (y) o

fornecem os ramos dos minimos K i e K!, respectivamente. O comportamento das solugdes
pode ser visualizado na figura 5.3: r{ (K) corresponde a solugio instdvel com limg o, ¢ =
27 /3; r; (K) corresponde a solugdo estdvel com limg o, ¢ = 0; 75 (K) corresponde a solugio
instdvel com limg . ¢ = —m; r; (K) corresponde a solugdo instavel com limy o, ¢ =
—2m/3.

Com o comportamento das solu¢des completamente descrito na regido sincronizada é pos-
sivel analisar o espago de fase do sistema e visualizar a evolucao dos pontos fixos em funcao do
acoplamento, conforme ilustrado na figura 5.4 para w = 1. Para K < K o sistema ndo admite
a existéncia de pontos fixos de forma que ¢; 5 (¢) apresentam comportamento oscilante. Para
K = 0.5 (figura 5.4a) a existéncia de uma bifurcacio torna-se evidente pelo afunilamento do
campo vetorial em ¢ ~ 0.936. A bifurcacdo sela-n6 ocorre em K; = K i ~ (.568, gerando
um no estavel (r;) e uma sela (r). A sela move-se através da linha ¢ = ¢; até o ponto

¢1 = /2, onde se transforma em um no instavel com nascimento das solugdes tipo né instavel
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de K (¢) em K = 1 (figuras 5.4b e 5.4c). Na iminéncia do surgimento da bifurcacio K, as
curvas ¢, = 0 e ¢» = 0 deixam de ser circuitos fechados e passam a formar duas superficies
continuas (cada uma) no espago de fase; as solugdes de K’/ (¢) transformam-se em selas e
deslocam-se uma na direcéo de (¢, ¢2) = (0, 7) e a outra na diregdo de (7, 0) (figura 5.4d). A
bifurcacdo K ocorre em K = 2.71 gerando um né instdvel, que move-se para ¢; = ¢ = —,
e uma sela que move-se para ¢; = ¢y = —27/3 (figura 5.4e). No limite em que K — o0 0
sistema apresenta 6 pontos fixos: um né estavel em (¢, ¢2) = (0,0); dois nds instaveis em
(2m/3,27/3) e (—27/3, —27/3); trés selas localizadas em (0, 7), (7, 0) e (7, 7).

Como o sistema de 3 osciladores com simetria foi completamente descrito na regido sincro-
nizada, a sequéncia natural de analise seria considerar o caso em que nenhuma simetria esteja
presente, i.e., sistema descrito por wy, we € w3 = —w; — wy (no referencial em que (2 = 0), com

equagdes no estado sincronizado

. . +
Sin (¢1 + do) + sings = leWQ, (5.31a)
sin ¢y — sin gy = —%. (5.31b)

Com um pouco de algebra a equacao (5.31a) pode ser escrita na forma

4sin® ¢y cos® ¢y sin® ¢y cos® o
2
w1 + Wo . 2 .92 <2 2 2
—sings | + sin® ¢ sin” ¢o + cos” ¢y cos” o — 1| , (5.32)

K

e ao se definir z = sin ¢y e y1 2 = w2/ K, a equagdo (5.32) é representada por um polindmio
de sexta ordem:

—42% + 8 (y1 + 2y2) 2° + [3 — 4 (4 + 6yryo + 6y3) ] 2* + 4 (y1 + 2y) [-1 + 202 (1 + 2)] 2°
—2 [y7 — 2y1y2 — 2u5 (1 — 7)) + dy1ys + 2y3] 2% + 4475 (y1 + 290) 2
—y? (y1 + 2y2)> = 0. (5.33)

A ordem desse polindmio é muito alta para se procurar solu¢des analiticas do tipo sin ¢ =
f (K), mas como a poténcia em K é menor do que a poténcia em sin ¢ € possivel obter
solugdes analiticas na forma K ~' (¢,). Para tal reescrevemos o conjunto (5.31) na forma

sin? ¢ [1 — (sin ¢ — w2m)2} = [(w1 + wy) & — sin ¢y — (sin Py — wax) cos q52]2 . (5.34)

onde z = K. Como (5.34) € um polindmio de segunda ordem em z, as solugdes K ' (¢)

sao dadas por

K-l _ (w1 + 2ws) sin g (1 + cos ¢o) £ \/k (¢2) 535
L (92) 2o (@n + wa) €08 fa £ B+ (@1 +0a)” (5.35a)

k(py) = sin? ¢ [wf sin? g + 2ws (w1 + w2) cos Py + (w1 + Wg)z} . (5.35b)

O comportamento das solugdes sincronizadas dado por (5.35) é qualitativamente idéntico ao

caso com simetria ilustrado na figura 5.2: K ;1 da origem a duas bifurca¢des, uma sela-n6 (n6
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Figura 5.4: Espaco de fase para diferentes valores de /. Curvas pretas correspondem a b1

0,

curvas azuis correspondem a ¢,

7T—(b1.

¢1 € P2

a) Presenca do fantasma na iminéncia da bifurcacdo sela-n6é (K = 0.5). b) Pontos

0 e as linhas tracejadas correspondem a ¢, =

1 oriundos de K1 e iminéncia da bifurcagdo K’/ (K = 0.9). ¢) Dois nés

fixos estavel e instave

instdveis gerados por K/ (K = 1.3). d) Na iminéncia da bifurcacio K’ as curvas ¢;

02

Oe

de K em selas

2,

aveis

t

Os ins
4o de n6 e sela instdveis a partir de K (K = 5.0). f) Espaco de fase no

s

0 formam um conti

de fase que transforma os n

inuo no espago

(K = 2.0). e) Gerag

limite assintético de K — oo mostrando os 6 pontos fixos.
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estivel) em K (¢3) = K, onde ¢; € solugdo de 0y, Ky ($2) |g,=¢; = 0, € uma sela-né com né
instavel representada por K'; K~' da origem a uma tnica bifurca¢io né-né representada por
K. O que difere do caso com simetria (parte quantitativa) é que a determinacio analitica dos
pontos K (wy,ws) € ¢ (w1, ws) no espago de solugdes onde as bifurcagdes ocorrem nao admite

uma representacdo simples (até o momento nao foi obtida uma forma analitica para elas).

5.2.2 N=4 com simetria especular

Se considerarmos um sistema com /N = 4 osciladores com simetria especular as frequéncias
naturais devem satisfazer as condi¢des ws = —w, € wy = —w,. Considerando que w; € wo sejam

positivos, a simetria impde que sin ¢; = sin ¢3, com solucdes

ot =01, o =7 — . (5.36)

Considerando primeiro a solugdo ¢4/, as equagdes no estado sincronizado sdo escritas na forma

. . w1 . . w2
sin (7 + ¢2) + sin ¢ = —, sin gy — sing; = —. (5.37)
K K
A tnica forma desse sistema admitir solu¢do € no caso especial w, = —w;. Como esse caso

serd analisado em um contexto mais geral na préxima secao, vamos analisar somente a solucao

¢L, que reduz o sistema a apenas duas equagdes:

sin (201 + ¢o) +singy = it ;;,wz, (5.38a)
. . w
sin gy —sing; = ?2 (5.38b)

Manipulando a equacgao (5.38a), € possivel escreve-la na forma

2
sin” ¢ (1 —sin® ¢y) (1 —sin® ¢) = ”12}“2 —singy (1 —sin®¢y)| . (5.39)

Definindo z = sin ¢ e y; 2 = wy 2/ K, e usando (5.38b) como sin ¢; = z — y9, a equagdo (5.39)
pode ser escrita como um polindmio de terceira ordem,
2 (y2 — 1) — 2° 3y — 20192) + 2 (3y5 — v1¥3 + Y1 — o)

1
—7 (492 = 3y3 + yi + 2u192) = 0, (5.40)

cujas raizes sdao dadas por

2wiwy — 3wl dwhwd + 12K (w — wn)® + K1£° (K)

o N , (5.41a)
' T 3K (wr — ) 6K (wi — ws) fo!* (K)
+  2wiwg — 3w
r2 — PN
3K (wi — wy)

—4 (14iv3) [3K2 (w1 — w2)” + wiw?] + (—1 £ iv3KY) £77 (K)

, (5.41b)
12K3 (w1 — ws) fi? (K)
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onde a fungdo f; (K) é definida por

fo(K) = h (K)+3\/§\/f2 (K), (5.42a)

wiws (w1 — ws)? (Bw? — 2wyws + 3w?)
fi(K) = -8 ;(62 -9 }{4 2 (5.42b)
Wi (wy — wa) (wr — ws)? (27wh — 36wy + 2wiw? — 36wiw3 + 27wd)
f(K) = 16—— +
K10 K3
g1 =) 5.42
— O (5.42¢)

As raizes r1 (K) e r, (K) fornecem o comportamento das solugdes travadas de sin ¢, (K') para

K > K,, porém raiz r; assume valores somente maiores do que |1|, ndo representando uma
solucdo real de sin¢,. A partir das solugdes é possivel construir o diagrama de bifurcacao
do sistema uma vez que se conheca a estabilidade das solu¢des. Para tal reduzimos o espaco
de fase do sistema ao considerar conjuntos de condi¢des iniciais que satisfagam ¢ (t = 0) =
¢1(t =0), sendo ¢, (t =0) e ¢o (t = 0) gerados aleatoriamente. Assim € possivel seguir o
mesmo procedimento da secdo anterior e escrever as equacdes de movimento em termos das

diferencas de fase ¢,,,

b1 = wi —wy — K [2sin ¢y — sin ¢y + sin (2¢1 + )], (5.43a)
by = 2w +2(sing, —sings), (5.43b)

para obter os autovalores da matriz jacobiana

/2 4A
AL = - 72 , (5.44)

onde o trago 7 e o determinante A da matriz sdo dados por

T = —2Kcos¢y [l +2cos (g1 + ¢2)], (5.45a)
A = —4K?%cos’ (@) [1 — cos2¢; — 2cos (¢ + ¢2)] . (5.45b)

Nesse ponto encontramos um problema porque as solucdes sincronizadas sdo dadas em termos
de sin ¢, enquanto os autovalores da jacobiana dependem de ¢, e ¢,. Para resolver este pro-

blema primeiro é necessario observar que para cada raiz em (5.41) existem duas solugdes ¢o:

¢%(r1) = arcsin(ry), M (r)) = 7 — arcsin (r}), (5.46a)

@5 (ry) = arcsin (ry), ' (ry) = m — aresin (r3). (5.46b)

Como 7, e r, ndo dependem de ¢;, € necessdrio voltar e analisar as equagoes (5.38) para
determinar a dependéncia ¢; = f (¢2) para cada solucao de (5.46). Uma andlise niimerica das
~ ~ o . . wo < ~ I I —
equagdes mostra que a relagdo ¢; = arcsin (sin ¢y — %2) leva as solugdes ¢35 (1) e ¢4 (ry)
enquanto ¢; = 7 — arcsin (sin P2 — %) corresponde aos ramos complementares ¢4’ (r;) e
27 (r3), o que permite calcular os autovalores.
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Figura 5.5: Raizes 1 (K) e r5 (K) de (5.40) representando o diagrama de bifurcagio na regido
sincronizada para w; = 1 e wy = 1/3. Linhas continuas (tracejadas) representam solugdes
estaveis (instaveis). Esquerda: Projecao do diagrama de bifurcagdo no espaco sin ¢ x K mos-
trando a bifurcacdo K, gerando duas solugdes, uma estdvel com sin ¢, — 0 e outra instdvel
com sin ¢, — 1 no limite X' — oo. Direita: diagrama de bifurcacdo mostrando a nao locali-
dade da bifurcacdo K, que aparece como uma bifurcagdo sela-n6 usual na regido cos ¢, > 0 e

como uma sela-n6 ndo usual na regido cos ¢» < 0, contendo apenas solucdes instaveis.

Na representacao sin ¢, X K duas solugdes sdo criadas na bifurcacdo K (figura 5.5 es-
querda). Como sin ¢ = sin (7 — ¢) essa representagdo nao mostra que para cada ramo de sin ¢,
existem na verdade dois ramos no espaco ¢, X K, de forma que a bifurcacdo /s ocorre simul-
taneamente em duas regides do espago de fase: na regido definida por cos ¢, > 0 ela aparece
como uma bifurcagdo sela-né usual, com uma solugio estavel ¢ (r;) e uma instavel ¢2 (7"2_ );
na regido definida por cos ¢2 < 0 ela aparece como uma bifurcacdo sela-né nao usual contendo
somente solugdes instdveis, sendo ¢4 (1) um né instavel e ¢’ (r; ) uma sela instdvel (figura
5.5 direita).

No espacgo de fase a visualiza¢do dos tipos de ponto fixo se torna mais clara, conforme
ilustrado na figura 5.6: na iminéncia da bifurcacdo K, € possivel visualizar os dois pontos fixos
simultdneos sendo formados em (¢, ¢2) ~ (0.4,1) e (¢1,¢2) =~ (2.5,2.5) (esquerda); para
K > K é possivel visualizar o né estavel em (¢1, ¢2) ~ (0,0.5) e aselaem (¢y, o) ~ (1,1.4)
criados na regido de cos ¢ > 0, a sela em (¢, o) =~ (2.5,1.5) e 0 né instavel em (¢, o) ~
(3,2.5) (centro); no limite em que K — oo 0 nd estdvel move-se em dire¢do a (0,0), as duas
selas movem-se na direcdo de (7/2,7/2) até fundirem-se em uma tnica sela e o né instavel
move-se em dire¢@o a (7, 7) (direita).

A constante de acoplamento critica pode ser obtida pelo minimo da fungido K (sin¢s) =

K (z), de formaque 0, K (2) |,—,+ = 0 calculada implicitamente em (5.40) fornece duas solu¢des

. we (2w; — 3wy) £ \/w%wg +3K? (w — W) (5.4)
T 3K (w1 — (UQ) ' )
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Figura 5.6: Espaco de fase do sistema mostrando a evolu¢do dos pontos fixos em funcdo do
acoplamento K para a mesma configuracdo de frequéncias naturais. Linhas pretas (azuis) cor-
resondem a ¢ = 0 (¢o = 0). Esquerda: iminéncia da bifurcacdo K, mostrando a ndo lo-
calidade da bifurcacao (K = 0.7). Centro: né estavel e sela instavel criados na regido com
cos ¢o > 0 (parte central da figura), e sela e né instdveis criados na regido cos ¢o < 0, na parte
superior direita da figura (K = 1.5). Direita: para valores grandes de acoplamento o no6 estavel
move-se para (¢, ¢2) = (0,0), as duas selas instaveis movem-se na dire¢do de (7/2,7/2) até
fundirem-se em uma tunica sela instavel (no limite X' — oo, ndo mostrado no grafico), o nd
instavel move-se na dire¢do de (7, 7) e as curvas deformam-se até formar uma sela instavel em

(0, ), presente somente quando K — 0o e ndo mostrado no grafico (KX = 20.0).

As raizes 2} inseridas de volta em (5.40) fornecem quatro solugdes:

1
K5 (W, wy) = £ ————— 1/ kT (w1, wo), 5.48
o) = s I ) (548)

onde a fungio k3 (wy,ws) é definida por

kT (wi,ws) = 27wt —9w? <4w2 + ki (wl,wz)) + wow? <2w2 + 5/ k1 (wy, wz)>
wlwg (360.12 F5 kl (wl, CUQ>) + 90.}3 (3(.02 F kl (wl, WQ)> , (5493)
ki (wi,wy) = 9wi — ldwiwy + 9ws. (5.49b)

Para o caso considerado (w; € wy positivos) as solugdes K= sdo sempre nlimeros imagindrios
puros conjugados, ndo representando uma solugdo fisica. J4 as solugdes K=~ sdo sempre reais,

mas como K~ é sempre negativa o acoplamento critico de sincronizac¢do ¢ dado por
— o
KS = Ks (wl,wg) . (550)

O caso de frequéncias naturais w; = 1 e wy = 1/3 considerado nos graficos apresenta um

acoplamento critico K, ~ 0.734.
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5.2.3 Duas frequéncias naturais

Considere um sistema com um nimero par de osciladores tal que as frequéncias naturais

sejam arranjadas na forma:

o — { w,  paran impar (5.51)

—w, paran par

Na regido sincronizada a simetria impde restri¢des nas diferencas de fase ¢,, paran = 3, ..., N —
1,

' =3,5,..,N—1,
sing, — 4 Smén paan =35 .., , (5.52)
sin ¢p, paran =4,6,...,N — 2.
onde ¢, e ¢, satisfazem as equacdes
N-1 N-2 w
sin Z n (1) + Z On (@) | +singr = - (5.53a)
n=impar n=par
: . w
sing; —singy = e (5.53b)
A solugdo trivial de (5.53) corresponde a tomar ¢,, = ¢, para n par, ¢,, = ¢ para n impar e
¢o = —¢1, de forma que (5.53a) é escrita na forma
w
i = —. 5.54
singr = o7 (5.54)
Como esse conjunto de solugdes ¢,, maximiza o lado esquerdo de (5.53a), o acoplamento critico
¢ dado por
K, = g (5.55)

visto que ndo existe outra solugdo para as equacdes com K < K,. Mas como cada igualdade
em (5.52) admite solugdes ¢;) = @12 € ¢, = T — @19, todas as possiveis combinagdes devem
ser consideradas para construir o espaco de solucdes, de forma que o acoplamento critico K
pode ser extremamente degenerado, onde o grau de degenerescéncia deve depender somente do
ndmero de osciladores que compdem o anel.

Para comecar a descrever esse sistema, vamos primeiro analisar os subespacos simétricos
(bidimensionais) do sistema, obtidos a partir de condi¢des iniciais que satisfacam cada simetria

presente no conjunto de equagdes (5.52) e (5.53). Definindo

=3,5,.., N —1,
(b:lr _ ¢17 paran )y ey ’ (55621)
¢, paran =4,6,....,N — 2.
— =3,5,..,N —1,
oo = { T pan=35,., , (5.56b)
™ — ¢g, paran =4,6,...,N — 2.
as equagdes de movimento sdo escritas na forma
¢ = 2w— K [2sin¢; — sin gy + sin @55 (61, ¢2)] (5.57a)
by = —2w+ 2K (singy — sindy), (5.57b)
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onde ®E* (41, ¢y), dado por

N—1 N-2
OEE (Pr, ) = P1 + Py + Z O (1) + Z & (¢2), (5.58)

n=3,5,... n=4,6,...
define cada um dos 2"V~ subespacos do sistema. A estabilidade das solu¢des de cada subespaco

¢ descrita pelos autovalores da matriz jacobiana

+ /72 —4A
Ay = - ; , (5.59)

com o traco 7 e o determinante A sdo definidos por

T = —K[2(cos¢y + cos¢y) + 0y P cos D], (5.60a)
= 2K?%[cos ¢y cos ¢y + (O, ® cos py — g, P cos ¢y ) cos D] . (5.60b)

Comegando com um sistema com N = 6, os subespacos simétricos sio definidos por ®=++

de forma que a equagdo (5.53a) assume as seguintes representacdes em cada subespaco:

U= (607 0F) = sin(301+26) +sing = =, (S61w)
zJ:: z?) 724 725 } - —sin (g1 + 2¢9) + sin gy = %, (5.61b)
3 4 5

— (¢F,61,967) —  —sin3¢, +singy = % (5.61c)

Ot = (¢5,01,05) = sin(—¢1 +2¢0) +sing; = —, (5.61d)
CI)__+ (¢3 ) ¢4 7¢5 ) w

Ot = (¢4, 01, 5) = singr = - (5.61e)

(I)iii - (¢3 ) ¢4 7¢5 )

Como o conjunto (5.61) corresponde a todas as possiveis solu¢des da equagdo (5.53a), todas
as solugdes de ponto fixo na regido sincronizada podem ser representadas através das funcdes

~1(¢;), obtidas a partir de (5.61) e (5.53b) com a determinacdo das relagdes o = f (¢)
em cada subespaco. As solugdes, com os respectivos pontos de bifurcacdo em cada subespaco
representados pelo par (K*, ¢1), sdo descritas nos itens a seguir e ilustradas na figura 5.7 para

ocasocomw = 1.

1 Subespago &t (figura 5.7a):

n=0 — (K*¢) = (w/2,7/2)
Qg_ _nl ¢1 — ny = 1 — (K*a ng) = (w,57r/6)
ni=-1 — (K, ¢7) = (w,m/6)

K*,61) = (w/2,7/2) 662

( (
Py =m(2ny —1) =31 — ne=0 — (K*,¢%) = (1.83712,3.56213)
(K*, ¢%) = (1.83712, —0.42053)
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2 Subespagos @~ e & (figura 5.7b):

QZS;— - 271'711 - ¢1 — ny = 0 — (K*7 ¢>{) = (W/Q, 71'/2)
ne=0 — (K* ¢) = (1.83712,1.87999)

by = = (2n> 21) G ne=1 — (K* ¢t) = (1.83712,1.2616) (5.63)
ng=2 — (K% ¢7) = (w/2,7/2)

3 Subespago &~ (figura 5.7c):

2+:3<J51

K*,¢7) = (1.83712,-0.420534 5.64
S, (", 00) = ( ) (5:64)

} (K™, ¢7) = (w/2,7/2)
_>
(K*,¢%) = (1.83712, 3.56213)

4 Subespago &1~ (figura 5.7d):

n=0 — (K ¢7)=(1.83712,1.2616)
v 2+ o
9 =73 ~ n=1 — (K%, ¢})=(1.83712,1.87999) (5.65)
n=-1 — (K,¢]) = (w/2,7/2)

Oy =T (2ny—1)4+¢1 — nya=0 — (K" ¢])=(w/2,7/2)

5 Subespagcos @, Pt T e O

+ _
Lo } - (K6 = (@/2.7/2) (5.66)
¢y = —T+ P

Conforme esperado o acoplamento critico K é altamente degenerado porque cada subespa-
co apresenta duas bifurcacdes responsaveis pela sincronizacdo: uma né-n6, com um no estavel
e outro instével, sempre acompanhada de uma sela-sela ou uma sela-n6 instavel’. E importante
notar que ndo sé K, mas todos os valores do acoplamento responsédveis pelo surgimento de
novas solugdes apresentam a mesma composicdo de bifurcacdes duplas, conforme pode ser
observado na figura 5.7.

Embora as solugdes encontradas em cada subespaco correspondam a todas as solucdes do
sistema, a estabilidade obtida via autovalores da matriz jacobiana bidimensional na equacao
(5.59) nido corresponde necessariamente a estabilidade das solugdes quando as condi¢des in-
iciais ndo satisfazem propriedades de simetria. No caso € necessdrio obter os autovalores a
partir da matriz jacobiana formada por todas as equacdes de movimento®. O que se observa ao

realizar esse procedimento para os pontos fixos nascidos em K, (cdlculo realizado bem préximo

A defini¢do do tipo de bifurcacio ndo pode ser inferida a partir da figura 5.7, visto que ela depende da estrutura

dos autovalores. A determinacdo do tipo de cada bifurcacio serd demonstrada mais a frente.
50 tratamento da estabilidade sera discutido mais a frente quando considerarmos um sistema de osciladores

completamente geral.
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Figura 5.7: Projecdo do diagrama de estabilidade com as solu¢des de ponto fixo dadas pela
fun¢do K ! (¢;) definida nos subespagos simétricos. Linhas continuas (tracejadas) representam
solugdes estaveis (instdveis); linhas pretas (azuis) representam solugdes do tipo ¢ (¢; ). (a)
Subespago @+, (b) Subespaco &1, (c) Subespago . (d) Subespaco &1,

das bifurcagoes) € a existéncia de duas solugdes estdveis oriundas de 1+ a solucdo estavel de
¢3 (n1 = 0), nascida em uma bifurcagdo n6-n6, mantém a sua estabilidade enquanto uma das
selas de ¢, (nascida de uma bifurcag@o sela-sela no subespaco @) ganha estabilidade por a
bifurcacdo transformar-se em n6-no, conforme pode observado na figura 5.8. Todos os outros
pontos fixos nascidos em K¢ sdo criados a partir de bifurcacdes do tipo sela-sela no espaco de
fase completo.

O fato de uma solugao ser estdvel em um subespaco mas perder a estabilidade no espaco de
fase completo ndo configura uma situacdo inusitada porque os subespacos podem representar
somente as direcoes estaveis de um ponto fixo do tipo sela, porém o motivo pelo qual um
ponto fixo se apresenta instidvel em um subespaco mas estavel do espaco completo ainda ndo é
compreendido.

O resultado da andlise de estabilidade dos pontos fixos na regido imediatamente apos K
fornece um panorama um tanto quanto inesperado: de um total de 32 solugdes criadas a partir
de 16 bifurcacdes diferentes (lembrando que existem 8 subespacgos de solucdes simétricas, cada
um com duas bifurcagdes), existem dois pontos fixos estaveis originados de duas bifurcagdes
n6-nd enquanto os outros 28 pontos fixos sdo do tipo sela. Se considerarmos um sistema com
um numero tao grande de selas e 2 nds estdveis, seria natural esperar algum tipo de compor-

tamento fora do comum. Ao se analisar da evolucdo temporal das frequéncias instantaneas o
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Figura 5.8: Solugdes ¢, (¢1) de @+ nascidas em K através de uma bifurcagio sela-sela no
subespaco (figura a esquerda). No espaco de fase completo a bifurcacdo altera a estabilidade,
transformando-se em uma bifurcacdo né-né: a solu¢ido com ¢; — 0.8 (no limite X' — oo) é um
no estavel (autovalores negativos representados por pontos pretos na figura a direita), enquanto
a solucao com ¢; — 2.35 é um no instdvel (autovalores positivos representados por pontos

azuis)

que se observa corresponde precisamente a essa expectativa, conforme ilustrado na figura 5.9.
Na iminéncia da sincronizacdo (K = 0.499) deveria ser observado os deslizes de fase relata-
dos no capitulo anterior, com o periodo entre cada deslize proporcional a (K, — K)®, porém
0 que se observa nesse sistema ¢ uma forte dependéncia com relacdo as condig¢des iniciais:
existem condig¢des iniciais que levam os osciladores proximos as regides de aparecimento das
bifurcagdes, mas como eles visitam mais de um dos fantasmas das bifurcacdes os deslizes de
fase aparecem com periodos cadticos (esquerda); ao mesmo tempo existem condicdes iniciais
que fazem os osciladores percorrerem todo o espaco de fase e eventualmente encontrar algum
fantasma, o que em geral ndo ocorre simultaneamente para todos os osciladores, resultando no
aparecimento intermitente dos deslizes de fase (direita).

Esse comportamento ndo usual também € observado na regido de valores de acoplamento
imediatamente acima de K: sob um conjunto de condi¢des iniciais 6, (t = 0) = 7, onde n
¢ uma variavel aleatdria definida a partir de uma distribui¢do uniforme no intervalo [—a, a,
para valores de a menores do que 1 (aproximadamente) o sistema sempre encontra o ponto fixo
estavel de ¢ (n; = 0); porém para a > 1 existem condigdes iniciais que ndo levam o sistema
a um estado sincronizado, onde os osciladores ficam continuamente procurando por pontos
fixos (a figura a direita de 5.9 ilustra perfeitamente o comportamento tipico das frequéncias
instantaneas nesse caso); o ponto fixo de ¢, apresenta uma bacia de atracdo extremamente pe-
quena, sendo necessarias condi¢des iniciais muito proximas para que ele seja observado. Esse
comportamento implica que os nds estaveis gerados em K¢ correspondem somente a atratores
locais no espago fase. Uma possivel explicagdo para esse fendmeno € que as superficies defi-
nidas por ¢ = 0 formam um invélucro ao redor desses pontos fixos, atuando como um regiao
de repulsdo para solucdes fora do seu interior. No entanto a alta dimensionalidade do sistema
torna bastante dificil a verificacao dessa hipétese.
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Figura 5.9: Evolucio temporal das frequéncias instantaneas 6, (t) e 6, (t) na iminéncia da
sincroniza¢do (K = 0.499). Para um conjunto de condig¢des iniciais sdo observados deslizes de
fase sem a caracteriza¢do de um periodo definido (esquerda), devido a presenca de varios fan-
tasmas das bifurca¢des. Outros conjuntos fazem os osciladores percorrerem todo o espago de
fase e s6 eventualmente encontrarem algum fantasma, em geral nao simultaneamente para todos

os osciladores (direita). Sob essas condicdes os deslizes de fase ocorrem intermitentemente.

Devido a alta degenerescéncia ndo sé em K, mas em todos os valores de K > K, onde
ocorrem bifurcagdes, o comportamento das solugdes também apresenta peculiaridades, tanto
nos subespacos como no espago de fase completo. Para ilustrar esse fato vamos considerar
somente solugdes no subespago ®+ (0 motivo dessa escolha ficard mais claro adiante). A
representacdo da equacgdo (5.53a) que descreve a regido sincronizada desse sistema, obtida

através da defini¢ao das fases em (5.56a), € dada por

sin [Nqbl + (N —2) ¢2:|

> Fsing; = —. (5.67)

K

Combinando (5.67) com (5.53b), as varidveis ¢; e ¢, sdo relacionadas pela equacao

N N =2
sin[ ¢1+(2 )¢2] = _sin¢s, (5.68)
que admite dois tipos de solucao ¢, = f (¢1):
4
o = ”le oy, my =041, 42, . (5.692)
_ 27T(2m2—1)—N¢1
o N4 , me=0,1,2,.... (5.69b)
Para cada tipo de solucdo em (5.69) existe uma funcdo K ;' (¢1) que descreve os pontos fixos
do sistema,
11. 4mm . Amm
K;l (p1,mq) = " {sm 01 (1 + cos N 1) — €OS @1 sin N 1] , (5.70a)
_ L. [(N=2)2my—1)7 N ,
Kt = — — .
~ (¢1, m2) - {sm [ N1 N 4¢1 +sing; p, (5.70b)
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Figura 5.10: Solugdes de K ' (¢1) que representam os pontos fixos do sistema na regido de
sincroniza¢do. Linhas continuas (tracejadas) representam pontos fixos estaveis (instaveis). Es-
querda: solucdes de K| Y (¢1, m1), com bifurcagdes n6-né para m; = 0, sela-né estdveis para
my; = 1 em; = 2, e sela-no instaveis para m; = —1 e m; = —2, cujas selas ganham es-
tabilidade (tornam-se nos estaveis) depois da bifurcagdo. Direita: solugdes de K~ (¢, my),
com bifurcagdes sela-sela para my = 1, sela-nd estaveis (instaveis) nas bifurcacdes a esquerda
(direita) de ms = 0 e mo = 2; 0s nds estaveis de perdem a estabilidade depois da bifurcacao,
transformando-se em selas.

onde minimos g, K1 (¢1) [4,—¢: = 0 (mdximos de K+ ') fornecem os pontos ¢7, e ¢, onde
ocorrem as bifurcagdes,

1 + cos dmm

tan ¢:n1 = _Tﬂm]\[’ (5713)
sin =+
N (N-2)2ms— 1)1 N
o _ — . 1
cos ¢, N N 4 N—4¢m2 (5.71b)

A figura (5.10) mostra as solugdes K;l (¢1,m) (esquerda) e K~ ! (1, my) (direita) com
as estabilidades explicitas para N = 10. Semelhante a casos descritos anteriormente, o sis-
tema apresenta bifurcacdes sela-nd estdveis para m; = 1,2 e nas bifurcagdes a esquerda de
mo = 0, 2, sela-né instdveis para m; = —1, —2 e nas bifurcacdes a direita de mo = 0,2, uma
bifurcacdo n6-n6 para m; = 0 e uma sela-sela para my = 1 (as duas dltimas em K). O que
chama a atenc@o nesse sistema € a existéncia de ramos de solu¢des que apresentam inversao
de estabilidade quando a intensidade do acoplamento € variada (m; = —1, —2 e bifurcagdes a
esquerda de ms = 0,2). A andlise da parte real dos autovalores dessas solucoes (figura 5.11)
mostra que o autovalor A_ (¢;) é responsével pelas inversdes: nas bifurcagdes de m; = —1, —2
o ponto fixo nasce uma sela (Re [A\;] < 0 e Re [A\_] > 0), mas quando a parte real do autovalor
A_ torna-se negativa ele vira um no estavel (figuras 5.11a e 5.11b); nas bifurcagdes a esquerda
de my = 0,2 a parte real de A_ € positiva e torna-se negativa a partir de um determinado valor
de ¢1, que transforma os nos estaveis em selas (figuras 5.11c e 5.11d).

Os pontos precisos onde a parte real do autovalor A_ (¢;) troca de sinal podem ser iden-
tificados ao analisar essas solucdes em conjunto, conforme figura 5.12: o ramo originado da

bifurcac¢do a esquerda de my = 0 perde a estabilidade quando cruza com o ramo originado
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Figura 5.11: Ramos de solugdes do sistema com N = 10 que apresentam mudanca de estabi-
lidade com a variacdo da intensidade do acoplamento Solugdes estdveis (instaveis) sdo repre-
sentadas por linhas continuas (tracejadas), pretas (azuis) para as solucoes de m4 (ms), enquanto
a parte real dos autovalores A sdo representados por linhas foscas, indentificadas nas figuras.
Figuras (a) e (b): bifurcacbes com m; = —1 e m; = —2, respectivamente, mostrando que
as solugdes a direita nascem selas e tornam-se nds estaveis quando a parte real de A_ torna-se
negativa. Figuras c) e d): bifurcacdes com my = 0 e my = 2, respectivamente, mostrando os
noés estdveis nascidos na bifurcacdo a esquerda tornarem-se selas quando a parte de real de A\_

passa a ser positiva.

de m; = —1lem K ~ 0.764 com ¢; = m/10, que passa a ser estdvel para valores super-
1ores do acoplamento (figura a esquerda); 0 mesmo processo Ocorre com O ramo proveniente
da bifurcacdo a esquerda de my, = 2, que troca a estabilidade com o ramo de m; = —2 em
K ~5.236 ¢ ¢y = —37/10 (figura a direita).

Mudangas do tipo de estabilidade dos pontos fixos de sistema ocorrem nao s6 nos ramos
que apresentam partes estaveis mas também nos ramos instaveis, como pode ser observado nas
figuras 5.11c e 5.11d: nas bifurcagdes sela-nd instdveis a direita de ms = 0 € my = 2, 0s nos
instdveis passam a ser selas quando a parte real de A, torna-se negativa. Como as solucdes
K1* (¢1) sdo simétricas em relagdo ao eixo definido por ¢; = 7/2, 0 mecanismo que altera
a estabilidade dessas solu¢des € o mesmo processo descrito no pardgrafo acima ocorrendo nos
pontos ¢; = 97/10 e ¢; = 137/10, que sdo as projecdes simétricas na regido ¢ > /2.

A movimentagdo das solucdes de ponto fixo e o aparecimento das bifurcacdes podem ser

visualizados no espaco de fase (¢1, ¢2) do sistema, conforme mostra a figura 5.14. Todo ponto

69



Figura 5.12: Regido de troca de estabilidade das solucdes de K1 (¢1). Esquerda: né estdvel
de mo = 0 perde a estabilidade para a sela de m; = —1 no cruzamento das solucdes. Direita:
no estavel de mo = 2 perde a estabilidade para a sela de m; = —2 no cruzamento das solucdes.

fixo aparece nas intersec¢Oes das curvas $1 =0 (preto) e ¢ = 0 (azul). Para facilitar a descri¢do

vamos definir algumas regides do espaco:

e O espaco de fase pode ser divido em 4 regides ao se definir os eixos de simetria ¢, = /2

e ¢po = —m/2: regido [ com ¢ < 7/2 e ¢y > —m/2; regido Il com ¢; > 7/2 e
¢o > —m/2; regido Il com ¢; < w/2 e ¢ < —m/2; regio IV com ¢ > 7/2 e
g < —m/2.

e Existe uma linha S, definida por ¢, = ¢; — 7 (diagonal em todos os gréficos), que divide
o espaco de fase ao meio, sendo a parte superior formada pela regido I inteira e metade
das regioes II e III.

Sob essas defini¢des € possivel observar que a regidao IV corresponde a inversao especular de I
e que a regido II corresponde a inversao especular de III. Os pontos fixos estaveis do sistema
aparecem somente na parte superior de S, de forma que podemos focar a analise somente nas
solucdes dessa regido (as solugdes que aparecem na parte inferior de S correspondem somente
aos pares instaveis mencionados anteriormente).

O acoplamento critico K ocorre em K = 0.5 no ponto (¢y, ¢o) = (7/2,—m/2), onde a
solugdo estavel nasce em uma bifurcacdo n6-né. No espacgo de fase as curvas d1=0edy =0
formam circuitos fechados e o aparecimento dessas solu¢des € mostrado na regido I da figura
5.14a: o no estavel (instavel) encontra-se a esquerda (direita), para X' = 0.52. As bifurcacoes
de m; = %1 aparecem na intersec¢ao de outros dois circuitos fechados b1 =0 (figura 5.14b),
onde o ponto fixo estavel de m; = 1 aparece na intersec¢@o superior dos circuitos na regiao III
(figura 5.14c). As solucdes da primeira bifurcacdo de my = 0 (my = 2 naregido II) sdo geradas
quando a parte inferior do circuito él = 0 (na regido III) cruza a linha $s =0 (figura 5.14c).
Na regido III o n6 estdvel de my = 0 encontra-se sobre a curva ¢y = —gqﬁl — % (C1), inferior
acurva g = —@ — %" (C2) onde encontra-se a sela de m; = —1. Conforme a intensidade do

acoplamento é aumentada os pontos fixos movem-se sobre essas curvas na direcao da regido I.
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Figura 5.13: Regido de troca de estabilidade das figuras 5.14d e 5.14e ampliada. A linha

continua preta (azul) representa b1 = 0 (¢o = 0), as linhas tracejadas pretas representam
o = —m/2eacurva g = —¢ — %’r (C2), enquanto a linha tracejada vermelha representa a
curva ¢y = —g 1 — 3 (Cl). Para K' = (.73 (esquerda) o n6 estavel encontra-se sobre C1 e

a sela sobre C2. Em K = 0.764 os dois pontos fixos chocam-se em (¢1, ¢2) = (7/10, —7/2)
(centro). Apds o choque as estabilidades sdo trocadas: o ponto fixo sobre C1 passa ser uma sela

enquanto o ponto fixo sobre C2 vira um n¢ estavel (direita).

No ponto de intersec¢do (¢1, ¢2) = (w/10, —m/2) entre C1 e C2, para K = 0.764, o choque
entre o no estdvel e sela resulta em um tUnico no estavel, descrito pelas duas solugdes. Apds o
colapso cada solucdo continua movendo-se ao longo das respectivas retas, mas a estabilidade
dos pontos fixos € trocada (a figura 5.14e mostra quando os dois pontos fixos entram na regiao
I, e o intervalo de valores de K onde ocorre a troca de estabilidade é exibida na figura 5.13).
Para valores maiores do acoplamento os trés circuitos centrais de gz§1 = ( mesclam-se formando
um Unico circuito, enquanto as bifurcacdes de m; = +2 sdo originadas da intersec¢do de um
novo circuito fechado ¢; = 0 com ¢ = 0 nas regides II (ponto fixo instavel) e III (ponto
fixo estdavel), conforme ilustrado na figura 5.14f. Depois da bifurcacdo o mesmo processo de
transferéncia de estabilidade ocorre para as solugdes de m; = —2 e mo = 2 (regido III da
figura 5.14g), que culmina na formacdo de um tdnico circuito fechado $1=0 (figura 5.14h). No
limite assintético K — oo todos os pontos fixos estdveis sdo localizados sobre a curva ¢y = ¢
(regido I da figura 5.141), representados por todos os pontos onde $1 =0cruzay =0a partir
de valores inferiores a curva ¢, = ¢;.

Esse fenomeno de troca de estabilidade também ocorre no espaco de fase completo do sis-
tema, porém essas trocas nao ocorrem necessariamente entre solugdes dos mesmos subespagos.
Isso significa que para obter todas as solugdes estdveis do sistema, independente do tamanho
de suas bacias de atracdo, € necessario obter todos os pontos no espaco onde duas (ou mais)
solugcdes entram em choque e analisar a estabilidade desses pontos fixos, tanto antes como de-
pois dos choques (isso sem mencionar a andlise de estabilidade para todas as outras solugdes).
Como o nimero de solucdes € extremamente grande mesmo para sistemas pequenos, isso torna

esse problema quase que intratavel, de forma que esse tipo de simetria ndo configura uma boa
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simplificagdo do sistema para se continuar a aprender sobre a regido sincronizada. Uma forma
de contornar esse problema e ainda continuar em configuracdes de frequéncias naturais simpli-

ficadas € considerar outros tipos de simetria.

5.2.4 Simetria especular

Considere uma configura¢cdo com um nimero par de osciladores que satisfacam uma sime-

tria especular inversa,
WN/24n = —Wn, N =1,..,N/2, (5.72)

e que todas as frequéncias naturais no intervalo [wl, w N/Q} sejam positivas definidas. Sob essas
condi¢des temos {2 = 0 e, lembrando a defini¢do de K no caso da cadeia de osciladores, a
maior soma sequencial de frequéncias é dada por n* = N/2 ou n* = N. Para todon < N/2

vamos definir as diferencas de fase ¢,, em termos de sin N/2,

N/2
1
sin g, = sin 2 — <  w, nm=1.,N2-1, (5.73)
Jj=n+1

e para a outra metade do sistema (m > N/2) escreveremos as relagdes em termos de sin ¢,

N
. . 1
sin ¢, = smgzﬁN—E Z wj
j=m+1
] N/2
= singy + > w, m=N/2+1,..,N—1, (5.74)
j=m+1-N/2

Como a simetria (5.72) faz com que as somas presentes nas duas equacgdes apresentem o mesmo
valor para todo par (n, m) que safistaca a condicdo m = n+ N/2, é possivel inferir a existéncia
de uma solug¢@o com simetria ¢, nj2 = —¢,, onde n = 1,..., N /2 — 1, mediante a condi¢do
sin ¢y = —sin¢yy2. Substituindo (5.73) na equagdo que relaciona ¢; € ¢ (equagdo (5.16)

com n = 1) € possivel obter uma equac@o que relaciona ¢n/; € O

SV w,
=n= 7
K (5.75)

Sin @2 — sin gy =

A soma presente em (5.75) € maior do que todas as somas presentes em (5.73) e (5.74), portanto
o menor valor de /K que satisfaca (5.75) satisfard automaticamente todas as outras equacoes,
representando o acoplamento critico K do sistema. Como a condi¢do sin ¢y = —sin @z
maximiza o lado esquerdo de (5.75), entdo ndo pode existir outra solu¢do sincronizada com K

menor do que

ZN/Z w
K, =%=n=1"" (5.76)
2
A determinagdo do acoplamento de sincronizag@o nesse sistema se resume simplesmente a

realizar uma soma de frequéncias naturais, portanto qualquer prescri¢ao w, (N) (n =1, ..., N)
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Figura 5.14: Subespaco de fase " do sistema com N = 10 mostrando a evolugio dos pontos
fixos em fun¢do do acoplamento. Linhas pretas (azuis) correspondem as superficies b1 =0
(s = 0), e as flexas representam o campo vetorial indicando o fluxo das solucdes a) Regido
imediatamente ap6s K mostrando o surgimento do n6 estavel (instdvel) a esquerda (direita) na
regido I (K = 0.52). b) Iminéncia das bifurca¢des de m; = +1 (K = 0.61). ¢) Surgimento
da solucdo estavel de m; = 1 na regido II, e da solugdo instavel de m; = —1 (que ganhard
estabilidade) na regido Il (X = 0.64). d) Aparecimento das primeiras solugdes oriundas de
mo = 0 e my = 2, com uma estavel, quando a parte inferior do circuito fechado $1 = 0 cruza
a linha de @ = 0 na regdo III (K = 0.75). e) Troca de estabilidade das solucdes quando os
pontos fixos cruzam a linha ¢ = —7/2 e entram na regido I (KX = 0.99). f) Iminéncia das
bifurcagdes m; = £2 no aparecimento de mais um circuito fechado ¢51 = 0; trés circuitos
fechados anteriores mesclam-se formando um tnico circuito (K = 1.5). g) Inicio do processo
da segunda troca de estabilidade na regido Il (K = 2.1). h) Formacdo de um unico cirtuito
fechado dﬁ = 0 (K = 10). i) Comportamento assintético (K = 1000).
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Figura 5.15: Direita: comportamento de (K (N)) para frequéncias naturais geradas por uma
distribui¢do uniforme com a = 0 e b = 1. Esquerda: desvio padrdo o [K (V)] do resul-
tado numerico em escala logaritmica. Os pontos correspondem ao resultado obtido através de
simulacao, com média tomada em 1000 realizacdes. As curvas pretas correspondem ao com-
portamento calculado teoricamente via (5.77).

que se use para definir a dependéncia do conjunto de frequéncias naturais permitird obter a
dependéncia de K, com relagdo ao tamanho N do sistema. Se assumirmos um caso geral
em que as frequéncias naturais no intervalo [wl, w N/Q] sdo distribuidas de acordo com uma
distribuicao uniforme no intervalo [a,b] com a > 0 e b > a, entdo é possivel determinar a
dependéncia média de K (N),

a+b b—a
K, (N)) = N, o|K,(N)]= VN, 5.77
(1 (V) = K (V)] = T 577
conforme ilustrado na figura 5.15.
Embora a imposicdo da simetria (5.72) no conjunto de frequéncias naturais permite de-
terminar [/, analiticamente, ainda resta o problema de se determinar as solugdes na regidao

sincronizada. Se escrevermos as varidveis ¢, em termos de ¢ /2,

1 &
sing, = singy — > wy, n=1,...,N/2-1, (5.78a)
j=n+1
1 n
sing, = singng+ o > w, n=N/2+1.,N-1, (5.78b)
j=N/2+1
e usarmos a identidade ¢y = — 252—11 ¢n, € possivel obter uma tnica equagdo em ¢/, € K:
N—-1 N/2
. . el Wn
sin | o/ + ;N/z On (¢N/2) +sin /o = ZTl (5.79)

A escolha da diferenga de fase ¢/ como a varidvel independente garante que nenhuma soma

presente nas equagdes (5.78) seja maior do que a soma no lado direito de (5.79). Desse fato
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resulta que existe uma regido de valores de K tal que somente o conjunto (5.78) admite solugdo
(0 lado direito de cada equagdo sempre pertence ao intervalo [—1, 1]) enquanto nao existe valor
de ¢n/2 que satisfaga (5.79). Isso significa que as solugdes na regido sincronizada so existem
a partir de um valor K = K, que garanta a existéncia de solucdo para (5.79), e na regido
sincronizada (K > K,) as solugdes na forma ¢/, (/) correspondem aos pontos fixos do
sistema.

Esse método permite, como nos casos anteriores, definir completamente a regido sincroni-
zada ao se resolver apenas a equagao (5.79), porém existe um problema na defini¢ao das funcdes
On (qﬁN/g) dentro do argumento do seno: as equacdes (5.78) definem as relagdes entre os senos

das variaveis, de forma que todas as possiveis combinagdes de

n*

1
¢ = arcsin sinngN/g—? Z w; |, n=1.,N/2—-1, (5.80a)
j=n+1
1 &
¢, = m — arcsin sinqu/Q—? Z wj |, n=1.,N/2—-1, (5.80b)
j=n+1
1 n
¢ = arcsin SinngN/g—i—E Z wj |, n=N/2+4+1,.,N—1, (5.80c)
j=N/2+1
_ . 1 <
bn = m—aresin | singn + > wi|, n=N/2+1..N-1, (580d)
j=N/2+1

devem ser consideradas a priori¥. Para descrever corretamente esses sistemas vamos comegar
analisando configura¢des mais simples de frequéncias naturais.

A configuracao mais simples de frequéncias naturais que safistaz a simetria (5.72) consiste
em assumir w,, = w paran = 1, ..., N/2, com acoplamento critico de sincronizagdo dado por
_whN
-

N2

K (N) (5.81)

Considerando um sistema pequeno com N = 6, as = 16 possibilidades de combinagdo
dos tipos de solugdo (5.80) podem ser consideradas para resolver (5.79) numericamente e ob-
ter todas as solugdes ¢y 2 (/£), conforme mostrado na figura 5.16a. Apesar de ser possivel
determinar todas as solugdes de ¢n/» = ¢3 acima de K, esse sistema com alta simetria leva
ao mesmo problema de degenerescéncia no espago ¢/ X K encontrado na se¢do anterior:
existem vdrios valores de travamento das fases @1, @2, ¢4 € @5 que levam ao mesmo valor de
¢3. Em sistemas maiores o processo de identificacdo das diferengas de fase de travamento que
correspondem aos pontos fixos estdveis se torna quase impossivel. Porém a simetria dentro do
conjunto [wl, wN/Q} ndo € necessdria para analisar configuracdes de frequéncias naturais que

safisfacam (5.72), e mesmo se considerarmos casos em que essa simetria € quebrada a equacao

9Um certo cuidado deve ser tomado ao considerar o conjunto (5.80): as solugdes ¢;, foram escritas na forma
7 —arcsin (*) apenas para facilitar a apresentacio. E necessdrio saber o quadrante em que o argumento se encontra
para obter corretamente a solu¢do no quadrante oposto que também satisfaz (5.78).
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Figura 5.16: Solugdo numérica da equagdo (5.79) no espaco ¢/ X K que representa os pon-
tos fixos do sistema com N = 6 osciladores. Solucdes com degenerescéncia sdo representa-
das por linhas pretas (a estabilidade das solu¢des nao é mostrada). (a) Configuracio w, = w
para (wy, we, ws), com alta degenerescéncia. (b) Presenca somente da simetria (5.72) separa as
solu¢des, sendo degenerada somente as bifurcacdes localizadas em K. As frequéncias naturais
sdo w; = 1, wy = 0.7 e wg = 1.1. (c) Processo de quebra continua da simetria separa comple-
tamente o espectro de solucgdes, destruindo a degenerescéncia. Frequéncias naturais: w; = 1,
wo =07, w3 =11, wy = =08, w5 = =0.75 e wg = —1.25.

(5.79) permanecerd valida desde que a soma no lado direito continue sendo maior do que todas
as somas em (5.78).

Como pequenas perturbacdes nas frequéncias naturais tém pouco efeito na regido sincroni-
zada do sistema € possivel partir da configuracdo que leva a equacdo (5.81) e variar continua-
mente as frequéncias naturais, acompanhando a posicao das solu¢des no espaco. Para varia¢des
tais que a simetria (5.72) ainda seja preservada € possivel observar que todas as solugdes criadas
apos K, sdo separadas (conforme pode ser observado na figura 5.16b para w; = 1, wy = 0.7 €
w3 = 1.1). Continuando o processo até a obtencio de configuracdes sé satisfazem a equagdo
(5.79) (sem simetria), a degenerescéncia das solu¢des € completamente destruida (a figura 5.16¢
mostra o caso com wy = 1.0, wy = 0.7, w3 = 1.1, wy = —0.8, wy = —0.75 e wg = —1.25, em
que existem varias solucdes na regidao de /&', mas nenhuma se sobrepde).

O processo de quebra continua da simetria (5.72) mostrado acima ilustra uma propriedade
presente em qualquer configuracdo de frequéncias naturais: a presenca de degenerescéncia no
espago de solugdes ¢,« x K sdo efeito exclusivo da presenca de simetrias no conjunto {w} . A
importancia dessa propriedade aparece na analise de sistemas com configuragdes mais gerais de
frequéncias naturais, onde o principal interesse nao se encontra na descricdao do espaco completo
de solucdes apds K s, mas na determinagdo das solugdes estaveis. Um fato que se observa nas
simulacdes € que as solucdes estdveis aparecem sempre com travamento das diferencas de fase
®n (¢n+) definidas no intervalo [—7, 7], de forma que s é necessdrio analisar as solu¢des de
(5.79) (onde ¢« = ¢Pn/2) com relagdes ¢y, (qﬁN/g) definidas por (5.80a) e (5.80c), sendo que
outras combinagdes de (5.80) sempre levam a solucdes instaveis.

O sistema sem degenerescéncia mais simples de se analisar através das solucdes de (5.79)
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Figura 5.17: Solucdes da equacdo (5.85) representado os pontos fixos do sistema com
frequéncias naturais igualmente espacadas definidas em (5.82). Linhas tracejadas represen-
tam a fronteira da regido de solvabilidade, linhas pretas (azuis) representam solugdes com
cos @2 > 0 (cos ¢n/2 < 0). Estabilidade ndo mostrada.

consiste na configuragio de frequéncias naturais igualmente espagadas no intervalo finito [—~, 7]:

Wy = ﬁ (—2n+N+1), n=1,..,N. (5.82)

Sob essa configuracdo as frequéncias naturais apresentam simetria especular com relacio ao

eixo entre ¢y € P/ 2, i. €., Wy41-n = —wp paran = 1, ..., N/2, o que resulta na propriedade
Sin ¢ /o4n = Sin @y, n=1.,N/2—1. (5.83)
Assumindo ¢y /24, = ¢, as diferengas de fase ¢,, em (5.80) sdo dadas por

v (N — 2n)2

—_— =1,.,.N/2-1 .84
4(N—1)K’ n ) Y / Y (58)

On (¢N/2, K) = arcsin |sin ¢y/p —

de forma que as solugdes na regido sincronizada sdo descritas pela equacdo

%_1 2
. : N
sin | ¢n/2 + 2 ; On | +sinoy, = él(]\?T)K (5.85)

Da mesma forma que os casos mostrados no comeco do capitulo, essa equagdo pode ser resol-
vida tanto para ¢y como para sin ¢/o. A figura 5.17 ilustra a forma geral das solu¢des no
espago sin ¢/ X K para os casos com N = 12 e N = 24 (y = 1). A caracterizagdo completa
dos tipos de solucdes (e estabilidade) na regido sincronizada sera feita na préxima sec¢io, mas
por hora a compreensao de algumas propriedades se faz necessaria.

Todas as solucdes nascem em bifurcacdes localizadas perto das curvas

yV?

—_— 1 i =1 5.86
4(N— 1)K ) Sln¢N/2 ) ( )

sin ¢N/2 =

77



20, 2.00
_ £1.98"
Z 15 s
g | | 196/
2 1.0} z |
S S194
‘D
0.5¢ 192}
15 2.0 25 3.0 15 2.0 25 3.0
Log N Log N

Figura 5.18: Comportamento de /s () obtido a partir da configurag¢do de frequéncias naturais
(5.82) com v = 1 (escala logaritmica). Os pontos sdo os resultados obtidos via simulagdo e
a curva representa 0 comportamento assintotico tedrico em (5.87). A figura a direita mostra o

comportamento de sin ¢/, — sin ¢y obtido nas simulagoes.

que definem a fronteira de solvabilidade do espago (s6 podem existir solucdes dentro dessa
regido), e os tipos de bifurca¢do que geram as solugdes sio caracterizadas pelo sinal de cos ¢ /»:
as bifurcacoes localizadas na parte inferior da figura 5.17, préximas a primeira curva de (5.86),
criam solug¢des com s = sign (cos 10) N/Q) = 41 (no grafico s = 1 sdo representadas por curvas
pretas e s = —1 sdo representadas por curvas azuis); bifurcagdes localizadas na parte superior,
perto de sin ¢/, = 1, geram duas solu¢des com sinais opostos!.

A bifurcagdo responsavel pela sincronizacio € sempre a primeira solucao de (5.85), de forma
que ela pode aparecer proxima de qualquer uma das duas fronteiras, sendo portanto caracteri-
zada por sin ¢/, &~ 1 ou singy ~ —1, lembrando que o argumento dentro do seno no lado
esquerdo de (5.85) corresponde a ¢ . Quando se aumenta o nimero de osciladores o nimero de
bifurcagcdes também aumenta, e a distancia entre elas ao longo das fronteiras se torna cada vez
menor para solugdes (isso pode ser inferido aos se comparar os dois graficos na figura 5.17). Se
considerarmos um nimero muito grande de osciladores todas as solu¢des proximas a Ky devem
ficar condensadas préximas a origem da regido de solvabilidade (na parte superior esquerda
dos graficos), de forma que nessa situagdo a relagdo sin ¢/ — sin @y ~ 2 deve ser vilida, e
assintoticamente o acoplamento critico K, (/V') apresenta um comportamento bem definido

assintotico o ’YN 2
K (N) = m, (5.87)
conforme pode ser observado na figura 5.18.

Esse comportamento assintético i; ~ N, também observado em alguns casos tratados

anteriormente, nao € resultado do espacamento igual entre frequéncias naturais vizinhas, mas

sim do fato que o intervalo € finito, ou seja, as diferencas w,, — w,, 1, embora iguais para todos

INa realidade as duas solugdes sdo geradas com s = —1 e uma delas troca de sinal quando toca a fronteira

sin ¢z = 1, mas essa informagdo € descenessdria para a compreesdo dos resultados nessa segio.
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Figura 5.19: Comportamento de /s (N) obtido a partir da configurag¢do de frequéncias naturais
(5.88) com € = 0.002 (escala logaritmica). Os pontos sdo os resultados obtidos via simulacao
€ a curva representa o comportamento assintotico tedrico em (5.91). A figura a direita mostra o

comportamento de sin ¢/, — sin ¢ obtido nas simulagdes.

os osciladores vizinhos, € inversamente proporcional a V. Se considerarmos a configuragao

(—2n+ N +1), n=1,..,N, (5.88)

Wy =

NN e

onde w, — wy,+1 = €, independente de NV, as equacgdes (5.84) e (5.85) sdo escritas na forma

. e(N —2n)°
On (QSN/Q,K) = arcsin [sin ¢y/s — vt n=1.,N/2—-1, (5.89)
%_1 2
sin | Gnj2 +2) ¢ | +sing _ N (5.90)
N/2 — n N/2 RK .

Como esse sistema apresenta as mesmas caracteristicas do considerado anteriormente, o limite
assintético de K (V) também pode ser obtido pela aproximagio sin ¢/, — sin ¢y =~ 2 para

fornecer
eN?

Kassintético N) = —
S ( ) 16 )

(5.91)

conforme ilustrado na figura 5.19.

Todos os casos analisados até agora, incluindo a cadeia de osciladores na sec¢do 5.1, apre-
senta o acoplamento critico de sincronizacao crescente com N, o que representa um comporta-
mento comumemte encontrado em sistemas de osciladores localmente acoplados. Tanto sob a
simetria (5.72) como sob a simetria especular wy 1, = w,, presente nas configuracoes igual-
mente espacadas (5.82) e (5.88), qualquer prescricdo que determine as frequencias naturais de

forma a apresentar um comportamento bem definido em /N na soma das frequéncias, i.e.,

N/2

> wa=F(N), (5.92)
n=1
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tema. Os pontos sdo os dados de

simulacdo e a curva corresponde

‘1.5‘ a ‘2.0‘ . ‘2.5 3.0‘ ao ajuste assintdtico (5.96) com
Log N A = 0.485.

apresentard (em geral) um comportamento do acoplamento critico na forma K, (N) ~ 1 f (N),
sendo esse resultado exato para (5.72) e assintético para o outro caso. Como em geral o so-
matdrio em (5.92) produz uma fungao crescente em N (On f > 0), essas configuragdes sempre
apresentam Ky — oo conforme N — oco. Porém existe pelo menos uma configuragdo em que
essa propriedade nao € valida: considere um sistema com simetria especular wy 1, = —w,

tal que as frequéncias naturais sejam dadas por

7(_1)n+1

1 . A
"1 a maior soma sequéncial > . wn que se pode formar

Devido a presenga do termo (—1)
corresponde somente ao maior elemento do conjunto {w},, (w; = ), de forma que as equacdes

que descrevem a regido sincronizada desse sistemas sao:

YIN =2+ (=1)" (N — 2n)]

¢n (¢1) = arcsin {sin P — } n=2,..,N/2,  (594)

9(N-1)K
N/2—1

sin 2612 % 6n (61) + oz (1) | +singr = L. (5.95)
n=2

Ao se aumentar o nimero de osciladores o efeito na regido de solvabilidade é o mesmo dos
casos igualmente espagados, portanto no limite N — oo devemos ter sin ¢; — sin gy ~ 2.
Mas como o lado direito de (5.95) ndo depende de N o sistema ndo aumenta a escala onde
K aparece, resultando em um comportamento decrescente com N (visto que para sistemas
pequenos K, > +/2). Portanto se tomarmos o limite de um nimero muito grande de osciladores

devemos obter

o A
K:ssmtotlco (N) _ 7/2 + N + O (N_Q) , (596)

conforme pode ser observado na figura 5.20.
A importancia de se obter uma configuracdo de frequéncias naturais com comportamento
K, ~ 1/N no modelo de Kuramoto localmente acoplado reside na comparagdo com sistemas

envolvendo graus maiores de conectividade da rede. Como visto nos capitulos anteriores, o
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modelo globalmente conexo apresenta um comportamento decrescente com /N, porém em mo-
delos de acoplamento local com conectividade fixa sempre foi observado a divergéncia de K
no limite N — oo. Esse fato levava a crenca de que deveria existir alguma transicdo no compor-
tamento assintdtico de K a partir de uma conectividade critica da rede de osciladores. Mas se
o sistema apresentar alguma prescri¢ao de reordenamento™* das frequéncias naturais de forma
a apresentar Oy K < 0, entdo essa transi¢cdo dependente da conectividade ndo deve existir.
Ap6s uma longa descricdo de sistemas simplificados (mas ndo simples) a maior parte das
caracteristicas bdsicas da regido sincronizada do modelo de Kuramoto localmente acoplado
foram introduzidas, de forma que podemos atacar agora o problema mais geral de descricao do

sistema sob configuragdes de frequéncias naturais aleatoriamente distribuidas.

5.3 Frequéncias naturais arbitrariamente distribuidas

Se considerarmos um anel e removermos um link (interacdo) entre um par de osciladores
vizinhos temos como resultado uma cadeia de osciladores. Para um anel com N osciladores
existem /V formas de se fazer isso, e para cada link diferente que se é retirado a cadeia resultante
pode apresentar um acoplamento critico K diferente. Para que o sistema no anel assuma uma
solucdo sincronizada é necessario que todas as cadeias contidas nele também apresentem uma
solucdo de sincronizacdo. Esse fato sugere um indicativo de que devemos procurar a cadeia
dentro do anel com o maior K.

Conforme a se¢do 5.1, o calculo do acoplamento critico de cadeias se resume ao célculo da
maior soma sequencial de frequéncias naturais. Mas como no anel essa soma pode comecar de
qualquer ponto em particular, vamos definir condi¢des periddicas nas frequéncias naturais para
facilitar o célculo:

WNin = Wn, n=1,..,N. (5.97)

Cada oscilador de onde se comeca a calcular a soma define o primeiro oscilador dessa cadeia
especifica, enquanto o N-ésimo define o final da cadeia. Assim o acoplamento critico de cada
uma das /V cadeias contidas dentro de um anel pode ser calculado como

l
K, = max |} (Q—uw)|, r=1,..,N, (5.98)

r<I<r+N |4
J=r

onde 7 denota a cadeia com os osciladores das extremidades definidos por w,. € wy,. Em cada
cadeia de (5.98) o indice maximizante [, da soma define o acoplamento critico K., e a cadeia
com maior acoplamento critico é determina por

tham =K

T'max

:mgx{Kl,...,KT,...,KN}. (5.99)

**Embora nao mencionado no texto, a configuracao (5.93) pode ser interpretada como uma prescri¢ao de reorde-
namento das frequéncias naturais de (5.82). Para esse sistema especifico o reordenamento corresponde a disposi¢ao
de menor acoplamento critico que se pode obter, o que pode ser chamado de acoplamento minimo de sincronizag¢ao
do conjunto {w} .
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Como sempre € possivel renumerar os osciladores dentro do anel (mantendo suas posi¢oes
relativas), vamos considerar a indexagdo obtida através da translacdo n — n + 1 — 7., que
permite escrever

n*

KM =13 (= wj)|, (5.100)
j=1
onde n* =1, +1— rpux.

Esse procedimento permite determinar especificamente a diferenca de fase ¢, para a qual

Tmax

o conjunto de equagdes na regido sincronizada deve ser resolvido:

_ o
¢, = arcsin |sin ¢, + e Z (Q—wj)|, n=1..,n"—1, (5.101a)
L Jj=n+1
1 n
¢, = arcsin |sin ¢, % Z (Q—wj)|, n=n"+1,..,N—1, (5.101b)
L Jj=n*+1

2321 (w; — )
e .

N-1
SN [ @ + > G (Gne) | + sin e = (5.102)
n#n*

O motivo é que com essa escolha especifica de n* para a diferenca de fase garante-se que
nenhuma soma presente nas equacoes (5.101) seja maior do que a presente no lado direito de
(5.102). Da mesma forma que na secao anterior, existe uma regido de valores de /K, antes da
sincronizagdo, que permite definir as relacdes (5.101) (argumentos dentro da funcdo arco seno
sempre pertencem ao intervalo [—1, 1]) enquanto a equagdo (5.102) ndo admite solugio. Assim
a solucgao sincronizada aparecerd somente quando (5.102) admitir solucdo, o que representa a
primeira solugdo acessivel a ¢, e portanto corresponde ao primeiro minimo da fun¢io K (¢, ),
conforme detalhado na se¢@o 5.1 para o caso da cadeia.

Uma vez expostas as consideragdes iniciais reescrevemos a equacao (5.102) na forma

Kchain
sin ¢« — sin [pn (¢p)] = s ;( , (5.103)

onde s = sign [27:1 (Q— wj)] , € a resolvemos numericamente. A forma geral das solugdes
€ ilustrada na figura 5.21 para N = 10 e N = 50, onde as frequéncias naturais foram geradas
a partir de uma distribuicao uniforme definida no intervalo [—10, 10]. Para evitar confusdo a

andlise numérica, quando necessdria, serd realizada somente para o caso especifico de N = 10.

As multiplas solu¢des de travamento de fase, criadas espontaneamente acima de K, sdao
confinadas a uma regido do espago sin ¢, X K denominada regido de solvabilidade (RS),
obtida ao se identificar que para cada valor de sin ¢,,- existe uma valor mdximo de K tal que
(5.103) nunca é satisfeita. Assumindo sin ¢y = —s essa regidio é definida pela relacdo!

Kchain
s( IR —1)‘. (5.104)

1A partir dessa definicdo é facil deduzir que o acoplamento critico de sincroniza¢io do anel deve satisfazer a
thai"
—.

|sin ¢y | >

condicao K >
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Figura 5.21: Solu¢des numéricas de (5.103) que representam os pontos fixos do sistema sin-
cronizado (estabilidade ndo explicita). Esquerda: N = 10 com frequéncias naturais w; = 6.9,
wog = 2.8, w3 = —04, ws = —2.6, ws = 1.3, wg = —6.8, wy = 0.8, wg = —1.6, wg = —9.5
e wyp = —6.7. Direita: realizacdo com N = 50. Os conjuntos de frequéncias naturais foram
geradas por uma distribui¢ao uniforme no intervalo [—10, 10]. Linhas pretas (azuis) apresen-
tam cos ¢~ > 0 (cos ¢,» < 0), e as linhas tracejadas representam as fronteiras sin ¢, = s e
sin ¢y = —s da regido de solvabilidade.

Existem dois tipos de travamento de fase que correspondem aos pontos fixos do sistema:

e Tipo I: solugdes geradas na parte inferior de RS com sin ¢y ~ —s que bifurcam em

ramos com sign (cos ¢, ) invariante.

e Tipo II: solucdes com sinais opostos de cos ¢, geradas a partir de uma bifurcacido na
parte superior de RS com sin ¢,,» ~ s.

A partir de cada bifurcacao sempre existe um ramo de solu¢do com um ponto tangente a fron-

teira de RS: solucdes do tipo I possuem um ponto tangente a curva

Kchain
in o, = 1), 5.105
sin ¢ S ( I ) ( )
que corresponde a todos os pontos de RS com sin ¢y = —s, enquanto as do tipo II possuem

um ponto tangente em sin ¢,,- = s. Em todos os pontos tangentes, independente da fronteira, é

possuir demonstrar que a condicao

N-1 ~
Kcham
cos | > ¢ | = -1 (5.106)
n#n*

sempre € satisfeita. Essa condi¢do € importante porque ela fornece o nimero de solucdes em

cada fronteira de RS: uma vez que o argumento dentro do cosseno pode ser expandido em uma

‘. . (n) <
série de Laurent definida por ¢, = Ag+ >, ?(Lm, o comportamento decadente em funcdo de

K garante um nimero finito de solu¢des; como A, depende do tamanho do sistema é possivel
concluir que o efeito de aumentar o nimero de osciladores corresponde a um maior nimero de

solu¢cdes acima de K, conforme pode ser observado na figura (5.21).
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Uma forma de se responder a questdo de como as multiplas solugdes sdo geradas € ana-

lisando as solucdes de ¢, € ¢y nos pontos tangentes. Iniciando pelas solugdes de tipo I, a

condicdo sin ¢y = —s implica que ¢ deve satisfazer a equagao
O (my) = —sw, my=0,1,2, ... (5.107)
Para cada possivel valor de m, a equacao (5.103) admite duas solugdes:
oY = arcsin [3 ( Ki:am - 1)] (5.108a)
P = 7 — arcsin [s (Kl; - 1)} (5.108b)

Sob a condi¢do ¢+ = ¢§f;1) os valores assumidos por m; fornecem todos os valores de K
onde as solugdes com cos ¢~ > 0 s@o tangentes a fronteira de RS. De forma similar quando
Opr = (;55#2) os valores de m; fornecem os pontos tangentes das solu¢des com cos ¢« < 0.

O mesmo procedimento pode ser realizado para as solu¢des do tipo II, onde a condi¢ao

sin ¢« = s impde

oD (my) = —sw, me=0,1,2,... (5.109)

Agora para cada valor de m» também existem duas solugdes para ¢y:
gb%Ll) = —arcsin {9 (Kiain — 1)] , (5.110a)
o1 — 7+ arcsin [s (K[z - 1)} (5.110b)

Os valores de K para os pontos tangentes nas fronteiras de RS sdo mostrados na figura 5.22
para o caso N = 10.

Com a descri¢do do surgimento das multiplas solugdes de travamento de fase acima de
K (nos pontos tangentes) é possivel responder a questdo do seu surgimento. Se voltarmos
a equacgdo (5.102) e olharmos no primeiro termo do lado esquerdo € possivel observar que
conforme aumenta-se o acoplamento /& a soma das diferencas de fase 25:_11 ¢, vai além de 27
mas nao como multiplos de 27. Dessa forma € a presenca desse termo - que conecta o primeiro
ao ultimo oscilador da cadeia - que gera as multiplas solu¢des. A notdvel simetria entre as
solucgdes tangentes de tipo I e II vem do fato que a remocao da interagc@o entre os osciladores 6,
e 0y fornece uma cadeia com acoplamento critico de sincronizagdo igual a obtida pela remog¢ao
da interag@o entre os osciladores 6, e 0, 1, mesmo quando as solugdes de travamento de fase
nesse segundo caso sdo diferentes. Vale ressaltar que essa simetria ndo € perfeita porque o

nimero de solucdes dos tipos I e Il ndo é em geral o mesmo.

5.3.1 Estabilidade das solucoes e bacias de atracao

Para realizar a andlise de estabilidade linear das solucdes € necessdrio obter a matriz jaco-

biana do sistema, mas como as equagdes de movimento sdo invariantes mediante transla¢des

84



1.0t
0.5¢
3
Z 00r
—-05+
I : I : I : I I I ' I ' I _1'07\ I : I I : I I : I I
2.0 25 3.0 35 40 45 5.0 55 15 2.0 25 3.0 35 4.0 4.5 5.0
Log K Log K

Figura 5.22: Representacdo grafica das solucdes nimericas de (5.106) para a realizacdo N =
Kchain
= —1

Ve ) (curva azul) e f; ;7 = cos (Zf:;_nl gbn) (curva preta) calculados

10,Comy:s<

nos pontos tangentes das solucdes do tipo I e II, respectivamente. Esquerda: solucdes ¢§f;”
(pontos pretos) em K(,,,—o) = 9.9905, K(p,—1) = 23.0467, K(;,—2) = 190.016 e solugdes
gbff;m (pontos azuis) em K, —o) = 13.443 and K,,,,—1) = 104.7171. Direita: solu¢des gb%f’l)
(pontos pretos) em K ,,,—g) = 10.75473, K(;,,—1) = 84.3981 e solugdes ¢%1,2) (ponto azul) em
K (1y—2) = 31.1029.

globais de fase 6, — 6, + © a andlise é um pouco mais complicada. E necessario perceber
que a liberdade de gauge reduz as N equagdes de movimento (5.15) a um sistema (N — 1)-
dimensional. Embora uma fixacdo de gauge permitiria eliminar o grau de liberdade extra e
efetuar a andlise de estabilidade nas variaveis 6,,, existe uma forma mais tratavel de se fazer
isso. Ao invés de considerar as equacdes de movimento na forma (5.15) é possivel reescreve-
las nas varidveis ¢,, e eliminar o grau de liberdade substituindo-se ¢y por — ij:_ll Opn. Assim

obtemos as equagdes de movimento

N-1
q51 = w —wy— K [Sin (Z gbn> + 2sin ¢ — singb2] , (5.111a)
n=1
] N—-1
dn_1 = wn_1—wy+ K |sin (Z ¢n> +singyn_s — 2sin ¢N_1] ., (5.111b)
n=1
bn = Wp— Wnet + K (Sin¢p_y — 250Gy, + SN Ppy) (5.111c¢)

onden =2,...,. N — 2.
Devido a estrutura das equagdes os elementos da matriz Jacobiana sdo escritos como J,, ,,, =

04, @n. A maioria dos elementos € igual a zero e os ndo nulos sdo dados por:

N-1 N-1
Jig=—-K [2 COS ¢y + cos (Z 0; ] , Jig=K [COS ¢1 — Ccos (Z %)] , (5.112a)

j=1 j=1
B N—1
In-in—2 = K |cospy_o— cos (Z qu)] : (5.112b)
L j=1
N—-1
Jvano1 = —-K [2 CoS py_1 + COS <Z qu)] , (5.112¢)
j=1
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Figura 5.24: Projecdo do diagrama de bifurcacdo no espaco sin ¢, X K para o caso N = 10.
Curvas continuas (tracejadas) representam solucoes estdveis (instaveis). Esquerda: solu¢des do
tipo I. Direita: solug¢des do tipo II.

N—-1
Incim = Jinpz =—Kcos (Y ¢; |, n=1,...N-3, (5.112d)
j=1
Jn,m = K cos ¢m (5m,n71 - 25m,n + 5m,n+l) , = 27 sy N —2. (51126)

A estabilidade linear dos pontos fixos € determinada pela estrutura dos autovalores da matriz
Jacobiana: uma solugdo € estavel somente se a parte real de todos os autovalores for negativa.
Como um sistema de N osciladores possui uma matriz (N — 1) x (N — 1), a equagdo de au-
tovalores € muito complicada para ser tratada analiticamente. A saida para esse problema ¢é
realizar um cédlculo numérico que envolve fixar um valor para K e substituir as solucdes trava-
das ¢,, nos elementos da matriz Jacobiana para calcular os autovalores A\, (n = 1,..., N — 1).
A figura 5.23 mostra a parte real do maior autovalor para todos os pontos fixos de N = 10
com K = 120 (os pontos fixos podem ser inferidos tanto na figura 5.21 como na figura 5.25).
Ao se repetir o processo para outros valores de K no intervalo (K, 120] é possivel determinar
a estabilidade em todos os ramos e obter uma projecao do diagrama de bifurcacdo no espaco
sin ¢« X K, conforme figura 5.24.

As bifurcacdes do tipo I com cos ¢, > 0 geram dois ramos de solu¢do com estabilidades

opostas, sendo o ramo que apresenta um ponto tangente a fronteira sin ¢,,» = s sempre estavel.
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Figura 5.25: Regido ampliada das suas primeiras bifurcacdes do caso N = 10. As linhas pon-
tilhadas representam as fronteiras de RS, sin ¢y = —s na figura da esquerda e sin ¢, = s na
figura a direita. Esquerda: bifurcacdo K da figura 5.25 com um ponto da solugdo estdvel tan-
gente a fronteira sin ¢y = —s. Direita: primeira bifurcacao do tipo II da figura 5.25 mostrando
o nascimento da solucdo estavel com cos ¢, < 0, que troca de sinal quando o ramo toca a

superficie sin ¢« = s.

Ja as bifurcagdes com cos ¢, < 0 sempre geram dois ramos instaveis (os dois casos podem
ser observados na figura 5.24). A mesma caracteristica também € observada nas bifurcacdes
do tipo II, que apresentam tanto solu¢des com estabilidades opostas como solu¢des bi-instaveis
originadas da mesma bifurcacdo. Todas as bifurcacdes do tipo II também possuem um ponto
tangente a fronteira de RS, mas como sin ¢,,» = s, a solu¢do muda o sinal de cos ¢, quando
toca a fronteira, de forma que toda bifurcacdo do tipo II gera duas solugdes com cos ¢« < 0 (a
figura 5.25 mostra dois exemplos da regido de bifurcacdo ampliada para os dois tipos).

Uma anélise da regido onde aparecem as bifurcacdes mostra que elas de fato correspondem
aos minimos da fung¢do K (¢,~) definida na regido sincronizada. Um fato que se repete para
todos os casos em que o conjunto de frequéncias naturais ndo apresenta simetria € que nao existe
valor de sin ¢,, igual a +-1 em K ou qualquer outra bifurcacdo. A explicacdo para esse fato
encontra-se nas equacoes (5.101-5.103): para que alguma bifurcacdo apresente uma diferenca
de fase com seno igual a +1 ela tem que ser ¢,,« ou ¢, mas como ¢y é uma fung¢io nao linear
de ¢, existem solucdes sincronizadas acessiveis antes do aparecimento do seno igual a +1.

Esse resultado é compativel com a condi¢ao

N

1
3 —— 0, (5.113)

n=1

satisfeita no acoplamento critico /s por qualquer distribuicdo aleatéria de frquéncias naturais
em um anel, como mostrado no capitulo anterior. No entanto dois pontos devem ser observados
com relagcdo a esse resultado. Primeiro, nas secdes anteriores foram mostrados varios casos
onde a bifurcagao em K aparece com sin ¢, = £1. A caracteristica em comum desses exem-
plos € que em todos foram consideradas condi¢des de simetria na configuracdo das frequéncias

naturais, o que configura um regime onde (5.113) ndo € valida. O segundo é que todo ponto
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Figura 5.26: Diagrama de bifurcacdo do sistema com /N = 10 representado pelo espago ¢, X K.
Linhas continuas (tracejadas) correspondem a pontos fixos estaveis (instdveis); linhas pretas
(azuis) correspondem a cos ¢,» > 0 (cos ¢, < 0); linha pontilhada central representa ¢, =
7/2. Cada bifurcagdo responsavel pela cria¢do de duas solugdes com ¢, apresenta uma parceira
complementar obtida pelas solu¢des com ¢, , 0 que caracteriza o aparecimento de bifurca¢des
duplas em toda a regido sincronizada. Todas os pontos fixos estdveis provém do conjunto de
solugdes com ¢, o que implica em cos ¢,, > 0 para todo n diferente de n*. A diferenca de fase
¢+ apresenta uma caracteristica especial por admitir solu¢do estavel com cos ¢,,» < 0 préximo
a bifurcacao.

tangente as fronteiras de RS sempre aparece perto da bifurcacdo, sendo que a distancia entre
eles tende a ficar muito pequena no limite N — oo, em concordancia com o resultado numérico
obtido por El-Nashar e Cerdeira [81] que analisaram o comportamento do acoplamento critico
em fungdo de N para frequéncias naturais geradas a partir de uma distribuicao gaussiana.
Embora a visualizacdo das solugdes no espago sin ¢, X K seja muito mais simples, é
importante lembrar que os pontos fixos do sistemas sao dados como travamentos das diferencas
de fase ¢,,. Como a func¢do sin ¢,,- apresenta degenerescéncia de segunda ordem devido as duas
solugcdes ¢« € ™ — ¢+, as figuras 5.24 e 5.25 correspondem somente a projecoes do diagrama
de bifurcacdo. As solugdes na regiao sincronizada s6 podem ser visualizadas univocamente no
grafico ¢« x K, apresentado na figura 5.26. Nesse espaco a degenerescéncia € levantada e a
simetria com relagdo ao eixo ¢,« = m/2 torna-se evidente. O que se pode observar é que a
estrutura de bifurcagdes duplas, presentes em todos os casos com /N > 4 analisados até agora,
aparece como a estrutura fundamental para sistemas com frequéncias naturais arbitrariamente
distribuidas. A andlise dos autovalores para esse sistema mostra que as solucoes estaveis sempre

nascem em uma bifurcagdo sela-nd, acompanhada de uma bifurcagdo sela-n6 instavel, simétrica
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Figura 5.27: Estimac¢do do tamanho relativo das bacias de atra¢ao do sistema pela probabilidade
discreta de se atingir cada ponto fixo. Esquerda: caso com N = 10, com as probabilidades
obtidas para K = 20 (pontos vermelhos), K = 50 (quadrados azuis) e K = 120 (losangos
pretos). Direita: distribui¢do discreta obtida no limite X' — oo para N = 50 (pontos pretos),

N = 100 (quadrados azuis) e N = 200 (losangos vermelhos).

em relagdo ao eixo ¢, = /2. Todas as bifurca¢des duplas com solugdes instaveis sao do tipo
sela-sela.

Uma vez identificada a estrutura correta dos pontos fixos, a andlise do espago de solucdes
pode ser feita sem problemas através das projecdes sin ¢, x K do diagrama de bifurcacodes,
onde um ramo estavel representa a existéncia de um ponto fixo estdvel com aquele valor de
sin ¢,,«. Sob essas consideragdes o quadro geral da regido sincronizada pode ser resumido
da seguinte forma: para um dado N, a configuragdo {w}, determina a RS do sistema cujas
solucdes nascem em bifurcagdes localizadas proximo as fronteiras de solvabilidade; todas as
solucdes estdveis sdo representadas por ramos que tocam as fronteiras de RS; dados os dois
tipos de bifurcacdo K ]I 1 onde j = 1,2, ... denota a ordem em que as bifurcagcdes aparecem,
todas as bifurcacdes com j impar correspondem ao par de bifurcacdes sela-nd, que produzem
uma solugdo estdvel, e todas as bifurcagdes com j par correspondem ao par de bifurcacdes
sela-sela que produzem quatro solucdes instaveis.

Com a estabilidade das solu¢des completamente descrita, vamos analisar o comportamento
das bacias de atracao dos pontos fixos estdveis. Como o modelo de Kuramoto localmente
acoplado € em geral um sistema de alta dimensionalidade, realizar uma anélise grafica nao
¢ viavel. Portanto consideraremos uma abordagem estatistica: uma vez que os pontos fixos
podem ser representados por sin ¢,,«, € possivel gerar uma grande amostra de condicdes iniciais
aleatdrias no intervalo [—, 7], para valores fixos de K, e estimar o tamanho da bacia de atragdo
através da probabilidade do sistema atingir cada solucgdo estavel.

Em cada regido de valores de K onde o nimero de solucdes estaveis € mantido constante é
possivel observar que o tamanho relativo das bacias de atracao, dados pela probabilidade de se
atingir o respectivo ponto fixo, apresenta somente pequenas flutuacdes estatisticas. No caso em
que varia-se o acoplamento através de regidoes com aumento crescente do nimero de solucdes
observa-se que quando um novo ponto fixo estavel € criado a maior parte da sua bacia de atracao
€ roubada do ponto fixo (pré existente) mais proximo no espago sin ¢,,«, como ilustrado na figura
5.27 (a esquerda) para o caso com N = 10.
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O resultado numérico para um dado tamanho de sistema mostra que os tamanhos relativos
das bacias de atracdo ndo sdo igualmente igualmente distribuidos entre os pontos fixos: as
solucdes estdveis que apresentam travamento de fase ¢,» — 0 no limite X — oo atraem a
maior parte das condicdes iniciais. O comportamento do sistema nesse limite € mais simples de
se analisar: as diferencas de fase satisfazem a propriedade ¢, = ¢ paran = 1,..., N — 1, com

¢ dado pelas solucdes de

sin[(N — 1) ¢] = —sin ¢, (5.114)
admitindo dois tipos de solu¢do
2
— 7;”, n=0,41,+2, .., (5.115a)
2 1
or = % Ny = 0,41,42, .. (5.115b)

Nesse regime as solucdes dependem somente do tamanho do sistema /N, e os valores assumidos
pela probabilidade discreta de se atingir cada ponto fixo estidvel aparecem sobre a funcio enve-
lope definida por f (sin¢,-) ~ exp [—a (N)sin® ¢,]|. O lado direito da figura 5.27 mostra a
distribui¢do de probabilidades para sistemas com N = 50, N = 100 e N = 200.

5.3.2 Conexao com a cadeia de osciladores

Nas secoOes anteriores a regiao sincronizada do anel de osciladores foi completamente des-
crita, mostrando como algumas propriedades da cadeia ainda permanecem quando alterada a to-
pologia, embora nesse caso ndo exista multiestabilidade apds o acoplamento critico. A questdao
que imediatamente vem a cabeca é como dois sistemas tdo parecidos podem apresentar com-
portamentos tdo diferentes.

Para responder a essa pergunta vamos considerar um anel de osciladores com um parametro

de controle « € |0, 1] acoplado no termo de intera¢@o sin ¢, resultando nas equagdes de

movimento
0, = w + Ksin(fy —6;) + aK sin (Oy — 6y), (5.116a)
0 = wn+ Ksin(0p_q—0,)+sin(0p —60,)], n=2.,N—1,(5116b)
Oy = wy+ Ksin (On-1 —0n) +aKsin(0; —Oy) . (5.116¢)

chain

. , . . . K o~
Para o = 0 o sistema € uma cadeia de osciladores, com sin ¢,,» = s—5— em toda a regido com

K > K& QO efeito de se fechar a cadeia em um anel necessita do termo extra de interagio

que comporta-se como uma fun¢do nao linear de todas as varidveis ¢,, antes de K, € como uma
fungdo de ¢,,~ na fun¢do ndo univoca K (¢,+) na regido sincronizada. A figura 5.28 mostra o
comportamento das solu¢des no diagrama parcial** de bifurcacdo ¢, x K para alguns valores

de o considerados no caso com N = 10.

A notacdo parcial foi utilizada para descrever o diagrama de bifurcacio contendo somente solucdes com
+ (¢, ). As solucdes complementares ¢, = 7 — ¢ nio foram consideras para melhor visualizacdo, mesmo
n ¢ p n n p ¢
porque o comportamento delas pode ser facilmente inferido a partir dos graficos (lembrando que elas correspondem
a parte oposta simétrica de cada soluc@o em relagdo ao eixo ¢,,» = 7/2).
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Figura 5.28: Diagrama parcial de bifurcacdo ¢,- x K para o caso com N = 10 em fun¢do do
pardmetro «. (a) Histerese formada quando a solucdo estavel perde a estabilidade; K? gerada
no limte X — oo (o = 0.3). (b) Ponto de retorno vai para K — oo criando duas solucdes
distintas; K? gerada no limte K — oo (o = 0.5). (c) Nascimento de K2/ e K1 a partir do
circuito fechado (o = 0.7). (d) Diagrama final para a topologia do anel (o = 1.0).

Pequenos valores de o deformam a solug@o estdvel original ¢,,« (& = 0) = arcsin sK/ K
na regido acima de K, responsdvel pela geracdao de outras solugdes. A primeira deformagdo
leva a regido do sistema a uma cusp catastrophe, responsavel pela criacdo de uma histerese
via bifurcacao de dobra (fold bifurcation): o ramo estavel é dobrado para tras até a geracao da
bifurcagdo K7, conforme ilustrado na figura 5.28a. Valores maiores de « distanciam K/ do
ponto de retorno da solucdo estavel de K/, que vai para o infinito separando completamente as
solugdes. O resultado desse processo € que a bifurcagio K, com seus respectivos ramos estdvel
e instdvel, origina-se a partir da solugio estdvel de K1/ através de um processo de deformagio
da solucdo.

As outras bifurcacdes presentes no anel ndo sdo necessariamente geradas a partir desse
mesmo processo. No caso com N = 10 é possivel observar que as bifurcagdes KZ e K1,
no anel localizadas perto da fronteira sinpy = —s de RS, sdo geradas espontaneamente no
limite X' — o0, sem o auxilio do processo de deformacdo (as figuras 5.28a e 5.28b mostram
a aparecimento delas na regido [K,, 120]). J4 as bifurcagdes K1/ e K1, no anel localizadas
perto da fronteira sin ¢,,» = s de RS, sdo criadas a partir da geracdo espontanea de um circuito
fechado de solucdes instaveis (figura 5.28c). A formagdo do circuito € melhor observada na
figura 5.29, que mostra a regido ampliada: o circuito nasce na regiao proximo a ¢, = /2

com cos ¢, < 0 (ay); 0 aumento de « faz com que ele cruze a linha ¢, = 7/2 (), criando a
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Figura 5.29: Regido de nascimento
do circuito fechado que da origem
as bifurcagdes K1/ e KII, mos-
trando quatro valores de a: a3 =
0.683, ag = 0.7, ag = 0.75 e
ay = 0.8.

solugdo estdvel de K27 no comego do processo de deformagdo (ai3); valores maiores de o fazem

levam os pontos de retorno para K — oo (ay), separando completamente as solu¢des e dando

origem as bifurcagdes K27 e K como observadas no anel.
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Capitulo 6
Conclusoes

Na primeira parte do texto, que trata da configuracdo de acoplamento global (entre todos
os osciladores), foram mostrados os dois diferentes tipos de descri¢do de sincronizagdo depen-
dendo da caracterizagdo do numero de osciladores.

No limite termodinadmico, em que se assume uma quantidade infinita de osciladores, o aco-
plamento entre os osciladores é simplificado através da interacdo com um campo médio, € o
sistema pode ser descrito por uma Unica equagao de evolucdo da densidade de osciladores. Sob
a hipdtese de um estado incoerente estavel para pequenos valores do acoplamento, a transicao
para o regime sincronizado ocorre em um ponto critico /. onde o comportamento coletivo
comeg¢a a demonstrar coeréncia entre as fases dos osciladores e o estado incoerente perde a
estabilidade.

Para sistemas com tamanho finito, os efeitos das flutuacdes geradas pela realizacdo da
distribui¢@o de probabilidade g (w) ndo podem ser desconsiderados, o que impele a uma descri¢ao
das equacgdes de movimento levando em conta a configuracao especifica das freqiiéncias natu-
rais. Nesse caso a transi¢do para o regime sincronizado ocorre para um valor de acoplamento
critico K5 onde todas as equagdes de movimento assumem um estado estaciondrio em que os
osciladores encontram-se plenamente sincronizados com travamento das diferencas de fase.

A equivaléncia entre as duas descri¢des, mais precisamente a equivaléncia entre os pon-
tos criticos caracterizados de forma fundamentalmente diferentes, permanece uma questao em
aberto. No entanto foi mostrado que para um caso especial com simetria nas freqiiéncias natu-
rais (usada para simular uma distribui¢do uniforme) o limite com infinitos osciladores promove
a unificacdo das duas descri¢des, onde coeréncia e sincroniza¢gdo podem ser tratadas da mesma
maneira. Uma das possiveis continuagdes desse trabalho consiste em estender a andlise para
distribui¢des de probabilidade mais gerais e verificar se a equivaléncia € robusta, ou seja, se ela
€ vélida para qualquer distribuicdo ou classes de distribui¢des.

Visando uma compreensao inicial dos efeitos de acoplamento local no modelo de Kuramoto,
a segunda parte do texto foi dedicada a descri¢io do modelo em uma dimensao com condi¢des
periddicas de contorno, que corresponde ao caso mais simples de interagdo entre vizinhos com

efeitos topologicos.
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Para valores de acoplamento inferiores ao acoplamento critico foi mostrada a estrutura de
arvore de sincronizacdo média, onde os osciladores apresentam uma sequéncia de transi¢oes
entre comportamentos periddicos e cadticos que contribuem para a formacao de clusters sin-
cronizados. A iminéncia da sincronizagao foi explorada através de métodos aproximados que
mostraram, através do comportamento critico do sistema, a existéncia de uma bifurcagdo sela-
no responsavel pela transi¢ao para o regime sincronizado.

Ao se reconhecer a existéncia de uma funcdo que caracteriza toda a regido sincronizada
do modelo, foi mostrado através de uma série de exemplos simplificados (com simetria) que o
espaco de fase do sistema sincronizado apresenta uma estrutura de multiplas solu¢des de ponto
fixo, ndo necessariamente nascidos em bifurcagdes do tipo sela-nd. No exame do sistema defi-
nido por freqii€ncias naturais completamente arbitrarias foi mostrado que a multiestabilidade é
originada a partir do termo de intera¢do que transforma uma cadeia de osciladores em um anel.

Embora a ocorréncia de miltiplas solugdes estdveis em sistemas de osciladores de fase
nao caracterize um fato incomum, a importancia desse resultado reside no fato que ela nao
deveria existir para uma interagao senoidal entre osciladores. A multiestabilidade no modelo
de Kuramoto localmente acoplado aparece como um efeito exclusivo da topologia do sistema,
0 que permite prever que o mesmo fendmeno deve ocorrer em situagdes mais gerais quando a
interagdo do sistema € definida no contexto de redes complexas.

A presenca de multiestabilidade na regido sincronizada foi sé recentemente descoberta, e a
tanto a sua completa caracterizacao em topologias mais gerais como as implicagdes no compor-

tamento sincrono do sistema permanecem em aberto.
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