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RESUMO

Dada uma 1-folheacao descontinua F definidaem M — X, onde M € uma variedade
suave € ¥ C M é um subconjunto fechado de M interpretado como o locus de des-
continuidade de F, neste trabalho generalizaremos o0 conceito de regularizagao para
1-folheacdes, considerando uma ampla familia de fungdes de transicao, com o objetivo
de compreender o comportamento na regido de descontinuidade destas folheacdes.
Em um paralelo com as convencgdes de Filippov, serdo definidas regides de deslize e
costura no locus de descontinuidade 3 para a regularizacdo de uma folheacao. Tais re-
gides podem ser interpretadas como um tipo de limite da dindmica de uma 1-folheagao
suave préxima. Técnicas de perturbacao singular, da teoria classica de Fenichel e de
blow ups seréo utilizadas para obter condi¢des suficientes para identificar as regides

de deslize e/ou costura da regularizagao de uma 1-folheagao descontinua.

Palavras-chave: Campos de Filippov. Blow Up. Regularizacdo. Folheagdes.



ABSTRACT

Given a discontinous 1-foliations F defined on M — ¥, where M is a smooth manifold
and X C M is a closed subset interpreted as the discontinuity locus of F, in this work
we will generalize the regularization concept to 1-foliations, considering a wide family of
transition functions, with the objetive of understanding the behavior in the descontinuity
region of those foliations. In parallel with the Filippov’s conventions, slide and sewing
regions will be defined at the descontinuity locus Y. for the regularization of a foliation.
Such regions can be interpreted as some sort of limit of the dynamics of a nearby
smooth 1-foliation. Singular perturbation techniques, of classical Fenichel theory and
blow ups will be used to obtain sufficient conditions to identify the slide and/or sewing

regions of the regularization of a descontinuos 1-foliations.

Keywords: Filippov Fields. Blow Up. Regularization. Foliations.
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1 Introducao

Muitos fendomenos podem ser modelados através de Equagoes Diferenciais Ordinérias,
estes aplicados as mais diversas areas do conhecimento, tais como Matemaética, Fisica,
Mecanica, Economia, Engenharias, etc. A compreensao destes fendmenos, seus compor-
tamentos passados e futuros é um dos principais objetos de estudos da Teoria de Sistemas
Dinamicos.

Métodos algébricos comumente empregados na resolucao de equacoes diferenciais mui-
tas vezes sao ineficazes e precisamos recorrer a um estudo qualitativo e geométrico destas
solugoes, o que chamamos de Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordinarias. A
teoria classica envolvendo campo de vetores suaves, associados a equacao diferencial

' = X(x,t), (1.1)

onde z € R" e X : U x R — R" é uma aplicacdo de classe C¥ definida em um aberto
U C R", pode ser vista, por exemplo, em [27, 25]. O leitor também encontrara ao final
deste trabalho, no apéndice [A] um breve resumo dos principais resultados acerca desta
teoria.

Entretanto, recentemente uma nova classe de campos vetoriais vem ganhando desta-
que, os campos de vetores suave por partes, amplamente conhecidos como Campos de
Filippov. Nesta configuragdo, sendo M uma regiao bidimensional com bordo suave con-
tida em R?, compacta e conexa, o campo vetorial fica determinado pela expressao de dois
diferentes campos de mesma suavidade e uma regiao de descontinuidade, isto é, apresenta
a seguinte forma,

X(q) = (1.2)

Xi(q); se F(q) >0
Xa(q); se F(q) <0

onde X; e X5 sdo campos vetoriais de classe C", r > 1 e F : M — R é uma funcao C*>
que tem v = 0 como valor regular e que define a regiao de descontinuidade 3 = { F~1(0)}.
Nesta dissertacao, no capitulo [2] apresentaremos os principais conceitos e generaliza¢oes
acerca do assunto e abordaremos tépicos como classificacdo de singularidades e equiva-
léncia entre campos.

Ainda no capitulo [2] serd introduzido o método de regularizacdo de um campo de
vetores descontinuo X = (Xj, X3), principal ferramenta para estudar o comportamento
de um campo descontinuo, por meio do qual este sera aproximado por uma familia de
campos vetores continuos que ¢é obtida numa vizinhanca da curva de descontinuidade X
como uma média entre os campos X; e X5 com auxilio de uma funcao de transicao ¢.
Para cada valor fixado de e teremos associado um campo de vetores X, desta familia
definido numa vizinhanca de X, cuja expressao é dada por

Xo(q) = (1 = p(F(q)) Xa(q) + »-(F(q)) X1(q), (1.3)

13



Introducao 14

onde . (t) = ¢(t/e). A regularizagdo Sotomayor-Teixeira também serd abordada.

Estaremos também interessados em estudar o comportamento de sistemas dinamicos
em multiplas escalas de tempo, os chamados Sistemas Slow-Fast. Estes aparecem também
frequentemente em modelos matematicos das mais diversas areas das ciéncias. A classica
teoria de perturbacao singular e de Fenichel sera brevemente abordada nesta dissertagao,
afim de apresentar os principais conceitos e resultados que nos serao necessarios. O leitor
encontrard estes tépicos nos capitulos [3| e 4] que foram baseados em [16].

A correspondéncia entre um campo de vetores descontinuos e um problema de per-
turbagao singular fica estabelecida em [2], resultado que, considerando a regularizacao
Sotomayor-Teixeira de um campo descontinuo X, afirma que as trajetorias do campo re-
gularizado X satisfazem um problema de perturbagao singular. Ainda, em [20], provou-se
que o conjunto dos pontos de deslize, de acordo com as convencoes de Filippov é a pro-
jecdo da variedade lenta do problema de perturbagao singular obtido em [2] na regiao de
descontinuidade . Descreveremos esse procedimento no capitulo[6l Essa correspondéncia
utiliza ainda da técnica de blowing-up.

O uso de aplicagoes de blow-up, permite a analise numa vizinhanca de uma singula-
ridade nao hiperbélica através de uma mudanca de coordenadas, de maneira que, nesse
novo sistema de coordenadas esta se torne hiperbédlica. Nesta dissertacao, a técnica do
blow up serd abordada em detalhes no capitulo [} Em especial, no capitulos [f] e 8, o uso
de aplicagdes de blow-up se apresenta como ferramenta essencial ao nos garantir a hiper-
bolicidade normal, hipdtese necessaria para os resultados classicos da Teoria de Fenichel,
vistos em [ e utilizados nas demonstragoes dos nossos principais resultados.

Fica assim estabelecido o ambiente em que trabalharemos. Essa dissertagao tem por
objetivo principal a compreensdao dos resultados obtidos em [23], onde usaremos uma
combinacao das técnicas e ferramentas anteriormente mencionadas e as aplicaremos em
uma 1-folheagdo suave por partes. Uma folheacao 1-dimensional F orientada em uma
variedade suave M é definida exibindo uma cobertura aberta de M e uma colecao de
campos de vetores suaves cujos dominios sao os conjuntos abertos dessa cobertura e que
coincidem nas intersecgoes desses abertos a menos de uma multiplicacao por uma funcao
estritamente positiva. Uma 1-folheagdo descontinua em M é dada por um subconjunto
fechado > C M com interior vazio e por uma folheagdo 1-dimensional orientada em M —3..
Os conceitos e resultados essenciais sobre folheagoes sdo apresentados no capitulo [7] desta
dissertacao.

Ambientados pela configuragao usual de Filippov, descrita na Secao [2.1] as folheagoes
a serem consideradas serao dadas pelo fluxo de campos de vetores expressos por

X - <1+§<F>> X+ (1‘;‘“(“) X, (1.4)

onde X1, Xy sdo campos vetoriais definidos em M e F' é uma fungdo suave que tem 0
como valor regular. Ainda no capitulo [7] abordaremos os resultados sobre a suavizagio
dessas folheagoes. Os primeiros resultados obtidos apresentam condi¢bes para que uma
1-folheagao possa ser suavizada por uma sequéncia de blow ups e estao resumidos a seguir.

e O Teorema afirma que se F é uma 1-folheagdo suave por partes e que se seu
locus de descontinuidade X é uma subvariedade suave de codimensao um, entdao JF
¢ suavizada por blow ups.

e Se o locus de descontinuidade ¥ é um subconjunto analitico definido globalmente,
existe uma 1-folheacao suave por partes que esta relacionada a folheacao inicial e
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cujo locus de descontinuidade é suave. Mais ainda, se supormos também que Y tem
codimensao um, entao essa 1-folheagdo é suavizada por blow ups. Tais resultados
estao descritos no Teorema [7.24] e Corolario [7.25

O processo de suavizagao introduzido na Secao nao nos permite a compreensao
completa da dinamica dessas folheacoes, de modo que nao se pode definir a chamada
dinamica deslizante ao longo do conjunto de descontinuidade, um paralelo ao campo
de deslize idealizado por Filippov. Tal dindmica serd definida como um tipo de limite
da dindmica de uma 1-folheacao suave préxima. Introduziremos para isso a nocao de
regularizagao de uma 1-folheacao descontinua.

Uma regularizacdo de F sera dada por uma nova folheacdao, dependendo de um pa-
rametro €, que é suave para € > 0 e que coincide com a 1-folheacdo descontinua original
quando € = 0. Definiremos formalmente esse conceito na Se¢ao [7.3] Na subsecao [7.3.1] ge-
neralizaremos a nog¢ao de regularizacao Sotomayor-Teixeira e consideraremos uma grande
familia de regularizacoes, chamadas do tipo transi¢do, omitindo a hipdtese de monotoni-
cidade da funcao de transi¢do. Veremos ainda um segundo método de regularizagdo, o
qual serd descrito na subsegao [7.3.2]

E é neste cendrio que estaremos agora aptos a definir uma dinamica deslizante. Ba-
sicamente, a regiao de deslize da regularizacao F" de uma 1-folheacao descontinua F
fica definida como o conjunto de acumulacao de variedades invariantes do sistema regu-
larizado. Ao considerarmos regularizacoes nas quais nao exigimos a monotonicidade da
funcdo de transicao, a regidao de deslize encontrada pode diferir daquela idealizada por
Filippov. Em [4], provou-se que, dada uma funcao de transigdo ndo-mondtona, a regiao
de deslize desta proveniente contém a regiao de deslize idealizada por Filippov, ao con-
siderarmos uma regularizagao do tipo Sotomayor-Teixeira. O leitor encontrard na Secao
[7.4] exemplos que ilustram o cdlculo desta regiao.

Este trabalho terd por objetivo principal descrever condigoes para identificar a regiao
de deslize de dada regularizacao de uma 1-folheacao descontinua. Consideraremos JF uma
1-folheagao suave por partes, cujo locus de descontinuidade ¥ é uma subvariedade suave
de codimensao um e F" uma regulariza¢ao do tipo transicao de F.

Os resultados que discorrem acerca do assunto serao provados no capitulo 8| e estao
descritos abaixo.

+ No Teorema [8.I] mostraremos que a regularizacao do tipo transi¢do é suavizada por
blow ups.

+ Os Teoremas 8.5 e [8.8| descrevem as regides de deslize e costura da regularizacao F"
de F, permitindo que seja possivel identifica-las através de condi¢oes na funcao de
transicao.

Por tultimo, recuperamos as “condigoes usuais” de deslize e costura idealizadas por
Filippov e vistas neste trabalho na Se¢ao|2.1]ao considerarmos a regularizacao Sotomayor-
Teixeira ao invés de uma regularizacao do tipo transicao.

Os capitulos de [2| & |5 desta dissertagao trazem apenas as ferramentas e pré-requisitos
necessarios para a compreensao dos resultados apresentados e podem ser vistos de forma
independente pelo leitor interessado. Os resultados apresentados em [23] estao dispostos
nos capitulos de [6] & [§] desta dissertagao.



2 Campos de Vetores Descontinuos
e Regularizacao

Neste capitulo, trataremos brevemente sobre campos vetoriais descontinuos no plano.
A terminologia aqui utilizada, bem como os resultados apresentados, podem ser encontra-
dos em [21] e em [24], no qual os resultados principais se baseiam em [12] [17]. Na Secao
introduziremos os principais conceitos e generalizacoes dos resultados classicos acerca
do tema. Em seguida, na Secdo nomearemos os tipos de singularidades encontradas
na curva de descontinuidade de um campo descontinuo. A Secao generaliza o conceito
de equivaléncia entre campos vetoriais descontinuos e caracteriza, localmente, por uma
expressao mais simples o campo na vizinhanga de uma singularidade, enquanto que a
Sec¢ao introduz o conceito de regularizacao. A tltima secao deste capitulo traz uma
série de resultados acerca das propriedades do campo regularizado numa vizinhanca da
singularidade original.

2.1 Campos de Vetores Descontinuos no Plano

Seja M uma regiao bidimensional com bordo suave contida em R?, compacta e conexa,
dada por uma funcao 3 : R? — R de classe C*, tal que 0 é valor regular de 3. Considere

M ={(z,y) € R*: B(z,y) > 0},

OM = {B7(0)}.
Denotamos por X" (M) o conjunto de campos vetoriais de classe C" definidos em M.
Seja ainda ' : M — R uma funcao C* que tem 0 como valor regular e denote por

S ={F0)}.
Sem perda de generalidade, podemos supor que > possui uma tnica componente co-
nexa e que M — X é composto por duas componentes conexas, a saber

Y ={F0,00)} e X" = {F(~00,0)}.

Defini¢ao 2.1. Dados X, Xy € X"(M),r > 1, e uma fungao F' como acima, define-se o
campo vetorial descontinuo X = (X7, X5) da seguinte maneira:

) Xu(q); se F(q) >0;
o= {X2(CI); se I(q) <0.

Observa-se que o campo X ¢ bivaluado nos pontos da curva X, chamada curva de
descontinuidade.

16
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Denotamos por Q" (M, F) o espago dos campos vetoriais descontinuos de classe C" de-
finidos em M com auxilio de F'. Quando necesséario, denotaremos um campo descontinuo
X € (M, F) por X = (X;, Xy, F) para enfatizar o uso da funcao F.

Como estamos supondo que a curva de descontinuidade ¥ possui uma tnica compo-
nente conexa, temos somente dois casos a considerar.

e 0¥ = X NOM # (: Neste caso, devemos acrescentar a hipdtese que a interseccao
YN OM é transversal, o que é equivalente a VI x V3 # 0 em 0X.

M

Figura 2.1: 90X =X NoM # 0.

« X =YNOM = 0.

»t+

Figura 2.2: 90X = X NoM = 0.

Nosso objetivo é estudar o comportamento do campo descontinuo X = (X7, X5) em
uma vizinhanca da curva ¥. Para isso precisamos de alguns conceitos e defini¢oes que
seguem.

Definicao 2.2. A derivada de Lie de F' em relagéq ao campo vetorial X é dada por
Lx(F)(p) =(X(p),VF(p)) e L% (F)(p) = (X(p), VX" 1F(p)), com i > 2 inteiro.

Defini¢ao 2.3. Dado X = (X1,X3) € Q"(M,F),r > 1, seguindo a terminologia de
Filippov em [I1], distingui-se os seguintes tipos de pontos possiveis em >

» Pontos de Costura: p € ¥ ¢ um ponto de costura (Figura se
Lx, (F)(p)Lx,(F)(p) > 0;
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« Pontos de Escape: p € ¥ é um ponto de escape (Figura se Lx,(F)(p) >0e
£X2(F)<p) < 0;

« Pontos de Deslize: p € ¥ é um ponto de deslize (ou deslizamento) (Figura
se Lx,(F)(p) <0e Lx,(F)(p) > 0.

ay / st \

D) by

5= '\ 5~ /

Figura 2.3: Vizinhanca de um ponto de costura.

s /!

%
- \

Figura 2.4: Vizinhanca de um ponto de escape.
ot \
by
¥ /'

Figura 2.5: Vizinhanca de um ponto de deslize.

Da definicao desses pontos e da continuidade das fungoes envolvidas fica definida, em
torno de cada ponto, uma vizinhanga em 3 de pontos da mesma natureza, a saber, arcos
de costura (X°), arcos de deslize (X*) e arcos de escape (X°).

Observagao 2.4. Como Lx(F)(p) = (X(p), VF(p)) = || X()||||[VF(p)|| cos(d), onde 8 é
o angulo entre os vetores X (p) e VF(p), o sinal de Lx(F')(p) depende desse angulo.

VF VF
(p) X() (p)
0 ) by

Lx(F)(p) >0

Figura 2.6: Interpretagao geométrica da Derivada de Lie.

Dado um campo vetorial X qualquer, no caso em que a derivada de Lie, Lx(F)(p), em
um ponto p, é positiva, geometricamente, temos que o cosseno do angulo 6 entre os vetores
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X(p) e VF(p) é positivo, isto é, temos 0 < § < 7/2 e uma configuragdo geométrica como
na Figura Analogamente, se Lx(F)(p) < 0, temos 7/2 < 6 < 7, onde € é o dngulo
entre os vetores X (p) e VF(p), situacao esta também exemplificada na Figura 2.6l Note
que neste caso, transladamos o vetor X (p).

Defini¢ao 2.5. Um ponto p € ¥ é um ponto de tangéncia se Ly, (F)(p) = 0 ou
Lx,(F)(p) = 0. Dizemos que p é um ponto de dobra de X (respectivamente de X3) se
Lx, (F)(p) = 0e L%, (F)(p) # 0 (vespectivamente Lx,(F)(p) = 0 e Lx,(F)(p) # 0.

Definicao 2.6. Seja p € X um ponto de tangéncia. Se existe uma 6érbita v do campo
X, (respectivamente X,) que passa por p ap6s um tempo finito to de tal forma que =
permanece em YT (respectivamente em X7) para t € (ty — &,tp + €), esta tangéncia
¢ chamada de tangéncia visivel de X; (respectivamente de X5). Analogamente, se
v C X7 (respectivamente 1) para ¢t € (tg — g,1p + €), p é tangéncia invisivel de X;
(respectivamente X).

Definicao 2.7. Se p é¢ um ponto de dobra de X; dizemos que p é uma dobra visivel de
Xi se L%, (F)(p) > 0 e uma dobra invisivel se L% (F)(p) < 0.

Se p é um ponto de dobra de X5 dizemos que p é uma dobra visivel de X5 se
L%, (F)(p) <0 e uma dobra invisivel se L (F)(p) > 0.

Definicao 2.8. Seja p € ¥ um ponto de tangéncia. Dizemos que p é uma tangéncia
singular se p é tangéncia invisivel de X; e X, simultaneamente. Do contrario, p € X é
de tangéncia regular. Veja as Figuras 2.7 e 2.8

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.9. Seja F(z,y) = y e considere o campo

Xi(w,y) = (1,22);5 >0

X(9) = {X2<x,y> (-2, ~Ta)iy <0

Temos,
£X1(F)(:L‘7y) = <(1,2$), (07 1)> =2r = £X1(F)(070) =0,
Ly, (F)(w,y) = ((1,22),(2,0)) = 2 = L%, (F)(0,0) > 0,

‘CXz(F)(xay) = <(_2’ —71‘), (07 1)) = —Tr = 'CXQ(F)(Ovo) =0,
L5, (F)(z,y) = (-2, —Tx),(=7,0)) = 14 = L, (F)(0,0) > 0.

N/
g

Figura 2.7: Exemplo de tangéncia regular.

Logo, p = (0,0) é uma dobra visivel para X; e é uma dobra invisivel para X,. Este é
o caso em que p = (0,0) é um ponto de tangéncia regular. Veja a Figura .
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Exemplo 2.10. Seja F(z,y) = y e considere o campo

X9 = {XQ(x,y) =(-La?—2)y<0

Temos,

_ = —x = Ly, (F)(0,0) =0,
£§(1<F)(x>y) = <(17 —:B), (_170» =-1l= ﬁ%ﬁ(F)(O’O) < 07

£X2(F)<xuy) = <(—1,I2 - 2)7 (07 1)> = x2 —T = £X2(F)(070) = 07
L5, (F)(z,y) = ((-1,2° — ), (2z — 1,0)) = =2z + 1 = L%, (F)(0,0) > 0,

Logo, p = (0,0) é uma dobra invisivel para X; e também uma dobra invisivel para

X,. Este é o caso em que p = (0,0) é um ponto de tangéncia singular, como na Figura
2.8 abaixo.

Figura 2.8: Exemplo de tangéncia singular.

Definicdo 2.11. Define-se um campo auxiliar X*, dito Campo de Filippov, nos arcos
¥ e ¥¢ de ¥ da seguinte maneira: seja p € ¥° (ou p € X¢), entdo X>(p) denota o vetor
tangente a ¥ em p, contido no cone gerado por X;(p) e Xo(p). Veja a Figura

Vejamos como se configura essa constru¢ao. Uma vez que V F(p) é ortogonal a curva de
nivel F = 0, temos que o campo X* é ortogonal & VF(p) em p, ou seja, (X>(p), VF(p)) =
0.

O campo X* é expresso por X=(p) = ¢ — p, onde ¢ é um ponto que pertence ao
segmento que contém os pontos p + X1(p) e p+ Xa(p).

2—0—

Figura 2.9: Construcao do Campo de Filippov.
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Afim de determinar a expressio do campo X*, consideremos a equacdo da reta que
passa pelos pontos p + Xi(p) e p + Xa(p), que é dada por

r(A) = (p+ Xi(p) + A(Xi(p) — Xa(p)).
Como g € re (q—p,VF(p)) =0 temos

((p+ Xi(p) + A(Xi(p) — Xa(p)) —p, VF(p)) =0
=(Xi1(p), VF(p)) + MXi1(p), VF(p)) — MXa(p), VF(p)) =0
=Lx, (F)(p) + MLx, (F)(p) — Lx,(F)(p)) =0

LXI(F)<p)
Lx,(F)(p) — Lx,(F)(p)’

Dos calculos acima obtemos a seguinte definicao.

=\ =

Definicao 2.12. Como X*(p) = p— ¢, a expressao do campo de Filippov X* é dada por

1
£X2(F)<p) - LXl (F)(p)

O campo Ly, (F)(p)Xi(p) — Lx,(F)(p)X2(p) é chamado de campo normalizado.

X*(p) = (Lx,(F)(p)X1(p) — Lx,(F) () X2(p))-

Observacao 2.13. Em alguns textos da literatura o campo de Filippov X* é referido
como campo deslizante ou de escape, enquanto que o campo X = (Xj, X3) é as vezes
também referido como campo de Filippov.

Com o objetivo de facilitar a compreensao é usual fazer as seguintes consideragoes.
Seja X = (X1,X3) € Q"(M,F) e p € ¥. Localmente, em uma vizinhanga de p,
podemos considerar um sistema de coordenadas locais tais que:

—(0,0) = 0;
Y ={y=0}
F(a:,y)zy;

Xi(z,y) = (a(z,y),b(x,y)); e

Xo(z,y) = (c(z,y),d(z,y)).

Se p € OM, isto é p € XN IM = 9%, podemos considerar ainda que f(x,y) = x e
OM = {x = 0}, ja que X e OM se intersectam transversalmente, por hipdtese.

Lema 2.14. Sejap € ¥° (ou p € 3¢). Entao, na notagio anterior, temosp =0 e

X*(0) = <a(0) — b(0) (M) ,0) :

Demonstracio. A demonstracdo aqui omitida, pode ser encontrada com detalhes pelo
leitor em [21]. O

Vamos agora generalizar o conceito de trajetéria para um campo vetorial descontinuo,
mas antes recordemos a definicdo no caso suave. Dado Y um campo vetorial suave, a
trajetéria vy (¢, p) que passa por p é tal que

Loy (t,p) =Y (py(t,p))
ey (0,p) =p
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Definicao 2.15. Seja X = (Xj, X») um campo vetorial descontinuo. A trajetéria (local)
vx(t,p) do campo X passando por p é definida por:

« Sep € Xt (respectivamente, X7): px(t,p) = ¢x, (t,p) (respectivamente, px(t,p) =
PXs (tap))v

e Sep e XeLx (F)p),Lx,(F)(p) > 0, supondo ainda que as trajetorias passam

por pem t = 0:
30X1(t7p); t>0
{wxg(t,p); t<0

Se Lx,(F)(p), Lx,(F)(p) < 0, a definicao é a mesma, invertendo o tempo.
e SepeXe:

oxs=(t,p); t<0
©x,(t,p) ou px,(t,p) ou px=(t,p); t>0

ox(t,p) = {

Se p € ¥°, a defini¢do é a mesma, invertendo o tempo.

e Se p é um ponto de tangéncia regular:

90x(t p) _ @X1(tap) ou (pXQ(t,p) ou sz(lf,p); <0
) §0X1(t7p) ou (,0)(2(75,]9) ou ¢X2<t,p); t>0

e Se p é um ponto de tangéncia singular: px(t,p) = p, Vt.

Defini¢ao 2.16. A érbita (local) de um ponto p é o conjunto v(p) = {px(t,p) : t € I},
em que [ é o intervalo de definicdo de px.

2.2 Singularidades

Definiremos em seguida o conceito de pontos »-regulares e Y-dobras, pontos esses
que possuirao vizinhancas nas quais nao ocorrem pontos singulares durante o processo de
regularizacdo, como veremos na Secao [2.5]

Definigao 2.17. Um ponto p € ¥ é chamado um ponto Y-regular de X = (X, X5) se
uma das seguintes condigoes é satisfeita:

L. pE Eca isto éa £X1(F)(p)£X2(F>(p> > 07 ou

ny / st \

SN SN2

Figura 2.10: Ponto X-regular tal que p € X°.

2.pe¥oupe X isto é Lx,(F)(p)Lx,(F)(p) <0, e det[X1, Xo](p) # 0, o que
significa que os vetores Xi(p) e Xs(p) sao linearmente independentes, o que implica
que p ndo é ponto critico de X*.
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o+ \ r /

b by

¥ /' ¥ \

Figura 2.11: Ponto X-regular tal que p € ¥° U X°.

Definigao 2.18. Um ponto p € ¥ é chamado uma Y-dobra se é um ponto de contato
quadrético de X; com %, isto é, Lx,(F)(p) # 0, Lx,(F)(p) =0 e L% (F)(p) # 0, ou de
X, com X, isto é, Lx, (F)(p) #0, Lx,(F)(p) =0e L%, (F)(p) # 0. Veja a Figura [2.12]

\// NN

E+
by

N
s/

Y

/"
/ s/ /J  /
Figura 2.12: Exemplos de »-dobras.

Veremos ainda o conceito de ponto critico e ponto critico hiperbélico. Pontos criti-
cos hiperbdlicos apresentarao vizinhangas nas quais encontramos um unico ponto critico
hiperbdlico em cada campo regularizado.

Denotemos por d(-) a diferencial com respeito a variavel x.

Definigédo 2.19. Um ponto p € ¥ é chamado ponto critico de X se Lx, (F)(p)Lx,(F)(p) <
0,istoé,p € X¥oup € X°e, det[ X7, Xs](p) = 0. Se também tivermos d(det[ X7, Xs]|x)(p) #
0, o ponto p é entao chamado de ponto critico hiperbdlico. Veja a Figura [2.13]

N /N
= 71N SN

Figura 2.13: Pontos criticos hiperbélicos de X*.

Definicao 2.20. Seja p € D um ponto critico hiperbélico de X*.
Dizemos que p é do tipo sela se p € 3% e p ¢ um repulsor de X isto é, d(det[ X, Xy =) (p) >
0) ou, se p € X e p ¢ um atrator de X, isto ¢, d(det[X;, X>]|s)(p) < 0 (Figura [2.14)).

LNy SN
A

N
Figura 2.14: Pontos de sela de X*.

Dizemos que p é do tipo né se p € X° e p é um atrator de X* ou, se p € X¢ e p é um
repulsor de X* (Figura [2.15)).
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Figura 2.15: Pontos de né de X*.
Definicao 2.21. Um ponto p € X é chamado uma Y-singularidade elementar de X
se uma das condi¢oes abaixo for satisfeita:
1. p é uma Y-dobra de X; ou
2. p é um ponto critico hiperbélico de X*.

Em seguida, iremos introduzir mais alguns conceitos importantes, entre eles, o de
poli-trajetéria elementar.

Definicao 2.22. Uma separatriz de X é, ou um arco de trajetoria de X; ou Xy que
tangencia OM, ou um arco de trajetéria de X, X ou X* cujos conjuntos a ou w-limite
é um ponto de sela de X7, X, ou X*.

v TN

SN

Figura 2.16: Exemplos de separatrizes.

)

Uma separatriz dupla de X é, ou uma trajetéria de X, X, ou de X cujos conjuntos
a e w-limite s@o pontos de sela, ou uma separatriz de sela de X; ou Xy que tangencia
OM, ou ainda uma trajetéria de X; ou X5 que tangencia OM duas vezes.

Definigao 2.23. Uma curva vy composta por arcos regulares de trajetérias de X; em X+,
de Xy em ¥~ ou de X* em ¥ é chamada uma poli-trajetéria se:

1. v contém arcos de pelo menos dois entre os campos X1, Xy ¢ X, ou é composta
por um arco de X*;

2. A transicao de arcos de trajetoria de X; para arcos de trajetéria de X é feita através
de pontos de costura;

3. A transicdo de arcos de trajetéria de X; ou de X, para arcos de trajetéria de X™
¢ feita através de Y-dobras ou de pontos regulares do arco de escape ou deslize,
respeitando-se o sentido dos arcos de trajetorias.
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b

Figura 2.17: Exemplos de poli-trajetorias.
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Definigao 2.24. Seja v uma poli-trajetoria fechada de X = (X3, X5).

Dizemos que v ¢ uma poli-trajetéria fechada tipo I se v encontra ¥ somente em
pontos de costura.

Dizemos que v é uma poli-trajetoria fechada tipo Il se v = ..

Dizemos que v é uma poli-trajetoria fechada tipo III se v contém pelo menos uma
Y-dobra de X.

7 \, I
SHEAN @/ - w

Figura 2.18: Poli-trajetorias fechadas tipo I.

/ _
4 )

Figura 2.19: Poli-trajetorias fechadas tipo II e tipo III, respectivamente.

Definicao 2.25. Dada uma poli-trajetéria fechada tipo I, v = v Uy U --- U 7%, onde

Yoi € X e Yo € 7,0 =10,--+,(k—1)/2, yN ¥ = {pj,pj1} com pxy1 = po, pode-se
definir para cada j = 1,--- ,k um germe em p; de uma aplicacao de Poincaré C":

n; (8, p5) = (3, p511)
tal que a aplicacao de primeiro retorno associada a orbita v é dada por
=1k O MNg—10 "0 T,

com 1(po) = po-

A fim de melhor compreender a defini¢ao anterior definiremos brevemente o conceito
de um germe de uma aplicagdo. Basicamente, um germe de uma aplicagdo é uma classe



Equivaléncia e Conjugacao entre Campos Vetorias Descontinuos 26

de equivaléncia. Mais formalmente, se m,n € N, p € R™, definimos C;°(R™,R") =
{f : U — R" tal que U é uma vizinhanga aberta de p e f € C>*}. Dizemos que
duas aplicagdes f,g € C;°(R™,R") estdo relacionadas caso exista uma vizinhanga V' C
Dom(f) N Dom(g) contendo p, e de forma que, f e g coincidam em V. Escrevemos, como
usual, f ~ g. Prova-se que “~” define uma relacdo de equivaléncia sobre C;°(R™,R") e
que (C;°(R™,R™), ~) é um espaco vetorial, que denotaremos por G,(m,n). Os elementos
de Gp(m,n) sdo chamados de germes de aplicagoes diferencidveis em p.

O conceito de germe pode ser visto no estudo da teoria de singularidades, por exemplo,

em [29].

Definicao 2.26. Seja v uma poli-trajetéria fechada. Dizemos que v é uma poli-trajetoéria
elementar se:

1. v é do tipo I e n'(p) # 1, para algum p € v; ou
2. v é do tipo II; ou

3. v ¢ do tipo III e todos os arcos de trajetéria de X= sao de deslize ou todos os arcos
sao de escape.

Na Secao sera provado que a regularizacao de poli-trajetorias fechadas elementares
gera Orbitas periddicas hiperbodlicas.

2.3 Equivaléncia e Conjugacao entre Campos Veto-
rias Descontinuos

Nesta secao abordaremos brevemente o conceito de equivaléncia entre campos. Para
0 caso suave, o leitor interessado pode consultar o apéndice [Al Vejamos agora como esse
conceito é generalizado.

Definicao 2.27. Sejam X : U — R? e X : U — R? campos vetoriais descontinuos, onde
U,U C R? sdo abertos, e ¥ e X suas respectivas curvas de descontinuidade. Dizemos
que X e X sdo Y-equivalentes se existe um homeomorfismo h : U — U que preserva
orientacdo, leva dérbitas de X em 6rbitas de X e leva ¥ em 3.

A definicdo acima é natural pois em algumas aplicagdes é necessario que a curva de
descontinuidade Y seja preservada. Entretanto, em alguns casos esta pode ser muito
restrita. Por exemplo, nao é necessario que a regiao de costura seja preservada. Do ponto
de vista topolégico, o comportamento de uma trajetéria numa vizinhanca da regiao de
costura ¢ o mesmo comportamento de uma trajetéria que passa por um ponto p € YF,
onde o campo X ¢é suave.

Definicao 2.28. Sejam X : U — R? e X : U — R? campos vetoriais descontinuos, onde
U,U C R? sao abertos, e & e ¥ suas respectivas curvas de descontinuidade. Dizemos que
X e X sdo topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo h : U — U que
preserva orientacdo e leva érbitas de X em érbitas de X.

Note que X-equivaléncia implica em equivaléncia topoldgica, entretanto a reciproca
nao é verdadeira (ver Exemplo [2.31]).

Recordemos a defini¢do de conjugacacao entre campos vetoriais suaves, necessaria para
a nossa proxima defini¢ao.
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Definigao 2.29. Sejam Y e Y campos suaves e oy (t,p) e py(t,p) as trajetorias de YV’
e Y, respectivamente. Dizemos que os campos Y e Y sao C"-conjugados se existe um
homeomorfismo h de classe C" tal que h(py (t,p)) = ¢y (t, h(p)).

O leitor pode encontrar a demonstracao em detalhes do proximo resultado em [24].

Proposicao 2.30. Sejam X = (X1, Xy, F) e X = (X, X5, F) campos vetoriais descon-
tinuos definidos nos abertos U, U C R? respectivamente, ¢ ¥ e > suas _respectivas curvas
de descontinuidade. Suponha que exista um difeomorfismo h : U — U de classe C" que
conjuga simultaneamente X, e X, por um lado e Xo e Xy por outro. Entdo, h conjuga
0s campos X* e XZ e portanto, h é uma X-equivaléncia entre X e X.

Demonstragio. Ver [24]. O

A hipdtese de que h é um difeomorfismo na proposi¢ao acima nao pode ser omitida.
Se supormos que h seja apenas um homeomorfismo podemos considerar o seguinte contra-
exemplo.

Exemplo 2.31. Seja U C R? um aberto e considere F(z,y) = F(x ,y) =y, de modo que
Y ={(z,y) € R?: y = 0} = X. Defina os campos descontinuos X e X por

X = —1); >
X(ZE,y)Z 1(]37y) (O, )7 Sey—o

XQ(xay) = (Oa 1>a sey S 0

X 1,-1); >
X((L’ y) 1<ZL’ y) ( ) )7 Sey—o

Xo(z,y) = (—1,1); se y <0
Temos,

Lx,(F)(z,y) = ((0,=1),(0,1)) = =1 = ((=1,-1),(0,1)) = L, (F)(z,y),

Lx,(F)(x,y) = ((0,1),(0,1)) = 1= ((=1,1),(0,1)) = L, (F)(,y),

de modo que, ¥ =¥ =3 = ¥,
Assim, o homeomorfismo h dado por

(r+y,y);y >0
hz,y) = { (z,y);y =0
(z—y,9);y <0
leva X" em 2t e ¥ em i‘, isto 6, conjuga X; e X; e X5 e X, simultaneamente. Observe

que h nao é de classe C!.
Observe ainda que,

O —1)2+ 0.0 g
X,i _ (—1, —1)2+ (—1,1) — (~1,0)

Assim, todos os ponto de ¥ sdo pontos criticos de X*, enquanto que X* nao possui
nenhum ponto critico. Portanto, h ndo conjuga X* e X*, ou seja, h ndo é uma -
equivaléncia.
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Defini¢ao 2.32. Uma forma canoénica de um campo vetorial descontinuo X é um
campo vetorial descontinuo cuja expressao é suficientemente simples e que ¢é localmente
equivalente a X.

Os proximos resultados caracterizam localmente o campo X e nos fornecem uma ex-
pressao mais simples. As respectivas demonstragoes, que aqui serdo omitidas, podem ser
encontradas em [24].

Proposigao 2.33. Seja X = (X, X3) um campo vetorial descontinuo e ¥ sua regido
de descontinuidade e suponha que (0,0) € X¢. Entdo, em uma vizinhan¢a U de (0,0) o
campo X € ¥-equivalente da forma canodnica

definido em uma_vizinhanga U de (0,0). Além disso, € topologicamente equivalente a
forma canénica Xy = (0,1), que é um campo suave.

Demonstragao. Ver [24]. O

S
RER

Figura 2.20: Forma canonica da Proposicao [2.33]

Proposicao 2.34. Seja X = (X1, Xy) um campo vetorial descontinuo com (0,0) € ¥*,
tal que o vetor X1(0,0) nao € paralelo a X5(0,0). Entao, existe uma vizinhanga U de
(0,0) onde o campo X ¢é X-equivalente a forma candnica

floy) = [ K@) = (L -Dy >0
v Xo(z,y) = (1,1),y <0

NN
e

Figura 2.21: Forma canonica da Proposicao [2.34]

Proposicao 2.35. Seja X = (X1, Xy) um campo descontinuo com (0,0) € ¥¢. Entdo,
existe uma vizinhanga U de (0,0) onde o campo X € X-equivalente a forma candnica

Koy = | 0@Y = L1y =0
YT Kl ) = (1, 1),y <0
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Figura 2.22: Forma canonica da Proposigao [2.35

Demonstragao. Ver [24]. O

Proposicao 2.36. Seja (0,0) € X um ponto de Y-dobra do campo descontinuo X =
(X1, Xo, F). Entao, existe uma vizinhanga U de (0,0) onde o campo X é X-equivalente d
forma canonica

MW= 2 y) = 0,0,y <0

onde a = sgn(Lx2(F)(0,0)), b = sgn(m(X1(0,0)), ¢ = sgn(Lx, (£)(0,0)) e m € a projegio
na primeira coordenada.

> {Xl(xvy):(b7ax)>y20

Demonstragio. Ver [24]. O

LN RN

O\
RN SR AR

Figura 2.23: Forma candnica da Proposicao [2.360]

Proposigao 2.37. Seja (0,0) € X% U X um ponto critico hiperbdlico do campo X* onde
X = (X1, X3). Entao, X é Y-equivalente a forma candnica

Y _ X1(5U7y)=(ax,b);y2()
o= {X'z@:,y) — (az,~b);y <0

onde a = sgn((X*)'(0,0)) e b=sgn(Lx, (F)(0,0)).

Demonstragao. Ver [24]. O

A
VAR

Figura 2.24: Forma candnica da Proposicao [2.37]




Regularizacao de Campos Vetoriais Descontinuos 30

2.4 Regularizacao de Campos Vetoriais Descontinuos

Nesta secao sera introduzido o método de regularizacdo de um campo de vetores
descontinuo X = (X, X3), por meio do qual este sera aproximado por uma familia de
campos de vetores continuos que é obtida numa vizinhanca da curva de descontinuidade
Y. como uma média entre os campos X; e Xy com auxilio de uma funcao de transicao
¢. Para cada valor fixado de € teremos associado um campo de vetores X, desta familia
definido numa vizinhanca de >, a qual chamaremos faixa de regularizacao.

Definicao 2.38. Uma fun¢do ¢ : R — R, ¢ € C*°, é uma fung¢ao de transicio moné-
tona se
0; setée (—oo,—1];
p(t) =
I; sete[l,00);
e, ¢'(t) > 0,t e (—1,1).

Figura 2.25: Exemplo de funcao de transicao.

Defini¢ao 2.39. Sejam ¢ uma funcdo de transicio e X = (X1,X3) € Q" (M, F) um
campo de vetores descontinuo. Uma p.-regularizagdo de X é uma familia indexada em ¢,
para € > 0, de campos vetoriais X. em X"(M), onde cada campo X, é dado por

Xe(q) = (1 = e(F(q)) Xa(q) + ¢ (F(q)) X1(a), (2.1)

com @ (t) = p(t/e).

Note que a fungdo ¢ é estritamente crescente no intervalo [—1,1] e que ¢. o é no
intervalo [—¢, ¢].

Para cada valor fixo do parametro ¢ > 0, o campo vetorial X. denomina-se campo
vetorial regularizado.

Denomina-se faixa de regularizagao a faixa em torno da curva de descontinuidade
¥ dada por (p.o F)71((0,1)) = F~ (7 1((0,1)))((—¢,¢)), que é a faixa onde o campo X,
é definido por uma média entre o campo X; e o campo Xs. Veja a Figura [2.26]

Flle) ——————— — — — — — —.
F7H0) =%
F i) ———————e——o

Figura 2.26: Faixa de regularizacao.

Observacao 2.40. Pode-se encontrar na literatura outras definicdes para uma fungao de
transicao, bem como outras expressoes para o campo regularizado.
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A regularizagao Sotomayor-Teixeira, amplamente utilizada na literatura, a qual
também utilizaremos neste trabalho é dada pela familia

S XU ) P

onde p: R — R étal que o(t) = —1,t < =1, p(t) =1,t >1e (t) >0,t € (—1,1).
¥ que ¢ ¥ ¥

2.5 Propriedades locais do Campo Regularizado

Os resultados apresentados nesta se¢ao descrevem o campo regularizado X, dado pela
equacao numa vizinhanca de um ponto na curva de descontinuidade Y. Omitire-
mos neste texto as demonstragoes dos resultados apresentados; o leitor interessado pode
consulté-las com detalhes em [21].

Inicialmente, vamos tratar do caso dos pontos Y-regulares. Em uma vizinhanca de
tais pontos, o campo regularizado nao possuira pontos criticos. A proposicao a seguir foi
estabelecida por Sotomayor e Teixeira em [2§].

Proposigao 2.41. Seja p € X um ponto L-reqular de X = (X1, Xs) € Q" (M, F),r > 1.
Entao, dada uma funcao de transicao o, existem uma vizinhangca V de p em M e gy > 0
tais que para 0 < £ < gy, o campo vetorial reqularizado X. ndao possui pontos criticos em

V.

Demonstragio. Ver [21].

= A\
= 1]

AN
1)

L]

Figura 2.27: Exemplo de arco de costura e sua regularizagao.

]

Corolario 2.42. Sejam X = (X1, X2) € Q" (M, F),r > 1 eT C X um conjunto compacto
de pontos X-requlares. Entdo, dada uma funcao de transicao ¢, existem ¢y > 0 e uma
vizinhangca V' de T em M tais que se 0 < € < g9, o campo vetorial reqularizado X, so tem
pontos requlares em V.

Também em [28], Sotomayor e Teixeira estabeleceram a seguinte proposicao, que dis-
corre acerca de pontos criticos hiperbélicos de X™>.

Proposicao 2.43. Dado X = (X1,Xs) € Q" (M, F),r > 1, seja p um ponto critico
hiperbélico de X*. FEntdo, dada wma funcido de transicio o, ewistem gy > 0 e uma
vizinhanga V' de p em M tais que para cada 0 < € < g9, 0 campo reqularizado X. tem um

unico ponto critico p. em V', que € hiperbolico e do tipo sela ou nd, conforme p o for para
X.

Demonstragao. Ver [21]. O
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- N EAPS
= N/ *i\{/f*

Figura 2.28: Exemplo de ponto de sela e sua regularizacao.

s NS o
SV BN

Figura 2.29: Exemplo de ponto de né e sua regularizacao.

v
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Para o caso de Y-dobras, a situacao é semelhante a de pontos YX-regulares.

Proposicao 2.44. Seja p € ¥ uma X-dobra de X = (X1, X3) € Q" (M, F),r > 1. Entdo,
dada uma funcao de transicao , existem uma vizinhanca V de p em M e €y > 0 tais que
se 0 < e < gg, o campo vetorial reqularizado nao possui pontos criticos em V.

Demonstrag¢io. Ver [21]. O

} N4
oA

S 5

Figura 2.30: Y-dobra e sua regularizagao.

As proposigoes seguintes abordam os casos de regularizacao de poli-trajetorias fechadas
dos tipos I, II e III, respectivamente.

Proposicao 2.45. Seja v uma poli-trajetoria fechada elementar ou do tipo I, ou do tipo 11,
ou do tipo III de X = (X1, X3) € Q" (M, F),r > 1. Entdo, dada uma fungdo de transicao
@, existem uma vizinhanca V de v em M e gy > 0 tais que para cada 0 < € < gy, X.
contém uma unica orbita periddica em V', e esta é hiperbolica.

Demonstragao. Ver [21]. O
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Para finalizar este capitulo, abordaremos ainda o caso em p € 0¥ = ¥ NIM. Em [2]]
ficou estabelecido condi¢oes para que o campo regularizado fosse localmente transversal
a OM ou que surgisse uma tangéncia quadratica.

Proposigdao 2.46. Sejam X = (X1,Xs) € Q"(M,F),r > 1, ep € X NIM com
Lx, (B)(P)Lx,(8)(p) <0 e Lx,(8)(p)Lx.(F)(p) — Lx,(F)(p)Lx,(B)(p) # 0. Entdo:

1. Se Lx,(8)(p)Lx,(F)(p) — Lx,(F)(p)Lx,(B)(p) >0, dada uma fungio de transicio
@, existe eg > 0 tal que se 0 < & < gg, 0o campo reqularizado X. possui um ponto de
tangéncia quadrdtica interna na intersec¢ao da faiza de regularizagdo com OM ;

2. Se Lx,(B)(p)Lx,(F)(p) — Lx,(F)(p)Lx,(B)(p) <0, dada uma fungao de transicao
p, existe eg > 0 tal que se 0 < & < gg, 0o campo reqularizado X. possui um ponto de
tangéncia quadrdtica externa na interseccao da faixa de reqularizacio com OM ;

Demonstragio. Ver [21]. O

/7

oM oM

oM oM
Figura 2.31: Configuragao geométrica da Proposigao [2.46]
Proposicao 2.47. Sejam X = (X1,Xs) € Q(M,F),r > 1, ep € X NIM com

Lx,(8)(p)Lx,(B)(p) > 0. Entdo, dada uma fungio de transi¢ao o, existe gy > 0 tal
que se 0 < g < g9, o campo reqularizado X. € transversal a OM numa vizinhanga de p.

Demonstragio. Ver [21]. O
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oM

Figura 2.32: Configuracao geométrica da Proposigao [2.47]

Neste capitulo apresentamos importantes defini¢oes e resultados sobre campos vetorias
descontinuos, necessarios na obtencao dos resultados pretendidos.



3 Sistemas Slow-Fast

Neste capitulo serd introduzido o conceito de sistemas slow-fast, sistemas esses que
apresentam escalas de tempo diferentes, referidas como tempo réapido e lento. As sec¢oes
e trazem as defini¢oes essenciais acerca do assunto e as exemplifica.

Em seguida, na Sec¢ao [3.3] enunciamos o Teorema de Fenichel, importante resultado
que ilustra o comportamento do sistema préximo da variedade critica Cy. Maiores detalhes
sobre o Teorema de Fenichel e de sua demonstragao serao discutidos posteriormente. Neste
ponto apenas o ilustraremos com alguns exemplos.

Na Secao serao apresentados métodos para o calculo do fluxo lento na variedade
critica Cp. Também por meio de exemplos, na Secao serao discutidos os casos mais
genéricos em que a hiperbolicidade normal falha localmente para certas singularidades.

Todo o contetddo aqui apresentado pode ser encontrado pelo leitor em [16].

3.1 Sistemas Slow-Fast

Vamos iniciar estudando equagoes diferenciais ordinarias (EDO’s) nas quais algumas
variaveis possuem derivadas de magnitude muito maior do que a de outras variaveis. Essa
configuracdo nos remete a um sistema com diferentes escalas de tempo. O caso mais
simples é dado por uma separacao que divide as varidveis em dois grupos.

Definicao 3.1. Um campo de vetores slow-fast (ou um sistema (m,n)-slow-fast)
é um sistema de equagoes diferenciais da forma

dx

e— =ci = f(z,y,¢)
dr (3.1)
dy =y=g(z,y,¢)
dr y=g\x,Yy,¢c),

onde f:R"XR"XR—->R™ g:R"xXR"XR—->R"el<e<1.
A variavel = é chamada de variavel rapida, enquanto que a variavel y é chamada
varidvel lenta. Fazendo t = 7/¢ o sistema ¢ equivalente a

dx
a :.f/:f(ﬂj,y,g)
(3.2)
dy =y =eg(x,y,¢).
dt ) bl

Nos referimos a t como escala de tempo réapida (ou tempo rapido) e a 7 como escala de
tempo lenta (ou tempo lento).

35
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O parametro € pode ser pensado como a “separacao” das escalas de tempo e ¢é as vezes
chamado de parametro tempo-escala. Neste contexto, se a notacao “0 < ¢ < 1”7 segue
uma equacao, estamos interessados somente no caso em que ¢ é muito pequeno e positivo.
Se aparece em uma afirmagao ou teorema significa “suficientemente pequeno”, isto é, que
existe g9 > 0 tal que para todo ¢ € (0, ¢, a afirmagao é valida.

Em muitas situacoes as aplicacoes f e g ndo dependem de ¢ e, neste caso, omitimos o
parametro na notacao.

Observagao 3.2. Na literatura a notacao para sistemas slow-fast nao é uniforme; pode-se
encontrar a variavel x como variavel lenta e as variavel y como rapida, bem como aparecer
diferencas quanto as escalas de tempo.

A notacao adotada aqui fica clara ao se trabalhar com sistemas slow-fast nos quais se
escolhermos uma condicao aleatoria, entao o primeiro movimento da trajetoria é “geral-
mente” rapido e, eventualmente, a trajetéria se move lentamente.

Veremos agora alguns exemplos simples de equagoes parametrizadas por sistemas slow-
fast.

3.1.1 Equacao de Van der Pol

Um dos classicos exemplos de equagoes estudadas em dindmica nao linear é a equagao
de Van der Pol. Balthasar Van der Pol é conhecido por ser um dos pioneiros no campo
da radio e comunicagoes. A equacao dada pela EDO de segunda ordem

o+ (e =)' +x=0 (3.3)

em que 4 > 1 foi usada para estudar um circuito em um tubo de vacuo, no qual observou-
se que as Orbitas peridédicas eram modeladas pela equagao 3.3
Facamos a conversao da equacgao em um sistema slow-fast. Primeiramente, consi-
deremos t = pur. Assim, ¥’ = @/ e 2 = i/p®. Além disso, defina y = @/u* + 23/3 — =,
logo,
g =&/pu® 4+ i — i = 2" + 2*ur’ — pa’ = —u.

Assim, podemos reescrever a equagao [3.3 obtendo o sistema slow-fast a seguir
2 3 (3.4)

Em [3.4 fazendo € = 1/42 obtemos o sistema slow-fast com dimensdes (m,n) = (1,1)

et = f(z,y)
= 9(x,y),
em que f(z,y) =y —2*/3+x e g(v,y) = —x.
Pode também ser interessante considerar a seguinte variagao da equacao de Van der

Pol, na qual acrescentamos um termo forcante a > 0:

2" +u(x® — 1)’ +x=a (3.5)
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Analogamente ao que foi feito anteriormente, podemos reescrever a equacao e obter
o sistema slow-fast
- 3
et=y—x"/3+=x
y-/ (3.6)

Yy=a—2x.

Pode-se ainda considerar um termo forgante periédico, isto é, considerar o caso em
que o termo forcante aparece com certa amplitude a > 0 e frequéncia v:

2"+ p(x? — 1)’ + z = asen(2mvt). (3.7)
A equacao pode ser convertida no seguinte sistema slow-fast
ct=y—2°/3+x
Y = asen(2mour) — x.
Definindo w = pwv e § = wt obtemos o sistema (1, 2)-slow-fast
et =y—2°/3+x
y = asen(2mf) — x (3.8)
0=w

onde 0 = df/dr.

3.1.2 Equacao de FitzHugh-Nagumo

A equagdo que apresentaremos agora é uma simplificacdo do conhecido modelo de
Hodglan-Huxley para o potencial elétrico de um axénio (prolongamento de célula) nervoso.

A primeira versao é devida a FitzHugh e dada pelo seguinte sistema (1, 1)-slow-fast,
que pode ser visto como uma generalizagao da equagao de Van der Pol [3.3]

el=w—-u/3+u+q

W= —1/g2(w ~+ gsu — qu), (3.9)

em que (u,w) € R? sdo varidveis do espaco de fase e ¢;,7 = 1,2, 3,4 sdo parametros.
Posteriormente, Nagumo e seus colaboradores adicionaram um termo de difusao I a
equacao de FitzHugh e consideraram as seguintes equagoes parciais

@Z%j&f(u)—w%—[

87' 31‘2 (3 10)
ow ’
o e(u — ’Yw)>

em que f(u) =u(u—a)(l —u), I,a ey sdo parametros.

Consideremos uma solucao de onda viajante para e sejam u(z,7) = u(r + s7) 1=
u(t) e w(z,7) = w(x + s7) := w(t), onde s representa a velocidade da onda. Da Regra
da Cadeia obtemos u, = su’, Uz, = u” e w, = sw’. Definindo v = «' e substituindo na
equacao [3.10] obtemos a seguinte parametrizacao na escala de tempo répido

vV=sv—u(lu—a)(l—u)+w—1 (3.11)
w' =¢e/s(u—yw).
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Mudando do tempo répido ¢ para o tempo lento 7 (t = 7/¢) e renomeando as varidveis
Ty =u, To = v ey = w, obtemos o sistema (2, 1)-slow-fast
8.Cb1 = T2
eto = swo(ry —a)(l—o) +y—1 (3.12)
y=1/s(x1 —7y).

Muitas vezes todas as equagdes mencionadas acima sao referidas como equacoes de
FithHugh-Nagumo.

3.2 Terminologia: Sistemas Slow-Fast

Nesta secao consideraremos o caso € = 0 e analisaremos os sistemas obtidos em cada
caso, considerando os tempos rapido e lento.

Definigao 3.3. A equacao diferencial algébrica obtida colocando ¢ = 0 na formulacao
da escala de tempo lenta [3.1] é chamada de subsistema lento ou campo de vetores
lento

0= f(z,y,0)

O fluxo gerado por [3.13]é chamado de fluxo lento.

O subsistema lento é também conhecido como problema reduzido e seu fluxo por
fluxo reduzido.

Definigao 3.4. A parametrizagao do sistema de EDO’s obtida colocando € = 0 na for-
mulacao da escala de tempo rapida ¢ chamada subsistema rapido ou campo de
vetores rapido

v = f(x,y,O)

3.14
e (3.14)

O fluxo gerado por ¢ chamado fluxo rapido.

O conjunto de equagoes é também conhecido como equagdes/problema de
camada. Essa terminologia nos remete a ideia geométrica de que cada y fixado descreve
uma “camada’” do subsistema rapido.

Observagao 3.5. A fim de distinguir os sistemas e das equagoes originais
e , respectivamente, passaremos a nos referir a estas como sistemas completos.

Definicao 3.6. O caso € = 0, nos sistemas e anteriores, ¢ chamado de limite
singular.

Definicao 3.7. Chamamos o conjunto
Co={(z,y) e R" xR": f(x,y,0) =0}

de conjunto critico. Se Cj é uma subvariedade de R™ x R"™ nos referimos a Cy como
variedade critica.
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Estabeleceremos agora a relagdo entre pontos em Cj e pontos de equiliibrio do fluxo
rapido.
Proposicao 3.8. Os pontos de equilibrio do fluro rapido estdo em uma correspondéncia

biunivoca com os pontos em Cj.

Demonstracao. Fixemos .

Seja xy um ponto de equilibrio do fluxo rapido =’ = f(x,yo,0). Entao, f(xo,0,0) =0
e, portanto, (zg,yo) € Co.

Se zy é tal que (zg,y0) € Cy, entdo f(xo,40,0) = 0 e, portanto zy é um ponto de
equilibrio do fluxo rapido ' = f(x,yo,0). O

O seguinte exemplo exemplifica as defini¢oes anteriores.
Exemplo 3.9. Consideremos a equagao de Van de Pol dada na escala de tempo lenta por

et =y—a*/3+x

. (3.15)
Y= —x.

Fazendo & = 0, encontramos a variedade critica Cy = {(z,y) € R? : y = 23/3 — x}
desta formulagao. Veja a Figura [3.1]

-1 0 1 2

Figura 3.1: Variedade critica Cyy (em azul) para a Equagdo de Van der Pol [3.15]

O fluxo lento §y = —x é restrito a Cy, o sinal de x nos fornece a dire¢cao do fluxo. Ja
os subsistemas rapidos sao organizados como “camadas horizontais” parametrizadas por
diferentes valores de y pelo sistema

! 3
r=y—x +x
Y (3.16)
y =0.
A Figura 3.1 descreve esse comportamento. O fluxo lento é representado por setas simples,
enquanto que o fluxo rapido é representado por setas duplas.

3.3 Teoria Geométrica de Perturbacao Singular

Em seguida discorreremos brevemente sobre os principais elementos, defini¢oes e resul-
tados acerca da teoria de variedades invariantes normalmente hiperbdlicas para sistemas
slow-fast.

Esta secdo tem por objetivo somente apresentar ao leitor o resultado do Teorema de
Fenichel, que introduzira o conceito de “variedade lenta”, o qual estaremos interessados
em calcular nos exemplos aqui apresentados.
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Iniciemos recordando a formulacao geral de um sistema (m, n)-slow-fast

et = f(z,y,¢)

y = g("'[‘? y7 6)7

onde (z,y) ER" xR" 0<e<le f:R"XR"XR —>R™eg: R™xR" xR — R" sdo

funcgoes suficientemente suaves. O sistema |3.17] pode ser reescrito considerando a escala
de tempo rapido t = 7/ como

(3.17)

= f(x,y,e
, f(z.y.¢e) (3.18)
y =eg(r,y,e).
Recordemos também algumas defini¢oes vista na Secao |3.2]
O subsistema lento é obtido considerando € = 0 em [3.17],
0= f(x,y,0
. f(z,y,0) (3.19)
y = g(z,y,0),

de modo que, o fluxo definido por[3.19/¢é chamado de fluxo lento e estd restrito a variedade
critica

Co={(z,y) e R™™: f(z,y,0) = 0}

Da proposicao temos que pontos na variedade critica sao pontos de equilibrio do
subsistema rapido

z’ = f(xvy70)

0 (3.20)

Definigcao 3.10. Um subconjunto S C Cj é chamado normalmente hiperbdlico se a
matriz quadrada (D, f)(p,0), de ordem m x m, das derivadas parciais de primeira ordem
em relacao as varidveis rapidas nao possui autovalores com parte real nula, para todo
peS.

Proposicao 3.11. Um subconjunto S C Cy é normalmente hiperbolico se, e somente
se, para cada p = (z*,y*) € S, temos que x* é um ponto de equilibrio hiperbdlico de
' = f(x,y*0).

Demonstragio. Seja S C Cp normalmente hiperbélico e p = (2*,y*) € S. Como p € S C
Co, da proposicao (3.8 temos que p é um ponto de equilibrio do fluxo rédpido 2’ = f(z,y*,0).

Ainda, como S é normalmente hiperbdlico, (D, f)(p,0) ndo possui autovalores com
parte real nula. Logo, p é um ponto de equilibrio hiperbdlico.

Reciprocamente, seja p = (z*,y*) € S tal que x* é um ponto de equilibrio hiperbdlico
de 2/ = f(x,y*,0). Logo, (D.f)(p,0) nao possui autovalores com parte real nula.

Da arbitrariedade de p € S, segue que S é normalmente hiperbdlico. O

A préxima definicao nos fornece informagoes sobre a estabilidade de um ponto nor-
malmente hiperbdlico.

Defini¢ao 3.12. Um subconjunto S C Cy normalmente hiperbdlico é chamado atrator
se todos os autovalores de (D,f)(p,0) possuem parte real negativa, para todo p € S.
Analogamente, S é chamado repulsor se todos os autovalores de (D, f)(p,0) possuem
parte real positiva. Se S é normalmente hiperbélico e nao atrai e nem repele, entao S é
do tipo “sela”.
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Antes de enunciar o nosso préoximo resultado, precisaremos da nocao de distdncia de
Hausdorff entre dois conjuntos nao vazios V, W C R™*" definida por

= inf ||v — inf ||v — .
(V.0 = s fsup inf. o =l sup inf o~ ]}

Recordemos também brevemente alguns conceitos vistos em analise assintotica. Sejam
D um dominio no R" e v,w : D x (0,e9) — R fungdes para g, suficientemente pequeno.

Defini¢ao 3.13. A ordem de v(z, ¢) nao é inferior a de w(z, ) em um ponto x = xg € D
se para € tendendo a 0, existem fungdes positivas k(x) e e(z) tais que

[v(xo,€)| < k(xo)|w(xg, )], 0<e<e(xy) < &p.
Essa relagao é denotada pela notagao “O-grande” de Landau v(zg,e) = O(w(xg, €)),

Defini¢ao 3.14. A ordem de v(z,¢) é superior a de w(x,e) num ponto x = x5 € D se
para cada ¢ tendendo a 0 e para todo k > 0, existe uma funcao positiva x(x) tal que

[v(zg, €)] < klw(xg,€)|, 0 < e <ep(mg) <K .
Essa relagao é denotada pela notagao “o-pequeno” de Landau v(z,e) = o(w(zg, €)).

Teorema 3.15. Teorema de Fenichel: Suponha que S = Sy € uma subvariedade com-
pacta normalmente hiperbdlica (possivelmente limitada) da variedade critica Cy do sistema
slow—fast e, que f,g € C"(r < o). Entao, para € > 0 suficientemente pequeno, as
sequintes afirmacoes sdo vdlidas:

(F'1) : Eziste uma variedade localmente invariante S. difeomorfa a Sp;

(F2):dy(S:, So) = O(e);

(F3) : O fluro em S, converge para o fluzo lento quando € — 0;

(F4): 5. €C" suave;

(F5) : S. é normalmente hiperbdlica e possui as mesmas propriedades de estabilidade
que as varidveis rapidas em Sy,

(F6) : Em geral, S; nao € unica. Em regioes que permanecem a uma distincia fixa de
0S., quaisquer variedades satisfazendo (F1) — (F5) estao a uma distancia de Hausdorff
O(e~5/%) umas das outras para algum K >0, K = O(1).

Definigao 3.16. A variedade S. obtida na conclusao do Teorema de Fenichel é chamada
variedade lenta.

Observacao 3.17. Na literatura, nao ha uniformidade de notagdo para as variedades
criticas C' e lenta S. Recomendamos ao leitor que se atente a esta notacao. Neste texto
passaremos a nos referir “a” variedade lenta S, por C..

Ressaltamos que ¢ importante distinguir sempre entre a variedade critica, obtida no

limite singular € = 0, e a variedade lenta, obtida no Teorema de Fenichel para € > 0.
Os exemplos a seguir ilustram algumas das propriedades do Teorema de Fenichel [3.15]

Exemplo 3.18. Considere o sistema (1, 1)-slow-fast

r_2
ey (3.21)

/

y = —ey.



Teoria Geométrica de Perturbagao Singular 42

Nosso objetivo é encontrar a variedade lenta C.. A variedade critica Cy (Figura
¢ dada por
Co={(z,y) €R? 1z = y?}.

Observe que Cj é normalmente hiperbdlica e atratora, ja que,

(D.1)(p,0) = [aax@ _ @] __1<0

A solucao explicita de é dada por (o leitor pode facilmente verificar a expressao
por diferenciacao)

(3.22)

Figura 3.2: Retrato de fase da Equacao|3.21} Variedade critica Cy (curva azul pontilhada),
variedade lenta C. (curva azul, e = 0.1) e ponto de equilibrio ¢ = (0, 0).

0 2
Se z(0) = 1y( >2 , entao a solucao (3.22 envolve somente a escala de tempo lento 7 = &t
— 2

(0).000) = (L0 a0 ).

Em particular, para t > 0, observamos que

x(t) = 1‘”@28.

Assim, a variedade lenta C. (Figura ¢ dada por

2
_ 2. . _ _Y
CE—{(x,y)GR 'x_1—25}'

O proximo exemplo ilustra varias das propriedades do Teorema de Fenichel [3.15]
Exemplo 3.19. Considere o seguinte sistema (1, 1)-slow-fast

ET=Y—x

3.23
j=1 529
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que tem por variedade critica o conjunto
Co={(z,y) e R? : y = x}.
A solugao explicita de[3.23] é dada por
(2(7),y(1)) = (Y(0) + 7 — £ + (2(0) — y(0) +)e™’*, y(0) + 7).

Observe que z(0) — y(0) + & = 0 implica que z(7) — y(7) + & = 0 para qualquer tempo
7. Portanto, a curva
C.={(z,y) eR*:y=x+¢}
¢ a variedade lenta do sistema o que assegura a afirmagao (F'1) do Teorema de
Fenichel.
Além disso, observe que, para € # 0, Cy # C. e,

dy(Cy, C.) = max {sup inf ||v —w||, sup inf [jv — wH} = ¢,
weC. v€Co

veCy wele

ou seja, dy(Co, C:) = O(e), como afirma a propriedade (F'2) do Teorema de Fenichel.
Observe ainda que

9 _9
ox C Ox
de modo que a estabilidade é preservada conforme a propriedade (F4).

A nao unicidade da variedade critica C. proveniente da propriedade (F'6) do Teorema
de Fenichel fica clara se considerarmos a situagao em que

(y—z)=-1 (y —x+e),

Co Ce

2(0) — y(0) + & = X/°

para algum valor de K > 0 fixo, de maneira que distintas variedades se encontram a uma
distancia de Hausdorff O(e~%/¢) umas das outras.

Nosso tltimo exemplo desta se¢do ilustra a suavidade finita da propriedade (F'4) do
Teorema de Fenichel.

Exemplo 3.20. Considere o sistema (1, 1)-slow-fast

et = —(z + y'/*)

_ (3.24)
y=-y

em uma pequena vizinhanca fixada N = {|z| < 0, |y| < ¢} de (z,y) = (0,0). Observe
que, fixado ¢ € (0,1), temos que y € N implica em
ly|'/e < 65 =0, e —0.
Assim, a variedade critica de [3.24] é formalmente dada por
Co={(z,y) e N : 2 =0}.
Para o sistema completo temos que y(7) = y(0)e~ 7, de modo que
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Como, —7 = In(y(7)/y(0)), podemos reescrever as curvas solugoes por

1/e 1/e
Y Yy Y
x = z(0) (y(O)) + . In (y(O)) , se y(0) £ 0 (3.25)
y =0, se y(0) =0.

Logo, o eixo  é uma variedade suave invariante ao longo da qual a dinamica rapida
z(7) = 2(0)e~™/¢ = 2(0)e* ocorre.

Quaisquer variedades lentas C., que existem pelo Teorema de Fenichel, proximas da
origem sao construidas a partir de duas curvas

z = 2(0) (szO)> +ry In (yEJO)> , (3.26)

em que r = 1/¢, para dois valores diferentes de y(0) com sinais opostos, ja que essas sao
as Unicas outras possiveis solucoes de [3.25]

Observe agora que,
w (o i) = i)
"In{——=||=rlln|—— ]+
dy (y <y<o> y(0)

de modo que a derivada de ordem r da curva se torna ilimitada quando y — 0.
Portanto, C. deve ter suavidade finita.

3.4 O Fluxo Lento

Nosso objetivo nesta secao sera obter uma expressao analitica para a fluxo lento na
variedade critica Cj.

Definicao 3.21. Considere a variedade critica Cjy. Chamamos
Cos =4{p € Co: (D,f)(p,0) é nao invertivel }

de pontos singulares (slow-fast) e de C, := Cy — Cj s os pontos regulares (slow-
fast).

Observacao 3.22. O termo “slow-fast” é muitas vezes adicionado na definicdo acima
para que se evite uma possivel confusao com a definicao usual da teoria de singularidades,
em que usamos “ponto singular” como sinénimo de ponto de equilibrio. Por exemplo, se
considerarmos f(z,y) = y*> —x e p = (0,0) temos que p € Cy = {(z,y) € R? : x = y?} e
(D.f)(p,0) = fz|, = —1. Logo, (D,f)(p,0) é invertivel e portanto, p é um ponto regular
no sentido da defini¢do anterior.

Exemplo 3.23. Observamos ainda que regularidade ¢ um conceito mais fraco do que
hiperbolicidade normal. Por exemplo, considere um ponto p* € Cj tal que

. (0 -1
(l)xjj(]) 70) - ( 1 0 ) :
Temos que (D, f)(p*,0) é invertivel e, entdo p* € Cp,. Note ainda que a matriz

(D, f)(p*,0) possui um par de autovalores complexos conjugados +i, de modo que Cy nao
¢ normalmente hiperbdlica em p*.
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Suponhamos agora que C é uma variedade e seja p € Cy um ponto regular de acordo
com a definicao [3.21} Do Teorema da Func¢ao Implicita existe uma aplicacao

h:R" - R™

que descreve Cj, localmente préximo de p, como o grafico dessa aplicagdao, e tal que
f(h(y),y,0) = 0 numa vizinhanga de p.
A aplicacao h pode ser usada para reduzir o subsistema lento

0= f(z,y,0)
y=g(z,y,0)
na forma mais simples
g =9(h(y),y,0).

As vezes, serd mais conveniente usar somente algumas (ou todas) as variaveis rapidas
para parametrizar o subsistema lento. Ilustremos esse calculo com o exemplo a seguir.
Exemplo 3.24. Considere a equacgao de Van der Pol

- 3
er=y—x°/3+=x
=y - (3.27)
Yy=—x,

que tem por variedade critica o conjunto Cy = {(x,y) € R* : y = 2%/3 — z}. O limite
singular € = 0 em [3.27| nos fornece o subsistema lento

O=y—a°/3+x

. (3.28)
Y= —x.
Diferenciando a equacao f(z,y) =y — 23/3 + x = 0 com respeito & 7 obtemos
of.  of 2
ZJ 4 L= (1- —
9 + 8yy (1—2%)z+y
Isolando & na expressao acima e usando temos que
p=—Y =7 (3.29)

T 122 1o
Assim, derivamos uma forma explicita para o fluxo lento na variedade critica Cj.
Observe que a EDO [3.29 possui um ponto de equilibrio em = = 0 e nao estd definida

nos pontos x = *£1.
Os pontos x = £1 dividem a variedade critica em trés partes

Cy =Con{(x,y) cR?:x < —1};
Ch=Con{(z,y) eR*: 1<z <1}
Cit = Con{(z,y) eR?: 2> 1}

onde C§* sao regides normalmente hiperbélicas atratoras e C{ é uma regiao normalmente
hiperbdlica e repulsora, ja que,

D:ch|Co = —.732 + 1

r>louzr<—1=—2241<0;
“l<ax<l=—-224+1>0.
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Y
o
A

[ )
L 4
®

A

(b)

Figura 3.3: Representacao do limite singular ¢ = 0 para a Equacao m (a) Variedade
critica Cy e suas subvariedades C (repulsora) e C§* (atratoras). A origem (0,0) é um
ponto de equilibrio e existem dois pontos que nao sao normalmente hiperbdlicos (em

verde) em (+1,F2/3). (b) Fluxo lenta na varidvel  dado pela Equagao [3.29]

Uma expressao para o fluxo lento pode também ser obtida diretamente pela seguinte
proposicao.

Proposicao 3.25. Assuma que a variedade critica Cy € uma variedade critica suave e
seja p = (zo,90) € Cop C R™ x R™ e assuma que (D,f)(p,0) tem posto mdximo para
p € Co,. Entao, existe uma vizinhanga V' C Cy de p tal que o subsistema lento para e = 0
em V € dado por

i =—(Dyf(g,0)) 1 (Dyf(q.0))g(q,0)
v =g(q,0)
para todo g € V.. Em uma notagdo resumida, escrevemos

T = —(Dxf)_l(Dyf)g
y=g.

(3.30)

Demonstragio. Seja p = (xg,yo) € Co,, isto é, (D, f)(p,0) é invertivel.

Da continuidade da fungao determinante, podemos considerar uma vizinhanca de p,
V C Cy tal que (D, f)(q,0) é invertivel para todo q € V.

Diferenciando a equagao f(z,y,0) = 0 com relagao a 7 obtemos

(Do f)i + (Dyf)y =0
=(D.f)T + (Dyf)g =0
=(Da2f)i = —=(Dyf)g
=i = (D, )" (Dyf)g.
Avaliando a ltima igualdade em (g, 0), obtemos o sistema c.q.d.. O
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3.5 Singularidades

Até o momento nos concentramos no caso em que a variedade critica Cj é normalmente
hiperbdlica ou, ao menos, constituida de pontos regulares. Grande parte da dindmica em
multipla escala lida com a perda de regularidade e hiperbolicidade normal. Nesta secao,
abordaremos uma visao geral de alguns casos em que isso pode ocorrer.

Suponhamos inicialmente que p € Cj seja uma ponto singular, ou seja, p € Cp ¢ tal
que

(D.f)(p,0) : R™ — R™ (3.31)

nao possui posto maximo.

Defini¢ao 3.26. Seja p € Cy de modo que vale f(p,0) = 0; p é um ponto de dobra se
(D.f)(p,0) tem posto m — 1.

Um ponto de dobra é chamado nao degenerado se para vetores w e v € R”, perten-
centes ao nucleo a esquerda e a direita de (D, f), respectivamente, tem-se

w[(Dza f)(p, 0) (v, v)] # 0 e w{(Dy f)(p, 0)] # 0.

Observagao 3.27. Recorde que um vetor v pertence ao nicleo a esquerda (a direita) de
uma matriz Asev-A=0(A-v=0).

A definigao [3.26] é equivalente a:

Defini¢ao 3.28. A variedade critica Cy = {f(x,y) = 0} possui um ponto de dobra
nao degenerado em p = (xg, o) se

fx('r()’y()) = 07
frz(xo,90) # 0;  (condigdo de ndo-degeneragao) (3.32)
fy(xo,y0) # 0. (condicdo de transversalidade)

Exemplo 3.29. O exemplo mais simples para ilustrar a situacdo em [3.31] é dado pelo
sistema (1, 1)-slow-fast

2

[ _

royT (3.33)

Yy =eg(z,ye)
A variedade critica Cyy é a parabola

Co={(z.y) eR* 1y =2?}
Consideremos a origem (z,y) = (0,0). Temos,
of
(D, f)(0,0,0) = %(O, 0,0) = —2x|,—0 = 0. (3.34)

Portanto, p = (0,0) € Cy nao é um ponto regular e nao é normalmente hiperbdlico.
Temos ainda que,

£,(0,0,0) =1 #£0.
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Logo, (z,y) = (0,0) é um ponto de dobra nao-degenerado.
O subsistema rapido de|3.33| é dado por

¥ =y — 2?
Yo (3.35)

Neste caso, y € R pode ser visto como um parametro e [3.35] é a forma normal para
uma bifurcac¢do do tipo dobra (também conhecida como bifurcagao de sela) em y = 0.

Co

Yo

-1 0 1

Figura 3.4: Ponto de dobra (em verde) na origem para a Equagao com g(z,y,e) = —1
e Yo uma Orbita candidata.

Ainda considerando o sistema da forma

z' = f(lf,y,%?)

(3.36)
Y =eg(x,y,¢)

outro caso a se considerar é o de singularidades transcriticas. Singularidades transcriticas
ocorrem quando dois ramos do conjunto critico Cy se cruzam transversalmente. Vejamos
a definicao formal.

Definicao 3.30. O sistemal3.36|possui uma singularidade transcritica ndo-degenerada
em (x,y) = (0,0) se as seguintes condi¢oes sao satisfeitas

f(0,0,0) = 0;
1(0,0,0) = 0;
0,0,0) = 0;
fy( bl Y ) ) (337)
f22(0,0,0) #0
J2(0,0,0)  f2,(0,0,0) )
det v 0.
( £y (0.0,0) fe(0,0,0) ) 7
Exemplo 3.31. Considere o seguinte sistema (1, 1)-slow-fast
I — —
v =aly - 2) (3.38)
y =eg(z,ye).

O conjunto critico Cy = {(z,y) € R? : z = 0 ou y = x} ¢ uma variedade exceto pela
origem. E facil ver que Cj ndo é uma variedade em 0 ja que as duas retas {z = 0} e



Singularidades 49

{y = z} se cruzam na origem. Neste caso, temos que (x,y) = (0,0) é uma singularidade

transcritica.
De fato,

£(0,0,0) = 0;

f$(07070) =Y — 2$|$:y:0 = 07

Logo,

fy(oa 070) = $|z:0 = 07
fxm(07070) =2 7é 0;
f24(0,0,0) =1 # 0.

der [ LA000) I000 ) e (2 1) ) =a k0

1

Y0

Co

0 1

Figura 3.5: Ponto transcritico (em verde) na origem para a Equagao com g(z,y,&) =

—1 e 7o uma orbita candidata.

Exemplo 3.32. Considere o sistema (1, 2)-slow-fast

7' =g+ ypr — 2

yi = €g1<.’1},y,€> (339)
vy = ega(x,y,€)

O conjunto critico Cy = {(z,y) € R? : y; = —yoz + 2} é uma variedade, mas contém
uma curva de pontos de dobra dada por

L={(z,y) € Cy: fr =1y, — 32° = 0}.

Veja a Figura . E f4cil ver que os pontos de dobra sio nao-degenerados, exceto em
(z,y1,y2) = (0,0,0), que é um ponto de cuspide. De fato, para p € L,

f+(p) =0;
foa(p) = =62 =0 2=0

Vejamos ainda um ultimo exemplo. Na teoria classica, dizemos que, em uma equagao
diferencial, uma bifurcacao de Hopf normalmente ocorre quando um par de autovalores
complexos conjugados do fluxo linearizado em um ponto fixo torna-se puramente imagi-
nario, isto é, cruza o eixo imaginario.



Singularidades 50

Figura 3.6: Superficie de cuspide do Exemplo [3.32] contendo uma curva de pontos de
dobra L ( em verde).

Exemplo 3.33. Considere o sistema (2, 1)-slow-fast

fl ('T7 y)
fa(,y) (3.40)

o =yx, — 19 — 2y (23 4+ 23)
Ty =T, + yvy — To(2F + 23)

Y =eg(x,y,e)

onde f := (f1, f2). A variedade critica Cy = {(z,y) € R* : 11 = 0 = x5} é simplesmente
o eixo y. A linearizacao com respeito as variaveis rapidas é

o oh

(Deflles=| G737

8.731 (9272 Co

2 2
Yy =30 = 25|e—e—0 —1 — 201%9)0) —ap—0
= 2 2
1= 221294 =0s=0 Y — TF — 3T3]e,=zp=0 Co

(1))

Yy _1—1

Figura 3.7: Bifurcacao de Hopf do subsistema rapido da Equacao m (ponto em verde).

Assim, det(D,.f)|c, = y*+1 # 0, de modo que Cj consiste somente de pontos regulares.
Observe também que (D, f)|¢, possui um par de autovalores complexos conjugados +i
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em y = 0, de modo que Cjy nao é normalmente hiperbdlico na origem. A origem, neste
caso, ¢ um ponto de bifurcagao de Hopf do subsistema rapido

f1<$,y)
fa(2,9)

T =y, — 19 — 21 (27 + 23)

Th = 1 + Yyrs — To(2F + 23)
y'=0

Um fato importante sobre pontos singulares é que estes sao pontos de transicao natural
do subsistema lento para o rapido, ou vice-versa.

Nas Figuras[3.4] [3.5] e [3.7], que ilustram os exemplos [3.29] [3.31] e [3.33], respectivamente,
sao exibidas trajetorias 7y, que sdo chamadas trajetorias candidatas (ou 6rbitas candida-
tas) e que foram obtidas como concatenagao de trajetérias dos subsistemas rapido e/ou
lento. A préxima definicdo torna esse conceito mais preciso.

Defini¢ao 3.34. Uma trajetdria candidata (ou érbita candidata) é definida como
uma imagem homeomorfa, v,(t), a um intervalo real (a,b),a < b, onde

e O intervalo ¢é particionado como a =ty < t; < --- <t,, = b;

+ A imagem de cada subintervalo vo(t;_1,t;) é¢ uma trajetéria, ou do subsistema rapido
ou do subsistema lento;

« A imagem 7p(a,b) possui uma orientagdo que é consistente com as orientagoes em
cada subintervalo vo(¢;_1,¢;) induzidas pelos fluxos rapido e/ou lento.

Observacao 3.35. Muitas vezes trajetorias candidatas sdo chamadas de trajetérias sin-
gulares. A terminologia “candidata” remete ao fato de que é a trajetéria que queremos
perturbar para € > 0, enquanto que o termo “singular” remete a construcao via concate-
nacao de segmentos dos subsistemas rapido e/ou lento.

Neste capitulo ficou estabelecido os principais conceitos e resultados sobre sistemas
slow-fast. Diversos exemplos ilustraram esses conceitos, bem como o resultado do Teorema
de Fenichel para essa grande classe de equacoes diferenciais.



4 Teoria Geral de Fenichel

Neste capitulo sera apresentada a prova da perturbacao de variedades normalmente
hiperbdlicas devido a Fenichel.

Na Secao discorreremos sobre a teoria basica sobre variedades invariantes. Tam-
bém serao introduzidos os nimeros generalizados de Lyapunov, que controlam o fluxo
nas direcoes tangente e normal a variedade. Em seguida, na Secao descreveremos
o problema de perturbagao para variedades invariantes e discutiremos sobre a principal
estratégia a ser utilizada na demonstracdo do Teorema de Fenichel.

O conceito de hiperbolicidade normal sera abordado na Se¢ao[4.3] Nesta mesma segao,
enunciaremos o Teorema de Fenichel e discorreremos brevemente sobre sua prova.

A Segao nos fornece uma transicao desta teoria para o caso de sistemas slow-fast,
que faz referéncia a Secao deste texto, enfatizando o caso normalmente hiperbdlico
para as variedades criticas e lentas.

Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [16]. Observamos ainda
que sera necessario o conhecimento acerca dos conceitos e resultados basicos sobre va-
riedades suaves. O leitor que nao estiver familiarizado com o assunto pode consultar o
apéndice [B| no final deste texto.

4.1 Variedades Invariantes

Um dos pilares da abordagem geométrica no estudo do comportamento de sistemas
com multiplas escalas de tempo é a teoria de variedades invariantes. No apéndice |B| o
leitor pode consultar as defini¢coes e resultados principais da teoria de variedades.

Iniciemos com um exemplo.

Exemplo 4.1. Considere a EDO linear em R? com coeficientes constantes

A1 O

Z= Az, comA:< 0 N

>,26R2,)\1<0e)\2>(). (4.1)

O sistema possui um ponto de equilibrio hiperbdlico do tipo sela na origem. Uma
solugdo para [£.1} dada uma condicdo inicial z(0), é

0=y S )0 = 200,

Note que, se 2(0) = (a,0)T, com a € R*, o fluxo decai em diregao a (0,0) para tempo
positivo, enquanto que, se z(0) = (0,a)” com a € R*, o fluxo decaf para (0, 0) para tempo
negativo. Os espacos

B ={z € R*: z =0},

52
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E'={z € R*: z =0},

sao os subespagos estével e instavel respectivamente do ponto de equilibrio (0,0). Recorde
que, da definicdo de subespaco estavel e instavel temos,

o EF={zeR: My —0,t — c0};
o Et*={xeR?:eMr —0,t - —o0}.

Observe ainda que, os espagos E® e E" sao invariantes pelo fluxo, isto é, ®;(E*®) C E*
e &,(E") C E*, YVt € R. Agora, perturbando a equagao obtemos

e 0

2= Az + Bz, comAcomoemmeB:<0 6),0<5<<1. (4.2)

Para ¢ suficientemente pequeno, a analise anterior ainda se aplica e temos os espagos
E? e E* também para o sistema perturbado.

Nos perguntamos entdao o quanto a observacao do exemplo anterior pode ser generali-
zada. O proximo teorema generaliza a situacao do exemplo [4.1] afirmando que, préximo
de um ponto de equilibrio hiperbdlico, as variedades estavel e instavel nao lineares sao
bem aproximadas pelos autoespagos estavel e instavel do sistema linearizado. A afirmagao
do teorema, bem como os conceitos nesta citados, pode ser vista pelo leitor também no
apéndice [A]

Teorema 4.2. Considere a EDO
2=H(2),z€e R",H e C"(R",R"),r > 1, (4.3)
com z* um ponto fizo hiperbdlico para[].3, isto é, o sistema linearizado
: = [DH(=")]z,

possui a matriz DH(z*) com k autovalores com parte real negativa e n — k autovalores
com parte real positiva (ndo existe autovalor com parte real nula), correspondendo aos
espacos E° e E*, respectivamente. FEntdo, existe uma vizinhanca U de z* contendo as
variedades estdvel e instavel, Wg (z*) e W (z*), dadas por

Wi (2)={2€U:¥(2) = 2"t > 00 e y(2) € UVt > 0};

We () ={z€U:Pyz) = 2%t = —c0 e Py(z) € U,Vt < 0}.

Além disso, W§ (2*) e Wl (2*) sdo tangentes a E® e E* em z*, isto €,
T (Wige(27)) = E;
Ts(Wige(27)) = E™.
Demonstragao. Ver [27, 25]. O
Queremos agora investigar o que ocorre com variedades invariantes para a EDO
2=H(z),z€e R" H e C"(R",R"),r > 1, (4.4)

sob uma perturbagao.
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Wise(27)

Figura 4.1: Interpretacdo geométrica do Teorema da Varidedade Estavel
Definicao 4.3. Seja M uma variedade com bordo, compacta e conexa, mergulhada em
R™. Seja @, o fluxo definido pelo campo de vetores em [4.4]

e M é chamada uma variedade invariante “de entrada” se para cada p € OM,
o campo de vetores aponta estritamente para dentro e para todo p € M, ®(p) €
M, ¥t > 0;

e M é chamada uma variedade invariante “de saida” se para cada p € M, o
campo de vetores aponta estritamente para fora e para todo p € M, &,(p) € M, vVt <
0;

e M é chamada uma variedade invariante se para todo p € M temos ®;(p) €
MVt € R;

e M é chamada uma variedade invariante local se para cada p € M existe um
intervalo de tempo I, = (t1,12) tal que 0 € I, e O4(p) € M, Vt € I,,.

Variedade invariante “de entrada”  Variedade invariante “de saida”

Variedade invariante

Figura 4.2: Variedade invariante “de entrada”, variedade invariante “de saida” e variedade
)
invariante, respectivamente.
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Observacgao 4.4. Invertendo a dire¢ao do tempo na definicao anterior temos que uma va-
riedade invariante “de entrada” se torna de “saida” e vice-versa. A partir deste momento,
fixemos portanto M uma variedade invariante “de saida”, compacta e conexa, mergulhada
em R". Os resultados aqui apresentados valem analogamente para variedades invariantes
“de entrada” somente invertendo a direcao do tempo.

Antes da nossa préxima definicdo, consideremos a seguinte configuragao.

Seja p € M um ponto arbitrario e consideremos os espagos tangente, 7,M, e normal,
Ny, & M em p. Recorde que, geometricamente, o espago tangente T,M pode ser visto
como a colecao de todos os vetores tangentes em pas curvas M que passam por p, € que

N,={veR":vIlT,M}.
Uma vez que M C R", o produto interno usual do R” induz a seguinte divisao
R" ~ T,R" = T,M ® N,,.
Consideremos também os fibrados tangente e normal de M. O fibrado tangente de M,

™ = \J{p} x ,M

peEM

retne todos os espagos tangentes, isto é, os elementos de T'M sao pares (p, v) consistindo de
um ponto p € M e de um vetor v em seu respectivo espago tangente 7,,M. Analogamente,
para o fibrado normal temos,

N=U{ptxN,

peEM

={(p,v) e M xR": v € N,}.
Novamente, os fibrados tangente e normal induzem a divisao
TRy =TM & N.

O leitor encontra maiores detalhes e informagoes sobre os fibrados vetoriais no apén-
dice[B] A seguir, definiremos brevemente mais alguns conceitos que aparecerao no decorrer
dessa construcao. Generalizando, um fibrado vetorial é uma variedade que possui asso-
ciado em cada ponto um espago vetorial. Em particular, os espagos N, que compdem o
fibrado normal N, sao chamados de fibras. A mesma nomenclatura se aplica aos espacos
T,M e TM. O ponto p ¢, também em ambos os casos, chamado de ponto de base.

Uma secao v do fibrado normal N é uma aplicagao que leva pontos de M em pontos

de N, isto é,
u: M — N
p = (p,v),
onde v € N,. A se¢do nula é a que associa a cada ponto p € M o vetor nulo e é claramente
identificada com M, isto é, M x {0} = M.
Por tltimo, consideremos ainda a aplicagao projegao II : TR"|,; — N, que projeta
um vetor sobre a componente normal a M fixado um ponto de base p.

Para comparar os fluxos nas dire¢oes tangente e normal, fixado um ponto de base p,
precisaremos das seguintes aplicagoes:

At(P) = Dq’—t(p)’M cI,M — T<I>—t(p)M;
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Bi(p) = Lo DPy(P_¢(p))|mr : No_,p) = N.

A aplicacao A; fornece a linearizacao do fluxo na direcdo tangencial, enquanto que
B, fornece a linearizacao do fluxo na dire¢do normal. Fixemos a seguinte notacdo para

vetores nao nulos:
wy € N, e vy € T,M

Os vetores correspondentes dados pela linearizacao do fluxo sdo denotados por

w_y = (IToDP_4(p))wy e v_y = DP_;(p)vy

Figura 4.3: Configuracao da dindmica linearizada proxima da variedade M.

Dizemos que M ¢ estavel sobre a dinamica linearizada se vale o seguinte limite

1

im =
1500 [|w|

Y

para todo p € M e wy € N, 0 que, geometricamente, significa que na dinamica linearizada
os vetores normais a M “crescem” para tempo passado.
As propriedades de suavidade do fluxo préximo de M serao caracterizadas pela exis-

téncia do seguinte limite
ol _
oo [Jw_y|°

Y

para todo p € M, wy € N, e vy € T,M.

Para b = 1, geometricamente, isso significa que as vizinhancas dos pontos na orbita
passada “achatam” sob a dindmica linearizada, para b < 1 esse “achatamento” é mais
rapido.

Defini¢ao 4.5. Seja p € M. Os nimeros generalizados do tipo Lyapunov sao
definidos por

v(p) = inf {a — 0,t — 00,V € /\fp} (4.5)

w-i]at

e, se v(p) < 1,

o(p) = inf {b- lo~ell 0 4 s oo, vy € Ny, Vo € TpM} . (4.6)

w[°
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Lema 4.6. Temos,

v(p) = limsup || B,(p)|| ",
t—o0
e se, v(p) < 1,
: log [|A:(p)]|
o(p) = limsup —————.
PR g 1B,
Demonstragao. Ver [31]. O

Exemplo 4.7. Considere a EDO linear dada por

. (A0 2 :
z-(o _M>z,z€R,)\,u>O, (4.7)

eseja M ={z=(21,20) ER%* 2 € (—1,1) e 2, = 0}
Temos que M é uma variedade invariante “de saida” que induz a divisao

TR?|yy =TM &N,
onde os fibrados tangente e normal de M sao dados, respectivamente, por

TM = {(z1,0) x (R,0): 2 € (—1,1)},

N ={(21,0) x (O,R) : z; € (—=1,1)}.

Para calcular a linearizacao dos fluxos nas diregoes tangencial e normal, isto é A; e
By, precisamos do fluxo linearizado de e da projecao II sobre N. Temos,

M0 0 0
por- (% 0 )en-(00)

E, isto fornece as expressoes das dinamicas tangencial e normal

e M 0
At =Dl = (4 0 )

e
0 O
Bt(p) =1Ilo D(I)t(q)_t(p>>|M = ( 0 e—Ht > .
Portanto, os nimeros generalizados de Lyapunov sao dados por
v(p) = limsup [e M|Vt = e7# < 1,
t—o0
e7
o(p) = lim sup M = —é.
tsoo  — log |e=H| 1

O préximo resultado foi desenvolvido por Fenichel em [10] e pode ser visto com maiores
detalhes em [31]. Também em [I0], mostrou-se que os nimeros v(p) e o(p) independem
da escolha do produto interno em R" e, consequentemente, da divisao TR"™|,; = TM &N

Lema 4.8. Os numeros generalizados de Lyapunov sdo constantes em orbitas sobre o
fluzo By, isto €, v(p) = v(P_(p)) e a(p) = o(P_(p)).
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Demonstragio. Ver [16]. O

Analisemos novamente a expressao de v(p). Temos,

v(p) = inf {a — 0,t — 00, Yy € ./\/p} : (4.8)

lw-illat

onde wy = By(p)w_;. Como ||wp|| é uma constante, podemos reescrever [4.8 como

v(p) = inf {a : (HBt(p)lU_tH> Ja' — 0,t — oo, Vwy € ./\fp}

[|w—]]

(4.9)
—inf{a:HBt(p)H%O,t%oo}.

at

Da equagao temos que uma vez conhecido o valor de v(p) estabelece-se um limite
no fluxo linearizado na dire¢do normal. O mesmo raciocinio se aplica a o(p), usando uma,
combinacao adequada das expressoes de A; e B;.

O préoximo resultado foi obtido em [26] com algumas modifica¢oes nas observagoes
anteriores.

Lema 4.9. Lema de Uniformidade: Suponha que para todo p € M e para algum a > 0,
||B:(p)||a® — 0 quando t — oo. Entdo, existem constantes a < a e k > 0 tais que

||Be(p)|| < ka',¥p € M et >0.

Se supormos ainda que a < 1 e ||A:(p)|| - ||B:(p)||® — 0,t — oo, para todo p € M,
entdao existem constantes b < b e k > 0 tais que

1AW - |B(p)||" < k, para todo p e M et >0,

Demonstragao. Ver [16, [31]. O

Corolario 4.10. Se v(p) < a < 1, para todo p € M, entao ||Bi(p)|| — 0,t — oo,
uniformemente, para cada p € M.

Demonstragio. Ver [31]. O

Corolario 4.11. Se v(p) < a < 1 e o(p) < b, para cada p € M, seque que ||Ai(p)|| -
||B:(p)||> = 0,t — oo, uniformemente, para cada p € M.

Demonstragio. Ver [31]. O
Corolario 4.12. v(-) e o(:) atingem o supremo em M.

Demonstragao. Ver [16, [31]. O

4.2 Perturbacao de Variedades Invariantes

Com as estimativas obtidas na secao anterior para os fluxos tangenciais e normal,
nosso objetivo agora é provar o resultado de perturbagao singular devido a Fenichel para
variedades invariantes.

Vejamos antes alguns conceitos necessarios.
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Definigao 4.13. Sejam H e HP®' campos de vetores C! em R™ e K um conjunto com-
pacto. Dizemos que o campo H estd C! f-proximo de HP™, em K, se

sup.e ||H(2) — H*(2)]| < 0,

sup.c ||DH(z) — DH*(2)]] < 0.

Nos referimos & H como o campo nao perturbado e & HP'' como o campo de vetores
perturbado.

A definicdo acima nos diz simplesmente que os campos de vetores perturbado e nao-
perturbado sao C! préximos na norma do supremo.

Podemos agora enunciar o Teorema de Fenichel para variedades invariantes “de saida”.
O resultado do Teorema a seguir pode ser encontrado em [10, [14]

Teorema 4.14. Considere a E.D.O. dada por
2=H(z), HeC,zeR" (4.10)

Seja M uma variedade C", compacta e conexa, “de saida” sobre o fluxo ¢; definido por

[4.10. Assuma que,
v(p) <1 ea(p) <1/r, para todo p € M. (4.11)

Entao, para todo campo de vetores C", HP®*, que é C' 0-prézimo de H, com 0 suficien-
temente pequeno, existe uma variedade MP®™ que ¢ invariante “de saida” sobre HP®' e
C"-difeomorfa a M.

Rigorosamente falando, se a dindmica linearizada para uma variedade invariante M
induz uma divisao em dinamica normal rapida e tangencial lenta, podemos perturbar um
pouco o sistema e obter uma variedade distorcida MP'* de M, como na Figura [4.4]

Figura 4.4: Perturbacao da variedade M.

E importante ressaltar que assumiremos sempre a hipdtese em m
Descreveremos brevemente a estratégia da prova do Teorema[£.14] nos seguintes passos:

1. Inicialmente, escolhemos um atlas adequado para M, isto é, escolhemos uma “boa”
colecao de cartas locais, que sao simplesmente aplicagoes de M no espaco euclidiano
que parametrizam M localmente;
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2. Obtemos entao estimativas para os fluxos nas direcoes tangencial e normal;
3. Construcao da aplicacao “transformada grafica” G;

4. Obtencao de MP'* como um ponto fixo de G e;

5. Mostremos que MP®'" assim obtida é de fato C”.

Nao abordaremos aqui em detalhes toda a demonstracao do Teorema, as etapas de
2. a 4. da construcao anterior serao discutidas mantendo generalidade suficiente para
mostrar como uma extensao da prova deste resultado pode ser obtida.

Para o passo 1., a fim de simplificar os cdlculos das préximas etapas, vamos considerar
que o atlas de M é formado por uma Unica carta, isto é, consideramos um aberto U C M

e a carta
p:U—DCR"*

onde D ¢é o disco unitario centrado na origem e p é um difeomorfismo. Suponhamos ainda
que U tem dimensao n — k.

Das propriedades do fibrado normal, sabemos que Ay possui uma base ortonormal
C™1; esse resultado pode ser visto, por exemplo, em [3I]. Ainda, como M tem dimensdo
n — k, as fibras de A/ tém dimensao k.

Antes de enunciar nosso proximo resultado recordemos o seguinte fato. Dizemos que
duas variedades M; e M, sdo transversais, ou se intersectam transversalmente, em R"” se
os espacgos tangentes, T,M; e T,M,, geram T,R™ = R" para cada ponto p € M; N M.

A proposigao a seguir pode ser encontrada em [30, [31].

Proposigao 4.15. Existe um fibrado C" k-dimensional N' C TR" |y que € transversal a
TM. Mais ainda, dado € > 0 qualquer, existem bases ortonormais

{e1(p), - . é(p)} para Ny e {fi(p), -+, fulp)} para N'|y,
tais que, ||é(p) — fl(p)H <eparal €{1,2,---  k}.
Demonstragao. Ver [30, [B1]. O

Definig¢ao 4.16. O conjunto N obtido na Proposi¢ao [4.15]é chamado de fibrado trans-
versal e denotaremos seus elementos por pares (p,v) onde p € M e v € TR"™ é transversal
a T,M.

No entanto, queremos considerar apenas os elementos do fibrado transversal que estao
em R", o que pode ser feito atravéa da aplicagao

h:N'"—R"
(p,v) = h(p,v) = p+v.
Temos o seguinte resultado.

Proposigao 4.17. Seja K C M um subconjunto compacto. Em uma vizinhanga da segdo
nula de N'|k a aplicagio h é um difeomormisfo C" sobre uma vizinhanga de K C R™.

Demonstragao. Ver [30]. O
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Vejamos agora como construir um sistema de coordenadas locais em M. Considere o
conjunto

N =A{(p,v) e N" - [Jol| < e}

Usando a aplicacao h podemos enxergar N/ como um subconjunto do R". Escolhemos
uma base ortonormal arbitraria de N7 e definimos

7 N = RF
(p,v) = 7(p,v) = {coordenadas de v na base escolhida}.

Como essa base é ortonormal e 7 é linear temos ||7(p,v)|| = ||v||.
Defina agora a aplicagao

px 1 N — R"F x R
(p,v) = (u(p), 7(p,v)) == (y,2).

Usando o Teorema da Funcdo Inversa mostra-se que pu X 7 é um difeomorfismo C".
Assim, construimos um sistema de coordenadas locais em R™ para pontos em uma vizi-
nhanca de M. Uma vez que (ux 7)"*(y,0) = (p,0) temos que a segunda coordenada nula
significa que o ponto esta em M.

As principais estimativas para o fluxo dadas pelo passo 2. ficam determinadas pelos
resultados que seguem.

Lema 4.18. Seja II' : TR"|y; — N’ a projegio sobre o fibrado transversal N'. Defina
B, =1I' o D®(®_4(p)). Entao, existe T > 1 tal que

1B (p)I] < 1/4, (4.12)

CHH|Ar(p)| ¥ B (0)]] < 1/4, (4.13)
para todo p € U, 0 < k < r e para alguma constante C' > 0.

Demonstragio. Ver [16]. O

Fixemos T' > 1 dado pelo lema anterior. A estimativa na equagao mostra que
o fluxo linearizado contrai vetores na direcao transversal a M por uma fator 1/4. O
proximo resultado assegura que, para uma vizinhanca suficientemente pequena de M,
podemos estender essa estimativa também para o fluxo nao linear.

Lema 4.19. Para € > 0 suficientemente pequeno, temos ¢ : N — /\/’E’/3, isto €, o fluxo
nao linear contrai localmente por um fator de pelo menos 1/3.

Demonstragao. Ver [16]. O

Nosso proximo passo ¢é considerar todas as aplicagoes anteriores em coordenadas locais.
Consideremos para isso as aplicagoes

*(y,x) =pohtogroho (ux 1)y, ),

fly,x) =Toh™ ogroho(ux1)7(y,2).
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Essas aplicagoes definem a aplicagao tempo 1" do fluxo em coordenadas locais

(z,y) — (¢°(y, 2), fly,z)) € R"* x R”.

Se denotarmos por D; a diferencial com respeito as n — k primeiras variaveis e por Dy
a diferencial com respeito as k variaveis restantes, segue que, localmente, a aplicacao A,
se expressa por (D1¢°(z,0))™ e By por Dy f%(z,0).

A mesma construcao pode ser considerada para o campo perturbado HP®* que é C!
f-proximo de H, considerando

@ (y,x)=poh ™ ogd™ oho(uxT1) Ny, ),

e7
W =7oh™ ogf™ oho(ux7) " (y, ),

que definem a aplicagao tempo T' do fluxo perturbado em coordenadas locais
(y,2) = (¢"(y.2), f*(y,2)) e R”"* x R,

O resultado a seguir ¢ uma versao do Lema de Uniformidade em coordenadas
locais.

Lema 4.20. Seja n > 0 e suponha que H é C' 0-prézimo de HP . Assuma que 0 e € sdo
suficientemente pequenos. FEntao,

1D19"(y, ) HI*ID2 f(y, )| < 1/2, 0 <k <r; (4.14)
1%y, o)l < &; (4.15)
1D f(y, )| < . (4.16)

Aém disso, as normas de todas as diferenciais de ¢°, f°,¢°, % e de (¢°)~! sdo limitadas
em (pu x 7)(NL) por uma constante Q.

Demonstragao. Ver [16]. O

Ficam assim estabelecidas as estimativas para a etapa 2.. Vamos agora passar a
construgao da aplicagdo G que chamaremos “transformada grafica”. Denotemos por S o
espago de todas as se¢oes de N|y. Assim, se v € S, isso significa que, continuamente,
cada ponto de M|y é atribuido a um vetor em N|;. Se considerarmos a se¢io v em
coordenadas locais, estaremos olhando para sua representacao local dada por

uw:=Tovou ':D— R
O conjunto grafico de u é definido como
graph(u) = {(y.z) € R"* x R* : u(y) = z}

No entanto, queremos nos restringir a um conjunto que nos seja mais conveniente.
Considere entao,

. |luly) — u(y)l|
Lip(v) := sup,,
WEP ly — vl
onde u é a representacao da secdo v em coordenadas locais. Definimos o conjunto
Ss:={v e S:Lip(v) <d}. (4.17)

O conjunto definido pela equacao destaca todas as segoes de N! que possuem
uma expressao em coordenadas locais com constante de Lipschitz menor ou igual a . Em
particular, se v € S5, entdo graph(v) é uma variedade lipschitziana em R”.



Perturbacao de Variedades Invariantes 63

Definicao 4.21. Considere v € S5 com representacdo em coordenadas locais u =7 owv o
p~'. O fluxo T de tempo perturbado ¢5™* define uma aplicacio no conjunto graph (u)

dada por
(v, u() = (¢ (v, u®)), 'y, u(y))) = (& (G.)(K)),

onde a funcao G, é a representacao em coordenadas locais de uma aplicagao G : S5 — S
chamada de transformada grafica.

A transformada grafica G nos fornece uma maneira de conectar o fluxo da equagao
perturbada com as variedades invariantes que sao descritas como graficos. De fato, deseja-
mos obter a variedade invariante perturbada como um ponto fixo da aplicacdo G. Antes,
nosso proximo resultado garante que G esta bem definida.

Lema 4.22. A aplicacdo de transformada grifica G esta bem definida, isto €, sua imagem
consiste de secoes em S.

Demonstra¢io. Uma ideia da demonstragao pode ser vista em [16], enquanto que a prova
completa pode ser encontrada pelo leitor em [31]. O]

O passo 4. consiste em obter a variedade perturbada MP" como uma ponto fixo de
G. Escrevemos o grafico de u como u(y) = = e aplicamos G, o que nos fornece um novo
grafico

(G (y,2)) = [y, 2) ie. (Gu)(d(y,uly) = f*(y, uly)),

de modo que um ponto fixo de GG deva satisfazer

(g’ (y, uly)) = f(y, u(y)). (4.18)
Pode-se pensar na equagao como uma condi¢ao que u tem que satisfazer para que

graph(u) permanega invariante sobre o fluxo perturbado 2" Para mostrarmos de fato

que a variedade perturbada, MP®* pode ser obtida como um ponto fixo de G, recorremos
ao Teorema de Contracao de Banach, o que exige que mostremos antes que a imagem de
G ¢ suficientemente Lipschtz.

Lema 4.23. Para e, 0 e 0 suficientemente pequenos, temos G : Ss — Ss, ou seja, G possui
constante de Lipschitz §.

Demonstragio. Ver [16]. O

Aplicaremos agora o Teorema de Contracao de Banach para G em S5 com a norma do
supremo, que é dada por

[|ulfoo = sup [[u(z)]].
zeM
Lema 4.24. Para €,§ e n suficientemente pequenos e v,v' € Ss, com v # V',
Gy = Gulloo < Kllv =],

para alguma constante k < 1, isto é, G ¢ uma contragdo no espaco de Banach das secoes
continuas sobre N_.

Demonstragio. Ver [16]. O

Corolario 4.25. Ezxiste um tunico v € Ss tal que

graph(v) C ¢P”*(graph(v)), Vvt > 0.
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Demonstragio. Ver [16]. O

A secao v, ou localmente a func¢ao u, obtida pelo Corolario nos fornece a variedade
invariante perturbada desejada MP*. Para sermos mais rigorosos, essa construcao deve
ser generalizada considerando um atlas qualquer de M.

Resta somente mostrarmos que MP" assim obtida é C", afirmacao dada pela etapa

5..
Teorema 4.26. A variedade perturbada MP® obtida pela construcio acima é C".

Demonstragao. [16],[10] trazem demonstragdes resumidas deste resultado; uma prova com-
pleta pode ser vista em [31]. O

4.3 Hiperbolicidade Normal

Nesta secao generalizaremos o conceito de hiperbolicidade normal para variedades
invariantes. Até o momento, consideramos a condi¢ao

y(p):inf{a —>0,t—>oo,Vw0€./\/p} <1,

w—i|]a?
que expressa uma condicao de estabilidade assintotica para o fluxo na direcdo normal de
uma variedade invariante “de saida”. Uma condicao andloga ¢ necessaria se considerarmos
M uma variedade invariante “de entrada”, de modo que apenas a direcao do tempo sera
invertida e a estabilidade assintotica se mantém na direcao contraria.

Como anteriormente, consideremos M uma variedade compacta, conexa, invariante de
classe C", com r > 1. Suponhamos que exista uma divisao continua

TRy =N*"®TM & N7,

com as respectivas projegoes, IT° : TR"|,; — N¥ e IT* : TR"|py — N™“. Assuma ainda
que os sub-fibrados TM © N* e TM & N* sao invariantes sobre D¢;. Sejam, ug € N,
vo € T,M e wy € N;j. Denotamos por

u_y =1"0 Do_4(p)ug, vt = D¢ +(p)vo, w_y=1I"0 D ;(p)wo,
as imagens do fluxo linearizado.

Definicao 4.27. Os nimeros generalizados do tipo Lyapunov sdo dados por

at

ve(p) = inf{a : 7”1”

w—i|a*

v*(p) :inf{a: [ — 0,1 — 00, Vuyg EN;},
— 0,t — 00, Vwy E/\/;f},

e, se v'(p) <1lerv®(p) <1,

o (p) = inf{b : |Jv_|| - [Ju—||® = 0, = 00, Vg € Ny, vo € T,M},

¥ (p) = inf{b: [lv—ll — 0,t — 00, Vwy E/\/;f,vo € TpM}.
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Observe que essa defini¢do coincide com aquela dada na Secao [1.1] isto é, v°(p) = v(s)
e X*(p) = o(p) na notagdo da defini¢ao Ainda, como no Lema [£.6] os nimeros de
Lyapunov podem ser calculados da seguinte maneira:
v"(p) = Timsup [T 0 D (6 (p)) LI/
v*(p) = lim sup [T1° 0 Dy (¢ (p)) L=
—00

o log [IDéu @)l
7 (P) = 10 S0P 30 T 0 Do y(n () e ]|
o log [| D (o)
Ep) = Hmsup 30 o Dow(o(p))

Vejamos em um exemplo como esse calculo ocorre. Calculemos os ntimeros v* e v/°.

N's

NS

Exemplo 4.28. Considere a E.D.O.

. (A0 9
z-(o _M>z,z€R,)\,,u>0.

Escolhemos a variedade invariante M como sendo o ponto de equilibrio (0,0) := 0.

Consideremos a divisdo TR?|g = N* @ N*, com N = {{0} X (21,0) : 21 € R} e N¥ =
{{0} x (0,22) : 29 € R}, ou seja, N e N* sdo os eixos coordenados em R?. As projecoes

sao dadas por
« (10 s (00
m=(on)er=(0))

O fluxo linearizado e sua diferencial sdo dados respectivamente por

At At
¢t(P) = ( plg p260ut ) € D(bt(p) = ( 60 BE)ut )

Logo,

—At
1" o Do (¢¢(p))|ae = ( 6O 8 ) ’

I1* 0 Doy (¢—4(p))| s = ( 8 69*“ ) '

Portanto, os nimeros de Lyapunov v* e v® sao dados, respectivamente por,

v"(p) = lim sup ||IT" o Do y(d4(p))|ae||M!

_ ’e—At|1/t _ 6_)\,

1/t

v (p) = h?l sup [T1° 0 Do (¢—i(p)) s

— |efp,t|1/t — e H

Isso mostra que as condigoes v*(p) < 1 e v*(p) < 1 sdo necessarias para que 0 seja um
ponto de equilibrio hiperbdlico.
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Definigao 4.29. Seja M uma variedade compacta, conexa e invariante em R". A divisao
TRy = N* @ TM @ N* é chamada hiperbélica se v*(p) < 1 e v*(p) < 1, para todo
p € M.

Recordamos que o(p) < 1/r, para todo p € M, era a condi¢ao que garantia que o fluxo
na direcdo normal dominasse o fluxo na direcdo tangencial. As condi¢bes equivalentes
necessdarias agora sao o%(p) < 1/r e ¥°(p) < 1/r, para todo p € M.

Definigao 4.30. Seja M uma variedade compacta, conexa e invariante em R". A divisao
TR"|yy = N*“ @ TM & N* é chamada normalmente hiperbdlica se v%(p) < 1,v5(p) <
1,0"(p) <1leX*(p) <1, para todo p € M.

Se a variedade M admite uma divisao normalmente hiperbdlica, entdo é chamada
variedade invariante normalmente hiperbdlica.

Vamos agora enunciar outra versao do teorema de perturbagao para variedades inva-
riantes.

Teorema 4.31. Seja H um campo de vetores C" em R",r > 1. Seja M uma variedade
C" compacta e conexa propriamente mergulhada em R™. Suponha que M ¢é invariante
e normalmente hiperbolica sobre o fluro de H. Dado qualquer campo de vetores HP®'™
suficientemente Ct-prézimo de H, existe uma variedade CT, MP®, que é invariante sobre
o fluxo de HP®™* e difeomorfa a M.

Demonstragio. Ver [10]. O

Teorema 4.32. Seja H um campo de vetores C" em R", n > 1. Seja M uma varie-
dade compacta, conexa, propriamente mergulhada em R™. Suponha que M € invariante e
normalmente hiperbolica sobre o fluxo de H. Entdo, existem variedades C",

W tangente a N* @ T M,

W* tangente a N° & T M,

com W* invariante “de saida”, W?* invariante “de entrada” e W* NW?* = M.
Dado qualquer campo de vetores C", HP | suficientemente C'-préximo de H, existem
variedades C",

Wiert invariante “de saida

Wi invariante “de entrada” ,

ert u S
sobre o fluzo de HP"™, com W[, e W,

I s .
ert homeomorfas a W*" e W*, respectivamente.

Demonstrag¢io. Ver [10]. O

O Teorema [4.32, em resumo, diz que as variedades estavel e instavel de uma variedade
normalmente hiperbélica se mantém sobre pertubacoes.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.33. Considere a E.D.O bidimensional
t=H(z)+el(z),z € R% ¢ € (—¢y, o), (4.19)

com H e I suaves.
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Facamos € = 0 e suponhamos que a origem (0,0) := 0 é um ponto de equilibrio de
sela de 2 = H(z). Enxergaremos a origem como uma variedade invariante normalmente
hiperbdlica, como no Exemplo O espaco tangente a 0 é o vetor nulo por convencao.

Linearizando o sistema, obtemos

2= [DH(0)]z.

A afirmacao da existéncia de W* e W* pode agora ser obtida ou do Teorema [4.32] ou
do Teorema da Variedade Estavel [4.2]

Suponha agora que queremos decompor as variedades em subvariedades. O proximo
exemplo ilustra como isso pode ser feito.

Exemplo 4.34. Considere o sistema linear slow-fast dado por

/

¥ =—x
, (4.20)
y =e@+y),
e um ponto p = (p1, p2). Uma trajetéria de passando por p é dada por
(t;p) = pre””’
e € B (4.21)
y(tip) =piy—e '+ (pa —Piy _5) e .

Observe que o eixo y, M = {(z,y) € R? : x = 0} é uma variedade invariante para
e, ¢ também a variedade critica do sistema. Esta ¢ normalmente hiperbdlica e invariante
para € pequeno, e em particular, para € = 0.

Assim, temos um caso particular em que a variedade perturbada M, coincide com a
variedade original, isto é, M. = M. Observe também que a variedade estavel de M ¢é todo
o plano W*(M) = R2.

Consideremos agora outra condigao inicial ¢ = (q1,¢2) e a diferenca entre as duas
curvas solugoes

2(t;q) — x(t;p) = (@ — pr)e™;
€
1—¢

Fixando a condicao inicial ¢, podemos fazer a distin¢ao entre diferentes pontos exigindo
que a trajetoria através de p se aproxime da trajetoria por ¢ “na taxa mais rapida”. Da
equacao [4.22] existem duas taxas naturais de aproximacgao para as trajetorias, a saber
et e e . Se o objetivo é encontrar a aproximacao mais rdpida, devemos eliminar o
coeficiente de e™¢', o que nos fornece a seguinte restricao algébrica:

y(tia) —y(tip) = (a0 —p1) e+ (((h —p2) — (1 — p1) - 5) et (4.22)

)

(CJQ—pz)—(%—pl)l_E

Expressando a ultima informagao como uma reta com variavel independente p;, po-

demos escrever A
{<p17Q2 — (¢ —p1)1 _6> € RQ}.

Sendo ¢ um ponto arbitrario, parece razoavel escolher ¢ € M. Escolhendo ¢ = (0, ¢2),
obtemos

Fiq) = {(P1,Q2 +p11i5) € R2}-

A variedade F*(q) ¢ chamada de fibra estavel através de gq. Pode-se considerar a
decomposicao de W#(M) em subvariedades F*(q) abstratamente de duas maneiras:
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e {(¢,F*(q) : ¢ € M} é um fibrado sobre M com fibras em R;

o As retas F*(q) descrevem uma folheagao de R? por subvariedades 1-dimensionais
(as folhas desta folheagao).

Teorema 4.35. Considere um campo de vetores C" emR™ e a E.D.O. associada 2 = H(z).
Suponha que M €é uma variedade normalmente hiperbolica pelo fluzo ¢y dado por H.
Entao, existe uma variedade F*(p) para cada p € M tal que

1. UPGM‘FUQQ) = Vquéc(M);

2. F"(p) € negativamente invariante, isto €, ¢p_(F“(p)) C F“(¢—+(p)), para todo t > 0
epe M;

3. F(p) € tangente a N em p;
4. Existem constantes C,, A, tais que se q € F"(q), entdo

16-+(p) — d-4(@)]] < Cue™",¥t > 0; (4.23)

5. Suponha que q € F"(p) e ¢ € F*(p'). Entao, exceto para p =1y,

lo—i(p) — d—e(q)]
|p—+(p') — d—+(d)]|

6. F'(p) N F“(p') =0, exceto para p=17p';

< Cpe MVt > 0;

7. F(p) € C" com respeito ao ponto base p.

As mesmas conclusoes, com as modificagoes adequadas, valem para a variedade invari-
ante F*(p) com Upept F*(p) = W (M) (e, substituindo negativamente por positivamente
invariante).

Além disso, se HP*™* ¢ Ct O-préximo de H, para 0 suficientemente pequeno, entio HP
possui uma folheagdo com todas as propriedades acima e difeomorfa a de H.

Demonstragao. Ver [T, 8]. O

Definicao 4.36. Chamamos as folheacoes F" e F* descritas no Teorema de folhe-
acoes de taxa assintética.

O Teorema pode ser resumido pelo fato de que variedades estaveis e instaveis de
uma variedade normalmente hiperbédlica podem ser decompostas em subvariedades que
sao caracterizadas por condicoes de taxa assintética e que essa folheacdo persiste sob
perturbagao.

4.4 Aplicacao em Sistemas Slow-Fast

Na tltima secao deste capitulo, vamos relacionar a teoria abordada nas se¢oes anteri-
ores com sistemas slow-fast. Nosso objetivo é estudar sistemas da forma

5d—x =ei = f(x,y,¢)
dr (4.24)
dy .
—— =Yy= 9(%?/@%

dr
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no qual, fazendo t = 7 /e, obtemos a seguinte formulagdo na escala de tempo rapida

dx
i a' = f(z,y,¢)
(4.25)
W_ y = ceg(z,y,e).
dt 1

A estratégia sera adaptar os resultados vistos nas ultimas se¢oes para variedades in-
variantes para as equacoes [£.24] e [£.25]

Denote por X, o campo de vetores definido na escala de tempo rapida para
0<e<1,istoé,

X, : R TR™ = Rmtn
(z,y) — (f(z,y,€),e9(z,y,€)).

Considerando ¢ = 0, obtemos Xy(z,y) = (f(z,v,0),0), que é exatamente o campo de
vetores definido pelo fluxo rdpido na Definigao [3.4f Os pontos de equilibrio de X, séo
obtidos como solugdes de f(z,y,0) = 0, que pela Proposigao , sao também pontos da
variedade critica Cp = {(z,y) € R" x R™ : f(z,y,0) = 0}.

Denote ainda por Xg, o fluxo lento (ou reduzido) em Cj, que é definido pela equagao
diferencial-algébrica

0= f(z,y,0)
y = g($ay>0)'

Gostariamos de alguma forma conectar os fluxos rapido e lento. Para isso, considere-
mos a linearizacao de X, em Cy. Fixemos p € Cy, entao

DX.pllea = (PP P00, (4.26)

Portanto, \y = 0 é sempre um autovalor de multiplicidade n.

Definicao 4.37. Chamamos )y de autovalor trivial e todos os outros m autovalores de
de autovalores nao triviais.

Assuma que o nimero de autovalores ndo triviais no semi-plano complexo direito,
no eixo imaginario e, no semi-plano complexo esquerdo sao, respectivamente, m*, m¢ e
m®. Como usual, denotaremos os autoespacos estavel, central e instavel por E*, E¢ e E?,
respectivamente, com dim(E") = m", dim(E°) = m°®+n e dim(E°) = m®.

Podemos agora aplicar a teoria de variedades invariantes desenvolvidas nas segoes
de a 3] A primeira questdo é quando a variedade critica Cy serd normalmente
hiperbdlica.

Definicao 4.38. Uma subvariedade compacta M, C Cj é chamada normalmente hi-
perbdlica se, para todo p € My, a matriz m x m, (D, f)(p) ndo possui autovalores com
parte real nula.

A matriz que nao possui autovalores com parte real nula é chamada matriz hiper-
boélica.

Assim, pode-se definir hiperbolicidade normal exigindo que a lineariza¢ao do subsis-
tema rapido, (D, f)(p), seja uma matriz hiperbdlica para cada p € M.
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Observacao 4.39. A definicdo [4.38] ¢ um caso especial da defini¢do [3.10] com m¢ = 0.
Intuitivamente, podemos pensar como a seguir. Observe que (D, f)(p) descreve o fluxo
linearizado na direcao normal rapida de My e (D, f)(p) o fluxo na direcao lenta tangencial.
Como (D, f)(p) nao possui autovalores com parte real nula podemos fazer 1/¢(D,.f)(p)
tao grande quanto se queira, tomando ¢ suficientemente pequeno, comparado a (D, f)(p).
Assim, o fluxo normal domina o fluxo tangencial, como é exigido na definicdo geral de
hiperbolicidade normal.

Teorema 4.40. Teorema de Fenichel - versao cldssica: Seja X. uma familia de
campos de vetores dada por um sistema slow-fast C",r > 2 como em[{.25 Seja My C Cj
uma C"-subvariedade n-dimensional merqulhada em R™™™. Suponha que My é normal-
mente hiperbdlica, isto é, (D, f)(p) é uma matriz hiperbélica para todo p € My. Suponha
ainda que (D, f)(p) possua m® autovalores com parte real negativa e m* autovalores com
parte real positiva. Entdo, para € > 0 suficientemente pequeno,

1. Ezxiste uma familia de C"-subvariedades M., tal que M, é uma variedade hiperbolica
localmente invariante para X.;

2. Existem familias de variedades estaveis n + m?®-dimensionais e de variedades instd-
; u Y, y y S — S u J— u y .
veis n+m"-dimensionais, W5 . = WS (M.) e Wit . = Wit (M), respectivamente;

3. As variedades estavel e instavel possuem familias de folheacoes F: e FY,

mente, consistindo de folhas C", F2(p) e F*(p), para cada p € M,;

respectiva-

4. Todas as familias de variedades mencionadas anteriormente sio C™™' na varidvel &;

5. O campo de vetores dado por

1
-X.(p), sec#0 epe M
Xoo(p) = { 2@ #0epc M (4.27)

Xr(p), see=0epe M,

¢ um campo de vetores C" em M, e, Xc. € uma familia de campo de vetores crt
na varidvel €.

Demonstragio. Ver [16], [9]. O

Neste capitulo abordamos brevemente a classica Teoria de Fenichel aplicada a varie-
dades invariantes. Os conceitos e resultados aqui obtidos nos serao necessarios depois.
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Neste capitulo sera apresentado um método de desingularizagao geométrica de pontos
de equilibrios nao hiperbdlicos usando a técnica conhecida como blow up, que literalmente
“explode” a singularidade com o objetivo de que, no novo campo obtido, esta se torne um
equilibrio hiperbdlico.

Na primeira se¢ao introduziremos o método através de uma mudanca de coordenadas
polares, inicialmente no plano e depois generalizando-o. Em seguida, trocamos as coor-
denadas polares por coordenadas locais no espaco euclidiano, o que simplifica bastante os
calculos. Essa mudanca de coordenadas serda denominada blow up direcional e abordada
na Secao [5.2]

Contudo, o método do blow up nao funciona igualmente bem para todas as classes de
campos de vetores. Na Secao discutiremos o caso de campos de vetores denomina-
dos quase-homogéneos, classe de campos vetoriais em que o método se mostra bastante
eficiente.

5.1 Blow Up Polar

Iniciemos com o caso mais simples, considerando uma EDO no plano dada por 2 =
F(z), com z € R? e F € C*™ tal que F(0) = 0.

Definicao 5.1. Seja S! o circulo unitario. Considere a transformacdo em coordenadas
polares
¢S x I — R ¢(0,r) = (rcosf,rsend),

onde I ¢é um intervalo de R (possivelmente ilimitado) com 0 € I e ¢ € [0,27). O blow
up polar I : S' x R — R? do campo de vetores F' é definido por

F(8,7) = (Do) gy © F 0 6)(8,7) (5.1)

para r # 0 e por uma extensao continua de para r = 0.
Note que £ é um campo de vetores em S! x I.

Observacgao 5.2. A escolha do intervalo I é arbitraria; na pratica costuma-se usar I = R,
I = [0,s] para algum s > 0 ou I = (—a,00) para algum 0 < a < oo. Note que o caso

I = R implica que devemos ver F' como um campo de vetores no cilindro infinito; outras
escolhas de [ facilitam a visualizacdo de I’ como um campo de vetores em R2.

Vejamos um exemplo.

71
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Exemplo 5.3. Considere a EDO no plano dada por

21 = Z% — 22122 = Fl(Zl, 2’2) (5 2)

22 = Z% — 22122 = F2(21722), '
onde F(z1,2) = (Fi(z1, 22), Fa(22, 22))T. Temos que F(0,0) = 0, isto ¢, (0,0) é um ponto
de equilibrio de F'. Temos,

. 221 — 222 —221 - 0 0
DF(21722)— < —22, 92y — 22, > :>DF(0,0)— <0 0)

Portanto, (0,0) é um ponto de equilibrio ndo hiperbélico de F'.
Vamos aplicar o blow up polar no nosso exemplo. Temos,

Dd)(e’r):(_rsene COSO>;‘<D¢>—1<9,T)=<M - )

.
rcosf senf cosf senf

e7
F(¢(0,r)) = F(rcosf,rsenb)
= (r? cos® @ — 2r* cos fsen 6, 7* sen® § — 2r* cos f sen 6)
= (r?(cos® @ — 2 cos O sen 0),r*(sen? § — 2 cos O sen d)).
Portanto,

F(9,r) = ((Dg) " o Fog)(f.r)
A r2(cos? § — 2 cos @ sen )
~\ cos@ senf r?(sen? § — 2 cos O sen 6)

_ 3r cos @ sen f(senf — cos )
N %(cos 0 + 3 cos(30) + send — 3sen(30))

Dividir por r a expressao de F nao altera a estrutura qualitativa do retrato de fase de
F fora de S* x {r = 0}. Consideremos entdo,

F(O,) = F(0.1)
r
B 3 cosfsenf(senf — cosb)
~\ j(cos@ +3cos(30) +send — 3sen(30))

Calculemos agora as singularidades do campo F em S' x {r = 0}.

F(0,r)=(0,0)

o 3 cosfsenf(senf — cosl) (0
r/4(cos O + 3cos(30) +senf — 3sen(36)) )\ 0

< 3cosfsenf(sen — cosf) =0

< cos =0ou senf =0 ou senf = cosb
< 0={0,7/4,7/2, 7, 57/4,31/2}

Consideremos por exemplo o ponto de equilibrio (7/2,0). Temos,

— A0, r) 0
DF©,7) = ( B(6.r) C(0,r) >
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onde,
A(0,7) = 3(cos® § — sen? @ — cos @ sen §)(sen  — cos §);
B(f,r) = Z(— sen f — 9sen(36) + cos @ — 9 cos(36));
cl,r) = i(cos 6 + 3 cos(36) + senf — 3sen(36)).
Logo,

DF(m/2,0) = ( _03 (1) )

Portanto, (7/2,0) é um ponto de equilibrio hiperbélico do tipo sela para F em
St x {r = 0}.

Analogamente, mostra-se que todos os outros cinco ponto de equilibrio de F' em S* x
{r = 0} sdo hiperbdlicos do tipo sela.

Assim, obtemos um campo de vetores “desingularizado”. Como consequéncia, um
unico ponto de equilibrio nao hiperbélico foi “explodido” em um circulo completo com
seis pontos de equilibrio hiperbdlicos do tipo sela.

St x {r=0}

Van Tl
W

Figura 5.1: Blow up polar da origem para a Equacao [5.2}

7

A4

R,

Essa construcao pode ser generalizada.

Definigao 5.4. Seja F' um campo de vetores C* em R" com F(0) = 0. Considere a
mudanca de coordenadas polares generalizada ¢ : S"~! x I — R", dada por

qb(gla e 727177:) = (Tgla e 7T2n)7

onde I é um intervalo de R (possivelmente ilimitado) com 0 € I e >}, 22 = 1. O blow
up polar ' : " ! x R — R" do campo de vetores I é definido por

F(zy, - Z0,1) = (DO) L o Fog)(Z,- -, Zn,T) (5.3)

para r # 0 e por uma extensao continua de para r = 0.
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Definicao 5.5. Seja k£ € N. O k-jato de uma funcdo f : R — R em um ponto p € R
pode ser definido como o polinémio de Taylor truncado de ordem k, isto é,

) = 1)+ ey | 00| o

Essa definicao se generaliza naturalmente para dimensoes maiores.

Definigdo 5.6. Seja F' : R" — R" um campo de vetores C> com ji(F) = 0 para [ €
{0,1,--+ ,k} e jrs1(F) # 0. Definimos o blow up polar redimensionado F : S"! x

R™ — R™ de F por
_ 1 -
F<217"'7271,77‘):7}?(217”'72”771)‘

Antes de considerarmos mais um exemplo, fa(;amos algumas observagoes. Como ¢ é um
difeomorfismo em S' x (0, 00), o campo de vetores F' é conjugado com F em S! x {r > 0},
de modo que nao perdermos nenhuma informacao “fora” de um ponto de equilibrio ao
aplicarmos o método do blow up. Uma motivacao algébrica para o método do blow up
pode ser considerada através do seguinte diagrama.

D
T(S* x I) ¢ TR?
Stx T ¢ > R2

O campo Féa aplicacao que faz o diagrama acima comutar, o que pode ser expresso
definindo £ como o campo de vetores tal que ¢.(F' ) F, onde ¢, é o pushforward de um
campo de vetores.

Recordemos a definicdo de pushforward. Dado um campo de vetores F : U — R? e
¢ : U — V um difeomorfismo, o pushforward do campo de vetores F' é definido como
sendo o campo ¢, F : V — R% em V dado por, ¢,F(y) = Do(¢~ L (y))F(¢~(y)), y € V.

Além disso, embora ¢ nao seja uma bijecdo na origem, pode-se mostrar que F , €
consequentemente F , sa0 campos de vetores C* em S! x I.

Consideremos agora a situagdo do seguinte exemplo.

Exemplo 5.7. Considere a EDO dada por

Z :ZQZFl(ZhZz) (5 4)

: 2
Zo =21 t 2122 = Fz(zl, 22),

com F(Zl, ZQ) = (Fl(Zl, 22), Fg(Zl, ZQ))T.
Como no exemplo anterior, temos que (0,0) é um ponto de equilibrio ndo hiperbdlico
de F, ja que F(0,0) =0 e DF(0,0) possui 0 como um autovalor duplo. De fato,

0 1 01
DF(21,22)2<221+22 Zl>:>DF(0,O):<O O)’

Aplicando o blow up polar em (0,0) obtemos,
F(o(0,7)) = F(rcosf,rsenf)

= (rsenf,r?cos® § + r? cos f sen )
= (rsenf,r*(cos® § + cosfsen )).
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Logo,
P(0,r) = F(0,r) = (D9) ™" o F 0 9)(0,7)
B 7_57‘?“9 @ rsenf
~\ cosf send r?(cos? 6 + cos O sen 6) (5.5)

rcos® 0 + rcos? 0 sen ) — sen? §
rcosfsenf(1 +rcosf +rsend) |-

Vamos agora determinar as singularidades do campo dado por em S* x {r = 0}.
Temos,
F(0.r) = (0.0) < rcosd +rcos?fsend — sen? 6 = 0
rcosfsenf(1l+rcosh +rsenf) =0

Como buscamos singularidades em S! x {r = 0}, o sistema de equagdes acima se
resume a
sen’f =0 < 0 = +7.

Portanto, (£, 0) sdo pontos de equilibrio para F. Temos ainda que,

_ A(0,r) B(6,r)
DF(6,r) = ( C(6,r) D(6,r) )

onde
A(0,r) = —3r cos® @ sen § — 2r cos fsen” 0 + 2r cos® § — 2 sen 6 cos b;
B(0,r) = cos® 0 + cos® f sen 6;
C(0,7r) = (—rsen® 6 + rcos® ) (1 4 rcos§ + rsen @) + (r cos § sen 0)(—rsen O + cos d);
D(6,r) = (cosfsenB)(1+rcosf +rsend) + (rcosfsenb)(cosd + send).
Assim,

DF(£m,0) = ( 8 _01 )

Neste exemplo, mesmo apds aplicarmos o método do blow up, as singularidades do
novo campo obtido continuam sendo nao hiperbdlicas, o que nao nos fornece nenhuma
vantagem em comparacao com o campo inicial F. A expressao de F tornou-se ainda mais
complicada.

Naturalmente, podemos nos perguntar se aplicar novamente o blow up nas singulari-
dades de F nos ajudaria neste caso.

E justamente essa pergunta que responderemos nas proximas se¢des, mas antes vamos
considerar uma mudanca de coordenadas local e introduzir a aplicacao conhecida como
blow up direcional.

5.2 Blow Up Direcional

Nesta secao, substituiremos a mudanca de coordenadas polares por coordenadas locais
no espago euclidiano, o que se mostrara bastante ttil a fim de calculos. Essa mudanca de
coordenadas sera denominada blow up direcional.
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Defini¢do 5.8. Seja ' um campo de vetores C* em R™ com F(0) = 0. Considere a
aplicagao

. n n. —
pic R" — R ,M(le"' >Zn) = (Zizb"' y BiZi—1y Riy RiZid1y " 7Zi2’n)-

O blow up direcional de F' na direcao de z;, denotado por Fi:R™ = R" é definido
por

Fi(z1, - 2) = (D) o Fow)(z1, -+ ) zn). (5.6)
Seja F' o blow up direcional de F' na dire¢ao de z; em 0. Suponha que j;(F) = 0 para
I € {0,1,---,k} e jrr1(F) # 0. Definimos o blow up direcional redimensionado

F':R" — R" de F na diregio de z por Fi(2) = % Fi(z).

z

Novamente, observamos que j; nao ¢ uma bijecao em {z;} = 0. As mesmas técnicas
usadas no caso polar mostram que o campo de vetores F pode ser estendido continua-
mente em {z; = 0}.

Voltemos agora a situac¢do do exemplo [5.7]

Exemplo 5.9. Consideremos novamente a EDO dada no exemplo
2 = 2 = Fi(21, 2)

: 2
2o = 24 + 2129 = FQ(Zl, 22),

Ja vimos que o blow up polar de F' é dado por

F(0,r)=F(0,r) = ( rcosfsenf(1 + rcosf + rsend)

rcos® 0 + rcos? @ sen  — sen? 6 )
)

e que as singularidades de F' continuam sendo nao hiperbdlicas.
Vamos tentar usar os blow ups direcionais. Inicialmente, consideremos o blow up
direcional na diregao de z;. Temos py (21, 22) = (21, 2122),

z1 21

D21, 22) = ( LY ) = (D)~ (21, 22) = ( —£2 (1) )

Z2 21

F(u1(z1,22)) = F(21, 2122)
= (21, 22, zf + 22%22).

Logo,

ﬁ[ll](z) = F[lu(z) = ((Dﬂl)fl o Fopu)(2)
. 1 0 2129
- = i 22+ 2222

o 2122
S\ =2+ 21229+ 1)

A exemplo da expressao anterior, denotaremos o nimero de iteradas da aplicacao de
blow up pelo subscrito [.] e a ultima dire¢cdo do blow up pelo sobrescrito. Temos,

— 212220
Fl=0& Sz =29=0,
[ {—z% +21(220+1)=0 P
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e ainda,

1 - 22 21 —1 (00
DEy(z1,22) = ( 1+22 —2z + 22) ) = DFy(0,0)= ( 10 )

ou seja, (0,0) é um ponto de equilibrio nao hiperbélico de F[ll]

Vamos tentar aplicar F'' novamente, de modo que,

F[é](z) = Fiyy(2) = (D)~ o Fyy(2) 0 ) (2).

Temos, B -
F[ll](,ul(zl, 2129)) = F[ll](zl, 29) = (2229, 21 + 22329 — 2223).

Logo,

. _ 1 0 22z
1 _ 1 _ 172
Fig(2) = Fy (=) = ( =1 ) ( 2+ 202 — 2223 )

21 21

B 222
o 1+ 22122(]. — ZQ) '

Note que néo existem pontos de equilibrio para F, é]. Procedemos portanto da seguinte

maneira: vamos aplicar 2, ou seja, o blow up direcional de F' na direcao de 2, na tltima
etapa. Para o cdlculo de ' temos ps(21, 22) = (2921, 22),

1 —21
29 2 _ 1 ==
DMQ(Zl,ZQ) - < 02 11 ) = (D,UQ) 1(21722) = < Z2 2 > .
Assim, consideremos

E3)(2) = F3)(2) = (Dpa) ™ 0 Fly o o) (2).
onde,
F[11]<M2<Zla 22)) - F[ll}(zz,?/'l, ZQ)
= (212’37 Z122 + 2212’% — zg)

Logo,

Pay=(= = 2173
2] 0 1 2129 + 22122 — 22
( —Zl<21 — 22’2 + 22’122) )

ZQ(ZI — 29 + 22122)

Calculando as singularidades de ﬁ[%] temos

—21(21 — 229+ 22129) =0

S =2=0
2’2(21—22—|—22122) =0 ! 2

Fiy(2) = (0,0) & {

e ainda,

2 _ A(ZhZQ) B(21,22)
DF[Q}(ZMZQ) - < 0(22722) D(Zl,Zg) 3
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onde
A(z1,29) = —4z1290 = —42129 — 221 + 229;
B(z1,20) = =223 + 221;
Clz1,20) = 225 + 2;
D(z1,29) = 42120 — 229 + 23
Logo,

— 0 0
2 _
e a singularidade (0,0) de F, 5 ¢ ainda nao hiperbdlica.
Iteremos ainda mais uma vez esse processo utilizando E? novamente.
Fipy(na(z1, 22)) = Fiy (2221, 22) = (=227 — 2125 + 22123, 22125 — 23 + 2123),

de modo que,

A

F[%](Z) = ((Dpg)~" o F[%} o u2)(2)
i -t —22223 — 2222 + 22,22
0 1 22125 — 23+ 2123

( 2129(3 — 221(1 + 223)) )

25(z21 + 22129 — 1)

_ 1
F[%](Z) = gFé}<Z>
_ 21(3 = 221(1 + 227))
22(21 + 22122 — 1) '

Calculando as singularidades de F[%] encontramos

22(21+22122—1):O 1 2 1 / 2

F’[%](zl,zz) =(0,0) & {

Temos ainda que,

em que
A(z1,22) = 3 — 421 — 82129;
B(z1,20) = —423;
C(z1,20) = 225 + 2;
D(Zl, ZQ) = 42’122 +z1 — 1
Logo,

DF(0,0) = ( g _01 ) e DFj(3/2,0) = ( _03 :g ) ~ ( 1(/)2 _03 )

Portanto, (0,0) e (3/2,0) sao pontos de equilibrio hiperbdlicos do tipo sela do campo
F3.
(3]
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O préoximo exemplo ilustra uma interessante situacao.
Exemplo 5.10. Consideremos a EDO do Exemplo [5.3] dada por

21 = Z% — 22122 = Fl(Zl,ZQ)

: 2
2o = 25 — 22120 = Fy(21, 29),

com F(z1,29) = (Fi(22, 29), Fa(21, 22))7.
No exemplo vimos que o blow up polar do campo de vetores F' é dado por

F(0.1)= - F(0,7)
r
B 3 cosfsenf(senf — cosb)
~\ 4(cosf 4 3cos(36) + senf — 3sen(36))

e que existem seis pontos de equilibrio hiperbdlicos do tipo sela para F.
A fim de comparacao, vejamos agora o que ocorre se aplicarmos os blow ups direcionais
em F'. Iniciemos com o blow up direcional na direcao de z;.

F(ui(z1,22)) = F(21,2122) = (2] — 22129, 2725 — 221 29).

Fi(2) = B () = —(Dp) o Foun)(2)

21 21

1/ 1 0 22— 2222
= —zp 1 2.2 9.2
2\ oo 5 2125 — 22{ %9

- 21(1 — 222)
o 322(22 — 1) '
Analogamente, o blow up direcional de F' na direcao de z, fornece

F(ug(21,22)) = Fza21, 22) = (2527 — 22125, 25 — 22123).

F(2) = - F(2) = (D) o Foa)(2)

_1<Zl2 - )(252?—2217:%)
2\ 0 1 22 — 22122
[ 3z(x — 1)
o ( 2’2(1 —22’1) ) .
Note que o blow up direcional F! leva a singularidade (0,0) de F' em toda uma reta
de singularidades {z; = 0}, enquanto que o blow up direcional 2 leva (0,0) na reta de
singularidades {2z, = 0}.

A Figura [5.2] sugere que a estrutura do blow up polar pode ser inteiramente compre-
endida através dos blow ups direcionais.

A observagao feita no final do exemplo [5.10] ndo ocorre por acaso. Formalizamos essa
observacao no seguinte resultado, que pode ser encontrado em [16].

Proposicao 5.11. Usando de uma mudanca de coordenadas, o blow up polar e o blow
up direcional sao equivalentes. Mais precisamente, se F ¢ o0 blow up polar de um campo
F de vetores C* em R? com F(0) =0 e F denota os blow ups direcionais de F', entao,
dado V C R? suficientemente pequeno, podemos determinar U C S' x (—=1/2,00) tal que
F e F sio equivalentes por meio de um difeomorfismo C : U — V.
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blowup zi-direcional
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blowup polar ) ‘

blowup zs-direcional

Figura 5.2: Comparacao: blow up polar e blow up direcionais.

Demonstragio. De fato, seja V =R?2—{z: 2z, # 0} edefina U = {(0,7) € S'x(—=1/2,00) :
0 €[0,7/2) U (3m/2,2m)}.

Olhando para S!' mergulhado em R?, temos que U cobre ao menos uma faixa do

semiplano {z; > 0}.
Defina uma mudanga de coordenadas analiticas C': U — V' dada por

C(0,r) = (rcosf,tgh),
e considere o diagrama a seguir.

U#RQ

Cl
M1
Vv
Um célculo direto fornece

(110 C)(0,7) = p(rcos, tgb)
= (rcosf,rcosftgb)

= (rcosf,rsenf)

=¢(0,r).

Portanto, o diagrama acima comuta e concluimos que os campos de vetores F' e F!

sio difeomorfos com C,(F) = ', -
A afirmacao permanece vélida para os blow ups redimensionados ' e F''. Suponhamos
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que para o blow up polar redimensionado apareca a divisao rik Entao,
C(F) = Cu(5F)
- )
(A ()T
1 1 A
- — i
T+ 372 2
1 1
(14 23)k/2

1
o

Entao, as 6rbitas de F' e F' sdo equivalentes com as orientacoes corretas, ja que o
redimensionamento se da por uma func¢ao positiva em toda parte.
Analogamente, mostra-se que F e F? sao equivalentes. O

Uma vez que mostramos que os blow ups polar e direcionais sao equivalentes podemos
escolher qual destes é mais conveniente usar em cada situagdo, como ocorreu no exemplo
b.9 Ainda no exemplo [5.9 usou-se o blow up repetidas vezes até que obtemos pontos
de equilibrios que passaram a ser hiperbdlicos. Sob certas condi¢Oes garante-se que esse
processo iterativo é finito. Aqui somente enunciaremos esse resultado; o leitor interessado
pode consultar maiores detalhes em [5].

Defini¢ao 5.12. Um campo de vetores F' em R™ com F'(0) = 0 satisfaz a Desigualdade
de Lojasiewicz se existe £k € N e ¢ > 0 tais que

IE(2)]] = clll|*, vz € U,
onde U é uma vizinhanca de 0.

Campos de vetores analiticos satisfazem a desigualdade de Lojasiewicz em pontos de
equilibrio isolados, assim o préoximo resultado se aplica a uma classe consideravel de casos.

Teorema 5.13. Se F' é um campo de vetores no plano que satisfaz a desiqualdade de
Lojasiewicz, entao existe uma sequéncia finita de blow ups que desingulariza F.

Demonstragio. Ver [5). O

Nao é conhecido nenhum resultado semelhante para campos vetoriais em dimensoes
maiores.

Definigao 5.14. O campo de vetores desingularizado obtido pelo ultimo teorema ¢ de-
notado por Fj, e chamado de desingularizagao de F'.

Observagao 5.15. O resultado do Teorema nos garante a existéncia de uma aplica-
¢ao de blow up (formada pela composicao finita de aplicagoes de blow ups) que desingu-
lariza o campo F', mas nao nos garante a sua unicidade.
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5.3 Caso Quase-homogéneo

Podemos ainda considerar pequenas modificagoes nas expressoes das aplicagoes de
blow up utilizadas anteriormente. Antes de definirmos formalmente a aplicacdo que serd
denominada blow up quase-homogéneo, consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 5.16. Considere a EDO no plano dada por

Z :ZZZFl(zlazQ) (5 7)

ty =22 = Fy(21, 2),

com F(z1,2z9) = (Fi(z1, 22), Fa(z1, 22)).
Temos que F(0,0) =0 e

DF (21, 2) = ( 221 é) — DF(0,0) = (8 é)

Assim, 0 é um autovalor duplo de DF(0,0) e, portanto, (0,0) é um ponto de equilibrio
nao hiperbdlico de F'.
Aplicando o blow up polar F' obtemos

F(¢(0,7)) = F(rcosf,rsenf) = (rsenf,r?cos® ).

FO,r)=F(0,r) = ((Dg) " o F o) (0,r)
B 7_5;?“9 @ rsen
~\ cosf senf r2 cos? 6
—sen?6 + rcos® 6
rcosfsenf(l+rcosf) |-

Encontramos dois pontos de equilibrios para F, a saber, (0,0) e (7,0). Calculando a
diferencial do campo F' temos,

- A(0,r) B(6,r)
DF:(C ,r) D )’

(@,7) D(0,r)
onde,
A(6,7) = —2sen f cos § — 3r cos” 0 sen 6;
B(0,r) = cos® b;
C(0,7) = r(—sen®f + cos® 6 + r cos® @ — 2r sen” f cos 0);
D(6,r) = cosfsen f + 2r sen 6 cos® 6.
Logo,

DF(0,0):<8 é) eDF(w,O)z(S _01>

ou seja, ambos os pontos sao pontos de equilibrio nao hiperbélicos de F.
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Na Secao a0 nos depararmos com uma situacao como essa recorremos a aplicacao
dos blow ups direcionais. Aqui, vamos modificar um pouco a expressao da aplicacao ¢,
que fornece o blow up polar, e considerar

¥(0,7) = (r*cos 0, r* sen 0). (5.8)
Usando essa nova expressao e com um pouco de calculo, obtemos
F(9,r) = (D¥)™ o F o 0)(0,7), (5.9)
e7
_ 1.
F(0,r)=~-F(0,r)
r
_ (6sen* —4cos® 0 2rcosBsenf(1+ cosb) (5.10)
B cos(20) —5 cos(26) — 5

O campo obtido em [5.10] utilizando a apligao [5.§ possui dois pontos de equilibrio,
dados aproximadamente por (40, 63;0), que sao hiperbdlicos do tipo sela.

Figura 5.3: Blow up polar da origem para a Equacao [5.10]

O leitor pode agora estar se perguntando como foi escolhida a aplicacao 1) no exemplo
anterior. Antes de explicarmos porque a consideramos vejamos algumas defini¢oes.

Definicao 5.17. Uma funcao f : R" — R é chamada quase-homogénea do tipo

(a1, ,a,) € N" e grau k se, para todo r € R,
Fr@izy, e rtmz,) =rF a0 z).
O campo de vetores F' é chamado quase-homogéneo do tipo (ag, - ,a,) e grau
k+1 se suas j-ésimas funcoes componentes, Fj(zy, - -, z,), s80 quase-homogéneas do tipo

(a1, ,a,) e grau k + 1.
Exemplo 5.18. Considere a fungao
F(z1,29) = (22 — 2212, 22 — 2212).
Temos que Fy(z1,20) = 22 — 22129 é quase-homogénea do tipo (1,1) e grau 2. De fato,

Fi(rzi,rz0) = 228 — 2r°z12
= r?(22 — 22129)

= 7‘2F1<Zl, 22).

O mesmo ocorre para Fy(zy,22) = 25 — 221 25.
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Exemplo 5.19. Consideremos novamente o exemplo [5.16 onde F(z1, 25) = (22,2%). Ao
modificarmos a expressao do blow up polar e considerar a aplicacao 1(6,7) = (r? cos 0, r sen 6),
usamos as poténcias 2 e 3, respectivamente, para que tivéssemos que o campo F' fosse
quase-homogéneo do tipo (2,3) e grau 2.

De fato, se F(21,2) = (29,2%), impondo as condigoes de quase-homogeneidade obte-
mos,

Fi(r®zy, r%zy) = 1%z, = pFToiy,

= "I (21, 2);

2a1 k+aso 22
1

Fo(r®z,r%z) = 1?22 =71

= T'}H—G'QFQ(Zl, ZQ)

E, resolvendo algebricamente as equagoes acima, obtemos 3a; = 2as. Entao, es-
colhendo a; e ay suficientemente pequenos tais que 3a; = 2as, temos que F' é quase-
homogéneo do tipo (2, 3) e grau 2.

E essa propriedade do campo F que explica porque (8, 7) = (r? cos#, 7% sen #) é uma
boa escolha para a aplicagdo de blow up no exemplo [5.16]

Defini¢ao 5.20. Seja F' um campo de vetores C* em R" com F(0) = 0. Seja a; € N,
i€{l1,2,--- ,n} e considere a aplicacao

Y S"x I — R, dada por ¥(Zy, -+, Zn,7) = (r 2, - , 7" 2,),

onde I é um intervalo (possivelmente ilimitado) em R com 0 € I e 3-7_, 22 = 1. O blow
up polar ponderado F' do campo de vetores F' é definido por

F(z, - Znr) = (DY) o Foth)(Z1, -+, Zn,T) (5.11)

para r # 0 e por uma extensao continua de para r = 0. Suponha que j;(F) = 0 para
1 €{0,1,--- Kk} e jrs1(F) # 0. Definimos o blow up polar ponderado redimensio-
nado F' do campo F por F = . F.

O blow up polar ponderado, definido anteriormente sera na maioria das vezes referido
como blow up polar quase-homogéneo. Serd tutil introduzir também os blow ups
direcionais quase homogéneos, mas antes, vejamos como isso ocorre em um exemplo.

Exemplo 5.21. Considere o campo de vetores

T=1y
y=ux

) (5.12)

dado pela mudanga de coordenadas (21, z2) = (z,y) no exemplo Vimos no exemplo
5.19) que o campo F(z,y) = (y,z?%) é quase homogéneo do tipo (2,3). Vamos, portanto,
aplicar um blow up polar quase-homogéneo com coeficientes (2, 3), induzido pela aplicagao

Y ST x T — R? tal que (7,9,7) = (r*z,r%y). (5.13)
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de modo que,
(z,7,7) = (%, r°7Y). (5.14)

Recorde que o blow up direcional em x somente estd bem definido fora de x = 0, o que
se estende naturalmente para o conjunto {Z = 0}, que representa o blow up na origem.
Para obter uma extensao continua de [5.14) em & = 0, devemos ser capazes de “eliminar”
toda a varidavel T na expressao anterior, o que formalmente é realizado considerando uma
carta local.

A ideia principal dessa construcao é que fora do conjunto {Z = 0} podemos considerar
a seguinte carta local

. gl 2 = = y oy ._
ki:S" x I — R tal que ky(z,y,r) = (Ibl’ ﬁ’?) = (y1,7m1), (5.15)
para coeficientes b; € R a serem determinados. Esse coeficientes b; atuarao como “pesos”
(e dai a nomenclatura ponderado) para obter expressoes para a aplicagdo de blow up em
coordenadas locais sem a variavel x.
A aplicacdo k; é reminiscente da aplicacao

<1 Zi—1 i+l Zn
(217"'721'—17Zi72i+17"'7Zn)'_>(7"'7 717 y T )
que pode ser vista como uma mudanga de coordenadas do espago projetivo. No apéndice
usaremos aplicagbes como esta para construir a compactificagdo de Poincaré de um
campo vetorial.

O objetivo ¢é fazer com que o seguinte diagrama comute
Sl x1T

ky 0

R2 K1 RN R2
onde 1 € o blow up polar em coordenadas locais, que gostariamos que fosse dado por

pa(yr,m) = (13, i) = (2,9)
Das equagoes e[5.15] temos

p=gr" =

T = r2f, Y = r3g

(5.16)

de modo py leva o (yp,71)-espago no (z, y)-espago.
Para que o diagrama comute queremos que x = r’% = ri e y = 73y = riy;, e de
segue que

r =1’z = (raz??)%z = r?

y =1y = (rma?)*uz" = riy

e, resolvendo o sistema acima, obtemos by = 3/2 ¢ by = —1/2.
Vamos agora determinar o campo de vetores em R? que é dado pelo blow up via ji;

_ .2
r =T

3 (5.17)
Yy="rn
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Usando as equagoes e temos,
1

Py =y =& =27 =7 = 27"%3/1 (5.18)
e, para derivar o fluxo para 7,
4 2 . 2 . 3. 3 4 2 3. . 3 2
rp=at =y =3y + i = 57’191 +rigi=p=r|l- §y1 (5.19)

Desingularizando as equagoes[5.17]e[5.18] dividindo por r1, obtemos o campo de vetores

. 1
r = 57“191
b =1-Syi;

2

que representa o blow up polar do campo de vetores na carta ki, que pode ser identificada
com o semiplano direito {(z,y) € R? : z > 0}, uma vez que consideramos a aplicacido de
blow up direcional em z dada por (Z,y) = (Z, zy).

Para cobrir todas as partes préoximas de S', que representa o blow up do ponto de
equilibrio (0, 0), precisamos de outras trés cartas, nas quais os campos obtidos representam
os semiplanos {(z,y) € R? : z < 0}, {(z,y) e R? : y > 0} e {(z,y) € R? : y < 0}. As
cartas a serem consideradas sao as dadas a seguir

kfl(jaga T) = (yflvr*ﬂ;
ko(z,y,7) = (22,72);
k_o(z,9,7) = (x_2,7_2).

Usando o mesmo raciocinio pelo qual fizemos o diagrama anterior comutar e construi-
mos o blow up polar em coordenadas locais p1, podemos encontrar

po1(y-1,7-1) = (—7“3177“3119—1);
/~L2($27T2) = (7”395277”3);

,Uf2(9€2,7!2) = (7’32$72, —7”?12).
Por tltimo, os campos de vetores em R? dados pelo blow up induzidos pelas aplicacoes

acima sao dados a seguir.
. 1
r.1=—35r1Yy-
S 3,2
y1=1-35y7,

. 1. .2
7’2—§T2$2
. 2.3
Yo =1— 355

: _ 1 2
r_o = 37",21'_2
: _ 2,..3
Y2 =1—73272,

3

O uso de blow ups quase-homogéneos se mostra bastante eficaz ao diminuir a quanti-
dade de calculos necesséarios a aplicagdo, embora para isso se tenha que trabalhar com as
cartas locais.

Vejamos agora como se define formalmente os blow ups direcionais quase-homogéneos.
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Definicao 5.22. Seja ' um campo de vetores C* em R™ tal que F/(0) =0 e DF(0) = 0.
Sejam a; € N,7 € {1,2,--- ,n} e considere a aplicacdo v; : S* x I — R? dada por

= > _ (013 3 ai—13 S n0iz. .0it1 5 > an 5 3
Yi(Z1, - 20, 1) = (P 20 %, - TN T 2 2, v 2, T 2 2y T 20 2),

onde I é um intervalo (possivelmente ilimitado) em R com 0 € I e 3}7_, 22 = 1.
O blow up direcional ponderado (ou quase-homogéneo) do campo de vetores
F' é definido por

F(Zla"' >§n>r) = ((Dwz)il OFO%’)(ED“' 72n7r)7 (520)

para r # 0 e por uma extensdao continua para 7 = 0. Suponha que ji(F) = 0 e
Jr+1(F) # 0. Definimos o blow up direcional quase-homogéneo redimensionado
de F por I'= T%F :

Definicao 5.23. Considere a configuracao da definicdo anterior. Seja k, : S" ! x I — R"
uma carta e p, : R” — R" o blow up/mudanca de coordenadas induzido pelo seguinte
diagrama comutativo.

Sn=lx I
V M‘
Rn Na S R’I’l
Escolhendo a carta k, adequadamente, para a i-ésima coordenada temos
_ _ Z1 Zi-1 Zit1 Zn
(z17"'2n7r)'_><b7'”7 b y b oy ]
: 1 T -
ZZ’L ZZ’L Zl’L Zzn

Entao, podemos escrever a aplicacao p, como
a Q;— a; a a
,ua(wlv e 7wn77n) = (T lwla s, T 111)1;1, T a-HwiJrla e, T nwn)a

onde w = (wy,- -+ ,w,) € R™ denota as coordenadas do dominio de y, e da imagem de
k.. Chamamos também g, de blow up direcional quase-homogéneo na diregao 4, ja que é

uma expressao em coordenadas polares do blow up direcional quase-homogéneo dado na
definicao [5.22]

Observe que cada blow up direcional cobre uma parte do novo espaco de fase S* x 1.

A fim de melhor compreender o calculo da aplicacdo de blow up em cada carta o
leitor pode consultar o apéndice [C| no qual todos os detalhes da aplicagdo do blow up
quase-homogéneo sao feitos por meio de um exemplo.



6 Correspondéncia: Campos de
Filippov e Problema de Perturbacao
Singular

Neste capitulo provaremos a correspondéncia entre campos de vetores descontinuos e
um problema de perturbagao singular, estabelecida em [2] e em [20].

Seja M C R? como definido no Capitulo . Sejam X, X5 campos de vetores em
X"(M) e F: M — R? uma funcio suave que tem 0 como valor regular tal que a regido
de descontinuidade de

X(g) = X1(q); se F(q) = 0; (6.1)
Xa(q); se F(q) <0,

é dada por X = {F~1(0)} onde X; = (f;,9:),i =1,2.
Considerando a regularizagao Sotomayor-Teixeira dada pela equacao [2.2] o campo
regularizado X. ¢ dado pela seguinte expressao

xo= (5 2 o+ (5 22 ()

fit fo | p(F/e) g1 +92  p(F/e)
- (P A g 22 T )

(6.2)

O Teorema a seguir, que pode ser visto em [2], estabelece a correspondéncia entre um
campo de vetores descontinuos e um problema de perturbagao singular.

Teorema 6.1. Seja X = (Xi,Xs) um campo de wvetores descontinuo e X. sua .-
reqularizacdo. Suponhamos que @ é um polinomio de grau k em um pequeno intervalo
I C (=1,1) com 0 € I. Entdo, as trajetérias de X. em V. = {q: F(q)/e € I} estio em
uma correspondéncia com as solugoes de uma equagao diferencial ordindria z' = h(z,¢),
satisfazendo que h € suave em ambas as varidveis e h(z,0) = 0 para todo z € ¥. Além
disso, se Lx,_x,(F¥)(p) # 0, entdo, podemos considerar um sistema de coordenadas locais
Cr1, {(0/0x)(p), (0/y)(p)} tal que essa E.D.O. é um problema de perturbagio singular.

Demonstragio. Considere X = (X7, Xs) com X; = (fi,9:),t = 1,2 € X". Suponha que a
expressao de p parat € I C R, com 0 € I, é dada por

(1) = art + ast® + - + azt”.
Da equacao temos que a expressao do campo regularizado ¢ dada por

X, = <f1 + /2 + SO(F/g) (f1 - fz), ft 9 + SO(F/@ (91 - 92)) .

2 2 2 2

38
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Logo, as trajetorias de X, em V. sao solugoes do sistema diferencial

:f1+f2 (F/g)

5 (f1 = f2)
_h -5 f2 (alF/e + - 2+ WP -,
:glgngrsOUZ/e)(gl_g?) '
_ o J2rg2 N (a1 F/e+ - ~~2+ apF* /") (01— )

O tempo escalonado 7 = t/e* fornece

=i =hn

:5kf1+f2 + (alFEkfl—F..._{_aka)

(fi = f2)
. 2 (6.4)
Yy =cy=h
- ayFeb=l 4o 4 q FF
:€k91292+(1 ; k )(91—92)

Consideremos h = (hl, hg). Note que, se ¢ = (z,y) € ¥ = F~1(0), entao,
= (lu h2(q, 0))

<a Fk f2) ’ aka(q) (91 ; 92))

=(0,0)=0.

Temos, para p € X e € =0,

(@2 = )5 () (ak/2)(fr = f2) % (p)
P = ( (ar/2) (g1 —92)8Fk (n) (ar/2)(g1 — 92) %= (p) )

de modo que os autovalores da parte linear de h para ¢ = solucoes da equagao

0 sao
—<ak/2>(< 12 ) + (01— ) 2 )

= )\2 (ak/Q)L',Xl X2

Segue que 0 é um autovalor de multiplicidade pelo menos um e, como por hipétese,
Lx, x,(F*)(p) # 0, existe um autovalor nio nulo.
Entao, conseguimos um cenario normalmente hiperbélico e podemos aplicar a teoria

de Fenichel para obter as coordenadas desejadas (ver [9], lema 5.3, pagina 67).
[l

Do resultado do ltimo teorema temos que as trajetérias do campo regularizado sa-
tisfazem

NUESANELE

. (fi = 1)
_ (91—2#92) N (1;/6)(91 ) (6.5)

e=0
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Note que para € = 0 o sistema definido em nao esta definido e ainda o sistema
acima nao é um problema de perturbacao singular.

Vamos convencionar aqui F'(x,y) = x. Considerando o blow up direcional 3(z,y,¢) =
(z€,y,€), o sistema se escreve como

é:ZZ‘ — (fl‘gf2) + @(2'%)(]01 . f2)
j = (1 —; 92) . 90(292) (g1 — g») (6.6)
e=0

que agora se encontra na forma de um problema de perturbagao singular.

Com a finalidade de melhor compreender a correspondéncia estabelecida pelo Teorema
trataremos ainda de um segundo resultado. Em [20], provou-se que o conjunto dos
pontos de deslize, de acordo com a convencao de Filippov, é a projecao da variedade
lenta de |6.5] em Y. Mais ainda, provou-se que o fluxo lento de [6.5| e o campo de vetores
de Filippov (campo deslizante) possuem a mesma expressao. Antes de enunciarmos o
teorema que assegura esse resultado vejamos o seguinte lema.

Lema 6.2. Seja ¢ : R — R uma fungio de transi¢io, como na definigio [2.38 Entao,
Y 1 [0,7] = R dada por (0) = p(cotgh), 0 < § < 7, ¥(0) =1 ep(nm) = —1 € uma
fungdo suave ndo crescente.

Demonstragio. Calculando diretamente a derivada da func¢ao ¢ obtemos,

d

0 (0) = @sO(cotg 0)

d
o
= ¢'(cotg 0)—d0 cotg 6
¢ (cotg 0)

—_r7o7 o
sen2§ <~
uma vez que ¢'(s) > 0, para todo s € R.

Logo, 1 ¢ nao crescente. O
Teorema 6.3. Sejam X = (X1, Xs) um campo de vetores descontinuo e M definida
implicitamente por F(xy,--- ,x,) = 1. Se para qualquer ¢ € ¥ = {F~1(0)} tivermos
Lx,(F)(q) #0 ou Lx,(F)(q) # 0, entdo existe um problema de perturbagio singular

0 = a(r,0,
, (r,0,p) 6.7)
p'=rpB(r,0,p)

comr>0,60¢€(0,7) eaef de classe C", tais que:
1. A regiao de deslize é homeomorfa a variedade lenta de[6.7;

2. O campo de vetores de Filippov (ou campo deslizante) X* e o problema reduzido de
sao topologicamente equivalentes.

Demonstragio. Dado X = (X1, Xo) com X1 = (f1, -, fn), Xo= (g1, ,gn) €
Y = FY0) onde F(zy,--+ ,2,) = 1, a expressiao do campo regularizado X, é dada por

Xs=i<<fi;gi)+90(?> (fi;gi)>’ (6.8)

=1
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de modo que as trajetorias do campo X, sao solugoes do sistema diferencial

(fi +9i) —i—QO(I;) (fiQ_gi),z'zl,-~~ .n

T; =
2
e=0.

(6.9)

Considerando um blow up polar dado por x; = rcosf e € = rsenf com r > 0 e
0 € [0, 7] temos
ry rcosf

?:Tsenﬁ = cotg;
=ai=r <(fZ ; %) + ¢(cotg 9)7(1% ; gl))

e=0=¢=0
= (rsenf) =0
= r'senf + (rcosf)d =0

/

=0 =" tg0
T

= ((fl 1) + p(cotg 8)7“1 —_ 91)>
2 2
= (rcosf)
=r"cosf — (rsenf)d’
=7"cosf+r'senftgd
= r'(cos 0 + sen 6 tg )
~ cosf
=’ =rcosf <(f1 -591) + ¢(cotg 0)7“1 g g1)>
Logo, o sistema [6.9] se escreve como
r’ =rcosf <(f1 ;—91) + ¢(cotg 0)7“1 ; 91)>
0 = —senf ((fr;-ph) + ¢(cotg 9)4(f1 ; 91)) (6.10)
=7 <(fZ ;gl) + ¢(cotg b) (fi ; gl)) =2, m.
Seja p = (xq,- -+ ,x,) e denote

fi(rcos@, p) + g1(rcosb,p)
2 )
fi(rcost, p) — gi(rcosb, p)
2 b

a(r,0,p) =

b(r,0,p) =
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e, considere ainda,
a(r, 0, p) = —senb(a(r,0, p) + p(cotg 0)b(r, 0, p))

B(r,0,p) = <f2;gz +gp(c0tg0)(f2592>,--- 7fn;gn

+ p(cotg b)

O sistema é descrito como abaixo.
1. Na regiao (r,0,p) € {0} x (0,7) x M:

0" = —senf(a(r,0, p) + o(cotg 0)b(r, 0, p))

v 0 (6.11)

2. Na regiao (r,6,p) € {0} x {0, 7} x M:

6 =0

o (6.12)

O problema reduzido fica determinado ao considerarmos r = 0 em

r0 = —sen 8(a(r, 0, p) + ¢(cotg 0)b(r, 8, p))

~ (fit+g) (fi — 91)
YTy 2

+(10(C0tg9) 7i:27"'7n

ou seja, ¢ dado por

0= —sen®(a(0,0, p) + ¢(cotg 0)b(0,0, p))
Uit (i) (6.13)

Zi =2, ,n.
2 2

+ ¢(cotg 0)

A variedade lenta fica implicitamente determinada por
a(0,0, p) + p(cotg 0)b(0,0,p) = 0 (6.14)
Temos, b<07 97 p) =0« fl(ovp) = gl(ovp)

Como
LXI(F)<O’p) = <X1(07p)7VF(07p)> = fl(owo)
Lx,(F)(0, p) = (X2(0,p), VF(0, p)) = 91(0, p)
e, para (0, p) € X°UX® temos Ly, (F)(0, p)Lx,(F)(0,p) < 0, segue que b(0, 8, p) # 0, para

todo 6 € (0,7) e (0,p) € XU X5,
Além disso, para todo (0, p) € ¢ U X°,

CL(O, 97 P) _ f1(07 p) + gl<07 p)
b<0767p) f1<07p> _91(0,/)),

de onde segue que,

< M00.p)

— b(0,0,p)

Como 1~ é crescente em (—1,1), a equacdo a(0, 6, p) + ¢(cotg 0)b(0,0, p) = 0 define
uma aplicagao continua, o que prova o item (1) do teorema.
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Ainda de acordo com a defini¢do de X*, temos X* = X; + A\(Xy — X1) com A € R
tal que Xq(xq, - ,x,) + AXo(xy, -+ ,2,) = (0,92, -+, yp) para algum y;,i =2,--- ;n. E
facil ver que

_ £X1 (F)X2 - ‘CXz(F)Xl

X* =
£Xl(F> - £X2(F)
1 Xo — g1 Xy
= T o (6.15)
_ (O J192 — 2o J19n — fngl>
) fl _ gl ) ) f1 _ gl )
enquanto que o problema reduzido ¢ dado por
iy = (fl +gl) + gO(COtg(g) (fz - gz)
2 2
.~ a(oaeap) .fl_l'gl
sobre a restricao p(cotgf) = —————~ = — :
0 A0 = 00,0~ -
Portanto, devemos ter
= (fi ;Lgi) + o(cotg ) (fi ; 9:)
_ (fi+tg) (itg)fi—g)
2 Ji—a 2
6.16
_ it g)fi—g) = (fi+9)(fi — 9) (6.16)
2(f1 —q1)
_ J19i — fig
Ji—a
Das igualdades e segue a afirmagao (2). O

A Figura[6.1] descreve a geometria da demonstragdo do Teorema [6.3] As setas simples
descrevem o fluxo lento, enquanto que as setas duplas descrevem o fluxo rapido do sistema
descrito na Equagao A variedade lenta S, determinada pela Equacao [6.14] e a regiao

;;:44
]“
>/ &
/“
<&
<<

Figura 6.1: Configuragdo geométrica da demonstragdo do Teorema [6.3]

X4

A 4

A EN

>
>

AN

de deslize >° sao mostradas em vermelho. Em outras palavras, o Teorema diz que
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as trajetérias de um campo de vetores descontinuo sao obtidas resolvendo um sistema
slow-fast no qual a variedade critica seja o grafico de uma funcao definida em ¥°, e a
projecao do fluxo reduzido, em X, corresponda a expressao do campo de Filippov.

Observacao 6.4. As demonstragoes anteriores envolvem notagao acerca de sistemas slow-
fast, vistos no capitulo 3} Como mencionado anteriormente, essa notagao nao aparece
de forma uniforme na literatura; diferente do que convencionamos no capitulo B, aqui
denotamos a derivada com respeito a t por (.) enquanto que, a derivada com respeito a
T = t/e é denotada por (.)".

Neste capitulo, através do uso conjunto das técnicas de regularizacdo e blow up,
estabeleceu-se de que forma se da a correspondéncia entre um campo de Filippov e um
problema de perturbacao singular. E importante ressaltar aqui que a tnica regularizacao
que da origem a uma regiao de deslize como a definida por Filippov ¢é a regularizacao na
qual utilizamos uma fung¢ao de transicaio mondtona, do tipo Sotomayor-Teixeira. Veremos
nos proximos capitulos o que ocorre quando omitimos a hipdétese de monotonicidade da
funcao de transigao.



7 1-Folheacoes Descontinuas

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos acerca de 1-folheagoes desconti-
nuas. Também serdo provados os resultados relacionados a suavizacao por blow ups dessas
1-folheagoes descontinuas. Na Secdo [7.1] serdao introduzidas as defini¢dbes fundamentais e
alguns exemplos de 1-folheagoes descontinuas, enquanto que, na Sec¢ao trataremos de
uma classe particular de 1-folheagoes descontinuas, as 1-folheagdes suaves por partes, e
estabeleceremos condi¢des para que esta possa ser suavizada.

Com o objetivo de melhor compreender a dinamica dessas folheagoes, sobretudo em seu
locus de descontinuidade, na Secao [7.3] sera introduzida a nocao de regularizagao para 1-
folheagdes descontinuas, o que nos permitird definir um tipo de dindmica deslizante, como
a idealizada por Filippov, na regiao de descontinuidade. Apresentaremos dois métodos
distintos de regularizagdo, discutidos respectivamente em e [7.3.2] Por tultimo, na
Secao [7.4], descrevemos a chamada regiao de deslize para uma 1-folheacao descontinua.

7.1 Folheacoes Descontinuas

Consideramos variedades M com esquinas. Uma variedade com esquinas de dimensao
n é um espaco paracompacto de Hausdorff com uma estrutura suave que é localmente
modelado por abertos de (RT)* x R"*. Uma exposicio mais detalhada dessa categoria
de variedades pode ser vista em [22].

Seja M uma variedade (com esquinas). Um campo de vetores suave definido em M
sera chamado non-flat se sua expansao de Taylor em cada ponto de M é nao nula. Todos
os campos de vetores que consideraremos serao campos non-flats.

Definigao 7.1. Dizemos que um par (V,Y') formado por um aberto V' C M e um campo
de vetores suaves Y definido em V' é um campo de vetores local em M.

Definicao 7.2. Uma folheagao orientada 1-dimensional em M é uma colecao
F ={(Ui, Xi) }iez,
de campos de vetores locais em M tais que as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. {U;}ier é uma cobertura de M;

2. Para cada par i,j € Z,

para alguma funcao estritamente positiva 1;; definida em U; N U;.

95
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Observacao 7.3. Serd compreendida depois a importancia de se considerar 1-folheacoes
orientadas e ndo campos de vetores definidos globalmente em M. Se considerarmos como
nosso objeto inicial folheac¢oes definidas globalmente por um campo de vetores suave, essa
propriedade pode nao permanecer valida apos uma aplicacao de blow up.

Defini¢ao 7.4. Dizemos que o campo de vetores locais (V,Y) é um gerador local da
folheacao F se a colegao aumentada

{(Ui, Xi) }iez U{(V,Y)}

também satisfaz as condigoes 1. e 2. da definicao [7.2]
Dizemos que a folheacdo F é saturada se esta contém todos os seus geradores locais.

Vamos considerar, a partir de agora, 1-folheagoes F saturadas. A préxima definigao
introduz uma relacao entre duas folheacoes.

Definicao 7.5. Sejam M e N duas variedades e ¢y : N — M um difeomorfismo suave entre
N e M. Dizemos que duas 1-folheagoes orientadas F e G definidas, respectivamente,
em M e N sao relacionadas por 1 se para cada campo de vetores local (V,Y") que é um
gerador local de G, o pushforward desse campo,

(U, X) == ((V),9.Y),
¢ um gerador local de F, onde 9,.Y (p) = Dy (=1 (p))Y (v 71 (p)).
Vamos agora definir o conceito de uma 1-folheagdo descontinua.

Definicao 7.6. Uma possivel 1-folheacao descontinua F em uma variedade M é dada
por um subconjunto fechado ¥ C M com interior vazio e uma folheacdo orientada 1-
dimensional F definida em M — X.
O conjunto ¥ ¢ chamado de locus de descontinuidade de F. Podemos considerar
a decomposicao
§) — yjsuave U Zsing’

onde "¢ denota o subconjunto de pontos onde X localmente coincide com alguma
subvariedade de M.
Dizemos que F possui locus de descontinuidade suave se > = >5"4v¢,

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 7.7. O campo de vetores em M = R? dado por

0 0
X=7 - sgn(y)afy (7.2)

define uma 1-folheagao descontinua com locus de descontinuidade ¥ = {y = 0}.
De fato, temos que X = {y = 0} é um fechado com interior vazio em R?. Considere a
1-folheagdo orientada definida em R? — {y = 0} dada por

F ={(Us, Xi) }i=12,

onde

Uy ={(z,y) €R*:y >0}
Uy = {(z,y) € R*: y < 0}
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e?
0 0
Xl—%—@
0 0
X, = 4 2
2 8x+8y

NN\ | S
NN\ | S
NN | S

UQ/ /!

Figura 7.1: 1-Folheagdo descontinua do exemplo

Exemplo 7.8. Considere a 1-folheacdo descontinua definida em M = R? dada pelo campo

de vetores ) ) 5 5 5 5
z®—y
X — 2 il - _- 7.3
x? +y? ( Y or +x8y> + (x(?x +y8y> ’ (73)

com locus de descontinuidade dado por ¥ = {0}. Observe que X nao é suave na origem.
De fato, ¥ = {0} é um fechado com interior vazio em R?. Consideremos, por exemplo,
U = R? - {0}, de modo que F = {(U, X)} define uma 1-folheagdo orientada em R* — {0}.

Exemplo 7.9. Considere M = R3. O campo de vetores dado por

0 0 0
X = —sgu(a) 5 — Sgn(y)afy +5 (7.4)

define uma 1-folheagdo descontinua em R? com locus de descontinuidade ¥ = {xy = 0}.

)y

Figura 7.2: Locus de descontinuidade ¥ do Exemplo [7.9]
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De fato, temos ¥ = {zy = 0} fechado com interior vazio em R®. Uma 1-folheagdo
orientada em R® — {zy = 0} pode ser dada, por exemplo, por F = {(U;, X;) }i=1.23.4 onde,

={(z,y,2) €ER*: 2 >0,y > 0};
={(z,y,2) ER*: 2 < 0,y < 0};
:{(xy,z)€R3:x>O,y<0};
Uy={(z,y,2) €eR®: 2 <0,y > 0};
¢,

o 9 0
M oy o

o 90 0
Xo %_l—aiy 95

o o0 0
R S W

o 9 0

Mais geralmente, se F' é uma funcao suave em uma variedade M que tem 0 como valor
regular e X; e X5 sao campos de vetores suaves definidos em M, entao

X = (1 i S§D<F>> X, + (1 - Sgn(F)> X, (7.5)

define uma 1-folheagao descontinua em M com locus de descontinuidade > = {F~1(0)}.
Exemplo 7.10. A figura abaixo ilustra uma 1-folheacao descontinua em M = R? fazendo

9 9
Flz,y) =y* —2*(x + 1), X, = Vo Ty e Xy =X, em

S ={F=0}

_/

Figura 7.3: 1-Folheagdo descontinua do Exemplo

Os exemplos acima mostram que nao existe razao para esperar que JF se estenda su-
avemente, ou mesmo continuamente, para Y. Uma modificacdo do ambiente M através
de uma aplicagao de blow up, ou por uma sequéncias destas, é uma possibilidade de con-
tornar essa dificuldade. Esperamos que essa folheacao modificada se estenda suavemente
para o locus de descontinuidade .
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Definicao 7.11. Dizemos que uma 1-folheacao descontinua F definida em M e com locus
de descontinuidade ¥ é suavizada por blow ups se existe uma sequéncia finita de blow
ups

e uma 1-folheacdo suave F definida em M tal que
1. A aplicacdo ® : M — M é um difeomorfismo fora de ®~(X);
2. F e F sao relacionadas por @, vista como um aplicacdo de M — ¢~1(X) para M — 3.

Vamos agora analisar entre os exemplos vistos acima quais das folheagoes podem ser
suavizadas por blow up.

Exemplo 7.12. Considere a 1-folheacao descontinua em R? dada pelo campo de vetores
em [7.2] a qual possui ¥ = {0} como locus de descontinuidade.

Se denotarmos por S° = {+1} a esfera O-dimensional, o blow up de ¥ ¢ definido pela
aplicacao

R x (5% x Rsg) — R?
(u, (£1,7)) = (z = u,y = £7).

Aplicando a transformacao de mudanca de coordenadas, o resultado é uma 1-folheagao
em R x (S° x R5g) dada por
0 0

ou T or
que é um campo de vetores suave R x (5% x Rxg). Veja a Figura

(a) (b)

SAVANAVAN ANV
[T ;77

Figura 7.4: (a) 1-folheagao dada pelo campo de vetores em [7.2] (b) 1-folheagdo apds a
aplicacao de blow up.

Exemplo 7.13. Considere a folheacao descontinua definida pelo campo de vetores em
[7.3] O blow up da origem é dado pela aplicagdo em coordenadas polares

¢ISIXRZO—)R2

(0,1) — (x =rcosf,y =rsenb).

Considerando essa mudanca de coordenadas temos

Tz =7rcosd = — = —cosl —rsenld—

ox - or 00

y=rsenf = gy = gsen0+rcosﬁge,
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de modo que temos por resultado uma 1-folheagao em S x R definida pelo campo de
vetores

- 1r%*(cos? — sen?0) <

X —
r2(cos? 6 + sen 26)

0 0 0 0
—T’SGHQCOSQ§+T sen 069+Tcosﬁsen9§+r CoS 080)

0 0 0 0
2 _ Y v
+ (rcos 0— . r? cos f sen 9—{—rsen 0 T+r sen ¢ cos 0 6)

0 0
= cos(20) (7" %(sen ¢ + cos 9)) e
5 0 9]

=r-cos(20)— +r—

a0 or’

ue é um campo de vetores suave em St x Rsg.
>0

(cos® 0 + sen”0)

Por dltimo, vejamos um exemplo de uma 1-folheacao descontinua que nao pode ser
suavizada por blow ups.

Exemplo 7.14. Considere a 1-folheacdo descontinua em R? definida como em , onde
consideramos

P(z,y) =y — e/ sen?(1/x)

0 o)
eX1:@7X2:%.

Figura 7.5: 1-folheacao descontinua que nao é suavizada por blow ups.

O conjunto R? — {F~1(0)} possui um niimero infinito de componentes conexas abertas
em qualquer vizinhanca da origem, e essa propriedade nao pode ser destruida localmente
por uma sequéncia finita de blow ups.

7.2 1-Folheacoes Suave por Partes

Naturalmente se busca estabelecer condi¢oes para que uma 1-folheagao descontinua
seja suavizada por blow ups. Para isso introduziremos uma classe particular de 1-
folheacoes descontinuas: as 1-folheagoes suave por partes.

Definicao 7.15. Seja F uma 1-folheacao descontinua definida em M que tem ¥ por
locus de descontinuidade. Um multigerador local de F ¢é um par (U,{Xy,---, X;})
satisfazendo as seguintes condigoes:

1. U é um conjunto aberto de M e podemos escrever U — ¥ como a uniao disjunta
finita

de conjuntos abertos Uy, - - -, Uy.
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2. Paracadat=1,---,k, X; é um campo de vetores suaves definido em U tal que

(Ui7 Xz

U’L)
é um gerador local de F.

Definicao 7.16. Dizemos que a folheagdo F é suave por partes se existe uma cole¢ao
C de multigeradores locais definidos como acima, cujos dominios formam uma cobertura
aberta de X e que vale a seguinte condi¢ao de compatibilidade: para cada par de multi-
geradores local

(Uv{le"' >Xk})’ (‘/a{}/la 7}/2})

que pertencem a C, existe uma fungao suave estritamente positiva ¢ definida em U NV
tal que
Xi = @Y (7.6)

em U; NV}, para cada par de indices ¢ = 1,--- ,k, j =1,--- L.

Observacao 7.17. Sera importante exigir que a funcao ¢ da definicao acima seja a mesma
em todas as interseccoes U; N'V;.

Voltemos aos nossos exemplos.

Exemplo 7.18. O exemplo [7.7] exibe uma 1-folheagdo suave por partes, ja que F é
definida simplesmente pela restricao dos campos vetoriais constantes

— g _ 2 e X, = g + g
T ox oy TP 9 oy
no abertos Uy = {(z,y) € R? : y > 0} e Uy = {(z,y) € R? : y < 0}, respectivamente.
De fato, basta considerarmos a colegdo de multigeradores C = {(U,{X1, X2})}, onde
U=R?e U — X = U,UU,. As condicoes da definicao sao claramente satisfeitas.

Essa situacao é analéga a que ocorre com a 1-folheagao descontinua dada no exemplo
7.9

Xy

Exemplo 7.19. A 1-folheagdo dada no exemplo nao ¢é suave por partes. De fato, o
campo de vetores X dado pela equacgao nao é suave na origem e assim, essa 1-folheacao
ndo pode ser estendida para ¥ = {(0,0)}. Veja a Figura [7.6

U

A

Figura 7.6: Vizinhanca de um ponto em ..

Como consequéncia da definicdo de 1-folheagoes suaves por partes temos o seguinte
resultado.
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Teorema 7.20. Seja F uma 1-folheacao suave por partes definida em uma variedade M,
cujo locus de descontinuidade ¥ é uma subvariedade suave de codimensao um. Entdo, F
¢ suavizada por blow ups.

Demonstracao. Sejam M e N variedades e considere uma aplicacao suave ® : N — M
definida pelo blow up em X e seja D = &~ 1(3).

A 1-folheagao G definida em N que estd relacionada com F por ¢ é definida descre-
vendo seus geradores locais em cada ponto ¢ € N. Vamos considerar separadamente os
casosem que g € N—Deqe D.

Seqe N —D, qg=® (p) para algum p € M — ¥. Ainda, sabemos que ® : N — D —
M — ¥ é um difeomorfismo.

Neste caso, podemos escolher um gerador local (U, X) de F definido em uma vizi-
nhanca suficientemente pequena de p = ®(q) e exigir que

(V.Y) = (27(U), @ X)

seja um gerador local de G proximo de ¢, onde ®*X é o pullback de X por ®, definido
por &*X = X o .

Note que essa construcao define de forma inequivoca uma 1-folheacio suave em N — D,
ja que independe da escolha de (U, X).

Se g € D, isto é, p = ®(q) € X, podemos escolher um sistema de coordenadas locais
(x1, -+ ,%p_1,y) em uma vizinhanga U de p tal que ¥ = {y = 0} e a aplicacao de blow
up assume a forma

(8% R) x R — R"
((ﬂ:l,’l"), (uh e aun—1>) = (wl =Upy 3 Tp—1 = Up-1,Y = j:/r)

Diminuindo a vizinhanga U de p, se necessario, como JF é suave por partes e Y tem
codimensao um, podemos assumir que U — X pode ser escrito como a uniao disjunta de
subconjuntos conexos Uy = {y > 0} e U_ = {y < 0} e que existem campos vetoriais
suaves X, e X_ definidos em U tais que (U;, X1) e (U-, X_) s@o geradores locais de F.

Agora, pela expressio do blow up, ou V, = & YU, ) ou V. = & 1(U_) é uma vizi-
nhanca aberta de ¢ em N. Portanto, de acordo com a escolha do sinal +, exigimos que o
campo de vetores locais (Vi, ®* X4 ) seja um gerador local de G em g.

Esse procedimento define de forma inequivoca uma 1-folheacao suave G em N, que é
relacionada a F por ®. O

Nosso préximo objetivo é obter um resultado semelhante ao do Teorema para o
caso em que o locus de descontinuidade > é uma subvariedade singular de codimensao
um. Para isso, vamos impor outra condicao de regularidade que nos permitira usar o
Teorema de Resolugao de Singularidades.

Vejamos antes algumas importantes defini¢oes.

Definicao 7.21. Uma variedade M ¢ dita uma variedade analitica se pode ser definida
localmente como o conjunto de zeros de uma familia finita de fungoes analiticas (ou
holomorfas, equivalentemente).

Um subconjunto A C M é localmente analitico se, para cada r € A existe uma
vizinhancga V, de x em M e fungbes analiticas f; : V, = R,e=1,--- ,n taisque ANV, =
Ny fi ' (0).

Um subconjunto A C M é semianalitico se, para cada x € A existe uma vizinhanca
V, de x em M e fungdes analiticas fx, g;, definidas em V,, tais que ANV, = Uézl(ﬂzjzl{x €
M; fix(x) = 0, gji(z) > 0}).
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A primeira condicao de regularidade que exigiremos a partir de agora é descrita pela
definicao a seguir.

Definicao 7.22. Dizemos que uma 1-folheacao F definida em M possui um locus de
descontinuidade analitico se o espaco ambiente M é uma variedade analitica e se o
locus de descontinuidade > é um subconjunto analitico de M definido globalmente.

Seja F uma 1-folheacdo com locus de descontinuidade analitico e de codimensao um.
Entao, existe uma tunica filtracdo por conjuntos semianaliticos (ver [I8] para maiores
detalhes)

YWextcoxt=x (7.7)

onde para cada k = 1,--- ,d, o conjunto ¥ — £*~1 é uma variedade suave de dimensdo
k.

Definicao 7.23. Usando a decomposigao em [7.7, dizemos que d é a dimensao de ¥ e
que X9 = 34 —34-1 ¢ 5 parte regular de ¥. O conjunto complementar 2¢*¢ = ¥ — 379
¢ chamado de locus excepcional.

Ainda sob a configuracao acima, podemos aplicar o Teorema de Resolucao de Sin-
gularidades para conjuntos analiticos reais globalmente definidos. Para maiores detalhes
sobre esse resultado, bem como sua demonstragao ver, por exemplo, [I]. Como resultado,
concluimos que existe uma aplicacao analitica ® : N — M definida localmente em uma
variedade N por uma sequéncia de blow ups tal que

1. ® é um difeomorfismo fora de ®~1(3%*¢);

2. D = ®71(Xe) é, localmente, uma unido finita de componentes limitadas

U D: coN

iel
de codimensao um;

3. O fecho de ®~1(X") ¢ uma subvariedade suave {2 C N.

O préximo resultado afirma que, sobre as condi¢oes acima, o pullback da 1-folheagao
F é uma 1-folheacao descontinua em N que possui locus de descontinuidade suave.

Recordamos que, se ® : M — N é um difeomorfismo e que se Y : N — R é uma
aplicacao suave, o pullback de Y por ® ¢é a aplicacao definida em M e denotada por ®*Y
dada por X(p) = @Y (p) = Y (2(p)).

Teorema 7.24. Seja F uma 1-folheagcdo suave por partes com locus de descontinuidade
analitico definida em M. Entdo, usando a nota¢do anterior, existe uma 1-folheacdo suave

por partes G definida em N, que estd relacionada a F por ® e, cujo locus de descontinui-
dade € ().

Demonstragao. Ver [23]. O

Os teoremas anteriores podem ser combinados para fornecer um procedimento de
suavizagao que estende o Teorema para o caso onde X ¢é singular.

Corolario 7.25. Sobre as hipdteses do Teorema suponha ainda que o locus de
descontinuidade de F possui codimensao um. Entdo, F € suavizada por blow ups.



Regularizacao e Dindmica Deslizante para Folheagoes Suave por Partes 104

Demonstracio. Do Teorema temos que existe G uma 1-folheacdo suave por partes
definida em uma variedade N que esta relacionada com F por uma aplicacao de blow up
(sem perda de generalidade, estamos supondo que a sequéncia de blow ups que estabelece
essa relagao é formada por uma tnica aplicagao)

O:N M

e tal que o locus de descontinuidade de G é uma subvariedade suave €2.

Supondo agora que > tem codimensao um, devemos ter que €2 também tem codimensao
um. Assim, temos G uma 1-folheagao suave por partes cujo locus de descontinuidade é
uma subvariedade suave de codimensao um. Logo, do Teorema [7.20] G é suavizada por
blow ups, isto é, existem uma variedade P e W : P — N uma aplicacdo de blow up (sem
perda de generalidade, estamos supondo que a sequéncia de blow ups é formada por uma
tnica aplicagdo) e N uma 1-folheacao definida em P tal que G e N estao relacionadas
por ¥ e ainda, ¥ ¢ um difeomorfismo fora de ¥~*(2).

Portanto, considerando a sequéncia de blow ups dada por (®,¥) temos que F é sua-
vizada por blow ups. De fato, F e N estao relacionadas por ¥ o ® e, uma vez que ® é
um difeomorfismo fora de ®~1(X) = Q e ¥ o ¢ fora de ¥"(Q), temos ainda que (¥ o @)
é um difeomorfismo fora de (¥ o ®)~!(X), como gostariamos. O

7.3 Regularizacao e Dinamica Deslizante para Folhe-
acoes Suave por Partes

Embora na secao anterior se tenha definido um processo de suavizacao de uma classe
particular de 1-folheagoes descontinuas e estabelecido condigbes para que este funcione,
gostariamos ainda de melhor compreender a dindmica dessas folheagdes. A desvantagem
do processo introduzido anteriormente é que este nao nos permite definir a chamada
dinamica deslizante ao longo do conjunto de descontinuidade, um paralelo ao campo
deslizante definido por Filippov. Tal dindmica sera definida como um tipo de limite da
dindmica de uma 1-folheagdo suave proxima e para isso precisaremos introduzir a no¢ao
de regularizacao de uma 1-folheacao descontinua.

Definigcao 7.26. Seja F uma 1-folheacao descontinua em uma variedade M, com locus
de descontinuidade Y. Uma regularizagiao de F (com p pardmetros) é uma 1-folheagao
descontinua F" definida na variedade produto

M x ((RT)?,0)
que satisfaz as seguintes condigoes:
1. F7 é tangente as fibras da projecao canonica

IT: M x (RY)?,0) = ((RT)?,0);

2. A restrigao Fj de F" a fibra II"*(0) coincide com F;

3. O locus de descontinuidade X" de F" é um subconjunto de 3 x {[[;e; = 0}, onde
(€1, ,&p) sdo as coordenadas em ((R1)?,0).

A notagao ((R1)?,0) utilizada na definicdo anterior é usada para indicar de forma
abreviada uma vizinhanga aberta qualquer da origem em (R*)?.
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Observagao 7.27. A dltima condicao da defini¢ao implica que, para cada ¢ €
((R*)?,0) tal que [];&; # 0, a restrigao F de F" a fibra IT"!(¢) é uma 1-folheacao suave.
Mais ainda, da suavidade de F, segue que

lim ! = F}
e—0

uniformemente (na topologia C'*°) para cada subconjunto compacto de M — X. Mais
precisamente, dado um ponto ¢ € M — ¥, existe uma vizinhanca aberta U de ¢ e uma
familia a p pardmetros de campos de vetores suaves X, definidos em U x ((R*)?,0) ( com
dependéncia suave em ¢) tais que X, é um gerador local de F!|y para cada e.

Exemplo 7.28. Na secao 1.4 de [13], constréi-se uma regularizacdo por convolugao
utilizando-se de uma fungao mensuréavel limitada 0 > X € C°(R™) tal que [ X(y)dy =1
e de um campo de vetores suave X em R" dada pela familia de campo de vetores

Xe@) = [ X(w—ey)X(y)dy.

No entanto, essa regularizacdo nao nos é muito vantajosa. Algumas importantes ca-
racteristicas de F que aparecem fora do locus de descontinuidade podem ser “destruidas”
por pequenas pertubacoes e, assim nao sao vistas em F!.

Apresentaremos a seguir dois métodos distintos de regularizacdo que preservam JF
inalterada fora de uma O(g)-vizinhanga do conjunto de descontinuidade. Com isso, es-
peramos que a dinamica de F fora de X se repita em JF. para cada e suficientemente
pequeno.

7.3.1 Regularizacao Sotomayor-Teixeira e generalizacoes

O primeiro método de regularizacdo que veremos ficou estabelecido por Sotomayor e
Teixeira e sera descrito nesta subsecao.

Suponhamos inicialmente que o locus de descontinuidade ¥ de F é uma subvariedade
suave de codimensao um e fixemos a seguinte configuragao.

1. Uma aplicagao de vizinhanga tubular
f:NY—-M

que mapeia o fibrado normal de ¥, N, difeomorficamente em uma vizinhanca

aberta W = f(NX) de 3
2. Uma métrica de variagao suave
|-]: N =R
definida nas fibras de N3 tal que |p| =0 se p € ¥;
3. Uma fungao de transi¢do monoténa ¢ : R — [—1, 1].

Como na situagao do Teorema [7.24] que pode ser vista em [23], utilizamos a aplica¢ao
f para obter uma 1-folheagdo G definida em N tal que G ¢é dada pelo pullback de F por
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f,isto é, G = f*F. O locus de descontinuidade de G é dado pela secao nula ¥ C N3, ou
seja, pela aplicacao

w:x— NY
p— (p,0),

que associa a cada ponto p € ¥ ao vetor nulo 0, estando portanto identificada a .
Ainda, sem perda de generalidade, podemos assumir que o fibrado normal N3 é
localmente coberto por cartas de trivializacdo nas quais a aplicagao f assume a forma

VxR —=V
(z,y) =

para algum aberto V' C 3 e onde F possua um multigerador local da forma (V' X
R, {X,, X _}), onde X, (respectivamente, X_) é um campo de vetores suaves definido
em V x R que gera G em U, = {y > 0} (respectivamente, U_ = {y < 0}). Além disso,
nestas cartas locais assumimos que a norma nas fibras de N¥ é simplesmente dada pelo
valor absoluto de |y| em R, isto é, a métrica do item (2) é dada por

.| N >R
(z,y) = |y

Com auxilio da funcao ¢, definimos para cada € > 0, um campo de vetores suave X,

em V x R dado por
() EREI( ) P

Observe que, por construgao, temos

Xi(z,y)sey>e¢
X_(z,y)sey < —¢

X (z,y) = {

Embora toda a construgao anterior tenha partido da escolha do multigerador (V' x
R, {X,, X _}), esta na verdade independe dessa escolha. De fato, se escolhermos outro
multigerador local de G, digamos (V' x R, {Y,,Y_}), segue da condigao da definicao
de 1-folheacao suave por partes que Y, = ¢ X, e Y. = pX_| para alguma funcao suave
estritamente positiva .

Logo, se definirmos uma familia de campos de vetores Y. exatamente como fizemos
acima, apenas trocando X4 por Y,

nE (o) (o ()

Y. =pX. Ve >0

o que mostra que a 1-folheagao assim obtida esta bem definida.

Em outras palavras, as familias X, e Y, de campos de vetores definem precisamente a
mesma 1-folheagao suave em V' x R.

Ainda, considerando uma cobertura aberta de N por essas cartas locais de trivia-
lizagdo, podemos definir, para cada ¢ > 0, uma folheacao suave G. dada pela familia de
campos de vetores X..

concluimos que
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Por construcao, cada folheagao desta coincide com a folheagao original G fora da regiao
{p € NX : |p| < €}. De fato, para y > ¢ temos X, = X, para y < —¢ temos X, = X_ e,
os campos de vetores X, e X_ geram a 1-folheacao G.

Finalmente, estamos prontos para definir formalmente uma regularizacao de F.

Definicao 7.29. A regularizagdo Sotomayor-Teixeira de F ¢é a 1-folheagdo descon-
tinua F" definida no espago produto M x (R*,0) como a seguir:

o Para € = 0, definimos

Fo =7F;
e Para ¢ > 0 definimos a folheagao F. em M por
o Fem M —W;
J+Ge em W.

Figura 7.7: Regularizacao Sotomayor-Teixeira.

Observacao 7.30. Segue do que ja foi observado anteriormente que essa construcao
define globalmente uma 1-folheacdo suave em M.

Pode-se verificar facilmente que a 1-folheacao F" assim definida satisfaz as condicoes
1 — 3 da definicao de regularizacao.

De fato, da construcao acima, claramente a condicao 1 é satisfeita. A condicao 2
também é imediata, ja que por definicao FJ = F.

Para a condigdo 3, queremos mostrar que X" C 3 x {0} = X (p = 1). De fato, para
e =0 temos FJ = F = ¥" = X. Para € > 0, na regiao M — W, o mesmo ocorre. Ainda,
sendo G. uma 1-folheacao suave para cada ¢ = 0 e f um difeomorfismo sobre W, temos
que F! = f.G. também o é. Logo, X" = X e a condicao 3 ¢ satisfeita.

Vejamos agora uma generalizacao desta construgao. Sobre as mesmas hipdteses ante-
riores podemos definir a regularizacao de F omitindo a hipétese da monotonicidade da
funcao de transicao ¢, bem como a sua independéncia na variavel x.

Substituindo a escolha da funcao ¢ no item 3 pela escolha de uma fungao suave

Y xR = [-1,1] (7.9)

tal que ¢(x,t) = —1,t < —1 e ¢(x,t) = 1,t > 1, substituimos de maneira correspondente
a expressao de X, dada em [7.8| por

)G

Todas as demais etapas da construcao seguem exatamente da mesma forma.

Definigao 7.31. A regularizacao assim resultante é chamada de regularizagao do tipo
transigao.
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7.3.2 Regularizacao Dupla

Introduziremos a seguir um segundo método de regularizacao. Através deste, vamos
exibir uma situagdo onde é natural que consideremos uma regularizacao a multipara-
metros. Considere, por exemplo, uma 1-folheacdo descontinua F definida em R3? tendo
Y = {zy = 0} por locus de descontinuidade. Essa pode ser encontrada como no exemplo
[7.9) Neste caso, a 1-folheagao F fica definida por quatro campo de vetores X 1, onde o
primeiro e o segundo sinal, +, correspondem respectivamente ao sinal das coordenadas x
e y. Em outras palavras, cada campo X4 + é um gerador local de F em um dos quatro
quadrantes Uy + = {(z,y,2) € R®: 0sgn(x) = +,sgn(y) = +}.

Sejam ¢, fungoes de transicdo monodtonas, como acima, e consideremos a familia a
dois parametros de campos de vetores suaves

(5 (e (1m0 (2))

definido para €,7 > 0.
Analogamente, definimos outras duas familias de campos de vetores descontinuos

n (3 (om(2) )
pe{+.—} U

of 1
Ws,i d:f 5 ( Z (1 + O[(b (x)> Xa,i)
ac{+,-} €

definidos respectivamente para n > 0 e € > (. Observe ainda que os locus de descontinui-
dade de Zy, e de W, 4 sao dados, respectivamente, por {z = 0} e {y = 0}.

Definigao 7.32. A regularizacao dupla de F ¢é a 1-folheagao descontinua F” definida
no espago produto R3 x ((R")?,0) como a seguir. Para cada parametro ,7 > 0, a
restricio da folheagio F" a fibra I17!(e,n) é a 1-folheagio gerada por um campo de

vetores descontinuo, K. ,, escolhido da seguinte maneira:

Xyisee=0oun=0
Zipsee=0en>0
Weirsee>0en=0
Y.,see>0en>0

A Figura[7.8]ilustra esta definigao.

Mais geralmente, assumindo que a 1-folheagdo descontinua F em R"™ possua um locus
de descontinuidade dado pela uniao de p hiperplanos coordenados, digamos

E:{ﬁlxi:()}

podemos definir uma regularizacao de F a p-parametros facilmente generalizando a cons-
trucao anterior.
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Figura 7.8: Regularizacao Dupla.

7.4 Regioes de Deslize

Seja F uma 1-folheagao descontinua definida em uma variedade M, tendo X por locus
de descontinuidade. Dada uma regularizacdo F" a p parametros de F, vamos definir um
subconjunto Slide(F") de ¥ onde seja razoavel estudar uma dindmica limite com respeito
a dada regularizacao.

Os conceitos aqui apresentados se definem localmente.

Definicao 7.33. Dizemos que um ponto p € ¥ é um ponto de deslize para F" se
existem uma vizinhanca aberta U C M de p e uma familia de variedades suaves

S.cU
definidas para todo € € ((R*)?,0) tais que

1. Para cada ¢, a variedade S, é invariante pela restricao de F" a U,

2. Para cada subconjunto compacto K C U, a sequéncia S, N K converge para X N K,
quando € — 0, em alguma métrica de Hausdorff dg nos subconjuntos compactos de
M.

O conjunto de pontos de deslize para F" é um subconjunto relativamente aberto de
¥, que denotaremos por Slide(F").
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>~

Figura 7.9: Regiao de deslize.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 7.34. Considere a regularizacao Sotomayor-Teixeira da 1-folheagao descontinua
definida pelo campo de vetores

e descrita no exemplo [7.7 A expressao do campo regularizado X., definida pela equacao

[78] se torna
w3000 (5a) 20 (0) (53

Seja tg € (—1,1) o zero de ¢, que é tinico pela hipdtese de monotonicidade de ¢.
Assim, a familia de variedades 1-dimensionais

Se = {y = toc}
satisfaz as condigbes 1. e 2. da defini¢ao localmente em cada ponto 3.
Consequentemente,
Slide(F") = X.

Observamos que, Slide(F") = ¥*, em que ¥° denota a regiao de deslize usual de Filip-

pov do campo descontinuo X, ja que Lx, (f) = =1, Lx_(f) =1e (Lx (f)(»)(Lx_(f)p)) =
—1 < 0, para todo p € X.

Exemplo 7.35. Considere a folheacio descontinua em R? definida pelo campo de vetores

X = 8833 + (x4 1) + sgn(y)(z — 1))86y

Observe que ¥ = {y =0} e F = {(Uy, X+)}, onde

0 0
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estd definido em Uy = {y > 0} e,

0 0
X_=— —
8I+23y

estd definido em U_ = {y < 0}.
A regularizagdo Sotomayor-Teixeira de F fica entao definida pelo campo de vetores

x5 (r0 () (g 2ran) +5 (-0 (D) (2 +200)

0 Y 0
e (e eo(2) o)
et (@nro(Y)@-n) 5
Portanto, para cada x € R, o coeficiente de a% na expressao de X, se anula se, e
somente se,
Yy = ety
onde t, ¢ a solucao da equagao ¢(t,) = (r 4+ 1)/(1 — z). Da hipdtese de monotonicidade
em ¢, essa equacao possui solucao, que é necessariamente tnica, se, e somente se x < 0.
Provaremos na préoximo capitulo que

Slide(F") =X n{z < 0}
Novamente, temos Slide(F") = X°, uma vez que, Lx,(F) = 2z, Lx (F) = 2 e
(Lx, (F)p)(Lx_(F)(p) =42 <0s z <O0.

Exemplo 7.36. Consideremos o mesmo campo de vetores descontinuo do exemplo [7.35]
mas agora considerando uma regularizacao diferente. Vamos considerar uma regularizagao
F" do tipo transi¢ao cuja funcdo de transigdo ¢ possui o grafico da figura [7.10]

R

—_/

Figura 7.10: Funcao de transicdo nao monétona.

Como uma consequéncia dos resultados que veremos no préximo capitulo, teremos

Slide(F") =X n{zx < 1/3},

1/3+1 _
onde observamos que -3 = 2

A Figura mostra como essa diferenca se expressa geometricamente.

Observe que na Figura a regiao de deslize descrita no item (c), segundo a De-
finigao [7.33] contém pontos que pertenceriam & regido de costura segundo as convengoes
usuais de Filippov.
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Figura 7.11: (a) Fluxo da 1-folheagao suave por partes. (b) Fluxo obtido usando a regu-
larizagao S-T. A regiao de deslize é mostrada em vermelho. (¢) Fluxo obtido usando uma
regularizagao do tipo transicao.

Observagao 7.37. Se considerarmos o caso em que o locus de descontinuidade > é um
subconjunto analitico de dimensao d, podemos considerar uma noc¢ao mais refinada de
deslize, considerando diferentes estratos de X.

Vejamos mais precisamente essa definicao.

Definicao 7.38. Usando a decomposi¢ao
Westc..cxl=3,

definida em [7.7], dizemos que o ponto p € ¥ —¥*~1 6 um ponto de deslize estratificado
para F' se as condi¢oes 1. e 2. da defini¢ao sao satisfeitas, onde substituimos a
condicao de convergéncia em 2. por

dg(SeNK,XNK)—0

quando € — 0. O conjunto de todos os pontos em XF — ¥F~1 satisfazendo a condicdo
acima é chamado regido de deslize de dimenséo k, e denotado por Slide”(F7).

Exemplo 7.39. Vamos aplicar a regularizacao dupla descrita na Secao para a 1-
folheacao descontinua definida pelo campo de vetores

0 0 0
X =- Sgn(w)% - Sgn(y)afy T3
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e descrita no Exemplo [7.9,
O campo regularizado X, ¢ dado por

s () (o () (- 8)
(o) e (0) (5 g 22)
(=) () (55 7)
(@) () Gra )

n
Yy
n
x\ O y\ O 0
= X.,=4(- ()— Sl =+
=1 ( ¢ e/ Ox w(n) oy 0z
Considere o estrato 1-dimensional ¥' C ¥ dado por X! = eixoz. Afirmamos que
cada ponto de X! é um ponto de deslize estratificado para F". De fato, se denotarmos
por to,up € (—1,1) as tnicas raizes de ¢(t) e 1(u), respectivamente, entdo a curva 1-
dimensional
Sen = {x = ety,y = nuo}
é invariante por X, , e claramente converge para X' quando ¢, — 0.
Os conceitos e resultados introduzidos neste capitulo podem ser combinados com a

técnica do blow up de maneira muito frutuosa. O préximo capitulo faz uso da combinacao
destas técnicas na obtencao dos resultados finais deste trabalho.



8 Regularizacao do tipo transicao:
blow up e condicoes de deslize

Estamos agora em condigoes de estabelecer os resultados principais deste trabalho, que
tem por objetivo descrever condi¢oes que garantam que um ponto pertenca a regiao de
deslize de determinada regularizacao. Estaremos considerando para isso 1-folheagoes sua-
ves por partes cujo locus de descontinuidade seja uma subvariedade suave de codimensao
um e uma regularizacao F" do tipo transicao.

Convencionamos a seguinte notacao. Seja F uma 1-folheacao suave por partes definida
em uma variedade M, cujo locus de descontinuidade é uma subvariedade suave > C M
de codimensao um.

Sendo F suave por partes, de acordo com a definigao [7.10] vista na subsecao [7.2]
dado um ponto p € ¥, podemos escolher coordenadas locais (z1,- -+ ,2,_1,y) e campos de
vetores suaves X e X_, definidos respectivamente em U, = {y > 0} e U_ = {y < 0}, tais
que ¥ = {y = 0} e {Ux, X1} sdo geradores locais de F. Observe que essa é exatamente
a mesma configuragao usada na demonstra¢ao do Teorema [7.20]

O primeiro resultado deste capitulo discorre sobre a suavidade de F".

Teorema 8.1. Seja F" uma reqularizagao do tipo transicio de F. Entdo, F" € suavizada
por blow ups.

Demonstracio. Mostraremos que uma Unica aplicacdo de blow up serd suficiente para
obtermos uma 1-folheagao suave partindo da regularizagdo F" de F. Mais precisamente,
considere N uma variedade e uma aplicagdo de blow up

®: N — M x (R,0)

em Y. Seja D = &~ 1(¥). Afirmamos que existe uma 1-folheaciao suave G, definida em N,
que estd relacionada a F" por ®. Veja a Figura 8.1

Para isso, usaremos a trivializagdo por cartas locais descritas na subsecao [7.3.1] isto
é, a 1-folheacao suave G é dada pelo pullback de F" por f, onde f : N¥ — M é um
difeomorfismo sobre sua imagem W = f(NX). Nestas cartas locais, assumimos que a
aplicacao f assume a forma

VXR—=V
(z,y) — =,
para algum aberto V' C X e que F possui um multigerador local da forma (V' xR, { X, X_}),
onde X, (respectivamente, X_) é um campo de vetores suaves definido em V' x R que

gera G em U, = {y > 0} (respectivamente, U_ = {y < 0}). Ainda, a regularizacao do
tipo transicdo de F fica definida pelo campo de vetores X., dado pela equacao [7.10L

114
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A

X

Figura 8.1: Blow up da regularizacao.

Nos restringindo a um subdomimio apropriado, reescrevemos a aplicagdo de blow up
como

VxS'xRf 5V xRxR
(x,(0,7r)) = (z,y =rcosf,c =rsend)

A fim de simplificar os célculos vamos considerar uma cobertura de S! x R dada
por trés cartas direcionais, cujos dominios sdo respectivamente, £ = {6 # 0(mod7Z)} e
F. ={0 # +7/2(mod 27Z)}. Nestas cartas, a aplicagdo de blow up assume as respectivas
formas

VXxRXxRT 5V xRxR
(z,(y,8)) — (z,y = Ey,e = €);

VXxRXxRT 2V xRxR
(JZ, (ﬂ,é))H(w,y:ig,gzégj)

Calculemos agora o pullback de X, em cada uma destas cartas.
Para a carta E, dado um vetor da base de T'(M xR), temos as seguintes transformagoes

0 _o o 10 0_5 51
Ox;  Oux; dy €0y 0 O
Usando a expressao de X, dada em obtemos,
X = L( (a9 X+ (1 ()P X
Das equagoes em segue que o campo de vetores
Y & zor x, (8.2)

possui uma extensao suave a D = {¢ = 0}. Consideramos, portanto, ¥ como um gerador
local de G na E-carta.
Analogamente, nas cartas F., valem as seguintes igualdades:

o _ 9 9 __9 9 _10 (8.3)
o, 0z’ 0§ oy 0F joe '
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e, o pullback de X, possui a forma

=Y ronst) o} (o st o

Neste caso, observamos que, para todo 0 < £ < 1, temos ¢(z, £1/&) = £1 e, podemos
estender a funcao 1 suavemente para £ = 0 como sendo igual a +1, de acordo com o
dominio. Logo, o campo de vetores

AR (8.4)

se estende suavemente a D = {g = 0}. Escolhemos o campo Z como um gerador local de
G nas Fl-cartas.

Assim, a 1-folheagao G fica bem determinada, uma vez que descrevemos seus geradores
locais. Portanto, F" ¢é suavizada por blow ups. O

Passemos agora ao estudo das regides de deslize. Antes vejamos algumas defini¢oes
necessarias.

Definicao 8.2. Usando a notacao acima introduzida, definimos a fungao altura de F"
como a fungao suave h” com dominio (x,t) € 3 x R definida por

h'(2,t) = (x, 1) Lix, —x ) (y) + Lix+x) (1),
em que (z,t) é a fungdo de transigao utilizada.

Observamos aqui que a derivada de Lie dos campos X, — X_ e X, + X_ devem ser
avaliadas somente em pontos de X.

Se escrevermos os campos X e X_ em termos das coordenadas locais de trivializacao
(x,y) utilizadas anteriormente como

X 0 + g:l b 0 (8.5)
= Qs ik :

+ + dy & £ oz,

para funcoes suaves ay e b; 1, entdo, a funcao altura de " é dada por

h'(x,t) = ¢Y(z,t)(as(x,0) —a_(z,0)) + (a+(z,0) + a_(z,0)). (8.6)

Observacao 8.3. Note que a funcao A" independe da escolha das coordenadas locais
(x,y), bem como independe dos geradores locais (X, X_), a menos da multiplicacao por
uma funcao estritamente positiva. Mais precisamente, se substituirmos os geradores locais
(X4, X_) por geradores locais (Y ,Y_) tais que Y3 = p X, entdao h" se torna ph”.

Definigcao 8.4. Seja h" a funcao altura de F". Definimos os seguintes subconjuntos em
Y xR

2" = {I (x,1) = 0},

. [on
NH" =Z"nW".

A seguir enunciaremos o principal resultado deste capitulo.
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Teorema 8.5. Seja F" uma reqularizacao do tipo transicio de F, definida por uma funcao
de transicdao 1. Entao,

II(NH") C Slide(F") Cc II(Z"),
onde I : ¥ X R — X € a projecdo canonica.

Demonstragcio. Vamos inicialmente calcular em mais detalhes a expressdo da aplicacao
de blow up de X, na E-carta definida anteriormente na demonstracao do Teorema [8.1]
Escrevendo o campo de vetores Y como

Y:ai%—égﬁii, (8.7)
oy —~ Oz
usando as expressoes de Xy e X_ dadas pela equagao[8.5], temos que, parai =1,--- ,n—1,
Bi= (b = bi) + (b +05.)),
e,
o= (s —a )+ (@ +a)),

onde a fungao de transigao ¢ é avaliada em (z,t) = (z,y) e as fungdes ay e b; + sao
avaliadas fazendo y = &y. Observe que se considerarmos a restri¢io Y|p de Y, onde
D = {& =0}, o campo de vetores Y se expressa simplesmente por

1 0
Y|p=2-h(z,9)==, 8.8
o= 5y (59
onde h" é a funcao altura definida anteriormente.
Suponhamos agora que as coordenadas (z,y,¢) estao centradas em um ponto p €
¥ x {0} pertencente a II(NH"). Da definicao dos conjuntos Z" e W7, deve existir yo € R
pertencente ao intervalo aberto (—1,1) tal que

_ oh™,  _
hr(ovy()) =0e ay (07y0) 7é 0.

Da expressao de Y|p em , segue do Teorema da Funcao Implicita que o ponto
q = (0,7%,0) € ®!(p) pertence (localmente) a uma subvariedade suave de codimensio
um, Hy, contida em D = {& = 0} tal que

1. Cada ponto de Hy é um ponto de equilibrio de Y|p;
2. Hy é uma subvariedade invariante normalmente hiperbélica de Y|p.

Da Teoria de Fenichel, encontrada em [9], segue que existe uma variedade suave local
W C N de codimensao um definida préoxima de p que é invariante pelo fluxo de Y e tal
que WND = H,.

Defina S = ®(W). Entao, temos que para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno, o
conjunto S. = SNIT~!(g) é uma subvariedade invariante de F' e S. se acumula em ®(Hy)
quando € — 0.
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> (p)

5 —«5

w
Figura 8.2: Variedade normalmente hiperbélica Hy.

Portanto, p € Slide(F"). Veja a Figura[8.2]
Provamos com isso que II(NH") C Slide(F"). A inclusao restante serda mostrada ao
final deste capitulo. [

Em seguida, vamos descrever o comportamento de uma regularizagao no complemento
do conjunto de deslize, introduzindo para tal a chamada regiao de costura.

Definicao 8.6. Mantendo a notacgao utilizada nos tultimos paragrafos, dizemos que um
ponto p € ¥ é um ponto de costura para a regularizacao F" de F, se existe uma
vizinhanga aberta U C M de p e coordenadas locais (z,y), definidas em U, tais que

1. ¥={y=0}¢;

2. Para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno, o campo de vetores “vertical” a% é um
gerador de F, em U.

Em outras palavras, um ponto p ¢ um ponto de costura para a regularizacao F" de F
se em uma vizinhanga de p o fluxo determinado por F" é transversal a X.
Denotaremos o conjunto de todos os pontos de costura de F” por Sew(F").

Observacao 8.7. Observamos que as regioes de deslize Slide(F") e de costura Sew(F")
nao possuem intersecgao.

De fato, se p € Sew(F"), entdo, nas coordenadas (z,y) descritas acima, cada variedade
suave S que é invariante por JF! tém necessariamente a forma

Se = {/fe(x) = 0},

para alguma funcao suave f. que independe da variavel y. Em particular, S. nao pode
tender ao locus de descontinuidade ¥ = {y = 0}, quando ¢ — 0. Portanto, p ¢ Slide(F").

O teorema a seguir traz informagdes do comportamento da regularizacao F" na regiao
de costura que acabamos de definir.

Teorema 8.8. Seja F" uma reqularizacdao do tipo transicio de F, definida por uma funcao
Y. Entao,

II(Z")° C Sew(F"),
onde I1(Z")¢ denota o complemento de I1(Z7) em X.

Demonstrag¢io. Suponha que as coordenadas (z,y,e) descritas na demonstragao do Teo-
rema (8.1 estejam centradas em um ponto p € ¥ x {0} que pertence a I1(Z")°. Afirmamos
que existe uma constante x> 0 e uma vizinhanga aberta U C M x (R*,0) de p tal que
a funcao

g = ‘CXs (y)a
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que estd definida somente para € > 0, satisfaga |g| > p em U N {e > 0}. Uma vez que
provemos essa afirmagao, o resultado segue como consequéncia imediata do Teorema do

Fluxo Tubular (veja a Figura [8.3)).

/

Figura 8.3: Regiao de costura.

Provemos essa afirmacdo. Para isso, usaremos que, se f é uma funcao suave, X um
campo de vetores definido em um aberto V C R" e ¥ : W — V é um difeomorfismo entre
os abertos W e V, entao

(Lx(f)) o ¥ = Ly-x(f o). (8.9)

Em outras palavras, a operagao de derivada de Lie comuta com a operacao de pullback.
Aplicaremos esse fato ao campo de vetores X, e a aplicacdo de blow up ® definida na
demonstragao do Teorema [8.1] lembrando que ® é um difeomorfismo fora de D. Portanto,
da igualdade em [8.9] temos

god = Lgx_ (yod).

Considerando as cartas locais, F/, F, definidas anteriormente, calculemos explicita-
mente essa expressao. Na carta E temos,

1
X, =-Yeyod=cy,
€

onde Y é o campo de vetores dado pela equagao[8.2] Usando das propriedades da derivada,
de Lie, temos

go®=Liy(y)
1

= —Lv(ey) (pois Lyx(g) = [Lx(g))
= i(sﬁy(y) +yLy()) (Regra de Leibniz)
= Ly (7) (pois Ly (¢ =0)

Usando agora a expressao do campo de vetores Y dada na equacao obtemos

Lr(§) = 2o ) as — as) + (as +al)),

2
em que as fungoes ay e a_ sdo avaliadas em (z,y) = (x,2y). Nos restringindo a D =
{&€ = 0} e da equagdo podemos mostrar que |g o ®| > pu, para algum g, em alguma
vizinhanga suficientemente pequena U; de ®~1(p) no dominio da E-carta. Veja a Figura

B4



Regularizacao do tipo transicao: blow up e condi¢oes de deslize 120

Us
Y )
| p U — Ui
Us
Figura 8.4: Regioes U; e Us.
Analogamente calculamos g o ® nas cartas Fy. Temos,
1 .
go® = —L7(7).
)
Por outro lado, da demonstracao do Teorema (8.1},
_ Y 1
L203) = 20w, 2)las — o)+ (ar +a0)),

onde as fungoes a4 e a_ sao avaliadas e (z,y) = (x,%7). Novamente, nos restringindo
a excepcional D = {§ = 0} temos que |g o ®| > p uniformemente em uma vizinhanga
suficientemente pequena U, (Figura de ®!(p) nos domiinios das cartas Fl.

Uma vez que os dominios de £ e Fy cobrem uma vizinhanga inteira de ®~!(p), por
construgao, temos que Uy U Uy é uma vizinhanga de ®'(p) na qual |g o ®| > u. Logo, a
desigualdade |g| > p permanece valida na vizinhanga U = ®(U; UU,) de p. E isso conclui

a demonstracao do Teorema.
m

A seguir, mostraremos a inclusao restante do Teorema [8.5] que conclui a sua prova.

Demonstrag¢io. (Final da demonstracao do Teorema: Mostremos agora que Slide(F") C
Inz).
Da observacao sabemos que Slide(F") N Sew(F") = (). Combinando isso com o

resultado do Teorema [8.8| concluimos que
Slide(F")NII(Z")¢ = 0,
o que conclui a prova do Teorema [8.5] O

A figura [8.5] ilustra a geometria dos Teoremas [8.5] e [8.8

Observacao 8.9. No caso da regularizacao Sotomayor-Teixeira, recordamos que exigimos
que a fungao de transigao seja estritamente mondtona no intervalo (—1,1). Neste caso,
podemos descrever o conjunto II(Z"), de forma alternativa, pela condi¢ao

ay-a_ <0.

Em outras palavras, obtemos a “condi¢ao usual” de deslize de Filippov. Correspon-
dentemente, neste caso, o conjunto I1(Z")¢ é descrito pela condicao

ay-a_ >0,

que corresponde a condi¢ao de costura de Filippov.
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(a)

STide(F")
II(
Sew(F")

TI(NH")

Z’l”

NH"

Figura 8.5: (a) Grafico de uma fungao de transigdo ndo-mondtona e regioes de deslize,
Slide(F"), e de costura, Sew(F"). (b) Representacao dos conjuntos NH" e Z".

Observagao 8.10. A dindmica definida na regiao de deslize pode depender da escolha
da funcao de transicao escolhida. O exemplo a seguir ilustra bem esse fato.

Exemplo 8.11. Seja F a 1-folheacdo descontinua em R? dada pelo campo de vetores

0

X = (@ + ). - sealo)y

que possui X = {y = 0} por locus de descontinuidade.
Explicitamente, F = {Uy, X1}, onde o campo de vetores

Jg 0
X, = (22 _
é definido em U, = {y > 0} e,
o 0
— (2 i i
X =(x +y)ax+ay

¢ definido em U_ = {y < 0}.
Dada uma funcao de transicdo mondtona ¢, a regularizacdo Sotomayor-Teixeira F"

de F fica determinada pelo campo X, descrito na equagao [7.8] isto é,

R RSO

end-o(9)2
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Temos, portanto, Slide(F") = X. De fato, se ty € (—1,1) é o tnico zero da funcao de
transigdo ¢, entdo a curva S. = {y = tpe} é invariante pelo fluxo de X, para cada ¢ > 0
e, ainda S, — ¥, — 0.

Observe também que o fluxo de X, restrito a .S, é determinado pelo campo de vetores

0
(z* + tos)%.

Em particular, encontramos trés comportamentos completamente distintos depen-
dendo do sinal de tg.

Voltemos agora aos exemplos da Secao [7.4]

Exemplo 8.12. Para a 1-folheagao dada pelo campo de vetores do Exemplo [7.34], usando
a notacao acima, temos

0 0
+ ax ay ((l+ 7b+ )
0 0
X_=—+— _=1b_=1
8$+ay (a 7b )

Calculemos a fungao h" de F".

B (2, t) = —26(t).

Observe que, h'(x,t) = 0 = ¢(t) = 0, ou seja, se t = ty onde ty é o Unico zero da
fungdo ¢ em (—1,1). E obtemos portanto, a mesma condigao para a regiao de deslize de
F" obtida antes no Exemplo [7.34]

Analogamente, para 1-folheacao descrita no Exemplo temos

0 0

X+ = %"’2%’@ (CL+ —2ZL', b+ = ].)
0 0

X_ =—+2— _=2b_=1
oz dy (a b )

Calculemos a funcao h” para F". Temos
h'(x,t) = ¢(t)(2x — 2) + (2z + 2).
Note que,

x+1_x+1
r—1 1-—=z

h'(x,t) =0= ¢(t) =

A equagao acima possui solucdo se, e somente, se x < 0, e obtemos portanto a mesma
condicao obtida no Exemplo [7.35] usando agora a fungao altura h” de F".
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A Teoria Qualitativa das Equacoes
Diferenciais Ordinarias

Neste apéndice recordaremos brevemente os principais conceitos e resultados da teoria
qualitativa da equacoes diferenciais ordinarias. As demonstragoes que aqui serdao omitidas
podem ser encontradas pelo leitor em qualquer livro base de um curso de EDO, como por
exemplo, os classicos [27] e [25].

Definigao A.1. Uma equagao diferencial ordinaria (EDO) é uma relagao do tipo
e® = Ptz o, atY), (t,x, 2/ - aF" N eU

onde t € R, 2 € R%i € {0,1,--- ,k} e F : U — R? é uma funcdo continua definida
no aberto U C R'**¥  Se F ndo depende da varidvel ¢, a EDO ¢ dita auténoma. Caso
contrario a EDO ¢ dita ndo autonoma.

Definicao A.2. Uma solucao de uma EDO
¥ = F(t,x, 2, - af ), (t,x,2/,--- aF"HeU

é uma curva ¢ : I — R? k vezes diferencidvel no intervalo aberto I C R, que satisfaz as
seguintes propriedades:

o (t,yp(t), o' (t), -+, 1(t)) € U, para todo t € I;
o PF(t) = F(t,ot),¢'(t), - ,¢" (), para todo t € I.

Seja U C Rt e considere a funcio F' : U — R? continua. Dado (tp,79) € U, o
Problema de Cauchy
¥ =F(t,x)

Jf(to) = 2o

(A.1)

consiste em encontrar uma solugao ¢ : I — R? da EDO 2’ = F(t, r) satisfazendo ¢(ty) =
Zo-
Proposigao A.3. Seja ¢ : I — R uma fungdo tal que (t,¢(t)) € U para todo t € I.
Entao, ¢ € solugao do Problema de Cauchy[A.]] se, e somente se,

t

oty =z0+ | F(s,p(s))ds.

to

126
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A.1 Existéncia e Unicidade de Solucoes
Nesta secao, apresentaremos condigoes suficientes para que o Problema de Cauchy

¥ =F(t,x)

Jf(to) = 29

admita solucao e que, ademais, que essa solucao seja unica de acordo com a seguinte
definicao:

Definicdao A.4. Seja ¢ : I — R? uma solucdo do Problema de Cauchy . Dizemos que
essa solucdo é tnica se, para qualquer outra solucdo ¢ : J — R? de tivermos que

90|mJ = ¢|IQJ~

Fixemos as notacgoes:
o Paraa > 0e s €eR, denotamos I,(s) ={t e R: |t — s| < a}.
o Para b > 0ey € R? denotamos By(y) = {x € R?: |z — y| < b}.

Teorema A.5. Teorema Local de Picard: Dados (ty, zo) € R x R? e a,b > 0, sejam
U = I,(to) X By(zg) e F : U — R uma fungio continua em U e Lipschitz na sequnda
varigvel. Defina X, = {¢ : I.(to) = By(xg) : ¢ é continua}, onde o = min{a,b/M}
e M > 0 ¢é tal que max{|F(t,z)| : (t,z) € U} < M. Entdo, eziste uma unica fungao
@ € Xap que € solugio do Problema de Cauchy[A.]]

Teorema A.6. Teorema de Picard: Dado U aberto em R x R?, seja F : U — RY
continua em U e localmente Lipschitz na sequnda varidvel. Entao, para cada (to, z¢) € U,
existe uma tnica solugio p : I — R? do Problema de Cauchy . Mais ainda, I1,(ty) C I
e p(1y) C By(xg), onde I, € dado como acima com a,b > 0 tais que Uyp = I,(ty) X
By(zo) CU e M > 0 tal que max{|F(t,x)| : (t,z) € Usp} < M.

Teorema A.7. Teorema Local de Peano: Dados (ty,29) € R x R? e a,b > 0, sejam
U= I,(ty) X By(xg) e F: U — RY uma fungdo continua em U. Entdo, existe uma fungio
¢ : I,(to) = By(xo) onde o = min{a,b/M} e M > 0 € tal que max{|F(t,z)| : (t,x) €
U} < M que é solugio do Problema de Cauchy .

Teorema A.8. Teorema de Peano: Dado U aberto em R x R?, seja F' : U — R?
continua em U. Entdo, para cada (to, x9) € U, o Problema de C’auchy admite solucao
o I — Re Mais ainda I,(ty) C I onde I, é dado como acima com a,b > 0 tais que
Uap := 14(to) X By(zo) CU e M > 0 tal que max{|F(t,x)|: (t,z) € Uyp} < M.

A.2 Existéncia e comportamento limite das solugoes
maximais

Definigdo A.9. Uma solugdo ¢ : I — R¢ de 2’ = F(t,x) é dita maximal se para qualquer
outra solucdo v : J — R, tal que I C J e ¢|; = ¢, tivermos que I = J. Em outras
palavras, ¢ nao admite extensao que é também solugao. Neste caso I é chamado Intervalo
Maximal.
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Teorema A.10. Teorema da Existéncia das Solugées Maximais: Dado U aberto
em R x R, seja F: U — R? continua. Entdo, para cada (ty,r9) € U, o Problema de
Cauchy[A 1] admite solugdo mazimal @ : T — R%.

Teorema A.11. Teorema da Unicidade de Solug¢oes Maximais: Dado U aberto em
R x R4, seja F : U — R? continua. Assuma que, para cada (to,z¢) € U, o Problema de
C’auchy admite solu¢do unica. Entdo, para cada (ty,x0) € U a solu¢ao mazximal do
Problema de Cauchy[A.]] é unica.

Teorema A.12. Teorema do Comportamento Limite das Solugbes Maximais:
Dado U aberto em R x R?, seja F' : U — R? continua. Assuma que ¢ : (w™,w) — R?
¢ uma solugio maximal de ' = F(t,x) e considere a curva g(t) = (t,p(t)) C U. Entao,
g(t) “tende” a OU, quando t — w¥, isto ¢,

VK C U compacto ,3T* < (>)w*;g(t) ¢ K, ¥t € (w™, T7)U (T, w")

0

VK C U compacto ,\V(t)peny C (w™,w™),t5 — w* Im € N; g(tF) ¢ K,Vn > m.

A.3 Campos Vetoriais

Defini¢ao A.13. Sejam U C R? e I C R abertos.
« Um campo vetorial de classe C" em U é qualquer funcdo F : U — R? de classe C";

o Uma trajetéria (ou curva integral) do campo vetorial F' é definida como sendo uma
solugao maximal da EDO auténoma

' = F(x), (t,z) € R x U;

e Uma orbita do campo vetorial F' por p € U é definida como sendo o conjunto

Yo = {op(t), t € L},

onde ¢, : I, — R é trajetéria de F satisfazendo ¢,(0) = p, isto ¢, é solugio maximal
de 2’ = F(x),z(0) = p.

Teorema A.14. Teorema das Trajetérias: Se ¢ : I — R? ¢ trajetéria do campo
vetorial ' = F(x), entao, verifica-se uma das sequintes alternativas:

1. ¢ € injetora;
2. I =R ey € constante;

3. I =R eexisteT >0 tal que p(t +T) = p(t) para todo t € R e ¢(t) # ¢(s) sempre
que |t — s| < T (trajetoria periddica).

Teorema A.15. Teorema das Orbitas: Se v € uma orbita do campo vetorial ' = F(z),
entdo, ou~y € um ponto (drbita estaciondria, equilibrio ou singularidade) ouy é uma curva
de classe C" homeomorfa, ou a um intervalo aberto ou a S* (érbita periédica ou fechada,
respectivamente).
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Considere a seguinte relacao de equivaléncia: dados p,q € U, p ~ g <= g € 7,. Note
que a classe de equivaléncia de p € U ¢é dada por [p] = 7,. Como é usual, o quociente
U/ ~ denota o conjunto das classes de equivaléncia. Assim, U pode ser decomposto da
seguinte forma

U= U ) (A.2)
[pleU/~

Definicido A.16. Considere uma 6rbita v do campo vetorial F e seja a : I — RY
uma parametrizacio C' de . Dizemos que « estd orientada pelo campo vetorial F se
(/(t), F(a(t))) > 0, para todo t € I.

Definicao A.17. A decomposicao munida da orientagao proveniente do campo ve-
torial F' é chamada de Espacgo de Fase do campo vetorial F'.

Definicao A.18. Seja V um conjunto. Dizemos que ¢ : R x V' — V' é um fluxo em V se
e ©(0,p) = p, para todo p € V;
o (s,0(t,p)) = ¢(s+t,p), para todo s,t e R, ep e V.

Proposicio A.19. Seja U C R? aberto e F' : U — R? um campo vetorial C",r > 1.
Para cada p € U, denotamos por ¢, : I, — U a trajetéria do campo F' passando por p.
Considere o conjunto D = {(t,p) e Rx U :t € I,}. A fungio

p:D—=U
(t,p) = ¢p(t)
é um fluxo local em U.

Definicao A.20. Seja U C R aberto e sejam F e G campos vetoriais completos em U.
Dizemos que os fluxos de F e G comutam se F; o G, = G, o F}, para todo (s,t) € R2

Definicao A.21. Sejam U,V abertos em R e F': U — R? campo em U. Seja ¢ : U — V
um difeomorfismo. O pushforward do campo F' é definido como sendo o campo ¢, F :
V — R? em V dado por

G F(y) == do(o () F(o~ (), yev.

Defini¢ao A.22. Seja U C R? aberto e sejam F, G campos vetoriais em U de classe C*.
O Colchete de Lie entre F' e GG é definido por

[F,C)(a) = S (AR (R @) GF() o

Teorema A.23. Teorema da Comutacido dos Fluxos: Seja U aberto em R? e sejam
F.G:U — RY campos completos em U de classe C*. Entdo, as sequintes afirmacoes sio
equivalentes:

1. [F,G] = 0;
. (Fy).G =G, para todo t € R;

2
3. (Gy)«F = F, para todo t € R;
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4. F, oGy =G,0Fy, para todo t, s € R.

Definicdo A.24. Sejam F : U — R? e G : V — R? campos vetoriais C! definidos
nos abertos U,V C R? respectivamente. Dizemos que F ¢ topologicamente equivalente
(respectivamente, C"-equivalente) a G se existir um homeomorfismo (respectivamente,
um difeomorfismo C") h : U — V que leva érbitas de F' em drbitas de G preservando a
orientagao. Mais precisamente,

Gi(h(p)) = h(F.

Tp

@ (p)), para todo t € I,
onde 7, : I ;?(p) — If ¢ uma funcao estritamente crescente.

Definicdo A.25. Sejam F : U — R? e G : V — R campos vetoriais C! definidos
nos abertos U,V C R%, respectivamente. Dizemos que F é topologicamente conjugado
(respectivamente C"-conjugado) a G se existir um homeomorfismo (respectivamente um
difeomorfismo C") h : U — V tal que If = I,?(p) para todo p € U e ho F;, = Gy o h para
todot € I,. Se h ¢ C", entao G = h,F.

A.4 Estrutura Local dos Pontos Regulares

Definicdo A.26. Seja F' : U — R? campo vetorial definido no aberto U C R?. Um
ponto p € U é chamado de singularidade (ou ponto singular ou equilibrio) do campo F
se F(p) = 0. Caso contrario, p é chamado de ponto regular do campo F'.

Defini¢do A.27. Seja F' : U — R? campo vetorial C! definido no aberto U C R?. Seja,
S Cc Rt aberto e f: S — U fungdo C! injetiva. Dizemos que Y. = f(S) é uma secio
transversal de F se df (s) -R%! e F(f(s)) geram o espago R%. Mais ainda, 3 é dita segao
transversal em p se f(0) = p.

Teorema A.28. Teorema do Fluxo Tubular: Seja F : U — R¢ campo vetorial C*
definido no aberto U C R?, p € U um ponto reqular e . secdo transversal em p. Entdo,
existe uma vizinhanga V de p em U e um difeomorfismo h : V — (—e,¢) X B, onde € > 0
e B ¢ uma bola aberta de R centrada na origem tal que

e h(XNV)={0}xB e

e h(F|y) =G, onde G: (—¢,6) x B— RxRI¥t é um campo vetorial constante dado
por G(t, ) = (1,0)

Teorema A.29. Seja F : U — RY um campo vetorial C*. Assuma que, para algum p € U,
Vp € orbita periddica, isto €, t — @(t,p) é T-periddica para algum periodo (minimo) T > 0.
Seja S secio transversal de F' em p. Entio, existem 3,% abertos em & contendo p tais
que Yo C X e ¢(t,p) ¢ X, para todo t € (0,T) e 7: X — R uma fungao tal que:

e T(p)=1T;
« ¢(1(q),q) € X, para todo q € ¥y,
e (t,q) ¢ X, para todo t € (0,7(q)) e q € Xo;

o I : Xy — X, definida por (q) = ¢(7(q),q) é um difeomorfismo C' sobre sua
magem.
A fungio Il : ¥y — X é chamada de mapa (aplicagao) de Poincaré (ou aplicagio de
primeiro retorno de Poincaré) e 3y é chamada se¢io de Poincaré.
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A.5 Conjuntos Limites e Teorema de Poincaré-Bendixson

Definicao A.30. Seja I : U — R? campo vetorial C! definido no aberto U C R%. Dado
p € U, denote por I, = (w, ,w,) o intervalo maximal de definicao de ¢(-,p).

e Se w; = 00, definimos o conjunto w-limite de p como sendo o conjunto

w(p) ={x €U :3t, /oo tal que limp(t,,p) = x}.

« Se w, = —o0, definimos o conjunto a-limite de p como sendo o conjunto

a(p) ={x € U : 3t, \  —oo tal que limp(t,,p) = z}.

Seja F' : U — R? campo vetorial C' definido no aberto U C R? Dado p € U,
denotamos a semi-6rbita positiva de p por

v ={e(tp) t€[0,w)},
e a semi-Orbita negativa de p por
7 ={e(t,p) :t € (w,,0]}.

Teorema A.31. Teorema dos Conjuntos Limites: Seja F': U — R? campo vetorial
C' definido no aberto U C R%. Se, para algum p € U, 'y]'f estd contida em um compacto
K C U, entao:

1. w(p) # 0;
2. w(p) € compacto em K ;

3. w(p) € invariante por Fy, isto é, Fi(q) € w(p), para todo t € I, e ¢ € w(q). Mais
ainda, I, = R, para todo q € w(p);

4. w(p) € conexo.
Se vy, C K, as afirmagoes acima valem para a(p).

Definicdo A.32. Uma 6rbita periédica v de um campo vetorial F : U — R? é dita
« Ciclo limite: se existe p € U — {7} tal que v = w(p) ou v = a(p);

« Ciclo limite atrator: se existe uma vizinhanga V' de 7 tal que w(p) = v, para todo
p € V. Equivalentemente, lim;_,, d(¢(t,p),v) = 0, para todo p € V;

« Ciclo limite repulsor: se existe uma vizinhanca V' de v tal que a(p) = v, para todo
p € V. Equivalentemente, lim;_, ., d(¢(t,p),v) = 0, para todo p € V.

Definicdo A.33. Uma oérbita periddica v de um campo vetorial planar F : U — R? é
dita um ciclo limite semi-estével se existe uma vizinhanga V' de v tal que w(p) = v, para
todo p € V Nint(y) e a(p) = v, para todo p € V Next(y), ou vice-versa.

Teorema A.34. Seja F : U — R? campo vetorial C* definido no aberto U C R%. Seja
~ uma orbita periddica de F isolada de outras drbitas periddicas (isto €, existe uma vizi-
nhanga V' de 7 tal que F ndo admite outra dérbita periddica em V' além de vy). Entao,
¢ ciclo limite ou atrator, ou repulsor, ou semi-estdvel.
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Teorema A.35. Teorema de Poincaré-Bendixson: Seja F': U — R? campo vetorial
C! definido no aberto U C R?. Dado p € U, assuma que W;F C K, onde K é um compacto
em U. Suponha que F possua uma quantidade finita de singularidades em w(p).

1. Se w(p) nao contém pontos requlares, entao w(p) é uma singularidade;
2. Se w(p) ndo contém singularidades, entao w(p) € uma orbita periddica;

3. Se w(p) contém singularidades py,--- ,pn € pontos requlares, entio w(p) € a unido
dessas singularidades com orbitas requlares. Mais ainda, para cada orbita reqular

v C w(p) existem j,j € {1,--- ,n} satisfazendo que a(p) = {p;} e w(p) = {p;}.
Vale um resultado andlogo para o(p).

Teorema A.36. Seja F : U — R? campo vetorial C* definido no aberto U C R2. Se ~y, €
uma orbita periddica de F tal que int~yy C U, entdo existe py € intyy tal que F(py) = 0.

Teorema A.37. Seja F : U — R? campo vetorial C* definido no aberto U C R?. Assuma
que, para algum p € U, v, € orbita T-periddica de F. Seja ® : Xy — X a aplicagdo de
Poincaré definida numa secao transversal Yo de F' em p. Entdo,

() = expl [ x(aF (F(p))) ).

0

Se dll(p) # 1, entao ry, € ciclo limite. Mais ainda, Se 0 < dIl(p) < 1 (respectivamente,
dll(p) > 1)), entdo v, € ciclo limite atrator (respectivamente, repulsor).

A.6 Estabilidade dos Pontos Singulares e Critério de
Lyapunov

Definicao A.38. Seja F' : U — R? campo vetorial definido no aberto U C R%. Seja p
uma singularidade de F'. Dizemos que p é:

o Estavel, se para toda vizinhanca V' C U de p existe uma vizinhanca Vy, C V de p
tal que 7, C V para todo g € Vp;

« Assintoticamente estével, se existe vizinhanga V5 C U de p tal que lim;_,, Fi(q) = p
para todo g € Vj.

Seja F': U — R? campo vetorial definido no aberto U C R? e seja h : U — R funcéo
C!. Denotamos por Fh(z) = (Vh(x), F(x)).
Note que, Fh(z) = Lh(F(z))i=o-

Definicao A.39. Seja F : U — R? campo vetorial C' definido no aberto U C R? e seja,
p € U uma singularidade de F'. Dizemos que h : U — R ¢é uma Funcao de Lyapunov de
Fem pseh éC! e satisfaz:

1. h(p) =0 e h(z) > 0 para todo z € U — {p};

2. Fh(zx) = (Vh(x), F(x)) <0 para todo x € U.

Dizemos que h é uma funcao de Lyapunov estrita se h satisfaz (1) e
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3. Fh(z) < 0 para todo z € U — {p}.

Teorema A.40. Critério de Lyapunov: Seja F : U — R? campo vetorial C* definido
no aberto U C R? e seja p € U uma singularidade de F. Se F admite uma funcio de
Lyapunov (respectivamente, fungio de Lyapunov estrita) em p, entdo, p € estavel (respec-
tivamente, assintoticamente estdvel).

Defini¢ao A.41. Seja F' : U — R? campo vetorial C! definido no aberto U € R?. Dizemos
que uma singularidade p € U do campo vetorial F' é hiperbdlica se todos os autovalores
da matriz dF'(p) possuem parte real distinta de zero. Neste contexto, a matriz dF(p) é
chamada de matriz hiperbdlica.

Teorema A.42. Teorema de Hartman-Grobman: Seja F : U — R? campo vetorial
C! definido no aberto U C R? e p uma singularidade hiperbélica de F. Denote A = dF (p).
Entdo, existem vizinhancas V C U dep e W C R? de 0 e um homeomorfismo h : W — V
tais que

Fy(h(x)) = h(e™x),

para todo x € W et € J,, onde J, é intervalo mazrimal da trajetoria do campo linear
x — Ax restrito a W.

Defini¢do A.43. Seja F' : U — R? campo vetorial C! definido no aberto U C R% e p
uma singularidade hiperbdlica de F. Tome A = dF(p). Definimos o Espago Estével e o
Espaco Instavel de F' em p por:

o B ={reR:eMr —0,t — 0}
o« Fv={zeR?: ety —0,t - —o0}.

Proposicao A.44. Seja F : U — R? campo vetorial C* definido no aberto U C R% e p
uma singularidade hiperbolica de F'. Entado,

1. E* e E* sdo subespacos vetoriais de R tais que R = E* @ E".

2. Sex € E° (resp. x € E*), entdo ez € E° (resp. ez € E*), para todo t € R,
onde A= DF(p).

Defini¢ao A.45. Seja F': U — R campo vetorial C' definido no aberto U C R%. Seja
A C U um conjunto invariante por F; (isto é, Fy(a) € A, para todo a € A). Definimos os
conjuntos estavel e instavel de F' em A, respectivamente, por

WA(F) = {a € U : lim d(Fy(x), A) = 0}
WH(F) = {x € U lim_d(Fy(x), A) = 0}

Exemplo A.46. Seja F : D — R? campo vetorial C! definido no aberto D C R
Assuma que p € D é uma singularidade hiperbdlica de F' e sejam E* e E" os espagos
estével e instavel de A = dF(p). Entdo, existem vizinhancas U C D e V C R? de p e um
homeomorfismo h : V — U tais que

W2 (Fly) = h(VNE®) e WF|y) = h(VNE").
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Definicdo A.47. Seja F : D — R campo vetorial C' definido no aberto D C R? e
p € D singularidade de F. Definimos, ng, n, e n. como sendo, respectivamente, o niimero
de autovalores (contando com multiplicidade) da matriz dF(p) com parte real negativa,
positiva e nula.

Note que, p ¢é singularidade hiperbdlica de F' se, e somente se, n. = 0.

Teorema A.48. Teorema das Variedades Estavel e Instavel: Seja F' : D — R¢
campo vetorial C",r > 1, definido no aberto D C R?. Assuma que p € D € singularidade
hiperbolica de F' e sejam E* e E os espagos estdvel e instavel de A = dF(p). Entao,
existe uma vizinhangca U C D de p tal que

o W3(Fly) éC-subvariedade de dimensdo ns e T, W) (F|y) = E°;
o W(Fly) é C"-subvariedade de dimensdo n, e T,W)(F|y) = E".

As subvariedades W3 (F|y) e W) (F|y) sdo as tnicas satisfazendo as propriedades
acima.



B Variedades Suaves

Introduziremos neste apéndice os conceitos basicos acerca da teoria de variedades
suaves. O leitor pode consultar mais detalhes, bem como as demonstragoes dos resultados
aqui omitidas, em [19, [31].

B.1 Variedades Diferenciaveis

Definicao B.1. Considere uma aplicacao C", f : X — R™, onde X é um subconjunto
arbitrario do R". A aplicacao f é dita ser C" em X se para cada ponto x € X existem um
aberto U C R™ contendo x e uma aplicagao C", F': U — R™, tal que f = F em U N X.

Defini¢ao B.2. Um subconjunto M C R" ¢ chamado uma variedade C" de dimensao m
se satisfaz as seguintes propriedades:

o Existe uma cole¢ao enumeréavel de abertos V¢ C R", a € A, onde A é um conjunto
de indices enumeravel, com U® = V* N M tal que M = U,caU%;

o Existe um difeomorfismo C", z®, definido em cada aberto U%* que mapeia U® em
algum aberto do R™.

O par (U%, z*) é chamado de uma carta para M enquanto que Uye4(U®, %) é chamado
um atlas para M.

Definigao B.3. Seja [ = {t e R: —e < t < ¢} para algum ¢ > 0 fixo. Entao, uma curva
C" em M é uma aplicacao C" C': I — M.

Definigao B.4. Seja C' : [ — M uma curva C! tal que C(0) = p. O vetor tangente a C'
em p é
—C(t)| _ = ).

t=0

B.2 Espacos Tangente e Normal

Antes de discutirmos o conceito de espago tangente para uma variedade arbitraria,
vejamos o caso em que a variedade é o R™.

Exemplo B.5. Seja x € R™. Definimos o espago tangente a R™ em x, T,R™, como a
colecao de vetores tangentes a curvas passando por z em z. O conjunto T,R™ construido
dessa maneira pode claramente ser identificado com o préprio R™.

135
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Vamos agora formalizar o conceito de espago tangente em um ponto de uma variedade
diferenciavel arbitraria.

Seja (U®, z*) uma carta contendo o ponto p de uma variedade diferenciavel M de
dimensao m. Entao, x*(U?*) é um aberto de R™ que contém x*(p). Do exemplo anterior
temos que Tya(,)R™ = R™. Para construir 7, M “transportamos” Ty, R™ para p usando
a aplicacdo z®. Como z® é um difeomorfismo, (z*)~' : 2*(U*) — U® também o é.
Assim, podemos calcular D[(z*)~!] que é um isomorfismo linear de R™ em R™. O espago
tangente em p € M, T,M, é definido entdo como sendo D[(z*)!]|,a(y) - R™.

Defini¢ao B.6. Seja (U, z%) uma carta em M com p € U®. Entéo, o espago tangente a
M em p, denotado por T, M, é definido como sendo

D(z%) oy - R™

Observacao B.7. O espaco tangente em p de uma variedade diferencidvel M possui a
mesma interpretagdo geométrica que o espaco tangente de um ponto no R™, ou seja, pode
ser visto como a colecao de todos os vetores tangentes a curvas em M passando por p em

.
Proposicao B.8. A construcao de T,M independe da escolha da carta para M.

Tendo agora definido o espago tangente em um ponto de uma variedade, podemos
entender o conceito de derivada de uma aplicacao entre variedades. Seja f : M™ — N*,
onde M™ C R™, m < n é uma variedade m-dimensional e N* C R?, s < ¢ é uma variedade
s-dimensional. Sejam (U%;z%) uma carta em M™ contendo um ponto p e (W?;y#) uma
carta em N*® contendo f(p). Usando as cartas coordenadas de M™ e N*, podemos escrever

Fp) = ") oly’o fo(@®)oa(p).
Definicao B.9. Definimos a derivada da aplicacao f : M™ — N?® no ponto p por
Dflp = DIy") NyerwnPly” o f o (@) laa(ry D2y
Proposicao B.10. Sejam f: M™ — N°® e Df definida como acima; entao
Dfl, : T,M™ — Ty N°.

Proposicao B.11. Se M ¢é uma variedade diferencidvel m-dimensional, entao, para cada
p € M o espago tangente T,M €é um espaco vetorial de dimensao m.

Defini¢ao B.12. Seja M C R" uma variedade diferenciavel e p € M. O conjunto
N, ={veR":vlT,M}
¢ chamado espaco normal em p.
O produto interno (.,.) usual do R™ induz a seguinte divisao

TpRn - TpM @Np
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B.3 Fibrados Vetoriais, Fibrados Tangente e Normal

Definicao B.13. O fibrado tangente de uma C" variedade, M C R", denotado por T'M,
é definido como
TM ={(p,v) € M xR" :v e T,M}.

Isto é, o fibrado tangente é o conjunto de todos os possiveis pares ordenados consistindo
de pontos de M e de vetores tangentes a M neste mesmo ponto.

Proposicao B.14. Seja M C R™ uma variedade C" de dimensao m. FEntao, o fibrado
tangente de M, TM C R?*", é uma variedade C"~' de dimensdo 2m.

Defini¢ao B.15. O fibrado normal de uma C” variedade, M C R", denotado por N, é
definido como
N ={(p,v) e M xR" : vLT,M}.

Assim como o fibrado tangente, o fibrado normal é uma variedade C"*.
Utilizando a proje¢ao ortogonal canonica IT : TR™|,; — N, de forma andloga ao que
temos para os espagos tangente e normal, obtemos

TRy =TM & N.
Os fibrados tangente e normal de uma variedade sao exemplos de fibrados vetoriais.

Definicao B.16. Um fibrado vetorial é uma variedade que possui um espago vetorial
associado para cada ponto.

Para os fibrados tangente e normal de uma variedade, os espacos vetoriais associados
em cada ponto sdo T,M e N, respectivamente.

Os espagos vetoriais individuais N, que compdem o fibrado normal A, sdo chama-
dos de fibras do fibrado vetorial e p é chamado ponto de base da fibra N,. A mesma
terminologia se aplica a T'M e T,M.

Definicao B.17. A aplicacao de projecao das fibras, denotada por w, é a aplicacao que
leva cada ponto de uma fibra no seu ponto de base, isto é,

w:N—=>M

(p,v) = p.
Definicao B.18. Uma se¢ao de um fibrado normal, denotada por u, é uma aplicacao que
leva pontos de M em pontos de N, isto é,

uw:M— N
p (p,v).

Dizemos que u é uma secao C" se é uma aplicacao C".
A secéo nula de M é M x {0} e é claramente identificada com M.

Note que, w o u = Idy,.

Fibrados vetoriais, em particular, o fibrado normal, possuem uma importante propri-
edade de trivialidade local. Isso significa que o fibrado normal restrito a uma vizinhanca
suficientemente pequena em M, digamos U C M, é C" difeomorfo ao produto cartesiano
de U com R™"™™.
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Queremos agora mostrar como o fibrado normal pode ser usado para construir vizi-
nhancas de uma variedade. Considere a aplicacao

h: N = R"

(p,v) = p+wo (B-1)

Essa aplicagao fornece uma identificagao natural de N|y; com R™.
Considere agora o seguinte subconjunto do fibrado normal

N =A{(p,v) e N : Jv| <e}.
Temos o seguinte resultado.

Proposicao B.19. Seja K C M um compacto. Entdo, existe g > 0 tal que 0 < & < g,
e um difeomorfismo C"1, h, que mapeia N-|x em uma vizinhanca de K em R™.

B.4 A esfera S’: um exemplo

A fim de ilustrar os conceitos anteriormente abordados consideremos o seguinte exem-
plo.

Exemplo B.20. Considere a esfera 2-dimensional S? ¢ R? dada por
S? ={(z,y,2) €eR* : 2 +¢y* + 2* = 1}.

Mostra-se que S? é uma variedade C* 2-dimensional. Outra maneira de ver S? é
considerar o conjunto nulo da equacgao

f(x,y,z):x2+y2+z2—1.

Seja C(t) = (z(t),y(t),2(t)), t € I C R uma curva em S? (s.p.g. suponhamos que
0€l)esejaC(0)=p= (xg,yo,20). Entao,

Vo) = (rcw).¢o) =0
= (200, 200.220). (2(0). 3(0). £0))) = 0

= 2(0)z0 + 29(0)yo + 22(0) 20 = 0.
Como C(0) é um vetor tangente & S? em C'(0) = p, segue que
T,5% = {(a,b,c) € R : axq + by + czo = 0}.

Da equagdo acima temos que 7,5? é um plano passando pela origem de R3. Além
disso, temos
N, = {(a,b,c) € R : (a,b,c) = a(zo, Yo, 20), @ € R}.

Note que, N, é uma reta passando pela origem em R?.

Por construcao,
R* = T,R* = T,5* @ N,
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Podemos agora calcular as expressoes dos fibrados tangente e normal. Para o fibrado
tangente temos

{(p,v):p€ S*veT,M}
={(p,v) : p= (20,90, 20) ER* 2+ g+ 2 =1e¢
v = (v1,09,03) € R? vymo + Voo + V320 = 0}.

Da mesma maneira, o fibrado normal é dado por

N ={(p,v):peS®eveN,}
={(p,v) : p = (0, %0, 20) € R?’,xg—i-yngzg =1le
V= (UI>U27U3) S R37 (,017/0271}3) = Q(x07y07Z0)7a S R}

O fibrado tangente de R? restrito & S? (colegao dos vetores tangente emanando de
pontos em S?) é dado por

TR?|s2 = {(p,v) : p € $*,v € R’}
:{<p: <$:y,2)70);$2+y2+22: 1,1} ERS
=TS’a N.

Vamos obter a aplicagdo projecao na componente normal
IT: TR?| g2 — N.
Seja (p,v) € TR?|g2, entdo
II: (p,v) = (p, (v,n)n),

onde n é um vetor normal unitdrio a S? em p, isto é, n = Df(p)/||Df(p)||-
Se p = (o, Yo, 20), um célculo explicito fornece

( Lo Yo 20 )
n = ) )
VIR @+ iR+ R+ 2
e como x§ + 5 + 25 = 1,
n = (Zo, Yo, 20)- (B.2)
Vamos construir uma vizinhanca de S?. Consideremos a aplicacdo dada em [B.1
h:N — R
(p,v) — p+wv.
Considere um ponto (p,v) € N e seja p = (x0,Y0,20). Entdo, v € N, é da forma

v = an, onde n é um vetor normal a S? em p e @ € R. De , n = (xo, Yo, 20). Assim,
podemos reescrever a aplicagao h por

h: N —R3
(p,v) = p+v=(1+ a)(xo, Yo, 20)-

Variando «, zg, Yo € 2o, restritos a condigao x3 + y2 + 22 = 1, obtemos uma vizinhanga
de S? em R3.
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B.5 Variedades com bordo

Nesta secao discorremos brevemente sobre o caso de variedades com bordo, recorrente
em diversas situacoes.

Definicao B.21. O semi-espaco fechado, H™ C R™, é definido como a seguir
H™ = {(z1, 29, -+ ,2m) € R™ : 21 > 0}.
Como usual, denotamos a fronteira de H™ por OH™.

Em seguida, apresentaremos a definicao de uma variedade com bordo.

Defini¢cao B.22. Um subconjunto M C R™ ¢é chamada uma variedade C" com bordo
m-dimensional se possui as seguintes caracteristicas estruturais:

» FExiste uma colegdo enumeravel de abertos V¢ C R", a € A, onde A é um conjunto
de indices enumeravel, com U® = V>N M tal que M = UyeaU%;

o Existe um difeomorfismo C", x®, definido em cada U“ que mapeia U® sobre algum
conjunto W NH™, onde W é um aberto de R™.

Observacao B.23. Facamos algumas observagoes acerca da Defini¢ao [B.22]

o A fronteira de M, OM, é definida como o conjunto dos pontos em M que sao
mapeados em JH™ sobre a acao de z?;

o A fronteira de M é uma C" variedade de dimensao m — 1 e, M — M é uma C"
variedade de dimensao m;

+ O espaco tangente de M em um ponto é definido exatamente como na defini¢ao [B.6]
mesmo se considerarmos um ponto na fronteira.

B.6 Submersoes, Imersoes e Mergulhos

Recordaremos agora como sao definidos os conceitos de submersao, imersao e mergu-

lho.

Definicao B.24. Sejam M e N variedades suaves (com ou sem bordo). Dado uma
aplicacao suave F': M — N um ponto p € M, definimos o posto de F' em p como o posto
da aplicacao linear DF), : T,M — Tp)N, isto é, o posto da matriz jacobiana de F' em
qualquer carta, ou ainda, como a dimensao de Im(DF,) C Trq)N.

Se F' possui o mesmo posto r para todo ponto, dizemos que F' possui posto constante
e escrevemos rank ' = r.

Observacao B.25. Como o posto de um aplicacao linear nunca é maior que a dimensao
de seu dominio, ou de seu codominio, o posto de F' em cada ponto é limitado superiormente
pelo min{dim M, dim N}.

Se o posto de DF,, ¢ igual a esse limite superior, dizemos que F' possui posto completo
em p e, se F' possui posto completo em todo ponto de M, dizemos que F possui posto
completo.
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Definicao B.26. Uma aplicacao suave F': M — N é chamada uma submersao suave se
sua diferencial é sobrejetiva em cada ponto (ou equivalentemente, rank F' = dim N).

Ainda, F' é chamada uma imersao suave se sua diferencial é injetiva em cada ponto
(equivalentemente, Rank F' = dim M).

Proposicao B.27. Suponha que F' : M — N ¢é um aplicacio suave e p € M. Se DF,
é sobrejetiva, entdo p possui uma vizinhanga U tal que F|y € uma submersio. Se DF, é
injetiva, existe uma vizinhanga U de p tal que F|y é uma imersao.

Um tipo especial de imersao é particularmente importante.

Definicao B.28. Se M e N sao variedades suaves (com ou sem bordo) um mergulho
suave de M em N é uma imersdao suave F' : M — N que é também topologicamente
um mergulho, isto é, um homeomorfismo sobre sua imagem F(M) C N no subespago
topoldgico.

Teorema B.29. Suponha que M e N sdo variedade suaves (com ou sem bordo) e seja
F M — N uma aplicacdo suave. Entao, F' é uma imersdo suave se, e somente se, cada
ponto em M possui uma vizinhanga U C M tal que Fly : U — N € um mergulho suave.



C Exemplo: Blow up
quase-homogéneo aplicado a duas
singularidades

O seguinte exemplo, encontrado em [3], descreve passo a passo o uso de uma aplicagao
de blow up quase-homogéneo.
Considere o campo de vetores em R* dado por

2 2

X(z,y,e,a) = (y—2—3,5(a—x),0,0>. (C.1)

Sejam sy = (0,0,0,0) e ng = (—1,1/6,0,0). Temos que X(s9) = X(ng) =0 e,

—r—x% 1 0 0

—& 0 a—=x ¢

0 0 0 0

Logo,
0100 210 0
0000 0 010
DX(s0) =19 ¢ 0 o DX(no)=1 o ¢ ¢ 0 |

0000 0 00 0

de modo que sg e ng sdo pontos de equilibrio nao hiperbdlicos de X. A fim de obtermos
uma condicao de hiperbolicidade, vamos aplicar um blow up quase-homogéneo a ambas
as singularidades sy e ng.

Blow up na singularidade sy = (0,0,0,0):

Vejamos primeiro o que ocorre com so = (0,0,0,0).

Seja 5% = {(z,y,¢,a);2* + y* + &% + a* = 1,e > 0} a semi-esfera e considere a
transformacao

d:9x[0,U) = R* x A

(fv y,€,a, U) = (uai‘7 U/Bg, U,yf:r, U

C.2

), 2
onde A = [0,00) x [-1/2,00) e U é escolhido adequadamente.

Vamos considerar o blow up quase-homogéneo dado pela transformacgao com coe-

ficientes (v, 3,7,0) = (1,2,2,1). Maiores detalhes sobre a escolha de U e dos coeficientes

142
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da aplicagao de blow up podem ser vistos em [3]. Assim, escrevemos a transformacao @
como

d: 9 x[0,U) = R* x A
(Z,7,&,a,u) — (uZ,u’y, u’s, ua),

(C.3)

Vamos obter expressoes para o campo desingularizado pelo blow up dado por em
cada uma das seguintes cartas {¢ = 1}, {a = £1}, {z = £1} e {y = £1}.
Na primeira carta {€ = 1} a transformacao ¢ dada por

8 x[0,U)|cz1 = R*x A
(z,7,a,u) — (uz,u®y, v, ua).

Um célculo direto nos fornece

w 0 0 & L0 —% 0
10 w0 2uy 4 10 &5 =% 0
De=19 0 0 20 |[TPY =g b 5 1|
0 0 u a 0 0 5 0
¢,
X(®(z,y,a,u)) = X(uZ,u’y, u”, ua)
-2 =3
= (uzg—uﬂ— — u3m—,u (ua — ux),0,0)
2 3
Portanto,
_ 1.
Xe_:l('i?gaaﬁ U) = 7X_=1(£7g7d7u) = ((D(I)) ' oXo (I)>(i7g7&7 u)
u
L0 —55 0 u2g—u2§ u”—;
10 &5 —% 0 u?(ua — ur)
Tufl 00 =% 4 0
00 4 O 0 (C.4)
_ 1,2 5:3
y—5 -~ uwy
B a—7
N 0
0

Sobre a semi-esfera, ou seja, fazendo u = 0, o campo Xz—; se escreve como

de modo que,
_ i— 2 =
X§:1=0¢>{y 2
a—z=0.

Substituindo z = a na primeira equagao do sistema acima, obtemos que o campo tem
um ponto de equilibrio em (a,a?/2).
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Ainda, sobre a semi-esfera,

. ~1

DX (z,¥,a,u) = = DX._(a,a*/2,a,0) =

]
o O O+
S O = O
o O OO
o
o O O
O O = O
o O OO

0 0

Para as cartas {a = +1}, o procedimento é analogo. Neste caso, a transformagao ®
dada em se escreve Como

(I)i : Sg X [0,U)|a:i1 —>R2 x A

(Z,7,& u) — (uZ, u’y, u’s, +u),

de onde segue que,

v 0 0 =z L0 0 FE

0 w2 0 2uy _ 0 L 0 F

+ -1 _ u? u
De™ = 0 0 u® 2ue = (D®5)™ = 0 0 % F= [’

0 0 0 =1 0 0 0 =+l

2 =3
= <u2§ P u?s(+u — uz), 0, 0> )

5 0 0 F2 w2y — L — P
1(0 L 0 FZ u?e(+u — ur)
Tw| 0 0 L FE 0
0 0 0 =1 0 (C.5)
_ 52 53
y—g —uy
_ e(£1 —2)
B 0
0

Novamente, fazendo u = 0, de modo que estamos sobre a semi-esfera, o campo X 4,

Se escreve )

-5

> +1—=z
Xc%:il = 8( 0 x) )

0
de modo que,
~ j—Z =0

Xz =07 2

E(xl—2)=0

Se ¢ = 0, temos uma curva de singularidades dada pela pardbola y = 72/2, isto ¢,
todos os pontos da forma (z,z%/2,0,0) sio pontos de equilibrio para XZ ,,. Para ¢ # 0,
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devemos ter ¥ = £1 e y = 1/2, ou seja, os pontos (1,1/2,£,0) sdo também pontos de
equilibrio para X= ..
Temos ainda que, para u = 0,

-z 1 0 O
= - 0 £1 0
DXw=1 0 0 0 o
0O 0 0 O
de onde segue que,
-z 1 0 O
St - 9 - 0 0 £1 0
DXa:il(xax /27070> - 0 0 0 0
0 0 0 O
e7
+1 1 0 O
Sy [ - 0 x£1 0
DXd::tl(:l:L 1/27 &, 0) - O 0 0 0
0 0 0 0

Vamos agora analisar o comportamento do campo desingularizado X “fora da explo-
sdo”, ou seja, para u # 0, através das cartas {z = 1} e {y = 1}. Estaremos portanto,
considerando o campo restrito X |z, onde Fy = {£=a = 0}.

Para as cartas {¥ = +} transformagido ® dada em se escreve COmo

OF . S' X [0,U)]p=x1 — R x A
(y,€,a,u) — (Fu,u*y, v’z ua),

de onde temos,

0 0 0 =+I T2 L 0 0
2 = 2e 1
+ u 0 O 2uy N1 :F; 0 w2 0
D(I)_OUQOQUE (D(b)_:F%OO%’
0 0 u a +£1 0 0 O
e?
X(®=(,¢,a,u) = X (Fu, vy, u’s, ua)
2 3
= (u?y — % F %,uzg_(u& Fu),0,0)
Logo,
o 1 o
X:%:il(:% &, aau) = aXEt:il(?%g? a, u)
FE o 0 0\ (uy-nFy
1L FE 0 5 0 u?e(ua F u)
o 2 0 0 i 0
£1 0 0 0 0 (C.6)
T2ty +uil +e@—1)
F2ey &+ u¥

:Fc_zgjj:%—l—ug
Uy ¥ 5 -5
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Restringindo o campo X=_,, & Fy = {£ = a = 0}, temos

F20° = £ +u

- 0
Xi:i:jzl = 0 )
e
de onde segue que,
_ F25° = £y +uZ =0
Xt, =0& SRR

Resolvendo o sistema acima encontramos que os pontos (0,0,0,0), (0,0,0,F3/2) e

(1/2,0,0,0) sdao pontos de equilibrio de X= ;. Ainda,

Fag£1+2 0 0 e

St 0 0 0 0

DXosr = 0 0 0 0

+u 0 0 £yF % — %“
Assim,
£1 0 0 O
St | 000 O
DXi=i1(070707 0) - 0 0 0 0 )

0 00 F3

0 00 O

> 0 00 O

+ —
X:Z":i1<07 07 07 :F3/2) - 0 0 0 0 )
F3 00 -1
¢,
+1 0 0 3
> 0 00 O
+ —
Xa?::tl(l/anyoao) - 0 00 0
0 00 O
Por tltimo, vamos considerar a carta {y = £1}. A aplicacdo dada em se escreve

neste caso como

®* 1 S % [0,U)]y=s1 — R* x A
( 2

T,E,a,u) — (uZ, +u? u?E ua).
Um célculo direto fornece,

u 0 0 = : 33 0 0

0 0 0 +2u _ 0 Fi2we 1 _a

+ _ -1 _ 2ul w2 u3
D 0 w? a 205 |7 (D7) 0 Fs% 0 %
0 0 uw a 0 +- 0 0

[\

U

X (®%(z,¢,a,u)) = X (uz, £u?, u?E, ua)

2-2 3-3
= (iuQ _rr_ue ,u%(uc‘z—u:ﬁ),0,0) )

2 3
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Logo,
vt (= = = Loy oo
Xii1(7,8,a,u) = " i1 (T, 6,0, u)
% iﬁ27 0 07 42 u22i2 _ u33503
_llo FEEE L -4 u?e(ua — uz)
Cu| 0 FH 0 2 0
0 +5+ 0 0 0 (C.7)
+1 -2 —z&a—1)/2
_ F&*(a — 1)
Faz(a—z/2) ’
tué(a —x)/2

onde no campo acima ja nos restringimos a Fy = {¢ = a = 0}.

Ficam assim determinadas todas as expressoes da aplica¢ao de blow up quase-homogéneo
na singularidade sy = (0,0,0,0) considerando as cartas {¢ = 1}, {a = £1}, {x = £1} ¢
{y = +1}.

Blow up na singularidade ng = (—1,1/6,0,0):
Inicialmente, vamos considerar a mudanca de variaveis

1
x:—1+1ey:6+g, (C.8)

na qual transladamos a origem para o ponto (—1,1/6). Feito isso, vamos aplicar a blow
up quase-homogéneo como de costume.

Substituindo a mudanga de coordenadas na expressao do campo X, dada pela
equagao obtemos

X(x,y,e,a)z(y—i—— S = ,8(a—(—1—:1:')),0,0>

6 2 3
2 3

— <y+x2—m3,a(1+a—x),0,0> (C.9)
.132 1'3

= <y+2—3,5(1+a—x),0,0>,

onde na ultima igualdade omitimos a barra subscrita para simplificar a notagao.
Consideremos, como antes, a semi-esfera 53 = {(z,y,¢,a) € R4 z* + 2 + &2 + a* =
1, > 0} e a transformagao dada por

(C.10)

[
T, 7, a,u) — (uz,u’y, uE ua),
(,y ) = ( y

em que U’ e My sao escolhidos adequadamente.

Vamos considerar a transformacao com coeficientes (a, 3,7,0) = (2,4, 6, 3), isto
é, estaremos considerando

8% x[0,U) = My — {so}

(‘%7 y,€,a, u) = (UQi’, U4g, UGF’E, u3&).

(C.11)
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Novamente, o leitor pode consultar mais informagoes acerca da escolha dos coeficientes

em [3].
Vamos olhar a transformacao nas cartas {¢ = 1}, {a = £1}, {x = £1} e {y = —1}.

Para a carta {€ = 1} temos que a transformacao ¢ dada por
P 53 X [O, U,)|g:1 — My — {So}
(j7 g’ C_L, U) = (uza_:? U4g, u67 uga)a

de onde segue que,

v 0 0 2ux L 0 —3% 0

0 ut 0 4udy ,1 0 L —2% 0
De=1\"g 0 0 6w [PV = o 2 1|

0 0 u 3u’a 0 0 &5 0

z? z
= <u4gj +ut Y — w8 (1 + vPa — uPz, 0, 0) :

2 3
Portanto,
- 1
X€=1 - 72X€—1 - ?((ng) loXo ¢)
= 0 =35 0 uty +utl —utT
Lo & =% 0 uS(1+ vPa — u?z
w2 00 =% & 0
0 0 55 O 0 (C.12)
y+ G -
| 1+wla— iz
N 0
0
Fazendo u = 0, o campo Xz_; se escreve
_ 52
y+5
- 1
XE: = 5
! 0
0

de modo que o campo Xz, nao possui singularidades.
Para as cartas {a = £1}, o procedimento é andlogo. A transformacao é, neste

caso, dada por
(bi : S3 X [07U,)&=i1 — MO = {SU}’fl:i
(%,7,8,u) = (T, u'y,u’s £ u?),

de onde temos,

w 0 0 2ul = 0 0 F&

DCIDi 0 'LL4 0 4U3g D(P:t -1 _ 0 u714 0 :F:;iuTy_g,
1o 0w ez |TWPYIS 0 0oL FE |

0 0 0 =+3u? 0 0 0 £33
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X(05(7,9,8,u)) = X (u*z, u'y, u’¢, £u’)

= =3
:<u4y—|—u43j UG%us(liu —u:L‘)O())

2
Logo,
_ 1 A
Xo —Xari1
- (1] 0 :ng% uty +utl — s
L0 5 0 F3h we(1 £ u? — u’z)
w2 00 &K FE 0
0 0 0 +55 0 (C.13)
_ 72 2£3
_ | el +v? —uPa)
0
0
Fazendo v = 0 em [C.13] temos
g+
X = <
a==+1 0 )
0

ou seja, a expressao do campo é a mesma para ambas as cartas {a = £1}.

Observe que para € # 0, temos que o campo Xa_,, nao possui singularidades. Para
e = 0, encontramos toda uma curva de singularidades, dada pela parabola y=—1%/2, ou
seja, os pontos da forma (z, —z/2,0,0) sdo pontos de equilibrio para X ,, com

100
0010
DXz (2, -2/2,000= | o o o o
0000

As informacoes para o campo X para u # 0 serdo obtidas analisando as demais cartas,
considerando o campo restrito a Fy = {¢ = a = 0}.
Para as cartas { = +1} temos que a transformagao se escreve

+ . Sg X [O, U/)i::tl — MO — {S()}
(y,,a,u) — (Fu?, uty, u®s, u’a).

Logo,
0 0 0 42u T4 5 00
N A R s
0 0 v 3u’a +L 0 0 0
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e?
X(9*(,¢,a,u)) = X (£u?, u'y, u's, u?a)
U4 UG
= <u4g + 5 F E,u%—(l +ula £u?),0, o) .
Portanto,
_ 1 A
Xa%t::tl =9 ;:::tl
T3 L 00 uly L F
_ 1 ;% 0 =% (1) ube(1 4+ uda £ u?)
U,2 :Fﬁ 0 0 w 0
+ 0 0 0 0 (C.14)
El+vPaTu) T2 Fy+ 2u’y
B F3YE F 5& +u’e
- FiyaF Sa+u’d
y u u’
Nos restringindo a Fy = {€ = a = 0} temos
22 F Y+ 50y
- 0
X;::ﬁ:l = 0 )
y U u’
de modo que,
. 2P FTy+2uPy=0
X;t_i1:0<:>{¢y$y+3uy Su=7y=0.

y U ud

Portanto, o ponto (0,0,0,0,0) é um ponto de equilibrio para XE ..
Temos ainda que,

FAGF L+ 0 0 ¥
> 0 0 0 0
+ _
DXt = 0 0 0 0
U y u?
U 0 0+Z+1 ¢
F1 0 0 0
= 0O 00 O
+ _
= DXE::I:I(Q 07 07 07 O) - 0 0 0 0
0 00 =+3

Por fim, considerando a carta {y = —1} podemos escrever a transformagao como

®: 5% % [0,U")]y=—1 = Mo — {so}

(z,8,a,u) — (uz, —u*, u®s,u?a).

Um célculo direto fornece

w? 0 0 2ux ul—Q 7 0 0
o o0 0 —aw P I N -
De=1g w0 6we | 7PV = o H G 1 |

0 0 « 3ula 0 s 00
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2
Portanto,
_ 1 A
Komot = 5 Xy
= 2 00 —ut -t ST
1o 35 5 0 uSe(1 +uda — 2%7)
w| 0 2% 0 % 0
0 —75 0 0 0 (C.15)
—u? + P — T L EE(1 + vt — uT)
B %§2u2(1 +uda — u’T)
N 2agu’(1 + vPa — u’z)
— 251 + uPa — uT)

E, fazendo € = a = 0, obtemos

—u? + T —ut T CrE(1 + uda — u?7)
> 0
Xg:,1 = 0
~25(1 4+ ua — u?7)

Ficam assim determinadas todas as expressoes da aplicagao de blow up quase-homogéneo
na singularidade ng = (—1,1/6,0,0) considerando as cartas {¢ = 1}, {a = +1}, {x = £1}
e {y = £1}. E, com isso, terminamos o nosso exemplo.



D Compactificacao de Poincaré

Neste apéndice construiremos a compactificacdo de Poincaré de um campo vetorial
polinomial em R?. A técnica de compactificacao de Poincaré nos fornece uma compreensao
global do retrato de fase de um campo de vetores polinomial no plano. A construcao aqui
apresentada por ser vista em [15].

Denote por (1, x2) as coordenadas do plano e seja X (x1,z5) = (P(x1,23), Q(x1,x2))
um campo vetorial polinomial planar. Consideremos a esfera S? = {(y1,vys,y3) € R? :
y? + y2 + y2 = 1}, denominada esfera de Poincaré, e um plano R? no espago R*® com
coordenadas (yi,ys,y3) = (71,22, 1), que é tangente a esfera S? no ponto (0,0, 1).

Vamos dividir a esfera S? em trés partes:

Hy = {(y1,y2,y3) € 5 : y3 > 0} : hemisfério norte;
H_ = {(y1.y2,y3) € 5* 1 y3 < 0} : hemisfério sul;
St = {(y1, 92, 43) € 52y = 0} : equador.

Dado um ponto (z,73) € R?, consideremos a reta que passa pelos pontos (0,0,0)
e (w1, 2,1), que intersecta S? em exatamente dois pontos antipodais (diametralmente
opostos) dados por

+ X1 To 1

Y ‘(A@)’A@)’A(@)em
_ T i) 1

Voo <A<w>’ Alw) A(w)) -

onde A(x) = /2?2 + 23 + 1. Consideremos também as proje¢oes do campo vetorial X de
R? em S? dadas pelas projecoes centrais

frR = 8% (2) =y*
fTRP = S5 f(2) =y,
conforme a Figura [D.1]

Das projecgdes centrais, obtemos os campos vetoriais induzidos nos hemisférios H, e
H_ de S?. Considere o campo vetorial induzido

X:H UH. — H,UH_
) {Dﬁ(a:)X(x); sey = f*(z) € Hy
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Figura D.1: Projecoes centrais

Se Yy = (ylay%%) S 52’ segue que
(7)) = (y y) s> 0
Y3 Y3

() () = (z z) Cseys <0

De fato, se y = (y1,v2,y3) € S? é tal que y3 > 0, entdo existe r = (z1,72) € R? tais

que

_ T i) 1
) = (55 507 50

y1 = x1/A(z)
= §Y2 = $2/A(5L’)
ys = 1/A(x)

Da ultima equagao do sistema acima temos que A(x) = 1/ys e, substituindo nas

demais obtemos
r1 = yA@) =y1/ys
Ty = Yo A(T) = Y2 /ys;
logo,
- Y1 Y2
f+ ! Y1,Y2,Y3) = <7>
AP ) Ys Ys
O mesmo ocorre no caso em y € Sf com y3 < 0.
Podemos entao escrever o campo X explicitamente como

+ (YL y2 noyz).
Xy, y2,y3) = {gi— Ezgﬁ’ Zi% § Egﬁ’zzgj :z zz z 8

Y3’ Y3 Y3’ Y3

Assim, tendo em mente que A(z) = 1/|ys]|, segue que

2 2
Yo+ Y3 —YilY2 P vz
oy Ny )
Df+ <1 2) X (1 2) =13 —Y1Yo y% +y§ ( Q EZJS Y3

) ’ yi Y2
Y3 Ys Ys Y —YsYr  —YsY2 Y3’ ys

)
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Y5 +us —yive IR
Df~ <y1,y2>X<y1’y2> =ys| —ny2 Y+ (ngi”iﬁg )7
Ys Ys Ys Ys —ysy1 —Usle Q 3y
ou seja, o campo X tem a mesma expressdo em H, e em H_. Observe ainda que, se
Hg(yl,yQ, y3) = y3, i.e., II3 é a proje¢ao na terceira coordenada, temos que I3(f*(z)) =
(x) — 0, quando ||z|| = oo; neste sentido, o equador S* representa o “infinito” de R2.
Para estudar o comportamento do campo X no infinito precisamos estender o campo

X em toda a esfera S? e, para isso vamos multiplicar o campo vetorial X pelo fator
p(y) = 371, onde d = max{grau(P), grau(Q)}. Fazendo isso, temos que cada componente
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é um polindmio homogéneo de grau d nas variaveis y;,y> e y3, de modo que pode-se
considerar uma extensao de X em y3 = 0.

Definigido D.1. O campo obtido, dado por P(X)(y) = p(y)X (y), é chamado de compac-
tificacao de Poincaré do campo de vetores X.

Queremos agora obter explicitamente o campo P(X). Observamos inicialmente que S?
¢ uma variedade compacta que pode ser coberta por seis cartas locais, dadas por (U, ¢x)
com

qbk : Uk — R2
Y — (ym yn) ,m<mn;m,n#k,
Y Yk
em que Uy = {y € 5% : yp > 0} e por (Vi, 1), onde
Ui Vi = R Ue(y) = —dn(y),

eVi,={yeS?:y, <0}, comk € {1,2,3}.

Vamos denotar por z = (u,v) o valor de ¢x(y) ou de ¥ (y) para todo k, de modo que
(u,v) dependera da carta local escolhida.

Observe que os pontos de S, em qualquer carta local, sdo dados por v = 0.

Vamos agora obter expressdes de P(X) nas cartas locais. Consideremos a carta
(Ui, ¢1). O cédlculo para as demais segue de maneira analoga. Dado que X(z) =
(P(x1,13),Q(z1,79)) e Uy = {y € S? : y; > 0}, temos que

X(y) = Df* ()X (),
onde y = ff(x), e
Dér(y)X (y) = Déi(y) o Df*(2)X ()
= D(¢1 0 f7)(2)X (2).

Seja X|p, o sistema definido como gbl( )X ( ). Um célculo direto fornece

(1o fH)(z)=a(y"
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Portanto,

Doy (y)X(y) = D¢y (y) o DfF ()X ()
)
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Ainda, como

onde m(z) = (1 +u? +v?)1=9D/2 segue que
P(Xlo)(=) = vt mz) (2P (5. 2) +10 (5. 0) . P (3.5)).
v \v'wv v \v v

Observe agora que, enquanto X |y, nio é bem definido em v = 0, P(X|y,) 0 é, uma vez
que multiplicando por v¥*! se cancelam qualquer fator d v que apareca no denominador,
0 que prova que a extensao estd bem definida.

Argumentos semelhantes podem ser aplicados as demais cartas.

Por meio de uma reparametrizacdo podemos simplificar a expressao do campo obtido,
removendo o fator m(z). As expressoes para P(X) nas cartas locais sdo dadas como a
seguir:

o Na carta (Uy, ¢1) :

o =l (—uP (L 4)+Q (1Y)
{v’ _ _ydtip (%’ y) (D.1)

v

« Na carta (Us, ¢2) :

o=t (e8) a0 (:.0)
/ d+1 u 1 (DQ)
{” =~ (%, 1)

o Na carta (Us, ¢3) :

~

uw = P(u,v)
{U o) (D.3)
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As expressoes para P(X) nas cartas (Vj, 1Y) para k = 1,2, 3, sdo as mesmas das cartas
(U, ¢x) dadas pelas equagoes|D.1} [D.2|e[D.3| respectivamente, multiplicadas por (—1)¢1.

Defini¢ao D.2. Chamamos de pontos singulares finitos (respectivamente, pontos singula-
res infinitos) de X ou de P(X) os pontos singulares de P(X) em S?—S! (respectivamente,
em S1).

Considerando a geometria da esfera S?, concluimos que para estudar o comportamento
do campo X, incluindo o seu comportamento no infinito, é suficiente trabalharmos em

H,uUS.

Defini¢ao D.3. A projecio de H, U S! em R? é chamada de disco de Poincaré.
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