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RESUMO

Efeitos térmicos em teoria de campos s@o estudados pela chamada Teoria de Campos a Temperatura
Finita. Nessa dissertacdo estudamos os efeitos de temperatura de um campo fermionico de dimensao
de massa um (MDO), que obedece a equacao Klein-Gordon em vez da de Dirac. A funcdo de particao
foi obtida por meio do formalismo de tempo imagindrio e o resultado foi 0 mesmo que o obtido para
campos fermidnicos padrdes de Dirac. Obtemos os limites de alta e baixa temperatura, sendo que o
limite de baixas temperaturas € proposto como sendo o responsdvel por manter os halos de matéria
escura da galdxia numa regido da mesma ordem ou maior que o raio galactico. Para uma particula

3 0 valor da massa total da matéria escura

leve com massa de 1eV e densidade de 0.1 particulas por cm
devido a particulas MDO € da mesma ordem da massa de uma galdxia tipica. Tal resultado pode
explicar a matéria escura como sendo formada por particulas fermidnicas de dimensao de massa um.
Por fim, comparamos as estimativas de densidade dessas particulas com densidades obtidas através
de dados de simula¢des numéricas e concluimos que para valores de massa entre 0.1eV a 1eV, as
particulas MDO produzem uma massa tipica de galdxias desde que a densidade delas esteja no intervalo

de 10~ 2cm~3 a 10°cm 3.

PALAVRAS-CHAVE: Campo MDO, Teoria de Campos, Temperatura Finita, Matéria Escura



ABSTRACT

Thermal effects in feld theory are studied by the so called Finite Temperature Field Theory. In this
dissertation we study the effects of temperature of a mass dimension one (MDO) fermionic field,
which obeys the Klein-Gordon equation rather than the Dirac equation. The partition function was
obtained via the imaginary time formalism and the result was the same as for the a Dirac fermionic
field. We obtained the high and low temperature limits, and the latter is proposed as being responsable
for keeping the dark matter halos of galaxies in a region greater than or of the same order as a typical
galaxy radius. For a light particle of about 1eV and density of 0.1 particles per cm?, the value of
the total dark mass due to MDO particles is of the same order of a typical galaxy. Such result can
explain dark matter as being formed by fermionic particles. Lastly, we compared those particles
densities estimates with the ones obtained numeric simulation data and conclude that for mass values
between (.1eV and 1eV, the MDO particles yield a typical galaxy mass as long as their density is in

the 10~ 2cm—2 to 10°cm ™2 interval.

KEYWORDS: MDO field, Field Theory, Finite Temperature, Dark Matter
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1 INTRODUCAO

Os efeitos de temperatura em Teoria de Campos sdo estudados ha décadas e formam um campo
de investigacao denominado Teoria de Campos a Temperatura Finita. De modo geral os trabalhos
em Teoria de Campos a Temperatura Finita (TCTF) trata do estudo de propriedades termodindmicas
no equilibrio de sistemas formados por campos reais ou complexos de spin 0, campos de spin 1/2 e
campos de spin 1. Para extrairmos propriedades termodinamicas de campos relativisticos no equilibrio
a abordagem padrio usada € o estudo da fun¢do de particdo da mecanica estatistica, construida como
uma integral funcional sobre os campos. Ao calcularmos a funcao de particdo, o ensemble candnico
garante que podemos obter a energia livre de Helmholtz e, a partir dessa, encontrarmos a densidade de
energia total do sistema, além das densidades de pressdo e entropia.

Teorias de campos nao-relativisticas a temperatura finita existem desde o final dos anos 1950 ,
combinando mecénica estatistica € mecanica quantica para tratar de um nimero grande de particulas,
particularmente no contexto de matéria condensada (BELLAC,|1996). Em 1955, Matsubara forneceu
uma representacdo diagramdtica para a teoria da perturbacdo da funcao de particdo. Uma das maiores
vantagens desse formalismo era que as regras de Feynman eram similares as de Teoria Quantica de
Campos a temperatura nula, com a diferenga que as energias nos propagadores sao imagindrias e

discretas e, por consequéncia, algumas regras tem de ser modificadas, como por exemplo (DIJKSTRA|

2019):
dk &k
/ 27)! %T; / 2P

Apds Matsubara, Fradkin desenvolve um formalismo de integracio funcional para descrever campos
em equilibrio termodindmico. Em meados de 1970 a TCTF foi redescoberta devido a necessidade de se
descrever a transicdo de fase que ocorre na teoria eletrofaca, numa temperatura da ordem de 200MeV
(da ordem de 10*?K!) (BELLAC, 1996). Na década de 1980, teorias de gauge sugerem uma fase onde
quarks e gluons ndo estdo mais confinados, o que aconteceria em temperaturas da ordem de 150MeV, o
chamado plasma de quarks e glions. A possibilidade de observar esse estado da matéria em colisdes de
fons pesados contribuiu para um crescimento no estudo da TCTF nessa época (BELLAC, 1996). Esse
estado foi observado em laboratdrio pela primeira vez no CERN em 2000 (HEINZ; JACOB, 2000).

O uso de um formalismo de teoria quantica de campos estendido para tratar do equilibrio termodi-
namico € vasto: inclui desde aplica¢des em no estudo de excitagdes e quase particulas em plasmas em
eletrodindmica quantica até emissodes de neutrinos por fétons em estrelas (FERRARI; NOGUEIRA;

PALECHOR, [2018)). Por exemplo, os principais resultados incluem aplicagdes a:
e Gases relativisticos degenerados,
e Matéria nuclear superdensa,
e Transi¢oes quark-glion,

e Quebra espontanea de simetria da unificacdo eletrofraca,
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e Estrelas anas brancas,

e Estrelas de néutrons e bariogénese.

Esses resultados sdo discutidos em diversos livros, tais como (BELLAC, [1996; KAPUSTA; GALE,
2006; DAS| 1997) e (BAILIN; LOVEL 1993). Listas de referéncias abrangentes sobre TCTF podem ser
encontradas em (LANDSMAN; WEERT), [1987; BELLAC, 1996; KAPUSTA; GALE, 2006; LAINE;
VUORINEN, 2016).

No contexto do estudo de espinores de Majorana, uma nova classe de campos fermidnicos de
dimensao de massa um foi descoberta recentemente (AHLUWALIA-KHALILOVA; GRUMILLER,
2005a; AHLUWALIA-KHALILOVA; GRUMILLER, 2005b; AHLUWALIA; LEE; SCHRITT, 2011}
AHLUWALIA, 2017b;, AHLUWALIA| 2017a)). Essa classe de campos sdo candidatos naturais a
particulas de Matéria Escura por dois motivos: o de possuirem dimensdo candnica de massa um e o
de serem neutros via conjugacao do operador de carga. Essas duas caracteristicas combinadas fazem
com que esses espinores ndo interajam com particulas do Modelo Padrio e interajam muito fracamente
com o Béson de Higgs (GILLARD; MARTIN, 2009). Chamaremos esse campo daqui para a frente de
campo MDO, do inglés mass dimension one.

A neutralidade desses campos, denotados aqui e subsequentemente por A, significa que eles

satisfazem

CA(p") = £A(P"), (1.1)

onde C € o operador conjugacdo de carga.
J4 a caracteristica de possuirem dimensao candnica de massa um significa que o propagador desses

campos A € idéntico ao propagador do campo escalar (AHLUWALIA| 2017b), ou seja,

S(.Z‘/ - x)MDO = S(.I/ - x)Eicalar - / ﬂe—ip#(m/“—m“) ! . (12)
‘ (2m)* pupt — m? + e

Em consequéncia disso e da andlise dimensional da lagrangiana conclui-se que A possui dimensao de
massa um.

Originalmente esse campo sofria de um problema de covariancia de Lorentz em um dos termos nas
somas de spin. A solugdo desse problema se deu aproveitando-se de uma liberdade na defini¢do de
seu dual e assim o redefinindo (AHLUWALIA| 2017b). Uma investigacdo mais a fundo deu suporte
matematico a esse procedimento (ROGERIO; SILVA| 2017).

Existem vérios trabalhos na literatura englobando diversos aspectos dessa classe de espinores. Por
exemplo, a assinatura dessa particula fermionica de dimens@o de massa um no LHC foi proposta nas
referéncias (DIAS; CAMPOS; SILVA, 2012; ALVES et al., 2015} DIAS; LEE, 2016) e (ALVES et al.,
2018). Aplicacdes cosmoldgicas também foram recentemente estudadas nas referéncias (FABBRI,
2011; BOHMER, 2008; BOHMER et al., 2010; GREDAT; SHANKARANARAYANAN, 2010;
BASAK; BHATT, 2011; SADJADI, 2012; KOUWN et al., 2013; PEREIRA; S.S.; SILVA| 2014;
SILVA; PEREIRA. 2014; SOUZA; PEREIRA; JESUS| 2015) e (PEREIRA et al.,[2017). Um modelo
sigma foi obtido em (ROGERIO et al., [2016)), seu efeito Casimir foi calculado em (PEREIRA; SILVA;
SANTOS, 2017) e uma lagrangiana efetiva a um loop foi obtida em (ROGERIO et al., [2018).
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Efeitos de temperatura finita em campos escalares, fermidnicos e bosOnicos vetoriais de gauge sao
bem conhecidos na literatura (BAILIN; LOVE, |1993). Entretanto, no que tange a campos fermionicos,
os célculos foram feitos apenas para campos de Dirac, isto é, campos fermidnicos de spin 1/2 e
dimensdo de massa 3/2 que sdo regidos pela dindmica de Dirac. No presente trabalho, estudamos
os efeitos de temperatura finita devido a campos de dimensdo de massa um e suas contribui¢des a
sistemas formados por esses campos no limite de altas e baixas temperaturas. Enquanto que o campo
MDO satisfaz a equagdo de Klein-Gordon, como um campo escalar, ele deve também satisfazer a
condi¢cdes de contorno anti-periddicas, como um campo de Dirac. Portanto, o cdlculo da sua fun¢do de
particdo deve levar em conta essa mistura de propriedades de campos bosonicos e fermidnicos.

Essa dissertagdo estd estruturada da seguinte forma: no capitulo [2] apresentamos uma breve revisio
de resultados oriundos de sistemas a temperatura finita, no capitulo 3] realizamos o célculo explicito da
fungdo de particdo para campos escalares e fermidnicos. No capitulo ] detalhamos um pouco mais
as caracteristicas do campo MDO e calculamos a funcado de parti¢ao para um campo fermionico de
dimensdo de massa um e apresentamos os principais resultados no limite de altas temperaturas, no
capitulo [5] calculamos a pressdo de degenerescéncia no limite de baixas temperaturas e sua relagao

com os halos de matéria escura nas galdxias. Concluimos entdo no capitulo [6| resumindo os resultados.
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2 TEORIA DE CAMPOS A TEMPERATURA FINITA

Em teoria quintica de campos normalmente trabalhamos com sistemas em um regime em que a
temperatura vai a zero. Porém, se estivermos interessados no efeito da temperatura, precisamos, de
alguma forma, incorporar esses efeitos nos processos envolvidos pelos campos. Se estivermos dispostos
a tratar apenas de médias de algumas propriedades, dado um periodo de tempo longo, podemos tratar
esse problema com o ferramental da fisica estatistica. A drea de teoria de campos que incorpora 0s
efeitos de temperatura é a chamada Teoria de Campos a Temperatura Finita (TCTF).

A temperatura em TCTF € introduzida via fun¢do de parti¢do. Por conta disso, e porque o objeto
de estudo dessa dissertacao € a funcao de parti¢do para um tipo de campo fermidnico de dimensdo de
massa um, é entdo razodvel que facamos uma revisdo de algumas no¢des de Mecanica Estatistica antes

de adentrarmos o terreno da TCTF de fato.

2.1 MECANICA QUANTICA ESTATISTICA - UMA REVISAO

A Mecanica Quantica Estatistica pode ser entendida como o estudo Mecanica Quantica a tempera-
tura finita (BELLAC, |1996), sendo entao um bom passo inicial para entender o formalismo de TCTF.
E com ela que iremos introduzir a representacio funcional da funcdo de parti¢do, cuja importancia é
fundamental para tratarmos de efeitos de temperatura em campos.

Recorde-se que em Fisica Estatistica encontramos trés tipos de ensemble: o microcan6nico, o
candnico e o grande candnico. No ensemble grande candnico a fun¢do de particdo de um sistema num
volume V/, a temperatura 7' e com potenciais quimicos i1, jto, ..., fi,, € dada por (KAPUSTA; GALE,
2000)

Z =Z(V,T, i1, i, ...) = Trp(B) = Tre~ PH-nNII 2.1)

onde p(() é o operador densidade, H a hamiltonianae 8 = 1/kgT = 1/T. O trago significa somar os
elementos da matriz exp [—F(H — 11;V;)] entre todos os estados independentes do sistema. A conexdo
com a termodinamica € feita através das seguintes relagdes (KAPUSTA; GALE, |[20006):

ITnz) I(Tnz)

ITlnz)
P=———+ S="—+"""2E=-PV+T N = 2
T .S T V4+TS+p, N; i

Quando ndo ha possibilidade de troca de particulas entre os sistemas, o potencial quimico € nulo

. 2.2)

e representa o caso do ensemble candnico. Quando ndo tratarmos de situagdes que precisem de se
considerar destrui¢do e criacao de particulas, devemos usar o ensemble candnico.
Outra grandeza importante para o nosso trabalho é a energia livre de Helmholtz F'(N, T, V'), a qual

estd relacionada com a fun¢do de particdo através de (SALINAS, 2008))

7 =e PP, (2.3)
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As grandezas termodinamicas de interesse, em funcdo de F', sao dadas por (PATHRIA; BEALE| 2011;
BAILIN; LOVE, [1993)):

p—_(98Y s (2P pr_p_71s (2.4)
V) yr 9T )

Por fim, o valor esperado do vacuo de um observavel A é dado por (DIJKSTRA|[2019)

(A)y = (n|Aln), (2.5)

enquanto que os valores esperados de observiveis em Mecanica Quantica Estatistica, também chamados
de médias térmicas, sao dados por (KAPUSTA; GALE, 2006; | DIJKSTRA[2019)

._ _gHp L —H_TTAP(B)_l —BH
(A)y=—=> (n|de™” |n>—§z<n|A|n>e g _W_Zﬁ (e?74),  (26)

n n

onde o indice J enfatiza que estamos trabalhando com uma temperatura diferente de zero e p() =
e PH /7 lembrando que se estivermos trabalhando no ensemble grande candnico, H deve ser entendido
como H — u; N;.

Resumindo: a funcdo de particio em Mecanica Quantica Estatistica € dada em termos do operador
densidade p(/3), que por sua vez envolve a temperatura atraves de J. As grandezas termodinimicas sdo
calculadas como derivadas parciais de In Z e a energia livre de Helmholtz ¢ dada também em termos
de In Z. Finalmente, os valores esperados de observaveis podem ser escritos em funcdo de Z e do

traco de e’ A, para um dado observavel A.

2.2 O FORMALISMO DO TEMPO IMAGINARIO

O estudo da TCTF necessita do estudo da fun¢do de parti¢do Z do sistema e a temperatura €
introduzida por um formalismo denominado Formalismo do Tempo Imagindrio ou Formalismo de
Matsubara. Nesse formalismo realizamos uma rotagdo no eixo real do tempo para o eixo complexo,
também conhecida como Rotagdo de Wick, dada pela seguinte transformacdo xo =t — —i7. Através
dessa mudanga de varidveis introduzimos 7 = 3. Essa introdu¢@o da temperatura é caracteristica do
formalismo e serd justificada mais tarde, na segio[2.4]

O formalismo do tempo imagindrio se aplica a sistemas que estejam em equilibrio termodinamico
(DAS, 1997). O equilibrio termodinamico implica em um sistema sem dependéncia temporal € como a
funcdo de particao Z € um objeto independente to tempo, tal formalismo € apropriado. Para o caso de
processos fora do equilibrio € necessdrio realizar uma continuagdo analitica para tempo real ou utilizar
um formalismo de integral funcional chamado de Formalismo do Caminho Fechado de Schwinger
(Zinn-Justin, [2000).

Tal relacdo entre tempo imagindrio e temperatura ja havia sido notada por Claude Bloch em 1932
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(DIUKSTRA}2019). Particularmente, Bloch notou que

iH
e e PH = _inB. 2.7)
Isso € similar ao procedimento que fazemos quando partimos do espaco de Minkowski para o espaco
euclidiano. De fato, em temperatura nula é conveniente realizar uma continuacao analitica do tempo
real para o imaginario (BELLAC, 1996)):

t = —iT ou 2° — —ixy, (2.8)

com a transformac@o correspondente no espaco de momentos sendo k° — —ik,. Isso significa ir do

espaco de Minkowski para o espaco euclideano, visto que as métricas se transformam de forma que:

2 —x2* = —(r* + 7). (2.9)

Eventualmente retornamos ao espaco de Minkowski, apds realizados os calculos de interesse no
espaco euclideano. Ja em TCTF o espaco euclideano desempenha um papel mais importante porque
ndo retornamos ao espaco de Minkowski para calcular as grandezas termodindmicas de interesse
(BELLAC! 1996). A mudanca de varidveis e a introducio da temperatura aparecerdo na construcao da

representacdo funcional da funcio da parti¢do, que tratamos a seguir.

2.3 REPRESENTACAO FUNCIONAL DA FUNCAO DE PARTICAO

Existem duas formas de abordar a teoria quantica nao-relativistica de muitos corpos. Uma € pelo
processo de segunda quantizacdo. Outra abordagem € utilizando integrais funcionais (KAPUSTA;
GALE, 2006)). Iremos desenvolver nessa se¢do a representacao da funcdo de particdo por meio dessas
integrais.

Considere um sistema que esteja em um estado ¢’ em um tempo ¢’ e que transita para o estado ¢”
em um tempo posterior t”. A amplitude de transicdo entre os dois estados é (BAILIN; LOVE, |1993)

S )

<q//,t”’ql7t/> — <q//’ef i ’q/> ’ (2.10)

onde ¢ sdo os autovalores associados ao observavel () (coordenada generalizada) na representagio
de Schrodinger. Podemos escrever a amplitude de transic¢ao (¢”,t"|¢’,t') em forma funcional como
(BAILIN; LOVE! [1993)

t”
(¢",t"|d 1) o /Dq/DpeXp [@h/ dt(pc}—H(qvp))], (2.11)
t/

onde a integracdo € realizada sobre todas as funcdes ¢(t), p(t) com

qt')=4q, q(t") =q". 2.12)
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Agora, considere a hamiltoniana na forma

P2
H(Q,P) = 5~ +V(Q), (2.13)
onde P é o momento conjugado associado a coordenada generalizada (). Dividimos o intervalo

temporal [, t"] em N + 1 pedacos de comprimento ¢, com (BAILIN; LOVE, [1993)

(N+1De=1t"—t, (2.14)

onde os passos comegam em t’ e terminam em t” com t' ty,...,tx,t"”. Estamos interessados no
comportamento em que /N é muito grande e ¢ € muito pequeno. Podemos escrever a representacao
funcional da amplitude de transi¢ao como (BAILIN; LOVE, |1993)

. N
(" t'\d\t) H/dq] exp {; Z [%(qu —qj) — H(qj,pj)]} (2.15)

Nessa forma a integral pode ser realizada formalmente se completarmos os quadrados através da

seguinte mudanca de varidvel:

N m

P; =Dpj — ?(Qj—&-l —qj). (2.16)
Tomando a vardvel e como real, através de continuagdo analitica, a integral (2.15]) se torna gaussiana e
obtemos (BAILIN; LOVE, [1993)

m 7 m
(Qj+1,tjt1lg, t;) =~ \/ 5 &XP {ﬁﬁ [?(QjJrl —q;)? — V(Qj)} } (2.17)

Os autoestados do observavel () na representacdo de Heisenberg formam um conjunto completo

para qualquer valor de ¢:
iHt

=e |g)g, (2.18)

lg,t)

onde H é o operador hamiltoniano independente do tempo e |g)4 € o estado na representagao de

Schrodinger. A expressdo para a amplitude de transi¢do se torna

N
<q”7t//|q/7t/> = H/dQJ <q”7 tll‘QNatN> <QN7tNICIN717tN71> e <q17tl‘q/7t/> . (219)

Substituindo (2.17) em (2.19)) obtemos

—(N+1) N . N
"ol I\ A~ 2meh 2 ¢ 2
(" t"lq 1) ~ ( — ) H/dqjeXp{h > [2 5 (@501 — 4)) —V(qj)]}- (2.20)

j=1 7=0

Por fim, tomando o limite N' — oo com (/N +1)e = t”” — ¢’ fixo, a representagdo funcional da amplitude
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de transicdo fica

. "
Vi 1 / / [/ .
(q",t"|q',t") O</9qe><p [£/ dtL(q,q) |, (2.21)
t/

onde L(q,q) = %mcf — V(q). A constante de proporcionalidade é formalmente infinita, mas pode

ser removida por processos de regularizagdo ou renormalizacdo, que sdo processos padrdes em teoria
de campos. Veja, por exemplo, (SCHWINGER, |1951) para um dos métodos de regularizacao de
quantidades infinitas em Teoria Quantica de Campos. H4 diversos textos que detalham a derivacao
da formulag¢do funcional e o leitor interessado pode ver, por exemplo, as referéncias (ZEE, 2003)) e
(PESKIN; SCHROEDER, |1995).

Gostariamos agora de estender a amplitude de transicdo para o contexto da Teoria Quantica
de Campos. Na transi¢do de uma teoria de campos cldssica para uma teoria de campos quantica
assumimos que os campos cldssicos ¢ (¢, x) sdo substituidos por operadores ngS(t, @) na representacdo
de Schrodinger, num espaco de Fock. Para um campo escalar, podemos definir autoestados desse
operador de forma que (BAILIN; LOVE, 1993)

o(t,z)|o(x),t) = o(z)|d(x),1). (2.22)

Temos que a generalizagdo de (2.11)) é

(¢"(x), "¢ (z /9¢/@Wexpzh / dt/d3 (100 — H (7, 9)), (2.23)

onde 7 é a densidade hamiltoniana, 7 = 0.2/0(0y¢) é a densidade de momento conjugado e
0y = 0/0x¢. Note que a integracdo € realizada sobre os campos clédssicos e ndo sobre os operadores
¢(t,x). Em particular, a integragdo é realizada sobre todas as fungdes 7 (¢, ) e ¢(t, &) satisfazendo as

condig¢des de contorno:

o(t" ) = ¢"(x) , o', @) = ¢/ (). (2.24)

Para introduzirmos a fun¢do de parti¢do considere que o operador campo na representagdo de Schro-
dinger ¢(t = 0,x) e seus autoestados |¢(x), t = 0) sejam dados por (BAILIN; LOVE, [1993)

Ot =0,2)|p(z), t =0) = ¢(z) |p(x),t = 0). (2.25)

A fungio de parti¢do (2.I) pode ser escrita formalmente como

Z =3 {p(x),t = 0™ |p(x),t = 0). (2.26)
o(x)
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Fazendo analogia com a equag@o (2.23)) temos

(' (@),¢']6 (@), ) = (¢"(@).t = 0 |75 (@), 1 = 0)

oc/ﬁqﬁ/@ﬂexpi/t/tﬁ dt/d% (w% —%(mb)),

com as condicdes de contorno para os campos ja mencionadas anteriormente. Se introduzirmos,

(2.27)

heuristicamente, 7 = it = ixg, com os limites ¢’ = 0, ¢’ = —i3, obtemos

. A 9,
(¢ (), t = 0le P |¢/(x),t = 0) /@qﬁ/@wexp/o dT/d3:E (iwa—f —%”(ﬂ,gb)), (2.28)

onde ¢ e 7 agora sdo funcdes de 7 e x e a integral funcional € realizada com as condi¢des de contorno

¢(B, ) = ¢"(x) , ¢(0,) = ¢' (). (2.29)

Note que é exatamente em (2.28) que introduzimos a temperatura, mais especificamente nos limites
de integracdo da varidvel temporal. Essa introducdo € mais detalhada, e de certa forma mais justificada,
na se¢do [2.4] onde apresentamos a condigdo KMS.

Retornando, ao tomarmos

0" ()t = 0) = |¢'(2),t = 0) = |p(a),t = 0) (2.30)
na equagdo (2.28)) e ‘somarmos’ sobre todos os autoestados, como em (2.26)), obtemos
B 5 el
Zx D¢ Yrexp | dr [ &Pz |in— — (7, ) |. (2.31)
periédica 0 or

As condig¢des de contorno (2.29)) junto com os autoestados (2.30) nos mostram que a integracao
funcional agora € restrita a fun¢des ¢(7, x) periddicas em 7 com periodo . Indicamos isso escrevendo
periddicas abaixo do sinal da integral. Além disso, o fato de que somamos sobre todos os autoestados
significa que as fun¢des devem ser integradas. A integral funcional sobre 7 continua sendo todas as
fungdes 7(7, ). Em (2.31)) ja temos uma representac@o funcional geral para a fun¢do de parti¢do.
Contudo, podemos obter uma relagdo mais explicita quando as densidades lagrangiana e hamiltoniana

tomam as formas

L (¢,0u9) = % ((%qb)Q + f(?b, Vo), (2.32)

A = 57— [(6,96).

Nesse caso a integracao sobre 7 pode ser realizada explicitamente. Note que, para uma dada funcao



23

x), (2.31) é da forma (BAILIN; LOVE] |1993)

[ 7o (=5 [dne @) a6 a) ot + [ania)et)
— oxp (—%Tr In A) exp (% / Az’ / dep () A1 (2, 2) p(x)) ,

onde A é uma matriz simétrica real positiva definida e A(z’, ) o operador associado a essa matriz.

(2.33)

Usando a nota¢do & = (ixg, ) podemos identificar:

A(Z,7) =6 (7 — 1),
p(Z) = 10/ 0T,.

Assim, finalmente obtemos

(2.34)
B 2
Z=N(8) [26exp <— / dr [ @ [1 (@) — 16, V9) )
periddica 2\ 07
(2.35)
_ 3
=50 fagow ([ [ #r2 (0.09)),

onde N () é uma constante de normalizagdo dependente da temperatura advinda do operador determi-

nante quando realizada a integral funcional sob 7 e

0P = ( ng v¢) (2.36)

A abordagem apresentada aqui € heuristica e segue de perto a referéncia (BAILIN; LOVE, 1993),
onde ndo nos preocupamos com uma abordagem rigorosa para a medida de integracdo nas integrais

funcionais. Para um tratamento mais matemadtico o leitor pode ver as referéncias (SCHULMAN, 2005))
e (GLIMM; JAFFE, [1987).

2.4 A CONDICAO KMS

Introduzimos na se¢do anterior a mudanga de varidvel para um tempo imagindrio e a identificacao
dessa varidvel com o inverso da temperatura /5. Nessa secdo justificaremos essa identificacdo.
Considere a seguinte fungdo de correlacdo de dois ponto{] (YANG; |2011)):

(62, 06,15 = 5T [ o(, 1)0(y. 1] 2.37)

Recorde-se que na representacido de Heisenberg a evolugdo temporal é dada por (SAKURAI; NAPOLI+
TANO, 2013)

oz, t) = "Hp(a, ty)e (2.38)

Uma fung@o de correlagio de n-pontos é definida como C), (@1, o, ...¢,) = (d(x1)d(@2)...0(xy)), isto é, o valor
esperado de um produto de campos. Para mais detalhes sobre essas funcdes veja o capitulo 5 de (ALTLAND; SIMONS|
2010).

1
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Entéo,

(6@, )y, 1)), = %Tr [efﬁ%(a;, 1)ei o (y, tg)e’”/H] . (2.39)

A propriedade ciclica do trago de operadores nos permite escrever

Tr [e (@, e Toly, th)e | = Tr [T (@ ) To(y, )| @40)

e a continuagdo analiticade ¢t € R parat € R 4 ¢/ nos da:

Te [ g, ¢ + i)' oy, t) +iB)e ] = T [ (@, 1+ if)e I oy, 1) +i6)|
= Tr [e (@, t +iB)e" e oy, th + m)]
=Tr -e_ﬂHe“/ngﬁ(y, th+iB)e " Ho(x, t + 26)}

=Tr [e_ﬁch(y» t)(x, t + Zﬁ)} )

(2.41)
onde, além da propriedade ciclica do traco, usamos o fato de que a matriz densidade comuta com

qualquer fungdo de H. Assim, temos

(d(a,t +iB)o(y. 1" +1iB)) s = (d(y, t) (T, +iB)). (2.42)

Esta é a chamada condi¢do de Kubo-Martin-Schwinger, ou KMS, introduzida em 1957 por Ryogo
Kubo (KUBO,|1957) e, posteriormente, usada no contexto de funcdes de Green termodindmicas por
Paul Martin e Julian Schwinger (MARTIN; SCHWINGER, 1959) . Podemos entdo constatar que a
temperatura imagindria faz papel de varidvel temporal. Essa € a relacdo fundamental para o Formalismo
do Tempo imagindrio que tratamos na se¢ao anterior.

Para coordenadas puramente imagindrias 7, 7" a relagdo ainda € valida e, particularmente, se

T = 13 temos

T [0 (@, 7)™ o(y, )| = T [oly, i) e M g (, r)e |
= Te [e e oy, i) (@, )] - 243)

=Tr [e™o(y, B)o(, )]

Assim,

(o, 7)oy, 7)) 5 = (O(y, B)d(x, 7)) (2.44)

E como consequéncia

oy, ") = £o(y, 7+ f), (2.45)

onde os sinais positivos e negativos se devem ao fato dos campos comutarem ou anti-comutarem, isto
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é, serem bosonicos ou fermidnicos, respectivamente.
Através de (2.45) podemos ver que para coordenadas temporais imagindrias a condi¢do KMS
estabelece condicdes de periodicidade no intervalo 0 < 7 < /3, ou seja, os campos podem ser periédicos

ou anti-periddicqs em [ quando lidamos com varidveis temporais imaginarias.
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3 FUNCAO DE PARTICAO PARA UM CAMPO ESCALAR E UM FERMIONICO

3.1 CAMPO ESCALAR

Agora que vimos como a fungio de particdo pode ser representada por integrais funcionais e
entendemos como a temperatura pode ser inserida em teoria de campos, podemos enunciar que a

funcdo de parti¢do para um campo escalar real é dada por (BAILIN; LOVE, |1993))

Z =N'(B) [Ppexp (/ dT/d3l’$ ¢,0,0) > (3.1)

periddica

onde N’(f) é uma constante de normalizacdo dependente da temperatura, . ¢é a densidade lagrangiana
do campo ¢ e sua derivada é dada por 9, = (i0,, ;). Além disso, note que a integracdo em d°x
é realizada no intervalo (—oo, +00) e a integral funcional sobre o campo deve ser entendida como

periddica no intervalo 0 < 7 <  devido a condicdo KMS, isto &,

o(r=0,z) = ¢(1 = 3, x). (3.2)

Um caso bem ilustrativo que podemos tratar € o caso de um campo escalar livre. Nessa situacao a
equacdo (3.1)) se torna uma integral do tipo Gaussiana e sua integragdo e pode ser resolvida exatamente.

A densidade lagrangiana apropriada para esse caso € (BAILIN; LOVE!| 1993)

d¢p 1 m?
#(6.80) =3 (%) - 308 - "o 63

Substituindo (3.3)) em (3.1)) obtemos

1 [ 06\’
Z=N Dpexp | —= [ dr [ &P (—) Vo) +m?e?| | . 3.4
(8 peﬁf;‘;p< 5| x[ 2) 4 (v9) +m¢]) 34

Note que para uma funcao diferencidvel num dado intervalo em que ela se anula nos limites 00

temos (RUDIN, |1976)
.
[ @i =@ @) - [ s @, 35)

de modo que podemos realizar a integracao por partes:

/d3 (gﬁ) /d3 ) <%) , /d?’:c(w)? = —/d3x¢V2¢, (3.6)

onde usamos ¢(+o00) = 0. Definindo o operador A:

A(@,z) = (-0,0" +m?) ' (' — 1), (3.7)



27

onde

(3.8)

Temos entao

7Z = N'(B) |Ppexp (—% /O ’ dr’ / d*z’ /O ’ dr / dPrep(z)A (7, ) .qb(i:)) (3.9)

periddica
Podemos relacionar a integral funcional com o traco do operador introduzido através da relagao
(BAILIN; LOVE! 1993; ZEE! 2003)

/ D exp (—% / i’ / duy (:v')A(a:’,$)g0($)) ~ exp (—%TrlnA) 310

onde a integral é realizada sob um nimero infinito continuo de componentes ¢(z). Assim,

Z = N'(B) exp <—%Trln A) . (3.11)

Agora que temos uma expressao que relaciona a integra¢io sobre os campos com o traco de um
operador, precisamos encontrar uma expressao para calcular o trago do operador A. Recorde-se que,
por conta da condigdo KMS, os campos sao periddicos em 7 € (0, 3). E por conta dessa periodicidade

podemos expressd-los numa expansdo de Fourier (BAILIN; LOVE,|1993):

= 1 d’ —iwpT ipx |
o(x) = 3 zn:/ (27:;36 eP%o (wn, p), (3.12)

onde temos as chamadas frequéncias de Matsubara w,,. Para bésons w,, = 2mn/ , n € Z, detalhadas

no Apéndice [Al Redefinindo os momentos como

) _155 (iwn, p), G.13)
DT =w,T—p-x,
a expressdo (3.12) se torna
_ 1 d’p —ipz ]
o) = 5 }n: / e 0P, (3.14)

Além disso, podemos reescrever a delta de Dirac em termos de sua representacdo integral (OLVER et
al., 2010):

1 d3 o
@ 3= 53 [ e (3.15)

Assim, reescrevemos o operador A como

. 1 d’p —ip- (% —z _
A(I,x)zg;/we P )(—p2+m2), (316)
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onde p? = — (w? + p?) e passamos do espago das posi¢des para o espago dos momentos através da

usual relagdo p < —ih%. Fixando ¥’ = Z, integrando e entdo somando sobre os valores de T obtemos:

TrlnA—/ﬁdT/delZ/ D (5 m?)
(2m)3

d3

(3.17)
w +p +m )

onde o trago Tr significa [ dr [ d*z e reconhecemos as frequéncias de Matsubara no argumento da
func¢do logaritmo. Note que agora precisamos calcular uma somatéria que envolve as frequéncias de
Matsubara. Para realizar essa soma, utilizaremos resultados do Apéndice |A| Comecamos utilizando a

seguinte identidade:

d (e 9]
—x<21n(wi+x >_2xz el (3.18)

n=—oo n=—0oo

Usando (A.23) com kg = iw,, e w = x, temos

TZ = 1/+OO S (3.19)
= (iwy —x2_27r o kEa? T pefr— 1 '
Substituindo em (3.18):
d 3 In (w? +27) | =22 ! 2 +oo dk: 3.20
N ) e R e S

O primeiro termo em (3.19) pode ser renormalizado de forma que podemos que considerar somente
a contribui¢do térmica em (3.20) (KAPUSTA; GALE, 2006). Integrando o termo dependente da

temperatura:

Z ln w + 22 —25/ ,8:1:_1+Cl

n=—oo

(3.21)
=20[In(1 —€*) — z] + ¢

=28In(1 —e™™) +c.

Com 1sso temos

Trin A = /d3 /

onde C}(f) é uma constante dependente da temperatura, mas independente de p. Tal constante é

2+m2

[1—exp( m/Wﬂ +Cu(B ) (3.22)

formalmente infinita, j4 que ela ndo depende de p e a integral em d°p é divergente (PEREIRA, [2007).

Entretanto, esse fator cancela exatamente o termo N’(/3) por um processo de renormalizagdo que é
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discutido em (BERNARD), [1974)). Substituindo (3.22)) em (3.T1):

3
Z = N'(B) exp (—% /de/ <§7TI))3 <B\/p2 +m?+21In [1 — exp (—B\/p2 + m2)} + Cl(ﬁ)>>

(3.23)
E a energia de Helmholtz fica

—5F:1nzz—/d3x/(§il)93

onde hd o cancelamento de C'(/3) com N'(f).

(g\/er In [1 — exp (—ﬁW)D (3.24)

A integral em (3.24]) € complicada, mas para valores em que a temperatura ¢ muito alta ela pode ser
resolvida. O primeiro termo dd uma contribui¢do infinita que deve ser desconsiderada, pois representa
a energia do vacuo (PEREIRA, [2007). Para altas temperaturas temos 7' > m — [m < 1, o que

nos permite escrever:

BV P* +m? = \/[*p? + *m? ~ /[B*p? = Bp (3.25)

Assim, podemos expandir o argumento no logaritimo em séries de Maclaurin (ABRAMOWITZ;
STEGUN; |1970; GRADSHTEIN; RYZIK| 2007):

— (e7FP)*
n(l—eP)=—eP-—— - =-)" , para |e PP < 1,e7P = —1. (3.26)

Lembrando que d®p é o elemento de volume nos espacos do momento ele pode ser escrito em

coordenadas esféricas como:

d*p = p*sin 0dldpdp, (3.27)
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onde 0 € [0, 7], ¢ € [0,27] e p € [0, 00]. Portanto, a integral fica (YANG, 2011):

Fdm [ dp

F=—=~— 1—e PP
A
4w * dp (efﬁ”)k
~ 8 s <27r>3p,; k
1 [ Py |
:_27r26/0 dore WZE
. (3.28)
— %%Z { p’(kB)? +2pkﬁ+2)]0
2 = 1 T 7t
- ww—zk—‘—ﬁ Rt
2T
90

onde V = fooo d®z, ((4) é a fungdo zeta de Riemann para s = 4 e realizamos integragdo por partes com
o auxilio do teorema de Fubini (SCHILLING, [2005), que nos permite inverter a ordem da operacdo de
integracdo com a soma. Valores particulares da funcao zeta podem ser encontrados em (OLVER et al.,
2010) e (ABRAMOWITZ; STEGUN, [1970). Usando (2.4) obtemos as relagdes termodindmicas para o

campo escalar:

oF 2T S oF 22T E 7Tt
P=—(— = =—=—|== = =_— = 2
((9‘/) 90 ’ S Vv ((9T) 45 & \% 30 (3.29)

Aqui ja podemos reconhecer um resultado conhecido da fisica classica: a lei de Stefan-Boltzmann.
Recorde-se que a lei de Stefan-Boltzmann nos diz que a energia radiante total que um corpo negro
emite por unidade de drea é proporcional a 7 (EISBERG et al., 1985). Em unidades naturais, a
constante de proporcionalidade da lei de Stefan-Boltzmann é o = g—;. Para o problema de radiacdo do

corpo negro temos, por exemplo, que a densidade de energia e pressao sdo (PATHRIA; BEALE, [2011))

1E E 72
o = T

. 2 (3.30)
PV=-FE — P="_T"

3 457 7

ou seja, exatamente o dobro da pressao e densidade de energia para um campo escalar livre. Isso
faz sentido porque de acordo com o teorema da equiparticdo, a energia € proporcional aos graus de
liberdade do sistema. Como o campo escalar € um campo bosonico de spin 0, ele possui apenas um
grau de liberdade (YANG., 2011). Por sua vez, o campo eletromagnético possui dois graus de liberdade,
correspondentes aos dois estados de polarizacdo da radiacdo eletromagnética e, portanto, sua energia
deve ser o dobro da energia do campo escalar livre, o que verificamos ser verdade.

Embora derivar a lei de Stefan-Boltzmann pela TCTF seja utilizar um arsenal muito sofisticado
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para um problema que pode ser resolvido de maneira mais simples, é importante recuperar resultados

Jé obtidos anteriormente por outros formalismos a fim de verificar a consisténcia da teoria.

3.2 CAMPO FERMIONICO

Campos fermidnicos adquirirem uma mudanca de sinal sob uma rotagdo de 27 os autoestados
|£4)(x), £ = 0) do operador )(t = 0, ) descrevem o mesmo estado. H4 entdo uma ambiguidade
na derivagdo da representagdo integral da funcao de particao. Para obtermos uma descri¢do consis-
tente com a estatistica de Fermi-Dirac, quando médias térmicas sdo calculadas, devemos comecar

expressando a fungdo da particdo em termos desses dois autoestados: (BAILIN; LOVE, [1993)

Z =" ()t =0 —y(z),t =0) (3.31)
()

Sua representacgdo funcional, ou seja, o andlogo de (2.33) ¢ (BAILIN; LOVE][1993)

_ B _
Z = N"(B) [2v D exp { /O dr / d3$$(¢,¢):|, (3.32)

anti
onde N”(f) é novamente uma constante dependente da temperatura e .Z € a densidade lagrangiana
do campo ¥ (Z) e seu dua (). Aqui hd um abuso de notacio em que a barra sobre 1 é o dual do
campo enquanto que a barra nas varidveis indicam a existéncia da componente temporal imagindria. A
integral funcional € tomada sobre os campos e devemos usar condi¢des de contorno anti-periddicas no

intervalo 0 < 7 < f3:

Y(r=0,x) = (1 =, x). (3.33)

De modo andlogo a se¢do 3.1} a expanséo de Fourier para o campo fermidnico é

=3 Z/ e P (), (3.34)

com as frequéncias de Matsubara agora dadas por

2 1
W, = M (3.35)
B
A lagrangiana para o caso de um campo livre de Dirac é dada por
L, 9) = (@) (199, — m) (), (3.36)

onde y* sdo as chamadas matrizes gama e satisfazem a relagao constitutiva da dlgebra de Clifford:

{77 ="+ A =20 Laxa (3.37)
Também chamado de espinor adjunto, é dado por ¥» = 770, Vejaa segiopara mais detalhes.

1
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onde {-} é o anticomutador, " = diag(1, —1, —1, —1) e l4x4 é a matriz identidade. Em particular, na

representacdo de Dirac:

P =" = =" (3.38)

Também nessa representacao temos

’YU: Lo Ogxo 771-: OQX? o (3.39)
Oax2  —loxs —0 O2><2>

onde o sdo as matrizes de Pauli dadas por

01—(0 1),02—(9 _i>,03—(1 0). (3.40)
10 i 0 0 —1

Isto posto, a equacdo (3.32)) fica

7= N"8) 2990 exp ( /0 T / Pei(@) (i7", —m) z/z(w)) | (3.41)

antiperiddica

Integrando por partes, como fizemos na se¢do[3.1] obtemos

Z = N"(B) |9V D exp (— /d‘*i’/d%w (@) (iv"0, +m) 6* (' — i)w(f)) : (3.42)

antiperiddica

e definimos o operador:

D(z',z) = (iv"0, + m) 6* (' — 7)1 (3.43)

Para usarmos o andlogo fermidnico de € necessdrio cuidado, pois, no tratamento de férmions
devemos considerar os campos como varidveis de Grassmann, que sao objetos que anticomutam,
enquanto que varidveis comuns comutam. Por conta disso, faz-se necessdrio realizar a integral
funcional sobre essas varidveis levando em consideragdo suas propriedades. Visto que elas ndo irdo
interferir propriamente nos calculos que realizarmos, deixamos as defini¢des e propriedades dessas
varidveis detalhadas no Apéndice|B|l Aqui iremos apenas apresentar a relacdo que nos permite realizar
a integral funcional. Para varidveis de Grassmann complexas 6;,7 = 1, ..., N temos (BAILIN; LOVE,
1993), (PEREIRA. 2007)

det A sen é par
/ dezde; . .. / 6% db,, exp (—OTAO) = , (3.44)
0 se n € impar
onde A € uma matriz anti-hermitiana e © um vetor coluna com componentes 61, ..., 8,, que satisfazem

as relacdes de anticomutacdo {6;,0;} = 0. A integral funcional correspondente é (BAILIN; LOVE,
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1993)

/@w*@w exp (— /dx’ / dayp* (2') A (2, x) w(x)> =det A = exp(Trin A) (3.45)

Como introduzimos a varidvel 7 para fazer a conexao com mecanica estatistica, nao precisamos

retornar para o espaco de Minkowski e podemos usar diretamente (3.45)’l Entdo temos

Z = N"(B) exp(TrIn D), (3.46)

onde agora Tr significa [ dr [ d3ztr e tr significa soma sobre os indices de Diradf|[PEREIRA| 2007).
Da mesma forma que no caso escalar, o operador D e a delta de Dirac podem ser expressados em

termos de suas expansoes de Fourier:

(3.47)

onde p = v¥p,. Assim,

B
TrlnD:/ dT/d3
0

Aqui devemos calcular TrIn(—p + m). Os detalhes desse cdlculo estdo contidos no Apéndice|Cl 0

(—p+m). (3.48)

resultado é:

TrIn(—p + mlixs) = 2In(m* — p). (3.49)

Retornando a fun¢do de particdo, temos que

3
TrinD = /dT/d3 Z/ dp 21nm—p)

dS

(3.50)

=2 w+p+m)

Novamente temos que realizar as somas sobre as frequéncias de Matsubara. Usando a identidade (3.18)

e os resultados desenvolvidos no Apéndice [A]e na segdo[3.1] temos

TrlnD—2/d3 / [1+exp ﬁ\/m)} +02(5)>, (3.51)

Caso precisdssemos retornar para o espago de Minkowski terfamos de usar a relagdo
[ 29 Dpexp (i [ d*a’ [d*ay* (a') B (2/,2)1(z)) = det(iB) = expTrin(iB). Para mais detalhes veja
(BAILIN; LOVE] [1993)) ou o Apéndice

Somar sobre indices de Dirac significa somar sobre os indices das matrizes gama.

2_|_m2
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onde C5(5) novamente é uma constante dependente da temperatura e independente do momento, que

também ¢é cancelada pelo fator N”(3), da mesma forma que discutimos no caso de campos escalares

livres. Substituindo (3.51)) em (3.46):

d3

(BVPP 2+ 21n [1 4 exp(~BY/p? + m?)| + Co(8)) )

(3.52)

Z=N"(p exp(

E a energia de Helmholtz fica

—BF = 1nZ_2/d3 /

donde se obtém

d3 1
F:_W/ﬁ(ﬁ p2+m2+61n1+exp (—B+\/P? + m?)] ) (3.54)

p*+m?

[1 + exp( m/W)]) . (3.53)

onde V = fooo d3x. Aqui ja podemos ver alguns aspectos importantes em comparacio com o célculo do
campo escalar livre. Primeiro, o sinal negativo é consequéncia dos férmions obedecerem a estatistica
de Fermi-Dirac. Segundo, o fator 4 representa os quatro graus de liberdade de um campo fermionico:
particula, antiparticula, spin para cima e spin para baixo (DOLAN; JACKIW, |1974). O primeiro termo
novamente € divergente e representa a energia de vicuo.

Para o caso em que a temperatura é muito maior que a massa também podemos realizar uma
expansdo no termo dependente da temperatura e resolver a integral explicitamente. Prosseguimos da
mesma forma que fizemos com o caso escalar, porém, a diferenca aqui € que a expansao em séries
de Maclaurin se dd em In(1 + e #P). O andlogo de é (ABRAMOWITZ; STEGUN, |1970;
GRADSHTEIN; RYZIK| 2007)

872511

—Bp\k
2 kH ) , para [e | < 1,67 = 1. (3.55)

Mg

In(1+ePP) =P —

k::l
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Integrando nos momentos, temos de forma andloga a (3.28))

F _ 167 [* dp

F=—~— p?In(l +e”
AR e
167 - k+1 - )’f
~F b e Y
2 0 (_1)k+1
- __= d —kBp N )
723 J, ppe ; 2
. . (3.56)
2 o= (—1)FF [ —e”
=3 (P (kB)* + 2pkf3 +2)
™=k (k) o
4 1 K (—1)k+ T T4 77t
— - Nyt )= 4 T
w23 33 ; k4 7r2n( ) w2 720
B _77T2T4
180
onde n(s) = > ;o 1 ks = (1 —2'7#%)((s). Valores particulares de 7(s) podem ser encontrados em

(ABRAMOWITZ; STEGUN,|1970), capitulo 23. Em (LAINE; VUORINEN| 2016)) temos a seguinte
expansao:

3 2 4 22 3
/d 11(1+ _Bm) T+1mT_mT
(2m)3 8 8 90 2 24 127

. mt {ln (meVE) 3 —i—ln21 N 8m°((3)

2(dm)? mT ) 4 3(dm)iT?
Tt m*T? N m3T N mt {ln <meVE) B §] m°¢(3)
90 24 120 2(4m)? 47T 4| 3(m)iT:
ZZW2T4 - mrr . m? {ln <m67E> B _} Tm°((3) n
890 48 2(4nm) T ) 4] T 3{@nre

onde v = 0.577215664901 . .. é a constante de Euler-Mascheroni e ((3) é o valor da fung¢io zeta de

Riemann para s = 3. Tomando o primeiro termo da expansao temos

F 7 7r2T4 77T2T4
FoF_ 4y _ 3.58
V 8 90 180 ( )
Usando ou (3.57) as grandezas termodindmicas sdo
TmT? 7T 72T
P= S = E= . 3.59
180 45 7 60 ( )

Observe que para uma mesma temperatura, a pressio dos campos fermionicos é 7/2 = 3,5 vezes a
pressao de campos escalares. Para mais detalhes sobre como sdo realizadas as expansdes de baixa e
alta temperaturas ver a referéncia (LAINE; VUORINEN; 2016; KAPUSTA; GALE! 2006) e (DOLAN;
JACKIW,|1974).
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4 FUNCAO DE PARTICAO PARA UM CAMPO FERMIONICO DE DIMENSAO DE
MASSA UM

4.1 O CAMPO MDO

O campo MDO € um campo fermidnico que possui duas caracteristicas principais que o tornam
um bom candidato a Matéria Escura: o de possuir dimensao de massa um e ser um autoespinor do
operador conjugacdo de carga. O fato de possuir dimensao de massa um significa e ser autoespinor
do operador conjugacdo de carga significa que esse campo nao interage com particulas do Modelo
Padrio, exceto pelo Béson de Higgs (GILLARD; MARTIN| 2009). Vamos discutir brevemente essas
duas caracteristicas a seguir.

No Modelo Padrao existem trés tipos de espinores: os de Dirac, de Majorana e de Weyl. O espinor
de Majorana € neutro via operador conjugacdo de carga. Em especial, espinores de Majorana sdo
compostos de dois biespinores com autovalores positivos quando atuados pelo operador conjugacdo de

carga:

Com(p") = +u(p"). 4.1)

Os autores em (AHLUWALIA-KHALILOVA; GRUMILLER| 20054a) tentaram estender esses espinores
para um conjunto completo de autoespinores do operador conjugacio. E af que surgem os campos de

dimensao de massa um A sendo autoespinores do operador conjugacao de carga:

CA(P") = £A "), (4.2)

com a matriz conjuga¢do de carga dada por (ROGERIO, 2018))

¢ ( 0 i@> . @3
-0 0

onde K toma o complexo conjugado de qualquer quantidade a sua direita e o operador de reversio
temporal (O : t — —t) é caracterizado por (ROGERIO, 2018])

OO0~ = —¢*, 4.4)

0 -1\
_ - _o. 4.
o (1 o)’@ o (4.5)

Dependendo dos autovalores serem positivos ou negativos, chamamos os espinores de autoconjuga-

sendo

dos e anti-autoconjugados e denotamos A% e A4, respectivamente. Assim, o operador conjugacio de
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carga atua neles da seguinte maneira:

CAS(p") = +A°(p") “46)
CA () = —N(") |
Além disso, o campo MDO possui helicidade dua]ﬂ em contraste com outros espinores, € uma vez
estabelecidas as componentes de mao esquerda e mao direita, os campos podem ser definidos de forma
explicita e possuem 4 graus de liberdade (ROGERIO, [2018)).
A outra principal caracteristica do MDO € sua dimensao candnica de massa ser igual a um. Isso
vem do fato do propagador dos espinores que descrevem o campo MDO ser idéntico ao do campo
escalar (AHLUWALIA, [2017D):

d4p i (/P 1) 1
gy = [ L s . 4.7
Sla’ ~2) / (27?)4e pupt —m? + e 7

Enquanto que para o propagador de Dirac temos

d4 ; ' M i 1
SDirac<«r/ - ZU) — / p eflp,u(if —xzH) i pM +m : ) (48)
(2m)* pupt — m? + e

Portanto, o MDO € um campo fermionico que tem a mesma lagrangiana do campo escalar. Para
entender porque dizemos que o campo escalar e 0 MDO possuem dimensdo candnica de massa um,

considere nesse sistema a acdo em d dimensoes:

S = / A Z. (4.9)

A acdo é adimensional se desconsiderarmos o fator 1/A. Por conta disso, a densidade de lagrangiana
tem a dimensdo [.¢] = L~¢, onde L é comprimento (RYDER,|1996). A lagrangiana Klein-Gordon em
4D € dada por

1 1
Lo = 56,@8% — §m2gb2. 4.10)
Jaque [0,] = L~! (RYDER, 1996), temos

_ T _ _

(L] = L7 = S L7 ] L7 [¢] = 5 [m]” [o]" (4.11)

No sistema de unidades naturais & = ¢ = 1. Devido a essa escolha de unidades, qualquer unidade
pode ser convertida em termos de unidades de massa. Em particular [m] = L~!. Portanto, por analise

dimensional da lagrangiana:

[¢] = L™ = [m] (4.12)

Por isso chamamos campos que obedecem a equacgdo de Klein-Gordon de campos de dimensdo

' Quando se define a helicidade de uma das componentes espinoriais a outra componente possui helicidade auto-

maticamente. Isso é uma propriedade intrinsica e vem da constru¢do dos espinores do campo MDO (ROGERIO|
2018).
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candnica de massa um, ja que a poténcia de dimensdo de massa para esses campos € igual a um, o que
€ o caso do MDO. Segue que por sua prépria constru¢io o MDO € um campo fermidnico que possui
caracteristicas bosdnicas (obedece a equacao de Klein-Gordon). Essas caracteristicas serdo importantes

nesse trabalho quando tratarmos das fun¢des de parti¢do de campos escalares e fermidnicos.

4.2 ESPINORES DUAIS

Em Mecanica Quantica Relativistica trabalhamos com a equacao de Dirac. As fun¢des de onda que
obedecem a essa equagdo sao objetos chamados espinores de Dirac possuem 4 componentes complexas.
Associados a esses pode-se construir o espinor adjunto, dado por

U= Uia0 (4.13)

para um dado espinor de Dirac ¥, onde +° é uma das matrizes gama. Esse espinor adjunto também
é chamado de dual. A construcao de duais dessa forma (em particular envolvendo a matriz ~,) nos
garante que quantidades geralmente associadas a observéveiﬂ os chamados bilineares covariantes,
irdo ser reais (ROGERIO| [2018)).

Se utilizarmos essa defini¢do de dual para os campos MDO a norma dos espinores autoconjugados
e anti-autoconjugados é nula (AHLUWALIA, 2017b)). Por isso ele contém uma defini¢ao diferente de

seu dual, a saber

AP = E@) )], (4.14)

onde = e 7 sdo matrizes 4 X 4. A forma final para a estrutura dual é dada por (ROGERIO, |2018)

—5/A [=5/4 t o
) = P{HM X

(4.15)
—5/A —S/A f

Xy = =i [\ 0] 20

Porém, a definicao desses espinores de dimensao de massa um sofria de um problema: havia uma

quebra de covariancia de Lorentz em um dos termos nas somas de spin e, por consequéncia, tornava o

campo associado ndo-local (ROGERIO,[2018). Uma redefini¢do do dual dos espinores A, aproveitando-

se de uma liberdade na defini¢do de duais, conseguiu remediar esse problema (AHLUWALIA| 2017a))

e foi dado suporte matematico para esse procedimento (ROGERIO; SILVA, 2017)). Embora néo sera

importante a forma explicita dos duais em nosso trabalho, a redefini¢do € a seguinte:

(") iS( ) = X () A
— — ,
a\P ~Z p a\P (4.16)

—A i —A
Ao (D) = A, (") = A, (P)B,

Bilineares covariantes tem a forma WI'W, onde T' sio combinacdes das matrizes gama. Sdo covariantes por Lorentz e
para certas combinagdes temos quantidades que se transformam como escalares, pseudoescalares, vetores, pseudovetores
e tensores. (GREINER; BROMLEY), 2000; RYDER| [1996; CRAWFORD] [1990).

2
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onde A e B respeitam condicdes especificas que podem ser encontradas em (AHLUWALIA,[2017b;
ROGERIO, 2018).

Como descrito no capitulo[I] o interesse em campos fermidnicos de dimensdo de massa um se
deve ao fato de sua dimensdo de massa diferir de 3/2 dos férmions do modelo padrio e ser autoespinor
do operador de conjugacdo de carga, de forma que ndo interagem com férmions de Dirac e campos
eletromagnéticos. Assim, tais campos se tornam um candidato de primeiros principios para descrever
a matéria escura.

Para o presente trabalho apenas necessitaremos da lagrangiana que descreve esse campo. Suas
propriedades, definicdo do dual e a teoria desenvolvida na dltima década podem ser encontrados na
secdo @.T]e em (AHLUWALIA| 2017b)

Recorde-se que um campo escalar padrio satisfaz uma lagrangiana do tipo Klein-Gordon:

2(6,000) = 5000, — 5,

enquanto que para um campo de Dirac livre, a lagrangiana é

LW, ¥) =9(@) (170, —m) ¥ (),
lembrando que a barra sobre as derivadas parciais significam Jy = i0/07. Contudo, para um campo

fermionico MDO, aui denominado A(z), e seu respectivo dual X, a lagrangiana € uma lagrangiana
Klein-Gordon (LEE, 2016; AHLUWALIA, 2017b)):

- 1 - 1 -
LM\ = 58%\8,) — §m2)\/\. 4.17)

E aqui que teremos a principal diferenca no célculo da funcio de particio para o campo MDO. Embora
o cdlculo da funcdo de particao de campos bosdnicos (satisfazendo uma equagado do tipo Klein-Gordon)
deva ser periddica em 7, o cdlculo da fungdo de parti¢do para campos fermionicos de Dirac (3.32)
deve ser feito com condi¢des de contorno anti-periddicas. No caso de um campo MDO, o campo
satisfaz uma equacdo de Klein-Gordon, mas a funcdo de parti¢ao deve ser feita usando as condi¢des de
contorno de campos fermidnicos, i.e., anti-periddicas. Até onde sabemos, esse cdlculo ainda ndo foi

realizado.

4.3 FUNCAO DE PARTICAO DO CAMPO MDO

A fim de calcular a fun¢ao de parti¢do para um campo fermidonico MDO satisfazendo a densidade
lagrangiana (4.17)), temos de ser cuidadosos. Comecamos com a expressao funcional da fungdo de

particao para férmions:

Z = N(B) [2XPexp ( /0 " ar / d%g(A,X))

antiperiddica

_ 8 - .
— N(B) [2XP)exp (% / dr / & (aﬂxaux —m2M)) .
0

antiperiddica

(4.18)
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Integrando por partes, como fizemos em (3.6)), definimos o operador

A, z) = —(9,0" + m*)6* (2 — x)1. (4.19)

Note que esse operador é semelhante ao que usamos para campos escalares. Enquanto que para o
caso de campos bosdnicos o cédlculo da fungédo de partigio (3.1]) deva utilizar condi¢des de contorno
periddicas em 7, o cdlculo da funcdo de particao para férmions deve utilizar condi¢des de contorno anti-

periddicas no intervalo 0 < 7 < 3. A integracdo funcional deve ser feita sob funcdes Grassmanianas

(ver Apéndice , jéa que estamos lidando com férmions (X e A). Usando a relagao (3.45)), relacionamos

a fun¢do de particdo com o traco da matriz associada ao operador A:

/ DAND N exp (—— / dr’ / &’ / dr / BTN —)A(:z)) w20

=det A =exp (TrinA)

De forma que

Z = N(B)exp (%TrlnA) . (4.21)

Note que no caso do campo fermidnico MDO temos uma fun¢do de particao quase idéntica a do caso
do campo escalar, a menos de um sinal negativo.

Da mesma forma que fizemos com os casos escalar e fermidnico, expandimos o campo e seu dual:

3p . . ~
3 e—lwnTeZp':I:)\(wn’ p)’

. " P . (4.22)
N/~ _ p —iWnT z‘pm_‘
z)= Ezn:/ (zﬁ):,)e eP®\(wp, ).
Como estamos tratando de férmions, as frequéncias de Matsubara sdo
2 1
o, = A (4.23)
g
A soma sobre as frequéncias (veja Apéndice [Ale a equagdo (3.21]) € dada por
Z In(w? + 2%) = Bz + 21In(1 4 ¢77*) + constante. (4.24)
E o operador A e a delta de Dirac podem ser expandidos como
1 d3p S
==\ —ip- (' —T) (=2 2
=8 e o )
" (4.25)
3
(T -z 4D -ip-a)
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Com isso o trago pode ser calculado e obtemos

B 1 dgp
TrlnA:4/ dT/de— /—m w2 +p* +m?). (4.26)
0 g ; (2m)? ( )

Calculando a soma das frequéncias e realizando a integracdo em 7 obtemos finalmente a fungdo de

parti¢do

Z = N(B)exp (2 [ ] (;ljf;g (BVP 0 + 21 |1+ exp(By/p? + 0% + C(ﬁ)])) ,
(4.27)
onde C'(f) é uma constante independente de p. Note que temos a mesma energia livre de Helmholtz
calculada para férmions de Dirac (3.52)). Isso é interessante porque, embora o campo MDO seja um
campo fermidnico, ele obedece a equacao de Klein-Gordon e, a principio, poderiamos esperar que sua
funcao de particao fosse semelhante a funcdo de particdo de um campo fermidnico de Dirac.

Retornando, a partir da fun¢ao de particdo podemos calcular a energia livre de Helmholtz:

B
F = —4V/ d3p( (1 p?+m? + %ln [1 +exp(—ﬁ\/m)}) :

(2m)3 \ 2

F:—%an:—Q/d%/(gj:;g ( p2+m2+zln [1+exp(—6\/m)])

(4.28)

onde V = [ d®z e a constante C(/3) foi cancelada por N (/3) pelo mesmo procedimento de renorma-
lizacao das secdes anteriores. Note que essa energia livre de Helmholtz é a mesma que a do caso de
férmions de Dirac (3.56)). Visto que a func@o de parti¢do para o campo MDO € a mesma que para um
campo de Dirac, naturalmente terdo a mesma energia livre de Helmholtz.
O primeiro termo em (4.28) representa, como antes, a contribui¢do divergente de temperatura zero
que deve ser removida por renormalizagdo e o segundo termo € um termo dependente da temperatura.
Tomando somente o termo independente da temperatura em (4.28]) e fazendo a integracao por

partes obtemos

o2 /°° p? 1
Vv - 37'('2 0 \/p2—|—m2 6/3\/P2+m2+1

Podemos reconhecer no tltimo termo de (#.29) o nimero de ocupagdo n. que caracteriza a distribui¢do

dp, (4.29)

de Fermi-Dirac

1
"= St (430)
No nosso caso o potencial quimico y é nulo e a energia relativistica é e = /p? + m?. Isso acontece

também para férmions de Dirac, visto que temos a mesma expressao para a energia livre de Helmholtz
naquele caso.

No limite de alta temperatura 7' >> m, a integral em (#.29) é calculada da mesma forma que
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realizada na se¢do[3.2] Assim, calculamos a densidade de energia livre de Helmholtz, densidade de

energia, pressdo e densidade de entropia:

B 7 S o N &
180 60 180 45
As contribui¢des dos campos bosonicos, fermidnicos de Dirac e MDO podem ser assim resumidas
(PEREIRA; COSTAL2019):

(4.31)

2T 7 7
— N -N, -N
90 ( B+ 3V + 3 E),

2T 7 7
Np+ -Np+ <N
30 ( BTt gD + 3 E),

24 7 7
i (NB + -Np + —NE>,

(4.32)

90 8 8

2m2T3 7 7
T 45 (NB Tt éNE)’

<l T <Iwm <IW

onde Np = 1 para um campo escalar neutro, Np = 2 para um campo de gauge neutro, Np = 4 para

um campo de Dirac, Np = 2 para um campo de Weyl e N = 4 para um campo MDO.

44 COMPARACAO ENTRE OS CAMPOS

Para encerrar esse capitulo,vamos discutir os resultados obtidos para o campo MDO em comparacio
com os campos escalar livre e fermionico.

Quanto a func¢do de particdo dos campos serem a mesma, esse resultado € inesperado ja que a
lagrangiana para o campo fermionico de dimensao de massa um € muito diferente da lagrangiana para
o campo fermidnico de Dirac.

Quanto a energia livre de Helmholtz, além de ser a mesma que a de férmions de Dirac, o fator
4 que representa os graus de liberdade agora representa os dois espinores autoconjugados )\*{9_’ 1y €
dois espinores anti autoconjugados )\ff’ +p advindos da helicidade dual dos campos MDO (ROGERIO,
2018)).

As seguintes tabelas resumem a comparacao entre os campos escalares, fermidnico e MDO:

Campo Z Z Operador

Escalar N'(B)exp (=1/2 Trin A) | 1/2 (0"¢d,¢ — m?¢*) | (—=0,0" +m?) 6*(z' — z)
Fermi6nico | N'(f3) exp (Tr1ln D) () (iv"0, — m) ¥(Z) | (iv"0, +m) (T — 7)1
MDO N'(B)exp (1/2 TrlnX) | 1/2 (5#X5MA - mm> — (0,0 +m?) 542 — 7)1

Tabela 1 — Comparacao entre funcdes de particdes, densidades lagrangianas e operadores



Campo F P & ) Wn,

Escalar —m2T4/90 | *T1/90 | 72T*/30 | 2m*T3/45 | 2mn/B
Fermionico | —774/180 | 7x%/180 | 7m*T*/60 | Tn*T3/45 | 2m(n+ 1)/
MDO — 77 /180 | 7t/180 | Ta2TY/60 | 7TA2T3/45 | 21(n +1)/8

Tabela 2 — Comparacao entre grandezas termodinamicas (7' > m) e frequéncias de Matsubara
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5 PRESSAO DE DEGENERESCENCIA E O HALO DE MATERIA ESCURA DAS GALA-
XTAS

5.1 HALOS DE MATERIA ESCURA

Considere um grupo de estrelas em um movimento de rotagdo ao redor de uma galdxia. Esse
movimento deve satisfazer a segunda lei de Newton /' = ma,,, onde a., € a aceleracdo centripeta, de
tal forma que
M(r)m v?

(r) =m—, (5.1)

r2 r

onde M (r) é a distribuicdo de massa de galdxia, m é a massa da estrela, G € a constante gravitacional,
v € a velocidade escalar de rotacdo da estrela e r € a distancia radial do centro da galdxia. Na regido

central a densidade é proporcional ao raio M (r) o r3, entdo

VX T, (5.2)

Jd longe da regido central M (r) = M,,; ~ constante. Assim,

v X % (5.3)
Porém, isso ndo € o que as observacdes mostram. No comeg¢o da década de 1930, Fritz Zwicky usou
o teorema Virial para calcular as velocidades do aglomerado Coma e achou uma discrepancia de
1500 — 2000 km/s entre as velocidades observadas e as calculadas (ZWICKY/| [1933)). A velocidade
observada tende a fazer um plateau, o que indica um crescimento de massa linear apds um certo raio,
evidenciando assim matéria que nio foi observada, a chamada matéria escura. Essa matéria se distribui
ao redor das galdxias na forma de um halo.

Com a descoberta da linha espectral de 21cm do hidrogénio neutro e técnicas mais avangadas
em radioastronomia, as medidas das curvas de rotacdo das galdxias se tornaram mais apuradas,
providenciando forte evidéncia para matéria escura (SWART; BERTONE; DONGEN, 2017).

Além das curvas de rotacdo, outras evidéncias fortalecem a tese da existéncia da matéria escura,
incluindo a radia¢do césmica de fundo (por dar suporte ao modelo padrao) e estudos realizados com
lentes gravitacionais. De fato, os autores em (MASSEY; KITCHING; RICHARD, [2010), revisando o
progresso feito no entendimento da matéria escura através das lentes gravitacionais, concluem que 5/6,
ou pouco mais de 80%, da matéria do universo é formada por matéria escura.

A variacao das velocidades orbitais, em fun¢do das suas distincias radiais a partir do centro das
galaxias, pode ser representada em um grafico denominado curva de rotacdo. A titulo de exemplo,

segue a curva de rotacdo para a galdxia espiral M 33:



45

150

100

V (km s?)

50

Figura 1 — Curva de rotacdo da M33 (pontos) comparada com o ajuste de curva (linha continua). Tam-
bém sdo mostrados a contribui¢do do Halo de matéria escura (linha tracejada-pontilhada), o
disco estelar (linha com tragos curtos) e a contribui¢do de gases (linha com tracos longos).
Fonte:(CORBELLI; SALUCCI, 2000)

5.2 PRESSAO DE DEGENERESCENCIA

Uma forma de aplicar o que foi desenvolvido no capitulo 4 é modelar halos de matéria através
de um efeito chamado pressdo de degenerescéncia. A pressdo de degenerescéncia € uma pressao
advinda do principio de exclusao de Pauli, impedindo que elétrons se comprimam em volumes muito
pequenos e ocorre no limite de baixas temperaturas de um sistema fermidnico. De fato, em 1967
e 1968 Freeman Dyson mostrou que a matéria sélida € estavel por conta dessa pressdao e ndo pela
repulsdo eletrostética dos elétrons. Isso explica, por exemplo, a estabilidade de estrelas ands brancas,
que contém uma densidade da ordem de 103 elétrons por cm® (PATHRIA; BEALE, 2011). Usaremos
a pressdo de degenerescéncia para obter mais informagdes sobre as possiveis densidades das particulas
que formam um campo MDO, o que por sua vez pode nos dar ideia da densidade da matéria escura em
halos galéticos.

Na presenga de um potencial quimico p ndo-nulo, o limite 7' — 0 faz com que o niimero de
ocupacao n. (4.30) se comporte como uma funcao degrau que toma valor 1 quando € < i e valor 0
para € > 9. Quando 7" = 0 todos os estados de particulas individuais sdo completamente preenchidos
com uma particula por estado até ¢ = pi, seguindo o principio de exclusdo de Pauli, enquanto que
todos os estados de particulas individuais com € > iy estdo vazios. Esse energia € = p € chamada
de energia de Fermi do sistema, ¢ denominada ez € 0 momento correspondente da particula pr € o
chamado momento de Fermi.

Usando a densidade de energia livre de Helmholtz (4.29) e tomando o limite quando 7" — 0, temos
a pressao de degenerescéncia:

Py = (5.4)

or 2 /pF p* p
8V_37r2 0 1/p2—|—m2 P
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A menos de termos constantes a integracdo € a mesma para o caso em que calculamos a pressao
para uma particula relativistica em sistemas cldssicos estatisticos (PATHRIA; BEALE, 2011). O

momento de Fermi é dado por

3N \?
_ (22 )y, 55
DF (47rgV) , (5.5)

onde g € o fator giromagnético, h a constante de Planck e N é dado em termos da densidade de estados

a(e):

€F
N = /0 a(e)de , a(e) = %47@2%. (5.6)
Em nosso caso h = 1, g = 2. Escolhemos esse valmﬂ para o fator giromagnético pelo fato desse ser
o valor para um elétron. Mas isso € uma suposi¢ao ja que precisariamos saber a relacdo massa/carga
de particulas de um campo MDO ou obter esse valor por outras vias experimentais. Nosso momento

de Fermi € entao

1
3n\3
Pr = <8_7r> 2m, 5.7

onde n = N/V ¢é a densidade do niimero de particulaﬂ Definindo x = pr/m a integral (5.4) pode ser
calculada (PATHRIA; BEALE, 2011)), e nos limites que < 1 e x > 1 a pressao de degenerescéncia
€ dada por, respectivamente

8rm? 2rm*

Tt Py Tt (5.8)

Portanto, dado os valores de n e m a pressdo de degenerescéncia pode ser calculada. Agora suponha

12

0

que o Universo inteiro € preenchido por um gas de particulas MDO livres que estavam em equilibrio
térmico com toda a matéria no passado. Essa suposi¢ao é valida porque, embora o MDO nio se acople
a campos eletromagnéticos, a altas energias ele pode se acoplar a campos de Higgs, que seriam entao
responsaveis por termalizar as particulas do campo MDO com outros campos de matéria. Conforme
a evolugdo do universo se dd, a temperatura diminui e hoje ela deve ser muito baixa, satisfazendo
a condicao de que 7' — 0, similar a temperatura césmica de fundo de cerca de 2.75K. Como bons
candidatos a Matéria Escura as particulas do campo MDO nao interagem eletromagneticamente e
caem nos pocos de gravidade em volta do nucleo galdtico. Mas a atracdo gravitacional deve ser
contra-balanceada pela pressao de degenerescéncia devido ao principio de exclusdo de Pauli, atingindo
o equilibrio em um raio 2, andlogo ao que acontece com uma estrela and branca ou uma estrela de
néutron antes de colapsarem. A equacdo de equilibrio pode ser escrita como (PATHRIA; BEALE|,
2011))
a GM?

PO(‘R):E R4 )

Experimentalmente o valor é g/2 = 1.00115965218085(76) [0.076 ppt] (ODOM et al., 2006).
Atualmente, para prétons no universo inteiro n., ~ 422 cm2 e para neutrinos n, ~ 115 cm~—2 (KOLB; TURNER,
1994)).

(5.9)

2
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onde M = nmV é a massa total dentro de um volume V', G € a constante gravitacional universal e
«a ~ 1 é uma constante cujo valor depende da natureza da variacdo do nimero de densidade dentro do

3 e uma massam ~ 1.0 eV,

gds e € obtida experimentalmente. Supondo uma densidade n ~ 1.0 cm™
temos = ~ 0.00028 (note que = = ps/m é adimensional) e a primeira aproximagao em (5.8) ¢ valida.

Nesse caso, o raio de equilibrio R = R, pode ser escrito como

3473 5 1
o= s\ ats () 10

Podemos ver que quanto maior os valores de m e n, menor o valor do raio, como esperado. Essa
escolha de valores serd justificada mais adiante quando compararmos estimativas de densidades com
dados de simula¢des numéricas.

Para os valores de m e n mencionados nés achamos o raio de equilibrio Ry ~ 4.7 x 10%cm, trés
ordens de grandeza maior que o raio da nossa galéxifﬂ Tal estimativa mostra que a matéria escura
formada por particulas MDO podem ser uniformemente distribuidas além do raio da galdxia, como
indicado por vérias observagdes, € mantidas em equilibrio devido a pressao de degenerescéncia de
suas particulas fermidnicas. Ainda, para esses valores de massa, densidade e raio Ry encontramos
que a massa total de Matéria Escura dentro de uma esfera de raio Ry é M = nmV = 4.3 x 108 eV
= 7.7 x 10% g, que é da mesma ordem de grandeza da massa total M de uma galéxia tipica como

3 e massa alta m ~ 1.0 GeV encontramos

a nossa. No limite de baixa densidade n ~ 107!° cm~
valores para o raio e para a massa total muito baixos, a saber Ry ~ 10® cme M ~ 10° g, que sdo

incompativeis com as observagoes.

3 Paraa Via Lictea e Andromeda, temos R ~ 50.000 a.l. = 4.7 x 10?2 cme M =~ 10'2M ~ 2 x 10% g, onde M, é a
massa solar.
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5.3 ESTIMATIVA DA DENSIDADE DE PARTICULAS DE UM CAMPO MDO

Usando esse modelo baseado em pressao de degenerescéncia, iremos agora comparar nossas
estimativas de densidade com as obtidas através dos dados em (NAVARRO; FRENK; WHITE, [1996).

Em nosso modelo, a densidade varia com a massa da seguinte maneira:

10"
108—:
104—:
SV 100—:

1074

10—8_

10- 12_-

T T T I T T T I T T T I T T T I T
1074 10° 10% 108 10'2
n (cm_ 3 )

Figura 2 — Gréfico de M /Mg pela densidade de niimero de particulas n(cm %), onde Mg é a massa
total da nossa galdxia, para cinco diferentes valores de massa da particula, variando de
m = 0.01 eV am = 100 eV. Quanto maior o valor da massa da particula, maior deve ser a
densidade n para que se obtenha um valor de massa da mesma ordem da massa da nossa
galaxia.
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Também podemos ver como se comporta a densidade para diferentes valores de raios:

10—3_

[ [ [ [
10-4 100 104 108 10!2

n(cm_3)

Figura 3 — Gréfico de Ry/R¢ pela densidade de nimero de particulas n(cm ™), onde R € o raio da
nossa galdxia, para cinco diferentes valores de massa da particula, variando de m = 0.01
eV am = 100 eV. Quanto maior o valor da massa da particula, menor deve ser a densidade
n para que se obtenha um valor de raio da mesma ordem do raio da nossa galédxia.

Da andlise das [Figura 3| e [Figura 2| vemos o comportamento tipico do raio de equilibrio Ry e

da massa total M em fun¢do da concentracdo ou densidade de particulas n. De uma andlise mais
detalhada da podemos ver que para a massa da particula variando de 0.1eV a 1.0 eV, a razdo
de massa M /My é da ordem da unidade se a densidade de particulas variar de cerca de 10~>cm™> a
10°cm~*. Da Figura 3|isso corresponde a um raio de equilibrio variando de 1,15 x 10*Rg a 35Rg, ou
seja, pouco maior que o raio estimado observavel da nossa galdxia. Valores de densidade de particulas
mais altos levantam a questdao de porqué as particulas nao serem detectadas com maior facilidade.
Desta forma, para este modelo os intervalos acima de massa, densidade e raio sdo os esperados.

Para compararmos esses resultados com a simulacdo numérica em (NAVARRO; FRENK; WHITE,
1996), precisamos de dois conceitos: o de massa Virial e raio Virial. O raio Virial (raio para qual o
teorema do Virial é vélido) nesse contexto é definido como o raio de uma esfera centrada numa galédxia
(ou aglomerado galdxias). Aproximamos esse raio para um raio que contenha uma densidade média

maior que a densidade critica por um fator de 200 (por conven¢do). A densidade critica é dada por
peic = 3H*(t) /871G (5.11)

onde H(t) é o pardmetro de Hubble e G a constante gravitacional. O raio Virial e a densidade média
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sdo dados por

Tvir & Togo = T, p =200 - perit- (5.12)

A partir do raio 50y define-se a massa virial

4
My = Magy = 57”“300 X Perit- (5.13)

A massa Virial e o raio Virial sdo parametros utilizados nas simulacdes de (NAVARRO; FRENK
WHITE! [1996). Os autores simularam numericamente a formacgdo de 19 sistemas com escalas variando
de galaxias anas para grandes aglomerado galdxias. Com isso criaram um perfil de densidade para a

matéria escura. Os parametros da simulacdo numérica podem ser vistos na seguinte tabela:

Label LJW‘:‘ I+ Z l’?:; A {’_’.\"J\"J Tann ‘f:‘ai': -‘\"’_ai'n'a Py jfi"’_w'u'h
[Mpe] [kpe] [10'2A7.]  [kpe]  [km/s]
1 3.0 44.0 1.5 0.319 L7 88.0 5637 0.052
2 3.0 44.0 1.5 0.293 172 85.6 5178 0.057
3 3.0 44.0 1.5 0.414 193 96.1 7316 0.082
! 3.0 44.0 1.5 .525 209 1039 9278 0.016
5 6.0 22.0 3.0 2.425 348 L75.1 5357 0.060
6 6.0 22.0 3.0 2.301 342 170.1 5083 0.071
7 6.0 22.0 3.0 3.519 394 196.0 7774 0.068
8 6.0 22.0 3.0 2.552 394 L76.1 5637 0.124
9 12.0 11.0 6.0 28.15 788 392.0  TTV3 0.124
10 12.0 11.0 6.0 20.59 710 303.2 H686 0.078
11 12.0 11.0 6.0 29.67 302 398.9 8193 0.131
12 12.0 11.0 6.0 22.01 726 3611 6078 0.088
13 12.0 11.0 6.0 26.16 769 382,56 T224 0.077
14 12.0 11.0 6.0 22.65 733 364.6 6254 0.065
15 18.0 5.0 9.0 102.68 1213 603.14 5401 0.110
16 24.0 5.5 120 224.35 1574 783.0 7744 0.121
L7 40.0 5.5 2000 1109.9 2682 1334 8274 0.151
18 48.0 5.5 240 19315 3226 1605 8334 0.188
19 58.0 55 300 30097 3740 1861 7360 0.143

Tabela 3 — Parametros numéricos utilizados na simulagao em (NAVARRO; FRENK; WHITE, 1996).
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Dentre os parametros, usaremos apenas as massas Moo € raios 790 para calcular as densidades:

ID M200[1012M@] T200 [kpC]
I |0.319 177
2 10.293 172
3 10414 193
4 | 0.525 209
5 2425 348
6 | 2301 342
7 | 3.519 394
8 |2.552 354
9 |28.15 788
10 | 20.59 710
11 | 29.67 802
12 | 22.01 726
13 | 26.16 769
14 | 22.65 733
15 | 102.68 1213
16 | 224.35 1574
17 | 1109.9 2682
18 | 1931.5 3226
19 | 3009.7 3740

Tabela 4 — Massa Virial e raio Virial da simulagdo numérica em (NAVARRO; FRENK; WHITE, [1996).

Note que My € da ordem da massa de nossa galdxia M. Para calcularmos as densidades usamos

a seguinte relacao

n=M/mV,V =4/37R? (5.14)

onde ) € a massa total da galdxia, m a massa da particula. Os valores de raio 12 e massa M serdo

substituidos pelos valores de massa Virial e raio Virial da Tabela 3]
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O resultado das densidades calculadas a partir dos valores da Tabela 3] podem ser encontrados na
Tabela[5] com as densidades calculadas para valores de massa de particula m entre 0.1 eV e 100 eV.
Denotamos n,¢, as densidades calculadas a partir dos valores encontrados em (NAVARRO; FRENK;
WHITE, [1996).

ID | nnrw [Cm*?’] TUNFW [Cm*3] TUNFW [105cm*3] TUNFW [104cm*3] TINFW [103CH’173]
— | 0.01eV 0.leV leV 10eV 100eV
1 | 5.252077 x 107 | x10° x10° x10* x10?
2 5.257055 x 107 | x10° x10° x 10% x 103
3 | 5.257613 x 107 | x10° x10° x10% x 103
4 5.250258 x 107 | x10° x10° x 10% x 103
5 |5.253325 x 107 | x106 x 10° x 10% x 103
6 | 5.251683 x 107 | x10°8 x10° x10* x 103
7 5.252800 x 107 | x10° x10° x 10% x 103
8 5.252077 x 107 | x10° x10° x 10% x 103
9 5.252427 x 107 | x10° x10° x 10% x 103
10 | 5.252203 x 107 | x10° x 10° x 10% x10°
11 | 5.251153 x 107 | x 108 x10° x10* x10?
12 | 5.251343 x 107 | x10° x10° x 104 x 103
13 | 5.251930 x 107 | x10° x10° x10% x 103
14 | 5.250692 x 107 | x10° x10° x10% x 103
15 | 5.252471 x 107 | x10° x10° x 10% x 103
16 | 5.252573 x 107 | x 108 x10° x 104 x103
17 | 5.252521 x 107 | x10° x10° x 10% x 103
18 | 5.252449 x 107 | x10° x10° x 10% x 103
19 | 5.252531 x 107 | x10°6 x10° x10% x 103

Tabela 5 — Densidades calculadas usando n = M /mV a partir dos dados de (NAVARRO; FRENK;
WHITE! [1996)) para diferentes valores de massa em eV.
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Usando a podemos listar numa tabela os valores estimados a partir de nosso modelo.

Esses valores sdo mostrados na Tabela[6] onde ~ n significa “aproximadamente n”.

ID | M/Mg | ~nlem™] | ~nlem™3] | ~ n[10°%cm™] | ~ n[10%cm™3] | ~ n[10%cm™3]
— | — 0.01eV 0.1eV leV 10eV 100eV
1 0.319 <107° 10~4 10° 1010 > 101
2 10.293 <1076 10~4 103 1010 > 101
3 |0.414 <1076 1074 103 1010 > 10'°
4 | 0.525 <1076 1074 103 1010 > 101
5 2.425 <1076 1072 10° 1012 > 101
6 | 2.301 <1076 102 10° 1012 > 101
7 3.519 <1076 1072 10° 1012 > 101
8 2.552 <1076 1072 109 1012 > 101
9 28.15 <1076 10° 107 10t > 10'°
10 | 20.59 <1076 10° 107 10t > 101
112967 | <10°¢ 10° 107 104 > 101
12 | 22.01 <1076 10° 107 1014 > 101
13 | 26.16 <1076 10° 107 1014 > 101
14 | 22.65 <1076 10° 107 101 > 10'°
15 | 102.68 106 102 10° 101 > 101
16 | 224.35 106 102 10° 101 > 101
17 | 1109.9 1073 10* 101t > 101 > 101
18 | 1931.5 1073 10* 101t > 101 > 101
19 | 3009.7 1073 10* 10 > 10%° > 10'°

Tabela 6 — Estimativas de densidades do modelo.

Comparando as tabelas [5]e [6] concluimos que nosso modelo reproduz os resultados encontrados em
(NAVARRO; FRENK; WHITE, 1996) para massas m da ordem de 1 eV, quando M é da ordem da
nossa galdxia. Para M da ordem de 10~ M e M da ordem de 10 M¢; os valores de densidade diferem
por um fator de 10°M. Para valores de M de ordem maior que 10! M nosso modelo reproduz
densidades muito elevadas, o que ndo € provavel ja que para densidades muito altas as particulas ja

deveriam ter sido detectadas.
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6 CONCLUSOES

A funciao de particao para um campo fermidnico de dimensao candnica de massa um foi calculada
e o resultado € o mesmo que encontramos para campos fermionicos de Dirac. Embora esses novos
tipos de campos nao obedecam uma equacgdo do tipo Dirac, efeitos termodinamicos e de temperatura
finita sdo os mesmos, obtidos pelo método padrao da soma de frequéncias de Matsubara em Teoria
de Campos a Temperatura Finita. Isso abre a possibilidade de usar resultados muito bem conhecidos
de dindmicas de campos termalizados as particulas MDO. Em particular, a densidade de energia,
densidade de entropia e pressdo a altas temperaturas sdo as mesmas que para campos fermidnicos de
Dirac.

O limite de baixa temperatura exibe o fendmeno de pressao de degenerescéncia, que poderia ser
responsavel por manter o halo de Matéria Escura ao redor dos niicleos galdcticos. Para uma particula

3 o raio

MDO de massa pequena m >~ 1.0 eV e um nimero de densidade de cercade n ~ 1.0 cm™
de equilibrio encontrado € maior que o raio observado de uma galaxia tipica como a nossa, podendo
explicar a existéncia de um halo enorme de Matéria Escura em volta do nticleo galdctico. Além disso, a
massa total MDO atribuida a Matéria Escura é da mesma ordem de massa de massas galacticas, o que
estd em concordancia com as observagdes. Ainda, devido ao fato das particulas MDO ndo interagirem
eletromagneticamente, sua distribui¢cdo em volta do nicleo da galdxia é esférica e uniforme, modelada
apenas pelo equilibrio entre a pressdo gravitacional e a pressdo de degenerescéncia, enquanto que
condensados baridnicos de matéria no centro das galaxias, formam nucleos bosdnicos mais pesados
que nao sofrem de pressao de degenerescéncia e interagem eletromagneticamente, fazendo com que
percam energia e se condensem. Isto mostra corretamente que a maioria da massa da galdxia pode estar
na forma de Matéria Escura representando cerca de 25% de Matéria Escura contra menos de 5% de
matéria baridnica do contetido total do Universo, em boa concordancia com dados do modelo ACDM.

A fim de verificar se a suposi¢io de massas e densidades feitas (m ~ 1.0 eV, n ~ 1.0 cm™3)
sdo consistentes, utilizamos os dados de (NAVARRO; FRENK; WHITE, |1996), para estimarmos as
densidades de particulas, usando n = M /mV, variando m entre 0.01 eV até 100 eV. Em seguida
comparamos com os valores de densidade previstos no nosso modelo, na mesma variagdo de m.
Encontramos que o modelo prevé corretamente a densidade de particulas para massas m da ordem de
1.0 eV, em especial nos casos em que a massa total M/ é da ordem da massa da nossa galéxia.

E importante notar que embora estimativas de buscas no LHC indiquem uma massa enorme para o
MDO (cerca de 100 GeV em (DIAS; LEE, 2016) e 1TeV em (ALVES et al., [2018))), as estimativas
cosmoldgicas baseadas em restricdes observacionais apontam para uma massa muito pequena (da
ordem de 10732 eV em (PEREIRA et al., [2017; PEREIRA; GUIMARAES| 2017) e (PEREIRA;
HOLANDA; SOUZA| 2017)). O valor estimado aqui ¢ da mesma ordem das massas de neutrino,
também considerados bons candidatos a Matéria Escura. Modelos mais realisticos de distribui¢io de
massa variando ao redor do nucleo galético precisam ser analisados para confirmar se as particulas
MDO sao de fato bons candidatos a Matéria Escura no Universo. Além disso, uma discussdo mais

completa sobre o de-acoplamento térmico de particulas de Matéria Escura MDO e sua temperatura
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atual € um assunto a ser estudado, como é feito com WIMPS em (HOFMANN; ZWERGER| 2017).
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APENDICE A - SOMAS DE FREQUENCIAS DE MATSUBARA

No decorrer do cédlculo da fun¢do de parti¢cao, usando o formalismo de Matsubara, encontramos
somatdrias sobre frequéncias que dependem se o sistema em questdo é constituido de férmions ou
boésons, as chamadas frequéncias de Matsubara. O célculo da soma dessas frequéncias necessita
de uma atencdo especial e nesse apéndice iremos elucidar um dos procedimentos para calcula-las.
Seguimos de perto as referéncias (KAPUSTA; GALE, 2006), sessao 3.4 e (PEREIRA}|2007), apéndice
B. Primeiro calculamos a soma das frequéncias para bosons. O caso de férmions serd realizado logo

em seguida.

A.1 SOMA DE FREQUENCIAS DE MATSUBARA PARA BOSONS

Nosso objetivo € estabelecer o seguinte resultado:

Z 1 B %, com w,, = w (férmions) (A1)
—~ Wy — T 2, com w, = 2”7” (bésons)

Uma das formas de calcular essas somas, dentre outras, é através da integracdo de contorno que,

por sua vez, faz uso do Teorema dos Residuos. Por isso, é conveniente enuncia-lo agora:

Teorema 1 (Teorema dos Residuos). Seja f(z) uma funcdo analitica sobre e no interior de um
contorno fechado C, exceto em um niimero finito de singularidades isoladas em z = ay,as, ..., Gy,

todos situados no interior de C. Entdo:
7{ g(z)dz = 2mi Z Resg(a;).
C .
7j=1

Demonstracdo. Este € um resultado cldssico e sua demonstragdo pode ser encontrada em diversos

livros-texto sobre funcdes complexas. Ver, por exemplo, §33 em (KNOPP, 1996). OJ

Para se calcular os residuos Resg(a;) usaremos dois métodos (BUTKOV, |1988):

e Para uma singularidade de ordem m em z = a:

Res[g(a)] = -t i S (= )92 (A2

e Se g(z) for da forma g(2) = p(2)/¥(2):

Res [g(a)] = 22 (A3)
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onde ¢ = 22, Agora, suponha uma forma genérica para uma soma de frequéncias, do tipo

z

T > f (ko= iwy), (A4)

onde f (ko) é uma fun¢iio que ndo possui singularidades ao longo do eixo imaginario de ko, T = 371,
iw, = 2mnTi = 2mni/f e ko pode ser entendida como a quarta componente de um quadrivetor no
espaco de Minkowski (KAPUSTA; GALE, 2006). Queremos mostrar que tal soma (A.4) € igual a:

T 1 1
— @ dkof (ko) =B coth | =Sk AS
o 1 of ( 0)25C0 (25 0) ; (A.5)
onde o contorno C' no plano complexo de &, é da seguinte forma:

Imk’o

W,

Re k’o

Figura 4 — Contorno da integracdo em li

As somas de frequéncia bosdnicas podem ser convenientemente reescritas em termos da fungao

cotangente hiperbdlica em 1i porque ela tem polos em ky = 2’;"" = a, (PEREIRA, 2007) e é

analitica e limitada em todos os outros pontos. Isso é importante porque a abordagem por integracao

de contorno requer que a fungdo a ser integrada seja meromorfa (FETTER; WALECKA| [2003). Além
disso, para que essa prescri¢do funcione é necessdrio que f(ko) caia mais rdpido que k; ' quando
ko — oo (BELLAC, [1996; FETTER; WALECKA, 2003; KAPUSTA; GALE, 2006; DIJKSTRA,
2019)). Essa condic¢ao se mostrard necessdria quando deformarmos os contornos da figura [Figura 4

Note também que a funcdo cotangente hiperbdlica pode ser escrita como

1 1 1 (1+e Pk 1 2 1 2
g coth (55’“0> =57 (ﬁ) =3’ (‘1 - 5——1> =57 (1 * 5——1) - (A0

Aplicando o Teorema[I] (Teorema dos Residuos]) em (A.3):

1 g dzf(z)%ﬁ coth (%Bz) = T; Res [f (ay) %B coth <%ﬁan>} : (A7)

271
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Podemos calcular os residuos em (A.7) da seguinte maneira: definimos

plan) = f(an)(L +e™)

(A.8)
blan) = (1),
com w/(an) = Be_ﬁa". Usando temos
e oo ()| =555
f (2};"”) 1B(1 472

- Pe2min ; (A.9)

B (2m’n)

B g

ja que e*™ = 1, paran € Z. Substituindo (A.9) e

queriamos demonstrar:

(A.7) obtemos a relacdo que inicialmente

T 1 1 >
%fcdkof (ko) 53 coth (551%) =T > flko=iw,). (A.10)

n=—oo

Prosseguindo, queremos mostrar agora a seguinte relacao:

00 . 1 “+100 1
T3 flho=iw) =5 [ dhog1f () + f (ko)
n=—c0 X it ) . (A.11)
9t )y WOV R+ T o)l Gy

Para tal, note que o contorno da[Figura 4 pode ser deformado, de forma que temos

Imko

L 4 Re l{?()

Figura 5 — Contorno de integracdo deformado.
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Em termos dessa nova curva de contorno a integragdo em (A.10), usando (A.6), pode ser escrita

CcCOomo
T 1 1 1 [P 1 1
%]{cdk()f (ko) 58 coth (55/6‘0) =5 /ioo_e dkof (ko) <—§ - m)
1 “+i00+€ 1 1
+ o o dkof (ko) (5 + R 1 1> +

A.12
1 +e 1 1 ( )

— | dkof (ko) (-5 — ——
omi ). Of(°)< 2 eﬁ_ko_1)+

1 ¢ 1 1
dkof (ko) (5 -+ eﬁko——l) .

27 J .

Visto que tomaremos ¢ — 0, as contribui¢des das extremidades superior e inferior (representadas pelos

dois dltimos termos em (A.12))) podem ser ignoradas daqui em diante. Rearranjando os termos:

T 1 1 1 [ 1 [ 1L
37 ko ko) gAcoth (5880 =g | =5 [ “ahosho) 5 [ ahosho)]

100—¢€ —1004-€
L /—Z‘OO—E dkof(ko) /+i°°+€ dko f (ko)
27 ticoe € PR — 1 Ciore €Ok — 1"
(A.13)

Note que fazendo ky — —k( na primeira e na terceira integral podemos reescrever (A.13) em termos
apenas do caminho do lado direito da

T 1 1 1 +i004-€ 1
2 dkof (ko) =3 coth (—Bko) :—,/ dko= [f (ko) + f (—ko)]
T Jo 2 2 270 ) ioore 2
1 +ico+e 1 (A14)
+ o s dko [ (ko) + f (=ko)] —Zo—7-

Lembrando que f (ko) ndo possui singularidades ao longo do eixo imaginario ky podemos realizar
€ — 0 na primeira integral e finalmente obter a relacao

7Y f ko= i) =5 § dinf (o) 35 coth (%Bk)

T omi ), 0 ’
1 +i00-+€ 1
P ami Ly, ol o) 1 (Fholl G

que € a relacdo que queriamos demonstrar (A.11). Note que a soma de frequéncias se divide natu-
ralmente em duas partes: uma parte independente da temperatura, chamada de ‘parte de vacuo’ e
outra contendo a distribuicdo de Bose-Einstein, chamada de ‘parte de matéria’ (KAPUSTA; GALE,



66

2006)) ou ’contribuicao térmica’ (DIJKSTRAL 2019). Também vale ressaltar que, em certo sentido, a
substitui¢do de somas de frequéncias por integracdo de contorno € equivalente a substitui¢do de um
tempo imagindrio (frequéncias discretas no espaco euclidiano) pelo tempo real (valores continuos de
energia no espaco de Minkowski) (KAPUSTA; GALE! 2006).

Demonstrada a relagdo (A.15]), podemos agora tratar o caso em que f é da forma:

1

f(ko) = —W, (A.16)

ou seja, o caso em que f contém os termos do tipo k3 — w? da soma de Matsubara que estamos

interessados. Substituindo (A.T6) em (A.T5):

TY m—a=55] dhlm—7s)tos dk
(A.17)

A segunda integral pode ser feita se fecharmos o caminho do lado direito da de forma que
formemos um semi-circulo C' = [; + [, como pode ser visto na figura [Figura 6|

]mko

h

ly
PY REk'O
w

Figura 6 — Contorno C' em forma de semi-circulo.

Fechamos o semi-circulo porque a segunda integral poderd ser calculada usando o[leorema dos

visto que é um caminho fechado que possui apenas uma singularidade isolada. Pela
vemos que precisamos fazer a segunda integral de (A.17) ao longo do caminho /;. Usando entdo o
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Teorema dos Residuos| temos

1 2 -1 1 2 -1
2m Jo O(kg—oﬂ) (eﬂko_1) Qm'/ll O(k‘g—w?) (eﬁko_l)

[k 2 ! (A.18)
omi Jy, O\ k2 —w?) \ePho —1 '

— _9ri Z Res [g (a;)],

onde o sinal negativo dos residuos € devido ao sentido anti-horario escolhido para orientar a curva C.

Note que o dnico polo no plano semi-direito € o ponto ky = w, de segunda ordem. Portanto,

270 Z Res[g (a;)] = 2miRes [g (z = ko)] . (A.19)

Agora, lembre-se da condi¢io de que a funcdo f (ko) deve ir a zero no limite k) — oo. Isso nos
permitird, através do Lema de Jordan, fechar os contornos em semi-circulos de modo que eles cubram

todo o plano complexo nesse limite, com exce¢do do eixo imagindrio. Enunciamos tal lema:

Lema 1 (Lema de Jordan). Seja C'r um semi-circulo de raio R no semiplano superior complexo com

centro na origem. Seja f uma fungdo que tende uniformemente a zero mais rapidamente que » ™!,

quando |z| — oo, para arg(z) € [0, 7. Seja o € Rxo. Entdo:

lim e f(2)dz = 0.

Demonstragdo. Veja (HASSANI, 2013), p.345. U

Ja que Sky = Piw,, vemos que Sw, = « > 0 e entdo podemos usar o lema diretamente. Portanto,

a contribui¢c@o da integral ao longo de /5 é nula, o que nos deixa com:

1 2 —1 2 1 1
omi Jy, = —2miRes | —o— 5 —— |- A20
27 ’ 0 (k(z) _ w2) (eﬁko _ 1) T hes [ o k% — w2 eBko—1 ( )

Lembrando ainda que a singularidade z = k( € de segunda ordem e entendendo k, como uma varidvel
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complexa z € C podemos usar (A.3)) e calcular o residuo:

. 2 1 1 d ,—2 1 1
—27i Res iR —w? —eﬁk01:| —2mi lgld e {(z —w) i (2= (o 1)
2mi 1 1 (z —w 1
= — lim
mi el (z+w) (€8 — 1) (z4w)?(ef* —1)
(z-w) B (A21)
() (@ 17
11
wel —1
9 [Hicote 1 1
= —— dz s
2mi —ioote (’22 - w2) (eﬁz - 1)

onde retornamos aos limites originais em vez de usarmos /;. Para tratar da primeira integral em (A.17)

realizamos a mudanga de varidveis 1ky = ky e dky = —idk, de tal forma que temos
1 +i00 -1 1 +o0 1
— dko | —— | = — ———dky. A22
270 ) oo O(kg—w2) 27 /_Oo k3 + w? ! ( )
Finalmente (A.17) fica
T EOO -1 /M L AL (A.23)
nzfookg—uﬂ_%r o K2 webe — 1 '

onde novamente temos uma parte de vacuo (dependente de kj) e uma parte de matéria (segundo
termo).O termo de vécuo € divergente, mas pode ser renormalizado de forma que zeramos o primeiro
termo (KAPUSTA; GALE, 2006)).

A.2 SOMA DE FREQUENCIAS DE MATSUBARA PARA FERMIONS

O caso fermiodnico € inteiramente andlogo, seguindo-se 0s mesmos passos, 0S Mesmos contornos, o

teorema dos residuos e o lema de Jordan. A relagdo andloga a (A.15) ¢

| |
TS =i =5 [ oy 1) A -o)
. | (A.24)
1 —+100+4-€ 1
- — dpo [ (po) + R (—=po)]

270 ) _joote efro + 1’

W, h(po) é uma fun¢do que ndo possui singularidades ao longo do eixo imaginario de

po (aos moldes de f(ky)). O andlogo de (A.3)) é

onde w,, =

T 1 1
T Z h(po = iwy,) = =5 fcdpoh(po) 5# tanh <§ﬁpo) ; (A.25)
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onde a fun¢do tangente hiperbdlica possui polos em py = W O caso em que h € da forma
h(py) = ——— (A.26)
pO - p% o w2 .
nos leva a
=~ -1 L[t 1 11
T —_— = ——dpy — — . A.27
nzzoopg—uﬂ 27?/_00 pi+ w? P R 1 (A.27)
Os casos fermidnico e bosonico podem entdo ser combinados numa Unica expressao:
= -1 1 [ 1 11
T —_— = — ——dky £ ———— A28
nz_ookg—uﬁ 27r/_oo K24w? T webo 17 (A.28)

onde o sinal positivo indica o caso de bésons com w,, = 27n/f e o negativo o de férmions com
wy, = (2n+1)m/p.

A3 SOMA DE FREQUENCIAS DE MATSUBARA COM POTENCIAIS QUIMICOS

Para finalizar esse apéndice iremos apenas observar as mudangas que ocorrem quando levamos em
consideracdo um potencial quimico p. No ensemble grande candnico a funcdo f(kg) € uma funcéo
meromorfa de kg e, particularmente, regular em i, i.e., ela é analitica e de uma Unica varidvel em y e
cai mais rapido que &, ! quando ky — oo (BELLAC,|1996) (DIJKSTRA. 2019). O contorno relevante

pode ser visto a seguir:

Imko
Re kg =
/\/ 0 %
wy, +
@ Reko
C/ Y

Figura 7 — Contorno para o caso com potencial quimico .
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Nesse caso o andlogo de (A.13)) ¢ (BELLAC,|[1996))

T flko=iwy +p) = L fcdkof (ko) %/3 coth B(ﬁko - u)]

S~ 271
1 { 1/—ioo—e+u ( ) 1 +icotetp ( ) (A.29)
= — | —= dkof ko) + —/ dkof ko 1 ’
211 2 Jtico—etp 2 J icotetn

1 B —i00—€+ [t dkof(ko) +ioo+e+p dkof(ko) :|
v e S

2mi ioerpy € PO — 1 L eBe —

onde estamos usando as frequéncias de Matsubara para bésons w,, = 27n/. Note que essa fungio
cotangente hiperbdlica tem pélos em kg = iw, + i e é limitada e analitica em todas as regides do
plano complexo com excecdo do eixo Reky = 0 (veja|Figura 7). Prosseguimos do mesmo modo que

na secao|A.1

TS ko= isn+ 1) = fc ko (ko) 5 coth E(ﬁko - u)}

= 2m
o 1 +ico-+p 1
" o —icotp dk0§ Lf (ko) + f (—ko)] (A.30)
1 +icotetp .
Fomi ) Mo [ (o) + F (=Fo)] ~gromir—7-

Escolhemos a mesma fungéo particular que (A.T6), formamos um semi-circulo andlogo ao da[Figura 6]
s6 que com o caminho /; agora a direita da reta Reky = . Ap6s aplicar o Teorema dos Residuos.
usamos o lema de Jordan (que agora implica na condi¢cdo Sky > p) e calculamos o residuo com o

método (A.3). Dessa forma chegamos a

- 1ot g 1 1
T —_— = ——dk _. A.31
n_E_:OO ki —w? 27 /ooJru K 4w? T e 1 (&.31)

O caso de férmions € inteiramente andlogo ao que fizemos com potencial quimico nulo na se¢ao
As somas podem entdo ser combinadas, como em (A.28):

> -1 Y e | 1 1
T —_ = -
nz_:oo ki —w? 27 /_ P welBe-m) £ 17

Como uma tltima observagdo para encerrar essa secio ¢ importante notar que quando |u| = m,

(A.32)

2 2
cotpn kit w

entramos no caso de condensado de Bose-Einstein e outra analise deve ser realizada (BELLAC, [1996;,
KAPUSTA; GALE, 2006)).
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APENDICE B - INTEGRACAO SOBRE VARIAVEIS DE GRASSMAN

Nesse apéndice apresentamos com mais detalhes as integrais funcionais para férmions sobre as
varidveis de Grassmann. O tratamento segue de perto as referéncias (BAILIN; LOVE, 1993; RAMOND,
1997; BEREZIN| |1966).

Considere o quadrivetor energia-momento para campos espinoriais (BAILIN; LOVE, |1993)

P, = / d3xT£

) (B.1)
N / % (271T)3 Z [a* (k. s)a(k, s)k, — b(k, )" (k, 5)k]

Se prosseguirmos como o fazemos num campo escalar, devemos interpretar a quantidade

d*k

WG*U{, S)&(k,S) (B2)

como sendo @ modos com spin s € momento k no elemento d*k. O problema entdo surge quando nos

direcionamos ao termo: BE
————b(k,s)b"(k, s B.3

descrevendo assim um nimero b de modos tendo energia negativa. Em vez de tratarmos esses modos

como estados de energia positiva de antiparticulas como de costume, tomaremos as quantidadaes

a,a*, b, b* como quantidades que anticomutam (BAILIN; LOVE, 1993):

{a,d'} ={a,a"} = {a,V'} = {a, 1"}
= {a*,a"} = {a*,b'} = {a*, 0"} (B.4)
= {b,0'} = {b, 0} = {b*,b"} =0,
onde
a=a(k,s),a =a(k,s),etc. (B.5)

Acabamos de introduzir variaveis novas, nao-comutativas: as chamadas varidveis de Grasmann.
Formalmente, elas podem ser entendidas como elementos da dlgebra externa sobre os nimeros
complexos (DEWITT, [1992). Note que essas varidveis ndo sao numeros reais ou complexos em si e,
portanto, ndo faz sentido tratar da positividade da energia se estipularmos que os campos sao assim
representados por elas (BAILIN; LOVEL|1993). Assim ja podemos notar que essa abordagem para
tratar de campos espinoriais € essencialmente ndo-classica antes mesmo da introdugdo de integrais
funcionais. De fato, essas varidveis compdem os chamados superniimeros, estruturas que sao usadas
para definir espagos tratados em supersimetria (DEWITT), 1992), mas os detalhes estdo fora do escopo

dessa dissertacdo e por isso ndo trataremos especificamente desses nimeros.
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Considere duas varidveis de Grassman a, b:

{a,a} = {a,b} = {b,b} =0, a* =b* = 0. (B.6)

Para qualquer funcéo das varidveis de Grassmann (a, b) podemos expandir f(a, b) de tal forma qu

fla,b) = fo+ fia+ fib+ foab

- (B.7)
= fo+ fia+ fib— faba,

onde fo, f1, f1, f» sdo nimeros ordindrios. A derivada pode ser deﬁnid como usualmente (BAILIN;
LOVE, [1993)):

of _
da

exceto que agora devemos respeitar a anticomutagao de a, b, de tal forma que também obtemos

fi+ fab, (B.8)

of
ob
onde usamos a segunda forma em (B.7). Segue que

fi = faa, (B.9)

0% f __82f B
dadb  Obda

—fa. (B.10)

Para definir integrais, primeiro queremos que os ‘elementos infinitesimais’ sejam varidveis de

Grassmann tais que

{a,da} = {a,db} = {da,b} = {da,db} =0, (B.11)

e também que integrais multiplas sejam interpretadas como integrais iteradas

/dadbf(a, b) = /da (/ dbf(a,b)) . (B.12)
(/da)2: (/da) (/db) :/dadb:—/dbdaz—(/da)2, (B.13)

o que implica enﬂ
/da:O, /daazl. (B.14)

Note que o operador [ da - - - é introduzido formalmente e ndo deve ser interpretado como equivalente

Assim,

a integrais convencionais, pois o resultado de diferenciar e integrar uma fungfo f de varidveis de

Grassmann (B.7) é o mesmo! Para entender melhor considere uma fungé@o f(a) que seja no maximo

A série de Taylor é truncada pois os termos de maior ordem possuem termos a? = b = 0.
O operador diferencial d/da também pode ser definido através da relagdo {d%, 9} =1 (RAMOND, 1997).

3 Como nido hd nenhuma restri¢io nas varidveis de Grassmann podemos definir [ daa = 1.



73

linear (visto que termos ndo lineares se cancelam em varidveis de Grassman) e que seja invariante por

translacdo sob integracdo. Realizemos a integracao

/da(f0+f1a) =f, /daf(a~|—ag) =daf(a). (B.15)

Agora considere a mesma funcdo. A diferenciacdo resulta em

C%(f0+f1a):f1- (B.16)

Portanto, ndo podemos interpretar essas integrais como tipos de somas e sim como um operador
introduzido formalmente que tem algumas propriedades que gostariamos de ter em integrais, a saber:
uma operacdo linear, invariante sob translac@o e que o resultado ndo dependa da varidvel a ser integrada.

Suponha agora que queremos avaliar uma integral Gaussiana envolvendo uma varidvel de Grassman

df. Expandindo a exponencial obtemos

19 2 402 603
/dee—za‘):/de(1—%9+%—%+...):/dezo, (B.17)

o que ndo € muito util para nds. Para obter uma integragdo nao-nula devemos tratar de mais de uma

variavel. Para n variaveis de Grassmann 61, ..., #,, temos

Recorde que aqui ndo estamos somando sobre os indices ¢, j € as integrais multiplas continuam sendo
interpretadas como integrais iteradas. Agora considere uma integral gaussiana sobre n varidveis de

Grassmann

1
I, = /d91 ...d6, exp (—§®TA@) , (B.19)

onde A é uma matriz real antisimétrica e ® é o vetor coluna formado pelas componentes (61, ..., 6,,).
Da defini¢do da integral segue que (BEREZIN, [1966)

/f(@)den By = (1, ). (B.20)

Vamos colocar (B.19) na forma

[n = /eXp (Z aikeiﬁk) d(gn cee d91, Qi — — Q- (B21)

Usamos o fato de que para uma transformagao ortogonal propria ||s;x|| a matriz ||a;|| pode ser posta
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na forma

0 M\ 0 0
- 0 0 O
0 0 0 X O (B.22)
0 0 =X 0 0
Considere a seguinte substitui¢do de varidveis:
0 = sinlk. (B.23)

Para uma mudanga de varidveis por substituicdo na forma que fizemos, vale a seguinte relacao
(BEREZIN, [1966)):

/f(&)d&nmdel :detHdlkH/f[@(y)]dyn«~dy1, (B.24)

onde ||G;|| €é a inversa da matriz ||a;||. Assim, aplicando (B.20) em (B.21):

f exp [2 (/\1?le2 + Aoysys + - + )\n/Qyn—lyn)} dyn -+~ dy., paran par

I, = , (B.25)
Jexp [2 (Myrye + -+ + An1)/2Yn—2Yn—1) | dyn - - - dy, para n fmpar
onde det||s;|| = 1, jd que || s ||é uma matriz ortogonal prépria. Usando (B.20):
I, = 22X, -+ A, = det (||2a:|)"/?, para n par. (B.26)

O caso em que n € impar, temos [ = 0, ja que nesse caso hd um nimero impar de fatores df, o que
implica em pelo menos um fator [ df; com integrando 1 e portanto, por conta da defini¢do de integral
(B.14), temos que a integral se anula para n impar. Isso é consistente com o fato de que o determinante
para qualquer matriz antisimétrica é nulo. Assim, a equagdo fica (BEREZIN, 1966)

/ exp (Z aik9i0k> db, - -~ df = (det || 2az]|)"> (B.27)

E em forma matricial, expandindo a exponencial:

1 1 "2 ;

Note que aqui temos uma poténcia positiva do determinante, enquanto que no caso de um campo

escalar ela era negativa’}

4 A raiz do determinante de uma matriz antisimétrica é chamada de Pfaffiano. A férmula (B.27)) é também vilida para
matrizes complexas (BEREZIN| 1966).
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Generalizando para o caso em que a integracdo € realizada sobre um nimero infinito de compo-
nentes de uma fung¢fo () de varidveis de Grasmann, obtemos a integral funcional (BAILIN; LOVE,
1993)):

1 1
/@w exp (—5 /dx'/dm/z () A (2, x) w(x)) = (det A)Y? = exp (5 Trln A) . (B.29)
Para varidveis de Grasmann complexas a generalizacao de (B.28) é (BAILIN; LOVE] [1993)

/ dg:de, ... / d07db,, exp (—OTAO) = det A, (B.30)

onde A agora é uma matriz anti-hermitiana e a integracdo é definida por (BAILIN; LOVE] 1993)

A integral funcional correspondente é dada por (BAILIN; LOVE, |1993)

/-@¢*@¢ exp (— /dx' / dayp* (2') A (2, x) ¢(x)) =det A = exp(Trin A). (B.32)

Por fim se estamos trabalhando no espaco de Minkowski a integral funcional correspondente a (B.32)
¢ (BAILIN; LOVE! 1993)

/@¢*.@¢ exp <i/d4x'/d4m/)* (') B (', x) 1[)(x)> = det(iB) = exp TrIn(iB).  (B.33)
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APENDICE C - RELACAO DO TRACO DO LOGARITMO

Queremos estabelecer a relacao:
TrIn(—p + mIyq) = 2In(m? — p*). (C.1)

Comegamos calculando os termos dos momentos:

1 0 0 O 0 0 01
o 0o Lo oo 1of
P=7Pe=1g g 1 o 0o —10 0|
00 01 -1 0 0 0
0O 0 0 —¢ 0O 01 o0
0 0 2 O . 0O 0 0 -1
io o =100 ol
—2 0 0 0 0O 1 0 0
w, 0 0 0 0 0 0 m
_ 0 w, O 0 0 0 0
j= | + SR (C2)
0 0 w, O 0 —p 0 O
0 0 0 1w, —pp 0 0O O
0 0 0 —ipy 0 0 pg O
0 0 2 O 0 0 0 -—p;3
0 1 O 0 —p3 0 O 0
—ipy 0 0 0 0 p3 O 0
W 0 D3 P1 — iP2
j= 0 iWn p1+ipe —D3
—Pp3 —p1 + 1ps — Wy, 0
—p1 — P2 D3 0 —iWp,
Dessa forma
—iw, +m 0 —P3 —p1 + P2
_ 0 —iW,+m —pr—1
_sz+mI4x4 — . 'pl P2 Y2 (C3)
D3 P1 — P2 Wy +m 0
D1+ P2 —p3 0 Wy, +m

Agora faremos uso de uma identidade frequentemente usada em livros-texto de Teoria de Campos
a Temperatura Finita que relaciona o logaritmo do traco de uma matriz com o logaritmo de seu

determinante. Tal identidade € um corolério do seguinte teorema ((HALL, 2015)), teorema 2.12):
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Teorema 2. Seja X uma matriz N x N com entradas em C. Entdo:
det(e™®) = e™X.

Demonstragcdao. Ver (HALL, 2015). O]
Uma consequéncia direta desse teorema é

Corolario 1. Seja A uma matriz N x N com entradas em C. Entdo:
Indet A = In TrA.

Demonstragdo. Defina eX = A, entdo In(e®) = X = In A e o resultado segue imediatemente do
teorema [2] u

Agora podemos fazer uso do Coroldrio[I]e estabelecer a seguinte identidade:

Tr ln(—jﬁ + m|4><4) =In det(—ﬁ + m|4><4). (C4)
Para calcularmos o determinante, fazemos uso do teorema de expansao de Laplace (POOLE, 2011):

Teorema 3. Seja A uma matriz N x N com entradas em C. O determinante de A, com N > 2 pode

ser dado por:

N
det A = Z a;;Cy; (expansdo do cofator ao longo da i-ésima linha)
j=1
ou
N
det A = Z a;;C;; (expansdo do cofator ao longo da j-ésima coluna),

=1

Onde C;; = (—1)""7 det M;; € o cofator de A e M;; é o menor, definido como o determinante da

matriz (n — 1) X (n — 1), advinda de A, pela remogdo da i-ésima linha e j-ésima coluna.

Demonstracdo. Veja secdo 4.2 em (POOLE, 2011). [
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Podemos prosseguir com o célculo do determinante:

—iwp +m  —pr—ip2  P3 0 —p1 =2 D3
det(—p +mlyxs) = (—iwp +m) | p1 —ips  iw, +m 0 —0| ops iwy +m 0
—P3 0 Wy, +m D1+ P2 0 Wy, +m
0 —iwy, +m 3 0 —iwp, +m  —p1 — ipy
—D3| D3 P1 — D2 0 —(=p1+ip2)| ps pL—ips  dw, +m
p1+ip2 —Dp3 iw, +m 1+ ips —ps3 0

= (—iwn +m) (i, +m)* — (=p1 — ip2) [(pr — ip2) (iwn + m)] — pg [—ps(iw, +m)]
+ p3 { —(—iwy + m)ps(iw, +m) + ps [—p5 — (p1 — ip2)(p1 + ip2)] }
(—p1 — ipa) { (—iwn + m) (iwn +m)(p1 + ip2) + (= p1 — ip2) [—p5 — (pr — ip1) (p1 + ip2)] }

= (m* +w. +p%)* = (m* — p*)%.

(C.5
Portanto,

TrIn(—p + mlyxs) = Indet(—p 4+ mlyxs) = In [(m* — p*)*] = 2In(m* — p*). (C.6)
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