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4. Matrizes (Matemática) I. Pires, Benito Frazão II. Messaoudi, Ali III.
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Resumo

Neste trabalho seguimos os testes de B.A. Coomes [6] e Gale e Nikaidô [7], onde estuda-
mos condições que devem ser colocadas sobre o jacobiano Jf de uma aplicação f : S → Rn

para que ela seja injetiva num conjunto convexo S ⊂ Rn. O primeiro resultado afirma que
se Jf(x) for uma matriz positiva-definida para todo x ∈ S, então f : S → Rn é injetiva. O
segundo resultado diz que se Jf(x) for uma P-matriz para todo x pertencente a um retân-
gulo fechado n-dimensional S ⊂ Rn então f é injetiva. Um terceiro critério de injetividade
envolvendo matrizes de diagonal estritamente dominante também foi inclúıdo no texto.

Palavras-chave: Teorema do Valor Médio de McLeod, Matriz Positiva-definida, Ma-
triz Diagonal dominante, P-matriz.



Abstract

We provide conditions on the Jacobian matrix Jf of a C1 map f : S → Rn in order
that f is injective in a convex set S ⊂ Rn. The first result states that if Jf(x) is a positive-
definite matrix for every x ∈ S, then f is injective. The second result says that if Jf(x)
is a P-matrix for every x belonging to a n-dimensional closed rectangle S ⊂ Rn, then f
is injective. A third injectivity criterium involving diagonally dominant matrices was also
included in the text.

Keywords: Mean Value Theorem McLeod, Positive-definite matrix, Diagonally domi-
nant matrix, P-matrix.



Sumário

1 Introdução p. 10

2 Preliminares p. 13

2.1 Cálculo diferencial no Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 13

2.2 O Teorema do Valor Médio de Cauchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 15

2.3 O Teorema do Valor Médio de McLeod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 17

3 Injetividade de aplicações com Jacobiano positivo-definido p. 22

4 Injetividade de aplicações com Jacobiano diagonalmente dominante p. 28

5 Injetividade de aplicações com Jacobiano do tipo P-matriz p. 33

6 Exemplos p. 43

Referências Bibliográficas p. 46
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho abordamos condições sobre a matriz jacobiana Jf de uma aplicação

f : S ⊂ Rn → Rn de classe C1 para que f seja injetiva num convexo S. No caso n = 1, uma

das ferramentas importantes para saber se uma aplicação f é injetiva é uma consequência

do Teorema do Valor Médio de Cauchy o qual assegura que se f : [a, b] → R é C1 e f ′(x) ̸= 0

para todo x ∈ [a, b], então f é monótona e, portanto, injetiva.

Em dimensões maiores (n ≥ 2), a condição de que o determinante jacobiano |Jf(x)| ̸= 0

em todo ponto x ∈ S não assegura a injetividade de f em S. De fato, considere a aplicação

f : R2 → R2 definida por f(x, y) =
(√

2ex/2 cos (ye−x),
√
2ex/2sen (ye−x)

)
. O jacobiano de f

no ponto (x, y) ∈ R2 é dado por:

Jf(x, y) =


√
2ex/2

[
1

2
cos (ye−x) + ye−xsen (ye−x)

]
−
√
2e−x/2sen (ye−x)

√
2ex/2

[
1

2
sen (ye−x)− ye−x cos (ye−x)

] √
2e−x/2 cos (ye−x)

 .

Assim, |Jf(x, y)| = 1 para todo (x, y) ∈ R2. Entretanto, a aplicação f não é injetiva pois

f(x, y + 2kπex) = f(x, y) para todo k ∈ Z e para todo (x, y) ∈ R2. Desta forma, é preciso

colocar condições mais fortes sobre o jacobiano de f para assegurar a injetividade.

Em 1964 McLeod generalizou o Teorema do Valor Médio de Cauchy. A versão que

vamos utilizar neste trabalho é mais simples que a versão apresentada por ele em [8].

Teorema 2.4 Sejam S ⊂ Rn um convexo e f : S → Rn uma aplicação C1. Então para
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todo a,b ∈ S, existem x1, . . . ,xn+1 ∈ S e t1, . . . , tn+1 ≥ 0 com
n+1∑
k=1

tk = 1 tais que

f(b)− f(a) =

(
n+1∑
k=1

tkJf(xk)

)
(b− a).

O Teorema de McLeod deu condições a Meisters e Olech [9] para provar o seguinte

resultado, que é o primeiro critério de injetividade apresentado neste trabalho.

Corolário 2.7 Sejam S ⊂ Rn um conjunto convexo e f : S → Rn uma aplicação C1. Então

f é injetiva se a seguinte condição for satisfeita:

conv {Jf(x) · (b− a) : x ∈ [a,b]} ⊂ Rn \ {0}, ∀a,b ∈ S | a ̸= b,

onde conv(A) denota a cobertura convexa do conjunto A e [a,b] = {(1 − t)a + tb : 0 ≤
t ≤ 1}.

Com base neste resultado de Meisters e Olech deduziremos três critérios sobre a matriz

jacobiana de f que garantem a injetividade de f . O primeiro critério (ver Caṕıtulo 3)

assegura a injetividade de f : S → Rn sob a condição de que Jf(x) é positivo-definido

para todo x ∈ S, onde S ⊂ Rn é um convexo (Teorema 3.1). Este resultado é corolário

de um resultado mais geral (Teorema 3.2) em que é suficiente que a parte simétrica de

Jf(x) seja positiva-definida para todo x ∈ S. Pelo Critério de Sylvester (Proposição 3.1),

obtemos que f será injetiva se Jf(x) for simétrica e todos os menores principais ĺıderes

de Jf(x) forem positivos para todo x ∈ S. Em 1953, P. A. Samuelson [13], renomado

economista laureado com o prêmio Nobel, conjecturou que se os menores principais ĺıderes

de Jf(x) não se anularem então f é injetiva. Em 1965, Gale e Nikaidô [7] encontraram

um contraexemplo em R2: uma aplicação f : R2 → R2 não-injetiva com todos os menores

principais ĺıderes positivos (ver Exemplo 6.3). Desta forma, a hipótese de simetria no

Teorema 3.1 é importante. Uma versão do Teorema 3.1 sem a hipótese de simetria do

jacobiano foi dada por Gale e Nikaidô em [7]. Trata-se do Teorema 5.1 dado no Caṕıtulo

5. Este teorema substitui a condição de que Jf(x) é simétrico e tem todos os menores

principais ĺıderes positivos pela condição de que Jf(x) tem todos os menores principais

(ĺıderes ou não) positivos. Assim, a hipótese de simetria é substitúıda por uma condição

mais forte sobre os menores principais. Entretanto, o resultado obtido só vale quando S é

um n-retângulo fechado. No Caṕıtulo 3, apresentamos um critério de injetividade baseado

na hipótese de que o jacobiano de f é de diagonal estritamente dominante. A relação do
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Caṕıtulo 4 com os outros caṕıtulos é estabelecida pelo Lema 5.5, isto é, que toda matriz de

diagonal positiva e estritamente dominante é P-matriz.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Cálculo diferencial no Rn

Vamos denotar por Rn o espaço euclidiano n-dimensional dotado da norma

|x| = |(x1, . . . , xn)| =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n

e por Mn×n o espaço das matrizes quadradas de ordem n. Dadas uma ênupla x ∈ Rn e

uma matriz A = (aij) ∈ Mn×n, definimos a ênupla

A · x =

(
n∑

j=1

a1jxj, · · · ,
n∑

j=1

anjxj

)
.

O espaço Mn×n pode ser munido da norma

∥A∥ = sup
|x|=1

|A · x|.

É fácil provar que para quaisquer x ∈ Rn e A,B ∈ Mn×n,

|A · x| ≤ ∥A∥ · |x| e ∥AB∥ ≤ ∥A∥ · ∥B∥.

Seja πi : Rn → R a projeção na i-ésima coordenada, isto é, a aplicação definida por

πi(x1, . . . , xn) = xi. Dados um conjunto S ⊂ Rn e uma aplicação f : S → Rn, definimos

fi = πi ◦ f e escrevemos f = (f1, . . . , fn). Dizemos que f é C1 se existir um aberto

S ⊂ U ⊂ Rn tal que as derivadas parciais ∂fi
∂xj

, 1 ≤ i, j ≤ n, existem e são cont́ınuas em U .
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Nesse caso, definimos a matriz jacobiana de f em x ∈ S como sendo a matriz

Jf(x) =



∂f1
∂x1

(x)
∂f1
∂x2

(x) . . .
∂f1
∂xn

(x)

∂f2
∂x1

(x)
∂f2
∂x2

(x) . . .
∂f2
∂xn

(x)

...
...

. . .
...

∂fn
∂x1

(x)
∂fn
∂x2

(x) . . .
∂fn
∂xn

(x)


.

Como f é C1, as entradas de Jf(x) são funções cont́ınuas das variáveis x1,. . . , xn.

No caso em que S ⊂ R, a matriz jacobina de f em t ∈ R é a ênupla:

f ′(t) = Jf(t) =
(
f ′
1(t), . . . , f

′
n(t)

)
,

onde f ′
i(t) =

dfi
dt

(t). Além disso, se a, b ∈ R e a ≤ b, então

∫ b

a

f(t) dt =

(∫ b

a

f1(t) dt,

∫ b

a

f2(t) dt, . . . ,

∫ b

a

fn(t) dt

)
. (2.1)

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental do Cálculo). Seja f : [a, b] → Rn uma aplicação C1.

Então para todo a ≤ b, ∫ b

a

f ′(t) dt = f(b)− f(a).

Prova. Segue imediatamente do Teorema Fundamental do Cálculo de uma variável e

da definição dada pela equação (2.1). �

Lema 2.1. Seja f : [a, b] → Rn uma aplicação cont́ınua, então∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f(t)| dt. (2.2)

Prova. Para cada n ≥ 1, seja a = x0 < x1 < · · · < xn = b uma partição de [a, b]

formada por n + 1 pontos igualmente espaçados. Pela definição de integral em termos de

somas de Riemann, tem-se que∫ b

a

f(t) dt = lim
n→∞

n∑
i=1

f(xi)
b− a

n
.
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Assim, ∣∣∣∣∫ b

a

f(t) dt

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(xi)
b− a

n

∣∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞

n∑
i=1

|f(xi)|
b− a

n
=

∫ b

a

|f(t)| dt.

�

2.2 O Teorema do Valor Médio de Cauchy

O Teorema do Valor Médio tal qual apresentado nos livros de Cálculo Diferencial é

devido a A. L. Cauchy. Uma versão é a seguinte:

Teorema 2.2 (Teorema do Valor Médio de Cauchy). Se f : [a, b] → R é uma função C1,

então existe um ponto c ∈ (a, b) tal que f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Para generalizar o Teorema 2.2 para dimensões maiores, precisamos introduzir o con-

ceito de subconjunto convexo de Rn. Dados dois pontos a,b ∈ Rn, definimos

[a,b] = {(1− t)a+ tb | 0 ≤ t ≤ 1}.

Dizemos que S ⊂ Rn é convexo se [x,y] ⊂ S para todo x,y ∈ S. De maneira análoga

define-se subconjunto convexo de Mn×n. Apresentamos abaixo uma generalização natural

do Teorema 2.2. A prova deste teorema será dada mais adiante.

Teorema 2.3 (Teorema do Valor Médio no Rn). Sejam S ⊂ Rn um convexo e f : S → Rn

uma aplicação C1. Então para cada a,b ∈ S, existe c ∈ [a,b] tal que

|f(b)− f(a)| ≤ ∥Jf(c)∥ · |b− a|. (2.3)

A forma como foi enunciado o Teorema 2.3 é ligeiramente mais forte do que aquela

comumente encontrada na literatura, onde no lugar de ∥Jf(c)∥ aparece supx∈[a,b] ∥Jf(x)∥.
Observa-se também que a afirmação do Teorema 2.3 é mais fraca do que aquela do Teorema

2.2. O próximo exemplo mostra que não é posśıvel substituir a desigualdade em (2.3) por

uma igualdade.

Exemplo 2.1. Seja f : R2 → R2 a aplicação definida por f(x1, x2) = (sen x1, cos x1).

Então,

Jf(c1, c2) =

(
cos c1 0

−sen c1 0

)
.
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Sejam a = (2π, 2π), b = (0, 0) e x =
(

1√
2
, 1√

2

)
. Como |x| = 1, temos que

∥Jf(c)∥ ≥ |Jf(c) · x| = 1√
2
|(cos c1,−sen c1)| =

1√
2
, ∀c = (c1, c2) ∈ R2.

Portanto, para todo c ∈ R2, temos que

|f(b)− f(a)| = 0 < 2π =
1√
2
2
√
2π =

1√
2
|(2π, 2π)| = 1√

2
|b− a| ≤ ∥Jf(c)∥ · |(b− a)|.

Isto mostra que não existe c ∈ [a,b] tal que valha a igualdade em (2.3).

Para demonstrar o Teorema 2.3, vamos precisar do seguinte lema. Trata-se de uma

versão do Teorema 2.3 para caminhos C1, isto é, para aplicações suaves do intervalo no Rn.

Lema 2.2 (Rudin [14], p. 113). Seja f : [a, b] → Rn uma aplicação C1 definida num

intervalo [a, b] ⊂ R. Então existe c ∈ [a, b] tal que

|f(b)− f(a)| ≤ |f ′(c)| · |b− a|.

Prova. Seja v = f(b) − f(a). Precisamos provar que |v| ≤ |f ′(c)| · |b − a|. Podemos

assumir que |v| > 0. Seja ϕ : [a, b] → R a função definida por

ϕ(t) = ⟨f(t),v⟩, t ∈ [a, b],

onde ⟨x,y⟩ =
∑n

i=1 xiyi denota o produto escalar entre x e y. Segue das propriedades do

produto escalar que a função ϕ é C1. Pelo Teorema 2.2, existe c ∈ [a, b] tal que

ϕ(b)− ϕ(a) = ϕ′(c)(b− a) = ⟨f ′(c),v⟩(b− a). (2.4)

Pela definição de ϕ, temos que

ϕ(b)− ϕ(a) = ⟨f(b),v⟩ − ⟨f(a),v⟩ = ⟨f(b)− f(a),v⟩ = |v|2. (2.5)

Das equações (2.4) e (2.5) e da Desigualdade de Cauchy Schwarz segue que

|v|2 = ⟨f ′(c),v⟩(b− a) ≤ |f ′(c)| · |v|(b− a).

Dividindo por |v| obtemos a desigualdade que precisávamos provar. �

Prova do Teorema 2.3. Seja γ : [0, 1] → S definida por γ(t) = (1 − t)a + tb. Observe
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que f ◦ γ : [0, 1] → Rn é uma aplicação C1. Além disso,

|(f ◦ γ)′(t)| = |Jf (γ(t)) γ′(t)| ≤ ∥Jf (γ(t))∥ · |b− a|, ∀t ∈ [0, 1]. (2.6)

Pelo Teorema 2.2 e pela equação (2.6), existe c ∈ [0, 1] tal que

|f ◦ γ(1)− f ◦ γ(0)| ≤ |(f ◦ γ)′(c)| · |1− 0| ≤ ∥Jf (γ(c)) ∥ · |b− a|.

Definindo c = γ(c), obtemos

|f(b)− f(a)| = |f ◦ γ(1)− f ◦ γ(0)| ≤ ∥Jf(c)∥ · |b− a|.

Note que, por definição, c ∈ [a,b].

2.3 O Teorema do Valor Médio de McLeod

Nesta seção apresentamos uma outra generalização do Teorema do Valor Médio de

Cauchy denominada Teorema do Valor Médio de McLeod [8], cujo enunciado é o seguinte.

Teorema 2.4 (Teorema do Valor Médio de McLeod). Sejam S ⊂ Rn um convexo e f : S →
Rn uma aplicação C1. Então para todo a,b ∈ S, existem x1, . . . ,xn+1 ∈ S e t1, . . . , tn+1 ≥ 0

com
n+1∑
k=1

tk = 1 tais que

f(b)− f(a) =

(
n+1∑
k=1

tkJf(xk)

)
(b− a).

Note que as hipóteses do Teorema 2.4 são as mesmas do Teorema 2.3. Uma diferença

fundamental entre os dois teoremas é que o Teorema 2.4 preserva a igualdade presente no

Teorema do Valor Médio de Cauchy. Isto torna o Teorema 2.4 útil para a obtenção de um

critério de injetividade através da suposição de que f(b) = f(a).

Para provar o Teorema 2.4, vamos precisar de alguns conceitos de análise convexa. A

prova apresentada aqui baseia-se num Teorema de Choquet (ver [5, p. 38]) e segue o roteiro

descrito em [10, p. 249]. Uma abordagem histórica deste teorema é dada em [15].

Seja X um espaço métrico. É imediato que ∅ e X são convexos. Além disso, interseção

arbitrária de convexos é convexo. A cobertura convexa (ou envelope convexo) de um sub-

conjunto S de X é definida como a interseção de todos os subconjuntos convexos de X que

contêm S, sendo denotada por conv (S). Assim, a cobertura convexa é o menor convexo

(segundo a inclusão de conjuntos) que contém o conjunto S. No caso em que S já é convexo
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tem-se conv (S) = S.

Dizemos que x ∈ X é combinação convexa de x1, . . . ,xm ∈ S se existirem t1, . . . , tm ≥ 0

com t1 + · · ·+ tm = 1 tais que x = t1x1 + · · ·+ tmxm.

Proposição 2.1. Um conjunto S ⊂ X é convexo se e somente se S consiste de todas as

combinações convexas de seus elementos.

Prova. Suponha que S seja convexo e x ∈ S. Vamos provar por indução em m que se

x é qualquer combinação convexa de x1, . . . ,xm ∈ S então x ∈ S. O caso m = 1 é trivial.

Assuma que o resultado seja válido para um inteiro m ≥ 1. Vamos provar que ele também

vale para m+1. Seja x uma combinação convexa de x1, . . . ,xm+1 ∈ S, isto é, suponha que

existam t1, . . . , tm+1 ≥ 0 com
∑m+1

k=1 tk = 1 tais que x =
∑m+1

k=1 tkxk. Se tm+1 = 1, então

tk = 0 para todo 1 ≤ k ≤ m. Neste caso, x = xm+1 ∈ S. Assim podemos assumir que

tm+1 < 1 e definir sj =
tj

1−tm+1
, 1 ≤ j ≤ m. Note que, sk ≥ 0 para todo 1 ≤ k ≤ m. Além

disso,
∑m

k=1 sk = 1. Pela hipótese de indução,

y =
m∑
j=1

skxk ∈ S.

Como S é convexo, temos que

m+1∑
k=1

tkxk = (1− tm+1)y + tm+1xm+1 ∈ S.

Assim, a afirmação vale também para m+ 1, o que prova que S é combinação convexa de

seus elementos.

Reciprocamente, assuma que S é combinação convexa de seus elementos. Em particular,

qualquer combinação convexa de dois elementos de S é um elemento de S, o que mostra

que S é convexo. �

Corolário 2.1. A cobertura convexa de um conjunto S consiste de todas as combinações

convexas de elementos de S, isto é:

conv (S) =

{
m∑
k=1

tkxk | m ≥ 1,x1, . . . ,xm ∈ S, t1, . . . , tm ≥ 0,
m∑
k=1

tk = 1

}
. (2.7)

Prova. Seja R o conjunto definido pelo lado direito da equação (2.7). Pela Proposição

2.1, R é um convexo que contém S. Portanto, conv (S) ⊂ R, pois é combinação convexa

de seus elementos x1, . . . ,xm. Por outro lado, pela Proposição 2.1, qualquer convexo que
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contém S, contém também as combinações convexas de S, isto é, contém R. Assim, R ⊂
conv (S), o que conclui a demonstração. �

Teorema 2.5 (Carathéodory). Seja S ⊂ Rn. Todo elemento de conv (S) pode ser escrito

como combinação convexa de até n+ 1 elementos de S.

Prova. Pelo Corolário 2.1, todo x ∈ conv (S) se escreve da forma

x = t1x1 + · · ·+ tmxm, (2.8)

onde t1, . . . , tm > 0, t1 + . . . + tm = 1 e x1, . . . ,xm ∈ S. Suponha que m > n + 1, então

m−1 > n. Assim, os vetores x1−xm,. . . , xm−1−xm são linearmente dependentes, portanto

existem constantes c1, . . . , cm−1 não todas nulas tais que

c1(x1 − xm) + · · ·+ cm−1(xm−1 − xm) = 0.

Seja cm = −(c1 + . . .+ cm−1). Então

m∑
i=1

cixi = 0,
m∑
i=1

ci = 0. (2.9)

Como ti > 0, ∀i, e ci > 0 para algum i, podemos definir

ρ := max {ρ∗ ≥ 0 : ti − ρ∗ci ≥ 0, i = 1, . . . , k} = min
ci>0

{
ti
ci

}
≥ 0, com 1 ≤ k ≤ m

Segue de (2.8) e (2.9) que as seguintes propriedades valem para c′i := ti − ρci, 1 ≤ i ≤ n:

(i) c′k = 0 para algum 1 ≤ k ≤ m;

(ii)
∑

i ̸=k c
′
i = 1;

(iii) x =
∑m

i̸=k c
′
ixi.

A propriedades (i), (ii) e (iii) implicam que x é combinação convexa dos m − 1 vetores

x1, . . . ,xk−1,xk+1, . . . ,xm de S. Assim, ou m − 1 = n + 1 ou então o mesmo racioćınio

mostra que x é combinação de m− 2 elementos de S. Procedendo por indução, conclúımos

que x é combinação de no máximo n+ 1 elementos de S. �

Denotamos por conv (S) o fecho topológico de conv (S) em X.

Lema 2.3. Se S ⊂ Rn é compacto, então conv (S) = conv (S).
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Prova. Seja x ∈ convS, então existe uma sequência x(1),x(2), . . . em convS tal que

x = limk→∞ x(k). Pelo Teorema 2.5, para cada k ≥ 1, existem números t
(k)
1 , . . . , t

(k)
n+1 ≥ 0,

com t
(k)
1 + · · ·+ t

(k)
n+1 = 1 e vetores x

(k)
1 , . . . ,x

(k)
n+1 de S tais que

x(k) = t
(k)
1 x

(k)
1 + · · ·+ t

(k)
n+1x

(k)
n+1. (2.10)

Como para cada 1 ≤ i ≤ n + 1, as sequências {t(k)i }∞k=1 e {x(k)
i }∞k=1 pertencem a espaços

compactos pois t
(k)
i ∈ [0, 1], podemos assumir, tomando uma subsequência se necessário,

que elas convergem para ti ∈ R e xi ∈ S, respectivamente. É fácil ver que ti ≥ 0, ∀i, e que

t1 + . . .+ tn+1 = 1. Passando o limite em (2.10), resulta que

x = t1x1 + . . .+ tn+1xn+1,

isto é, x ∈ conv (S). �

Teorema 2.6 (Choquet). Seja g : [0, 1] → Rn uma função cont́ınua. Então∫ 1

0

g(t) dt ∈ conv
(
g
(
[0, 1]

))
.

Prova. Para cada número natural k, sejam 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1 definidos por

ti =
i
k
, 0 ≤ i ≤ k. Seja g(k) : [0, 1] → Rn a aplicação definida por g(k)(t) = g(ti−1) se

t ∈ [ti−1, ti), 1 ≤ i ≤ k, e g(k)(1) = g(1). Como a função g é uniformemente cont́ınua,

a sequência de aplicações g(1),g(2), . . . converge uniformemente para a aplicação g. Isto

garante que

∫ 1

0

g(t) dt = lim
k→∞

∫ 1

0

g(k)(t) dt. Além disso, temos que

∫ 1

0

g(k)(t) dt =
k∑

i=1

(ti − ti−1)g(ti−1). (2.11)

Observe que ci = ti − ti−1, 1 ≤ i ≤ k, satisfaz ci ≥ 0 e
∑k

i=1 ci = 1. Desta forma,

a integral que aparece em (2.11) é uma combinação convexa de elementos de g
(
[0, 1]

)
e,

portanto, pertence à conv
(
g
(
[0, 1]

))
. Fazendo k → ∞, obtemos que

∫ 1

0
g(t) dt pertence

à conv
(
g
(
[0, 1]

))
. O conjunto g ([0, 1]) é imagem do compacto [0, 1] por uma aplicação

cont́ınua, portanto também é compacto. Pelo Lema 2.3, conv
(
g
(
[0, 1]

))
= conv

(
g
(
[0, 1]

))
,

o que conclui a prova. �

Prova do Teorema do Valor Médio de McLeod. Sejam a,b ∈ S e γ : [0, 1] → S

definida por γ(t) = (1 − t)a + tb. Pelo Teorema 2.1 e pelo Teorema 2.6 com g = (f ◦ γ)′,
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obtemos

f(b)− f(a) = f ◦ γ(1)− f ◦ γ(0) =
∫ 1

0

(f ◦ γ)′(t) dt ∈ conv ((f ◦ γ)′([0, 1])). (2.12)

Além disso, (f ◦ γ)′(t) = Jf (γ(t)) (b− a) para todo t ∈ [0, 1]. Consequentemente,

conv
(
(f ◦ γ)′([0, 1])

)
⊆ conv {Jf(x) · (b− a) : x ∈ [a,b]}. (2.13)

Pelo Teorema 2.5 e pelas equações (2.12) e (2.13), existem x1, . . . ,xn+1 ∈ S, t1, . . . , tn+1 ≥ 0

com
n+1∑
k=1

tk = 1 tais que f(b)− f(a) =
n+1∑
k=1

tkJf(xk) · (b− a).

Corolário 2.7 (Meisters). Sejam S ⊂ Rn um conjunto convexo e f : S → Rn uma aplicação

C1. Então f é injetiva se a seguinte condição for satisfeita:

conv {Jf(x) · (b− a) : x ∈ [a,b]} ⊂ Rn \ {0}, ∀a,b ∈ S | a ̸= b.

Prova. Suponha que f não seja injetiva, então existem a,b ∈ S com b ̸= a tais que

f(b)− f(a) = 0. Segue de (2.12) e (2.13) da prova do Teorema do Valor Médio de McLeod

que 0 ∈ conv {Jf(x) · (b− a) : x ∈ [a,b]}. �

Corolário 2.8 (Critério geral de injetividade). Sejam S ⊂ Rn um conjunto convexo e

f : S → Rn uma aplicação C1. Então f é injetiva se a cobertura convexa de {Jf(x) : x ∈ S}
for formada por matrizes não-singulares.

Prova. Suponha que f não seja injetiva, então existem a,b ∈ S com a ̸= b tais

que f(a) = f(b). Pelo Teorema do Valor Médio de McLeod, existem t1, . . . , tn+1 ≥ 0 com

t1 + · · ·+ tn+1 = 1 e x1, . . . ,xn+1 ∈ S tais que

0 = f(b)− f(a) =
n+1∑
k=1

tkJf(xk) · (b− a) =

(
n+1∑
k=1

tkJf(xk)

)
· (b− a).

Assim, a hipótese de não-injetividade implica que a matriz
∑n+1

k=1 tkJf(xk), que pertence à

cobertura convexa de {Jf(x) : x ∈ S}, é singular. �
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Caṕıtulo 3

Injetividade de aplicações com
Jacobiano positivo-definido

Denote por x = (x1, . . . , xn) uma ênupla qualquer do Rn. Dizemos que uma matriz

simétrica A = (aij) ∈ Mn×n é positiva-definida se a forma quadrática ⟨A ·x,x⟩ for positiva-
definida, isto é, se

∑n
i,j=1 aijxixj > 0 para todo x ̸= 0.

O principal resultado desta seção é o seguinte critério de injetividade.

Teorema 3.1. Sejam S ⊂ Rn um convexo e f : S → Rn uma aplicação C1. Se para todo

x ∈ S, Jf(x) é positivo-definido, então f é injetiva. Equivalentemente, f é injetiva se para

todo x ∈ S, Jf(x) for simétrica e os menores principais ĺıderes de Jf(x) forem positivos,

isto é,

∂f1
∂x1

(x) > 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

(x)
∂f1
∂x2

(x)

∂f2
∂x1

(x)
∂f2
∂x2

(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0, · · · ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂x1

(x) . . .
∂f1
∂xn

(x)

...
. . .

...

∂fn
∂x1

(x) . . .
∂fn
∂xn

(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0.

O Teorema 3.1 o qual será provado mais adiante, é, na verdade, corolário de um resul-

tado um pouco mais geral, onde no lugar de Jf(x) aparece a parte simétrica de Jf(x).

Teorema 3.2. Sejam S ⊂ Rn um convexo e f : S → Rn uma aplicação C1. Se para todo

x ∈ S, a parte simétrica de Jf(x) é positiva-definida, então f é injetiva.

Dizemos que uma matriz A ∈ Mn×n é positiva-quase-definida se sua parte simétrica
A+ AT

2
for positiva-definida. Assim, o Teorema 3.2 afirma que se Jf(x) for positivo-quase-

definido para todo x ∈ S, então f é injetiva. Note que enquanto a definição de matriz
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positiva-definida requer simetria, a definição de matriz positiva-quase-definida dispensa tal

hipótese. No Capt́itulo 5 vamos ver uma classe de matrizes mais abrangente, chamadas

P-matrizes, que inclui em particular as matrizes positiva-quase-definidas.

Para provar os resultados anteriores, vamos precisar de alguns lemas preparatórios que

passamos a enunciar.

Lema 3.1. Se A é uma matriz positiva-definida, então os autovalores de A são números

reais positivos.

Prova. Seja (λ,x) um par autovalor-autovetor de A. Como A é positiva-definida e

x ̸= 0, temos que λ ∈ R (pois A é simétrica) e λ|x|2 = ⟨λx,x⟩ = ⟨A · x,x⟩ > 0, portanto

λ > 0. �

Dizemos que uma matriz quadrada B é submatriz principal de A ∈ Mn×n se B for

obtida eliminando r-linhas e as correspondentes r-colunas de A, onde 0 ≤ r ≤ n − 1. O

determinante de B é chamado menor principal de A. A submatriz principal ĺıder de A de

ordem k é a submatriz obtida eliminando as n−k últimas linhas e as n−k últimas colunas

de A, isto é,

Ak =


a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k
...

...
. . .

...

ak1 ak2 · · · akk

 , 1 ≤ k ≤ n. (3.1)

O determinante de Ak é chamado menor principal ĺıder de A de ordem k.

Uma caracterização muito útil de matriz positiva-definida é dada pelo seguinte resul-

tado.

Proposição 3.1. Uma matriz simétrica A = (aij) ∈ Mn×n é positiva-definida se e so-

mente se todos os menores principais ĺıderes de A forem positivos, isto é, se os seguintes

determinantes forem positivos:

a11 > 0,

∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ > 0, · · · ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0. (3.2)
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Prova. Suponha que A seja positiva-definida, então
∑n

i,j=1 aijxixj > 0 para todo

x = (x1, . . . , xn) ̸= 0. Em particular, tomando y = (y1, . . . , yk, 0, . . . , 0) ̸= 0, obtemos que

⟨Ak · y,y⟩ =
∑k

i,j=1 aijyiyj =
∑n

i,j=1 aijyiyj > 0. Isto mostra que a matriz simétrica Ak

é positiva-definida para todo 1 ≤ k ≤ n. Pelo Lema 3.1, todos os autovalores de Ak são

positivos, logo o determinante de Ak é positivo.

Vamos provar agora a rećıproca. Suponha que os determinantes |A1|, |A2|,. . . , |An|
sejam todos positivos, isto é, suponha que (3.2) seja satisfeita. Precisamos provar que

⟨A · x,x⟩ =
n∑

i,j=1

aijxixj > 0 para todo x = (x1, . . . , xn) ̸= 0.

Denote por e1, . . . , en os vetores

e1 = (1, 0, . . . , 0, 0), e2 = (0, 1, . . . , 0, 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 0, 1).

Afirmamos que existe uma única coleção de vetores vk = (αk1, αk2, . . . , αkk, 0, . . . , 0) ∈ Rn,

1 ≤ k ≤ n, tais que

⟨A · vk, ei⟩ = 0 para todo 1 ≤ i ≤ k − 1, e ⟨A · vk, ek⟩ = 1. (3.3)

De fato, substituindo vk = αk1e1 + · · ·+ αkkek em (3.3) e usando a linearidade de A junto

com a bilinearidade do produto interno, obtemos:

αk1⟨A · e1, e1⟩ +αk2⟨A · e2, e1⟩+ · · ·+ αkk⟨A · ek, e1⟩ = 0

αk1⟨A · e1, e2⟩ +αk2⟨A · e2, e2⟩+ · · ·+ αkk⟨A · ek, e2⟩ = 0
...

...

αk1⟨A · e1, ek−1⟩ +αk2⟨A · e2, ek−1⟩+ · · ·+ αkk⟨A · ek, ek−1⟩ = 0

αk1⟨A · e1, ek⟩ +αk2⟨A · e2, ek⟩+ · · ·+ αkk⟨A · ek, ek⟩ = 1

Como ⟨A · ei, ej⟩ = aij, temos que o sistema de equações anterior é equivalente ao seguinte:

Ak


αk1

αk2

...

αkk

 =


0

0
...

1

 , (3.4)

onde Ak é dada por (3.1). Como, por hipótese, o determinante de Ak é positivo, temos que

o sistema (3.4) é compat́ıvel e determinado. Vamos voltar agora para o problema original.

Vamos mostrar que a forma quadrática ⟨A ·x,x⟩ é positiva-definida. Isto segue das seguin-
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tes afirmações:

Afirmação (a). {v1, . . . ,vn} é base do Rn.

De fato, resolvendo o sistema (3.4) pela regra de Cramer vemos que na variável αkk

resulta que

αkk =
|Ak−1|
|Ak|

> 0,

onde A0 = 1. Isto mostra em particular que os vetores vk = (αk1, αk2, . . . , αkk, 0, . . . , 0),

1 ≤ k ≤ n, formam uma base do Rn.

Afirmação (b). ⟨A · vk,vj⟩ = 0 para todo k ̸= j.

Como A é simétrica, temos que ⟨A · vk,vj⟩ = ⟨A · vj,vk⟩, assim podemos assumir que

1 ≤ j ≤ k − 1 ≤ n. Desta forma, como vj =
∑j

i=1 αjiei, segue de (3.3) que

⟨A · vk,vj⟩ =
j∑

i=1

αji⟨A · vk, ei⟩ = 0.

Afirmação (c). ⟨A · vk,vk⟩ = αkk para todo 1 ≤ k ≤ n.

Temos que vk =
∑k−1

i=1 αkiei + αkkek. Segue de (3.3) que

⟨A · vk,vk⟩ =
k−1∑
i=1

αki⟨A · vk, ei⟩+ αkk⟨A · vk, ek⟩ = αkk.

Para concluir a prova, considere um vetor qualquer x ∈ Rn. Pela Afirmação (a),

podemos escrever x = c1v1 + · · ·+ cnvn. Segue das afirmações (b) e (c) que

⟨A · x,x⟩ =
n∑

i,j=1

⟨A · vi,vj⟩ = α11(c1)
2 + . . .+ αnn(cn)

2 ≥ 0.

Além disso, ⟨A · x,x⟩ = 0 se e somente se c1 = · · · = cn = 0, isto é, se e somente se x = 0.

Isto prova que A é positiva-definida. �

A parte simétrica de uma matriz A ∈ Mn×n é a matriz simétrica definida por B =
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A+ AT

2
, onde AT denota a transposta de A. É claro que uma matriz A é simétrica se e

somente se ela for igual a sua parte simétrica.

Lema 3.2. Uma matriz A = (aij) ∈ Mn×n e sua parte simétrica B =
A+ AT

2
determinam

a mesma forma quadrática, isto é,

⟨A · x,x⟩ =
⟨
A+ AT

2
· x,x

⟩
para todo x ∈ Rn.

Prova. Primeiro observe que

⟨AT · x,x⟩ =
n∑

i,j=1

ajixixj =
n∑

i,j=1

aijxixj = ⟨A · x,x⟩

Logo ⟨
A+ AT

2
· x,x

⟩
=

1

2
⟨A · x,x⟩+ 1

2
⟨AT · x,x⟩ = ⟨A · x,x⟩.

�

Teorema 3.2. Sejam S ⊂ Rn um convexo e f : S → Rn uma aplicação C1. Se para todo

x ∈ S, a parte simétrica de Jf(x) é positiva-definida, então f é injetiva.

Prova. Pelo Critério geral de injetividade (ver Corolário 2.8), é suficiente mostrar que

toda matriz A pertencente à cobertura convexa de {Jf(x) : x ∈ S} é não-singular. Pelo

Teorema de Carathéodory (ver Teorema 2.5), existem t1, . . . , tn2+1 ≥ 0 com t1+. . .+tn2+1 =

1 e x1, . . . ,xn2+1 ∈ S tais que A =
∑n2+1

k=1 tkJf(xk). Então, para todo v = (v1, . . . , vn) ̸= 0,

temos que:

v

(
A+ AT

2

)
vT = v

(∑n2+1
k=1 tkJf(xk) +

∑n2+1
k=1 tkJf(xk)

T

2

)
vT

=
n2+1∑
k=1

tkv

(
Jf(xk) + Jf(xk)

T

2

)
vT > 0,

pois por hipótese a matriz Jf(xk)+Jf(xk)
T

2
, sendo a parte simétrica de Jf(xk), é positiva-

definida. Isto mostra que a parte simétrica de A é positiva-definida. Falta mostrar que A

é não-singular. Seja (λ,v) um par autovalor-autovetor de A. Então, pelo Lema 3.2,

0 <

⟨
A+ AT

2
· v,v

⟩
= ⟨A · v,v⟩ = λ|v|2.

Assim, os autovalores reais de A são positivos. Os autovalores complexos de A aparecem
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em pares conjugados, portanto seu produto é positivo. O determinante de A, sendo produto

dos autovalores de A, é positivo e assim, A é não-singular.

�

Como já foi observado, o Teorema 3.1 é um caso particular do Teorema 3.2.
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Caṕıtulo 4

Injetividade de aplicações com
Jacobiano diagonalmente
dominante

Neste caṕıtulo vamos apresentar outro critério para que uma aplicação f : S → Rn

seja injetiva, onde S ⊂ Rn é convexo. Em vez de exigir que a parte simétrica de Jf(x)

seja positiva-definida, vamos exigir que Jf(x) tenha uma diagonal que domina as entradas

fora da diagonal. Naturalmente, existem matrizes de diagonal estritamente dominante cuja

parte simétrica não é positiva-definida.

Dizemos que α = (α1, ..., αn) > 0 se αi > 0 para todo 1 ≤ i ≤ n.

Definição 4.1. Dizemos que A = (aij) ∈ Mn×n é de diagonal estritamente dominante por

linhas com respeito a α > 0 se

αi|aii| >
n∑

j=1
j ̸=i

αj|aij| para todo i ∈ {1, . . . , n}. (4.1)

Dizemos que A é de diagonal estritamente dominante por colunas com respeito a α > 0 se

αj|ajj| >
n∑

i=1
i ̸=j

αi|aij| para todo j ∈ {1, . . . , n}. (4.2)

Dizemos que A é de diagonal estritamente dominante se (4.1) ou (4.2) vale para algum

α > 0.
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Exerćıcio 4.1. Considere as matrizes

A =

(
−4 4

3 5

)
, B =

(
−4 4

5 3

)
.

A matriz A é de diagonal estritamente dominante por linhas com respeito a α =
(
5
4
, 1
)
.

Ela também é de diagonal estritamente dominante por colunas com respeito a α = (1, 1).

A matriz B não é estritamente dominante por linhas. De fato, não existe α = (α1, α2) > 0

tal que 4α1 > 4α2 e 3α2 > 5α1.

Vamos precisar do seguinte resultado sobre a distribuição espacial dos autovalores de

uma matriz A.

Teorema 4.2 (Teorema de Gerschgorin). Seja A = (aij) uma matriz quadrada de ordem

n ≥ 2 e seja

Λi =
n∑

j=1
j ̸=i

|aij|, 1 ≤ i ≤ n.

Se λ é autovalor real de A, então |λ− arr| ≤ Λr para algum 1 ≤ r ≤ n.

Prova. Seja (λ,x) um par autovalor-autovetor da matriz A, onde x = (x1, . . . , xn) é

normalizado de tal forma que a máxima componente de x em valor absoluto é igual a 1.

Como A · x = λx, temos que
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

 =


λx1

...

λxn

 .

Logo,
n∑

j=1
j ̸=i

aijxj = (λ− aii)xi, 1 ≤ i ≤ n.

Em particular, se |xr| = 1 então

|λ− arr| = |(λ− arr)xr| ≤
n∑

j=1
j ̸=r

|arjxj| = Λr.

�

Lema 4.1. Se A é de diagonal estritamente dominante então A é não-singular.
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Prova. Suponha primeiramente que A = (aij) seja de diagonal estritamente dominante

por linhas com relação a α = (α1, . . . , αn) > 0. Seja

ri =
n∑

j=1
j ̸=i

αj|aij|, 1 ≤ i ≤ n.

Então, de (4.1),

αi|aii| > ri para todo i ∈ {1, . . . , n}. (4.3)

Considere a matriz

B = (bij) =


α1a11 · · · αna1n

...
. . .

...

α1an1 · · · αnann

 .

Pelo Teorema 4.2, se λ é autovalor de B então

|λ− bii| ≤
n∑

j=1
j ̸=i

|bij| para algum i.

Isto é,

|λ− αiaii| ≤ ri para algum i. (4.4)

Segue de (4.3) e (4.4) que B não tem autovalor igual a zero e portanto, é não-singular.

Como, det (B) = α1 · · ·αndetA, temos que A também é não-singular.

O caso em que A é de diagonal estritamente dominante por colunas reduz-se ao caso

anterior, pois nesse caso a transposta de A é de diagonal estritamente dominante por linhas.

�

Seja F ⊂ Mn×n uma famı́lia de matrizes quadradas de ordem n. Dizemos que F é uni-

formemente de diagonal estritamente dominante por linhas (respectivamente, por colunas)

se cada matriz M ∈ F for de diagonal estritamente dominante por linhas (respectivamente,

por colunas) com relação ao mesmo α > 0.

Teorema 4.3. Sejam S ⊂ Rn um conjunto convexo e f : S → Rn uma aplicação C1.

Suponha que a famı́lia {Jf(x) : x ∈ S} seja uniformemente de diagonal estritamente

dominante, então f é injetiva.

Prova. Suponha que a famı́lia {Jf(x) : x ∈ S} seja uniformemente de diagonal

estritamente dominante por linhas com respeito a α = (α1, . . . , αn) > 0. Seja aij(x) =
∂fi
∂xj

(x), então Jf(x) = (aij(x)). Como Jf(x) é de diagonal estritamente dominante por
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linhas, temos que aii(x) ̸= 0 para todo x ∈ S e 1 ≤ i ≤ n. Além disso, como S é conexo

e x 7→ aii(x) é cont́ınua, temos que aii(x) > 0 para todo x ∈ S ou aii(x) < 0 para todo

x ∈ S. Em particular, se x1, . . . ,xn+1 ∈ S e t1, . . . , tn+1 ≥ 0 então∣∣∣∣∣
n+1∑
k=1

tkaii(xk)

∣∣∣∣∣ =
n+1∑
k=1

tk|aii(xk)| para todo i ∈ {1, . . . , n}. (4.5)

Pelo Corolário 2.8 e pelo Lema 4.1, é suficiente mostrar que toda matriz A pertencente

à cobertura convexa de {Jf(x) : x ∈ S} é de diagonal estritamente dominante. Pelo

Teorema 2.5, podemos supor que A = (bij) =
∑n2+1

k=1 tkJf(xk), onde t1, . . . , tn2+1 ≥ 0,

t1+ · · ·+tn2+1 = 1 e x1, . . . ,xn2+1 ∈ S. Pela hipótese inicial sobre a famı́lia {Jf(x) : x ∈ S}
temos que

αi|aii(x)| >
n∑

j=1
j ̸=i

αj|aij(x)| para todo i ∈ {1, . . . , n} e x ∈ S. (4.6)

De (4.5) e (4.6), obtemos:

αi|bii| = αi

∣∣∣∣∣
n2+1∑
k=1

tkaii(xk)

∣∣∣∣∣ =
n2+1∑
k=1

αitk|aii(xk)| >
n2+1∑
k=1

tk

n2∑
j=1
j ̸=i

αj|aij(xk)|

=
n2∑
j=1
j ̸=i

αj

n2+1∑
k=1

tk|aij(xk)| ≥
n2∑
j=1
j ̸=i

αj

∣∣∣∣∣
n2+1∑
k=1

tkaij(xk)

∣∣∣∣∣
=

n2∑
j=1
j ̸=i

αj|bij|.

Isto mostra que A é de diagonal estritamente dominante, o que conclui a prova. O caso em

que a famı́lia {Jf(x) : x ∈ S} é uniformemente de diagonal estritamente dominante por

colunas é análogo. �

Exerćıcio 4.4. Seja f : R2 → R2 definida por f(x, y) = (x3 + 2x + 5y, 3x − 16y + sen x).

O domı́nio de f é convexo, f é C1 e

Jf(x, y) =

(
3x2 + 2 5

3 + cosx −16

)
.

Note que Jf(x) é de diagonal estritamente dominante por linhas com relação a α = (3, 1)

para todo x ∈ R2. Pelo Teorema 4.3, f é injetiva.
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Observe também que a parte simétrica de Jf(x, y) é dada por

B =

(
3x2 + 2 4 + 1

2
cosx

4 + 1
2
cos x −16

)
.

Note que detB = −48− 48x2 − 4cosx− 1
4
cos2 x < 0. Isto mostra que a parte simétrica de

Jf(x) não é positiva-definida, o que torna imposśıvel utilizar o procedimento descrito no

Caṕıtulo anterior.
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Caṕıtulo 5

Injetividade de aplicações com
Jacobiano do tipo P-matriz

O critério de injetividade (Teorema 3.2) dado no Caṕıtulo 3 exige que o jacobiano Jf(x)

da aplicação f : S → Rn seja positivo-quase-definido para todo x ∈ S, isto é, que a parte

simétrica de Jf(x) seja positiva-definida para todo ponto x de um convexo S. Um corolário

deste resultado afirma que se, para cada x ∈ S, Jf(x) for simétrica e todos os menores

principais ĺıderes de Jf(x) forem positivos, então f é injetiva (Teorema 3.1).

Nesta seção daremos condições suficientes para que uma aplicação f : S ⊂ Rn → Rn

seja injetiva sem exigir simetria de Jf(x). A retirada da hipótese de simetria pede uma

condição mais forte sobre os menores principais da matriz Jf(x). Mais especificamente,

a condição de que os menores principais ĺıderes de Jf(x) sejam positivos será substitúıda

pela condição de que todos os menores principais de Jf(x), ĺıderes ou não, sejam positivos.

Para enunciar o resultado principal deste caṕıtulo, vamos precisar das seguintes definições.

Dizemos que uma matriz A ∈ Mn×n é uma P-matriz se todos os menores principais

de A, ĺıderes ou não, forem positivos. Note que uma P-matriz não precisa ser simétrica.

Dizemos que S ⊂ Rn é um n-retângulo se S for o produto cartesiano de n subintervalos

I1, . . . , In não-vazios de R, isto é, S = I1 × · · · × In. Se cada intervalo Ii for compacto (res-

pectivamente, fechado), então dizemos que S é um n-retângulo compacto (respectivamente,

um n-retângulo fechado).

O resultado principal deste caṕıtulo é o seguinte.

Teorema 5.1 (Gale-Nikaidô). Sejam S ⊂ Rn um n-retângulo fechado e f : S → Rn uma

aplicação C1. Se para todo x ∈ S, Jf(x) é uma P-matriz, então f é injetiva.

O Corolário 5.1 afirma que toda matriz positiva-quase-definida é também uma P-matriz,
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portanto as hipóteses sobre Jf(x) no Teorema 5.1 incluem todos os casos cobertos pelos

teoremas 3.1 e 3.2. Poderia se pensar então que o Teorema 5.1 é mais geral do que os

resultados apresentados no Caṕıtulo 3. Isto não é verdade porque enquanto no Teorema

3.2 o conjunto S pode ser qualquer convexo, no Teorema 5.1 S precisa ser um n-retângulo.

A prova do Teorema 5.1 apresentada nesta seção segue a abordagem original dos autores

do resultado (ver [7]). Vamos precisar de alguns lemas preparatórios para a demonstração.

Lema 5.1. Se A é uma P-matriz, então AT é uma P-matriz.

Prova. Seja B uma submatriz principal de AT , então BT é submatriz principal de A e,

portanto, det (B) = det (BT ) > 0. Logo AT é uma P-matriz. �

Lema 5.2. Toda submatriz principal de uma P-matriz é uma P-matriz.

Prova. Seja B uma submatriz principal de A. Seja B′ uma submatriz principal de

B. Como B′ também é uma submatriz principal de A, segue que detB′ > 0, logo B é

P-matriz. �

Sejam A = (aij) ∈ Mn×n e Aij a submatriz de A obtida pela eliminação da i-ésima

linha e da j-ésima coluna de A. Chamamos cofator de aij o termo (−1)i+jdetAij, denotado

por acij. A matriz dos cofatores de A é a matriz cof A = (acij). A matriz adjunta de A é a

transposta da matriz de cofatores de A, isto é, adjA = [cof A]T . Para calcular a inversa de

uma matriz não-singular A, simplemente dividimos a matriz adjunta deA pelo determinante

de A, isto é,

A−1 =
adjA

det A
.

Lema 5.3. Seja A uma P-matriz, então A é não-singular e as entradas da diagonal prin-

cipal de A−1 são positivas.

Prova. Como A é P-matriz, A é não-singular. Seja A−1 = (a∗ij) a inversa de A, então

a∗ii =
(−1)2idetAii

detA
=

detAii

detA
, 1 ≤ i ≤ n.

Como A e Aii são submatrizes principais de A, temos que detA > 0 e detAii > 0 para

todo 1 ≤ i ≤ n. Assim, a∗ii > 0. �

Seja x = (x1, . . . , xn). Dizemos que x > 0 (respectivamente, x ≥ 0, x < 0, x ≤ 0) se

xi > 0 (respectivamente, xi ≥ 0, xi < 0, xi ≤ 0) para todo 1 ≤ i ≤ n.
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Proposição 5.1. Se A é uma P-matriz, então as desigualdades

A · x ≤ 0 e x ≥ 0 (5.1)

admitem somente a solução trivial x = 0.

Prova. Seja A ∈ Mn×n. Vamos proceder por indução sobre a ordem. O caso n = 1 é

trivial. Suponha que a proposição seja válida para n. Provaremos que ela vale para n+ 1.

Sejam A uma P-matriz quadrada de ordem n+1 e x ∈ Rn+1 tal que x ≥ 0 e Ax ≤ 0. Pelo

Lema 5.3, A é invert́ıvel e as entradas da diagonal de A−1 = (a∗ij) são positivas, ou seja,

a∗ii > 0 para todo 1 ≤ i ≤ n + 1. Denote por bj a j-ésima coluna da matriz A−1, assim

A−1 = [b1 · · · bn+1]. Defina

β = min

 xi

a∗i1
: a∗i1 > 0, 1 ≤ i ≤ n+ 1

 .

É claro que β ≥ 0. Além disso, existe k ∈ {1, . . . , n + 1} tal que β =
xk

a∗k1
. Defina o

vetor v = x − βb1. Segue da definição de β que v ≥ 0 e vk = xk − βa∗k1 = 0, onde

v = (v1, . . . , vn+1). Como A é invert́ıvel, temos que

A[b1 · · · bn+1] = AA−1 = [e1 · · · en+1] = I,

onde I denota a matriz identidade. Em particular, A ·b1 = e1, onde e
T
1 = (1 0 · · · 0). Isto

combinado com o fato que A · x ≤ 0, e β > 0, implica que

A · v = A · x− βA · b1 = A · x− βe1 ≤ 0. (5.2)

Seja B a submatriz principal de A obtida pela eliminação da k-ésima linha e da k-

ésima coluna de A. Seja v∗ o vetor de n coordenadas obtido pela eliminação da k−ésima

coordenada (vk = 0) do vetor v. É claro que B · v∗ ≤ 0, e v∗ ≥ 0. Do Lema 5.1, B é

P-matriz de ordem n. Pela hipótese de indução, temos que v∗ = 0. Como vk = 0, temos

que v = 0. Segue da equação (5.2) que A · x = βe1, portanto, A · x ≥ 0. Como A · x ≤ 0,

temos que A · x = 0. Finalmente, como A é não-singular, então x = 0. �

Definição 5.1. Sejam A ∈ Mn×n e x = (x1, . . . , xn). Dizemos que A inverte o sinal de x

se (A · x)ixi ≤ 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Proposição 5.2. A é uma P-matriz se e somente se A não inverte o sinal de nenhum

vetor não-nulo.
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Prova. Primeiro provaremos que a condição que não inverte sinal é necessária. Suponha

que A seja uma P-matriz que inverta o sinal do vetor x = (x1, . . . , xn) ̸= 0, isto é, que

(A · x)ixi ≤ 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}. Precisamos considerar dois casos.

Primeiro caso: x = (x1, . . . , xn) ≥ 0. Defina o conjunto F = {i : xi > 0}. É claro que

F ̸= ∅, pois x ≥ 0 e x ̸= 0. Seja Â a submatriz principal deA obtida pela eliminação de toda

k-ésima linha e k-ésima coluna de A tal que k ∈ {1, . . . , n} \F . Segue de F ̸= ∅ que Â tem

ordem estritamente menor que n. Seja x̂ > 0 o vetor obtido de x pela eliminação de todas

as componentes nulas de x, isto é, de todas as componentes xk tais que k ∈ {1, . . . , n} \F .

Pelo Lema 5.2, como Â é submatriz principal da P-matriz A, temos que Â é P-matriz que

inverte o sinal de x̂, isto é, (Â · x̂)ixi ≤ 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}\F . Isto juntamente com

x̂ > 0 implica que (Â · x̂)i ≤ 0 para todo i ∈ {1, . . . , n} \ F . Pela Proposição 5.1, x̂ = 0,

logo x = 0.

Segundo caso: x = (x1, . . . , xn) tem pelo menos uma componente xk < 0. Seja G o

conjunto não-vazio definido por G = {i : xi < 0}. Seja D a matriz definida por
d1 0 0 · · · 0

0 d2 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · dn

 ,

onde di = −1 se i ∈ G, e di = 1 se i ̸∈ G. Em outras palavras, di = −1 se xi < 0, e di = 1

se xi ≥ 0. Isto implica que

(D · x)i = dixi ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}.

Note que D é uma involução, isto é, D2 = I. A matriz B = DAD é uma P-matriz

pois a matriz B foi obtida de A multiplicando um conjunto de linhas e o correspondente

conjunto de colunas de A por −1. Afirmamos que B inverte o sinal de y = D · x ≥ 0. De

fato,

B · y = DADD · x = DAD2 · x = DA · x. (5.3)

Portanto,

(B · y)iyi = (DA · x)i(D · x)i = di(A · x)idixi = d2i (A · x)ixi = (A · x)ixi ≤ 0.

Pelo primeiro caso, temos que y = 0, logo x = 0.

Para provar que a condição é suficiente, suponha que A seja uma P-matriz que não
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inverte o sinal de nenhum vetor x = (x1, . . . , xn) exceto x = 0. Isto quer dizer que se

(Ax)ixi ≤ 0 para todo 1 ≤ i ≤ n, então x = 0.

Seja B qualquer submatriz principal de A. Afirmamos que detB > 0. De fato, suponha

que detB ≤ 0, então B tem um autovalor negativo λ correspondente a um autovetor x ̸= 0

(pois o determinante é o produto dos autovalores). Portanto,

(B · x)ixi = (λx)ixi = λ(xi)
2 ≤ 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}.

ou seja B inverte o sinal do vetor x, o que implica que A inverte o sinal do vetor x̂. Dáı

segue que x̂ = 0, então x = 0, contradizendo o fato de x ser um autovetor. Assim, toda

submatriz principal de A tem determinante positivo. Nestas condições, A é P-matriz. �

Corolário 5.1. Toda matriz A ∈ Mn×n positiva-quase-definida é P-matriz, mas nem toda

P-matriz é positiva-quase-definida.

Prova. Seja A ∈ Mn×n uma matriz positiva-quase-definida. Suponha por absurdo que

A não seja P-matriz. Pela Proposição 5.2, existe x = (x1, . . . , xn) ̸= 0 tal que (Ax)ixi ≤ 0

para todo 1 ≤ i ≤ n. Assim, pelo Lema 3.2 , temos que⟨
A+ AT

2
· x,x

⟩
= ⟨A · x,x⟩ =

n∑
i=1

(Ax)ixi ≤ 0,

o que contradiz o fato de A ser positiva-quase-definida. Portanto, A é P-matriz. Para

mostrar que a rećıproca não vale considere a P-matriz

A =

(
1 2

0 1

)
.

Observe que para todo x = (x1, x2) satisfazendo x1 = −x2,⟨
A+ AT

2
· x,x

⟩
= (x1)

2 + 2x1x2 + (x2)
2 = (x2)

2 − 2(x2)
2 + (x2)

2 = 0.

Portanto, A não é positiva-quase-definida. �

Lema 5.4. Uma matriz A é P-matriz se e somente se a sua inversa A−1 é P-matriz.

Prova. Seja A uma P-matriz e A−1 a sua inversa. Seja x = (x1, . . . , xn) um vetor tal

que (A−1x)ixi ≤ 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}. Defina y = A−1x. Então

(Ay)iyi =
(
A−1x

)
i
xi ≤ 0.
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Pela Proposição 5.2, como A é P-Matriz, temos que y = 0, logo x = 0. Pela Proposição

5.2 novamente, temos que A−1 é P-matriz. �

Lema 5.5. Toda matriz de diagonal positiva e estritamente dominante é P-matriz.

Prova. Seja A = (aij) ∈ Mn×n uma matriz de diagonal positiva (aii > 0) e estritamente

dominante. Podemos assumir que A é de diagonal estritamente dominante por linhas (ver

Definição 4.1), assim existe α = (α1, . . . , αn) > 0 tal que

αiaii >
n∑

j=1
j ̸=i

αj|aij| para todo i ∈ {1, . . . , n}. (5.4)

Primeiro provaremos que detA ̸= 0. Suponha que detA = 0, isto é, que exista x =

(x1, . . . , xn) ̸= 0, tal que Ax = 0. Isto é equivalente a

aiixi = −
n∑

j=1
j ̸=i

aijxj para todo i ∈ {1, . . . , n}. (5.5)

Defina

ρ = max
i

|xi|
αi

=
|xk|
αk

para algum k ∈ {1, . . . , n}. (5.6)

O fato que x ̸= 0 implica que ρ > 0. Segue de (5.4), (5.5) e (5.6) que

akk|xk| = |akkxk| =
∣∣∣ n∑
j=1
j ̸=k

akjxj

∣∣∣ ≤ ρ
n∑

j=1
j ̸=k

αj|akj| < ραkakk.

Logo, como akk > 0, temos que |xk| < ραk, isto é, ρ < ρ, o que é uma contradição. Isto

mostra que detA ̸= 0. Vamos provar agora que, de fato, detA > 0.

Segue do fato de A ter diagonal positiva estritamente dominante que a matriz A+cI tem

diagonal positiva e estritamente dominante para todo c ≥ 0, onde I é a matriz identidade.

Além disso,

det(A+ cI) = detA+ cn + ϕ(c),

onde ϕ é um polinômio em c de grau no máximo n− 1. Assim,

lim
c→∞

det (A+ cI) = lim
c→∞

cn
(
detA

cn
+ 1 +

ϕ(c)

cn

)
= ∞. (5.7)

A função c ∈ [0,∞) 7→ det (A+cI) é cont́ınua. Da primeira parte da prova, o fato de A+cI

ter diagonal positiva estritamente dominante garante que det (A+ cI) ̸= 0 para todo c ≥ 0.

Isto juntamente com (5.7) implica que det (A + cI) > 0 para todo c ≥ 0. Em particular,
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detA > 0. Assim, toda matriz que tem diagonal positiva estritamente dominante tem

determinante positivo.

Para concluir a prova, seja Â submatriz principal de uma matriz A com diagonal positiva

estritamente dominante. Então Â também tem diagonal positiva estritamente dominante,

logo det Â > 0. Isto mostra que A é P-matriz. �

Corolário 5.2. Se A é uma P-matriz então existe um número λ > 0 tal que para todo

vetor x ≥ 0 com norma |x| = 1 alguma componente de Ax é maior ou igual a λ.

Prova. Dado x ∈ Rn, denote por M(x) = maxi (Ax)i a máxima componente de Ax.

Como B = {x ∈ Rn : x ≥ 0 e |x| = 1} é compacto e x 7→ M(x) é cont́ınua, a função M

atinge o seu valor mı́nimo λ no conjunto B. Isto é,

∃λ ∈ R | x ≥ 0, |x| = 1 =⇒ max
i

(Ax)i ≥ λ.

Afirmamos que λ > 0. De fato, se λ ≤ 0 então Ax ≤ 0. Neste caso, pelo Teorema 5.1,

x = 0, o que contradiz |x| = 1. �

Proposição 5.3. Seja A uma P-matriz, então as desigualdades

Ax > 0 e x > 0

admitem pelo menos uma solução.

Prova. Ver [12, Theorem 2, p. 9]. �

Proposição 5.4. Sejam S ⊂ Rn um retângulo compacto n-dimensional e f : S → Rn

uma aplicação C1 cujo jacobiano Jf(x) é uma P-matriz para todo x ∈ S. Então para cada

x, a ∈ S, as desigualdades

f(x) ≤ f(a) e x ≥ a (5.8)

têm somente a solução x = a.

Prova. Procedamos por indução sobre n. Suponha que n = 1. Então a condição de

que Jf(x) é uma P-matriz implica que Jf(x) = f ′(x) > 0 para todo x ∈ S, onde S ⊂ R
é um intervalo. Então f é estritamente crescente. Assim, x ≥ a implica f(x) ≥ f(a).

Adicionando a hipótese de que f(x) ≤ f(a), resulta f(x) = f(a), isto é, x = a.
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Seja X o conjunto solução de (5.8), isto é, suponha que

X = {x ∈ S | f(x) ≤ f(a) e x ≥ a}.

Claramente, X é um subconjunto fechado de S e, portanto, um compacto. Além disso,

a ∈ X. Para concluir a prova, basta provar que o conjunto X̂ = X \ {a} é vazio.

Afirmamos que X̂ é compacto. Para provar isto, vamos mostrar que a é um ponto

isolado de X. Como f é C1 e, portanto, diferenciável, temos que

lim
x→a

(
f(x)− f(a)

|x− a|
− Jf(a) · x− a

|x− a|

)
= 0. (5.9)

Como Jf(a) é uma P-matriz, pela Proposição 5.2 existe λ > 0 tal que para todo x > a

alguma componente de Jf(a) · x− a

|x− a|
é maior ou igual a λ. Assim, de (5.9), existe uma

vizinhançã Ua ⊂ S de a tal que para todo x ∈ Ua \{a}, alguma componente de
f(x)− f(a)

|x− a|
é positiva. Em particular, Ua ∩ X = {a}, o que mostra que a é um ponto isolado de X.

Assim, X̂ \ {a} é fechado e, portanto, compacto.

Podemos assumir que X̂ é um compacto não-vazio, caso contrário a prova estaria ter-

minada. Seja x um ponto de mı́nino global da função cont́ınua θ(x1, . . . , xn) = x1+ · · ·+xn.

Por definição, não existe nenhum ponto y ∈ X̂ tal que y < x. Como x ∈ X̂, temos que

x ≥ a. Assim, há dois casos a considerar.

Primeiro caso: x > a. Como Jf(x) é uma P-matriz, pela Proposição 5.3 existe um

vetor u < 0 tal que Jf(x)u < 0. Como x > a, podemos escolher λ > 0 suficiente pequeno

tal que x(λ) = x + λu > a. Em particular, a < x(λ) < x. Como S é um n-retângulo que

contém x e a, temos que x(λ) pertence à S para todo λ suficientemente pequeno. Além

disso, como f é C1, temos que f é diferenciável e

f
(
x(λ)

)
= f(x) + λJf(x).u+ o (λ|u|) .

Desta forma,
f (x(λ))− f(x)

λ|u|
− Jf(x) · u

|u|
pode ser tornado arbitrariamente pequeno escolhendo valores positivos de λ ainda menores.

Assim, para λ arbitrariamente pequeno, f (x(λ))− f(x) < 0, isto é, f (x(λ)) < f(x) ≤ f(a).

Isto é, x(λ) ∈ X̂, contrariando a minimalidade de x. Esta contradição mostra que X̂ = ∅.

Segundo caso: alguma componente de x = (x1, . . . , xn) é igual à correspondente com-
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ponente de a = (a1, . . . , an). Rearranjando as equações e variáveis, podemos assumir que

x1 = a1. Então defina uma nova aplicação f̂ : Ŝ → Rn−1 através da fórmula

f̂(x2, . . . , xn) =
(
f2(a1, x2, . . . , xn), . . . , fn(a1, x2, . . . , xn)

)
,

onde Ŝ = {(x2, . . . , xn) : (a1, x2, . . . , xn) ∈ S}. Observe que Ŝ é uma seção transversal do

n-retângulo compacto S e, portanto, é um (n−1)-retângulo compacto. A matriz jacobiana

desta nova aplicação é

J f̂(x2, . . . , xn) =



∂f2
∂x2

(z)
∂f2
∂x3

(z) . . .
∂f2
∂xn

(z)

∂f3
∂x2

(z)
∂f3
∂x3

(z) . . .
∂f3
∂xn

(z)

...
...

. . .
...

∂fn
∂x2

(z)
∂fn
∂x3

(z) . . .
∂fn
∂xn

(z)


,

onde z = (a1, x2, . . . , xn) ∈ S. Assim, para todo (x2, . . . , xn) ∈ Ŝ, J f̂(x2, . . . , xn) é subma-

triz principal de Jf(z) obtida eliminando a primeira linha e a primeira coluna de Jf(z).

Pelo Lema 5.2, J f̂(x2, . . . , xn) é P-matriz para todo (x2, . . . , xn) ∈ Ŝ. Por hipótese, x ≥ a

e f(x) ≤ f(a), portanto (x2, . . . , xn) ≥ (a2, . . . , an) e f̂(x2, . . . , xn) ≤ f̂(a2, . . . , an). Desta

forma, o ponto (x2, . . . , xn) pertencente ao (n − 1)-retângulo compacto Ŝ ⊂ Rn−1 satis-

faz (5.8) com relação à função f̂ : Ŝ → Rn−1. Pela hipótese de indução, (x2, . . . , xn) =

(a2, . . . , an). Como a1 = x1, segue que x = a, o que contradiz o fato de que x ∈ X̂. Logo

x = ∅.

�

Teorema 5.1 (Gale-Nikaidô) Sejam S ⊂ Rn um n-retângulo fechado e f : S → Rn uma

aplicação C1. Se para todo x ∈ S, Jf(x) é uma P-matriz, então f é injetiva.

Prova. Como todo n-retângulo fechado é união enumerável de n-retângulos compactos

encaixados, podemos assumir que S é um n-retângulo compacto.

Sejam a,b ∈ S tais que f(a) = f(b). Provaremos que a = b. Reordenando as variáveis

se necessário, podemos supor que a = (a1, . . . , an) e b = (b1, . . . , bn) satisfazem

ai ≤ bi (i ≤ k) e ai > bi (i > k),

para algum k ∈ {1, . . . , n}. Se k = n, então f(a) = f(b) e a ≤ b. Neste caso, as condições
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da Proposição 5.4 são satisfeitas e então a = b. O caso k = 0 é análogo. Se 0 < k < n,

defina a aplicação D : Rn → Rn por

D(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xk,−xk+1, . . . ,−xn).

Note que D é injetiva. Além disso, D é uma involução, isto é, D2 = I, ou seja, D−1 = D.

Observe também que D(S) é novamente um n-retângulo fechado. Sejam a∗ = D(a) e

b∗ = D(b). Seja g : D(S) → Rn a aplicação definida por g = D◦f ◦D = D◦f ◦D−1. Como

D é uma transformação linear, temos que o Jacobiano de g no ponto x é Jg(x) = DJf(x)D

para todo x ∈ S. Em outras palavras, a matriz Jg(x) é uma P-matriz pois ela foi obtida

de Jf(x) multiplicando um conjunto de linhas e o correspondente conjunto de colunas de

D por −1. Pela definição de g temos que g(a∗) = g(b∗) e a∗ ≤ b∗. Assim, pela Proposição

5.4, a∗ = b∗, o que implica em a = b. �
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Caṕıtulo 6

Exemplos

O propósito deste caṕıtulo é mostrar como os resultados dos caṕıtulos anteriores po-

dem ser utilizados para garantir a injetividade de uma aplicação C1 f : S → Rn em um

subconjunto convexo S ⊂ Rn.

Exemplo 6.1 ([12, p. 22]). Seja f : R3 → R3 a função definida por

f(x, y, z) =
(
x2 + z2, x2 + y2, y2 + z2

)
.

Então f é injetiva em R3
+ = {(x, y, z) : x > 0, y > 0 e z > 0} mas não é injetiva em R3.

Prova. A igualdade f(1, 1, 1) = f(−1,−1,−1) implica que f não é injetiva em R3. Seja

Ak =

[
1

k
, k

]
×
[
1

k
, k

]
×
[
1

k
, k

]
.

Então Ak é um 3-retângulo compacto. Além disso, A1 ⊂ A2 ⊂ · · · é uma sequência

encaixada de retângulos compactos tais que
∪∞

k=1Ak = R+
3 . Assim, para provar que f é

injetiva em R3
+ é suficiente provar que f é injetiva em cada Ak. Isto pode ser feito estudando

o jacobiano de f em cada ponto de Ak. Para cada (x, y, z) ∈ Ak, temos que

Jf(x, y, z) =


2x 0 2z

2x 2y 0

0 2y 2z

 .

Os menores principais de Jf(x, y, z) são:
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2x, 2y, 2z,

∣∣∣∣∣2x 0

2x 2y

∣∣∣∣∣ = 4xy,

∣∣∣∣∣2x 2z

0 2z

∣∣∣∣∣ = 4xz,

∣∣∣∣∣2y 0

2y 2z

∣∣∣∣∣ = 4yz,

∣∣∣∣∣∣∣∣
2x 0 2x,

2x 2y 0

0 2y 2z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 16xyz.

Como todos os menores principais são positivos em Ak ⊂ R+
3 , temos que Jf(x, y, z) é

P-matriz. Pelo Teorema 5.1, f é injetiva em Ak e, portanto, em R+
3 .

Observe que as conclusões alcançadas acima não poderiam ser obtidas através dos

resultados do Caṕıtulo 3. De fato, a parte simétrica do jacobiano de f é dada por:

Jf(x, y, z) + [Jf(x, y, z)]T

2
=


2x x z

x 2y y

z y 2y

 .

Note que o menor principal ĺıder ∣∣∣∣∣2x x

x 2y

∣∣∣∣∣ = 4xy − x2

é negativo no ponto P = (4, 1/2, 1) ∈ R+
3 . Portanto, Jf(4, 1/2, 1) não é positiva-quase-

definida, o que inviabiliza o uso do Teorema 3.2. �

Exemplo 6.2 ([12, p. 26]). Seja f : R2 → R2 a função definida por

f(x, y) =

(
x3

3
− x

2
− y, x+ y

)
,

então f é injetiva.

Prova. O jacobiano de f é dado por

Jf(x, y) =

x2 − 1

2
−1

1 1

 .

Claramente, Jf(x, y) não é uma P-matriz quando x2 < 1
2
. Seja

L =

(
1 1

0 1

)
, então LJf(x, y) =

(
x2 + 1

2
0

1 1

)
.

A matriz LJf(x, y) é claramente uma P -matriz para todo (x, y) ∈ R2, portanto Lf é

injetiva pelo Teorema 5.1. Logo, como L é um isomorfismo, temos que f também é injetiva.

�
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Exemplo 6.3 ([7, p. 82]). Seja f : R2 → R2 a função definida por

f(x, y) =
(
e2x − y2 + 3, 4e2xy − y3

)
.

Os menores principais ĺıderes de Jf(x) são positivos para todo x ∈ [−2, 2]× [−2, 2] mas a

função não é injetiva.

Prova. Como f(0, 2) = (0, 0) = f(0,−2), temos que f não é injetiva. O jacobiano de

f é dado por

Jf(x, y) =

(
2e2x −2y

8e2xy 4e2x − 3y2

)
.

Os menores principais ĺıderes de Jf(x, y) são

2e2x > 0, |Jf(x, y)| = 2e2x(4e2x + 5y2) > 0.

Entretanto, o Teorema 3.1 não se aplica porque Jf(x, y) não é simétrica. �

Exemplo 6.4 ([1, p. 2]). A aplicação f : R2 → R2 definida por

f(x, y) = (x+ x3y2, y + x2y3)

é injetiva.

Prova. De fato, o jacobiano de f é

Jf(x, y) =

(
1 + 3x2y2 2x3y

2xy3 1 + 3x2y2

)
.

Os menores principais de Jf(x, y) são:

1 + 3x2y2 > 0, 1 + 3x2y2 > 0, |Jf(x, y)| = 1 + 6x2y2 + 5x4y4 > 0,

portanto f(x, y) é uma P-matriz para todo (x, y) ∈ R2. Pelo Teorema 5.1, f é injetiva. �
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