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‘Se voceé tentar alguma coisa e falhar, repetir

se vocé nunca falhar, vocé deve tentar novamente.

Se vocé continuar a falhar, é hora de olhar sua estratégia.
Nunca se apegam a uma maneira de fazer as coisas,
aprender a se adaptar e continuar tentando

até chegar ao seu objetivo.’

Farid de Alba



Resumo

Neste trabalho seguimos os testes de B.A. Coomes [6] e Gale e Nikaid6 [7], onde estuda-
mos condigoes que devem ser colocadas sobre o jacobiano Jf de uma aplicacao f : S — R"
para que ela seja injetiva num conjunto convexo S C R"™. O primeiro resultado afirma que
se Jf(x) for uma matriz positiva-definida para todo x € S, entao f : S — R™ é injetiva. O
segundo resultado diz que se Jf(x) for uma P-matriz para todo x pertencente a um retan-
gulo fechado n-dimensional S C R"™ entao f é injetiva. Um terceiro critério de injetividade
envolvendo matrizes de diagonal estritamente dominante também foi incluido no texto.

Palavras-chave: Teorema do Valor Médio de McLeod, Matriz Positiva-definida, Ma-
triz Diagonal dominante, P-matriz.



Abstract

We provide conditions on the Jacobian matrix Jf of a C! map f : S — R" in order
that f is injective in a convex set S C R™. The first result states that if Jf(x) is a positive-
definite matrix for every z € S, then f is injective. The second result says that if Jf(x)
is a P-matrix for every z belonging to a n-dimensional closed rectangle S C R”, then f
is injective. A third injectivity criterium involving diagonally dominant matrices was also
included in the text.

Keywords: Mean Value Theorem McLeod, Positive-definite matrix, Diagonally domi-
nant matrix, P-matrix.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho abordamos condigoes sobre a matriz jacobiana Jf de uma aplicacao
f: S cCR"— R"de classe C! para que f seja injetiva num convexo S. No caso n = 1, uma
das ferramentas importantes para saber se uma aplicacao f é injetiva é uma consequéncia
do Teorema do Valor Médio de Cauchy o qual assegura que se f : [a,b] = R éCle f'(z) #0

para todo x € [a,b], entdao f é mondtona e, portanto, injetiva.

Em dimensoes maiores (n > 2), a condigao de que o determinante jacobiano |Jf(z)| # 0
em todo ponto x € S nao assegura a injetividade de f em S. De fato, considere a aplicagao
f : R? — R? definida por f(z,y) = (\/561/2 cos (ye™), v/2e*/*sen (ye_m)). O jacobiano de f
no ponto (z,y) € R? é dado por:

1
Ve | eos (ge) + yetsen (e )| <V en ()
JE(z,y) =
1
V2e/? bsen (ye™) — ye~* cos (ye‘x)l V2e7"/2 cos (ye™™)

Assim, |Jf(z,y)| = 1 para todo (z,y) € R% Entretanto, a aplicagao f nao é injetiva pois
f(z,y + 2kme”) = f(x,y) para todo k € Z e para todo (z,y) € R% Desta forma, é preciso

colocar condicoes mais fortes sobre o jacobiano de f para assegurar a injetividade.

Em 1964 McLeod generalizou o Teorema do Valor Médio de Cauchy. A versao que

vamos utilizar neste trabalho é mais simples que a versao apresentada por ele em [8].

Teorema 24 Sejam S C R™ um convezo e f : S — R™ uma aplicacao C'. Entao para
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n+1
todo a,b € S, existem X1,...,X,41 € S €ty,...,tpr1 >0 com >ty =1 tais que
k=1

f(b) — f(a) = (Z thf(xk)> (b —a).

O Teorema de McLeod deu condigoes a Meisters e Olech [d] para provar o seguinte

resultado, que é o primeiro critério de injetividade apresentado neste trabalho.

Corolario 277 Sejam S C R"™ um conjunto convezo e f : S — R™ uma aplicacdo C*. Entao

f € injetiva se a sequinte condicdo for satisfeita:
conv{Jf(x) - (b—a):x € [a,b]} CR"\ {0}, Va,beS|a#b,

onde conv(A) denota a cobertura convexa do conjunto A e [a,b] = {(1 —t)a+tb: 0 <

t <1},

Com base neste resultado de Meisters e Olech deduziremos trés critérios sobre a matriz
jacobiana de f que garantem a injetividade de f. O primeiro critério (ver Capitulo B)
assegura a injetividade de f : S — R™ sob a condigao de que Jf(x) é positivo-definido
para todo x € S, onde S C R" é um convexo (Teorema B). Este resultado é coroldrio
de um resultado mais geral (Teorema B2) em que ¢ suficiente que a parte simétrica de
Jf(x) seja positiva-definida para todo x € S. Pelo Critério de Sylvester (Proposicao B),
obtemos que f serd injetiva se Jf(x) for simétrica e todos os menores principais lideres
de Jf(x) forem positivos para todo x € S. Em 1953, P. A. Samuelson [I3], renomado
economista laureado com o prémio Nobel, conjecturou que se os menores principais lideres
de Jf(x) nao se anularem entdo f ¢ injetiva. Em 1965, Gale e Nikaido6 [[] encontraram
um contraexemplo em R?: uma aplicacao f : R? — R? nao-injetiva com todos os menores
principais lideres positivos (ver Exemplo B3). Desta forma, a hipdtese de simetria no
Teorema B é importante. Uma versao do Teorema Bl sem a hipdtese de simetria do
jacobiano foi dada por Gale e Nikaido em [[@]. Trata-se do Teorema B dado no Capitulo
H. Este teorema substitui a condigao de que Jf(x) é simétrico e tem todos os menores
principais lideres positivos pela condi¢ao de que Jf(x) tem todos os menores principais
(lideres ou nao) positivos. Assim, a hipdtese de simetria é substituida por uma condigao
mais forte sobre os menores principais. Entretanto, o resultado obtido sé vale quando S é
um n-retangulo fechado. No Capitulo 3, apresentamos um critério de injetividade baseado

na hipétese de que o jacobiano de f é de diagonal estritamente dominante. A relacao do
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Capitulo @ com os outros capitulos é estabelecida pelo Lema B3, isto é, que toda matriz de

diagonal positiva e estritamente dominante é P-matriz.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Calculo diferencial no R"

Vamos denotar por R" o espaco euclidiano n-dimensional dotado da norma

x| = |(21, ..., 20)| = \/22 4+ + 22

e por M, ., o espago das matrizes quadradas de ordem n. Dadas uma énupla x € R" e

uma matriz A = (a;;) € My, definimos a énupla

n n
A'X: E ClljZEj,"' s E anjxj .
j=1

=1
O espago M,,«,, pode ser munido da norma

[A]] = sup [A - x]|.

|x|=1
E f4cil provar que para quaisquer X € R" e A, B € M,,«n,

[A-x| <Al [x] e [[AB] < [[A[l - || B]|

Seja m; : R™ — R a projecao na i-ésima coordenada, isto é, a aplicacao definida por
mi(z1,...,2,) = x;. Dados um conjunto S C R"™ e uma aplicagao f : S — R", definimos

fi = mof e escrevemos f = (f1,...,f.). Dizemos que f é C! se existir um aberto

S C U C R™ tal que as derivadas parciais %, 1 <1,7 <n, existem e sao continuas em U.
J
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Nesse caso, definimos a matriz jacobiana de f em x € S como sendo a matriz

oh 9 dfr
E Of> Of2
o—(x) =) . (%)
JE(x) = 0rq 019 oz,
Ofn Ofn Ofn
B, (x) o1 (x) ... o (x)
Como f é C!, as entradas de Jf(x) sdo funcoes continuas das varidveis xy,. .., z,.

No caso em que S C R, a matriz jacobina de f em ¢t € R ¢é a énupla:

£(0) = J£0) = (F1(0),.. £1(0)

df;
onde f/(t) = %(t} Além disso, se a,b € R e a <b, entdo

/abf(t)dtz </abf1(t)dt,/abf2(t)dt,...,/abfn(t)dt>. (2.1)

Teorema 2.1 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja f : [a,b] — R™ uma aplicagao C*.

Entao para todo a < b,

/ "Bt dt = £(5) — £(a).

Prova. Segue imediatamente do Teorema Fundamental do Célculo de uma variavel e

da defini¢ao dada pela equagao (271). O

Lema 2.1. Seja £ : [a,b] — R™ uma aplica¢ao continua, entdo

/abf(t) dt‘ < /ab I£(t)] dt. (2.2)

Prova. Para cada n > 1, seja a = 29 < 27 < -+ < x, = b uma partigdo de [a, b
formada por n + 1 pontos igualmente espacados. Pela definicao de integral em termos de

somas de Riemann, tem-se que

bf(t) dt = lim Zn:f(x.)b —a
a n—00 — ! n




2.2 O Teorema do Valor Médio de Cauchy 15

Assim,

b
/ £(1) dt‘ ~ lim

n—oo

Zf(fﬁi)b;a

i=1

= b—a b
< Jim S Ir)| = o)

2.2 O Teorema do Valor Médio de Cauchy

O Teorema do Valor Médio tal qual apresentado nos livros de Célculo Diferencial é

devido a A. L. Cauchy. Uma versao é a seguinte:

Teorema 2.2 (Teorema do Valor Médio de Cauchy). Se f : [a,b] = R é uma fun¢io C*!,
entdo existe um ponto ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = f'(¢)(b—a).

Para generalizar o Teorema P72 para dimensoes maiores, precisamos introduzir o con-

ceito de subconjunto convexo de R™. Dados dois pontos a, b € R", definimos
[a,b] ={(1—t)a+tb|0<t<1}.

Dizemos que S C R™ é convezo se [x,y] C S para todo x,y € S. De maneira andloga
define-se subconjunto convexo de M,,,. Apresentamos abaixo uma generalizagao natural

do Teorema 2. A prova deste teorema serd dada mais adiante.

Teorema 2.3 (Teorema do Valor Médio no R"™). Sejam S C R™ um convezo e f : S — R"

uma aplicagao C*. Entdo para cada a,b € S, existe ¢ € [a,b] tal que

[£(b) —f(a)] < [[JE(c)[ - [b —a]. (2:3)

A forma como foi enunciado o Teorema P23 é ligeiramente mais forte do que aquela
comumente encontrada na literatura, onde no lugar de |[Jf(c)|| aparece supye(, 1 [|JE(X)]-
Observa-se também que a afirmacao do Teorema =3 é mais fraca do que aquela do Teorema
2. O préximo exemplo mostra que nao é possivel substituir a desigualdade em (223) por

uma igualdade.

Exemplo 2.1. Seja f : R? — R? a aplicagio definida por f(zy,15) = (senxy,coszy).

Entao,
cosc; 0
Jf(Cl, C2> = ! .
—senc; 0
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Sejam a = (2m,27), b= (0,0) e x = (\%, \/Lﬁ) Como |x| =1, temos que

1 1
|JE(c)|| > |Jf(c) - x| = E’(COS c1,—sency)| = 75 Ve = (c1,c) € R

Portanto, para todo ¢ € R?, temos que

1 1
’f(b)—f(a)\=0<27T:EQ\/§W:E\

Isto mostra que nao existe ¢ € [a,b] tal que valha a igualdade em (E33).

(27, 2m)| = %!b —a| < [|Jf(c)[| - |(b —a)|.

Para demonstrar o Teorema P23, vamos precisar do seguinte lema. Trata-se de uma

versao do Teorema P23 para caminhos C, isto é, para aplicacoes suaves do intervalo no R™.

Lema 2.2 (Rudin [4], p. 113). Seja f : [a,b] — R"™ uma aplicagio C' definida num
intervalo [a,b] C R. Entao eziste ¢ € [a,b] tal que

[£(b) = £(a)| < If'(c)] - b —al.
Prova. Seja v = f(b) — f(a). Precisamos provar que |v| < [f'(¢)| - |b — a|]. Podemos
assumir que |v| > 0. Seja ¢ : [a,b] — R a funcdo definida por

o(t) = (£(t),v), t&ab],

onde (x,y) = > ., 2;y; denota o produto escalar entre x e y. Segue das propriedades do

produto escalar que a fungao ¢ é C*. Pelo Teorema 232, existe ¢ € [a, b] tal que

¢(b) — ¢(a) = ¢'(c)(b —a) = (f'(c),v)(b — a). (2.4)

Pela definicao de ¢, temos que
3(b) — d(a) = (£(b),v) — (£(a),v) = (£(b) — £(a),v) = |v|*. (2.5)
Das equagoes (Z4) e (23) e da Desigualdade de Cauchy Schwarz segue que
[v[* = (f'(c), v)(b—a) <|f'(c)] - [vI(b— a).

Dividindo por |v| obtemos a desigualdade que precisdvamos provar. O

Prova do Teorema Z3. Seja v : [0,1] — S definida por (t) = (1 — t)a + tb. Observe
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que fov:[0,1] — R™ é uma aplicagao C*. Além disso,
[(Eo) (0] =T (v(1)) ' ()] < [IJE (@) - b —al, Ve 0,1]. (2.6)
Pelo Teorema 22 e pela equagao (28), existe ¢ € [0, 1] tal que
[foy(1) —fory(0)] <[(foy)(c)]- 10 <[IJE(v(c)) ] - b —al.
Definindo ¢ = vy(c), obtemos
f(b) —f(a)| = [foy(1) = fory(0)] < [|JE(c)[| - [b —al.

Note que, por defini¢ao, ¢ € [a, b]. [ |

2.3 O Teorema do Valor Médio de McLeod

Nesta secao apresentamos uma outra generalizacao do Teorema do Valor Médio de

Cauchy denominada Teorema do Valor Médio de McLeod [8], cujo enunciado é o seguinte.

Teorema 2.4 (Teorema do Valor Médio de McLeod). Sejam S C R™ um convero e f : S —

R" uma aplicagio C*. Entao para todo a,b € S, existem Xy,...,Xnt1 €S €t1,... . tpe1 >0
n+1

com Yty =1 tais que
k=1

f(b) —f(a) = (Z thf(xk)> (b — a).

Note que as hipdteses do Teorema P4 sao as mesmas do Teorema 2=3. Uma diferenca
fundamental entre os dois teoremas é que o Teorema 24 preserva a igualdade presente no
Teorema do Valor Médio de Cauchy. Isto torna o Teorema P4 1itil para a obtengao de um

critério de injetividade através da suposigao de que f(b) = f(a).

Para provar o Teorema 24, vamos precisar de alguns conceitos de andlise convexa. A
prova apresentada aqui baseia-se num Teorema de Choquet (ver [G, p. 38]) e segue o roteiro

descrito em [I0, p. 249]. Uma abordagem histérica deste teorema é dada em [I3].

Seja X um espaco métrico. E imediato que ) e X sao convexos. Além disso, intersecao
arbitraria de convexos é convexo. A cobertura conveza (ou envelope convero) de um sub-
conjunto S de X é definida como a interse¢ao de todos os subconjuntos convexos de X que
contém S, sendo denotada por conv (S). Assim, a cobertura convexa é o menor convexo

(segundo a inclusao de conjuntos) que contém o conjunto S. No caso em que S ja é convexo
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tem-se conv (S) = S.

Dizemos que x € X é combinacao convexa de X1,...,X,, € S se existirem tq,...,t,, >0

comt; +---+t,=1talsque x =t1X1 + -+ + L X

Proposigao 2.1. Um conjunto S C X ¢é convexo se e somente se S consiste de todas as

combinacoes convezras de seus elementos.

Prova. Suponha que S seja convexo e x € S. Vamos provar por inducao em m que se
x é qualquer combinagao convexa de xy,...,X,, € S entao x € S. O caso m = 1 é trivial.

Assuma que o resultado seja vélido para um inteiro m > 1. Vamos provar que ele também

vale para m + 1. Seja x uma combinagao convexa de Xy, ..., X,,4+1 € 9, isto é, suponha que
. 1 . 1 <
existam ty,...,tmp > 0 com S te = 1 tais que x = 317, tiXp. Se t,y1 = 1, entdo

ty = 0 para todo 1 < k < m. Neste caso, X = X,,11 € S. Assim podemos assumir que

tm+1 < 1 e definir s; = —b 1 < j < m. Note que, s; > 0 para todo 1 < k < m. Além

17tm+l )
disso, Y -, s, = 1. Pela hipétese de indugao,

y = Zskxk €S.
j=1

Como S é convexo, temos que

m+1

Z Xk = (1 = by 1)y + b 1Xmg1 € 5.
k=1

Assim, a afirmacao vale também para m + 1, o que prova que S é combinacao convexa de

seus elementos.

Reciprocamente, assuma que S é combinagao convexa de seus elementos. Em particular,
qualquer combinagao convexa de dois elementos de S é um elemento de S, o que mostra

que S é convexo. O

Corolario 2.1. A cobertura convexa de um conjunto S consiste de todas as combinacoes

convexas de elementos de S, isto é:

conv (S) = {Zthk |m>1,%x1,...,Xy € S,t1,...,tn zO,Ztk: 1}. (2.7)
k=1

k=1

Prova. Seja R o conjunto definido pelo lado direito da equacao (E24). Pela Proposicao
PN, R é um convexo que contém S. Portanto, conv (S) C R, pois é combinagao convexa

de seus elementos xy,...,Xx,,. Por outro lado, pela Proposicao I, qualquer convexo que
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contém S, contém também as combinagoes convexas de S, isto é, contém R. Assim, R C

conv (), o que conclui a demonstragao. O

Teorema 2.5 (Carathéodory). Seja S C R"™. Todo elemento de conv (S) pode ser escrito

como combinacao convera de até n + 1 elementos de S.

Prova. Pelo Corolério 71, todo x € conv () se escreve da forma

X =tX1 + -+ tnXm, (2.8)
onde ty,...,t,, >0, t1 +...+t, =1exq,...,X,, €S5. Suponha que m > n + 1, entao
m—1 > n. Assim, os vetores x; —X,,. . . , X;n_1 — X, a0 linearmente dependentes, portanto
existem constantes cy, ..., c,_1 nao todas nulas tais que

(X1 —Xp) + -+ 1 (X1 — X)) = 0.

Seja ¢ = —(¢1 + ... + ¢pm_1). Entao

i CiX; = O, i C;, = 0. (29)
i=1

=1

Como t; > 0, Vi, e ¢; > 0 para algum ¢, podemos definir

ti
p::max{p*ZO:ti—p*ciZO,izl,...,/{;}:mi% {—} >0, coml<k<m
c;> C;

Segue de (Z8) e (Z9) que as seguintes propriedades valem para ¢, :==t; — pc;, 1 <i < n:
(i) ¢, =0 para algum 1 < k < m;
(i) Dz i =1
(ili) x = > 1 cixi.
A propriedades (i), (ii) e (iii) implicam que x é combinagao convexa dos m — 1 vetores
X1y Xpo1, Xpt1, -+ Xm de S, Assim, ou m —1 = n + 1 ou entdao o mesmo raciocinio

mostra que x é combinacao de m — 2 elementos de S. Procedendo por inducao, concluimos

que x é combinacao de no maximo n + 1 elementos de S. ([l

Denotamos por conv (S) o fecho topoldgico de conv (S) em X.

Lema 2.3. Se S C R" é compacto, entao conv (S) = conv (5).
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Prova. Seja x € conv S, entdo existe uma sequéncia xV, x® ... em conv S tal que
X = limy_oo Xx¥). Pelo Teorema A, para Cada k > 1, existem nimeros tgk), . at51421 >0,
com tgk) +- 4+ tﬁl =1 e vetores xgk), o n+1 de S tais que

x®) = 1% ) X (2.10)

Como para cada 1 < i < n + 1, as sequéncias {tz(-k)}iozl e {x§’“)}g<;l pertencem a espagos

compactos pois tgk)

€ [0, 1], podemos assumir, tomando uma subsequéncia se necessério,
que elas convergem para t; € R e x; € S, respectivamente. E facil ver que t; > 0, Vi, e que

t1+ ...+ tys1 = 1. Passando o limite em (2710), resulta que
X =10X1 + ...+ b1 Xng1,
isto ¢, x € conv (95). O

Teorema 2.6 (Choquet). Seja g : [0,1] — R™ uma funcao continua. Entao
1
/ g(t) dt € conv (g([O, 1]))
0

Prova. Para cada nimero natural &, sejam 0 =t < t; < --- < t, = 1 definidos por
t; = %, 0 <i <k Sejagh :[0,1] - R" a aplicacio definida por g*)(t) = g(t;_1) se
t € [tig,t), 1 <i<k eg®(l) =g(l). Como a fungio g é uniformemente continua,

a sequéncia de aplicacoes gV, g(® ), ... converge uniformemente para a aplicacao g. Isto

garante que / t)dt = l1m / t)dt. Além disso, temos que

k

/Og () dt = (i — tio)g(tio). (2.11)

i=1

Observe que ¢; = t; — t;_q1, 1 < 1 < k, satisfaz ¢; > 0 e Zle c¢; = 1. Desta forma,

a integral que aparece em (EZIT) ¢ uma combinagdo convexa de elementos de g([0,1]) e,

portanto, pertence a conv (g([O, 1])) Fazendo k& — oo, obtemos que fo t) dt pertence

a conv (g([O, 1])) O conjunto g([0,1]) é imagem do compacto [0,1] por uma aplicagao

continua, portanto também ¢é compacto. Pelo Lema 223, conv (g([0, 1])) = conv (g([0, 1])),

o que conclui a prova. [l

Prova do Teorema do Valor Médio de McLeod. Sejam a,b € S e~ :[0,1] — S
definida por y(t) = (1 — t)a + tb. Pelo Teorema EZT e pelo Teorema 28 com g = (f o )/,
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obtemos
f(b) —f(a) =fory(l) —foy(0) = /0 (f o) (t)dt € conv ((fov)'(]0,1])). (2.12)

Além disso, (f ov)'(t) = Jf (v(t)) (b — a) para todo t € [0, 1]. Consequentemente,

conv ((f 0 7)'([0,1])) € conv {Jf(x) - (b —a) : x € [a, b]}. (2.13)

Pelo Teorema P73 e pelas equagoes (Z192) e (E13), existem X1, ..., X411 € S, t1,. .., tpp1 >0
n+1 n+1

com Yt =1 tais que f(b) — f(a) = > t,Jf(xx) - (b — a). |
k=1 k=1

Corolario 2.7 (Meisters). Sejam S C R"™ um conjunto convexo e f : S — R"™ uma aplicagdo

Cl. Entao f € injetiva se a sequinte condicio for satisfeita:

conv {Jf(x) - (b—a):x € [a,b]} CR"\ {0}, Va,beS|a#b.

Prova. Suponha que f nao seja injetiva, entao existem a,b € S com b # a tais que
f(b) —f(a) = 0. Segue de (Z12) e (Z13) da prova do Teorema do Valor Médio de McLeod
que 0 € conv {Jf(x)-(b—a):x € [a,b]}. O

Corolario 2.8 (Critério geral de injetividade). Sejam S C R™ um conjunto convezo e
f:S5 — R" uma aplicagio C'. Entao f € injetiva se a cobertura conveza de {Jf(x) : x € S}

for formada por matrizes nao-singulares.

Prova. Suponha que f nao seja injetiva, entao existem a,b € S com a # b tais
que f(a) = f(b). Pelo Teorema do Valor Médio de McLeod, existem t1,...,t,+1 > 0 com

i+ -+t =1lexy, ..., X, €95 tais que
n+1 n+1
0=f(b)—f(a)=> tJf(x)-(b—a)= (Z thf(xk)> - (b —a).
k=1 k=1

Assim, a hipétese de nao-injetividade implica que a matriz ZZE tpJE(xx), que pertence a

cobertura convexa de {Jf(x) : x € S}, é singular. O
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Capitulo 3

Injetividade de aplicacoes com
Jacobiano positivo-definido

Denote por x = (z,...,x,) uma énupla qualquer do R". Dizemos que uma matriz
simétrica A = (a;;) € Myxy € positiva-definida se a forma quadrética (A-x,x) for positiva-

definida, isto é, se ZZj:l a;jz;x; > 0 para todo x # 0.
O principal resultado desta secao é o seguinte critério de injetividade.

Teorema 3.1. Sejam S C R"™ um convexo e f: S — R™ uma aplicacio C'. Se para todo
x € S, Jf(x) € positivo-definido, entio f € injetiva. Equivalentemente, f é injetiva se para

todo x € S, Jf(x) for simétrica e os menores principais lideres de Jf(x) forem positivos,

1sto €,
dfr df1
of 8_3:1(X) 0_172(X>
(%) > 0, >0, -, L >0
Oy 0 fs 0 fs
—(x) (%)
O0xy O Ofn Ofn

O Teorema B o qual sera provado mais adiante, é, na verdade, corolario de um resul-

tado um pouco mais geral, onde no lugar de Jf(x) aparece a parte simétrica de Jf(x).
Teorema 3.2. Sejam S C R"™ um convexo e f: S — R™ uma aplicacio C*. Se para todo

X € S, a parte simétrica de Jf(x) € positiva-definida, entio f € injetiva.

Dizemos que uma matriz A € M,,,, é positiva-quase-definida se sua parte simétrica
A+ AT

for positiva-definida. Assim, o Teorema B2 afirma que se Jf(x) for positivo-quase-

definido para todo x € S, entao f é injetiva. Note que enquanto a definicao de matriz
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positiva-definida requer simetria, a definicao de matriz positiva-quase-definida dispensa tal
hipétese. No Captitulo B vamos ver uma classe de matrizes mais abrangente, chamadas

P-matrizes, que inclui em particular as matrizes positiva-quase-definidas.

Para provar os resultados anteriores, vamos precisar de alguns lemas preparatérios que

passalnos a enunciar.

Lema 3.1. Se A ¢ uma matriz positiva-definida, entao os autovalores de A sao niumeros

Teals pPositivos.

Prova. Seja (A, x) um par autovalor-autovetor de A. Como A é positiva-definida e
x # 0, temos que A € R (pois A é simétrica) e \|x|? = (\x,x) = (A - x,x) > 0, portanto
A> 0. 0

Dizemos que uma matriz quadrada B é submatriz principal de A € M, «, se B for
obtida eliminando r-linhas e as correspondentes r-colunas de A, onde 0 < r <n—1. O
determinante de B é chamado menor principal de A. A submatriz principal lider de A de
ordem k é a submatriz obtida eliminando as n — k ultimas linhas e as n — k iltimas colunas

de A, isto é,

a;p G2 - A1k
A1 Q22 -+ A2k
Ay = 1<k<n (3.1)
k )
g1 A2 - Akk

O determinante de Ay é chamado menor principal lider de A de ordem k.

Uma caracterizacao muito util de matriz positiva-definida é dada pelo seguinte resul-

tado.

Proposigao 3.1. Uma matriz simétrica A = (a;;) € Myx, € positiva-definida se e so-
mente se todos os menores principais lideres de A forem positivos, isto €, se 0s sequintes

determinantes forem positivos:

ailx Az - Qip

Q21 Q22 -+ daop

— al2>0, e , o | >0. (3.2)

an >0,

Q21 A22

an1 Ap2 - Qpn
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Prova. Suponha que A seja positiva-definida, entao szzl a;jx;x; > 0 para todo
x = (r1,...,7,) # 0. Em particular, tomando y = (y1,...,%,0,...,0) # 0, obtemos que
(A - y,y) = Zf,j:l a;Yiy; = szzl ai;v:y; > 0. Isto mostra que a matriz simétrica Ay
é positiva-definida para todo 1 < k < n. Pelo Lema B, todos os autovalores de Aj; sao

positivos, logo o determinante de A;, é positivo.

Vamos provar agora a reciproca. Suponha que os determinantes |A;|, |Asl,..., |Ay]

sejam todos positivos, isto é, suponha que (B2) seja satisfeita. Precisamos provar que

(A-x,x>:Zaijximj>0 para todo x = (xy,...,x,) #0.

ij=1
Denote por ey, ...,e, os vetores
e =(1,0,...,0,0),eo =(0,1,...,0,0), ..., e,=1(0,0,...,0,1).
Afirmamos que existe uma tnica colegao de vetores vy = (g1, Qg2 - - -, kg, 0,...,0) € R™,
1 < k <n, tais que
(A-vg,e) =0 paratodo 1<i<k—1 e (A -vge,) =1 (3.3)

De fato, substituindo v = ay1€1 + - - - + agper, em (B33) e usando a linearidade de A junto

com a bilinearidade do produto interno, obtemos:

ap(A-er,er) +ap(A-ege)+--+ (A -ep,e) =0
api(A-e,es) Fag(A-ege) + -+ (A epe) =0

ap (A e ep_1) +opa(A-er,epq) + -+ (A e, ep_1) =0
ap(A-er,ep)  Fap(A-eyep) +- -+ ap(A-ep,ep) =1

Como (A -e;, e;) = a;j, temos que o sistema de equagbes anterior é equivalente ao seguinte:

6751
« 0

Al =11, (3.4)
(099% 1

onde Ay é dada por (Bl). Como, por hipétese, o determinante de Ay, é positivo, temos que
o sistema (B4) é compativel e determinado. Vamos voltar agora para o problema original.

Vamos mostrar que a forma quadratica (A-x,x) é positiva-definida. Isto segue das seguin-
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tes afirmagoes:

Afirmacao (a). {vy,...,v,} é base do R".

De fato, resolvendo o sistema (B4) pela regra de Cramer vemos que na varidvel oy

resulta que

Ak
Qg = A > 0,
| A
onde Ay = 1. Isto mostra em particular que os vetores vy = (g1, g2, - - -, Ak, 0, ..., 0),

1 < k <n, formam uma base do R".
Afirmacao (b). (A- vy, v;) =0 para todo k # j.

Como A é simétrica, temos que (A - vg,v;) = (A - v;, vy), assim podemos assumir que

1 <j<k—1<n. Desta forma, como v; = Zgzl ajie;, segue de (B33) que
J
<A * Vi, Vj) = Z Oéji<A * Vi, ei> =0.
i=1

Afirmagao (c). (A - vy, Vi) = au para todo 1 < k < n.

Temos que vy, = Zf:_ll agie; + agrer. Segue de (B3) que

k—1

(A-vi,vy) = Z api(A - Vi, e) + ape(A - Vi, er) = oy

i=1

Para concluir a prova, considere um vetor qualquer x € R". Pela Afirmacao (a),
podemos escrever X = ¢1vy + - - - + ¢, V,,. Segue das afirmagoes (b) e (¢) que

n

(A-x,x) = Z(A v, Vi) = an(c)® + .+ ann(cn)? > 0.

ij=1
Além disso, (A - x,x) = 0 se e somente se ¢; = --- = ¢, = 0, isto é, se e somente se x = 0.
Isto prova que A é positiva-definida. O

A parte simétrica de uma matriz A € M, ., é a matriz simétrica definida por B =



8 Injetividade de aplicagées com Jacobiano positivo-definido 26

A+ AT ’ . . .
—— onde AT denota a transposta de A. E claro que uma matriz A é simétrica se e

somente se ela for igual a sua parte simétrica.

. , , A+ AT ,
Lema 3.2. Uma matriz A = (aij) € Myxy, € sua parte simétrica B = —5 determinam

a mesma forma quadrdtica, isto €,

A+ AT
(A~x,x>:<+T~x,x> para todo x € R"™.

Prova. Primeiro observe que

(AT . x,x) = Z ajiT;T; = Z a;;riv; = (A-x,x)
ij=1 ij=1
Logo
A+ AT 1 1
<+T ~X,x> = §<A'X,X> + §<AT'X,X> = (A-x,X%).

O

Teorema B2. Sejam S C R"™ um convezo e f : S — R™ uma aplicacio C*. Se para todo

x € S, a parte simétrica de Jf(x) € positiva-definida, entao f € injetiva.

Prova. Pelo Critério geral de injetividade (ver Corolario E£8), é suficiente mostrar que
toda matriz A pertencente a cobertura convexa de {Jf(x) : x € S} é nao-singular. Pelo
Teorema de Carathéodory (ver Teorema P3), existem ¢y, ..., t,2 1 > 0comty+...+t,24 =
lexy,...,X,2.1 €5 tais que A = Z’;Zl tiJE(xy). Entao, para todo v = (vq,...,v,) # 0,

temos que:

. (A n AT) ooy (zgjll teJE(xp) + S0 thf(xk)T) o

2 2

n?+1
f f(xp)?
_ Zth (J (xk) + JE(xx) ) vl >0,

2
k=1

Jf(Xk)-i-Jf(Xk)T
2

pois por hipdtese a matriz , sendo a parte simétrica de Jf(xy), é positiva-

definida. Isto mostra que a parte simétrica de A é positiva-definida. Falta mostrar que A

é nao-singular. Seja (A, v) um par autovalor-autovetor de A. Entao, pelo Lema B2,

T
0< <#~V,V> =(A-v,v) = \v|]~

Assim, os autovalores reais de A sao positivos. Os autovalores complexos de A aparecem
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em pares conjugados, portanto seu produto é positivo. O determinante de A, sendo produto
dos autovalores de A, é positivo e assim, A é nao-singular.
O

Como ja foi observado, o Teorema B é um caso particular do Teorema B=2.
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Capitulo 4

Injetividade de aplicacoes com
Jacobiano diagonalmente
dominante

Neste capitulo vamos apresentar outro critério para que uma aplicacao f : S — R”
seja injetiva, onde S C R™ é convexo. Em vez de exigir que a parte simétrica de Jf(x)
seja positiva-definida, vamos exigir que Jf(x) tenha uma diagonal que domina as entradas
fora da diagonal. Naturalmente, existem matrizes de diagonal estritamente dominante cuja

parte simétrica nao é positiva-definida.

Dizemos que o = (v, ..., ) > 0 se a; > 0 para todo 1 < i < n.

Definigao 4.1. Dizemos que A = (a;;) € Myx, € de diagonal estritamente dominante por

linhas com respeito a o > 0 se

a;lag| > Zaj|aij| para todo i€ {1,...,n}. (4.1)
=1
i

Dizemos que A € de diagonal estritamente dominante por colunas com respeito a a > 0 se

ajlaj;| > Zai\aiﬂ para todo 7 € {1,...,n}. (4.2)
=
Dizemos que A € de diagonal estritamente dominante se (E1) ou (E2) wvale para algum

a > 0.
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Exercicio 4.1. Considere as matrizes

(30 =)

A matriz A € de diagonal estritamente dominante por linhas com respeito a o = ( ,1)

5
4
Ela também é de diagonal estritamente dominante por colunas com respeito a co = (1,1).
A matriz B ndo é estritamente dominante por linhas. De fato, nao existe « = (ay, ag) > 0

tal que 4oy > 4an e 3ag > bay.

Vamos precisar do seguinte resultado sobre a distribuigao espacial dos autovalores de

uma matriz A.

Teorema 4.2 (Teorema de Gerschgorin). Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem

n>2 e seja

Se X € autovalor real de A, entdo |\ — a..| < A, para algum 1 <71 < n.

Prova.  Seja (A, x) um par autovalor-autovetor da matriz A, onde x = (z1,...,x,) é
normalizado de tal forma que a méxima componente de x em valor absoluto é igual a 1.

Como A - x = \x, temos que

1121 + Q122 + - + A1pTh )\1‘1
Ap1Tq + Ap2T2 + -+ ApnTn /\wn
Logo,
n
E A5 = (/\ — au‘)Ii, 1 S 1 S n.
Jj=1
J#i

Em particular, se |z,| = 1 entao

A= ar| = [(A = ap)z,| < Z |arjz;| =
J?ﬁr

Lema 4.1. Se A ¢é de diagonal estritamente dominante entao A € nao-singular.
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Prova.  Suponha primeiramente que A = (a;;) seja de diagonal estritamente dominante

por linhas com relagdo a a = (ay, ..., a;,) > 0. Seja

n
r = Zaj|aij|, 1<i<n.
=1

]:
i#i
Entéao, de (E),
a;la;| > r; paratodo i€ {l,...,n}. (4.3)
Considere a matriz
Qiay1; . OpQin
B = (b;;) =
a1Qp1 Ay Qpp,

Pelo Teorema B2, se \ é autovalor de B entao

n
A —by| < Z b;;| para algum .
=1
i
Isto é,

A — aja;| <r; para algum . (4.4)

Segue de (E3) e (E4) que B nao tem autovalor igual a zero e portanto, é nao-singular.
= (]{1 .

Como, det (B) - apdet A, temos que A também é nao-singular.

O caso em que A é de diagonal estritamente dominante por colunas reduz-se ao caso

anterior, pois nesse caso a transposta de A é de diagonal estritamente dominante por linhas.
O

Seja . # C M, uma familia de matrizes quadradas de ordem n. Dizemos que .% é uni-
formemente de diagonal estritamente dominante por linhas (respectivamente, por colunas)
se cada matriz M € Z for de diagonal estritamente dominante por linhas (respectivamente,

por colunas) com rela¢ao ao mesmo a > 0.

Teorema 4.3. Sejam S C R™ um conjunto convexo e £ : S — R"™ uma aplicacdo C*.
Suponha que a familia {Jf(x) : x € S} seja uniformemente de diagonal estritamente

dominante, entao £ € injetiva.

Prova. Suponha que a familia {Jf(x) : x € S} seja uniformemente de diagonal

estritamente dominante por linhas com respeito a o = (o,...,,) > 0. Seja a;j(x) =

gg; (x), entao Jf(x) = (a;;(x)). Como Jf(x) é de diagonal estritamente dominante por
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linhas, temos que a;(x) # 0 para todo x € S e 1 < i < n. Além disso, como S é conexo
e X — a;(x) é continua, temos que a;(x) > 0 para todo x € S ou a;(x) < 0 para todo

x € §. Em particular, se xq,...,X,41 € Sety, ..., tp,11 > 0 entao

n+1
= Ztk|ai,~(xk)| para todo i€ {1,...,n}. (4.5)

n+1

Z traii(Xy)
k=1

Pelo Corolario 8 e pelo Lema BT, é suficiente mostrar que toda matriz A pertencente

a cobertura convexa de {Jf(x) : x € S} é de diagonal estritamente dominante. Pelo

Teorema P4, podemos supor que A = (b;) = > +1 tpJf(xg), onde tq,... 241 > 0,
i+ttt =lexy,...,X,2.1 €S, Pela hipétese 1111(:1&1 sobre a familia { Jf(x) : x € S}
temos que
a;lag (x)| > Zozj|aij(x)| paratodo i€ {l,....,n} e x€S. (4.6)
=1
2

De (E3) e (£4), obtemos:

n24+1 n?+1 n?+1 n?
a;|bi| = Z tra;(xk)| = Z aitplag (xk)| > Z thaJ]aw Xg)|
k=1
J#z
n2 n2+1 n2+1
S SIUNCIIED oY% SN
Jj=1 j=1
J#z J#i
= Za]|bw|
J#Z

Isto mostra que A é de diagonal estritamente dominante, o que conclui a prova. O caso em
que a familia {Jf(x) : x € S} é uniformemente de diagonal estritamente dominante por

colunas é andlogo. 0

Exercicio 4.4. Seja f : R* — R? definida por f(x,y) = (23 + 2x + 5y, 3z — 16y + senx).

O dominio de £ é convexo, £ é Cl e

JE(z.y) 322+ 2 5
T,y) = :
3+cosx —16

Note que Jf(x) € de diagonal estritamente dominante por linhas com relagdo a oo = (3,1)

para todo x € R2. Pelo Teorema .3, f € injetiva.
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Observe também que a parte simétrica de Jf(x,y) € dada por

B 3x2 42 4+%cosx .
4+%COS:C —16

Note que det B = —48 — 4822 — 4cosx — ;110082 x < 0. Isto mostra que a parte simétrica de
Jf(x) ndo é positiva-definida, o que torna impossivel utilizar o procedimento descrito no

Capitulo anterior.
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Capitulo 5

Injetividade de aplicacoes com
Jacobiano do tipo P-matriz

O critério de injetividade (Teorema B2) dado no Capitulo B exige que o jacobiano Jf(x)
da aplicacao f : S — R" seja positivo-quase-definido para todo x € S, isto é, que a parte
simétrica de Jf(x) seja positiva-definida para todo ponto x de um convexo S. Um corolério
deste resultado afirma que se, para cada x € S, Jf(x) for simétrica e todos os menores

principais lideres de Jf(x) forem positivos, entao f ¢é injetiva (Teorema B).

Nesta secao daremos condigoes suficientes para que uma aplicacao f : S C R — R”
seja injetiva sem exigir simetria de Jf(x). A retirada da hipdtese de simetria pede uma
condi¢ao mais forte sobre os menores principais da matriz Jf(x). Mais especificamente,
a condigao de que os menores principais lideres de Jf(x) sejam positivos serd substituida
pela condicao de que todos os menores principais de Jf(x), lideres ou nao, sejam positivos.

Para enunciar o resultado principal deste capitulo, vamos precisar das seguintes definigoes.

Dizemos que uma matriz A € M, «, é uma P-matriz se todos 0os menores principais
de A, lideres ou nao, forem positivos. Note que uma P-matriz nao precisa ser simétrica.
Dizemos que S C R™ é um n-retangulo se S for o produto cartesiano de n subintervalos
L, ..., I, ndo-vazios de R, isto é, S = I; x --- X I,,. Se cada intervalo I; for compacto (res-
pectivamente, fechado), entao dizemos que S é um n-retingulo compacto (respectivamente,

um n-retangulo fechado).
O resultado principal deste capitulo é o seguinte.
Teorema 5.1 (Gale-Nikaido). Sejam S C R™ um n-retangulo fechado e £ : S — R"™ uma

aplicagio C'. Se para todo x € S, Jf(x) é uma P-matriz, entao f € injetiva.

O Corolario b afirma que toda matriz positiva-quase-definida é também uma P-matriz,
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portanto as hip6teses sobre Jf(x) no Teorema B incluem todos os casos cobertos pelos
teoremas Bl e B2, Poderia se pensar entao que o Teorema B é mais geral do que os
resultados apresentados no Capitulo B. Isto nao é verdade porque enquanto no Teorema
B2 o conjunto S pode ser qualquer convexo, no Teorema bl .S precisa ser um n-retangulo.
A prova do Teorema Bl apresentada nesta segao segue a abordagem original dos autores

do resultado (ver [[]). Vamos precisar de alguns lemas preparatérios para a demonstragao.

Lema 5.1. Se A é uma P-matriz, entio AT € uma P-matriz.

Prova. Seja B uma submatriz principal de AT, entao BT é submatriz principal de A e,

portanto, det (B) = det (BT) > 0. Logo AT é uma P-matriz. O

Lema 5.2. Toda submatriz principal de uma P-matriz é uma P-matriz.

Prova. Seja B uma submatriz principal de A. Seja B’ uma submatriz principal de
B. Como B’ também é uma submatriz principal de A, segue que det B’ > 0, logo B é
P-matriz. 0

Sejam A = (a;j) € Myx, e A;; a submatriz de A obtida pela eliminacao da i-ésima
linha e da j-ésima coluna de A. Chamamos cofator de a;; o termo (—1)"*/det A;;, denotado
por af;. A matriz dos cofatores de A é a matriz cof A = (af;). A matriz adjunta de A é a
transposta da matriz de cofatores de A, isto é, adj A = [cof A]T. Para calcular a inversa de
uma matriz nao-singular A, simplemente dividimos a matriz adjunta de A pelo determinante

de A, isto é,
,_adjA

~det A

Lema 5.3. Seja A uma P-matriz, entao A € nao-singular e as entradas da diagonal prin-

cipal de A~ sdo positivas.

*

Prova. Como A é P-matriz, A é ndo-singular. Seja A~' = (a;;) a inversa de A, entao

" det A det A’ - -
Como A e A;; sao submatrizes principais de A, temos que det A > 0 e det A;; > 0 para
todo 1 <14 < n. Assim, a}; > 0. O
Seja x = (z1,...,x,). Dizemos que x > 0 (respectivamente, x > 0, x < 0, x < 0) se

x; > 0 (respectivamente, x; > 0, z; < 0, x; < 0) para todo 1 <i < n.
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Proposicao 5.1. Se A é uma P-matriz, entdo as desigualdades
A-x<0 e x>0 (5.1)

admitem somente a solucao trivial x = 0.

Prova. Seja A € M, «,. Vamos proceder por inducao sobre a ordem. O cason =1 é
trivial. Suponha que a proposicao seja valida para n. Provaremos que ela vale para n + 1.

Sejam A uma P-matriz quadrada de ordem n+1 e x € R"*! tal que x > 0 e Ax < 0. Pelo

*

Lema 53, A é invertivel e as entradas da diagonal de A=! = (aij) sao positivas, ou seja,

aj; > 0 para todo 1 < i < n+ 1. Denote por b; a j-ésima coluna da matriz A~!, assim
A7l =1[b; -+ b,y1]. Defina

Ly
£ = min a—*:af1>0,1§i§n+1
il

, Tk

E claro que f > 0. Além disso, existe k € {1,...,n + 1} tal que 8 = —. Defina o
Ay

vetor v. = x — fb;. Segue da definicao de 5 que v > 0 e v, = x — Ba;; = 0, onde

v = (v1,...,Un41). Como A é invertivel, temos que
Alby -+ bupa] = AA7 = e -+ o] =1,

onde I denota a matriz identidade. Em particular, A-b; = e;, onde el = (10 --- 0). Isto

combinado com o fato que A-x <0, e § > 0, implica que

Av=A-x—pA-bi=A-x—pe; <O0. (5.2)

Seja B a submatriz principal de A obtida pela eliminacao da k-ésima linha e da k-
ésima coluna de A. Seja v* o vetor de n coordenadas obtido pela eliminacao da k—ésima
coordenada (v = 0) do vetor v. E claro que B -v* < 0, e v* > 0. Do Lema 51, B é
P-matriz de ordem n. Pela hipdtese de inducao, temos que v* = 0. Como v, = 0, temos
que v = 0. Segue da equacao (B2) que A - x = ey, portanto, A-x > 0. Como A -x <0,

temos que A -x = 0. Finalmente, como A é nao-singular, entao x = 0. O

Definicao 5.1. Sejam A € My xn, e x = (21,...,2,). Dizemos que A inverte o sinal de x

se (A-x);x; <0 para todo i € {1,...,n}.

Proposicao 5.2. A ¢ uma P-matriz se e somente se A nao inverte o sinal de nenhum

vetor nao-nulo.
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Prova. Primeiro provaremos que a condi¢ao que nao inverte sinal é necessaria. Suponha

que A seja uma P-matriz que inverta o sinal do vetor x = (x1,...,x,) # 0, isto é, que
(A-x);z; <0 paratodo i € {1,...,n}. Precisamos considerar dois casos.
Primeiro caso: X = (xy,...,2,) > 0. Defina o conjunto F = {i : z; > 0}. E claro que

F # (), poisx > 0ex # 0. Seja A a submatriz principal de A obtida pela eliminacao de toda
k-ésima linha e k-ésima coluna de A tal que k € {1,...,n}\ F. Segue de F # () que A tem
ordem estritamente menor que n. Seja X > 0 o vetor obtido de x pela eliminagao de todas
as componentes nulas de x, isto é, de todas as componentes xj, tais que k € {1,...,n}\ F.
Pelo Lema b=, como A 6 submatriz principal da P-matriz A, temos que A 6 P-matriz que
inverte o sinal de X, isto ¢, (A-X);z; < 0 para todo i € {1,...,n}\ F. Isto juntamente com
X > 0 implica que (A -X); < 0 para todo i € {1,...,n}\ F. Pela Proposi¢io 51, X = 0,
logo x = 0.

Segundo caso: x = (z1,...,7,) tem pelo menos uma componente x; < 0. Seja G o

conjunto nao-vazio definido por G = {i : ; < 0}. Seja D a matriz definida por

d 0 0 --- 0
0 do 0 --- 0
0O 0 0 --- d,

onded; =—1sei € G,ed; =1sei ¢ G. Em outras palavras, d; = —1sex; <0,ed; =1

se x; > 0. Isto implica que

(DX)Z:deIZO, \V/ZE{].,,TL}

Note que D é uma involucao, isto é, D?> = I. A matriz B = DAD é uma P-matriz
pois a matriz B foi obtida de A multiplicando um conjunto de linhas e o correspondente
conjunto de colunas de A por —1. Afirmamos que B inverte o sinal de y = D -x > 0. De

fato,
B-y=DADD-x=DAD?-x = DA -x. (5.3)

Portanto,
(B-y)iys = (DA -x)i(D - x); = di( A - X);dsv; = d?(A -x)ix; = (A-x)x; <0.

Pelo primeiro caso, temos que y = 0, logo x = 0.

Para provar que a condicao é suficiente, suponha que A seja uma P-matriz que nao
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inverte o sinal de nenhum vetor x = (z1,...,2,) exceto x = 0. Isto quer dizer que se

(Ax);x; < 0 para todo 1 < i <n, entdo x = 0.

Seja B qualquer submatriz principal de A. Afirmamos que det B > 0. De fato, suponha
que det B < 0, entao B tem um autovalor negativo A\ correspondente a um autovetor x # 0

(pois o determinante ¢ o produto dos autovalores). Portanto,
(B . X)ixi = ()\X)lxl = /\(I‘l>2 S 0, Vi € {1, Ce ,n}.

ou seja B inverte o sinal do vetor x, o que implica que A inverte o sinal do vetor x. Dai
segue que x = 0, entao x = 0, contradizendo o fato de x ser um autovetor. Assim, toda

submatriz principal de A tem determinante positivo. Nestas condicoes, A é P-matriz. [

Corolario 5.1. Toda matriz A € M, «,, positiva-quase-definida é P-matriz, mas nem toda

P-matriz é positiva-quase-definida.

Prova. Seja A € M, ., uma matriz positiva-quase-definida. Suponha por absurdo que
A nao seja P-matriz. Pela Proposicao b2, existe x = (x1,...,2,) # 0 tal que (Ax);z; <0

para todo 1 <i < mn. Assim, pelo Lema B2 | temos que

T n
<# -X,x> = (A -x,x) = Z(AX)Z'% <0,
i=1

o que contradiz o fato de A ser positiva-quase-definida. Portanto, A é P-matriz. Para

mostrar que a reciproca nao vale considere a P-matriz

()

Observe que para todo x = (1, x3) satisfazendo z; = —xo,

<A +2A X, X> = (1;1)2 + 22129 + (x2)2 — (x2>2 i 2(%2)2 + ($2)2 —0

Portanto, A nao é positiva-quase-definida. O

Lema 5.4. Uma matriz A é P-matriz se e somente se a sua inversa A~' é P-matriz.

Prova. Seja A uma P-matriz e A™! a sua inversa. Seja x = (z1,...,x,) um vetor tal

que (A™'x);z; <0 para todo i € {1,...,n}. Definay = A~'x. Entao

(Ay)y; = (A_lx) x; < 0.

7
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Pela Proposicao b2, como A é P-Matriz, temos que y = 0, logo x = 0. Pela Proposicao

B2 novamente, temos que A~! é P-matriz. [

Lema 5.5. Toda matriz de diagonal positiva e estritamente dominante é P-matriz.

Prova. Seja A = (a;j) € M, «, uma matriz de diagonal positiva (a; > 0) e estritamente
dominante. Podemos assumir que A é de diagonal estritamente dominante por linhas (ver

Definigao B), assim existe o = (ay, ..., a,) > 0 tal que

a,aq; > Z ajla;;| paratodo i€ {l,...,n}. (5.4)
=1
i#i
Primeiro provaremos que det A # 0. Suponha que det A = 0, isto é, que exista x =

(x1,...,2,) # 0, tal que Ax = 0. Isto é equivalente a

auT; = — iaijxj para todo i€ {l,...,n}. (5.5)
i
Defina
p = max i = 2] para algum k€ {1,...,n}. (5.6)
2 a; (073

O fato que x # 0 implica que p > 0. Segue de (632), (A1) e (B8) que

n n

akk’xk| = |akk$k| = ‘Zakjl”j < pzaj’akj’ < PO Ofk-
j=1 j=1
J#k J#k

Logo, como ag; > 0, temos que |zgx| < pag, isto é, p < p, o que é uma contradigao. Isto

mostra que det A # 0. Vamos provar agora que, de fato, det A > 0.

Segue do fato de A ter diagonal positiva estritamente dominante que a matriz A+cl tem
diagonal positiva e estritamente dominante para todo ¢ > 0, onde I é a matriz identidade.

Além disso,
det(A+cl) = det A+ " + ¢(c),

onde ¢ é um polinémio em ¢ de grau no maximo n — 1. Assim,
det A
lim det (A4 ¢l) = lim " (e_ +1+ @> = 00. (5.7)
c—00 c—00 cn cn

A funcao ¢ € [0, 00) — det (A+cl) é continua. Da primeira parte da prova, o fato de A+cl
ter diagonal positiva estritamente dominante garante que det (A+c¢l) # 0 para todo ¢ > 0.

Isto juntamente com (B7) implica que det (A 4 ¢I) > 0 para todo ¢ > 0. Em particular,
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det A > 0. Assim, toda matriz que tem diagonal positiva estritamente dominante tem

determinante positivo.

Para concluir a prova, seja A submatriz principal de uma matriz A com diagonal positiva
estritamente dominante. Entio A também tem diagonal positiva estritamente dominante,

logo det A > 0. Isto mostra que A é P-matriz. O

Corolario 5.2. Se A ¢ uma P-matriz entao existe um numero A > 0 tal que para todo

vetor x > 0 com norma |x| = 1 alguma componente de Ax € maior ou igual a A.

Prova. Dado x € R", denote por M(x) = max; (Ax); a méxima componente de Ax.
Como B={x € R":x>0e |x| =1} é compacto e x — M(x) é continua, a fungao M

atinge o seu valor minimo A no conjunto B. Isto é,
EI)\GR|XZO,|X|:1:>mlax(Ax)i2)\.

Afirmamos que A > 0. De fato, se A < 0 entao Ax < 0. Neste caso, pelo Teorema B,

x = 0, o que contradiz |x| = 1. O

Proposicao 5.3. Seja A uma P-matriz, entao as desigualdades

Ax >0 e x>0

admitem pelo menos uma solucao.

Prova. Ver [12, Theorem 2, p. 9]. O

Proposicao 5.4. Sejam S C R™ um retangulo compacto n-dimensional e f : S — R"
uma aplicagao C' cujo jacobiano Jf(x) é uma P-matriz para todo x € S. Entdo para cada
x,a € S, as desigualdades

f(x) <f(a) e x>a (5.8)

tém somente a solucdo X = a.

Prova.  Procedamos por inducao sobre n. Suponha que n = 1. Entao a condicao de
que J f(z) é uma P-matriz implica que Jf(z) = f'(z) > 0 para todo x € S, onde S C R
¢ um intervalo. Entdo f é estritamente crescente. Assim, x > a implica f(x) > f(a).

Adicionando a hipétese de que f(z) < f(a), resulta f(x) = f(a), isto é, z = a.
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Seja X o conjunto solugao de (BXR), isto é, suponha que
X={xeS|f(x)<f(a) ex>a}.
Claramente, X é um subconjunto fechado de S e, portanto, um compacto. Além disso,
a € X. Para concluir a prova, basta provar que o conjunto X=X \ {a} é vazio.

Afirmamos que X é compacto. Para provar isto, vamos mostrar que a é um ponto

isolado de X. Como f é C! e, portanto, diferencidvel, temos que

lim (M ~ Jf(a) ——2 ) ~ 0. (5.9)

x—a x — a |x — a

Como Jf(a) é uma P-matriz, pela Proposi¢ao b2 existe A > 0 tal que para todo x > a

|x —al

vizinhanga U, C S de a tal que para todo x € U, \ {a}, alguma componente de

¢ maior ou igual a A. Assim, de (B9), existe uma

f(x) —f(a)
|x —a
é positiva. Em particular, U, N X = {a}, o que mostra que a é um ponto isolado de X.

alguma componente de Jf(a) -

Assim, X \ {a} é fechado e, portanto, compacto.

Podemos assumir que X é um compacto nao-vazio, caso contrario a prova estaria ter-
minada. Seja X um ponto de minino global da funcdo continua 0(xy, ..., z,) = 1+ - -+ 2,.
Por defini¢ao, nao existe nenhum ponto y € X tal que y < X. Como X € X, temos que

X > a. Assim, ha dois casos a considerar.

Primeiro caso: X > a. Como Jf(X) é uma P-matriz, pela Proposigao B33 existe um
vetor u < 0 tal que Jf(X)u < 0. Como X > a, podemos escolher A\ > 0 suficiente pequeno
tal que x(A) = X + Au > a. Em particular, a < x(\) < X. Como S é um n-retangulo que
contém x e a, temos que x(\) pertence a S para todo A suficientemente pequeno. Além

disso, como f é C!, temos que f é diferencidvel e
f(x(\) =£(X) + AME(X).u+o(A|ul).

Desta forma,
FOO) —F()
Alul

|ul
pode ser tornado arbitrariamente pequeno escolhendo valores positivos de A ainda menores.

Assim, para \ arbitrariamente pequeno, f (x(\)) — f(X) < 0, isto é, f (x())) < f(X) < f(a).

Isto é, x()\) € X , contrariando a minimalidade de X. Esta contradicao mostra que X =0.

Sequndo caso: alguma componente de X = (Zy,...,T,) é igual a correspondente com-
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ponente de a = (ay,...,a,). Rearranjando as equagoes e variaveis, podemos assumir que

71 = a;. Entao defina uma nova aplicacao f : S — R"! através da férmula

/f\(l'g,-..,l’n) = (fZ(a'lwx%'"7xn)7'"7fn<alax27"'7xn))7

onde S = {(z2,...,x,) : (a1,29,...,2,) € S}. Observe que S é uma secao transversal do
n-retangulo compacto S e, portanto, é um (n — 1)-retangulo compacto. A matriz jacobiana

desta nova aplicacao é

Ofs df2 df2
Ofs dfs JE
-—=(2) 3 -(2z) ... 5 -(2)
Ji () = 0o 03 oz, |
Ofn Ofn Ofn
s (z) 91, (z) ... o (z)
onde z = (ay,x2,...,x,) € S. Assim, para todo (zg,...,2,) € §, J/f(xz, ..., Ty) é subma-

triz principal de Jf(z) obtida eliminando a primeira linha e a primeira coluna de Jf(z).

Pelo Lema B2, J/f\(l’g, ..., Ty) é P-matriz para todo (xa,...,2,) € S. Por hipétese, T > a

e f(z) < f(a), portanto (Ta,...,T,) > (ag,...,a,) € £(Ta,...,Tp) < /f(ag,...,an). Desta

forma, o ponto (Zy,...,T,) pertencente ao (n — 1)-retangulo compacto S c R™ satis-
faz (BR) com relacao a fungao f: 8 — R Pela hipétese de inducdo, (Ta, ..., Tp) =
(ag,...,a,). Como a; = T, segue que X = a, o que contradiz o fato de que X € X. Logo
X =0.

0

Teorema 51 (Gale-Nikaido) Sejam S C R™ um n-retangulo fechado e f : S — R"™ uma

aplicagao C*. Se para todo x € S, Jf(x) é uma P-matriz, entio f € injetiva.

Prova. Como todo n-retangulo fechado é uniao enumeravel de n-retangulos compactos

encaixados, podemos assumir que S é um n-retangulo compacto.

Sejam a, b € S tais que f(a) = f(b). Provaremos que a = b. Reordenando as varidveis

se necessario, podemos supor que a = (ay,...,a,) e b= (by,...,b,) satisfazem
(Ingz(lgk) e az>bz(z>k3),

para algum k € {1,...,n}. Se k = n, entdo f(a) = f(b) e a < b. Neste caso, as condigoes



5 Injetividade de aplicagoes com Jacobiano do tipo P-matriz 42

da Proposicao b4 sao satisfeitas e entao a = b. O caso kK = 0 é anédlogo. Se 0 < k < n,

defina a aplicacao D : R™ — R" por
D(xy,...,xn) = (T4, oo Ty —Tpa1y -+ oy — L)

Note que D é injetiva. Além disso, D é uma involucao, isto é, D? = I, ou seja, D! = D.
Observe também que D(S) é novamente um n-retangulo fechado. Sejam a* = D(a) e
b* = D(b). Sejag: D(S) — R" a aplicagio definida por g = DofoD = DofoD~!. Como
D é uma transformacao linear, temos que o Jacobiano de g no ponto x é Jg(x) = DJf(x)D
para todo x € S. Em outras palavras, a matriz Jg(x) é uma P-matriz pois ela foi obtida
de Jf(x) multiplicando um conjunto de linhas e o correspondente conjunto de colunas de
D por —1. Pela definigao de g temos que g(a*) = g(b*) e a* < b*. Assim, pela Proposigao
b4 a* = b*, o que implica em a = b. ([l
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Capitulo 6

Exemplos

O propésito deste capitulo é mostrar como os resultados dos capitulos anteriores po-
dem ser utilizados para garantir a injetividade de uma aplicacao C! f : S — R" em um

subconjunto convexo S C R™.
Exemplo 6.1 ([I2, p. 22]). Seja f : R? — R3 a funcaio definida por
flz,y,2) = (I2 + 22 2yt + 22) )

Entio f € injetiva em R = {(z,y,2) : 2 > 0,y > 0 e z > 0} mas nao € injetiva em R®.

Prova. A igualdade f(1,1,1) = f(—1,—1, —1) implica que f nao ¢ injetiva em R>. Seja

e

Entao A, é um 3-retangulo compacto. Além disso, Ay C Ay C --- é uma sequéncia
encaixada de retangulos compactos tais que |J;—; A = Ry. Assim, para provar que f é
injetiva em R? ¢ suficiente provar que f é injetiva em cada Ay. Isto pode ser feito estudando

o jacobiano de f em cada ponto de Ag. Para cada (z,y, z) € A, temos que

2¢ 0 2z
Jf(x,y,2) =22 2y O
0 2y 2z

Os menores principais de Jf(z,y, z) sao:
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2z 0 2x,
0 2v 2z 2y
2z, 2y, 2z, = 4ay, =4dxz, =4yz, |12z 2y 0 |= 16zyz.
2z 2y 0 2z 2y 2z
0 2y 2z

Como todos os menores principais sao positivos em A, C Ry, temos que Jf(z,y,z) é

P-matriz. Pelo Teorema B, f é injetiva em Ay, e, portanto, em R; .

Observe que as conclusoes alcancadas acima nao poderiam ser obtidas através dos

resultados do Capitulo B. De fato, a parte simétrica do jacobiano de f é dada por:

2 x© =z
JE(z,y,2) + [JE(z,y, 2)]"
=z 2y vy
2
Yy 2y
Note que o menor principal lider
2r «x 9
=4y —x
T 2y

é negativo no ponto P = (4,1/2,1) € Ry . Portanto, Jf(4,1/2,1) nio é positiva-quase-

definida, o que inviabiliza o uso do Teorema B2. 0

Exemplo 6.2 ([I2, p. 26]). Seja f : R? — R? a funcdo definida por

3
flz,y) = (%—g—y,x+y),

entao f € injetiva.
Prova. O jacobiano de f é dado por
JE(z,y) = 2

Claramente, Jf(z,y) nao é uma P-matriz quando 22 < 1. Seja

11 2 0
L = , entdao LJf(z,y) = v .
01 1 1

A matriz LJf(z,y) é claramente uma P-matriz para todo (x,y) € R? portanto Lf é

N[ =

injetiva pelo Teorema bl. Logo, como L é um isomorfismo, temos que f também é injetiva.
O
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Exemplo 6.3 ([, p. 82]). Seja f : R* — R? a fungdo definida por
f(z,y) = (¥ —y* +3,4¢*y — ¢°) .

Os menores principais lideres de Jf(x) sao positivos para todo x € [—2,2] x [—2,2] mas a

funcao nao € injetiva.
Prova.  Como f(0,2) = (0,0) = f(0,—2), temos que £ nao € injetiva. O jacobiano de

2e2% —2y
JE(z,y) = (862@ 2 3y2> .

Os menores principais lideres de Jf(x,y) sao

f ¢ dado por

2% >0, |Jf(z,y)| = 2e**(4e** + 5y*) > 0.

Entretanto, o Teorema B nao se aplica porque Jf(x,y) ndo é simétrica. U
Exemplo 6.4 ([I, p. 2]). A aplicagio f : R* — R? definida por
f(z,y) = (x +2°y* y + 2°y’)

¢ injetiva.

Prova. De fato, o jacobiano de f é

1+ 329> 223y
2293 1+ 3222 )

JE(z,y) = (
Os menores principais de Jf(z,y) sdo:
1+32%° >0, 1+32%* >0, |Jf(x,y)|=1+62%y*+ 52"y >0,

portanto f(z,y) é uma P-matriz para todo (z,y) € R% Pelo Teorema B, f ¢ injetiva. [
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