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Resumo

Dada uma sequéncia de nimeros complexos { i, }5° consideramos a sequéncia

—o0
de polinomios {Q,}22, satisfazendo a L-ortogonalidade M[z7"""Q,(2)] =0, 0 < m <
n—1, com relagao a um funcional linear M, definido no espago dos polindémios de Laurent
por M|[z"] = pu_,, para n € Z. Impondo algumas condigoes ao funcional de momento, os
polindmios @), existem e satisfazem a uma relagao de recorréncia de trés termos. Dessa
forma, consideramos trés classes especiais de tais funcionais de momento (S-tipo, MS-
tipo e PO-tipo) e caracterizamos essas classes em termos dos coeficientes da relagdo de
recorréncia de trés termos associada. O objetivo deste trabalho também é estudar os
polinémios tipo Szegd, S,(z) = 2"Q,(1/2)/Qx(0), que satisfazem a ortogonalidade de
Szegb

M[zT"S,(2)] =0, 0<m<mn, n>1,

com relagao ao funcional linear M da classe MS-tipo, ou seja, quando M ¢é tal que
[b_n = Hn, para n > 1 e os determinantes de Toeplitz A,,, associados aos momentos i,

sao tais que A,, # 0 para n > 0.

Palavras-chave: Fungoes hipergeométricas, polinomios L-ortogonais, polindémios tipo

Szegd, polindmios para-ortogonais.



Abstract

Given a double sequence {u,}22 __ of complex numbers, we consider the sequence
of polynomials {Q,} satisfying the L-orthogonality M[z"""™Q,,(2)] =0,0 <m <n —1,
with respect to a linear functional M defined on the space of Laurent polynomials by
M([2"] = p_p, for n € Z. Under certain restriction on the moment functional these poly-
nomials exist and also satisfy a three term recurrence relation. We consider three special
classes of such moment functionals (S-type, MS-type and PO-type) and characterize them
in terms of the coefficients of the associated three term recurrence relations. The purpose
of this work is also to study Szegd type polynomials, S, (z) = 2"Q,(1/2)/Q,(0), which

are the polynomials satisfying the Szegd orthogonality
M[zT"S,(2)] =0, 0<m<mn, n>1,

with respect to moment functional of the MS-type class, in other words, when M is such
that p_,, = p,, for n > 1 and the Toeplitz determinants A,,, associated with the moments

[n, are such that A, # 0 for n > 0.

Keywords: Hypergeometric functions, L-orthogonal polynomials, Szegé type polynomi-

als, para-orthogonal polynomials.
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Introducao

Para um par de nimeros inteiros (p,q), —oo < p < ¢ < 00, p, q € 7Z, as fungoes

definidas por
q

lpq(2) = Z e, z,c,€C

k=p
sao conhecidas como polindmios de Laurent (L-polinémios). O espago dos polinémios de
Laurent sera denotado por A.
Dada uma sequéncia {u,}5° __ de ntimeros complexos, seja M um funcional de

momento linear definido em A por
ME" = pm, m=0,£1,£2,....

Como m € Z, o funcional de momento M é chamado de funcional de momento forte.
Sejam A, e A os determinantes de Toeplitz e os determinantes de Toeplitz

deslocados, respectivamente, dados por

Ho H-1 -+ Hn Hi o Mo o Hentl
A, = Hi o Ho - Hent1 o A,(f) _ | M2 M1t Heng2 ’
Hn  Hp—1 - Ho Hn4+1 Hno - 251

paran > 1, onde Ag = pg € A(()l) = 1.

Os polindémios S,,, tal que
M[z7%5,(2)] =0, prra0<s<n—1,n>1, pp,=p,e A, >0, n>0,

sao conhecidos por polindémios de Szegé ou polindmios ortogonais no circulo unitério.
Segundo Wikipédia, Szegd nasceu em Kunhegyes, Hungria, numa familia judaica.
Em 1912, iniciou seus estudos em fisica e matematica na Universidade de Budapest, com

visitas de verao na Universidade de Berlin e na Universidade de Gottingen, onde assistiu
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palestras de Frobenius e Hilbert, entre outras. Em 1915, seus estudos foram interrompidos
por causa da I Guerra Mundial, na qual ele serviu na infantaria, artilharia e forca aérea.
Em 1918, Szegé obteve o doutorado pela Universidade de Viena por seu trabalho sobre
os determinantes de Toeplitz. Os trabalhos mais importantes de Szegé foram em analise.
Ele foi um dos analistas mais notéaveis de sua geracao e teve contribuigoes fundamentais
para a teoria das matrizes Toeplitz e polinomios ortogonais.

Com as publicagbes [28] e [29], no inicio do século XX, Szegd introduziu os polind-
mios ortogonais no circulo unitario. Para resultados interessantes sobre esses polinémios
referimos ao cléssico livro de Szegd [27]. Os polinémios de Szegd tem sido estudados por
muitos, por exemplo, Cachafeiro, Marcellan, Pérez |7], Jones, Njastad e Thron [18], Simon
[25] e [26] e Van Assche [30].

Nosso objetivo, neste trabalho, é estudar os polinomios tipo Szegs, os quais sao
polinémios que estao sob menores condi¢oes de restrigoes que os polindmios de Szegd,
conforme veremos. Além disso, considerando uma sequéncia de polindémios L-ortogonais,

ou seja, uma sequéncia de polindmios monicos {Q,,}>2, definida por
MET"TQ,(2)] =0, 0<m<n-—1 n>1, (1)

com (Q,, n > 0, de grau exatamente n, temos também como objetivo dar uma caracteri-
zagao ao funcional de momento M e aos polinémios L-ortogonais, acima definidos.

Se M é tal que AW #0e A, #0,n >0, entao a sequéncia de polin6mios moénicos
{Qn 1}, existe, é Gnica e satisfaz a uma rela¢do de recorréncia de trés termos, conforme
veremos no Capitulo 2 deste trabalho.

Observando que para A # 0 o funcional £ dado por L[f(z)] = AM]f(z)], para
todo polinémio de Laurent f, gera a mesma sequéncia de polinomios L-ortogonais que o
funcional M, suponhamos sem perda de generalidade que g = 1.

Dizemos que o funcional de momento M é um funcional de momento forte quase-

definido normalizado quando
o =1, Ag)#() e Ap1 #0, n>0.
Consideremos as seguintes subclasses do funcional de momento forte quase-definido:
e (lasse S-tipo: AP #0, Api1#0 e p_p=mn, n>0;

e Classe MS-tipo: ALY #0, Api1#0 e p_p=p,, n>0;



Introdugao 10

e (lasse PO-tipo: AY #0 e fpy1=—p—pn, n=>0.

Na classe S-tipo (classe dos polindmios tipo Szegd), os polindmios reciprocos

Qi) =Q.(1/2)
Sp(z) = =~ = ———-,
D=0 " 0.0

onde Q,(0) # 0 e Q,, é o proprio @, com os coeficientes conjugados, sao polinémios que

satisfazem a ortogonalidade de Szegd
M[z7°5,(2)] =0, 0<s<n-—1,n>1. (2)

No caso particular, A,, > 0, n > 0, os funcionais de momento sao chamados de
positivo-definido e os polinémios S,, associados e que satisfazem (2) sdo os polindémios
de Szegd, conforme vimos anteriormente. Neste caso, M pode ser representado por uma
integral de Stieltjes em relacao a uma distribuicdo no circulo unitario, denotado por
C ={z € C:|z| = 1}, isto é, M pode ser representado por uma integral de Stieltjes
em relagdo a uma funcio 1 (z), com 1 (e?) real, ndo decrescente em [0, 27|, limitada, com

infinitos pontos de aumento em [0, 27 e tal que os momentos

21
o = / 2 "dp(z) = / e dip(e?), n=0,+1,42,...
c 0

existem.

Os polindémios monicos de Szegd sao caracterizados por satisfazerem a uma relagao
de recorréncia com coeficientes de reflexao, S, (0), menores que 1 em modulo. Veja, por
exemplo, Jones, Njastad e Thron [18], Simon [25] e [26], Szegd [27] e Van Assche [30].

No caso particular, (—1)”(”+1)/2An > 0, n > 0, os polindémios S,, associados ao
funcional M e que satisfazem (2) possuem coeficientes de reflexdo maiores que 1 em
modulo. Este caso foi objeto de estudo de meu trabalho de Mestrado, ver Lamblém [20].

Na classe MS-tipo (classe dos polindémios tipo Szegs modificados), os polindmios

_ Q:L(z) _ 2"Qn(1/2)
Qn(0) Qn(0)

onde @, (0) # 0, sdo polindmios que satisfazem a ortogonalidade de Szegé (2). Neste caso,

Sn(z)

os polinémios S,, associados ao funcional M e que satisfazem (2) s@o os polinémios tipo
Szegs. Veremos, no Capitulo 3 deste trabalho, que os polinémios tipo Szegé satisfazem a

uma relacao de recorréncia com coeficientes de reflexao apenas diferentes de +1.
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Quando os momentos sao reais, as classes S-tipo e MS-tipo coincidem. Além disso,
no caso particular, (—1)""*V/2A, >0, n >0, os polindmios S, associados ao funcional
M e que satisfazem (2) sdo bem conhecidos e M pode ser representado por uma integral de
Stieltjes associada a uma medida positiva (ou negativa), ou seja, M pode ser representado
por uma integral de Stieltjes associada a uma funcao ¢ definida em [a, b], real, limitada,
nao decrescente (nao crescente), com infinitos pontos de aumento em [a,b] e tal que os

momentos
b
e = / 27 "dY(z), n=0,£1,4£2 ...

existem. Veja, por exemplo, os trabalhos de Andrade, McCabe e Sri Ranga [4], Bracciali,
McCabe e Sri Ranga [6], Common e McCabe [9], Lamblém [20] e Vinet e Zhedanov [31].

Na classe PO-tipo (classe dos polindmios para-ortogonais), nao escrevemos A, 1 #
0, pois Ay = (—1)"A£Llll para n > 0. Neste caso, os polindémios ), (2) sdo os polindémios

para-ortogonais
Sp(2) + 5u(2) ou Sp(z) = Su(2)
5n(0) + Sn(0) Sn(0) — 52(0)°

onde os polinémios S,, satisfazem a ortogonalidade de Szegd com respeito a um funcional
de momento da classe MS-tipo, conforme veremos no Capitulo 3 deste trabalho.

Para realizacao deste trabalho, organizamos nosso estudo da seguinte forma:

No Capitulo 1, introduzimos alguns conceitos sobre funcao gama, fungao beta,
séries hipergeométricas, fragoes continuas e polindmios ortogonais que sao requisitos ne-
cessarios ao desenvolvimento deste trabalho.

No Capitulo 2, falamos sobre algumas das propriedades dos polinémios L-ortogonais,
e, depois usando os coeficientes da relacao de recorréncia de trés termos de (),,, damos uma
caracterizagao aos polindmios L-ortogonais e ao funcional de momento forte quase-definido
M. Os resultados sobre a caracterizacao dos polindmios L-ortogonais e do funcional de
momento estdo publicados em co-autoria com Bracciali, McCabe e Sri Ranga em [5].

No Capitulo 3, desenvolvemos o estudo sobre os polindémios tipo Szegd. Obte-
mos polindmios para-ortogonais através de polindmios tipo Szegé e vemos condi¢oes para
obtermos polinémios tipo Szegd através de polindmios para-ortogonais. Fornecemos, tam-
bém, alguns exemplos de funcionais de momento das classes PO-tipo e MS-tipo. Além
disso, considerando a razao entre duas fungoes hipergeométricas que podem ser expres-
sas em termos de fragoes continuas, obtemos exemplos de polindémios para-ortogonais e

tipo Szegd, que sao fungdes hipergeométricas multiplicadas por fatores constantes. Estes
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resultados estao publicados em co-autoria com McCabe, Pinar e Sri Ranga em [21].

Encerramos este trabalho com algumas consideragoes.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos de maneira sucinta os pré-requisitos necessarios ao
desenvolvimento deste trabalho. Apenas exporemos os resultados sem demonstragoes. As
principais referéncias utilizadas neste capitulo sao as seguintes: Andrews, Askey e Roy

[1], Chihara [8], Freud [14], Lorentzen e Waadeland [22], Szegd [27] e Wall [32].

1.1 Funcao gama e funcao beta

As defini¢oes e resultados que apresentaremos a seguir podem ser encontrados em

Andrews, Askey e Roy [1], Slater [23] e Szeg6 [27].

Defini¢ao 1.1. O nudmero, (a),, dado por

17
((I)n— a(a+1)(a+2)"'(a+n_1)’ sen >0,

sen =20,

€ denominado de fatorial deslocado ou fatorial generalizado ou, ainda, simbolo de Po-

chhammer, onde a pode ser um numero real ou complexo.

Defini¢ao 1.2. Para todo complexo x # 0,—1,—2,..., a fung¢ao gama, denotada por

['(x), € definida por
Elk*—1
['(xz) = lim :
k—o0 (ZE)k
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Segue imediatamente da Defini¢cao 1.2 que
z+1) =al(x), (1.1)
onde I'(1) = 1.

Definigao 1.3. Para xz,y € C, Re(z) > 0 e Re(y) > 0 a funcdo beta é definida pela

integral

Blz,y) = /Olt(“>(1 — )Yt

As fungoes beta e gama estao relacionadas da seguinte forma:

Owy) = w05

Teorema 1.1. [Fdrmula de reflexao de Euler]

Mx)'(1l—2) =

sen(mz)
1.2 Séries hipergeomeétricas

As séries hipergeométricas sao definidas por

2] =

ap, az, ..., a, > (a1)j(az);---(ap); 2
F (1.2)
e bi,ba, ... by JZO (b1)j(b2)j -+ (by); !

Em (1.2) os parametros do denominador by, bs, . .., b, ndo podem ser inteiros nega-
tivos. No entanto, se algum dos parametros do numerador ay, as, . . ., a, ¢ o valor negativo
—n, entao a série termina no n-ésimo termo, resultando em um polindémio de grau n.

As séries hipergeométricas com p = 2 e ¢ = 1 sao denotadas por

a,b,
o Iy |2 ou oFi(a,b;c;z) (1.3)
c

e conhecidas como fungoes hipergeométricas.
Gauss definiu duas funcoes hipergeométricas como sendo contiguas se dois dos

correspondentes parametros sao iguais e o outro difere por uma unidade, por exemplo,
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oF1(a,b;c;2) e oF(a,b+1;¢; 2). Além disso, Gauss denominou de relagao contigua a rela-
¢ao entre uma funcao hipergeométrica e outra contigua. Porém, seguindo a nomenclatura
usada por Andrews, Askey e Roy (ver [1], p. 94), usaremos a expressao relagoes contiguas
quando os parametros diferirem por inteiros.

Existem varias relagoes contiguas interessantes. H&, por exemplo, conexao entre
relagoes contiguas, fragoes continuas e polindmios ortogonais. Vamos considerar as se-

guintes duas relagoes contiguas que podem ser encontradas em Andrews, Askey e Roy [1,

p. 90 e 100]
—b+1
oFi(a,byc;2) = <1 +uz> oF1(a+1,b;c+ 1; 2)
(1.4)
a+1)(c—b+1
—( 02;—1) >22F1(a+2,b70+2,2)
e
(c—a)oFi(a—1,b5¢;2) = (c—2a— (b— a)z) 2 F1(a,b;c; 2)

(1.5)

+a(l —2) oFi(a+1,b;¢;2).
Em ambos os casos ¢ # 0, —1, —2, .... As relagoes contiguas (1.4) e (1.5) serdo usadas para

obtermos exemplos de polinémios para-ortogonais e tipo Szegd.

1.3 Fracoes continuas

Chamamos de fragao continua uma expressao do tipo

(5] a1 a2 a3
—by+ — = =
b+ Gz U R
1 b+ as
2 by + .

bo + (1.6)

onde {a,}5°, e {b,}5°, sdo sequéncias arbitrarias de ntimeros reais ou complexos ou
fungoes reais ou complexas, com a,, # 0. Os ntimeros, ou fungoes, a, e b, sao chamados,
respectivamente, n-ésimo numerador e denominador parciais. Uma fracao continua pode,

também, ser denotada da seguinte forma:

bo + K, (Z—”) .
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O valor
a1
a2

fn:b0+

by + a3

by + ————
2 bg‘i‘.‘ Qp,

é chamado de n-ésimo convergente ou aproximante da fracao continua e pode ser denotado

também por

ar s G, n a;
L R S N ot Ju=bot Jl(bj)
Podemos escrever
A,
fn:B_nu n:071727"'7
onde
AO = b07 B0:17
Ay = boby + ay, By = by,

AQ = b()blbg + boag + albg = bQAl + CLQA(), BQ = blbg + a9 = bgB1 + CLQB().

Assim, por indugao, obtemos que os numeradores A,, e os denominadores B,, dos conver-

gentes f, da fracao continua (1.6) satisfazem

An = bnAn—1+anAn—27

Bn = ann_1+(lan_2, (17)

paran > 1,onde A_1 =1, Ag=by, B_.1=0e By = 1.

Definigao 1.4. Convergéncia cldssica de uma fragao continua da forma (1.6) para um
mimero f € C = (CUc0) (plano complezo estendido) significa a convergéncia da sequéncia
de convergentes {f,} para f e, neste caso, o valor da fra¢ao continua € o limite da
sequéncia { f,}. Entao, podemos escrever

aq a9 as
f=by+—+ =2 = :
by + by + b3 + ...
Como existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano complexo
estendido e a esfera de Riemann, aceitamos também o conceito de convergéncia para o

infinito. Assim, dizemos que uma fra¢ao continua diverge se a sequéncia {f,} converge

para mais de um valor ou quando nao converge para nenhum valor.
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Definigao 1.5. Se (a,,b,) € Q C Cx C para todo n e a fragao continua K(‘;—Z) converge,

entao o conjunto ) € chamado de conjunto de convergéncia da fracao continua.

Definicao 1.6. Um conjunto de convergéncia condicional 2 é um conjunto de conver-

géncia onde a fra¢ao continua K(‘;—) converge se, e somente se,a Série
n

jij‘bn]i[az—k+w
=1 k=1
diverge.

Critérios de convergéncia para fragoes continuas sao frequentemente dados em ter-
mos de conjuntos de convergéncia.

Para a fragao continua K (“T"), o conjunto de convergéncia ) pode ser descrito
como {2 = E x {1}, com {1} sendo o conjunto constituido apenas pelo elemento 1. Para
abreviar, é comum dizer que £ C C é um conjunto de convergéncia para a fracao continua

K (%) se Q= F x {1} ¢ um de seus conjuntos de convergéncia.

Definicao 1.7. Dizemos que {V,}22, ¢ uma sequéncia de conjuntos de valores para a
fracao continua K(‘;—:) se

V,CC, V,#0, n>0

A importancia dos conjuntos de valores (ver, por exemplo, Lorentzen e Waadeland
[22], p.110) é que eles contem os valores dos convergentes de K (Z—“), como mostra o

teorema a seguir.

Teorema 1.2. Se{V,,}>°, € uma sequéncia de conjuntos de valores para a fragdo continua

K(Z—:), entao, paran =0,1,2,... ek =1,2,...,

Apai Q42 An+k
S Wy, = ot — — eV,
w (Wnre) bpt1 + bpao + o0 F bpgg + Woik

para todo Wy, € Vg,

O Teorema da Parabola (ver, por exemplo, Lorentzen e Waadeland (22|, p.130),

T T

entre outras afirmagoes, diz que se o ¢ um ntimero real fixo de (-7, 7), entdo a regiao
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parabolica
B(a) = {z+ |2] - Re(ze ) < _ cos’ 0}
é um conjunto de convergéncia condicional para a fracao continua K (aT") e que o semi-
plano
V(a) = {z: Re (ze ™) > —% cos a}
é o respectivo conjunto de valores.
Este resultado sera usado quando procurarmos condigoes para obtermos polinémios
tipo Szegd através de polindmios para-ortogonais.

Outras informagoes sobre fragdes continuas podem ser encontradas em Chihara (8],

Lorentzen e Waadeland [22], Jones e Thron [19] e Wall [32].

1.4 Determinantes de Hankel e de Toeplitz

Definicao 1.8. Os determinantes definidos por

Hm Hm+1  * Hm4n—1
gl = | et e e S 1 m= 0,41, 42, (1.8)
Hmin—1 Hm4n - Hm42n—2

sao chamados determinantes de Hankel, onde H(jf) =0e Hém) = 1.

Esses determinantes possuem a importante propriedade dada abaixo, cuja demons-

tracao pode ser encontrada em Henrici [16, p. 595]:

(He)) — B-DHD L g Vg™ — 00 nmeZ, n>1 (1.9)

n

Essa propriedade é conhecida como identidade de Jacobi para determinantes de
Hankel.
Definicao 1.9. Os determinantes definidos por
Mo H—1 cr Hfen S N A

A — M1 fo o ot Hengd e AW — I N

Hn  Hp—1 - Ho Hnt1 Hp o - 251
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para n > 1, sao chamados determinantes de Toeplitz e determinantes de Toeplitz desloca-

dos, respectivamente, onde Ay = g e A(()l) = l1.

Os determinantes de Hankel e os determinantes de Toeplitz estao relacionados da

seguinte forma:
n(n+1)

A, = (=17 HY.

Esses determinantes serao usados posteriormente.

1.5 Sobre polindmios ortogonais na reta real

Defini¢ao 1.10. Seja {u,}5°, uma sequéncia de nimeros complexos. Se F € um funci-

onal com valores complexos definido no espaco vetorial I1 de todos os polinémios por

Flz"] = ptn, n=0,1,2,...,

f[Oél’ﬂ'l(l') + 05271'2(37)] = Oélf[ﬂ'l(l')] + @2?[72(1’)], Vozl,ozg eC e \V/7T1,71'2 S H,

entao F é um funcional de momento determinado pela sequéncia de momentos { i, }.

Observe que F é um funcional linear.

Defini¢ao 1.11. Um funcional de momento F €é chamado positivo-definido se F[r(z)] >

0, para todo polinomio m satisfazendo w(x) > 0 e w(x) #Z 0 para todo z € R.

Defini¢ao 1.12. Dizemos que {P,}°2, € uma sequéncia de polindmios ortogonais com
relagao a um funcional de momento F se, para m,n inteiros e nao-negativos, vale

(1) P, € um polinémio de grau exatamente n;

(17) F[Pm(x)Pn(x)] = 0, para m # n;

(iii) FIP2(a)] # 0.

Uma condigao necessaria e suficiente (ver Chihara [8]) para a existéncia de uma

sequéncia de polindmios ortogonais para F é que

HY 40, n=0,1,2,..., (1.10)
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onde H” sio os determinantes de Hankel definidos na secao anterior.

Definicao 1.13. Dizemos que um funcional de momento F € simétrico se o1 = 0 para

k=0,1,2,....

Teorema 1.3. A sequéncia {P,}5°, € uma sequéncia de polindmios ortogonais com re-

lagio a um funcional de momento simétrico F, se, e somente se P,(—z) = (—1)"P,(z).

Definigao 1.14. Seja v uma fungao real, nao-decrescente, definida em |a,b]. Um ponto

¢ € la,b] é chamado de ponto de aumento de ¢ se Y(§+¢e)—(E—e) > 0 para todo € > 0.

Definicao 1.15. Dizemos que diy é uma medida positiva (distribuicao) em |a,b|, se
¢ uma funcao definida em [a,b], limitada, nao-decrescente e com infinitos pontos de au-

mento, tal que
b
,un:/ "dy(x), n=0,1,2,...,

sao finitos.

Se os momentos existem para todo n inteiro (positivo e negativo), diy(z) é uma
distribuicao forte. Se, além disso, (a,b) C (0,00), ¥(x) é uma distribui¢do forte de
Stieltjes.

Todo funcional de momento F, positivo-definido, pode ser representado por uma
integral de Stieltjes associada a uma medida positiva ( ver, por exemplo, Chihara ([8],

p.57). O proximo teorema trata da relagao de recorréncia dos polinémios ortogonais.

Teorema 1.4. Seja {P,}5°, uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos em (a,b)

relativamente a distribuicao di(x). Entao,
Pri1(z) = (x = Buy1)Pu() — dpy1Pr-a(z), n >0, (1.11)

com Pyo(x) =1, P_1(x) =0, o, eR, n>1 e

b 12
ﬁn-‘rl = fabxpn(x)dw(x)’ n Z Oa
J. P} du(x) L12)
- e PR@A)

PP () ()
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Se dy(x) = w(z)dz, chamamos w(z) de fun¢do peso. Aqui, w(x) > 0 em (a,b),

mas nao identicamente nula.

A proposicao a seguir trata da relacao de recorréncia dos polindémios ortogonais

simétricos.

Proposicao 1.1. Seja {P,}>2, uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos com
respeito G fungao peso positiva w(x) definida em [—b,b], onde 0 < b < oo. Suponhamos

que a fung¢ao peso satisfaz a simetria
w(z) = w(—x),
entao esses polindmios satisfazem a relagao de recorréncia de trés termos
Pri1(x) = 2Pp(x) — dpi1Proa(x), n>1, (1.13)

com Po(x) = 1 e Py(x) = x. Neste caso, P,, sio chamados de polindmios ortogonais

simétricos.

Impondo condigoes sobre d,, 11, veremos, mais adiante, que os coeficientes de refle-
xao dos polinémios tipo Szegs podem ser escritos em termos de d,, ;1. Isto nos mostra que
h& uma conexao entre polindémios tipo Szegd e polindomios ortogonais simétricos.

Outras informagoes sobre polindmios ortogonais podem ser encontrados em Chihara

[8], Freud [14] e Szegd [27].
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Capitulo 2

Uma Caracterizacao dos Polinémios

L-ortogonais

Neste capitulo, veremos algumas propriedades dos polindmios que sao L-ortogonais
com respeito a um certo funcional de momento, em seguida, daremos uma caracterizacgao
aos polindmios L-ortogonais e ao funcional de momento. O teorema da caracterizacao é o
principal resultado deste capitulo e pode ser encontrado em Bracciali, Lamblém, McCabe

e Sri Ranga [5].

2.1 Polinémios L-ortogonais

Para um par de nimeros inteiros (p,q), —oo < p < g < oo, as fungoes definidas

por
q

lpq(2) = Z cri®, 2, €C

k=p
sao conhecidas como polindmios de Laurent (L-polinémios). O espago dos polinémios de

Laurent sera denotado por A.

o0
n=—oo

Dada a sequéncia {p, de ntimeros complexos, sejam M funcional de mo-

mento no espaco dos polindémios de Laurent definido por
Mt = pp, m=0,£1,+2,... (2.1)

e os determinantes de Toeplitz associados, A, e Ag), como definidos na secao 1.4 do
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Capitulo 1.

Seja a sequéncia de polindmios monicos {Q, }72, definida por
M[z7"Qu(2)] =0, 0<s<n-—1, (2.2)

com @y, n > 0, de grau exatamente n.
Chamamos a ortogonalidade (2.2) de L-ortogonalidade, pois (2.2) é equivalente a

ortogonalidade da sequéncia de polindmios de Laurent
Qo(2), 27'Q1(2), 27'Qa(2), 272Qs(2), 272Q4(2), 273Q5(2), ...,
com respeito a M, ou seja, (2.2) é equivalente a ortogonalidade
M[D,(2)Q,(2)] =0, n #m, m,n=0,1,2,... (2.3)

com Q,(z) = 2 1"371Q,(2). Para informacdes sobre a ortogonalidade (2.3) veja, por
exemplo, Hendriksen e Van Rossum [15].

Polindmios que satisfazem propriedades de L-ortogonalidade, por conveniéncia,
sao chamados de polindmios L-ortogonais, como pode ser observado, por exemplo, em
Andrade, Bracciali e Sri Ranga [2], Andrade, Costa e Sri Ranga [3]| e Bracciali, Lamblém,
McCabe e Sri Ranga [5].

Assim, a sequéncia de polindmios monicos {Q,, }>° , definida em (2.2) ¢ denominada

sequéncia de polindémios L-ortogonais com respeito a M.

Veremos, agora, algumas propriedades dos polindmios L-ortogonais.

Teorema 2.1. Se M € tal que AY #0eA, #0,n >0, entao a sequéncia de polindémios

monicos {Qn}>2, existe e € unica. Além disso, paran > 1,

n An —n—1 Agll)
M[@n(2)] = (=1)" 5=, M Qu(2)] = 5, (2.4)
Anfl Anfl
Hn HUn—1 - Ho
Hn—1 Hp—2 - H-1
Qule) = ()™ |1 ' (25)
' A, |
H1 Ho T Bengl
1 z Z"
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Demonstragio: Escrevendo Qn(z) = Y 7 ¢n 2’ ¢ usando (2.2) obtemos um sistema

linear. Os resultados desse teorema sao obtidos a partir desse sistema linear. |

Definimos, agora, os polinémios P,, por

Qn(z) — Qu(?)

z—1

Po(z)zoePn(z):./\/l{ ] n>1.

Dizemos que P, sao os polindmios associados a (),,.

Teorema 2.2. Se M ¢ tal que AW #0eA, #0,n >0, entao a sequéncia de polindémios
P, e Q, satisfazem
Pn—i—l(z) = (Z + 6n+1)Pn(Z) - an+lzpn—1(z)a
n>1, (2.6)
C?n+1(z) ::(Z'+’ﬁh+l)C2n(Z)'_(1n+1362n—1(z%
com Po(z) =0, Qo(2) =1, Pi(2) = po e Qi(2) = 2+ b1, onde By = —po/ 1,

(
MO, METQLE)]
Qpt1 = MOy 1(2)] Brt1 n+1M[27n71Qn(z)]’ > 1. (2.7)

Demonstragao: Primeiramente observemos que se AY #0e A, # 0 paran > 0,

entao
n An
M(Qu(2)] = (~1)" - #0,
An—l
paran > 1.

Para n = 0 basta observar que (),, ¢ monico e para n = 1 usar o Teorema 2.1.
Para n > 1, como
Qn+1(2) — 2Qn(2)
¢ um polinémio de grau n, podemos escolher 3,11 € @, 41 (de maneira nao tnica) de modo
que
@nt1(2) = 2Qn(2) = Lr1Qn(2) — an12@n-1(2) + Rn1(2), (2.8)

onde R,,_1(z) é de grau n — 1.

Escrevendo R,,_1(2) = Z?;g dg-n_l)zj , multiplicando-se (2.8) por z~""* e aplicando

o funcional de momento M, obtemos

M= Qo ()] = METH1Qu(E)] = BunaMI=THQu(2)] = i Mz H1Qu (2)] +

n—1
n—1 —n+s+j
+3 dT M)

7=0
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Fazendo s = 0,1,...,n — 1, respectivamente, na equacao acima, obtemos o sistema linear
Hn  Hp—1 - M dén_l) 0
Pn—1 Hp—2 -+ Ho " 0
M2 Moo fen43 dfmn:zl) 0
n—1
| M Fo o Hent2 | | d7(1—1) ] i —M[Qn(2)] + 1 M[Qp-1(2)] i
B
M|Q, (2 . : : :
Se ayppy = M, entao o sistema linear acima é homogéneo. Como det B =
M[anl(z)]

n(n=1) (1 . . N . L. -
(1) = Agll # 0, o sistema linear homogéneo possui uma tunica solucao, a saber,

a solugao trivial. Disso, segue que R, 1(z) = Z;L;()l d;n_l)zj = 0. Consequentemente,

{Qn}22, satisfaz a relagdo de recorréncia de trés termos

Qn+1(2> - (Z + ﬁn—i—l)@n(z) - an+1ZQn—1(Z)7 n > 17 (29>
onde o1 = M
" M[Qn—l(z)] _/\/{[ *"Q ( )]

Para demonstrar que (§,,, = n > 1, basta multiplicar a

M)

"= ¢ aplicar o funcional de momento M.

relagdo de recorréncia (2.9) por 2z~
Provemos agora a relacao de recorréncia de P,. Usando a relacao de recorréncia

(2.9), obtemos

Qn—i—l(Z) - Qn+1(t) - ZQn(z) + ﬁn—i—l@n(z) - an+1ZQn—1(Z)
_th(t) - BnJrlQn(t) + O‘n+1thfl<t>-

Somando-se e subtraindo-se zQ,(t) e a,112Q,-1(t) no lado direito da equagao

acima, temos

Qnt1(2) = Qnaa(t) = (24 Fnt1)[@n(2) = @n(t)] — anp12[Qn-1(2) — Qna(t)]
+(Z - t)[Qn(t) - an-i—lQn—l(t)]‘

Dividindo-se por (z — t) e aplicando o funcional M, obtemos

Quii(2) = Qua(t) QM@—QM@]
—1) (—1)

M[ } :<z+ﬁn+l)M{

-ﬂmmﬂ@A@‘%Jﬂ+M@wwﬂmM@HwL
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Da definicao de polinémios associados aos L-ortogonais chegamos a seguinte relagao

Pui1(2) = (2 + Bug1) Pa(2) — anga2Po1(2) + M[Qn(1)] — i a M[@na ()], 0 > 1.

M@n ()]
M[Qn-1(t)]

Agora, para n = 0 e n = 1, basta usar as condigoes iniciais de @), e a defini¢ao de

Mas, como ;.1 = , chegamos a relacao procurada.

polinémios associados aos L-ortogonais. |

2.2 A caracterizagao

Nesta se¢ao, usando os coeficientes da relacao de recorréncia de trés termos de @,

damos uma caracterizagao aos polinomios L-ortogonais e ao funcional de momento M.

n
Defini¢ao 2.1. Se r,(z) = g an,kzk, entdo o seu polinémio reciproco € definido por

k=0
*

r(z) = 2"Tn(1/z), onde T, € o polindémio 1, com os coeficientes conjugados complezxos,

ou seja, Ti(z) = 2", (1/2) = 2"r,(1/2Z).

n
Definicao 2.2. Se r,(z) = Z an 2", entdo seu polinémio inverso € definido por r8(z) =

2 (1/2), .

Sejam {Q,}5°, e {P,}5°, as sequéncias de polindmios dadas por (2.6), com con-
digbes iniciais Py(z) = 0, Qo(2) = 1, Pi(2) = po e Q1(2) = z + (1. Suponhamos que

B,, — Qny1 # 0, para n > 1. Consideremos as sequéncias {C,} e {D,} dadas por

Cn<2) _ Bnpn(z)__ a71—‘,—1Zf)n—1(z> e Dn(Z) _ En@n(z)__ an-‘rlzc?n—l(z)7 n 2 17

577, _an—l-l ﬁn _an+1

Qu(2) = (B18y---B,) '@ (2) e Pul2) = (B1By---5,) ' Pi(2)
sao os polindmios monicos reciprocos de @Q,(z) e P,(z), respectivamente.

Observemos que como @, é um polindmio ménico de grau n, segue que D, é

também um polin6mio moénico de grau n.
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Lema 2.1. As sequéncias {C,}02, e {Dn}:2, dadas em (2.10) satisfazem as relagoes de

recorréncia de trés termos

1 By — an 1 anJrl Bn—l - an
Coi1(2) = | 24 =225 | Cp(2) — 222120, 1 (2),
o ( > ﬁnﬁnfl ﬁn — Q1 '

1 B, — _n _n _n— - _n
DnJrl (Z) B <Z " __M) Dn(2> - %n%i—l gn _1 anil anil(z)?

com Co(z) = Co(2) = 1, Cy(2) = (By —@2) ™!, Do(2) = 1, Di(2) = 2+ (B, — @), fo =1

ea; =0.

Demonstracao: Vamos demonstrar a relacdo de recorréncia para {D,,}5°,.

De (2.6), obtemos que Qn satisfaz a seguinte relacao de recorréncia

~

Ouin(2) = (31 +2)Qu(e) - T2 Qu(2) n2 1

. A 1
com Qp(2) =1e Q1(2) = 3 + z.
1
De (2.10) e da relagao de recorrénia de @,,, podemos escrever

D) = P14 () = Q)] 0> 1. (2.11)
Bn - an+1

Usando (2.10), (2.11) e a relacdo de recorréncia de Q,,, obtemos a relacio de re-
corréncia para {D,}5°,.

De maneira analoga pode-se demonstrar a relagdo de recorréncia para {C,}22 . m

Como em (2.1) o funcional de momento M esta definido para m € Z, dizemos que
M é um funcional de momento forte.
Lembramos que o funcional de momento forte M é um funcional de momento

quase-definido normalizado quando
po=1, AV L0 e A, #0, n>0.

Consideremos as seguintes subclasses do funcional de momento forte quase-definido nor-

malizado:
e (lasse S-tipo: AY #0, A1 #0 e p_p=mn,, n>0;

e Classe MS-tipo: ALY #0, Api1#0 e p_p=p,, n>0;
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e (lasse PO-tipo: AY #0 e fpy1=—p—pn, n=>0.

O teorema a seguir caracteriza os polindomios L-ortogonais e o funcional de momento

forte quase-definido normalizado M.

Teorema 2.3. Seja {Q,}22, a sequéncia de polindmios dada pela relagdo de recorréncia
(2.6), com condigoes iniciais Qo(z) =1 e Q1(z) = z + f1. Dessa forma, existe um funci-
onal de momento forte quase-definido normalizado M para o qual Q),, sao os polindmios
L-ortogonais definidos por (2.2) se, e somente se, ayr1 # 0, B # 0 paran > 1. Além

disso,

A) M é da classe S-tipo se, e somente se,

6162 -+ Bul? = @L—B—Txm n>1 (2.12)
B) M ¢€ da classe MS-tipo se, e somente se,
(G182 -+ ) = L, n>1. (2.13)
Bn — g1
C) M é da classe PO-tipo se, e somente se,
G,=1, n>1.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que se a,.1 # 0 e 3, # 0, n > 1, entao
existe um funcional de momento forte quase definido para o qual (), sao polindmios
L-ortogonais.

Consideremos a sequéncia de polinémios {P,}>, dada em (2.6), com condigoes
iniciais Py(z) =0 e Pi(2) = uo = 1.

Do Teorema 2.2, podemos observar que ),, e P, sao polinémios moénicos de grau
n e n — 1, respectivamente.

Das duas relagoes de recorréncia de trés termos e condicoes iniciais, dadas no

Teorema 2.2, obtemos

_ Pri1(2)Qn(2) — Qnyi(2) Pu(?) _ Qa2 Q12" n>1

@n(2)@n41(2) Qn(2)Qui1(2)’
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Assim, existem expansoes em séries de poténcias

LO(z) = Z —Hsy12” € LOO(Z) = Z,ufszisila
s=0 s=0
tais que
Pn(Z) o Qg -+ Qpyy n n+1
LO(Z)_Q(Z)_(ﬁlﬁZ“‘ﬁ)25+lz +0(z"), n>1, (2.14)
e
P,.(z 1 "
Loo(2) — 5 <(Z>) =0y On oy +0((1/2)""*), n>1. (2.15)
n n—1
Escrevendo @, (z) = an,jzj e P(2) = an_mzj, de (2.14) e (2.15), obtemos, respec-
j=0 Jj=0

tivamente, um sistema linear triangular inferior e um sistema linear triangular superior,

cuja soma é o seguinte sistema:

Ho M1 MPnt1 H—n dn,0 Qg Qnyl
M1 Mo =+ f-piy2 Hony1 qn,1 0
Hn Hn—1 - H1 Mo qn,n—1 0
B a2 P Qn+1
| A1 Hn f2 AU B R | BB BufBns |

Assim, se definirmos o funcional de momento M por M[t"| = p_p,, m = 0, £1,£2, ..,
entdo, do sistema linear (2.16), obtemos
Mz Q,(2)] =0, 0<m<n-—1,

(2.17)

M= Qu(e)] = — 322 e MIQu(a)] = g

Além disso, como Ay = g = 1, aplicando a regra de Cramer no sistema linear

formado pelas n+1 primeiras linhas de (2.16), e depois Laplace, obtemos

Ap=7"A, 1 #0, n>1,

a2...an+1

ﬁnﬂl

linear formado pela n+1 ultimas linhas de (2.16), segue que

onde %()2) = . De maneira analoga, como Agl) = —% # 0, usando o sistema

A(l) = P)/(gn)Agzl—)l 7é 07 n 2 17

n

(n)_ a2...an+1

onde 75’ = ———————
0 B1B2 -+ Bas
quase-definido normalizado.

. Assim, o funcional M é um funcional de momento forte
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Para a demonstragao da reciproca, basta observar que dado um funcional de mo-
mento quase definido M, segue do Teorema 2.1 e de (2.7) que os polinémios @,, definidos
por (2.2), satisfazem a relagao de recorréncia de trés termos (2.6) com a,, 11 # 0 e 3, # 0,
n>1.

Agora, vamos demonstrar a parte A).

Primeiramente, consideraremos (2.12) e mostraremos que M ¢é da classe S-tipo.

De (2.12), segue que o quociente BL é real, e dai
n — Qn41
3 e «Q
1618 B = = — o 2L L >

ﬁn _an—i—l 5n ﬁ” 7

Consequentemente,

1 ﬁn - anJrl anJrl ﬁn—l - an

ﬂn—i—l = = = App1 = == = — )
/ﬁnﬁnfl Bn - an—i—l

ﬁn 5n+1 - a7"0-1-2
De (2.18) e comparando as relagoes de recorréncia de trés termos para D,, e C,,

n>1. (2.18)

dadas no Lema 2.1, com as relacoes de recorréncia para @), e P,, dadas no Teorema 2.2,

obtemos

D,u(2) =Qn(z) e Cu(z) =Qn(z) — zP,(2), para n > 1. (2.19)

Segue de (2.10) e (2.19) que

Cn(z) . Bnpn(z) _anJrlzpnfl(Z) o Cn(z) _ _an(z) n
Duz) ~ B.00(5) —mrriOua(z) © Dul2) o "=t 20

Fazendo expansoes em séries de poténcia sobre a origem, temos

pn - _n pn Pn -
ﬁn—i—l ] —|—1(2) Q422 (Z) . (Z) = W1 - - _aZﬁlzn + O(zn+1>

BnJrlQn-i-l (Z) - an—+—2zQAn('Z> Qn(z)

e
En—H (Z) - ]Ajn(Z) - an-l—lan e aZBl'Zn + O(ZTH_I)’
Qni1(2)  Qu(2)

dai,

Bnpn<z) B an-‘rlzpn—l(z) e pn('z)
Bn@n(z) - an+1ZQn*1(z) @TL(Z)

tem a mesma expansao em série de poténcia sobre a origem.

De (2.20),

B, Po(2) — Qpy12P01(2) . ;
BnQn(Z) _anJrlZanl(Z) Qn(z)  ~
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assim, fazendo expansao em séries de poténcia (por exemplo, sobre a origem) de ambos
os membros, obtemos p_,, = 1, para n > 1. O que mostra que M é da classe S-tipo.

Agora, consideraremos que M é de classe S-tipo e mostraremos que

16152 -+ - Bul® = @Z_ﬁ—gnﬂ, n>1.
Para isso, observemos que de (2.4) e (2.7),
A,AY, ALY
ST A Al ST A et

Logo,

—n4+1 -n —n+2
1_ Opy1 (An_l)Q — AnAn_Q . (H7(z " ))2 + H7(1,+1)H7(7,—1+ : n>1 (2 21)

Aplicando a identidade de Jacobi para determinantes de Hankel em (2.21), dada na secéao

1.4 do Capitulo 1, obtemos

Cmp1 HE™ g ont2)

1 671 o (HT(L—’IH-l))Q
Observando que p_,, = @i, n > 1, implica g™ = g paran > 1 e qualquer m,
entao - a
ﬁn — Qp41 —1_ Qi1 _ |Hn " ‘2 _ |An—1|2 >0 n>1
ﬁn ﬁn |H7(1_(n_1))|2 ’Anfl’2 ’ -

Assim, £, — a,11 # 0, n > 1, e podemos considerar os polindémios moénicos

Dn(Z) _ BnQn(Z)__ an—HZC2n—1(Z) — BanJrl [Qn+1(2) N ZQn(Z)]7 n>1. (222>

B — Qng1 B, — Cns1

Como a condi¢ao p_, = m,, n > 1, também implica que o funcional é tal que

M[z""p(2)] = M[z="+tmp*(z)], onde p é um polindémio de grau n. Obtemos, de (2.17),

Mz—mD, (2)] = 6, ,, 02 Ot O . 0<m<n. 2.23
S N . M AP

Identificando (2.23) com (2.17), obtemos que Q,(z) = D, (z), n > 1, e em particular

Q2O P n> 1
BBy B,)2 By — Cnt N

Assim, tomando o modulo em ambos os membros da equacao anterior, completamos a

Qg Qpyl =

demonstracao da parte A deste teorema.
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Para demonstrar a parte B consideramos os polindémios

_ 671@71(3) — Cl/n+1ZQn_1(z)

ﬁn — Opt1

~

On(Z) _ ﬁnPn(Z) - an-‘rlzpn—l(z)’

ﬁn — Opyl

Dy ()

com Qn(z) = (ﬁlﬁQ e ﬁn)_lQ;(z) € Pn<z> = (ﬁlﬁQ e 'ﬁn)_lprz<z): pOiSa Poen = fn, > 1

H(m—2n+2)

implica H™ = , para n > 1 e qualquer m. Dai

(=n)y\2 1) \2
e VP AR
B (HCOR T (B

que nos fornece (3, — a,+1 # 0, n > 1. Logo, procedendo de maneira anédloga ao que

fizemos na parte A, demonstramos a parte B.
Para completar a demonstracao deste teorema, vamos demonstrar, agora, a parte
C.

Do Teorema 2.1, temos

An—l
A n > 1.
n—1

Qn(0) = (=1)"

Da relagao de recorréncia de trés termos para @), obtemos Q,,(0) = 3,5,-1 - f1. Dessa
forma, (3, = 1, para n > 1 se, e somente se, @,(0) = 1, para n > 1. Assim, (3, = 1, para

n > 1 se, e somente se, A, = (—1)”A(1)

n_1, bara n > 1, o que nos fornece o resultado

desejado. |

Dado o parametro w € C, seja a sequéncia de polindémios {Q,(w;.)}>, dada por

Qo(w;2) =1 e Qn(w;2) = Qn(2) —wQp1(2), "= L.

Podemos observar que Q,(0;z) = Q,(z) e para todo w, Q,(w;0) = (B, — w)Qn-1(0),
n > 1.
No proximo teorema veremos algumas propriedades dos polindémios @, (w; .) quando

o funcional de momento M ¢é da classe S-tipo ou MS-tipo.
Teorema 2.4.  Seja ki, (w) = Q,(0)(1 —w/5,), n > 1.

(1) Se M € da classe S-tipo, entdio

Q (Vn; 2) = Kn(Vn) Qnlwn; 2), n>1, onde  kKy(Vp) kn(wn) = 1;
(2) se M € da classe MS-tipo, entdo

Q0 (Vn; 2) = Kn(Vn) Qnlwn; 2), n>1, onde  kKy(Vn) Kn(wy) = 1.
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Em particular,

(3) se M € da classe S-tipo, entao para todo o tal que |o] =1,
Qn(\);2) =7Qu(17;2), n> 1, onde v\ = (Qn(0) — 0)/Qu1(0);
(4) se M € da classe MS-tipo, entao com o igual a +1 ou —1,

Qo3 2) = 0Qu(:2), n =1, onde v = (Qu(0) — 0)/Qu1(0).

Demonstragao: Considerando M da classe S-tipo, temos da demonstragao da parte A

do Teorema 2.3 que Q,(z) = D,(z), n > 1. Dai, usando (2.22), obtemos

Qn(z) _ Bn(BIBQ t Bn>_1QZ<2)__ an-i‘lz(ElBZ B 'anl)_lQ;:,—l(Z) . on> 1. (224>

ﬁn - aTLJrl

De (2.24), segue que
B

ﬁn — Opy1

(BB 50u(2) — awir o (il o) Qs ()], m> L

Z’I’L

Qn(l/z) =

e, dessa forma, usando a parte A do Teorema 2.3 e a relacao de recorréncia de trés termos

de @, obtemos

Qn(z) = 161f2- - Bul? [(5152 )T Qu(2) = g (Bi - 'ﬁn)_lQ"—l(z)}
= Qn(o) (Qn(z> - an+1Qn—1(z)) <2'25>
G0 (Quit(2) — BrniQul2)).

paran > 1.
Logo, de (2.25) e da defini¢ao de Q,(w;.), temos

Qn(vn;2) = Q(2) —Vn2Q;_(2)

pn B Apt1 — ﬁnvn
= Qu(0)(1 — =) (Qn(z) - =—— Qn-1(2)
= /{n(l/n) QTL(wnaZ)? nz 17
onde w,, = 6”af+1 — ﬁnVn_ O que demonstra a parte 1 deste teorema.

_ vn
Usando o fato de que M é da classe MS-tipo, a demonstracao da parte 2 deste

teorema, segue de maneira analoga a demonstragao da parte 1.
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Para demonstrar a parte 3, consideremos w,, = v,,. Dali, k,(w,) kn(wn) = 1, 0 que

nos fornece |@Q,,—1(0)(8, —wn)| =1e

1 Qa0 1 1

T QL OPG T @) Qe 0) @ (003 — 5
Assim,
(0) _ _ (@n(0) — o)
T T TRL0)
onde 0 = — 1_ )

Q1 (0)(8,, — @n)
©)

O resultado segue observando que k,(vn ') = @.

A demonstracao da parte 4, é analoga a demonstragao da parte 3. |

No préximo capitulo, passaremos a estudar polindmios associados a funcionais de
momento das classes MS-tipo e PO-tipo. Além disso, veremos alguns exemplos desses

funcionais de momento.
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Capitulo 3

Polinémios Tipo Szegé e Polinémios

Para-ortogonais

Neste capitulo, consideraremos o funcional de momento da classe MS-tipo e es-
tudaremos os polindmios tipo Szegd. Obteremos polindmios para-ortogonais através de
polinémios tipo Szegs e veremos condi¢oes para obtermos polinomios tipo Szegé através
de polindmios para-ortogonais. Forneceremos, também, alguns exemplos de funcionais de
momento das classes PO-tipo e MS-tipo. Os resultados deste capitulo estao publicados

em Lamblém, McCabe, Pinar e Sri Ranga [21].

3.1 Polindémios tipo Szegd

Dada uma sequéncia dupla {p,}22 _  de nameros complexos, seja M o funcional

— 00

de momento no espaco dos polinomios de Laurent definido por
ME™ = pim, m=0,£1,£2,.. ..

Suponhamos que o funcional de momento M seja da classe MS-tipo. Assim, de

(2.2) e do Teorema 2.1, obtemos

Ap

M[z7°Q(2)] = M[z7"Q,(2)] = 5,178(—1)"&—1), 0<s<mn, n>1. (3.1)
n—1

Seja a sequéncia de polindmios monicos {5, }22, dada por

Sp(z) = G (3.2)

n(0) T
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Do Teorema 2.1, de (3.1) e de (3.2), segue que os polindmios monicos S, satisfazem

a ortogonalidade de Szegd

M[z725,(2)] = (5n73AA—n, 0<s<n, n>1. (3.3)
n—1

Como M ¢é da classe MS-tipo, os polindmios S,,, definidos em (3.2), estdo sob a
restricao

ey = b € Ay #0, n>0. (3.4)

Os polinémios S,, que est@ao sob a restri¢ao (3.4), e que satisfazem (3.3) s@o cha-
mados de polinémios tipo Szegs associados ao funcional de momento M.

Usando (3.1), podemos verificar que os polindmios tipo Szegd satisfazem

M2 S,(t)] = MIET"TSE(E)] = s

A 0<s<n, n>1. (3.5)

O proximo teorema trata da relagao de recorréncia dos polinémios tipo Szegd e nos
mostra que os coeficientes de reflexao, a,, = S,,(0), desses polinomios sao apenas diferentes

de +1.

Teorema 3.1. Se a,, = S,(0), para n > 1, onde S, sao os polinémios tipo Szegd monicos
associados ao funcional de momento M, entao, seque que

1) os polinomios S, satisfazem as sequintes relagoes de recorréncia

Sn(2) = anzSn-1(2) + 55_1(2),
n>1, (3.6)
Sn(2) = anSe(2) + (1 — a?)25,-1(2),
com as condicoes iniciais

So(z) =1 e S3(z) =1;

2) a, # %1, para todo n > 1.

Demonstragao: Para n > 1, considere

Th(2) = 55(2) = CuzSn-1(2) — 554 (2),

M[z"55 1 (2)]
M08, (2)]

com (,, =
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O coeficiente (, estd bem definido, pois

A
M[z=DS _(2)] = X L 40, n=1,2,....
n—2

Como estamos considerando S, e S,,_; polindmios monicos, entao 7,,(0) = 0. Con-
sequentemente, 7,,*(z) é um polindmio de grau no méximo n — 1, n > 1.

Assim, podemos escrever

n—1
To(z) = > beSk(2).
k=0
Logo, paran > 1,
n—1
To(z) =2"Tr(1/z) = Zz bpSk(1/2) = Zbkz” kSe(2)
k=0
A escolha de (, assegura que
Mz (2)] = Mz DT (2)] = ... = M[z7'T,(2)] = 0.
Dessa maneira,
n—1
0=M[z""T(2)] = > bM[z*S2(2)] = bopuo,
k=0
como pg = Ay # 0, entao by = 0. De maneira analoga, vemos que by = by = =b,_1 =0,
o que implica T},(z) = 0. Assim,
Se(2) = CuzSn—1(2) + Sp_1(2). (3.7)

Comparando o coeficiente de 2", em ambos os membros de (3.7), obtemos
Cn = 5n(0) =an, n>1.

Portanto, S?(2) = a,2S,-1(2) + Sp_,(2).

De maneira analoga, tomando

To(2) = Sp(2) — anS2(2) — (u2Sn_1(2),
Sn(z

com fn = provamos que S,(z) = a,S2(z) + (1 — a2)zS,_1(z),

M[ DSn-1(2)]’
para n > 1.
Agora, multiplicando-se a segunda relagao de recorréncia de (3.6) por z~" e aplicando-

se o funcional de momento M, obtemos

M[z7"8,(2)] AA,
_— 2 pu— pr—
1—a; M[z*(”*l)Sn,l(z)] A%_1 #0, (3.8)
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paran > 1, onde A_; = 1, o que completa a demonstragao do teorema. |

O proximo teorema é a reciproca do Teorema 3.1.

Teorema 3.2. Seja {a,}5°, uma sequéncia de nimeros complexos, tal que a, # £1 para
n > 1. Seja a sequéncia de polindmios monicos {S,}>, gerada por (3.6), com Sp(z) = 1.
Associado a {a,}>2 | existe um funcional de momento M com a propriedade (3.4), tal que

{Sn}2 s@o os polinomios tipo Szegd satisfazendo (3.3).

Demonstracao: Consideremos os polinomios {R,,}5°, dados por

(=R} (2)] = anzRp—1(2) + [R5 _1(2)];
n>1

Y

Ry (2) = an[= R (2)] + (1 = a3)2Rn1(2),
com Roy(z) = po # 0.
Seja Fy,(2) = R2(2)Sn(2) + S2(2) R, (2) paran > 1. Entdo, Fy(z) = 2ue(1 —a})z e,
paran > 2, F,(z) = (1 —a?)zF,_1.
Disso, segue que

Rin(z) Ru(x) _ —aunFu(2)

Sut1(2)  Sal2)  Sui1(2)8a(2)
—2pon1(1 —a?)(1 —a3)...(1—a?)z"

p— n 3-9
ERNBNE 39
e
() Fald) _ _Fal2)
Sp(z)  Sulz)  Sa(2)Su(2)
42 _ 42 42\ .n
_ 2u0(1 —af)(1—a3)...(1 —a3)z ' (3.10)
S (2)5n(2)
De (3.9), podemos concluir que existe uma série de poténcia formal
ﬁoo{z) = o + Z 205277,
s=1
tal que
. R,(2) totnir (1 —a)(1—a3)...(1—d?) 1\"*?
L — =— L - . 11
1
Agora, substituindo z por ~ em (3.11), obtemos
2 R’(2) _ N1 2 2\ ntl n+2
Lo(z) + = 2upapi1(1 —ai)(1—a3)...(1—a2)z"" +0(=""), n>1, (3.12)

Si(2)
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= ls, 1> 1.

= Mo — Z 2“3

Subtraindo-se (3.10) de (3.12), segue que

bute) —

onde LO , COM [4_g4

—a3)...(1

1))
Sp(2)Sn(2)

— &i)z

= 2M0an+1(1

Zsmz e R,(

Escrevendo S, (

=0
Mo 241 22 2 ny1 2hp 51,0
0 po 241 2l —ny2 2—py1 Sn,1
0 0 Ho 20ny3 2U—nt2 Sn,2
0 0 0 Mo 2,U—l Sn,n—1
0 0 0 s 0 o Sn,n
paran > 1, e de (3.13),
Ho 0 0 0 0 Sn,0
2411 Lo 0 0 0 Sn,1
22 21 o 0 0 Sn,2 B
2,un—1 2,“%—2 2#71—3 Mo 0 Sn,n—1
| 26n 2n1 2pn2 2p1 o | Snn |
para n > 1, onde 4, = po(l —a?) -+ (1 —a?) # 0.
Somando (3.14) e (3.15), temos
Ho H—1 Hent1 H—n Sn,0
241 Ko M—nt2 H—nt1 Sn,1
Hn—1 Hn—2 Ho H—1 Sn,n—1
| Hn Hn—1 H1 Ho 1L Sn,n ]

Agora, se definirmos o funcional de momento M por M|t"]
de (3.16) obtemos
M5, (1)]

n+1

+0(2""?), n > 1.

Zrmz de (3.11) obtemos

Tn,0
7ﬁn,l

T'n,2

—Tn0
_rn,l

_rn,Z

—Tnn—1

_T'n,n + 26/71

~

Tn

:&nén,ma 0<m<n, n=>1

(3.13)

. (3.14)

. (3.15)

(3.16)

Pepy, n=0,£1,+2, ...
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Ainda de (3.16) temos A,, = 4,A,_1. Como py # 0 e 4, # 0, segue que ANy = g # 0 e
A, = AA1 # 0, n > 1. A condigao A,, # 0, n > 0, também garante a existéncia e

unicidade da sequéncia de polindomios {5, }52. ]

Na proxima segao, a partir dos polindmios tipo Szegd (polinémios associados ao
funcional de momento da classe MS-tipo), obteremos polindmios associados ao funcional

de momento da classe PO-tipo.

3.2 Polindmios para-ortogonais obtidos a partir de po-

linébmios tipo Szegd

Dada a sequéncia de polinémios tipo Szegd {S,}22, com respeito ao funcional da
classe MS-tipo, consideremos os polindmios monicos Qg) e ng) dados por

Snt1(2) = S5 (2)
(z =D —ana)”

e = SEEES ¢ g -

n >0, (3.17)

com ag = 1.

Seguindo a nomenclatura usada no caso dos polinémios classicos de Szegd (ver,
por exemplo, Jones, Njastad e Thron [18]), referimos aos polindémios S,, + 752, quando
|7] = 1, como polindémios para-ortogonais.

Através de (3.17) podemos verificar que

Qw(x)=2"Q(1/2) e QP(2) ="QP(1/2), n>1. (3.18)

Além disso,

25,(2) = (1 +a,)QV(2) + (1 — a)(z = DR (2), n>1. (3.19)

Teorema 3.3. Os polinémios monicos Qg) e Qg) satisfazem

QA=) = (2 +1)QV() — (14 an)(1 - a,)2QW, (2),
n>1,

QY (2) = (2 4+ 1Y (2) — (1 — an)(1 + an1)2QP (),

com QY (2) = QY () =1 e Q" (2) = QP (2) =z + L.
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Demonstracao: De (3.17) e do Teorema 3.1, obtemos
QW(2) =28, 1(2) +S2_,(2), n>1. (3.20)
Para n > 1, de ( 3.20) e de (3.17), segue que

QW1 (2) + (14 an1)(1 = a)2QN, (2) = 28,(2) + S3(2)

(3.21)
+(1 = an)z[Sn-1(2) + S5_1(2)].

Aplicando o Teorema 3.1, para S,(z) e S2(z), em (3.21), temos
Qi () + (1 an-)(1 = an) 2@ (2) = (2 + D [2801(2) + 514 (2)], n2 1,
o que nos fornece
(1 _ WLy _ _ (1)
nt1(2) = (2 + D@y (2) = (L4 an-1)(1 — an)2Q,, 74 (2)-

De maneira analoga, verifica-se que

QP (2) = (2 + D)QP(2) — (1 — a)(1 + ani1)2Q, (2).

Agora, consideramos os seguintes funcionais de momento associados, N e N'®),
definidos por
2NO] = M(1), NO[(z = 1)f(2)] = M[2f(2)]

Nf(2)] = M(1 = 2)f(2)],

onde f é algum polinémio de Laurent. Na definicdo de NV, ndo precisamos supor a

existéncia de M([f(z)/(z — 1)].

No préximo teorema veremos propriedades dos funcionais de momento N’ e N2,
Teorema 3.4. Para x =1,2 en=0,4+1,42, ..., se v = N® [2™], entao

n

Além disso, para todo polindmio de Laurent f e para todo inteiro n,

N f(2)] = —NW 1 f(1/2)). (3.22)
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Demonstracao: Como i, = pi—,, n > 0, a relagao

segue imediatamente de

NEf(2)] = M1 = 2)f(2)].

Agora, de 2N W] = M[1] e NU[(z — 1)f(2)] = M[zf(2)] com f(z) = z7*

obtemos

Substituindo f(z) = 2" ' e f(2) = 27" em NW[(z — 1)f(2)] = M][zf(z)], segue,

respectivamente, que

V(—lg - Vglﬂ = pn e v - Vﬂl = Hn-

Como p,, = pi_y, temos

v 4 1/(21 = V(_lzﬂ + V,(f), n > 1,

n n

dai i = —1/(_17)14_1, n > 1. m

Lema 3.1. Sejam p, s(z) = (z— 1)z, s =1,2,....,n—1 e ppn(z) = 1+ 2""1. Cada um

dos monomios z°, 0 < s <n—1, n > 2, pode ser escrito como uma combinacao linear da

forma
s g® ) 4% 1
z 1 pn’l(Z) + 2 pn,2<2) + ...+ n,lpn,n_l(z) + zpn,n(z).
Demonstragao: Para s = 0, temos
n—2
1 1 1
épnn(z) 20 = §(z”_1 —-1) = 5(2 1)) 4
1=0
Assim,
n—1
1 1
0 - — p—
Z = 9 pn,l<z> + 2pn,n(z)
1=1
Paras=1,2,...,n—1,
1 1 n—s—1 1 s
Epn,n(z) —2"=zz (Zn_l_s 1) + _(1 - Zs) = 5 Z DPni+s 5 an,l
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Portanto,
1 n—s—1 1 s 1
2P =—= n,l+s A n SPnn\Z),
5 D Purest 5 D Pua+ gPun(2)
=1 =1
paras=1,2,...,n— 1. ]

L ) 1 2) o~ A .
O préximo teorema nos mostrara que Q%) e Q%) sao polinémios L-ortogonais com

relacio a NV e N'? respectivamente.

Teorema 3.5. Seja Q,(f), i =1,2, o polinémio definido por (3.17). Se

A A
Fy - =m0,y Tkl ara n > 1
T 0 v a)Ae, O T U —a)A, F =5

onde A, sao os determinantes de Toeplitz associados a M, entdo, para 0 < s < n,

n > 1, os polinémios Q,(f), 1 = 1,2 satisfazem, respectivamente, as propriedades de L-

ortogonalidade

NO QW) =6, Y, para 0<s<n, n>1.

NOL Q@ ()] =6,.3%, para 0<s<n, n>1.

Demonstracao: De (3.5) e (3.17), com n > 1,
AN @) [Z_(nﬂ)ﬂQg)(z)] = Mz (+D+s(] — Z)Qg)(z)] -0, 1<s<n,

ou seja,

NOmQR ()] =0, 0<m<n—1,

onde m = s — 1.

Além disso, temos

An+1

NPQP (] = MI(1 = 2)Q () = F—m 55

o que completa a demonstracao de (3.24).
Agora, para mostrar (3.23), novamente de (3.5) e (3.17),

Z—n—i—s—l—l . Z—n+s An

_ 1) —n+s] _
J=MIRPE) 2] = oo AR

z—1

paran>1el <s<n.

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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Para demonstrar (3.23) para n = 1, basta observar que, como Q4 (2) = 2"Q\(1/2),

temos
NOEQP (2)] = N1+ 271 =0,
e, de (3.25),
A
D) —1(, 1) _ 1
NOE = 0006 = s
Agora, de (3.25), obtemos
NDp, (2)QW(2)] =0, 1<s<n-—1, (3.26)
onde p,s(2) = (z —1)z* ' paras=1,2,...,n—1 e
A
Of,—n(.n _ . n-1 (1) — n ) 2
ML = Q)] = s — (3.27)

De (3.22) e (3.18),
NOEQP ()] = ~-NOE QY ()]

Logo, se tomarmos p,, ,(z) = 1+2""1, entao (3.26) também vale para s = n, pois a rela¢ao

anterior pode ser escrita como
NOL (142" ()] = 0.

Assim, podemos concluir a demonstragao de (3.23) para n > 2, observando que a

sequéncia p, s, s =0,1,...,n—1, n > 2, forma uma base para o espago dos polindmios de
grau menor ou igual a n—1. Para isso, basta notar que a sequéncia p, 5, s =0,1,...,n—1,
n > 2, é linearmente independente e usar o Lema 3.1. |

Na proxima secao, estudaremos o problema inverso, ou seja, veremos condi¢oes

para obtermos polinémios tipo Szegd a partir de polindmios para-ortogonais.

3.3 Polindmios tipo Szeg6 obtidos a partir de poliné-

mios para-ortogonais

Nesta se¢ao responderemos as seguintes questoes:
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1) Dado um funcional de momento N, quais sao as condi¢oes que devemos impor
aos momentos para que exista uma sequéncia de polinomios {Q,, }>, tal que a propriedade

de L-ortogonalidade N[z7""$Q),,(2)] = 0n.sTn, 0 <s<mn, n>1, seja valida?

2) Dada uma sequéncia de polindmios {Q,, }°° , satisfazendo a relagao de recorréncia

Qn+1(z) = (z + 1)Qn(2) - an+IZQn—1(z)v n>1, (3'28)
com Qo(z) = 1 e Qi1(2) = z+ 1, podemos garantir a existéncia de um funcional de
momento N para o qual a propriedade de L-ortogonalidade N[z7""Q,.(2)] = 0pn.s7n,

para 0 < s <mn, n > 1, seja valida?

3) Dada uma sequéncia de polinomios {Q,, }°° , satisfazendo a relagao de recorréncia
(3.28), podemos garantir a existéncia de uma sequéncia {5, }>° , de polindémios tipo Szegd
para a qual {Q,}°°, é uma sequéncia associada de polindémios para-ortogonais {Q%l)} ou

Q%Y

Para responder a primeira questao, consideremos A um funcional de momento tal

que N[2"| =v_,,n=0,£1,4+2 ..., com

Upsr=—V_, € A, #0, para n >0, (3.29)
sendo 50 =1e
Vo Vo1 - V_p
Enz vi Voo o Vel o>,
Un Vp- - Vo

os determinantes de Toeplitz associados aos momentos v,,.

O proximo teorema fornece condigdes em relagao a N para a existéncia de {Q, }22,

que satisfaz a relagao de recorréncia (3.28), dando uma resposta a primeira questao.

Teorema 3.6. Se o funcional de momento N satisfaz (3.29), entao existe uma unica

sequéncia de polinomios monicos {Q, 1}, dada por

N[zT"Q.(2)] =0, 0<s<n-1
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e
A,
Anfl
Além disso, {Qn}>2, satisfaz a relagio de recorréncia de trés termos (3.28) onde
N(Qu(2)]
g = B>
1 NG
Demonstragao: Da simetria v, = —v_,, n > 0, temos 50 =-—1 e
141 Vo -+ Vopg1
A, = (=1t 2o e s (3.30)
Vnt1 VUp oo n

Além disso, como a sequéncia de polindomios monicos {@Q,, }52, é dada por N [z7"5Q,,(2)]

0,0<s<n-—1,escrevendo Q,(z) = Z?:o q(-n)zj, obtemos o seguinte sistema linear:

Un Vp—1 -+ Vo q(()n) 0
Un—1 Vp—2 - V_1 qgn) 0
= . (3.31)
V1 Vo 0 Veopyl 617(:1)1 0
woova ot Vg 1 N(Qn(2)]
A
(n+1)n ~

Como det A = (—1)" 2 A, # 0, aplicando a regra de Crammer e o Teorema de
Laplace no sistema linear (3.31) e usando (3.30), obtemos que a sequéncia de polinémios

monicos existe unicamente e

N[Qn(Z)]Zzi, n>1

A demonstragao de que @, satisfaz a relagdo de recorréncia (3.28) é analoga a

—

demonstracao da primeira parte do Teorema 2.2. Além disso, substituindo-se a tultima

linha do sistema linear (3.31) por Q,(z) = 37 q§")2j, como det A= (—1)"2" A, #0,

de (3.30), obtemos @,(0) = 1, para n > 1. Logo, usando a rela¢ao de recorréncia dada no

Teorema 2.2, temos

. QnJrl(O)
ﬁn-i-l - Qn(o)

para n > 1, e dai, nesse caso, 3,11 = 1, 0 que completa a demonstragao deste teorema. m

O proéximo teorema respondera a segunda pergunta.
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Teorema 3.7. Seja {a,}5°, uma sequéncia de nimeros complexos nao nulos. Se {Q,}7,
¢ a sequéncia de polindmios dada pela relagao de recorréncia de trés termos (3.28), entdo
existe um funcional de momento N, cujos momentos satisfazem a propriedade (3.29) para

seus momenos, tal que a sequéncia {Q,}5°, € unicamente definida por
N[Z_n+sQn<Z)] - 571,577/717 0 S S S n—1 n Z ]—7
onde 5, = &n/ﬁn

Demonstracao: De (3.28), podemos observar que ), ¢ um polinémio moénico de grau

n e Qn(2) = Qn(2).

Consideremos 1y # 0 e a sequéncia de polinomios { P, }2°, dada por
Poi1(z) = (z4+1)Pu(2) — apt12P1(2), n>1, (3.32)

com Py(z) = 0 e Pi(z) = vy. Logo, v, ' P, é um polindémio moénico de grau n — 1 tal que
Pr(2) = P,(2).

Das duas relagoes de recorréncia de trés termos, (3.28) e (3.32),

Prii1(2) . P(2) _ Yn2" n
Oni(2) Q) Gumon b

onde 7, = vy - - - (1. Assim, existem expansodes em séries de poténcias

. o0 . o0
Lo(z) = Z —vs12° e Lo(2) = Z V_gi12 %,
s=0 s=1

tais que
Lo(z) — g:((z)) =%2"+ 02", n>1, (3.33)

e

e Pn ~n n

Loo(z) — Qn((z)) - ZZH +0((1/2)"?), n>1. (3.34)
Agora, substituindo z por 1/z em (3.33), obtemos

T Pn ~1’L
(1/2)Lo(1/2) — QnZ)) - ZZH +0((1/2)"?), n>1.

Logo, a expansio formal (1/2)Lo(1/z) é a mesma que a expansio formal Lo (z) e, daf,

Upi1 = —V_pn, n >0.



3.3. Polinémios tipo Szegd obtidos a partir de polinémios para-ortogonais 48

Escrevendo .
Qn(z) = ZQn,ij € Pn(z) = an,Lij,
=0 §=0

de (3.33) e (3.34), obtemos, respectivamente, um sistema linear triangular inferior e um

sistema linear triangular superior, cuja soma é o seguinte sistema:

Yo Vor o Vet V_p dn,0 :Yln
21 Vo o Vopga Voppl In,1 0
— | : . (3.35)
Vn—1 Vp—2 - 4 V_1 qn,n—1 0
Vn Vp—1 - V1 Vo Qn.n 0
Assim, se definirmos o funcional de momento N por N[t"] = v_,, n = 0,+1,+2, ...,
entao, do sistema linear (3.35), temos
NET"Qn(2)] = 6nsVn, 0<s<n n>1
Como vy # 0 e 7, # 0, n > 1, por indugao, obtemos
Ao=1p#0 e Ay =3,A01#0, n>1,
o que completa a demonstracao deste teorema. |

O proximo teorema ¢ uma consequéncia dos resultados dados nos Teoremas 3.3 a

3.7.

Teorema 3.8. Dada uma sequéncia de nimeros complexos {j,}52 . tal que pi_p, = pin,
: 1 2 N .
n > 1, sejam {1/7(1) o0 e {y,(l )}ZO:_OO duas novas sequéncias de numeros compleros

n=—oo

dadas por

com V(()l) = uo/2, e

I/(—2720—1 =H-n-1—HMH-npn-2 € V7(l2_21 = _V(_2,,2, n > O,

com Véz) = pp—pi_1. Se denotarmos por A, e &f), para k = 1,2 en >0, os determinantes

de Toeplitz definidos por Ao = po, ﬁ(()”) = ué“),

fo for v fien v )
An _ /'Ll ,U/O e /,L,n+1 e zq({;) _ y{'{) ]/(SK/) PP V(_ﬂn?—’_l |
Mn Mn—l . /’LO VT(LK/) VT(L’i)l e ]/(SK')
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entao, para algum m > 1,
ApDp 1 =2A0AP — p=12 ... m

Logo, se A, # 0 paran =0,...,m, entdo ng);éOpamn:O,...,mle—/{. Em

particular, se A, >0 paran=0,...,m, entdo &(f)>0pamn:0,...,m+1—ﬁ.

Demonstragao: Como o Teorema 3.5 é um caso particular do Teorema 3.7, segue que

NOQY () = AY/AY, e NP[QP(:)] = AP/AY,

n

Logo,
A, Al A, A
T S e & T = = (3.36)
(1 +an)Apa A (1= ant1)A, A7
De (3.8) e (3.36), obtemos
A, AN A, AP Av <) % 1
APAY | =~ nn2 = 2 AN AR, = SALA,
n n—1 (1 + an)An—l (1 _ an)An—l An 9 n—1—"n—2 92 1,
concluindo a demonstracao do teorema. |

Os dois préximos teoremas fornecem informagoes sobre a ultima questao.

Teorema 3.9. Seja a sequéncia de polindmios L-ortogonais {Q,}2, com respeito ao

funcional de momento N com a propriedade (3.29) satisfazendo a relagao de recorréncia

de trés termos (3.28). Se a sequéncia {a,}°, gerada por
7|
e 3.37
a T1e "2 (3.37)

com ag = 1, existe e satisfaz a,, # £1, n > 1, entao os polindémios S,, que satisfazem (3.6)

sao os polindomios tipo Szegd com respeito ao funcional de momento M tal que
M[Z"] = N[Z" = N["], n=0,41,42,... . (3.38)

Uma condigao suficiente para que a sequéncia {a,}5°, ezista e satisfaca a, # +1,

n > 1, € que os elementos —a,+1/4, n > 1, estejam na regiao parabdlica
—i2a 1 2
E(a)={z:|z| — Re(ze™*) < 5 cos al,

onde —m/2 < o < /2.
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Demonstragao: Como a sequéncia {a,}°° | gerada por (3.37) existe e satisfaz a,, # £1,
n > 1, pelo Teorema 3.2 existe uma tnica sequéncia de polinémios ménicos {5, } que sdo
polinémios tipo Szegd associados a um funcional de momento M com a propriedade (3.4).
Do Teorema 3.3 e de (3.37), os polindmios para-ortogonais associados {Qq(ll)} sdo iguais
aos da sequéncia {Q),}7, dada em (3.28). Agora, observando que o Teorema 3.5 é um

caso particular do Teorema 3.7, temos

M[f(2)] =Nz - 1Df(2)/7]

para todo polinémio de Laurent f | o que confirma as relagdes em (3.38).

Agora, de (3.37), obtemos a fragao continua

o —1 —Qpi1/4 —a, /4 —ag/4
2 1 + 1 + -+ 1 |
Além disso, pelo Teorema da Parabola para fragoes continuas, conforme pode ser obser-
vado no Capitulo 1, segdo 1.3 ou ver, por exemplo, Jones e Thron [17] ou Lorentzen e
Waadeland [22], se —a,41/4 € E(a), para n > 1, entao

a, — 1
2

eVia) = {z : Re (ze ) > —%cosa}, n>1.

Portanto, a, # —1, para n > 1. Novamente de (3.37), ap = 1, a, # —1, n > 1, e

ant1 70, n > 1, o que fornece a,, # 1, n > 1. u

Teorema 3.10. Consideremos a sequéncia de polinémios L-ortogonais {Q,}22, com res-
peito ao funcional de momento N com a propriedade (3.29) satisfazendo a relagio de
recorréncia de trés termos (3.28). Vamos, também, supor que N € tal que N[(1 — z)7!]
existe e € diferente de zero. Se a sequéncia {a,}> |, gerada por

Q41
1—a,

Unp = —1+ , n>1, (3.39)

com a; = —1 + N1]/N[(1 — 2)7Y], existe e satisfaz a, # £1, n > 1, entio os poliné-
mios {S,} que satisfazem (3.6) sdo os polindmios tipo Szegd com respeito ao funcional de

momento M tal que

1
1—=z2

M(1] :N{ 1, M[Z"T] = M[2"] = N[2"], n=0,+1,42,... .



3.3. Polinémios tipo Szegd obtidos a partir de polinémios para-ortogonais 51

Uma condi¢ao suficiente para que a sequéncia {a,}5°, ezista e satisfaca a, # £1,

n>1¢éque—(14a1)/2 e —ani1/4, n > 1, estejam todos na regiao parabdlica
—i20 L
E(a) =13 z:|z| —Re(ze )gécos& ,

onde —m/2 < a < 7/2.

Demonstragao: Como a sequéncia {a,}> ; gerada por (3.39) existe e satisfaz a,, # +1,
n > 1, pelo Teorema 3.2, existe uma unica sequéncia de polindmios monicos {5, } os quais
sao polinémios tipo Szegd associados a um funcional de momento M com a propriedade
(3.4). Além disso, do Teorema 3.3 e de (3.39), os polindémios para-ortogonais associados
{Q%Q)} sdo como os polinoémios da sequéncia {Q,}.

Agora, para obter a condigao suficiente, podemos observar que, de (3.39),

Cln+1+]. —C(n+1/4 —062/4 —(1+a1)/2

2 _ )
1 4+ + 1 4+ 1

Portanto, pelo Teorema da Parabola, conforme pode ser observado no Capitulo 1, segao
1.3 ou ver, por exemplo, Jones e Thron [17] ou Lorentzen e Waadeland [22|, quando
—api1/4 e —(14 ay)/2 pertencem a E(a) para n > 1, entao

—Ap+1 — 1

5 eVia) = {z : Re (ze ) > —%cosa}, n > 1.

Logo, o resultado segue usando o Teorema da Parabola e o fato de que a1 # 0, para

n>lea =—-1+N[1]/N[1-2)""]. ]

O lema a seguir pode ser encontrado em Sri Ranga [24] e nos auxiliard na demons-

tracao do préximo teorema.

Lema 3.2. Sejam G um funcional de momento simétrico e V,, um polindémio de grau

exatamente n. Temos

Glz®*V,(z)] =0,

para s =0,1,...,n—1, se, e somente se,
N2 =1 —(n—1)+2s

x J—

para s =0,1,... n—1.



3.3. Polinémios tipo Szegd obtidos a partir de polinémios para-ortogonais 52

Demonstragao: Primeiramente, suponhamos que

ZL'+\/£L'27)"1+28

g ( Vo(z)| =0, s=0,1,...,n—1,
2 —1

e mostraremos que

Podemos observar que

(x+Va2—1)= : (3.40)

Note que, se

g{<x+\/x27) b

Vn(x)} =0, para s=0,1,...,n—1,
x?—1
entao, para n = 2m, segue que

g |:(x 4 m>—2m+1+25

2 —1

ng(:v)] =0, para s=0,1,...,2m — 1. (3.41)

Usando (3.40), podemos escrever (3.41) da seguinte maneira:

G {(az + /22 — 1)1

2 —1

ng(:p)] =0, para [=0,1,...,m—1. (3.42)

Agora, através da expansao binomial e da simetria do funcional de momento G, temos

(8 (1) e ity

- (S ()
e ol(g(5n) e ]
S el(S () e
S el(S (3]

paral=20,1,...,m — 1.

Como



3.3. Polinémios tipo Szegd obtidos a partir de polinémios para-ortogonais 53

¢ uma funcdo polinomial par de grau 2/, onde [ = 0,1,...,m — 1, segue que Ry () é base

para as fungoes polinomiais pares de grau 2[. Assim, podemos escrever
!
2 =) dRy(x), 1=0,1,2,...,m—1
5=0

e, dai

Glo* Vo (2)] =0, 1 =0,1,...,m — 1.

Para n = 2m + 1 o resultado segue de maneira anéloga.
Portanto,

Glz*Vu(z)] =0, s=0,1,...,n — 1.

A reciproca segue imediatamente. ]

Dissemos no capitulo 1 que h&4 uma conexao entre os polindémios tipo Szegd e os
polindmios ortogonais simétricos. O préximo teorema nos mostrarda como ocorre esté
conexao. Além disso, neste teorema, veremos exemplos de funcionais de momento das

classes PO-tipo e MS-tipo.

Teorema 3.11. Dado 7 tal que 0 < |7| < 7/2, suponhamos que os coeficientes d, 1 em

(1.13) satisfazem
1

2dpp < ———m8M8 .
+ 1+ cos2r

(3.43)

Denotemos por T'(1,b) a parte do segmento de reta de —be'™ para be'™ e seja A(T,b) a
imagem de T'(7,b) com respeito a transformacao z = (u + vu? —1)%. A raiz quadrada é
escolhida tal que se Re (u) > 0, entdo |z| > 1.

Para todo polinémio de Laurent f, seja o funcional linear M tal que

MR = [y FE(1 = 20l 2)dz,

21/24 ,—1/2

onde v(1;2) = 1271w (Z5E

). Entao, M € um funcional com a propriedade (3.4) e

0s polinémios tipo Szeqd associados S, satisfazem a rela¢ao de recorréncia (3.6), onde

4 dn+1 ei2’r

, n>1
1+an71

— ?

Ap —

com ag = 1.
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Demonstragao: Consideremos o funcional linear O definido por

ol - | , J e

e a sequéncia de polindmios moénicos { B, (u)} dados por
Bn(u) = " P, (ue™"), n>0,

onde P, sdo os polindbmios ortogonais ménicos simétricos como na Proposi¢ao 1.1. Assim,

da relagao de recorréncia ( 1.13), segue que
Bny1(u) = uB,(u) — dpy1€® By 1(u), n>1, (3.44)
com By(u) =1 and By(u) = u. Além disso,
Ou’B,(u)] = / u® By, (u) w(ue ) du
T'(r,b)
bel™ ) ' 4
= / u’e™ Pp(ue™") w(ue™"")du,

—belT

que, através da mudanca de variavel z = ue™"", torna-se

Ou’B,(u)] = /_ (2€'7)%e™ Po(2) w(z)e'"dz

b

b
_ ei(s+n+1)r/ 5 Pn(Z) w(z)dz

b
- 577«75777« 67;(211—"_1)7—7 0 S S S n, n Z 17

onde v, =dy d3 -+ - dpi1 f_bb w(u)du

Devido & simetria, pelo Lema 3.2, segue que a relacao de ortogonalidade anterior

para B, pode também ser dada na forma

(U + M)—(n—l)—iﬁs

u?z — 1

o] B, (u)] = O s 2" !PT 0 < s <. (3.45)

Logo, para

Qn(2) = (42)"2B,(u), n >0,
onde z = (u + vu? — 1)%, de (3.44), temos
Qn+1(z) - (Z + 1)Qn(2) - an+len—l(z>7 n=>1,
com Qo(z) =1, Q1(2) = 2+ 1 e apy1 = 4d,, 1167, Agora, de (3.45),

N[Z_n+SQn(Z)] _ 5n,s4n7nei(2n+1)77 0<s<n, n>1,
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onde

u+vu? —1

u2 —1

Y

NIfE)] =0 f((u+ VaZ = 1))
:/ f(2)v(r; z)dz.
A(T,b)

Além disso, do Teorema 3.7, podemos observar que o funcional N satisfaz a propriedade
(3.29).
De (3.43) segue que

b

N —

—an11/4 € E(0) = {z Dz = Re(2) <

Logo, pelo Teorema 3.9, a sequéncia {a,}, gerada por

an+1

- >
1+an71

— Y

a, =1

com ag = 1, existe e satisfaz a,, # +1, n > 1. Além disso, os polindmios 5,, que satisfazem

(3.6) sao os polinémios tipo Szegd com relagao ao funcional de momento M tal que
M[Z"] = N[Z" = N[2"], n=0,%1,42,... .

Disto, decorre que
MU = [ -
A(T,b)

onde f é algum polindmio de Laurent. |

Examplo 1. Consideremos os polindmios {Q,}22, dados pela relagao de recorréncia de
trés termos (3.28), onde ay = —2, a3 = 6, o, = 1, para n > 4.
Pelo Teorema 3.7, existe um funcional de momento N, cujos momentos satisfazem

(3.29), tal que os polindémios {Q,} sdo unicamente definidos por
NET""Qn(2)] = 6nm¥n, 0<m<n—1, n>1,

onde 7, = vy -+ Qpy1-
Além disso, de (3.37), a = —1 e, portanto, ndo podemos aplicar o Teorema 3.2
para obter um funcional de momento M para o qual a sequéncia {S,} ¢ formada por

polinémios tipo Szegs.

O exemplo a seguir nos fornece um exemplo de funcional de momento da classe

PO-tipo.
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Exemplo 2. Seja a, =i, n > 1. Assim, a,, # £1, n > 1, e, pelo Teorema 3.2, existe um
funcional de momento M com a propriedade (3.4) tal que os polinémios S,, gerados por
(3.6) s@o os respectivos polinémios tipo Szegd. Nao foi possivel obter nenhuma espécie
de representacdo integral para o funcional M. No entanto, o funcional de momento N
tem uma boa representagao integral, conforme veremos.

Do Teorema 3.3, os polinémios para-ortogonais associados, Q%Q), satisfazem a rela-

¢ao de recorréncia de trés termos
QL) = 2+ )QP(2) = 2:Q.01(). n =1,

com Q(()Q)(z) =1le Qf)(z) =z+1.
Sabemos que os polindmios moénicos de Tchebyshev de segunda espécie

U, () = sin((n + 1))

, com x = cos(f),

27 sin(0)

satisfazem

1

/ Un(z)Up(x)V1 — 22dx = 0, para m # n,
-1
e
1
Upnii1(x) = 2U,(x) — 1 no1(z), mn>1,

com Up(z) = 1 e Uy(x) = x, fazendo a mudanca de varidveis u = 2v/2 com x € [—1,1],

temos que
Bu) = (V20 (5 ), we VR,V
satisfaz
V2
/ B (u)Bp(u)V2 — u?du = 0, para m # n, (3.46)
V2
Buir(u) = uBy(u) — 3 Bua(u), > 1, (3.47)

com By(u) =1 e By(u) = u, o que significa que

V2
sao os polinémios moénicos de Tchebyshev de segunda espécie modificados definidos em

Além disso, para u € [—\/5, \/5], consideremos

By (u) = (ﬁ)nUn(i), we [-v3Va,

z(u) = (u+ Vu? —1)% (3.48)
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Observe que sua inversa é dada por
I, 1 1
u(z) = §(z2 +272). (3.49)

Assim, de

fo) 1(2(u))

QY (2(u)
2\/_ n+1’ nzl

2) zZ(u
Qna1(2(w)) = (z(u) +1) == — 22(u)

(2¢/2(u))™*! (2¢/2(u))*!
com Q(()Q)(z(u)) =1le ng)(z(u)) = z(u) + 1, obtemos
Qi) _ QW) 1 Q((w)

—u - >, 3.50
N O RN En T NEm i (350
®) _ Q1 (2 (u ) _
com Q' (z(u)) =1e 2\/_
Comparando (3.47) e (3.50), temos
Qf)(z(u)) = (42(u))2 Bu(u), n > 0. (3.51)

Seja W(u) = v2 —u?. Como B, (u) = (—1)"B,(—u), por (3.46) e pelo Lema 3.2, segue

que
V2 /2 (n—1)+2s
/ (ut vu? — 1) Bp(u)W(u)du =0, para 0<s<mn-—1, (3.52)
2 u? —1
ou seja,
- 2 _ (n—1)42s 2 _ (n—1)42s
/ (ut vu? — 1) Ba(w)W (w)du + / (ut v — 1) B ()W () du
) u? —1 1 u?—1
2 _ n—1)+2s
4 / (ut Vu _ )1 By (u)W () du
1 us —

= 0, para 0<s<n—1.
Podemos observar que

(1) se —\/§§u§—1, entao z € R e(l—\/§)2§z§1;
(i) se —1l<wu<1, entaozeC;

(7i1) se 1<u<+V?2, entiozeR e1§z§(1+\/§)2,

onde C' ¢é o circulo unitério dado por z = ¢, 0 < 0 < 2.

De (3.48), obtemos que
u?—1

du =
2z

dz.
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Assim, de (3.51), temos

b W (u(2)) ) W (u(2))
n+s)(2) n+s ) (2)
/<1—ﬁ>2 TG 2ntly/z de /cz @) 20+l /z dz

(Hver W (u(2))
—n+s(2) d
+ /1 z Q.7 (2) 1/ z

= 0, para 0 <s<n-—1.

Consequentemente, segue que

NOLETHQP(2)] =0, 0< s <n—1,

onde

1

(V2+1)?
Nwm:/ f@M@M+LﬂdMWhﬁA f(2)w(z)dz.

(vV2-1)2

Aqui, w(z) = \/[2 — u(2)?]//2, com 2u(z) dado por (3.49).

3.4 Exemplos envolvendo funcgoes hipergeométricas

Nessa se¢ao, veremos exemplos de polindémios para-ortogonais e tipo Szegd em ter-

mos de fungoes hipergeométricas e exemplos de funcionais de momento das classes MS-tipo

e PO-tipo. Para isso, suponhamos que o parametro b € C das fungoes hipergeométricas

a seguir seja tal que 2b #0,—1, -2, ... .
Dividindo a relagao contigua (1.4) por oFj(a + 1,b;c + 1;2), obtemos

o Fi(a,b;c; 2) _ (H_a—b—l—lZ)
oFi(a+1,b;c+1;2) c
(a+1)(c=b+1) oFi(a+2,b;c+2;z)
z
c(e+1) oFi(a+1,b;c+1;2)

Invertendo, temos

2Fila+ 1be+12)
2F1(Cl, b; c; Z)

1

1+

a—b+1 (a+1)(c=b+1) oFi(a+2,bc+2;2)

z— z
c clc+1) oFi(a+1,b;c+1;2)
Substituindo a por n, b por —b+ 1 e ¢ por b+ n na relagao anterior, segue que

1
(1 -+ Z) — ()én+2(b>ZRn+1(Z)’

R,(b,z) =
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onde
Filn+1,-b+1;0+n+1;2)
(b _ 2 ! ! ! =0,1,2,...
R(?'Z) 2F1<n7_b+1’b+n72) ) n 0777 b
e
(n+1)(2b+n)
nt2(b) = , > 0.
a2 = ety "
Assim,

Ry(b,z) = o F1(1,—=b+ 10+ 1; 2)

1 as(b)z an(b)z  an1(b)zR,(b, 2)
Szl — 2l — e — 24l — 1

Como R, (b;0) = 1, de acordo com a teoria das fragdes continuas sobre convergentes ver,

por exemplo, Capitulo 1 se¢ao 1.3 ou as referéncias Chihara [8], Lorentzen e Waadeland
[22], Jones e Thron [19] e Wall [32],
B (b; 2)

2B (1, =b+1;b+1;2) — DN az(b)az (D) -+ g (b)2" + O ("), (3.53)

Po(b;2) = (2 + 1) P1(b; 2) — an(b) 2P, —2(b; 2),

com Py(z) =0, Qo(b;2) =1, Pi(b;z) =1 e Qi(b;2) =z + 1.

onde

n>1,

Assim, pelo Teorema 3.7, existe um funcional de momento N [b;.], cujos momentos
vn(b) = Nb; z7"] satisfazem a propriedade (3.29), tal que a sequéncia de polindémios
{Qn(b; 2)}22, ¢ unicamente determinada por

Nb; 27"2Qu(2)] = 0pn.sAn(b), 0<s<mn,

onde 7,,(b) = vo(b)ag(b) - - - any1(b), com vy(b) = 1.

No entanto, neste caso particular,

Lo(2) = ; —vs12° = o1 (1L,—b+ 150+ 1;2) = ]Z; (1)j(£161;1)j%zj
Consequentemente, os momentos satisfazem v4(b) = 1 e
V_pn(b) = —vpi1(b) = H, n>1. (3.54)
Observe que, substituindo z por 1 — z, ¢ por 2b e a por —n na relagao contigua (1.5),
obtemos
(2bbj_r:) JFi(—n— 1,021 — 2) = (14 2) oF1(—n, by 2b; 1 — 2)

, (3.55)

b+n

2 oy (—n + 1,b;2b;1 — 2).
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De (3.55), segue que

(20)n
(0)n

Podemos, também, tomar b = 0 admitindo as(0) = 2 e «,(0) =1, n > 3, o que

Qn(b; 2) =

oF1(—n,b;2b;1 — 2), n > 0.

nos fornece Q,(0;2) =z"+1,n > 1.
Agora, se considerarmos @, (b; z) como sendo os polindmios para-ortogonais QS) (2),
pelo Teorema 3.9, obtemos os coeficientes independentes dos polindmios tipo Szegd asso-

ciados

b
brn T (3.56)

De (3.56) e do Teorema 3.3, segue que ozﬁl = ap41(b+1). Disso e comparando as

Sn(b;0) = an(b)

relagoes de recorréncia de Q,(b+1,z) e Q,(@z)(z), obtemos

% +2),
QP (2) = Qub+ 1;2) = ugFl(—n,b—{— 1;20+2;1—2), n>0.
(b+1),
Usando (3.19), temos
2b+n (20),
928, (b,z) = 2T (b 2b 1 —
Slb2) =30, 2 ?)
n (2b+2)n71

Fi(—(n—1),b+1;2b+2;1 —
b—l—n(b—l—l)n,l 2 1( (n )7 + 3 + ) Z)a

que nos fornece os polindémios tipo Szegd

% + 1),
Sp(b;2) = %gﬂ(—n,b—i— 1,20+ 1;1—2), n>0,

com respeito ao funcional de momento M b;.], cujos momentos p,(b) = M[b;t™"], satis-

fazem

(_b)n
ot "=t

Além disso, do Teorema 3.5, temos que os determinantes de Toeplitz associados

po0) =2 e pn(b) = p_n(b) =2

satisfazem
A, (D) n!(2b+ 1),
=2 0, n>1,
A, _1(b) [(b+1),]2 7

com Ay(b) =2

A seguir enunciaremos um teorema que é analogo a um resultado encontrado em

Hendriksen e Van Rossum [15].
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Teorema 3.12. Para Re(b) > 0, sejam

= Jo /( )(b; 2)dz, = Jo f( )(b; 2)dz

:/Cf(z)wbzdz

ondeC={e?:0<0<2r} e (—2)"'(1—2)wM(b;2) = w(b; 2) = (1—2)"'w®(b; 2) com
o(b2) = TR (2L - o

1271 sdo escolhidos na semi reta

Os respectivos cortes no plano complezo (—2)7% e (1 — 2
positiva. Entao, S,(z) = Sn(b;2), n > 0, sao os polinémios tipo Szegd monicos definidos
com respeito ao funcional de momento M(b; .].

Os polinomios monicos Qg)(z) = Qun(b;2) e Q,(f)(z) = Qunb+1;2), n >0, sao
0s polindmios para-ortogonais associados satisfazendo a propriedade de L-ortogonalidade

do Teorema 3.5 com respeito aos funcionais de momento NWV[b;.] e N®b; ], respectiva-

mente.

Demonstragao: Vamos mostrar que o funcional de momento da classe MS-tipo Mb; .]

tem a representacgao integral

/Cz" (b)) (—2)77 (1 = 2)® de, (3.57)

—1[T(b+1)P?
de y(b) = ———7—"=.
onde v(b) = ~= T op 1)
Suponhamos que
fy = / L (1= 2)® dz, 0> 1. (3.58)
Fazendo integracao por partes em (3.58), obtemos
(=0)n
Hon = ) Mo n>1. (3.59)

De (3.59), segue que

_ o () (04 1)
o =2 1), 2(=0), 70
(=)

)i

nk=123,.... (3.60)

Assim, se mostrarmos que p_p = 2 para algum valor particular de £, entao

(b+
5 (=0
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Figura 1: Curva A

Para Re(k —b) > 0 e Re(b) > —3, consideremos a curva A da Figura 1 e a integral

da fungao 2*7"~1 (1 — 2)? sobre a curva A.

De (3.58), temos

kb=l (] _ 2 g, H-k
/c =27 d= = Ty

Além disso,

lim (1= 2)? dz =0,
r—0 C(T’)
lim (/ (1= ) dz +/ ()P0 (1 = 2)%® dz)
=0\ Jom) c(2)

1
— (1 o 6—i27r(b+1))/ (y)k—b—l (1 o y)2b dy.
0

Como A é uma curva fechada e suave por partes

/(z)k_b_l (1—2)*dz=0.
A

Assim, como

/A(Z)kbl 1—2)*d: = /(z)’“’1 (1—2)"dz +/ (2)F1 (1= )% dz

c c(r)
4 / ()01 (1 — 2)? dz—l—/ ()01 (1= 2)? d,
c() 2
usando a defini¢cao de fungao beta, a relagao entre as fun¢oes beta e gama e a féormula de
reflexao de Euler, temos

1
i =a®zisinmd [ (o) (1) dy
0

=102y Sk~ b2+ 1)

o, (=D
N 2(b+ 1)

k> 1,
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conforme queriamos mostrar.

Agora, de (3.58), podemos observar que a representagao integral segue também
para fi,. Assim, demonstramos que o funcional de momento M(b;.| tem a representagao
integral (3.57).

De maneira analoga demonstra-se a representacao integral para os funcionais de

momento NW[b; .| e NP b; ]. ]

Podemos observar que a representacdo integral para Mb;.] e N®[b; ] segue para
Re(b) > —1 e Re(b) > —1, respectivamente.

Notemos, também, que tomando z = ¥, obtemos

M) = SO [ ey - e op - e a
e+ 1P 0 ( iL Ovbr 8 _ if\b
= T [ et - et - et

22 [0(b+ 1)] o) 0.,
_ i [%e(b)—l—zjm(b)}de
T T(20+1) / () (sin3)

Assim, se b é real, entdo S, (b, 2) sdo os polinomios de Szegs Gegenbauer (ver, por exemplo,

Van Assche [30]).
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, conforme ja dissemos, um de nossos objetivos foi estudar os po-
linémios tipo Szegd, ou seja, os polindmios monicos inversos dos polinomios L-ortogonais
associados ao funcional de momento da classe MS-tipo, cujos principais resultados es-
tao resumidos no artigo: Szegd type polynomials and para-orthogonal polynomials, em
co-autoria com A. Sri Ranga, J. H. McCabe e M. A. Pinar.

E interessante observar que, se tomarmos os momentos como sendo reais nas con-
dig¢oes sob as quais os polindmios de Szegé sao polindmios de Szegé com coeficientes de
reflexdo maiores que um em moédulo (u_, = @, n > 1 e (=1)"*V2A, >0, n > 0),
obtemos polindmios de Szegd reais, que é um caso particular dos polindémios tipo Szegé.
Neste caso particular, temos informagoes sobre os zeros dos polinomios tipo Szegd (ver, por
exemplo, Lamblém [20]). Nao foi possivel obter resultados sobre os zeros dos polinémios
tipo Szegb como caso geral. No entanto, em outros aspectos encontramos resultados bem
interessantes como, por exemplo, as condi¢oes sob as quais é possivel obter polindmios
tipo Szegd através de polinomios para-ortogonais.

Outros resultados interessantes sao os exemplos de polinémios para-ortogonais e
Szegl escritos em termos de fungoes hipergeométricas, a maneira explicita na qual escreve-
mos os funcionais de momento NW[b;.] e N®[b; ] da classe PO-tipo e o funcional M b; .]
da classe MS-tipo e também suas representagoes integrais obtidas impondo condigoes
sobre os parametros das fun¢oes hipergeométricas.

O estudo dos zeros dos polinémios tipo Szegd, como caso geral, levaria-nos a obter
informagoes sobre os zeros dos polindmios hipergeométricos, dados como exemplos de
polindmios tipo Szegd na secao 3.4 do Capitulo 3. O estudo dos zeros de polindmios
hipergeométricos tem sido explorado com algumas restrigoes sobre os parametros, por
exemplo, em Driver e Duren [10], [11], [12] e Driver e Jordaan [13].

Portanto, como desafio futuro, listamos duas propostas de trabalho. A primeira é
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um estudo sobre os zeros dos polinémios tipo Szegé e, consequentemente, sobre os zeros

dos polindmios hipergeométricos da secao 3.4 do Capitulo 3 deste trabalho. A segunda é

um estudo sobre polinémios tipo Szegd e polindémios para-ortogonais em termos de fungoes
0 a. (b .

hipergeométricas basicas ( 2¢1(¢%, ¢";¢% ¢; 2) = Z wzﬂ). Alguns resultados
— (49);(a%9);

interessantes com relagao a segunda proposta ja foram obtidos pelo nosso grupo de estudos,

mas ainda h& muito o que fazer, por isso, a continuidade a esses estudos é ainda um desafio

futuro.
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