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Resumo

Esta dissertacdo explora fundamentos comuns de dois temas, Misica e Matematica, que
sdo desenvolvidos lado a lado. Nocdes musicais e matematicas sdo reunidas, como escalas e
aritmética modular, intervalos e logaritmos, misica de doze tons e aritmética modular, tim-
bre e analise de Fourier. Quando possivel, as discusses de nocdes musicais e matematicas
estdo diretamente interligadas. Ocasionalmente o texto permanece por um tempo sobre um
assunto e n3o sobre o outro, mas finalmente a conex3o é estabelecida, tornando este um
tratamento integrador dos dois assuntos. E uma traducdo matematicamente comentada de

uma grande parte de Mathematics and Music de David Wright.

Palavras-chave: Matematica, Masica, Funcdes, Aritmética modular, Séries de Fourier.






Abstract

This dissertation explores the common foundations of the two subjects, Music and Mathe-
matics, which are developed side by side. Musical and mathematical notions are brought
together, such as scales and modular arithmetic, intervals and logarithms, twelve tone music
and modular arithmetic, timbre and Fourier analysis. When possible, discussions of musical
and mathematical notions are directly interwoven. Occasionally the text stays for a while
on one subject and not the other, but eventually the connection is established, making this
an integrative treatment of the two subjects. It is a mathematically commented translation

(to portuguese) of a major part of David Wright's Mathematics and Music.

Keywords: Mathematics, Music, Functions, Modular arithmetic, Fourier series.
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1 Introducao

Esta monografia tem como objetivo explorar interrelacées entre a Matematica, pro-
vavelmente a mais abstrata das ciéncias, e a Musica, provavelmente a mais abstrata das
artes. Ao longo do trabalho, as duas areas serdo discutidas lado a lado, com linguagens

entremeadas e unificadas.

Matematica e musica s3o, desde hd muito tempo, interesses comuns do mestrando
autor desta dissertacdo. Enquanto a matematica tenta estabelecer verdades conceituais e
|6gicas e aprecia a beleza intrinseca de ambas, a masica evoca humor e emogdo por meio
de audio de tons e ritmos sem recorrer a meios circunstanciais de provocar tais reacdes

humanas inatas.

Intuitivamente sabemos que existe uma conex3o entre matematica e masica. Se nada
soubermos a respeito disso, sabemos ao menos que ambas envolvem conhecimento de
contagem. Na dissertacdo sdo apresentadas outras interligacdes entre no¢cdes musicais e
matematicas, tais como escalas e aritmética modular, identificacdo de oitavas e relacdes de
equivaléncia, intervalos musicais e logaritmos, temperamentos iguais e expoentes, sobretons
e inteiros, timbre e séries de Fourier. Quando possivel, as discussGes sobre no¢cdes musicais
e matematicas sdo diretamente entrelacadas. Ocasionalmente, o desenvolvimento do texto
trata por um tempo de um assunto e n3o do outro, mas o alvo principal é sempre estabelecer

uma ligacdo entre misica e matematica pelos conceitos apresentados.

O texto que apresentamos é em sua maior parte uma traducdo de Mathematics and
Music, de David Wright, nossa referéncia principal ([1]). O texto de Wright revé conceitos
basicos de matematica e masica @ medida em que se fazem necessarios para a compreens3o

dos temas tratados.

A medida que o assunto se desenvolve, a matematica recapitulada salta da matematica

do ensino médio a matematica dos primeiros anos na universidade, incluindo conceitos

27



28 Introduc3o

de sistemas algébricos abstratos, como anéis, o anel dos inteiros médulo m e elementos
da teoria dos grupos. David Wright, em sua obra Gnica, trata de fazer o leitor entender
conceitos de mdsica, assumindo que o leitor tenha familiaridade com pautas musicais,
claves padrdes e armaduras de clave. No entanto, os conceitos musicais, apresentados por
definicdes bem formalizadas, ndo requerem formagdo em teoria musical, mas isto certamente

seria valioso auxiliar para um leitor do trabalho.

Enquanto na parte sobre Msica o autor tratou de entender (e traduzir adequadamente)
os conceitos musicais da referéncia principal, na parte que diz respeito a Matematica, o
autor tratou de elaborar aprimoramentos para maior clareza na formulacdo dos conceitos e

melhor construcio de justificativas para os fatos apresentados.

No que segue, apresentamos um pequeno sumario explicativo sobre os contetidos de

cada capitulo apresentado.

Conceitos basicos: conjuntos, relacdes de equivaléncia, func¢ées e graficos, nimeros
inteiros, nimeros racionais, nimeros reais, altura sonora, claves, notas, intervalos

musicais, escalas e armacdes de clave;
— Estrutura horizontal: valores das notas e férmulas de compasso;

— Harmonia e Numerologia relacionada: acordes, harmonia convencional, numerologia

da identificacdo de acordes;

— Raz&o e intervalos musicais: intervalos musicais explicados como razdes matematicas,

intervalos de teclado padrdo s3o introduzidos nesta linguagem;

— Logaritmos e intervalos musicais: fundamentos matematicos para a medicdo aditiva

de intervalos musicais, relacionando isso com logaritmos e exponenciais;

— Escalas cromaticas: temperamentos iguais (padrdo e n3o padrdo), e breve introdugao

a musica dodecafénica.

— ldentificacdo de oitavas: fundamentos matematicos da aritmética modular e sua re-
levancia & masica, com resumo béasico de algebra, desenvolvido a partir de primeiros

principios;

— Propriedades de inteiros: algebra abstrata, derivando propriedades de inteiros, tais

como a fatoracdo Gnica e a funcdo Fi de Euler, bases de certos fenémenos musicais.
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— Inteiros como intervalos: interpretacdo de inteiros como intervalos musicais e aproxi-

mac¢des de tais intervalos no teclado.

— Timbre e funcdes peridédicas: relacdo entre timbre e harmonia, dando uma breve
e intuitiva introdu¢do a continuidade, fun¢des periédicas e analise harménica (ou

analise de Fourier).






2 Conceitos Basicos em

Matematica e Misica

Neste capitulo coletamos alguns conceitos basicos de matematica e de masica que serdo

utilizados ao longo do trabalho.

2.1 Conjuntos e nimeros

Nesta monografia, assumiremos familiaridade com as notacdes basicas da teoria de
conjuntos, tais quais como os conceitos de elemento em um conjunto, subconjunto de
um conjunto, unido e interseccdo de conjuntos, e de funcdo f:A — B, sendo A e B
dois conjuntos dados. Assumiremos também familiaridade com os conceitos de funcio
injetora ou 1-1 (para as quais f(x;) = f(x2) = x; = Xx; ), sobrejetora (para as quais

f(A) = {f(x) e B|xe A} =B) e bijetora (injetora e sobrejetora).

Seguindo o padrdo convencional denotaremos por R o conjunto dos nimeros reais,
por Q o conjunto dos nimeros racionais e por Z o conjunto dos nimeros inteiros. Estes
conjuntos possuem uma relacdo de ordem “<" habitual, e entdo assumimos familiaridade

com os simbolos: <, <, >, > e com propriedades basicas tais como:
Sea,b,ceR coma<b ec>0, entdo ac < bc;
sea,b,ce R coma<b ec<0 entdo ac > bc.

Denotaremos por R* o conjunto dos nimeros reais positivos, por Q* o conjunto dos

racionais positivos, e por Z* o conjunto dos inteiros positivos:
R*={xeR|[x>0}, Q"={xecQ|x>0}, Z"={xeZ|x>0}
Assumiremos que o conjunto Z* é o conjunto dos nimeros naturais, representado por N.

31



32 Conceitos Basicos em Matematica e Misica

Assim, em nosso contexto, 1 é o primeiro namero natural.

2.2 Algoritmo da divisao em Z e boa ordem em Z*

Dados m,n € Z, dizemos que “m divide n"" e escrevemos m | n, se existir q € Z tal que

n=qm.

Da aritmética dos inteiros temos que para quaisquer inteiros positivos m,n, podemos
dividir n por m e obter um quociente q € um resto r com a propriedade n =m-q+71 e
0 <1 <m. Por exemplo, no caso em que n =123 e m =9 temos 123 =13-9+6, dai q =13

erT=6.

Em teoria dos nameros, o principio anterior pode ser generalizado para o caso em que

1 é um inteiro qualquer pelo teorema seguinte.

Algoritmo da Divisdo. Dados m,n € Z, m # 0, existem q,7 € Z tais que n. = qm+7

e0<r<|m|

Ocasionalmente apelaremos para um dos axiomas da aritmética dos inteiros chamado

de Principio da Boa Ordem, o qual enuncia:

Principio da Boa Ordem. Qualquer subconjunto ndo vazio de 7 possui um primeiro

ou menor elemento.

Tal principio aparenta ser evidente, mas ndo pode ser demonstrado se ndo assumirmos

uma axiomatica adequada, e por isso nos 0 tomaremos como um axioma.

2.3 Intervalos de nimeros reais

Consideraremos a notacdo usual para os intervalos em R, que sdo subconjuntos de R

definidos como: para a,b e€R, com a< b,

(a,b)={xeR|a<x<b}

[a,b] ={xeR|a<x<b}
De maneira analoga escrevemos, (a,b] e [a,b) para os intervalos semi-abertos. Os quatro
tipos de intervalos descritos s3o os intervalos limitados.

Os ilimitados sdo intervalos da forma
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(a,+00) ={xeR|a<x}

[a,+00) ={xeR|a<x}

sendo a um namero real. Analogamente, definem-se os intervalos ilimitados (—oco0,a) e

(—o0,a]. Por dltimo, temos (—o0,+00) = RR.

2.4 Funcoes e graficos

Uma funcdo f:A - R, sendo A um subconjunto de R, possui um grafico, que é o

conjunto

graf(f) = {(x,y) e RxR[xeA, y=~(x)}

Usaremos frequentemente a convencio padrio e despojada, encontrada em livros de Calculo
para as engenharias, que expressa a fun¢do como definida por uma equagdo y = f(x), x € A,

em que x é denominada variavel independente e y é a variavel dependente.

Sendo a fungdo f dada por uma expressdo y = f(x), x e y variaveis reais, se ndo fizermos
referéncia ao conjunto A, que é o dominio de f, este serd o mais amplo subconjunto de R,
cujos elementos x satisfazem f(x) € R.

Por exemplo, se definirmos f apenas pela equagdo f(x) = Vx-1+ \/% ou pela

equacio y = Vx -1+ ﬁ fica subentendido que o dominio de f serd o conjunto A =
{xeR|T<x<3}.

Quando a variavel independente parametriza o tempo, esta sera representada por t, dai

a fungdo sera escrita como y = f(t).

Um exemplo familiar de fungdo é dado por y = mx + b, em que m,b € R, cujo grafico
€ uma reta de inclinagdo m e que intercepta o eixo y em uma altura b, isto &, no ponto
(0,b) (figura 2.1). Outro exemplo é a fungdo y = x?, cujo grafico é uma parabola com
vértice em (0,0) e concavidade voltada “para cima” (figura 2.2)'. Duas fun¢des que serdo
especialmente relevantes para nosso estudo sdo as funcdes trigonométricas definidas por

y=senx ey =cosx (figuras 2.3 e 2.4).

1 As figuras desta dissertacio, ilustrando conceitos matematicos, foram elaboradas pelo autor, utilizando

o editor Mayura Draw.
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f f
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Figura 2.2: Grafico de y = x?

Y y = COS X
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Figura 2.3: Grafico de y = cosx

V\=sen X
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Figura 2.4: Grafico de y =senx
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2.5 Transformacoes de graficos

Revisamos agora alguns procedimentos conhecidos como transformacdes geométricas,

as quais movem ou deformam um grafico de certos modos. Seja c € R.

1. Translado vertical: O grafico de y = f(x) + ¢ é obtido por uma translagdo vertical

para cima do grafico de y = f(x) através de uma distancia ¢, se ¢ > 0. Se ¢ <0, a

translacdo é para baixo através de uma distancia |c|.

2. Translado horizontal: O grafico dey = f(x—c) é obtido por uma transla¢do horizontal

do grafico de y = f(x), para a direita numa distancia ¢ se ¢ > 0, e para a esquerda

numa distancia |c| se ¢ < 0.

3. Esticamento vertical: O grafico de y = cf(x) é obtido esticando-se verticalmente o

grafico y = f(x) por um fator c, se ¢ > 0. Ou o grafico de y = f(x) & encolhido (ou
comprimido) se 0 <c < 1. E se ¢ <0, o grafico de y = f(x) é esticado verticalmente

pelo fator |c| e é rebatido (ou refletido) em relagdo ao eixo x.

4. Esticamento horizontal: O grafico de y = f(x/c) é obtido pelo esticamento horizontal

do grafico de y = f(x) por um fator ¢, sendo ¢ > 0. O grafico de y = f(x) & encolhido
(ou comprimido) horizontalmente se ¢ > 1. Se ¢ < 0, o grafico de y = f(x) & esticado

horizontalmente pelo fator |c| e é refletido em relagdo ao eixo y.

Nas figuras 2.5, 2.6 e 2.7 exemplificamos graficos de y = x? e seus transladados y =

(x-2)ey=(x-2)2+1.

Nas figuras 2.8, 2.9 e 2.10 exemplificamos graficos de y = cosx e de seus “esticados”

verticais y =2cosx ey = %cosx.

Nas figuras 2.12 e 2.13 exemplificamos graficos de “esticados” horizontais do grafico da

fungdo cosseno, y = cos2x e y = cos(x/2).

2.6 Relacoes de equivaléncia

Seja S um conjunto, e consideremos ~ como o sinal de relacdo entre dois elementos de
S. Se a relac3o é verificada entre dois elementos s,t € S, escrevemos s ~ t. Por exemplo

se S for um conjunto de objetos coloridos, para objetos s,t € S, podemos definir que s ~ t
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Figura 2.5: y =x?
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Figura 2.6: y = (x - 2)?
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Figura 2.7: y=(x-2)2+1
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Figura 2.8: y = cosx
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Figura 2.9: y = 2cosx
1/2T Y y =(1/2)cos x
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ap 0 mr2 b1
-1

Figura 2.10: y = j cosx

se s e t possuem a mesma cor. Na verdade ~ define uma colecdo R de pares ordenados de

elementos de S, de tal forma que (s,t) e Rse s ~ t.
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y y = cos X
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Figura 2.11: y = cosx

11Y y = cos 2X

-T2 /2 3n/2 /\ -
N/ VRNV
Y . :

Figura 2.12: y = cos 2x

1 Y y = cos (x/2)
21 3n

_lJ(o n\/ X

Figura 2.13: y = cos(x/2)

Dizemos que ~ & uma relac3o de equivaléncia se as trés propriedades a seguir sdo validas

para todos s,t,ueS:

1. s~s (~ é reflexiva)
2. Ses~t, entdot~s (~ ésimétrica)

3. Ses~tet~u, entdo s ~u (~ é transitiva)

Quando as trés afirmacdes acima sdo garantidas, definimos a classe de equivaléncia de
s € S como sendo o conjunto s = {teS|t~s}. Asclasses de equivaléncia de uma relagdo
de equivaléncia ~ formam uma particdo de S, significando que S é a reunido disjunta das

classes de equivaléncia da relacdo ~. Em outras palavras,

Cada classe de equivaléncia da relagdo ~ € um conjunto n&o vazio;

A reunido dessas classes de equivaléncia é o conjunto S/ ~.
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2.7 Altura

Um tom musical é o resultado de uma vibracdo regular transmitida através do ar como

onda sonora. A altura de um tom é a frequéncia da vibrago.

Frequéncia é geralmente medida em ciclos por segundo, ou hertz, (depois da existéncia

do fisico Heinrich Hertz (1857-1894)) e possui abreviatura Hz.

Por exemplo, a afina¢do padrdo coloca a nota A (/4) acima do C central (d6 central)

em uma pauta musical a 440 Hz. A nota /4 possui a seguinte notacdo na clave de sol:

A variacdo de capacidade auditiva de um ouvido humano vai de 20Hz a 20000Hz.
Teoricamente, no entanto, podemos associar cada nimero real positivo x a frequéncia x Hz,

e dai teremos uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de alturas e o conjunto R*.

2.8 Notas musicais

Em se tratando de partitura musical, alturas especificas sdo chamadas em uma partitura
por notas em uma pauta. Assumimos familiaridade com as usuais clave de sol e clave de f3,
nomeando as notas nas linhas e no espaco entre linhas da pauta, usando letras que variam

de A até G. O arranjo dessas notas em um teclado é ilustrado na Figura 2.142.

o
=
dé central na clave de sol do central na clave de fa

Note a presenca das “notas brancas’ e “notas pretas’ e o padrdo dado a justaposicdo

das mesmas.

De maneira abstrata, podemos idealizar um teclado que se estende infinitamente (além
da capacidade da audi¢do humana) em ambas as dire¢cGes, nos dando um conjunto infinito

de notas. Este conjunto infinito n3o representa todas as possiveis alturas, pode-se notar

2As pautas musicais desta dissertacdo, bem como as ilustraces relacionadas a conceitos musicais, tem

como fonte Wright [1].
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que ha tons entre duas notas adjacentes. Iremos nomear as notas que aparecem nas teclas

do piano como notas do teclado.

uailidhinlh

dé ré mi fasol l1a si do

Figura 2.14: Notas do teclado.

Fonte da ilustracdo: [1].

Vamos precisar de uma maneira concisa para nos referirmos especificamente as notas do
teclado, dai empregaremos a notacdo usual: A nota C que aparece quatro oitavas abaixo
do C central &€ chamada de C,. Esta nota esta abaixo do alcance do teclado do piano. Para
qualquer inteiro n, a nota C que aparece n oitavas acima de C, (ou abaixo de Cy quando
N é negativo) é representada por C,,. Portanto o C central é representado por C4. A nota
C logo abaixo do C central é representada por C3, e a menor C nas notas do teclado é
C;. As outras notas serdo identificadas pelo inteiro correspondente ao maior C encontrado

acima da nota.
As outras notas serdo identificadas pelo seguinte procedimento:

Primeiramente descartamos qualquer sinal de bemol ou sustenido da mesma, e ai en-
contramos o maior C que &€ menor do que ou igual a esta nota. A nota original leva entdo
o indice desse C. Portanto o Fi (F sustenido) abaixo de C4 é Fi, enquanto que o acima
desta é Fi. A menor B® (B bemol) no conjunto de notas do teclado é B}, e B* no meio da

pauta é B}. Observamos que B} coincide com C4 e C} coincide com Bj.

2.9 Intervalos musicais

O intervalo entre duas notas musicais pode ser tomado informalmente como a “distancia”
entre as alturas associadas (isto se distingue do uso do termo “intervalo” em Matematica,

designando por exemplo um subconjunto [a,b] de R).

O piano é afinado usando temperamento igual (o que sera discutido ulteriormente), e

isto significa que o intervalo entre duas teclas adjacentes (pretas ou brancas) é o mesmo.
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Este intervalo é chamado de semitom. O intervalo entre dois semitons é o passo, ou segunda

P

maior, dai um semitom é meio-passo, algumas vezes chamado de segunda menor. Uma
oitava é 12 semitons. A seguir temos uma lista da nomenclatura de varios intervalos:

e meio-passo, ou segunda menor — 1 semitom

e passo, segunda maior, ou tom inteiro — 2 semitons

e terca menor — 3 semitons

e terca maior — 4 semitons

e quarta, ou quarta perfeita — 5 semitons

e tritom — 6 semitons

e quinta, ou quinta perfeita — 7 semitons

e sexta menor, ou quinta aumentada — 8 semitons

e sexta maior — 9 semitons

e sétima menor, ou sexta aumentada — 10 semitons

e sétima maior — 11 semitons

e oitava — 12 semitons

e nona menor — 13 semitons

e nona — 14 semitons
O significado do termo “intervalo” sera feito matematicamente preciso mais adiante, mas por
agora o entenderemos em termos de passo, meio—passo, quartas, oitavas, etc. Ulteriormente
discutiremos pequenas modifica¢des destes intervalos (introduzindo, por exemplo, intervalos
Justos e intervalos pitagoricos) e, assim, de modo a evitar confusdo algumas vezes nos
referimos aos intervalos entre notas no teclado infinito idealizado chamando-os de intervalos

do teclado ou intervalos temperados. Citando um exemplo, apresentaremos a terca maior

de Pitagoras, a qual é maior que a terca maior de teclado.

Chamaremos os intervalos de positivos ou negativos, de acordo com a construgdo por

notas sendo crescente ou decrescente, respectivamente. Algumas vezes 0S mencionamos
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usando os termos crescente e decrescente, ou positivo e negativo (ou mais e menos). O
intervalo de C,4 até E; pode ser descrito como uma sexta menor decrescente, ou como sexta

menor negativa.

2.10 Equivaléncia de oitavas

Notacdes musicais e terminologias frequentemente tomam formas que identificam notas
distantes entre si por oitavas. Neste cenario existem apenas doze notas no piano, e “A” se
refere a qualquer nota A, sem distinc3o, por exemplo, entre A5 e A;. Isto nada mais é que
uma relacdo das notas na escala cromatica: duas notas estardo relacionadas se o intervalo
entre elas é de n oitavas, para algum inteiro n. De maneira trivial, pode-se verificar que as
propriedades reflexiva, transitiva e simétrica sio satisfeitas; portanto, de fato, essa relacio

é uma relacdo de equivaléncia.

Usaremos o termo mddulo oitava para este tipo de classe de equivaléncia; entdo, por
exemplo, B} e B sdo equivalentes médulo oitava. Uma nota que é identificada por uma
letra sem indice (sub-indice) pode ser vista como uma classe de equivaléncia por esta relagdo
de equivaléncia. Dai B?, pode ser vista como classe de equivaléncia de todas as notas B,
com n € Z. Chamaremos ent3do as classes de equivaléncia desta relacdo de equivaléncia de

classes de notas.

Esta equivaléncia com identificacBes de oitavas &, de modo analogo, aplicada aos inter-
valos: os intervalos de um passo inteiro e uma nona sdo equivalentes médulo oitava. Cada
classe de equivaléncia tem um (nico representante que é positivo e estritamente menor que
uma oitava. Como intervalos sdo geralmente medidos a partir de passos, semitons, isto
relembra o conceito matematico de aritmética modular, e mais tarde faremos uma conexao

precisa.

Na discussdo de escalas e tonalidades adotaremos a identificacdo por oitavas como

padr3o.

2.11 Acidentes (sustenidos e bemais)

Notas podem ser alteradas usando sustenidos ou beméis. O simbolo de sustenido, §,

colocado antes de uma nota na partitura aumentara sua altura em um semitom, enquanto
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que o bemol b diminuira a altura em um semitom, e um “natural” § cancela o efeito de
um sustenido ou bemol. A notacdo musical também algumas vezes usa o duplo sustenido
x, e o duplo-bemol bh, o que altera a nota em dois semitons. Representamos a classe de
uma nota alterada escrevendo um sustenido ou um bemol junto a nota, como em D! ou
Ab. Estes sinais de alteracdo sdo chamados de acidentes. Note que F! € a mesma classe
que G* e que C: & a mesma nota que B,;. Quando duas notas possuem a mesma altura
nesse sentido dizemos que sdo enarmonicamente equivalentes®. Isto nos da uma percepcio

maior para as classes de equivaléncia em notas.

2.12 Escalas

A escala padrdo, com base em C, é uma sequéncia crescente de notas CDEFG A B C.
Como estamos usando a equivaléncia médulo oitava a altima nota C é uma redundancia
ja que a escala é determinada pela sequéncia C D E F G A B. Estas sdo teclas brancas
no teclado. O passo inteiro e os intervalos de meio-passo entre notas sucessivas na escala

sdo dados por:
1 1 3 1 1 1 3
C—-D—E->5F—-G—A—B-5C

Esta sequéncia 1,1,%,1,1,1,% de passos e meio-passos em intervalos iniciando-se com C

é incorporada na notacdo musical, fazendo C a tonalidade default.

Devemos ter consciéncia de que, com esta convenc3o, ndo ha nada na notac3o indicando
que a distancia de E a F é de meio-passo, e que a distancia de F a G é um passo inteiro. A
escala acima pode ser representada na clave de sol, comegando com C, (C central ou dé

central), como:

s>

Diremos que duas sequéncias de alturas s3o equivalentes se a sequéncia dos respectivos
intervalos é a mesma. Notemos, por exemplo, que a escala contém dois tetra-acordes
equivalentes (ou seja, quatro sequéncias de notas limitadas pelo intervalo de uma quarta-

perfeita) CDEF e GABC.

3Traducdo livre de enharmonically.
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2.13 Armacoes de claves

Provisoriamente chamaremos qualquer sequéncia de oito notas consecutivas de escala
padrio se esta for equivalente a escala de C. Notemos que a sequénciaE’ FG A" B> C D E’

é uma escala padrio.

o)
g"ga p— T —

Verifica-se facilmente que a sequéncia ascendente de qualquer de oito notas consecutivas
brancas que fazem uma escala padrdo deve ser uma sequéncia de C a C. Para formar uma
escala padrdo comecando e terminando com uma nota diferente de C precisamos de notas
pretas. As escalas F a F e G a G necessitam de apenas uma nota preta. Por exemplo se B

for substituida por B’, ent3o a escala de F a F, dada por
1 1 3 1 1 1 3
F—-G—A-5B —-C—D-—E-F

torna-se equivalente a escala de C a C, portanto é uma escala padrdo. De modo analogo

se trocarmos F por Fi, a escala de G a G,

1
G A B Lc LD LB E LR 2AG

=

torna-se uma escala padrdo. Isto explica as armacdes de claves para as claves maiores de

FeG:

f

)’ A ’.‘
%’!C.

oJ

)4  ——

Uma armacio da clave apenas “modela” as notas de modo a efetivar a escala padrio

no tom desejada.

De modo mais geral, abaixando-se a sétima nota de quaisquer escala padrdo induz-se
uma nova escala padrdo baseada na quarta nota da escala original. Consequentemente

substituindo E por E’ na escala de F a F produz a escala de Bb a B,
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B e LD L Lr e AL

Portanto a armacdo de clave de BY é dada por:

Continuando isto, obtemos uma sequéncia de teclas C, F, B’ Eb, A’, D’ G, C'.
Em teoria, esta sequéncia continua, mas as armacdes de clave subsequentes exigem bemois

duplos, e finalmente outros bemdis duplos. Estes sdo mostrados a seguir, com a colocacio

adequada de bemdis na clave de Fa e clave de Sol:

f) o) fH | fH |
ANV 4 ) ANV 4 )
J dJ J odJ
E: = S
C F B’ E’
| H 1. H 1. fH 1
dJ dJ dJ
T (s Fos—— (D
L] VDIL; VDIL; VI')IL;ID
A D’ G €

Notemos que cada tdnica sucessiva na notacdo por tonalidade aparece no intervalo
de quarta (5 semitons) acima do anterior. Como estamos identificando notas separadas
por oitavas, é também correto afirmar que cada ténica sucessiva aparece em quintas (7
semitons) abaixo da anterior. Da mesma forma, sustenizando a quarta nota de qualquer
escala padr3o, induz-se uma nova escala padrdo, baseada na quinta nota da escala original,

levando a sequéncia de tonalidades C, G, D, A, E, B, Ft, Ct, mostrada a seguir.

o) ) i 4
)4 )4 4'1'
— = = =
V.4 \v4 V.4 V.4
dJ oJ dJ dJ
y n U
- il kil
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H 44 R E #ﬁ :
\J \J kil \J kil
oJ oJ oJ oJ
“hll. H’JIIII-:I ILI 2 - IJ.I
E B Fé ct

Observe que as duas sequéncias de armacdes de claves, aquelas que utilizam beméis e
aquelas que utilizam sustenidos, se envolvem uma contra a outra, obtendo-se trés pares de

tons que sdo enarmonicamente equivalentes: Db ~ Ct, Gb ~ Ft e Cb ~ B.

2.14 Notas diatdnicas e cromaticas

A escala padrdo é chamada de escala diaténica, enquanto que a escala que contém
todas as notas é chamada de escala cromatica. Note-se que a escala cromatica tem doze
notas, médulo oitava, e por outro lado ha sete notas da escala diatonica, médulo oitava.
Em uma determinada tonalidade, essas notas que se encontram dentro da escala diaténica
sdo chamadas de notas diaténicas. Elas formam um subconjunto do conjunto de notas da
escala cromatica. Na verdade, uma escala pode ser definida como uma subsequéncia da

sequéncia de notas da escala cromatica.

2.15 Permutacodes ciclicas

Dada uma sequéncia finita x1,x2,...,X, de elementos de um conjunto qualquer, pode-
mos obter uma permutacdo ciclica deste conjunto ordenado escolhendo um inteiro i com
1 <i<mn, tomando as entradas x;,...,Xx; e colocando-as nesta ordem ao final da sequéncia,

deixando o inicio com os termos remanescentes, de modo a obter a sequéncia

Xitly Xig2y oo oy Xy X1y X2y o 0 0y X

Se organizarmos a sequéncia X1,X2,...,X, em um relégio com N posicdes digamos, no
sentido horario, com x; no topo, e em seguida, rotacionarmos a sequéncia por i posicdes
no sentido antihorario, esta permutac3o ciclica sera obtida pela leitura dos elementos no
sentido horério, a partir do topo. Se escolhermos i = n obteremos a sequéncia original, de

modo que qualquer sequéncia finita € uma permutac3o ciclica de si mesma. As permutacdes
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ciclicas correspondentes aos nimeros inteiros i = 1,...,n—1 sdo chamadas de permutacdes

ciclicas ndo triviais de X1,%2,...,Xn.

Por exemplo, considere a sequéncia de nameros 7, 4, 1, 7. Suas permutacdes ciclicas
sdo as sequéncias 4, 1, 7, 7; 1,7, 7, 4,7, 7,4, 1e7,4,1, 7, as trés primeiras sendo as
ndo-triviais. Note que é possivel que uma sequéncia seja uma permutacdo ciclica ndo-trivial
de si mesma. Por exemplo, se permutarmos ciclicamente a sequéncia 3, 5, 3, 3, 5, 3 usando

i =3, temos a mesma sequéncia.

2.16 Modalidade e tonalidade

Fizemos descricdo da escala padrdo, numa dada tonalidade, como uma sequéncia de
notas: em C é a sequéncia CDEFGABC. Como dito, a altima nota é redundante, ja que
estamos usando equivaléncia por oitavas, de modo que a escala é dada pela sequéncia de 7
entradas CDEFGAB, e isto determina a sequéncia de intervalos adjacentes 1,1,%,1,1, 1,%

(que ainda tem 7 entradas).

Considere agora uma permutacdo ciclica da escala padrdo. Por exemplo, considere a
sequéncia EFGABCD. Notemos que isto também nomeia todas as notas que s3o as teclas
brancas do teclado. Isto da a sequéncia de intervalos de %, 1,1,1, %, 1,1, que é diferente da
sequéncia de intervalos da escala padrdo. Portanto esta sequéncia comecando com E ndo

é equivalente a escala padrdo.

Vé-se que a sequéncia de intervalos de 1,1,%, 1,1,1,% para a escala padr3o n3o é igual
a nenhuma permutacio ciclica ndo-trivial, e, portanto, nenhuma permutacio n3o-trivial da
escala padrdo é uma escala padrdo. Isto é subjacente ao fato de que as sete escalas obtidas

permutando-se ciclicamente a escala padrdo, parai=1,...,7, sdo distintas.

O termo modo é usado na musica para denotar a escala em que uma composicio
musical € mais naturalmente acomodada. Com bastante frequéncia as cadéncias da peca

chegardo na primeira nota da escala, ou ténica do modo da composicdo.

As escalas derivadas da escala padrio, por uma permutac3o ciclica, sio modos que foram
usados e nomeados pelos gregos antigos. Estes nomes foram incorretamente identificados
pelo tedrico musical suigo Heinrich Glarean (1488-1563), no século XVI, ainda assim seu
nomes eclesidsticos errbneos para os modos é que se tornaram aceitos. Eles sio indicados

no quadro abaixo, tabela 2.1. A coluna da esquerda indica a escala quando tocada nas
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notas brancas do teclado; a segunda coluna é o nome dado por Glarean para a escala; as

préximas oito colunas nomeiam as notas da escala quando tocadas na forma de C a C.

Tabela 2.1: Modos Musicais

C-C | Jénico ¢c bt F G A B C
D-D | Dérico C D B F G B* C
E-E | Frigio C DO B F G A" B® C
F-F Lidio C E F G A B C
G-G | Mixolidio | C E F G A B C
A-A | Edlio C EP F G A" B C
B-B | Lécrio C DO B F G A" B® C

Nota-se que a armacgdo da clave determina uma escala Gnica em cada um dos sete
modos. Dai a armacio da clave ndo determina o modo: a tonalidade Jénica de C tem a
mesma assinatura que a tonalidade Lidia de F, por exemplo. Para determinar o modo de
uma composicdo é preciso fazer algumas observa¢des sobre a musica, tal como descrito

abaixo.

A nota inicial de escala da escala modal de uma composicdo é chamada de ténica. A
tdnica juntamente com a designacdo do modo, por exemplo, B® Dérico, G Frigio, ou Ft
maior (veja a préxima se¢do), € chamado a tonalidade da pega. Assim, a tonalidade é
determinada pela armac3o da clave e a ténica. A ténica geralmente pode ser identificada
pelo seu aparecimento frequente como ponto de retorno da melodia e a raiz de acordes,
quase sempre incluindo o acorde final (a ser explicado no capitulo 4) na harmonia; é muitas
vezes referido como a ténica, ou o centro tonal, e geralmente serve como um “ponto de

partida” para ambos, melodia e harmonia.

2.17 Modos maior e menor

No século XVIII apenas dois modos eram considerados satisfatérios: o Jénico, que é
a nossa escala padrdo, e o Edlio. Com esta restricdo de possibilidades, cada armacio de
clave representa duas possibilidades: 0 modo maior e um modo menor. O modo maior tem

como ténica a primeira nota da escala padrdo ou Jonica, escala determinada pela armacéo
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da clave, e 0 modo menor tem como ténica a primeira nota da escala Edlica, determinada
pela armagdo da clave. A tonalidade menor, que tem a mesma armacgdo da clave como
uma tonalidade maior e é chamada tonalidade relativa menor para essa tonalidade maior.
A tdnica da tonalidade relativa menor encontra-se um terco abaixo do que corresponde a
tonica da tonalidade maior. Por exemplo, sustenidos e beméis indicam a tonalidade de C

maior e a tonalidade de A menor. O carater da masica determina qual modo prevalece.

2.18 Numeros de escalas e solmizacao

A utilizag3o basica e tradicional da numerologia na masica é a numeracdo dos tons da
escala. Nameros com acento circunflexo, ou “chapeuzinho”, T,2,3, ..., serdo usados para
denotar notas especificas da escala diaténica maior. Assim, na tonalidade de Ab, At é o
primeiro tom da escala e, portanto, é denotado por T. B’ & denotada por 2, C por 3, e

assim por diante.

Q.'r)LV. S —
oJ A A& A & A oA oA A
1 2 3 4 5 6 7 38

Se estamos pensando na escala diaténica com equivaléncia de oitavas, apenas sete dos

nameros sdo necessarios. No entanto nimeros maiores sdo por vezes usados em contextos
. . ~ . ~ . . AN .

onde a identificacdo por oitava ndo esta sendo assumida; Por exemplo, 9 indica uma nota

B A = . A " Lt A
diaténica colocada um nono acima de alguma escala ténica especifica 1.

Qutra pratica comum, chamada de solmizagcdo, nomeia os tons da escala pelas silabas

do, ré, mi, fa, sol, 13, si.

dé ré mi f3 sol 15 si  dé

Os tons da escala cromatica que se encontram a meio passo acima ou abaixo das notas
diaténicas sdo indicados precedendo-se o nimero com f ou b. Assim, na tonalidade de G,
b6 denota E'. Notemos que isso pode coincidir com uma nota diaténica, por exemplo,

A N . ~ L ~ oy .
§3 =4. A solmizagdo também fornece nomes para esses tons, mas ndo vamos exibi-los

aqui.
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Em Matematica, o tempo é frequentemente parametrizado por um eixo horizontal (eixo
x, ou eixo t). Como a musica é percebida através de um intervalo de tempo, ela é repre-
sentada visualmente pela sua colocacdo ao longo de um eixo horizontal. Em uma partitura
musical ha uma progressdo da esquerda para a direita, a qual representa o passar do tempo,
enquanto o eixo vertical (eixo y) designa altura. Assim, referimo-nos aos seus aspectos tem-
porais, por exemplo, as dura¢cdes de notas sustentadas e a sequéncia de eventos e episédios,
como sendo sua estrutura horizontal. Uma maneira pela qual a maioria das musicas desperta
interesse e prazer do ouvinte € pela apresentacdo de padrdes temporais que s3o satisfatérios
e coerentes. A notacdo e organizacdo da estrutura horizontal da misica contém uma série

de relacdes com conceitos de matematica basica.

3.1 Duracao das notas

Duracdes de tempo na masica sdo muitas vezes medidas em batidas, que sdo as uni-
dades temporais pelo qual a misica é anotada. Frequentemente uma batida representa o
intervalo de tempo pelo qual se poderia “contar’ a passagem de tempo enquanto a musica
é executada. O termo tempo refere-se a frequéncia desta contagem, normalmente medido
em batimentos por minuto. Podemos dizer entretanto que masica nem sempre é executada
com tempo constante. E observavel que uma composicio pode ter mudancas de tempo
internas ou passagens executadas livremente, na qual o tempo da margem & liberdade

artistica.

Em uma partitura musical o designador basico de tempo &, é claro, a nota, e a duracéo
de notas é determinada por coisas tais como cabecas de notas, hastes de colchetes, pontos,

ligaduras, e designacdes quialteras.

49
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Os nomes duracionais de notas na musica ocidental baseiam-se na nota inteira, que
tem uma duragdo em batidas (frequentemente quatro) ditada pela indicagdo de compasso,
o que sera discutido posteriormente neste capitulo. Notas cuja duragdo tem proporcdo
1/2™, n um namero inteiro ndo negativo, juntamente com a nota inteira, sio nomeadas
de acordo com essa propor¢do. Assim, se a nota inteira tem uma determinada duracdo em
batidas ent3o a meia nota tem a metade dessa duracdo, o quarto de nota tem um quarto da
duracdo, etc. Na situacdo em que uma nota inteira recebe quatro batidas, uma meia nota

recebe duas batidas e a nota semifusa (sixth-fourth note) representa ;= de uma batida.

Usaremos o termo (ndo-padrdo) nota duracional para significar que uma nota se dis-
tingue pela sua duracdo, como meia nota ou seminima, independentemente da sua altura

associada.

Observe que essas designacdes para as notas tacitamente empregam o conceito de classe
de equivaléncia. Aqui estamos declarando que, duas notas sio equivalentes se elas tém a
mesma duracdo, de modo que “nota duracional” refere-se a classe de equivaléncia de todas
as notas com uma determinada duragdo (por exemplo, “meia nota” designada para a classe

de equivaléncia de todas as meias notas, independentemente de sua altura).

Isto deve ser distinguido da equivaléncia em oitavas, discutida no Capitulo I, cujas

classes de equivaléncia sdo chamadas de “classes de notas’.

A altura de uma nota é dada pela posicdo vertical de sua cabeca da nota (uma elipse)
na pauta musical. A duracio da nota é ditada por varios detalhes que discutiremos indivi-

dualmente. Elas s3o:

1. se o interior da cabeca da nota é preenchido.

2. a presenca ou auséncia de uma haste de nota, e, se presente, o nimero de colchetes

(flags) sobre a haste ou o nimero de travessbes (beams) ligados a haste.
3. o niimero de pontos apds a nota, se houver.

4. a designacdo quialtera da nota (tuplet designation), se houver.t

lquialtera & qualquer ritmo que envolva dividir a batida em um ntmero diferente de subdivisdes iguais

as normalmente permitidas pelo sinal de compasso.
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3.2 Cabecas de notas, hastes, colchetes e travessoes

A nota inteira e semi-nota s3o escritas com a cabeca de nota (de forma eliptica) por

a

sw-€sima & escrita com a cabeca de nota preenchida. Todas as

preencher. Paran > 2 a
zin—ésimas exceto a nota inteira (ou seja, o caso n = 0) possuirdo uma haste da nota que,
ou se estende para cima a partir do lado direito da cabeca de nota, ou para baixo a partir
do lado esquerdo da cabeca de nota. Para n > 3, o travessdo da zln-ésima nota é escrito
com n — 2 colchetes. Assim, uma colcheia (eight note, n = 3) tem um colchete, uma

semicolcheia (sixteenth note, n =4) tem dois colchetes, etc.

N

nota inteira  meia nota quarto de nota oitavo de nota

o ” ’

1/16 de nota 1/32 de nota 1/64 de nota

Nas notas adjacentes, colchetes podem ser substituidos por travessdes ligando as hastes:
| Jd=d) J=0M » =77

O terceiro exemplo acima (com um ponto) serd esclarecido pela secdo sobre pontos
abaixo. Alturas que devem ser soadas simultaneamente podem ser anotadas tendo duas ou

mais cabecas de nota que compartilham uma haste em comum, como nesta passagem:

Q'F !'

Y

CIBN>

3.3 Pausas

Uma pausa é um simbolo em notac3o que indica o siléncio por um periodo determinado

pelo tipo de pausa que aparece. Pausas sdo representados nos mesmos tipos duracionais
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como notas, que se distinguem por sua aparéncia. A pausa inteira, por exemplo, & um

retangulo ligado no lado de baixo de uma linha. Isto e outras pausas sdo indicadas abaixo.

Haele
Helelele

A
N

]
<
7

pausa inteira meia pausa quarto de pausa oitavo de pausa  1/16 de pausa  1/32 de pausa 1/64 de pausa

A posicdo vertical da pausa sobre uma partitura é geralmente como indicado acima,
mas nem sempre. Em algumas circunstancias torna-se mais desejavel coloca-las em uma
linha superior ou inferior, por exemplo quando duas partes vocais (por exemplo, soprano e

alto) compartilham a mesma partitura e a pausa ocorre em apenas uma das partes.

3.4 Pontos

O ponto ao lado de uma nota ou pausa estende sua duracdo por uma metade de sua
duragdo original ou, equivalentemente, multiplica a duragdo original por 3/2. Dai a duragdo
de uma semicolcheia (sixteenth note) com ponto, em batidas, (assumindo para o momento
que toda a nota recebe quatro batidas) é dada por 1(1+3) =132 =3. Um segundo ponto
ao lado da nota apela para uma dura¢o adicional de um quarto da duragdo original (para
além da dura¢do adicional evocada pelo primeiro ponto), de modo que, na situagcdo acima
descrita, uma nota semicolcheia com dois pontos tem uma duragdo $(1+3+1)=1.2= L.
Embora possa parecer um exercicio puramente académico (desde que s6 raramente sdo

mais do que dois pontos usados), podemos observar que uma nota de duracio d, seguida

por m pontos tem duracdo d,, dada por:

e (3 o] 2

A terceira linha na sequéncia de igualdades acima usa o seguinte fato:

. 1 = pm+l
el r? e ———

M2

o
Il
o

1-1
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que é valido para todo inteiro m > 0 e qualquer namero real r # 1. Talvez a expressdo mais
. ) ) B ~ 1
esclarecedora para d,, na sequéncia acima de igualdades é a expressao d[Z— (z)m], que

reafirmamos:

Uma nota de duragcdo d seguida por m pontos tem duracido
1 m
dn=d[2-(3)"]

Torna-se evidente a partir desta férmula que a duragdo de uma nota m-pontilhada (i.e.,

(3.1)

com m pontos) aproxima-se de 2d conforme m torna-se suficientemente grande (d sendo
a duragdo de uma nota sem pontos). Isto pode ser visto do fato que [2 - (%)m] tende a 2

quando m tende ao infinito, ou seja,

()]

E também evidente, a partir de (3.1), que o valor de d,, é sempre menor do que
2d. O fato do somatério YI"(3)! aproxima-se arbitrariamente de 2 quando m torna-se
suficientemente grande é expresso na série infinita:

o 11\
ZO(Z) =2. (3.2)

Essas no¢bes, que envolvem o conceito de limite, sdo tratadas de modo preciso em
Calculo. Vamos usar a férmula (3.1) acima para calcular um certo periodo. Suponha que
estamos em um contexto em que uma semibreve tem 2 batidas (por exemplo, quando a
indicacdo de compasso é 5 que sera explicado mais adiante neste capitulo). Dai surge a

pergunta: Qual é a duracdo de uma semicolcheia triplamente pontilhada?

Primeiramente calculamos a duracdo d da nota semicolcheia sem pontos como 11—6 da

duragdo de uma nota completa, ou d = -2 = % Aqui, o nimero de pontos é m = 3, de

1.
16
modo que a férmula nos da:

3
a-t-@]-2e-b-1E-8

A duragdo & portanto £ (em musica diz-se uma >-ésima) de uma batida.

3.5 Quialteras

A notacdo temporal da masica é altamente orientada em torno do namero primo 2 e

suas poténcias. N3o usamos termos como “quinta nota” ou “nona nota".
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Para dividir a 2—n—é5|ma nota em k notas iguais, em que k ndo é uma poténcia de 2,

formamos um k-quialtera como se segue:

Encontre o Gnico niimero inteiro positivo 1 tal que
2" <k<2m

e entdo denote as quialteras como um grupo de k ZH]T—ésimas notas indicadas pelo nimero
inteiro k sobreposto ou subposto. A quialtera resultante é chamada de 2n%—ésima nota
k-quialtera. Isto € a forma mais basica de polirritmia, que é a imposicdo simultdnea de

ritmos diferentes.

Por exemplo, suponha que desejamos dividir um quarto de nota (z]—z-ésima nota) em
3 pecas iguais, formando um trio. Aqui n = 2, e como 2! < 3 < 22, temos que r =
1. Escreveremos uma sequéncia de 3 22%—ésimas notas, ou colcheias, sobrepondo um 3,
formando um trio de oitavas. Se, ao contrario, queremos dividir um quarto de nota em
5 notas de igual durag:éo, notamos que 22 <5« 23, assim r = 2, e ent3o teremos que
escrever uma sequéncia de 5 ZZ]T—ésimas notas, ou semicolcheias, sobrepondo um 5. Nés

chamaremos isso de uma nota semicolcheia 5-quialtera.

3 5
0 I f |
o
ALY J
5 o
notagdo de trio de oitavas 5-quiltera de semicolcheias

O conceito de divisdo de uma unidade de duracdo em partes iguais por uma n-quialtera
tem uma semelhanca interessante para a nocido da n-ésima harménica, que é uma vibracdo
n vezes mais rapido do que a vibragdo de uma altura fundamental. Harmonicos serdo

discutidos ulteriomente neste texto.

3.6 Ligaduras de prolongacao e de expressao

Duas notas da mesma altura podem ser ligadas por uma ligadura, que é uma linha
curva que indica que elas devem ser consideradas como uma nota cujo valor é a soma das
duragdes das duas notas ligadas. Assim, se uma nota inteira recebe quatro batidas, entdo
a ligadura a um quarto de nota, cuja duracdo é 1, a uma semicolcheia pontilhada, cuja

duragdo é de 1(1+1) =2,
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\\ut |

nos da uma duracdo de 1+ % = % batidas.

Intimamente relacionada é a ligadura de expressdo, que se parece com uma ligadura,

mas conecta notas de alturas diferentes.

_‘)% P

Isso indica ao executante que ele deve proceder de uma nota para a préxima, sem (ou

com minima) rearticulagdo. Por exemplo, um violinista interpreta isso com o significado de

que as notas devem ser tocadas com um golpe do arco.

3.7 Compasso

Uma peca musical é comumente dividida em grupos de n batidas, para algum inteiro

n > 1. Esses grupos sdo chamados de medidas ou compassos. O compasso da peca

€ o nimero n de batidas por medida, juntamente com uma indicacdo de qual a nota

duracional que tem a duracdo de uma batida. Estes pardmetros sdo especificados pela

indicagdo de compasso, que é colocado imediatamente ap6s o simbolo da clave e em

posicdes subsequentes se houver mudancas de compassos. A indicacdo de compasso é

composta de dois inteiros 1: em que n € Z+ e v € uma poténcia de 2. Evita-se escrever

para evitar confusdo com fracdes. Os significados de n e r sdo dados como se segue:

=3

e Significado Usual. O inteiro n superior especifica o nimero de batidas a um compasso

1

e o nimero inteiro inferior r = 2™ designa que a 5z-ésima nota fica em uma batida.
Assim, indicacdo de compasso i indica 2 batidas em um compasso com uma seminima

recebendo uma batida.

Caso Excepcional. 3 divide n e n > 3: Nesta situacdo, habitualmente interpretamos
0 COMpasso como um compasso composto, o que significa que o namero de batidas
a uma medida deve ser n/3 em vez de n; assim, trés zlm—ésimas notas ddo uma
batida, sendo, mais uma vez, r = 2™. Isto significa que uma batida é indicada por

uma s-—-ésima nota pontilhada. Assim, no tempo g existem 6/3 = 2 batimentos
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por compasso e uma batida é representada por trés colcheias, ou um quarto de nota
pontilhada. Na pratica, o inteiro T em uma indicagdo de compasso " & quase sempre

2,4, ou 8.

3.8 Ritmo

O ritmo é o modo em que o tempo é organizado no d4mbito dos compassos. Considere

B Bssslicisss il
o Ll ITI b T T b,

Executando-em andamento (com simples toques) observa-se que uma certa quantidade

estes exemplos:

de satisfacdo musical surge a partir da variac3o artistica nos modos em que os compassos
sdo preenchidas com notas duracionais. Ritmos podem ser diretos ou sutis. Jazz fre-
quentemente evita o 6bvio, obscurecendo temporariamente o compasso usando sequéncias

complexas.

As vezes, certos tipos de ritmos estdo implicitos mas ndo escritos, o ritmo swing sendo
o exemplo principal. Em uma peca onde a figura consistindo em uma colcheia tripla com
as duas primeiras notas ligadas é generalizada, a notacdo trio torna-se complicada e é
frequentemente suprimida. A figura é simplesmente denotada por duas notas oitavas. Isso

geralmente é indicado pelas palavras “ritmo swing”, ou por uma marcagdo, como
3

colocado acima do primeiro compasso da peca. Naturalmente, este ritmo pode ser denotado
precisamente usando um tempo composto com assinaturas 3; e escrito como uma seminima

seguida por uma colcheia.
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3.9 Regras sobre acidentes

E importante saber que quando um acidente ocorre ele aplica-se, posteriormente, dentro
do compasso para todas as notas com mesma classe de nota como a nota alterada, a menos
que o acidente seja cancelado ou alterado por outro acidente. Quando uma nota alterada
é ligada a uma outra nota, a alteracdo na primeira nota aplica-se também para a segunda
nota mesmo que a segunda nota esteja no proximo compasso. Na dltima situacdo o acidente
n3o se aplica a todas as notas da mesma classe de notas no compasso contendo a segunda
nota. Assim, no trecho a seguir todos os D's sdo D-naturais (), e o segundo acidente é

requerido para efetuar isto.

H | . ; .

Yy DL 7] 7P
L TV - ol
N7 D L |
7 |

As vezes, para o beneficio do leitor, a masica inclui acidentes que n3o exigem as re-
gras dadas acima. Tais acidentes redundantes sdo chamados acidentes de adverténcia, e

aparecem entre parénteses.

3.10 Melodia

Melodia é a sucessdo de alturas (notas individuais com duragdo prescrita) que sdo mais
proeminentes em uma composicdo musical e que servem para definir e caracterizar a pega.
Por exemplo, em uma cancdo popular é a sequéncia de notas que um vocalista solo canta,
enquanto outras notas sio reproduzidas em acompanhamento. Em uma sinfonia a melodia
muitas vezes (mas nem sempre) é tocada pelo instrumento mais alto, tipicamente a primeira

secdo de violino.

Deve ser enfatizado que uma melodia é definida e reconhecida n3o sé pela sua sequéncia
de alturas, mas pelo seu ritmo. Isto é exemplificado pela escala descendente no modo Jénico

(maior),

o)
:)\1 e -_‘_l Py

o o

que por si s6, ndo evoca uma cancdo particular. No entanto, a mesma sequéncia de notas

definidas para o ritmo
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é imediatamente reconhecida como Joy To The World?.

3.11 Repeticao de padroes

Uma forma com que a masica alcanca coes3o é através da repeticdo de certos padrdes

melddicos, muitas vezes com variacdo e embelezamento.

Isto pode significar a repeticdo de uma grande parte da peca ou, mais “localmente”, a
justaposicdo de figuras melddicas breves. O fendmeno anterior sera discutido mais tarde,
sob a denominacdo forma. No momento, entretanto, vamos discutir os tipos locais de

repeticdes que correspondem ao conceito matematico de transformacio geométrica.

3.12 Translacoes

Um exemplo simples de translacdo é um deslocamento horizontal, ou translacdo, que é
efetuado no grafico de uma fungio y = f(x) quando é substituido pelo grafico de y = f(x—c)
(veja capitulo 2). Isso frequentemente aparece na masica como as repeticdes (translag6es
horizontais) da sequéncia de alturas ou do padrdo ritmico. Aqui um exemplo familiar que

ilustra a translacdo ritmica:

{) N | N l , : .
| A— ) Y | N I T I T I T N 1| N | | T ]
L | 1 1 | A 1 1 | 1 1] I | 1 1 A | ]
e —e— <2 oy K o2 S
1 0
oJ 4 4
Get out the way, old Dan Tuck-er! Get out the way, old Dan Tuck-er!
{) N N ! . |
Z N—T N T I . N— —— I T r— T ]
7 1] | | | il J\ I i i I‘\ | I
AV | T 1 I I Vi i 1
oJ J & &
Get out the way, old Dan Tuck-er! You're too late to come to sup- per.

Note que o ritmo das duas primeiras barras é repetido duas vezes, enquanto que a
sequéncia de alturas varia. Um exemplo de translacdo melédica (bem como ritmica) é

encontrado na musica espiritual When The Saints Go Marching In3,

2Cancdo de Natal atribuida a George Frederick Handel, Isaac Watts e Lowell Mason.
3Hino gospel estadunidense, de autor desconhecido.
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N>

N

Oh, when the Saints go march-ing in, Oh, when the Saints

em que a sequéncia meldédica F-A-B!-C aparece trés vezes consecutivas. Este exemplo é
dado em [2] (apud [1]). Também s&o oriundos de [2] (apud [1]) os trechos de O Tannen-

baun* e Raindrops Keep Falling on My Head®, que aparecerdo mais adiante no texto.

~

3.13 Transposicao

Quando um padréo repetitivo esta sendo representado melodicamente, é possivel aplicar
também um deslocamento vertical ou transposicio, analogo ao feito substituindo o grafico
dey = f(x) pelodey = f(x)+c. Tal mudanca pode repetir um trecho melédico, transpondo
cada nota para cima ou para baixo por um intervalo fixo na escala cromatica, como nas
primeiras 16 barras de Strike Up The Band, de George e Ira Gershwin, na qual os oito
segundos compassos repetem a melodia do primeiro, transposto para cima no intervalo de

uma quarta.

Este tipo de transposicdo, exemplificado abaixo, & chamado transposicdo cromatica.

I 0 b I o — I t — I PR — | | — X
AN NT—1 T 1 —1 N T — — I — N F‘
i M = = - M o) o+ —

: 1 = i_qd_n_i_ﬂ L i—q-d—'
Let thedrums roll out! Let the trum- pet calll While the
I 0 b— | | —1 I f T ——— R T R
’: I - N—T NS i > N —— ron >
iy j:@i S = S— A— —" — - B H—F—+——1 B
oJ | |4 [ I I I 4
peo- ple shout! Strike up the band! Hear the cym- bals ring! Call-ing
A | | A e
| —m 1y = AT e T O T
4 - g @ —F, P P— p~a— T
os>—eo—f—F——++—®g' e ~——F it |
ANV 2 i I i | ) ] I I | 0 — 0 — 1
oJ [ ' ' ' |4 I ' ' ' y 1 4
one and all! To the mar- tial swing Strikeup the band!

Uma forma variante da transposicdo, chamado de transposicdo diaténica, ocorre quando
uma melodia diaténica € movida para cima ou para baixo pelo mesmo nimero de tons
na escala diaténica, produzindo uma melodia que tem a mesma forma geral, mas com

intervalos cromaticos n3o perfeitamente preservados devido aos intervalos diferentes entre

4Cancdo de Natal alem3, de Ernst Anchiitz
5Cancdo de Hal David e Burt Bacharach, escrita para o filme de 1969 Butch Cassidy and the Sundance

Kid.
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notas diaténicas adjacentes. Isso ocorre na cantiga alem3 de Natal O Tannenbaum (O
Christmas Tree). Note que a primeira sequéncia abaixo entre barras é deslocada para cima

por um tom de escala diatonica na segunda sequéncia entre barras.

o) A N [N N N N )
L - | — TN . — NT— K —N — T
A — —N . — i — A — ) o f — T

I 7 - I 1 l & i
. i é T
O Christ-mas tree, O Christ-mas tree, Your col- or is un-  chang- ing
I JQ T N — 17— T K —T—N—
o o i !
[anav 2 7 A——— T I T T ® 7 0 —
o 1€ 14 f 14 I T -

~
When from all trees the col- ors go, You still aregreen a- midstthesnow.

3.14 Retrogressao

Ainda outra forma de transformacdo na mdasica é o retrogresso, que é analogo ao
conceito matematico de reflexdo horizontal. Tal como uma reflex3o, é exemplificado quando
se substitui o grafico de y = f(x) pelo de y = f(—x), sendo o grafico refletido através do
eixo y. Na mdsica, retrogressdo significa inversdo da ordem das notas, de modo que a
sequéncia resultante forma uma reflexdo da sequéncia inicial. Neste trecho de Raindrops

Keep Falling On My Head, observe a simetria da melodia em torno do ponto designado

pelo A:
f) 4 | P— | A
)’ A ﬂIJ. | | ul | N
{5+ (—r & — o —a—
eJ

Rain- drops keep fall- ing on my head, they

A

3.15 Forma

A sequéncia de secdes maiores da misica em que a misica pode ser organizada as vezes
é chamada de forma. O nimero de compassos em uma se¢do é muitas vezes uma poténcia
de 2. Por exemplo, composicdes de jazz consistem tipicamente de trés ou quatro secdes,
cada segcdo com 16 compassos; por vezes, uma ou mais destas seccBes é repetida uma
vez. Estas secdes sdo distinguiveis pelo ouvinte em virtude do carater ritmico e melédico

diferente. Se uma composicdo consiste de trés secdes, podemos denotar a forma por: ABC.
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Se as duas primeiras secdes forem repetidas, a forma seria AA BB C. Maple Leaf Rag de

Scott Joplin (1868-1917) tem a forma AA BB A CC DD.

Dois tipos classicos de formas s3o forma binaria e forma ternaria. A primeira apresenta
uma peca de muasica como duas seccdes principais que sdo repetidas, dando uma forma
AABB. Muitos dos minuetos e scherzos do final dos séculos 18 e 19 tém esta forma. A
forma ternaria apresenta trés secdes, com a primeira e a terceira lugar sendo a mesma, ou
muito semelhantes, dando padrdo ABA. é frequentemente encontrada nas nocturnes de

Frédérik Chopin (1810-1849) e nas pegas para piano de Johannes Brahms (1833-1897).

A maioria das cancdes da musica popular e da misica popular americana pode ser
naturalmente dividida em segmentos, alguns dos quais normalmente se repetem. Um padr3o
comum é AABA, exemplificado pela masica de Tin Pan Alley, Five Foot Two, Eyes of Blue.
Se uma secc3o carrega forte semelhanca com outra, pode ser dada a mesma letra seguido

por /. Por exemplo, a forma da masica Edelweiss® é representada por AA’'BA’.

3.16 Simetria

A palavra simetria é usada na masica em referencia geral a fenémenos de transformacdes
e secdes de repeticdo. A meta composicional em muitos estilos de misica é criar porcdes
equilibradas de unidade e contraste, com suficiente repeticdo para dar a peca interesse e
coesdo, mas n3o tanto como para ndo torna-la repetitiva ou chata. Como um exemplo de
uma peca simples, que ilustra o uso e multiplas simetrias, referimo-nos novamente ao canto
de Natal O Tannenbaum. Aqui a forma do coro completo é ABA, mas cada secdo tem
simetrias internas também. Ambas as secées A e B incorporam transposicdo melddica e
translacdo ritmica, com a secdo B apresentando uma transposicdo descendente diaténica,

discutida anteriormente neste capitulo.

®Do musical de Rodgers e Hammerstein, The Sound of Music (no Brasil, A Novica Rebelde).






4 Harmonia e Numerologia

Relacionada

4.1 Harmonia

Harmonia & um aspecto de musica, no qual diferentes alturas sdo tocadas simultanea-
mente. A mais nova harmonia no mundo ocidental consiste em oitavas, quartas e quintas
paralelas. Ao longo dos séculos uma rica lista de padrdes de harmonia e clichés evoluiram
e, adiante examinaremos alguns desses padrdes e o papel da matematica desempenhado

nesse desenvolvimento.

O bloco basico de construcdo da harmonia é o acorde, que é uma colecdo de notas,
habitualmente trés ou mais, tocadas simultaneamente. Acordes possuem um tipo determi-
nado por intervalos, modulo oitava, entre as notas do acorde. Um acorde também possui
uma marca numeérica, a qual é determinada por sua justaposicdo com a nota ténica da

tonalidade.

4.2 Intervalos e aritmética modular

Antes iniciar nossa discussdo sobre harmonia, iremos introduzir a no¢do de inteiros

modulares, que nos permitira refinar a nocdo de intervalo modular que foi dada no capitulo

2.

Para um inteiro fixado n € Z*, a relagdo k = ¢, definida por k={sen| (k-{), é uma

relacdo de equivaléncia no conjunto Z dos inteiros.

Expressaremos esta relacio dizendo que k é congruente a { mddulo n, ou k = ¢

(mod n).

63
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Pode ser demonstrado que k = ¢ (mod 1) se, e somente se, k e { possuem o mesmo
resto T quando aplicamos o algoritmo da divisdo euclidiana por n. Isto & consequéncia
do fato de que se o inteiro a é dividido por n, produzindo quociente q e resto T, entdo
a=nq+r, logo a-1=ngq, e portanto a =r (mod n). Como a congruéncia médulo n é
uma relagcdo de equivaléncia, sendo 11 e 1; 0s restos das divisGes de k e £, respectivamente,
por n, se k = { (mod n) entdo vy = r, (mod n), dai n | (ry - r2) e portanto 17 = 13,
pois 0 < 11,7, <n—1. A propriedade reciproca & mais simples: se 1} = 1; entdo 11 = 1,

(mod n), logo k ={ (mod n).

Por esse motivo, cada classe de equivaléncia da relagdo de congruéncia médulo n possui
precisamente um representante no conjunto {0,1,...,n - 1}. Assim, ha n classes de
equivaléncia da relacdo de congruéncia médulo n em Z, sendo elas as classes [1], [2], ...,

[n—1]. O conjunto dessas classes de equivaléncia é denotado por Z,.

O caso n = 12 tem um significado especial na misica, como segue. Medindo os
intervalos em semitons, o conjunto dos intervalos é identificado com o conjunto dos inteiros
7, com um inteiro k correspondente ao intervalo de k semitons, para cima se k for positivo,
para baixo se k for negativo. Com esta identificacdo, a equivaléncia médulo 12 n3o é mais
do que a identificacdo de oitavas: Dois intervalos k semitons e { semitons sdo equivalentes
moédulo oitava se, e somente se, k = { (mod 12). Assim, cada classe de equivaléncia de
intervalos contém um intervalo Gnico de r semitons com 0 <1< 12 (i.e., um intervalo ndo
negativo menor do que uma oitava), e este T & obtido como o resto no algoritmo da divisdo

por n=12.

Por exemplo, o intervalo de uma nona, que é de 14 semitons, é equivalente ao intervalo
de um passo, 2 semitons, pois 14 =2 (mod 12). Analogamente, verifica-se que descer uma

quarta é equivalente a subir uma quinta, pois -5 =7 (mod 12).

Em alguns contextos quando falamos de intervalos musicais, de fato estamos falando
de classes de intervalos médulo oitava, das quais existem doze. Nés tentaremos fazer esta
distingdo clara em todos os momentos. Notemos que ha uma classe de intervalos bem
definida entre qualquer par ordenado de classes de notas, que pode ser representada de
modo Gnico por um intervalo n3o negativo inferior a uma oitava. Por exemplo, o intervalo

de E' a B & representado por 8 semitons, ou uma sexta menor.



Acordes maiores 65

4.3 Acordes maiores

O primeiro acorde que vamos considerar é o acorde maior, que consiste em uma nota
soando simultaneamente com as notas que estdo uma terca maior e uma quinta acima da

nota dada. Abaixo estdo alguns exemplos de acordes:

by pra

A nota do acorde maior que tem notas de acordes situadas em uma terca maior € uma
quinta acima é chamada de raiz. As duas notas subsequentes sdo chamadas de a terceira
e a quinta, respectivamente. Assim, no exemplo do meio acima, a raiz do acorde maior é
F, a terceira é A e a quinta é C . Em geral, os acordes s3o definidos pelas classes de notas
(e intervalos modulares) que eles empregam. Assim, qualquer das notas de um acorde
pode ser deslocada e/ou dobrada pelo intervalo de uma ou mais oitavas. Dai as seguintes

variagdes sdo também acordes maiores:

° P :

4.4 Vocalizacao

O termo vocalizagdo é usado para denotar a maneira particular como um acorde é
escrito, isto &, as notas especificas, em oposicdo as classes de notas, que sdo escolhidas.
Observe que a raiz ndo precisa ser a nota inferior. No modo de expressdo mais a direita
na figura anterior, a nota mais baixa & a quinta do acorde maior. Mas observe que,
independentemente da expressdo, ndo hd nenhuma ambiguidade sobre qual nota é a raiz,
terceira, ou quinta de um acorde maior. Isto porque, assim como a escala padrdo, a
sequéncia de intervalos modulares (4,3,5) (medida em semitons por elementos de Zi;)

entre classes de notas sucessivas compreendendo o acorde maior,

4 30 . 5 .
raiz —> terca — quinta — (raiz)
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tem a propriedade de que nenhuma permutacio ciclica ndo-trivial da sequéncia da a mesma

sequéncia, ou seja, ndo tem simetrias ciclicas ndo-triviais.

4.5 Acordes menores

O acorde menor é definido pela sequéncia de intervalos modulares (3,4,5). Assim,
consiste em uma raiz juntamente com as notas que estdo uma terca menor e uma quinta,
modulo oitava, acima da raiz. Tal como acontece com os acordes maiores, os dois tons

sucessivos sdo chamados terceira e quinta,
.3 4 . 5 :
raiz — terca — quinta — (raiz)

e novamente a raiz, terceira e quinta sdo determinadas unicamente pela sequéncia de

intervalos modulares. Aqui estdo alguns acordes menores:

Fio N

4.6 Triades

Os acordes que contém exatamente trés notas, modulo oitava, sdo chamados triades.
Os acordes maior e menor sdo exemplos. As triades tém sido uma parte fundamental da
harmonia na masica ocidental desde o século 17. O termo triddico é as vezes aplicado a

musica que apresenta principalmente triades.

Para evitar qualquer possivel confusdo entre o acorde maior e outros acordes que contém
o acorde maior (a ser introduzido adiante), muitas vezes nos referimos ao acorde maior como

a triade maior. Da mesma forma, usamos o termo triade menor para o acorde menor.

4.7 Acordes diminuidos e aumentados

Duas outras triades que desempenham papéis significativos na masica ocidental sdo

o acorde diminuido, definido pela sequéncia de intervalos modulares (3,3,6), e o acorde
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aumentado, definido pela sequéncia (4,4,4).

diminuido aumentado

Note que o acorde aumentado, ao contrario de todos os acordes previamente introduzidos,
n3o tem raiz discernivel. Qualquer permutacdo ciclica da sua sequéncia de intervalos da a

mesma sequéncia.

4.8 Acorde em sétima

Introduzimos agora alguns acordes importantes de quatro notas. O primeiro é o acorde
em sétima, definido pela sequéncia de intervalos (4,3,3,2). As notas sdo chamadas raiz,

terceira, quinta e sétima, respectivamente,
.4 3 . 3 " 2 :
raiz > — terca > — quinta > — sétima (> —raiz)

Esta sequéncia ndo tem simetrias ciclicas n3o triviais, dai a raiz, a terceira, a quinta e

sétima s3o distinguiveis. Alguns exemplos s3o:

P —

£ |

70+

y SN L
[ fon W {2 D 51
D <D P S
oJ oJ o

‘ Dl

Observe que este acorde contém o acorde maior com a mesma raiz, terceira e quinta.
Mais tarde diremos um pouco sobre o papel desta regra de acordes no desenvolvimento da

harmonia ocidental e os obstaculos de afinacio associados a isto.

4.9 Acorde menor em sétima

Outro acorde de quatro notas a ser introduzido aqui € o menor em sétima, definido pela
sequéncia (3,4,3,2), que ndo admite simetrias ciclicas n3o-triviais. Suas notas também

sdo chamadas de raiz, terceira, quinta e sétima. Aqui estdo alguns exemplos:
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F a—

v

29
P

[ fan )
O

©

§’T
S&
3%
| %

e

O acorde de sétima menor contém o acorde menor com a mesma raiz, terceira e quinta.

4.10 Acorde em sétima maior

Uma variacdo um tanto dissonante & o acorde sétima maior, que tem a sequéncia
(4,3,4,1). Ele também n&o admite simetrias ciclicas n&o triviais. Observe que ele, como
o acorde em sétima, contém a triade maior, sendo a diferenca que o intervalo da quinta a

sétima é uma terca maior ao invés de uma terca menor.

C€;><>

Ehrm =

Este tipo de harmonia tornou-se popular no século 20, e &€ um dos sons caracteristicos

do "smooth jazz". A dissonancia surge com o intervalo de semitons entre a classe de notas

da sétima e a da raiz.

4.11 Sétima diminuto

O acorde em sétima diminuto, ou o acorde inteiramente diminuto é definido pela sequén-
cia de intervalos modulares (3,3,3,3). Tal como o acorde aumentado, cada permutagéo

ciclica de sua sequéncia resulta na mesma sequéncia, entdo ele também n3o tem nenhuma

raiz discernivel. Aqui estdo dois exemplos:

#

AN D
ARV
J 8

Cé;><)
Yool

Este acorde transmite uma sensacdo de tensdo ou instabilidade. Resolve-se muitas vezes
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a um acorde mais consonante, como uma triade maior ou menor.

4.12 Sétima meio-diminuto

O acorde sétima meio-diminuto, & definido pela sequéncia de intervalos modulares
(3,3,4,2). Possui uma raiz discernivel, ndo possui permuta¢des ciclicas ndo-triviais. Exem-

plos:

T

Sa

N

Este acorde também tem uma aura um tanto instavel e sugere a necessidade de reso-

lugdo. Como a sétima, muitas vezes se resolve em torno do circulo de quintos.

4.13 Etiquetagem de acordes

Os acordes s3o frequentemente rotulados e/ou denotados por identificagdo pela raiz se-
guido de um sufixo que indica o tipo de acorde. As raizes podem ser rotuladas identificando-
se uma classe de nota especifica, como D ou B*, ou um tom de escala. No @ltimo caso, o
tom de escala é indicado por um ntimeral romano, possivelmente precedido por f ou b, tal

como #III ou b VI. Para isso, o modo apropriado deve ser incorporado.

Existem varias convencdes para escrever o sufixo que indica o tipo de acorde. Iremos

aderir as seguintes notacdes para estes sufixos:

e triade maior: sem sufixo
e triade menor: m

e aumentado: aum ou *
e diminuto: dim ou ©

e sétima: /

e sétima menor: m’

e sétima maior: M7
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e sétima diminuto: %7

e sétima meio-diminuto: 27

Por exemplo, uma triade maior cuja raiz € C é denotada por C. Na tonalidade de F
maior, seria denotado por V. Na tonalidade de A menor, seria denotado por III. O acorde
em sétima menor cuja raiz € F! é denotado Fim’. Na tonalidade de D maior, seria I1Im’.
Na tonalidade de G menor, seria denotado por § VIIm’. Frequentemente rotulamos acordes
aumentados ou diminuidos em sétima, que n3o possuem raiz discernivel, declarando a raiz

como sendo a nota mais baixa em sua vocalizag3o.

Aqui estdo alguns acordes rotulados de acordo com a classe de nota da raiz.

= e mEs

Dm E’ C aum B'm’

QGS’%

Abaixo est3o alguns acordes rotulados de acordo com a raiz. Aqui assumimos o modo

= (B

vm/ [ dim \% VIl

maior (loniano).

e I—

4l

Um capitulo posterior apresentara razdes matematicas pelas quais certos acordes pare-
cem possuir uma qualidade “harmoniosa”, ou consonante, enquanto outros tém um efeito

“chocante”’, ou dissonante.

4.14 Etiquetagem alternativa de acordes

Outro método bastante comum de rotulacdo de acordes usa letras maitsculas e mints-

culas, e nimeros, para indicar se a terceira do acorde € maior ou menor, respectivamente.

Assim, um acorde em sétima menor enraizado em B’ seria denotado b*” e uma triade

. N, . .
menor enraizada na escala de tom 4 é escrita iv.



Solfejo (spelling) de acordes 71

Todos os outros sufixos sdo os mesmos, geralmente escolhendo a segunda alternativa
das listadas acima para as triades diminuidas e aumentadas. Assim, a triade diminuida em

A . .o
2 é escrita ii°.

4.15 Solfejo (spelling) de acordes

Como observamos no Capitulo 1, o uso de acidentes permite qualquer nota de teclado
ser escrita por mais de uma maneira. Por exemplo, At produz a mesma altura que B’, assim
como G e A’". Na notagdo musical, o termo “solfejo” (quase sindnimo de soletramento)
refere-se a escolha dessa representacio para uma nota dada, ou para as notas em um acorde
dado. Os masicos preferem, em geral, que na misica escrita haja certas regras no solfejo

dos acordes.

Para explicar o solfejo correto dos acordes, vamos adotar o termo notas solfejadas para
se referir a uma nota ou classe nota como denotada. Notas solfejadas, ent3o, diferenciam
diferentes solfejos de notas diferentes que sdo harmonicamente iguais; Assim A! é uma

classe de nota solfejada diferentemente de B’.

Além disso, para qualquer nota (classe) solfejada, definimos a sua nota subjacente
inalterada (classe) como sendo a classe obtida por remo¢do dos acidentes da nota, na
tonalidade padrdo. Assim, na chave de C maior, A é a classe de nota subjacente inalterada
de A!; Na tonalidade de B menor, C! é a classe de nota subjacente inalterada de C!.
Obviamente, a nota inalterada subjacente, ou classe de nota, sempre estd em um tom de

escala diaténica.

Solfejo correto agora pode ser explicado da seguinte maneira: a terca de um acorde
deve ser solfejada de modo que sua classe de nota subjacente inalterada corresponda a duas
classes de escala de tom acima daquela da raiz; a quinta de um acorde deve ser solfejada de
modo que sua classe de nota inalterada subjacente corresponda a quatro classes de escala
de tom acima daquela da raiz; e a sétima de um acorde deve ser solfejada de modo que
sua classe de nota inalterada subjacente corresponda a seis classes de escala de tom acima

daquela da raiz.

Como um exemplo, se a raiz de um acorde maior é solfejada como Cf, ent3o sua terca
deve ser solfejada como Ef, ndo F. Abaixo estdo dois exemplos de acordes mal solfejados

seguidos pelo mesmo acorde harménico com solfejo correto.
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Observa-se que no primeiro exemplo (D) a terca é mal solfejada e no segundo exemplo

(bIII”) ambas a quinta e a sétima sdo mal solfejadas.

D mal solfejado D bITI7 mal solfejado pIIT7

Solfejo correto muitas vezes requer o uso de beméis duplos, sustenidos duplos e no-
tas ndo-diatdnicas que possuem equivalentes harmonias diaténicas. Consideremos estes

exemplos:

AT 7 5T1P Dy
7 il o%e] V D
uH7 em B maior bIII em A® maior

Para acordes aumentados e de sétima diminuto, cujas raizes ndo podem ser determinadas
apenas a partir das classes das alturas dos acordes, o solfejo correto identificara a raiz. As
regras de solfejo, no entanto, tendem a ser seguidas com menos rigor para esses acordes,
bem como para as triades diminuidas. Observe, por exemplo, que o acorde I dim no exemplo
é mal solfejado. O primeiro exemplo a seguir nos da o solfejo correto de C%. O acorde
do meio, do segundo exemplo d4 o mesmo acorde harmonicamente solfejado como D#%;

Porém em alguns contextos (como o que aparece aqui) este acorde pode ser visto como

EERS

um erro de solfejo de C%7.

o J @

CO7 C7

No exemplo a seguir, o acorde médio, por causa do contexto, provavelmente seria
rotulado como Eaum, embora seja solfejado como Caum (aqui o sustenido aplica-se de

fora a fora, pois ndo ha linha de barra) para permitir que a quinta aumentada seja escrita

diatonicamente como C em vez de Bf.
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Em alguns casos, a masica da um nome diferente a um solfejo alternativo de um acorde.
N3o nos aprofundaremos, mas um exemplo que vem a mente é o sexto acorde aumentado,
que é harmonicamente equivalente a sétima como um sexto aumentado, como no primeiro

acorde do exemplo a seguir.

N3o discutiremos a questdo de quando e por que o acorde pode ser escrito como um
sexta aumentada em vez de acorde em sétima, exceto para dizer que ele aparece em um
papel “dominante”, isto é, quando conduz ao redor do circulo de quintas (veja figura 4.1 a

seguir)!, ele deve ser sempre solfejado como um acorde em sétima.

Finalmente, deve-se admitir que os acordes s3o intencionalmente por vezes solfejados

incorretamente para tornar a voz mais natural e/ou legivel ao vocalista ou instrumentista.

4.16 Progressoes

O “carater’ musical é criado em parte pela maneira como tipos de acordes sio organi-
zados e justapostos em tempo real. O procedimento de um acorde ao préximo é chamado
de progressdo. Uma certa quantidade de satisfacdo musical é obtida meramente a partir
de uma sequéncia de progressdes agradaveis ou cativantes. Certos padrdes sdo comuns,

dando assim clichés musicais que sdo muito familiares para a maioria dos ouvintes.

Um exemplo classico é uma progressdo na qual a raiz se move no sentido anti-horario

ao redor do circulo de quintos, ilustrado acima.

Observe que, a medida que avancamos no sentido horario, as progressdes sobem um
quinto, ou, equivalentemente, médulo oitava, abaixo em um quarto; a medida que avan-
camos no sentido antihorario as progressées sdo um quarto acima, ou uma quinta abaixo.
Nota-se também que cada tom da escala cromatica ocupa uma e apenas uma posicdo de

relégio. Diremos mais sobre isso adiante.

1Como mencionado anteriormente, as ilustraces desta dissertacio, relacionadas a conceitos musicais,

tem como fonte Wright [1].
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Figura 4.1: O Circulo de quintas.
Fonte da ilustragdo: [1].

A progressdo classica do circulo de quintas é aquela em que a raiz de um acorde é uma
quarta acima da raiz do acorde precedente. Em outras palavras, o movimento da raiz vai

no sentido anti-horario, como na sequéncia de progressido no modo maior,
VI’ - IIm - V/ > 1

Muitas vezes, uma melodia sugere os acordes que devem subjazé-la, oferecendo uma
sequéncia de notas que se encontram principalmente dentro de um certo acorde. As ve-
zes esta “harmonia implicita” basica pode ser artisticamente alterada ou aprimorada. Por

exemplo, esta melodia, em F maior:

o)

| A——, | 1 ! ! N @ 1 ]
(A4 > 3 1] 1 || e | I 1 ]
oJ T I [

é confortavelmente acomodada pela sequéncia I - V7 > I (ou F - C” - F), Cada acorde
sustentado ou tocado em arpeggio para um compasso. Todas as notas melddicas estdo
dentro dos respectivos acordes, exceto para o D no segundo compasso, que n3o se encontra

em C7. Mas observa-se que as seguintes harmoniza¢es também funcionam:

[ - IIm - IIIm
[-IV->V
[-pVII=>1
[-pVII-V

cada uma dando a passagem uma personalidade diferente.
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Em mdsica, geralmente pensa-se em um intervalo como a “distancia” entre duas alturas.
o intervalo mais basico é a oitava. Se alguém ouvir as alturas 440Hz(A4) e 880Hz,
reconhecera a altima como sendo uma oitava acima do primeira, portanto 880 Hz é A5. O
tom 220 é uma oitava abaixo de A4, portanto é Az. A diferenca entre as frequéncias de
Az e Ay éde 220, enquanto a diferenca entre as frequéncias de A4 e As é 440, contudo os
intervalos s3o os mesmos menos uma oitava. Isso reflete o fato de que a oitava corresponde
a um fator de 2, e que um intervalo n3o deve estar associado a diferenca entre as duas

frequéncias, mas sim a razdo entre as duas frequéncias.

5.1 A relacdo de equivaléncia de razoes

Considere a relagdo no conjunto dos pares ordenados de R* (isto &, o conjunto
(R* x R* = (R*)?, na qual dois pares (a,b) e (a’,b’) estdo relacionados se as razdes
de suas coordenadas forem iguais, ou seja, se § = g—:, o que equivale a dizer a’b = ab’. E
facil verificar que isto define uma relacdo de equivaléncia em (R*)%. Denotamos a classe
de equivaléncia de (a,b) € (R*)% por (a:b), ou as vezes apenas a : b, e a chamamos de
razdo de a por b. Observamos, por exemplo, que (2:3) = (4:6) = (5 : 3). Denotando o

conjunto quociente da relacdo, ou seja o conjunto das classes de equivaléncia por (R* : R*),

vemos que a fungio:

@ : (R*:R*) > R* definida por ¢((a:b)) = (5.1)

o'l e

esta bem-definida, e que é bijetora.
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5.2 A razao associada a um intervalo

Como identificamos o conjunto R* com o conjunto de alturas, ou frequéncias, a relacio
de equivaléncia definida acima se aplica a pares de notas (f3,f;), colocando tal par numa
classe de equivaléncia f;, : f;, que esta associada através de ¢ ao namero real = % que
também chamamos de razdo de f, para f;. Este namero r € uma medida do intervalo da
altura f; a altura f,. Iremos nos referir a v e a classe correspondente f; : f; como o intervalo,
ou razdo de intervalo, determinado pelas frequéncias f; e ;. Assim, cada v € R* did um
anico intervalo. Um exercicio esclarecedor € ouvir os intervalos determinados por varias
razdes T, tais como 3, 3/2, V2, 0,7 e mesmo nimeros transcendentes 7t ~ 3, 1415926535
ee~2,718281828.

5.3 Orientacao de intervalos

Os intervalos possuem uma orientac3o para cima ou para baixo. Dizemos que o intervalo
dado por alturas (fz,f;) (que lemos como o intervalo de f; para f;) € orientado para cima
se f, > f; e para baixo se f; < f;. Como estamos em R*, no primeiro caso temos % > 1

f : : ~ ) :
e no segundo caso 7 < 1. Assim, os intervalos ascendentes s3o dados pelos nimeros reais
X que sdo maiores do que 1, ja os intervalos descendentes sdo dados pelos nimeros reais

positivos X que sdo menores que 1.

Conjunto de intervalos descendentes = {x e R |0 <x < 1} =(0,1)

Conjunto de intervalos ascendentes = {x e R| 1 <x} = (1, 00)

O intervalo criado quando f; = f, serd aqui chamado de intervalo unissono. Isto é
dado pela razdo f: f (para qualquer f € R*), que corresponde, via @, ao nimero 1. Cada
intervalo f, : f; tem um dnico intervalo oposto, dado pela razdo f; : f,. E o intervalo
que tem a mesma “distancia’ na direcdo oposta: se f, : f; & ascendente entdo f; : f; é
descendente, e vice-versa. Se T ¢ R* & o nimero real de um intervalo, ent3o seu intervalo
oposto tem razdo v~!. Se a orientacdo de um intervalo n3o for indicada, sera assumido que
significa um intervalo ascendente. Por exemplo, se dissermos “o intervalo de uma quarta”

sera tomado para significar “o intervalo ascendente de uma quarta”.
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5.4 Multiplicatividade

Observemos que os intervalos tém as seguintes propriedades multiplicativas:

Se X representa o intervalo f; : f1 e x; o intervalo f3 : f;, entdo x;x; representa o
ff3 13
fif, fi

Assim, o resultado de justapor dois intervalos, isto é, seguir um intervalo por outro, é

intervalo f3 : f;. Isto é 6bvio, pois x1x; =

dado pela multiplicacdo dos dois nimeros reais correspondentes.

5.5 Medicoes multiplicativas e aditivas

A medicdo de intervalos por razdo é chamada multiplicativa, por causa da propriedade
declarada acima. As medicdes usuais de intervalos, como semitons, passos ou oitavas, sdo
chamadas aditivas porque quando nés justapomos dois intervalos pensamos em adicionar
ou subtrair. Por exemplo, dizemos que 2 semitons mais 3 semitons s3o iguais a 5 semitons;
uma quinta é uma terca maior mais uma terca menor; um semitom é uma sexta maior
menos uma sexta menor. Mostraremos adiante como esta no¢cdo mais convencional de

intervalo se relaciona a nocdo multiplicativa de um intervalo como uma razio.

5.6 Semitons

O principio da multiplicatividade permite determinar qual namero real da o intervalo
de um semitom. Vamos denotar este namero por s. Uma vez que doze iteracdes desse

intervalo d3o a oitava, que tem razdo 2, devemos ter s'? = 2, que equivale (uma vez que s

é positivo) s = 2/12 = /2.

Se iteramos esse intervalo . vezes para obter n semitons, a razdo sera (2!/12)n = 2n/12,
E natural estender esta férmula de conversdo para um intervalo, medido em semitons, x,

para qualquer x € R*:

O intervalo de x semitons tem razio 2¥/'2. | (5.2)

Isto simplesmente decorre do fato de que (2'/12)n = 2n/12,

Exemplos. O intervalo de uma ter¢a maior (4 semitons) tem a razdo de

2412 22113 = /2 % 1,259921.
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O intervalo de uma terga menor (-3 semitons) tem a razdo de

2-312 =214 = 1//2 % 0,840896.

5.7 Frequéncia das notas de teclado

Se uma nota N tem frequéncia f e um intervalo tem razdo r, a nota que fecha um
intervalo r de N tem frequéncia rf. Dado que A4 é sintonizado a 440 Hz, agora podemos
usar uma calculadora para obter a frequéncia de qualquer outra nota no teclado. Por
exemplo, usando o calculo acima da proporcio da terca maior como 2'/3, calculamos em

hertz a frequéncia f de C!, que se encontra uma terca maior acima de Aj.

%

Como A3 tem uma frequéncia de 220 Hz (sendo uma oitava abaixo de A4) temos

£=220-2"%~277,18

Portanto C} deve ser afinado em 277,18Hz.

5.8 Micro-afinacoes e centésimos

Veremos adiante que a afinacdo matematica envolve intervalos que n3o podem ser
realizados como multiplos inteiros de semitons. O termo micro-afinacio refere-se a sistemas
de afina¢3o que alteram as frequéncias das notas na escala cromatica igualmente temperada,

ou que adicionam novas notas a essa escala.

Para isso, o semitom é dividido em 100 intervalos iguais, a subdivisdo sendo chamada
um centésimo. Assim, 1200 iteracBes desse intervalo ddo uma oitava. O intervalo de um
centésimo é t3o pequeno que é imperceptivel para a maioria de nés. Até o intervalo de
10 centésimos é dificil de se perceber. Portanto, a medicdo de intervalos em centésimos
é suficientemente boa para ser bastante satisfatéria para micro-afinacdo. Os centésimos,

como os semitons e as oitavas, s3o uma medida aditiva dos intervalos.
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5.9 Conversao de centésimos em uma razao

Denotando por ¢ a razdo correspondente a um centésimo, entdo como fizemos com
semitons, temos ¢'?® = 2, ou seja, ¢ = 21/12%0 » 1,0005778. Para qualquer namero x (n3o

necessariamente um inteiro), o intervalo de x centésimos tem a razdo r dada por:

I =X = (21/1200)x _ px/1200

Assim T = 2%/1200 d3 a conversdo de x centésimos para a uma razdo T.

O intervalo de x centésimos tem razdo 2%/1200, (5.3)

Essa relagdo nos permite converter centésimos a uma razdo usando uma calculadora
cientifica. Por exemplo, o intervalo de 17 centésimos corresponde ao nimero 217/1200

1,009868.

5.10 Unidades cromaticas arbitrarias

Suponha que m € um namero inteiro positivo e desejamos dividir a oitava em n subin-
tervalos iguais, que chamaremos de unidades n-cromaticas. O mesmo raciocinio que levou

as férmulas (5.2) e (5.3) nos diz que:

’O intervalo de x unidades n-cromaticas tem razdo 2"/“.‘ (5.4)

5.11 Equivaléncia por oitavas de razoes de interva-

los

Por definicdo, dois intervalos s3o equivalentes médulo oitava se diferirem por um in-
tervalo de n oitavas, para algum n € Z. A diferenca de dois intervalos é o resultado da
justaposicdo do primeiro com o oposto do segundo. Se os intervalos sdo dados pelas razdes
T1 e 17, Esta diferenca é dada pela razdo de intervalos 1, rg‘. O intervalo de n oitavas tem

razdo 2". Assim temos:

Proposicao 1. Duas razdes de intervalo 11 e 1, sdo equivalentes médulo oitava se, e

somente se, existe n € Z tal que Ty = 2™,
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Por exemplo, as razdes de intervalo 41 e 328 s3o equivalentes médulo oitava, pois

41 1
41-32871= ——=_-=273
328 328 8

5.12 Conversao para medidas aditivas

Nés precisaremos eventualmente sermos capazes de converter a medida da razdo de um
intervalo musical para uma medida aditiva como centésimos ou semitons. Suponhamos que

nos é dada uma razdo r para ser convertida em centésimos.

Nesta situacdo devemos resolver em x a equacdo 1 = 2¥/1290  |sso requer tomar loga-
ritmos, um toépico que sera visto e desenvolvido na préxima secdo. A seguinte observacio
nos d4 motivacdo adicional para evocar logaritmos. Se plotarmos alturas em um eixo de
acordo com suas frequéncias, veremos que os intervalos musicais ndo sdo representados

como distancias ao longo do eixo. Por exemplo, as notas A, A3z, Ay e A5 aparecem como:

Ay Az Ay As

110 220 440 880

As distancias no eixo de frequéncias entre A, e A,.1, para varios inteiros n sio dife-
rentes embora os intervalos musicais sejam todos iguais a uma oitava. Isso € um pouco
insatisfatorio, pois estamos acostumados a pensar que dois pares de alturas que representam
o mesmo intervalo como separados pela mesma distancia, que é mais ou menos a situacio
em uma pauta musical, em que a “distancia” vertical entre cada A sucessivo, anotado na

mesma pauta, parece ser o0 mesmo:

© As

Ay
< As
o As

No entanto, se plotarmos as alturas de acordo com os logaritmos de suas frequéncias,
obteremos um resultado mais satisfatério. O logaritmo também nos permitira dar a medida
em semitons de um intervalo expresso como uma razdo r ou dado por uma razdo de duas

frequéncias f; : f.
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5.13 Vibracao de cordas

Sabia-se pelos antigos gregos que a frequéncia de vibracdo de uma corda é inversamente
proporcional ao comprimento da corda, desde que a tensdo na corda e o peso da corda
por unidade de comprimento permanecam as mesmas. Isto diz qual a relagdo entre o

comprimento L e a frequéncia F, que pode ser expressa como:
F=— (5.5)
para algum k € R*.

Alguns instrumentos de cordas, como guitarras, tém trastes para que o comprimento
da corda e, portanto, a altura que soa quando tocada, pode ser alterada no desempenho.
Isto é efetuado com um maior grau de liberdade em instrumentos de cordas que n3o tém
um traste, como violinos, onde o dedo do instrumentista segura a corda firmemente contra

o braco do instrumento, mudando assim o comprimento da porcdo vibratéria dela.

Consideremos como o traste (ou, equivalentemente, a posicdo do dedo, no brago do
instrumento, de um instrumentista em um instrumento sem trastes) pode ser posicionada
para causar uma mudanca de frequéncia. Suponha que a corda tem comprimento L e sua
frequéncia é F. Visualize a corda esticando horizontalmente, e suponha que uma casa esta

posicionada a distancia L’ da, digamos, extremidade direita da corda:

L'=qL

[
0 A

traste

k\(___

Queremos calcular a raz3o de intervalos F/ : F, onde F’ é a frequéncia do segmento de

corda a direita do traste. Este segmento tem comprimento L’, entdo por (5.5) temos:

o (555

que corresponde, através da fun¢do @ definida em (5.1) ao nimero

L (5.7)

F':F)=
¢(F":F) T

,—<|_‘|r—‘|_4

Se L’ é expresso em termos da sua propor¢do para L, isto é, L’ = qL, a fragdo torna-se

r_t. 1
L' qL ¢
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Juntando tudo isso, temos:

e (5.8)

Entdo, suponha que queremos colocar um traste para mover a altura para cima por uma

razdo especificada v > 1. Isto quer dizer que v = % = % por (4.6), portanto
q=1" (5.9)

Exemplo. Suponha que queremos colocar um traste para mover a altura para cima
uma terca maior acima de F. Uma vez que a terca maior tem razdo r = 23, temos
q = (2'3)71 = 2713 ~ 0,7937. A posicdo do traste & (0,7937)L, que esta perto de
(0,8)L = 2L.



6 Logaritmos e Intervalos Musicais

O logaritmo permite converter as razdes em centésimos ou semitons, que s3o as repre-
sentacdes mais naturais dos intervalos. Vamos rever alguns fatos basicos sobre logaritmos.
Na discussdo que segue, b € um namero real tal que b >0 e b # 1, servindo como a base

do logaritmo.

6.1 Expoentes

n termos
—_——~

. L . 1
Seja . um inteiro positivo, entdo b™ é o produto b-b-...-b, b™ = ey e paran>2,

b/ = V/b. Esses fatos, juntamente com a regra dos expoentes
bst — (bs)t

dio significado a b* para todos os nimeros racionais x. Por exemplo, b2/ pode ser
calculado da seguinte maneira
1

- (L ENENARE 1
25 = p D) = (b z)sz(ﬁ) S/ L

6.2 Funcoes exponenciais.

Um conceito do calculo, o limite, fornece uma definicdo de b* para todos os nameros
reais x de tal forma que f(x) = b* seja uma fun¢do continua (o conceito de continuidade
sera discutido no Capitulo 11), seu dominio é o conjunto de nameros reais R e, ja que b > 0

e b £ 1, sua imagem é o conjunto de valores positivos dos nimeros reais R*, de modo que

83
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a func3o exponencial pode ser definida como

f: R — R*
(6.1)

x +— f(x)="b>

A func3o exponencial define uma correspondéncia um-a-um entre os conjuntos R e R*,
pois para b > 1 a func3o é crescente, sendo lim b*=+oco e lim b*=0. Para0O<b<1é
X—>+00 X—>—00

decrescente e os valores dos limites no infinito sdo trocados. O grafico de f(x) = b*, para

b > 1, tem qualitativamente a forma indicada na figura 6.1.

y/\
y=b'
1
/
0 X
Figura 6.1: Grafico de f(x) =b*, b> 1.

O namero b é chamado de base da funco exponencial. Serad sempre um namero real

positivo, € no nosso contexto sera maior do que 1.

6.3 Funcoes Logaritmicas.

Uma vez que a fung¢do f(x) é um-a-um e sobrejetora , ela tem uma fungdo inversa. A
funcdo g(x) = log, x é definida como a fungdo inversa de f(x) = b*, ou seja, f(g(x)) =x,
o que significa que bl°gs* = x e g(f(x)) = x, o que significa que log, (b*) = x. Assim, a

igualdade log, x =y é equivalente a igualdade bY = x.

O dominio da fungdo g (que é a imagem de f) é R*; A imagem de g (que é o dominio

de f) é R. Assim define-se a fun¢do logaritmo de base b,

: R — R
J (6.2)

x — g(x)=log,x
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O grafico de g(x) = log, x obtém-se por reflexdo do grafico de f(x) = b* através da
reta y = x (fendmeno geométrico que ocorre para fungdes reais de variaveis reais f e g
quando uma é inversa da outra). Novamente assumindo b > 1, vemos que g(x) = log, x

é crescente, portanto, um-a-um, cujo grafico tem qualitativamente a forma ilustrada na

figura 6.2.
y/\
+
Z
y=b N
/
/
/
/
/
/
e y = log, x
//
/1 ///
0|~
A X
//
/

Figura 6.2: Graficos de f(x) = b* e g(x) =1log, x, b > 1.

O namero b é chamado de base do logaritmo. Lembrando que b é sempre positivo, e,

no nosso contexto, b > 1.

Se reconhecermos um nimero x como uma poténcia de b entdo podemos dizer ime-
diatamente o valor de log, x. Por exemplo, log;9 = 2 (pois 32 = 9) e log, Vb = 1 (pois

bz = /D).

6.4 Propriedades dos logaritmos.

Em certo sentido, os logaritmos transformam multiplicacdo em adic3o, e é por isso que
eles sdo Gteis na compreensdo da medicdo de intervalos. As propriedades basicas que est3o

subjacentes a isto sdo:

log, xy =log, x +log, y (6.3)

log,, 3 = log, x —log, y (6.4)
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log, xP = p logy, x (6.5)

para quaisquer nimeros reais positivos x e y e qualquer namero real p.
A Propriedade (6.3) deriva da lei dos expoentes bs*t = bsbt como segue:

Sejam s =log, x e t =log,y. Temos entdo b® =x, bt =y, e dai
bs+t — bsbt — Xy

Mas bs*t = xy significa log, xy = s + t, provando (6.3).

6.5 Escala logaritmica para as alturas

A propriedade (6.4) nos garante um resultado satisfatério se plotarmos as alturas em
um eixo correspondente aos logaritmos de suas frequéncias: Pares de alturas que tem
o mesmo intervalo estardo a mesma distancia entre eles no eixo. Supondo que alturas
(ou seja, frequéncias) x e y criam o mesmo intervalo que x’ e y’. Isto significa que a
razdo das frequéncias é a mesma, i.e., x/y = x'/y’. De acordo com (6.4), entdo, temos
log, x — log, y = log, x’ —log, y’, que diz que a distancia entre log, x e log, y é igual a

distancia entre log, x’ e log, y'.
Quando fizemos a plotagem A,, A3, A4 e A5 de acordo com suas frequéncias obtivemos:

Az A3 A4 AS

110 220 440 880

Se, em vez disso, plotarmos essas notas de acordo com o logaritmo de suas frequéncias
descobriremos que eles estdo igualmente espacados. Por exemplo, escolhendo b = 10,

obtemos:

A A3 Ay As

Il 1 1 1

logm 110 logm 220 log]o 440 log]o 880
~ 2,041 ~ 2,342 ~ 2,643 ~ 2,944



Bases diferentes 87

6.6 Bases diferentes

Vamos precisar comparar logaritmos de diferentes bases. Se a é outro niamero positivo

diferente de 1, temos a seguinte relagdo entre log, x e log, x:

log, x = (6.6)

Isto é estabelecido como segue. Sejam u = log,x, v = log, x, e w = log, b. Entdo
a* =x, b¥=x e a” =b. As duas dltimas equa¢des nos ddo que x = (a™)” = a™ Isto

estabelece que wv =log, x = u da qual (6.6) é imediata.

O resultado é que as fungdes log, x e log,x sdo proporcionais como fun¢des, com

constante de proporcionalidade 1/log,b.

Por exemplo, se compararmos os graficos de g(x) = log;x e h(x) = log;x vemos
que este Gltimo é obtido pelo “esticamento” do primeiro verticalmente por um fator de

log; 6 ~ 1,631.

6.7 Calculo usando o logaritmo natural

Os cientistas preferem o logaritmo natural, que tem como base o niimero transcendente
e, aproximado por 2,71828. Este nimero e o logaritmo que tem ele como base s3o alta-
mente significativos na matematica, por razdes que n3o serdo explicadas aqui. E comum
denotar log,x por Inx. Qualquer calculadora que tenha In como uma fungdo fornecida
pode ser usada para calcular qualquer logaritmo, usando (6.6). Definindo a = e a férmula

fica:

log, x = — (6.7)

Da mesma forma, pode-se calcular qualquer logaritmo usando log;,, que é fornecido

por muitas calculadoras.
6.8 Convertendo intervalos de medicao multiplica-
tivo para medicao aditiva

Suponha que queremos que o intervalo de oitava aparegca como uma distancia 1 no

eixo logaritmico. Se duas frequéncias x e y sdo uma oitava separadas, x sendo a maior
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frequéncia, entdo sabemos que x/y = 2. Necessitamos, entdo que ocorra
1 =logy, x - log, y = log, (x/y) = log;, 2

Mas log, 2 = 1 significa b' = 2, isto &, b = 2. Portanto 2 & a nossa base desejada.

Voltando a um problema apresentado na altima secio, suponhamos que temos um inter-
valo musical representado como uma raz3o r e queremos converté-la em uma das medidas
padrdo para intervalos tais como oitavas, tons, semitons ou centésimos. Observamos que se
x € a medida do intervalo em centésimos, entdo 1 = 2¥/1200, Aplicando a funcio log, a am-
bos os lados desta equacdo resulta em log, r = log, (2¥/12%0) = x/1200, i.e., x = 12001og, T.

Portanto:

A razdo de intervalos r € medida em centésimos por 12001og, r. (6.8)

Um raciocinio semelhante nos mostra que:

A razdo de intervalos r € medida em semitons por 12log, . (6.9)

e que:

A razdo de intervalos r € medida em oitavas por log, 1. (6.10)

Usando (6.6) podemos fazer essas conversdes usando qualquer base. Por exemplo, se
a nossa calculadora fornece apenas o logaritmo natural, apelamos a (6.7) para fazer a

conversdo avaliando x = 12001og, r como

Inr

Observa-se que se v € menor que 1, entdo Inr < 0, portanto, a medida x em centésimos
é negativa. lIsso é l6gico, pois se T é o intervalo da frequéncia f; a frequéncia f, temos
T =f,/f; < 1. Isto diz que f, &€ menor que f;, de modo que o intervalo em centésimos é

dado por um ndamero negativo.

Observamos que as conversdes em (6.8) e (6.9) podem ser expressas como logy, 1 para
uma base apropriada b. Por exemplo, se queremos expressar a razdo r como x semitons,

temos
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Exemplo. Vamos medir, em centésimos, o intervalo dado pela razdo 3/2 e encontrar o
intervalo cromatico que melhor se aproxima desse intervalo. Se x é a medida em centésimos,

temos

X = 1ZOO(M)

In2
In3-1n2 .
=1200 (T) (deVIdO a 64)
In3
=1200( — -1
(an )
~ 701,955 (usando-se uma calculadora)

Assim, a razdo 3/2 é muito préxima de 702 centésimos. Uma quinta é de 700 centésimos
(o mesmo que 7 semitons), entdo nosso intervalo é 2 centésimos maior que uma quinta.

Uma quinta é o intervalo croméatico que da a melhor aproximag3o.
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Como vimos, o intervalo de uma oitava é dado por uma razido de dois para um de

frequéncias.

Duas alturas separadas por uma oitava, tocadas simultaneamente, apresentam ao ouvido
um padrdo de dois-para-um, que o cérebro reconhece facilmente como uma consonancia
agradavel. Portanto, é facil entender o que levou a musica ocidental, bem como outras

tradicdes musicais, abracarem a oitava e incorporar oitavas em sua notacao.

O que n3o é tdo aparente, é o que levou a subdivisdo da oitava em doze intervalos iguais,
um costume que é menos universal, e que sé foi aceito nos altimos 200 anos. E natural
perguntarmos se a subdivisdo da oitava em 12 intervalos iguais é puramente arbitraria, ou
se algum fendmeno natural levou a masica ocidental em direcdo a essa pratica. Isso sera

discutido mais tarde.

Enquanto isso, podemos explorar o som de uma escala cromatica que igualmente divide
a oitava de forma diferente. Por exemplo, podemos querer projetar e ouvir uma escala

cromatica que divide a oitava em 19, 10 ou 5 intervalos iguais.

7.1 Escalas cromaticas nao padronizadas

Se obtemos uma unidade cromatica dividindo a oitava em n intervalos iguais, em que n

oL . : : . ;AL . L.
um inteiro positivo, esta unidade medida como uma razdo é 2», e medida em centésimos

D~

1200/n. Nos referiremos a escala cromatica resultante como a escala n-cromatica e o

[ON

menor intervalo cromatico (= + oitavas) como a unidade n-cromatica. Assim, a unidade
12-cromatica é o semitom habitual. A unidade n-cromatica é medida em centésimos por

1200/n e tem razdo de intervalo /2.

91
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7.2 Desafinando

Muitos sintetizadores permitem que notas da escala cromatica sejam desafinadas indi-
vidualmente em centésimos, e esta caracteristica permitira vivenciar o som de tais escalas

cromaticas ndo padronizadas em que n < 12.

Se escolhemos n =4 o menor intervalo serd 1200/4 = 300 centésimos, que é a terceira
menor do teclado. Assim a escala pode ser tocada em um teclado sem desafinagdo. Por
exemplo, em G tocariamos G,Bb,D b, e E. Para n =3 o menor intervalo cromatico seria

a terca maior, e para n = 6 seria o tom (inteiro).

Se escolhemos n =5, algum desafinamento é necessario. Poderiamos desafinar as notas
A, B, C, D de forma que as cinco teclas G, A, B, C, D reproduzam a escala cromatica
de cinco notas. O intervalo em centésimos seria 1200/5 = 240. Precisamos do intervalo
entre G e A sendo 240. O intervalo padrdo é um tom, ou 200 centésimos, assim A deve
ser desafinada para cima por 40 centésimos. B deve ser de 240 centésimos acima do A
desafinado, assim B deve ser desafinada para cima por 80 centésimos. C, que por padrio
(default) & apenas 100 centésimos acima do padrdo B, tera de ser desafinada para cima
por 220 centésimos. Desafinando D para cima em 260 centésimos completa-se a tarefa.
Com isso realizado, e usando somente estas cinco notas, nés podemos escutar o som da
escala cromatica de cinco notas e experimentar com melodia e harmonia nesse ambiente

de afinaco.

7.3 Intervalos geradores

Agora daremos uma breve prévia de um tépico que sera reintroduzido e desenvolvido
nos capitulos 8 e 9. Para um namero inteiro positivo fixado n, os intervalos geradores sdo
aqueles intervalos n-cromaticos modulares I para o quais todos os intervalos n-cromaticos

modulares possam serem expressos como iteracdes de 1.

Veremos mais adiante que os intervalos geradores correspondem aqueles [m] € Z,
que sdo geradores do grupo aditivo Z,, o que, sera mostrado, é equivalente dizer que
mdc(m,n) = 1. Aqui, mdc(m,n) denota o méaximo divisor comum de m e n, a ser
discutido no capitulo 9. E definido, como o préprio nome diz, como o maior inteiro que &

divisor de ambos m e n. Os matematicos definem separadamente mdc(0,0) = 0.
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Dois nimeros m e m sdo chamados relativamente primos, ou primos entre si, se
mdc(m,n) = 1. Na Teoria dos Nameros, a fungcdo fi de Euler, ¢ é definida como a
funcdo ¢:Z*+ — 7Z*, que associa cada inteiro positivo n ao niamero de inteiros positivos m

satisfazendo m <n e mdc(m,n) =1.

Assim ¢(n) também conta o nimero de intervalos geradores na n-escala igualmente
temperada. Para qualquer tal I o “circulo” baseado em I (o significado disso ficara claro

no exemplo abaixo) contém todos os intervalos na escala cromatica.

Exemplo. Considere o caso n = 14. Os nameros 1, 3, 5, 9, 11 e 13 s3o os inteiros
positivos, menores que 14, e que s&o relativamente primos com 14, assim ¢(14) = 6. Estes
seis nameros, médulo 14, d3o os seis intervalos geradores na escala 14-cromatica. Para o

intervalo I correspondente a [5], seu circulo de intervalos é o da figura 7.1.

Figura 7.1: Circulo de intervalos do intervalo I correspondente a [5].

Fonte da ilustracdo: [1].

7.4 Aproximando intervalos de teclado padrao

Determinemos qu&o préximo alguns dos intervalos padrio da escala 12-cromatica padréo
podem ser aproximados usando a escala 14-cromética. Claramente o tritom é precisamente

7 unidades cromaticas na escala 14, sendo metade de uma oitava.

Mais geralmente, £ semitons pode ser calculado por:

¢ semitons ={- 14_unidades 14.1—cromat|cas = Z(’, unidades 14-cromaticas
12 semitons 6

Por exemplo, o intervalo do teclado de uma quarta, sendo 5 semitons, é %-5 = ?5 ~ 5,833

unidades 14-cromaticas. Por isso & melhor aproximado na escala 14 por 6 unidades. Agora,
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como a unidade cromatica é 1/14-ésimos de uma oitava, é medida em centésimos por
1200/14 ~ 85,714. Portanto 6 unidades é 6-(1200/14) ~ 514,29 centésimos, que & 14,29

centésimos maior do que uma quarta.

Para calcular uma raz3o r em unidades 14-cromaticas, raciocinamos como segue:

A unidade 14-cromatica tem razdo 27 = V2. Se x & a medida de r em unidades

14-cromaticas, entdo 1 = ( V/2)* = 2¥/14. Resolvendo em x usando logaritmos, temos

Inr
=14-1 =14. —
X og,T 2

Por exemplo, a razdo 0,75 é 141n(0,75)/1n2 ~ -5,81 unidades cromaticas (isto é, 5,81

unidades para baixo).

7.5 Musica de doze tons

Nos anos 1920, Arnold Schoenberg (1874-1951) comegou a desenvolver a técnica de
composicido de doze tons, um método que é fortemente baseado na subdivisdo da oitava
em 12 unidades iguais. Foi continuado por Anton Webern (1883-1945), Alban Berg (1885-
1935), e Milton Babbitt (1916-2011). Aqui a consonancia é largamente abandonada em
favor da combinatéria. Isso representa um tipo de misica serial, que constréi musica a

partir de conjuntos das classes de notas.

Uma composicdo de doze tons é baseada em uma tabela de linhas, que é uma matriz

12 por 12, com as seguintes propriedades:

e Cada entrada é uma das 12 classes de notas, médulo oitava.
e Cada linha e cada coluna contém cada classe de nota precisamente uma vez.

e Todas as entradas sdo obtidas da linha superior, chamada linha original, ou linha

prima, como se segue.

— A coluna mais a esquerda é a inversjo da linha superior. Isto quer dizer que
o intervalo (médulo oitava) da classe de notas superior esquerda a n-ésima
entrada na coluna da esquerda é o oposto do intervalo da classe de nota superior

esquerda a n-ésima entrada na linha superior.

— As linhas subsequentes s3o transposicées da linha superior. Elas sdo preenchidas

comecando com a entrada esquerda que foi definida anteriormente e transpondo
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a primeira linha, de modo que o intervalo de entrada 1 & entrada m na n-ésima

linha € o mesmo que o intervalo da entrada 1 a entrada m na primeira linha.

Quando terminamos, as colunas serdo transposicdes da inversdo da linha original, ou,
de forma equivalente, inversdes das varias transposicdes da linha original. A raz3o para
este resultado é bastante 6bvia, mas veremos exatamente por que isso acontece quando

fizermos a conexdo com a aritmética modular no préximo capitulo.

O namero de linhas originais possiveis € 12! = 12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
=479 001600, um namero enorme o suficiente para tornar as possibilidades aparentemente

infinitas. Como exemplo, considere esta sequéncia de classes de 12 notas:

£
£ " » T ——
w 1 2 ’

il k .
E G F* A G C F D D¢ C* B B

O solfejo de notas em musica de doze tons geralmente consiste em uma mistura de
sustenidos e bemdis com nenhum padrdo aparente. Observe acima que o sustenido é
usado quatro vezes e o bemol uma vez. Como cada uma das 12 classes de notas aparece
exatamente uma vez, esta se qualifica como uma linha original (superior), que gera o quadro

de linhas da tabela 7.1.

O objetivo da composicdo de doze tons é criar uma composicdo musical que usa as
sequéncias de classes de nota encontradas nas linhas e/ou colunas, ou tomando suas retré-
gradas, que invertem a ordem das sequéncias. As retrégradas sdo obtidas lendo as linhas

da direita para a esquerda ou as colunas de baixo para cima.

Este exemplo, tomado de [3] (apud [1]), é baseado no quadro de linhas acima.

n N —
', S ——— 7 - 7~ ¥
'\9 A Lé-D T ‘VI 1
J e
- e o fe bo b
I

Observe que a sequéncia de notas na clave de fa é a linha original, a linha superior na

clave de sol é a retrégrada da linha original e a linha de fundo na chave de sol é a segunda
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Tabela 7.1: Exemplo de tabela de linhas para composicdes de 12 tons.

E|G H|A|GH C|F |D|Dt|CtH| B |B"
ct/e |Dt{ | F|]A|D|B|C|B |G| G
D/ F|E|G|FH |B D] C|C| B |A]|GH

D|Ct] E|DH G| C|A|B |GH] FF | F
c|/Dt{D|F|E|GHCHB|B|A|G]|H
Gt|B|B|Ct| C|E|A|FM |G| F | DD
Dt | F | GH G| B|E|Ct|D|C|B|A
FlA|GH B |B|D|G|]E|F |DHCtH]C
F|GH G |B|A|C D E | D] C|B

Bt | A Dt GH| F | F D | Ct
A|lC|B|D|C|F |B|G|GH F |E|Dt
Bp|Ct| C|DtH D | H|B|GHA|] G| F|E

coluna do gréafico de linhas, que é transposicdo da inversio. As sequéncias do quadro de
linhas s3o aplicadas horizontalmente na misica, muitas vezes produzindo o efeito de acordes

dissonantes.

Uma vez que ha pouca sensacdo de centro tonal, a musica de doze tons é frequente-
mente escrita na chave de C. O solfejo pode ser diferente do que aparece no quadro de
linhas (observe o A?, em vez de G|}, no exemplo acima), e eles podem mudar durante a

composicao.

As vezes as notas de uma sequéncia sdo montadas na forma vertical. Considere a

seguinte linha original.

o) |
i ——
QJ T

C A D F A C E F B B G F

O exemplo a seguir, novamente tomado de [3] (apud [1]), emprega essa linha usando

verticalmente grupos de classes de notas.
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8 ldentificacao de Oitavas e

Aritmética Modular

8.1 Identificacido de oitavas

Como observamos anteriormente, a notacdo musical frequentemente, de forma implicita,
iguala notas que diferem por um intervalo de m oitavas, em que m é um namero inteiro.
Neste cenario, a escala cromatica contém todas as notas da notacdo musical padrdo, das

quais ha doze. Partindo de C, nés podemos enumera-las de 0 a 11 da seguinte forma:

(0) C
(1) Ct=D¢
(2) D
(3) Dt = E*
(4) E
(5) F
(6) Fi =G
(7) G
(8) Gt=A
(9) A
(10) At =B

99



100 Identificacdo de Oitavas e Aritmética Modular

(11) B

Claro que existem outras representacdes enarmonicas das classes de notas listadas acima,

tais como F=Et e A = Bb?,

Da mesma forma, identificamos intervalos que diferem em m oitavas, para algum inteiro
m. Nessa perspectiva, subir uma oitava é o mesmo que o intervalo identidade. Dai o
intervalo de uma quarta seguido pelo intervalo de uma quinta, produz o intervalo unissono.
Do mesmo modo subir duas quintas € o mesmo que subir um tom. Desta forma, os intervalos
criados entre as notas na escala cromatica (isto &, aqueles que podem ser medidos como
maltiplos inteiros de um semitom) s&o parametrizados pelo grupo aditivo modular Z;; e
iterar intervalos resulta em adicionar ou subtrair neste sistema algébrico. Vamos agora

investigar este fendmeno.

8.2 Variacoes sobre o Principio da Boa Ordem

Em breve daremos uma prova que ird apelar para o Principio da Boa Ordem, que
tomaremos como um axioma. Enunciamos quatro formula¢des diferentes desse principio,
que sdo facilmente vistas como equivalentes. A primeira é precisamente como foi dito no
Capitulo 2. Na segunda formulagdo Z~ denota o conjunto de niimeros inteiros estritamente

negativos.

Um namero real y é chamado de limite inferior de um conjunto n&o vazio T, de nimeros
reais, se Y <t para todo t € T. Dizemos que, neste caso, T é limitado inferiormente (por
y). Se adicionalmente y € T, y é chamado de minimo de T. Analogamente, definem-se os
conceitos de limite superior, conjunto limitado superiormente, e maximo de um subconjunto

S dos niimeros reais.

As "variacdes’ equivalentes do Principio da Boa Ordem(PBO) que enunciaremos s3o as

seguintes.

PBO.1 Qualquer subconjunto nio vazio de Z* possui um menor elemento, ou seja,

um elemento minimo.

PBO.2 Qualquer subconjunto ndo vazio de Z~ tem um maior elemento, ou seja, um

elemento maximo
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PBO.3 Qualquer subconjunto ndo vazio de Z que seja limitado inferiormente tem

um menor elemento.

PBO.4 Qualquer subconjunto n3o vazio de Z que seja limitado superiormente tem

um maior elemento.

8.3 Algoritmo da divisdao generalizado

Agora, apresentamos uma versdo mais geral do Algoritmo de Divisdo do que a apre-
sentada no capitulo 1. Nessa generalizacdo permitimos que o “dividendo” x seja qualquer

namero real em vez de ser apenas um inteiro.

Proposigao 8.1 (Algoritmo da divisdo generalizado). Dados m € Z* e x € R existem q € Z
ereR com

O<r<m (1)
de tal modo que
X=qm+r (2)

Os elementos q € 7Z e r € R sdo determinados de forma inica por (1) e (2).

Demonstracdo. Consideremos o conjunto S ={{eZ |fm <x} cZ.

Sendo m inteiro positivo, a condi¢do {m < x € equivalente a { < >, e entdo temos que

x/m & um limite superior para S.

Por PBO.4, S tem um maior elemento q. Devemos ter q + 1 ¢ S, pela maximalidade
de q e, portanto, temos

qgm<x<(q+1T)m=gqm+m (3)

Definindo r = x—qm, temos claramente x = qm+T7, e subtraindo gm dos trés membros

de (3), temos 0 < T < m conforme desejado.

Quanto a unicidade de g e 7, suponhamos que tenhamos ainda q’ € Z,r’ € R tais que

x=qg'm+1'e0<1'<m. Entdo
x=gqm+r=q'm+r’
=r-1'=q'm-qm=(q'-q)m

= [r-+=m|q-q’
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Sendo 0<r<me0<r’<m, temos [r—1'| <m. Logo m|q-q’| = [r—1/| <m, do que se
deduz |q - q’| < 1. Como |q — q'| & inteiro ndo negativo, necessariamente q - q’ = 0, logo

q=q’, bem como também 1 =1". o

8.4 Equivaléncia modular nos nimeros reais

Seja m um inteiro positivo fixado. Dados nimeros reais x e y, diremos que x é
equivalente a y médulo m, ou simplesmente que x é equivalente a y (quando m esta
subentendido), se x —y for um mdaltiplo de m em Z, isto &, se existe q € Z tal que
X—Y = qm, ou equivalentemente x =y + qm. Esta relacdo é denotada por x ~y. De certa
forma é uma congruéncia médulo m generalizada para os reais. Esta relagdo depende da

escolha de m.

Proposicdo 8.2. A relacdo ~ define uma relagdo de equivaléncia no conjunto R

Demonstracdo. A demonstracdo segue os mesmos passos daquela em que demonstramos

que a relacdo de congruéncia em Z é uma relacdo de equivaléncia. H

Sendo ~ uma relacdo de equivaléncia em R, ~ divide (particiona) R em classes de

equivaléncia.

Para x € R denotemos por X a classe de equivaléncia de x. Assim, se m = 8 temos

13=53="11e65=—1,5.

Denotaremos o conjunto de classes de equivaléncia de ~ por R/ ~. Este & o conjunto

quociente da relacdo de equivaléncia ~.

A funcdo f:R - R/ ~, que associa cada x € R a sua classe de equivaléncia f(x) = X €
R/ ~ pode ser interpretada geometricamente como a funcio que “enrola” a linha numérica
em torno de um circulo de comprimento m, de tal maneira que a distancia é preservada
como comprimento do arco (figura 8.1). Frequentemente fazemos isso de modo que a
origem x = 0 é associada ao ponto no topo do circulo. Isso € ilustrado a seguir para o caso

m = 8.

Assim, R/ ~ & parametrizado pelo circulo da mesma forma que R é parametrizado pela
reta. O Algoritmo da divisdo generalizado afirma que para cada x € R, ha precisamente um

representante de classe de equivaléncia r € X tal que 0 < r < m, isto & o namero 1 para o
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$ 765 432101 2 3 4 5 6 7 8

Figura 8.1: Interpretacdo geométrica da fun¢do f:R — R/ ~, para m = 8.

Fonte da ilustragdo: [1].

qual x = gm +r no algoritmo. Isto reflete no fato de que para qualquer ponto p no circulo

ha precisamente um ponto no Intervalo [0, m) que se “enrola” sobre p.

8.5 Equivaléncia modular nos inteiros

Observemos que se x ~y e se x € Z entdo y € Z. Portanto ~ também restringe-se a uma
relacdo de equivaléncia em Z. Denotamos por Z,, o conjunto de classes de equivaléncia de
7 pela relacdo ~. Elementos de Z,, sdo chamados inteiros modulares ou inteiros médulo

m. Para k,{ € Z expressamos a condicdo k ~ € por k ={ (mod m).

Para k € 7Z, denotamos por [k] a classe de equivaléncia contendo k. Note que o
simbolo [ ] ndo faz referéncia a m, entdo novamente m deve sempre ser estabelecido e
subentendido. Tenhamos em mente que [k] = [{] se, e somente se, m | (k—{) em Z. Como
exemplo, note que 5 = 19 (mod 7) e, portanto, [5] = [19] em Z;. O conjunto Z,, é um
subconjunto de R/ ~, e pode ser visto como a imagem de Z pela fun¢do de “enrolamento”
descrita acima. Se colocarmos m pontos igualmente espagados sobre o circulo, esses pontos
serdo a imagem de f:Z — Z/ ~. Eles correspondem as classes [0],[1],[2],...,[m - 1],
que é todo Z,,. Assim, elementos de Z,, podem ser vistos como “posicdes de relégio” no

“rel6gio de m horas”. Isto é ilustrado na figura 8.2, novamente para m = 8.

Introduzimos agora alguns conceitos da algebra abstrata que serdo ateis nesta discuss3o.
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[7] 1]

Figura 8.2: Zg como “relégio de 8 horas”.

Fonte da ilustragdo: [1].

8.6 Mondides

Um monéide é um conjunto M com uma lei associativa de composicdo, ou uma operacdo
associativa em M que tem um elemento identidade. Por operacio em M entendemos uma
regra que atribui a cada par ordenado de elementos (x,y) € M x M = M? um elemento
z de M. Essa operacdo é geralmente denotada pela escolha de algum simbolo, como - e
cuja imagem z do par (x,y) é denotada por x -y = z. A propriedade da associatividade e

a existéncia de uma identidade sdo definidas da seguinte forma:

(1) Associatividade: Para qualquer x,y,z€ M temos (x-y)-z=x-(y-z).
(2) Existéncia do elemento identidade: Existe um elemento e € M, denominado elemento

identidade, com a propriedade de que para todo x e M, x-e=¢e-x = x.

Observe que a propriedade associativa nos permite descartar os parénteses sem ambiguidade:

sendo (x-y)-z=x-(y-z), qualquer desses produtos pode ser escrito como x -y - z.

Afirmamos que o elemento identidade e é o Gnico elemento de M tendo sua propriedade
definidora, justificando nosso uso do artigo "o". Pois se e’ & outro elemento de identidade,

entdo

Exemplos. Aqui estdo alguns exemplos de mondides.

(A) O conjunto R com a operagdo - (multiplicagdo usual). O elemento identidade é 1.

(B) O conjunto Z juntamente com a operagdo + (adi¢do usual). O elemento identidade

é 0.
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(C) Seja S um conjunto e seja F(S) o conjunto de fungdes f: S - S. Tomemos a lei de
composi¢do como sendo a composi¢cdo usual de fungdes: para f,ge F(S), fog éa
fungdo definida por (fog)(s) =f(g(s)) para todo s €S. O elemento identidade é a
“fun¢do identidade” ids definida por ids(s) = s para todo s € S. Um caso especial é

F(R), o mondide das fun¢des de R em R.

(D) O conjunto Z,,, para um dado m € Z*. A lei de composicio sera denotada por +
(Vamos chama-la de adicdo), e é definida por [k] + [€] = [k + £]. Aqui devemos
mostrar que isso € uma operacdo bem definida, devido ao fato de termos definido a

adicdo usando representantes de classes de equivaléncia.
Suponhamos entdo que [k'] = [k] e [£'] = [€].

Isto significa que k’ =k (mod m) e £’ ={ (mod m).

Portanto, temos k’ =k +pm e {’ = { + qm para certos p,q € Z.

Dai k' +¢' = (k+pm)+ (L+qm) =k+L+ (p+q)m, que mostra k/ + {' = k +{
(mod m). Isto significa que [k’ + '] = [k +£], e isso mostra que nossa adi¢do esta

bem-definida.

O elemento identidade da adigdo em Z,, é a classe [0].

As vezes denotamos um monéide escrevendo (M, -) para indicar sua lei de composicdo.

Isto é necessario quando a operacdo pretendida precisa estar clara no contexto.

Por exemplo (Z,+) e (Z,-) sdo duas estruturas de mondide diferentes tendo o mesmo
conjunto subjacente. Observe que um mondide é sempre um conjunto n&o vazio, uma vez

que sempre contém o elemento e.

8.7 Comutatividade

Um mondide M é chamado comutativo se para quaisquer x,y € M temos x-y =y - Xx.

Verifica-se facilmente que os monéides definidos em (A), (B) e (D) acima sdo comuta-

tivos.

No entanto, o exemplo (C) ndo o é, em geral: considere por exemplo as fun¢des
f,g € F(R) dadas por f(x) =x% e g(x) =x+1. Entdo (fog)(x) =(x+1)? e (gof)(x) =

x? + 1. Estas duas n3o s3o iguais como funcdes; elas diferem em x = 1, por exemplo.
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Na verdade, a composicdo de funcdes deixa de ser comutativa se S tiver ao menos dois

elementos. Por conven¢do, usamos o simbolo + apenas para operagdes comutativas.

8.8 Grupo

Um grupo € um mondide G com a seguinte propriedade: para cada x € G ha um elemento
Xiny, chamado o inverso (ou simétrico) de x, com a propriedade X - Xin, = € = Xiny - X (sendo

e o elemento identidade do mondide).

O elemento inverso Xin, € Gnico para cada x € G. Pois se x/ & também inverso de x

temos

= . . = . . . , = . . . , = . , = ,
Xinv = Xinv * € = Xiny (X Xinv) - (XUW X’) Xiny = € Xiny = Xiny

Quando estamos usando o simbolo + para a lei da composicdo em um grupo comutativo,

denotamos o inverso de um elemento x por —x, e escrevemos x —y para x + (—y). Neste

caso, também chamamos —x de elemento oposto de x.

Exemplos. Dentre os exemplos de monéides (A), (B), (C) e (D) acima, nota-se que
(B) e (D) sdo grupos: O inverso de k € Z & -k, e o inverso de [Kk] € Z,, é [-k]. O exemplo
(A) ndo é um grupo pois 0 € R e 0 ndo tem nenhum inverso multiplicativo. No entanto, se
substituirmos R por R - {0} ou R* teremos um grupo, em que o inverso de x é 1 =xL

X
No monéide dado pelo exemplo (C), tem inversos somente as fun¢des bijetoras.

8.9 Aritmética modular

O grupo Z,, é chamado um grupo modular, e operacdes envolvendo sua lei de compo-

sicdo, como [6] +[13] =[1] em Zs, sdo denominadas de aritmética modular.

8.10 Homomorfismo

Suponha que tenhamos dois grupos (G,-) e (G, *). Uma fungdo ¢ : G - G’ é chamada

homomorfismo de grupos se para quaisquer x,y € G tivermos

e(x-y) = @(x) * 9(y)
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Proposicdo 8.3. Sendo @:G — G’ um homomorfismo de grupos, se e € G e e’ € G’ so

os elementos identidades de G e G’, entdo @(e) =e’.

Demonstracdo. Temos @(e) = @(e-e) = @(e) * @(e), e entdo sendo ¢(e) =y, temos

yx*e' =y =y=*y, oqueimplica Yiny *Yy * €’ =Yiny *y *y, logo e’ +e’ = e’ xy, ou seja

p(e)=y=¢e" O

Um homomorfismo ¢ : G - G’ é chamado de isomorfismo se for funcdo bijetora, i.e.,

injetora e sobrejetora.
Neste caso a funcdo inversa @ ': G’ = G, e ¢! serda um isomorfismo também.
Se tal isomorfismo existir, dizemos que G e G’ sdo isomorfos.

Exemplos:

(1) Seja S o conjunto {1,-1} ¢ R. Com a multiplicacdo de reais, S € um grupo. A
fungdo @:S — Z; definida por @(1) = [0], @(=1) = [1] & um homomorfismo e, de

fato, um isomorfismo.

(2) Considere a fungdo discutida anteriormente que enrola a reta real ao redor do circulo.
Esta é a fungdo w: R - R/ ~ definida por w(x) =%. O conjunto R/ ~ herda de R a
lei de composicdo +, pela qual X+ =X +y. Mostra-se que tal adicdo em R/ ~ esta
bem-definida, por uma prova analoga a prova dada em (D) de que a adigdo esta bem

definida em Z,,.

Assim temos grupos (R, +) e (R/ ~,+), e a fungdo w &€ um homomorfismo de grupos.

Este homomorfismo é sobrejetivo mas n3o injetivo, portanto, ndo é um isomorfismo.

(3) Para b € R*, b # 1, temos as fun¢des exponencial e logaritmica de base b,
f:R > R*eg:R"—> R, definidas por f(r) = b" e g(x) = log, x. Estes sdo
homomorfismos entre os grupos (R, +) e (R*,-), sendo f e g fungdes uma inversa

da outra, logo isomorfismos de grupos. Portanto, esses dois grupos sdo isomorfos.

8.11 O grupo de intervalos

O dltimo exemplo acima é especialmente relevante, pois identificamos o conjunto de

intervalos musicais com os conjuntos R e R*, o primeiro dando medi¢do aditiva (com
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as unidades dependendo da base b), o dltimo dando medi¢do multiplicativa, ou razo de

intervalos.

Vemos que por qualquer uma das indentificacdes, o conjunto de intervalos forma um
grupo, onde a lei de composicdo é a composicdo usual de intervalos, isto &, seguir um
intervalo pelo outro. Vemos, entdo que o elemento identidade no grupo de intervalos é o
intervalo unissono e o inverso de um intervalo é seu intervalo oposto. Os isomorfismos f e

g sao precisamente a conversdo de multiplicativos para a medicao aditiva, e vice-versa.

8.12 O grupo de intervalos modulares

Quando m = 8, elementos do grupo (R/ ~,+) podem ser identificados com o conjunto
de classes de equivaléncia de intervalos médulo oitava. Assim, o conjunto dessas classes se
torna um grupo, que chamaremos de grupo de intervalos modulares. A lei da composicdo é
definida pelos representantes, somando-os, e tomando-se a classe da soma. Assim, temos,

por exemplo terca + nona = tritom, e quarta + quinta = unissono.

8.13 O grupo de intervalos cromaticos modulares

Observamos que o conjunto de intervalos do teclado, medidos em semitons, podem ser

identificados com o grupo Z;.

Notemos que a relacdo de equivaléncia que diz intervalos de k e { semitons sdo equi-
valentes de oitava é apenas a afirmacdo de que k—{ é um mdltiplo de 12, ou seja, k = ¢
(mod 12). Vamos chamar as classes de equivaléncia de intervalos cromaticos modulares.
Portanto, o conjunto de intervalos cromaticos modulares pode ser identificado com Z,,
tornando-o um grupo cuja lei de composicdo é a iteracdo de intervalos. Qualquer intervalo
cromatico modular pode ter uma Gnica classe de equivaléncia representando n semitons,
sendo 0 < n < 11. Assim como a adicdo em Zj,, a iteracdo de intervalos cromaticos

modulares pode ser vista como uma sequéncia de rota¢des no relégio modular.

Exemplo. Considere a composicdo de uma terca menor, uma oitava e uma quarta. Es-
tes intervalos sdo representados em semitons como 3,12 e 5, respectivamente. No entanto,
a oitava pode ser representada por 0 semitons. A composicdo dos trés intervalos produz

o intervalo cromatico modular representado por 8 semitons, que € uma quinta aumentada.



Intervalos cromaticos ndo padronizados 109

Esta é apenas a afirmacdo que [3] + [12] + [5] = [8] em Zi,, que decorre do fato de que

20=8 (mod 12).

8.14 Intervalos cromaticos nao padronizados

Se dividimos a oitava em n intervalos iguais e medimos os intervalos por unidades

n-cromaticas, o grupo de intervalos é identificado com Z,.

8.15 Relégio modular

O grupo Z, pode ser realizado como o grupo de rotacdes de um n-agono regular, ou
de um “relégio” com n posicdes, dividindo o circulo em n arcos iguais, com uma posicdo
no topo do circulo. Por exemplo, Z4 é o grupo de rotacdes do quadrado, ou um relégio

com quatro posi¢des:

Nomeamos uma posicdo do relégio pelo elemento do grupo que rotaciona, no sentido
horario, a posicdo do topo para essa posicdo. Assim, a posicdo superior € nomeada [0], a
primeira posi¢do no sentido horario a partir de [0] estd marcada como [1], etc. As posi¢des
do relégio de n posi¢cdes estdo assim em uma correspondéncia um-a-um com os elementos
de Z,. Com esta nomeacdo a adi¢do de elementos [k] e [{] em Z, pode ser calculada
rotacionando a posi¢cdo do topo do relégio no sentido horario por k posicdes (sentido anti-
horario se k for negativo), depois por { posices. A soma [k] + [{] estara onde a posi¢cdo

do topo cair apés estas duas rotacdes.
8.16 Criando uma tabela dodecafénica de linhas,

por aritmética modular

Podemos gerar uma linha de doze tons, designando uma classe de notas, cada uma

das doze classes de nota da linha com seu intervalo cromatico modular da classe de notas



110 Identificacdo de Oitavas e Aritmética Modular

designada.

Isto apenas significa que nés listamos os elementos de Z;, em alguma ordem. Para o
que estd a seguir, serd importante deixar que a nota designada seja a primeira classe de

nota da sequéncia, de modo que o primeiro inteiro modular seja [0].

Exemplo. Vamos rever o primeiro exemplo de uma sequéncia de classes de 12 notas,

do capitulo 7, que gera a tabela de linhas cuja linha original é:

f) "
7 . T ————
M T — ® -

E G FF A G C F D D¢ C* B B

Conforme prescrito acima, seja E nossa classe de nota designada. A sequéncia, dada de

acordo com o intervalo modular a partir de E, é ent3o:

(0] 3] [2] [5] [4] [8] [1] (o] [11] [9] [7] [e]
Desde que nossa sequéncia comece com [0], a inversdo dessa linha é obtida substituindo

cada entrada na sequéncia pelo seu inverso aditivo, ou oposto.

Isso ocorre porque queremos que o intervalo da primeira entrada a n-ésima entrada na
invers3o seja o oposto do intervalo da primeira entrada & n-ésima entrada na linha original.

Dai a sequéncia de intervalos para a inversdo da nossa linha dada é:

(o] [ [10] [7] [8] [4] [1] (2] [1] (3] [5] [e]

Vamos numerar as linhas de uma coluna pelos nimeros de 1 a 12 e usar o par ordenado
(i,j) para se referir & posicdo na linha 1 e na coluna j. Nomeamos as entradas da linha

original como:

ar=[0] a=[3] a3=[2] a=[5] as=[4] as=[8]
a7:[1] a3:[10] a9:[11] (11():[9] a11=[7:| a12:[6]

A primeira coluna sera a inversdo, dada pelos negativos em Z;:

—a;=[0] -a;=[9] -a3=[10] -a;=[7] -as=[8] -as=[4]
—-Qay = [1]] —qag = [2] —Qo = [1] —Qyp = [3] —-Qan = [5] —Q2 = [6]
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Procederemos agora a preencher cada posicdo da tabela com o elemento de Z;, correspon-
dente a classe de notas apropriada. De acordo com o procedimento descrito no capitulo 7,
a entrada na posicdo (i,j) deve produzir o intervalo a; com a entrada mais a esquerda na

i-ésima linha, que é —a;. Portanto, o elemento correto de Zj; é a; - a;.

Por exemplo, a entrada na posicdo (8,5) é as — ag = [4] = [10] = [6]. Preenchendo o

grafico desta forma produz-se a tabela de linhas:

Tabela 8.1: Tabela 7.1 interpretada com aritmética modular de Z,.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
L[op | 31| (2 | 51| [4 | [8 | [ | [x00 | [11] | [9] | [7] | [6]
2.1 [9 | [of | (]| [2 | 2] | 8] | 201 | [7] | (8] | [6] | [4] | [3]
3 ([0 | (1] | [o] | [3] | [2 | [6] | [x1] | [8] | [9 | [7] | [5] | [4]
4 | [7] [ [0]| [o | [o] | [11] | 3] | [8] | [5] | [6] | [4] | [2] | []
5 | [8] | [11] | [10] | [1] | [O] | [4 | 91 | [6] | [7] | [5] | [3] | [2]
6 | [4] | [7] | [6] | [9 | [8 | [0 | 51| [2 |3} [ |[11]|[10]
7oy Rp e e[ [ | (o] [8l | [e] | 3]
8 | [2 | [5] | [4 | [71 | [6] | [10]| [3] | [0] | [1] | [11]| [9] | [8]
9 | [ | [4 | B | [6] | [5] | [ | [21 | [t1] | [0] | [10] | [8] | []
10| (3] | [6] | [5] | 8] | [7] | [2] | [4] | (2] | [2] | [0] | [10]'| [9]

11| 5] | [8] | [7] | [10]| [9] | [4] | [6] | (3] | [4] | [2] | [O] | [11]

12 6] | [9] | [8] | (1] | [x0] | [2] | [7] | [4] | 8] | (3] | [1] | [O]

Para converter isto em uma tabela de classes de notas, é atil desenhar um relégio
modular, adicionalmente rotulando cada posicdo pela classe de notas que tem o intervalo

dado a partir de E, como na figura 8.3.

Usando isso, podemos obter de volta a tabela 7.1 dada no capitulo 7.
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Figura 8.3: Reldgio modular de conversdo de classes de Z1, em classes de notas, a partir
de [0] como classe de notas E.

Fonte da ilustracdo: [1].

8.17 Criando uma tabela de linhas de n tons usando

aritmética modular

Este método é igualmente valido, é claro, se formos criar, para algum 1 € Z*, uma tabela

de linhas de n-tons a partir de uma linha original de n-tons. Dada uma linha original
a; =[0],azy...,an

de elementos de Z,, formamos o grafico de linhas n x n, tomando:

entrada (i,j) = a; - (1)

Aqui a aritmética ocorre em Z,,.

Exemplo. Vamos nos preparar para construir uma composicdo de sete tons usando

esta linha de Z:

ar=[0] a;=[4] a=[1] as=[6] as=[5] as=[2] a7=[3] (2)

Comecamos por desafinar o sintetizador para tocar em temperamento igual de sete
tons. Suponha que decidimos usar as teclas brancas no teclado, desafinadas em torno de
C. O intervalo 7-cromatico é dado em centésimos por 1200/7 ~ 171,43. Usando o método

descrito no Capitulo 7, desafinamos as teclas brancas da seguinte forma:

c b E F G A B

0 -29 -57 14 -14 -43 -71
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Agora associamos cada uma dessas sete classes de notas redefinidas a um elemento de
Z7 de acordo com o seu intervalo modular a partir de C. O relégio modular da figura 8.4

nos permite converter facilmente de um para o outro.

Figura 8.4: Rel6gio modular de conversdo de elementos de Z; em classes de notas.

Fonte da ilustracdo: [1].

Com referéncia a (1), preenchemos as linhas da tabela de linhas 7 x 7 com elementos
de Z7 usando (2). Isto da a tabela a seguir a esquerda, que é traduzida a tabela a direita

usando-se o relégio acima.

Tabela 8.2;: Tabela de linhas de 7 tons, Tabela 8.3; Tabela de linhas de 7 tons,

em inteiros médulo 7. em classes de notas.

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
LI[O] (4 06]|1[5] 12 | [3] 1/{C|G|D|B|AJE|F
21 [3] [ [0] | [4] | [2] | [1] | [5] | [6] 2/F|C|G|E|D|A|B
31106]|[3]]1[0]|I[5]]14]|1[1] | [2] 3/|B|F|C|A|G|D|E
4001 Bl 1211 [0]|16]] [3]] [4] 4/D|A|E|C|B|F|G
51021 (16] | [3] | [1] | [O] | [4] | [5] 5/E|B|F|D|C|G|A
6| [5]|[2]|16] |[4]|[3]|1[0]|I1] 6/ A|/E|B|G|F|C|D
7104 (2|5 (3] 12] | 6] | 0] 7/G|D|A|F|E|B|C

Uma composicdo de sete tons baseada nesta tabela de linhas pode conter a seguinte

notacao:

Isso emprega a inversdo da linha original, que é a coluna a esquerda do grafico de
linhas. A sequéncia é usada trés vezes, primeiro melodicamente, depois duas vezes com

algum conteddo harmoénico. A passagem deve ser tocada com a desafinagdo dada em (3).
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8.18 Notacao exponencial em um grupo

Seja (G,-) um grupo, e sejam x € G, n € Z*. Definimos X" como a composicdo

de n termos iguais a x, ou seja, x™ = x-x-----x em G. Definimos x° como sendo e, o
|

n termos
elemento identidade de G. Finalmente definimos x ™™ como sendo a composicdo de . termos

x~T-x71----.x71. Desse modo, definimos x™ para qualquer n € Z. Como (x-y)~' =y~ T-x71,

n termos
pode ser demonstrado, por inducdo sobre n, que para n inteiro positivo, x ™ = (x™)~.

Com essas definicdes e propriedades, pode-se demonstrar que as seguintes regras de

expoentes de aparéncia familiar sdo validas para quaisquer x € G, n, m € Z:
(4)

No caso em que o grupo & comutativo e a operacdo do grupo é denotada por +,
denotamos a soma de n termos iguais a X, X + X + -=- + X por nx em vez de x". Nesta

situacdo, as regras dadas em (4) ficam assim:

(n+m)x = nx +mx

n(mx) = (nm)x

8.19 Geradores e grupos ciclicos

Dado um elemento t € G, G um grupo, chamamos t de gerador de G se cada elemento
de G pode ser escrito na forma t™ (ou nt, no caso de um grupo aditivo) para algum n € Z,

em outras palavras,
{t"|neZ}=G.

Se G tem um gerador, chamamos G um grupo ciclico.

Suponha que G seja ciclico e que t € G seja um gerador. Considere o conjunto
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S={neZ|thr=e}.

Se S = @&, entdo quaisquer duas poténcias t™ e t™ de t serdo distintas a menos que
tenhamos n = m, pois supondon >m, t" =tm =>tr"m=e=>n-meS =¢g. Logo,

t™ # t™, para quaisquer m,n € Z

Neste caso os elementos de G estardo em correspondéncia injetora com elementos de
Z, e a correspondéncia

f: 2 — G
n — f(n)=t"
define um isomorfismo entre Z e G.

Se S # @, o conjunto S tem o menor elemento m, pelo Principio da Boa Ordem. Se

m=1, G & um grupo ciclico trivial, isto é, G = {e}.

O inteiro positivo m serd chamado a ordem de t. Podemos afirmar que qualquer
elemento x € G tem uma anica forma x = t" com 0 < r < m. lIsso decorre do algoritmo
da divisdo, sendo n um inteiro qualquer, temos n = qm + 1, para certos q e T inteiros,

0 <r<m, como no algoritmo, e temos

tn:tqurT:tmq'tT:(tm)q'trzeq'trze'tr:tr

Aqui fizemos uso das regras de expoentes enunciadas em (4).

Podemos ainda estabelecer unicidade de r. Se dois inteiros r e 1/, com 0 <r <1/ <m,
s3o tais que t" = t"', entdo teremos t"' " =e e 0 < T/ -1 < m, violando a minimalidade de

m.

Assim sendo, temos que, se G é um grupo ciclico de ordem m, sendo t um gerador de

G, entdo
G ={et,t?...,t"1}

sendo os elementos listados distintos entre si.

Portanto G tem precisamente m elementos. O que definimos como ordem de G é o

namero de elementos de G.

Exemplo. Sendo m > 2, o grupo Z,, é um grupo ciclico, e [1] € um gerador tendo

ordem m. Isso ocorre porque m é o menor inteiro positivo n tal que n[1] = [0].
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Um grupo ciclico pode ter mais de um gerador. Considere como exemplo um grupo G

com um gerador t de ordem 8. Neste caso, G consiste de oito elementos
e, t,t2, 3, t4, 0, 16, t7.

Considere u = t3 € G. Afirmamos que u é também um gerador. Podemos mostrar isto de
forma direta, calculando as potencias de u e mostrando que elas nos dio todas as poténcias

de t.

Temos u? = (t3)?2 =t° e ud = (£3)3 =t = t. Continuando dessa forma, temos:
eu=t, =t W =t,ut=th W =t,ub =2, 1 = 5.

E isso gera todos os elementos de G. Na verdade, poderiamos ja ter observado que sendo

u? =17 = t, as poténcias de t s3o poténcias de u3, e portanto u também é gerador de G.

No préximo capitulo veremos que se t € um gerador de um grupo G, de ordem m,
ent30 a poténcia t™ sera também um gerador de G quando (e somente quando) tivermos

mdc(m,n) =1.

8.20 Intervalos geradores

O grupo de intervalos n-cromaticos modulares é identificado com Z,,. Chamamos um
intervalo de um intervalo gerador se ele gerar o grupo Z,,. Estes intervalos geradores serdo
os intervalos cujas itera¢des dio todos os intervalos n-cromaticos. Pelo critério anunciado
acima, estes coincidem com as classes [m] € Z, para o qual 1 é o Gnico inteiro positivo
que divide m e n. Assim, existem ¢(n) geradores em Z,,, sendo ¢ a fungdo fi de Euler,

definida por ¢(n) = (ndmero de inteiros positivos {, tais que { <n e mdc({,n) =1).

Com este critério verifica-se facilmente que os intervalos 12-cromaticos geradores sdo o

meio passo ([1]), a quarta ([5]), a quinta ([7]) e a sétima maior ([11]).



O Propriedades Algébricas dos

Inteiros

Fizemos a identificacdo de cada intervalo musical I com um namero real positivo x € R*.
Como Z* c R*, cada inteiro positivo da um intervalo. Por exemplo, vimos que o inteiro
2 representa uma oitava, e que o inteiro 3 é um intervalo de cerca de 2 centésimos maior
do que a oitava-e-uma-quinta do teclado (1900 centésimos), como mostrado pelo calculo

12001log, 3 ~ 1901, 96.

© © ©

2 = intervalo de oitava 3 = intervalo oitava-e-uma-quinta 4 = intervalo de duas oitavas

Vamos agora investigar alguns conceitos de algebra abstrata e algumas propriedades

dos inteiros Z que tem relacdo com os fendmenos musicais.

9.1 Anéis

Um conjunto n3o vazio R dotado de duas leis associativas de composicdo + e - € chamado
um anel se (R,+) & um grupo comutativo, (R,-) é um mondide, e para quaisquer a,b,c € R
temos a-(b+c)=a-b+a-ce(b+c)-a=b-a+c-a (esta tltima propriedade é chamada
distributividade da operacdo + em relagdo a operacdo -). Chamamos + de operacdo de
adicdo e - de operagdo de multiplicagdo, e muitas vezes, quando n3o suscitar confus3o,

ocultamos o - e simplesmente escrevemos ab no lugar de a - b.

Denotamos por 0 e 1 para os elementos identidades aditivo e multiplicativo, respecti-

vamente. Dizemos que o anel R é comutativo se o0 monéide (R,-) é comutativo. (Conven-

117
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cionalmente temos sempre (R,+) comutativo.) Trataremos apenas de anéis comutativos

aqui, entdo doravante, quando dissermos “anel”, estaremos tratando de “anel comutativo’.
Duas propriedades validas para qualquer x em um anel R s3o estas:

(-1)-x=-x
0-x=0

9.2 Elementos invertiveis

Temos que (R,-) é um mondide; n3o serd um grupo, em geral, uma vez que 0 ndo
possui nenhum inverso multiplicativo. No entanto, alguns elementos de R (1, por exemplo)
terdo inversos multiplicativos. Se x € R & um tal elemento, chamamos x de um elemento
invertivel, e usualmente denotamos seu inverso multiplicativo por x~'. O conjunto de

invertiveis em R, que denotaremos por R*, forma um grupo em relacdo a multiplicacio.

9.3 Cancelamentos

Um anel R é chamado de dominio de integridade, ou simplesmente um dominio, quando
tem a seguinte propriedade: se a,b € R sdo elementos quaisquer e ab = 0 entdo necessari-

amente a =0 ou b =0.

Proposicdo 9.1 (Lei do cancelamento em um dominio). Seja R um dominio de integridade.

Se a,b,ceR, coma=+0, eab=ac, entdob =c.

Demonstracdo. Sendo ab = ac, temos 0 = ab - ac = a(b-c¢).

Como a #0 e R é um dominio de integridade, devemos ter b—c =0, isto ¢, b=c. [
Os primeiros exemplos de anéis e seus subgrupos de elementos invertiveis sdo

(1) O anel dos inteiros (Z,+,-), sendo Z* = {1,-1}. 7Z & um dos primeiros exemplos de

anel de integridade.

(2) O anel dos nameros reais (R, +,-), sendo R* = R-{0}. R & o que chamamos de

corpo, isto &, um anel (comutativo), cujos elementos ndo nulos s3o todos invertiveis.

(3) O anel dos nameros racionais (Q, +,-), sendo Q* = Q-{0}. Q é também um corpo.
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(4) O anel (Zm,+,-) dos inteiros médulo m (para um dado m > 2). A adigdo em Z,

ja definimos anteriormente. Quanto & multiplicac3o, sendo k e { inteiros, definimos
[k][€] = [ke].
Podemos mostrar que a multiplicagdo em Z,, é bem-definida: se [k] = [k’] e [£] =

[€'], entdo k=k' e £={' (mod m), logo m|(k-k') em|(£-¢")

Dai, m | (k€ —k’¢) e m | (k'€ —k'€"), e portanto m | (k€ —k’€"), pois kl — k'L’ =
(k€ —%'C) + (k'€ -k'€"). Portanto [k€] = [k’€'].

Veremos adiante que Z* = {[a]| a€Z e mdc(a,m) =1}.

9.4 Ideais

Sendo R um anel, um subconjunto ] € R é chamado ideal de R se | for um sub-grupo

do aditivo (R, +) e se, além disso, sempre que a € R e d € ] temos ad € ]J.

Um exemplo de um ideal em R é o ideal nulo {O}. Qualquer outro ideal sera chamado

um ideal n3o-nulo. O anel R em si & um ideal de R.

Dado a € R podemos formar o conjunto de todos os “miltiplos’ de a em R, ou seja, o

conjunto aR = {ax | x € R},

Tal ideal é chamado de um ideal principal, e o elemento a é chamado de gerador do
ideal.

Notemos que {0} e R s&o ideais principais de R, pois {0} =0R e R=1R.

Se R & um dominio de integridade em que todo ideal é principal, chamamos R de dominio
de ideais principais, DIP abreviado. Por exemplo, o conjunto de inteiros pares forma um

ideal em Z. Este ideal é um ideal principal, ja que é igual a 2Z. Vamos agora demonstrar:

Proposicdao 9.2. Z é um dominio de ideais principais.

Demonstracdo. Seja ] um ideal em Z. Se ] = {0}, entdo ] = 0Z.

Caso contrario, | contém inteiros ndo nulos, e como n € J implica (-1)n = —n esta em

J, entdo ] deve conter alguns inteiros positivos.

Seja m o menor inteiro positivo em ] (tal n existe pelo Principio da Boa Ordem).
Afirmamos que ] = nZ. Claramente nZ < J. Para ver a outra inclusdo, seja m € J. Pelo

algoritmo da divisdo em Z, existem q,T € Z, taisque m=qn+1e 0 <1 <mn. Entdo r esta
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em ] pois = m — qn. Pela minimalidade de n, concluimos r = 0, portanto m = qn € nZ,

e assim ] € nZ. Portanto, | = nZ.

Assim, Z & um dominio de ideais principais. ]

Observamos que se ] € Z é um ideal com ] # {0}, e se n & um gerador para J, entdo ha
apenas outro gerador para | que é —n. Assim, qualquer ideal ndo-nulo de Z tem um dnico

gerador positivo.

9.5 Maximo divisor comum (mdc)

Suponhamos dados m,n € Z, sendo pelo menos um deles diferente de zero. O subcon-
junto mZ + nZ, com o qual queremos dizer o conjunto de todos os inteiros a que podem

serem escritos como a = hm+kn com h,k € Z, € um ideal em Z.

Portanto mZ + nZ tem um unico gerador positivo d, que portando divide m e n,
pois m = dx e n = dy para certos inteiros x e y. Sendo d gerador de mZ + nZ, temos
d = mr+ns, para certos inteiros r e s. Se e é qualquer outro inteiro positivo que divide m e
n entdo e divide mr+mns, isto &, e divide d. Dai d > e e nés (apropriadamente) chamamos

d o maximo divisor comum de m e n e denotamos este fato por mdc(m,n) = d.

Pelas observa¢des que acabamos de estabelecer, temos que mdc(m,n) =1 quando os
nicos divisores comuns de m e n em Z s3o +1. Neste caso, dizemos que m e n sio
relativamente primos. Podemos também afirmar que mdc(m,m) = 1 se, e somente se,

existem r,s € Z com mr+mns = 1.

9.6 Numeros primos

Um inteiro positivo p é chamado primo se for divisivel em Z por precisamente dois
inteiros positivos, ou seja, 1 e p. (note que 1 n3o é primo em virtude da palavra "precisa-
mente").

Os primeiros dez nimeros primos sdo:

2, 3,5 7,11, 13, 17, 19, 23, 29 (9.1)

Se p & primo e n € Z, entdo p divide n ou mdc(p,n) =1, pois se p + n, como os

anicos divisores positivos de p sdo 1 e p, teremos mdc(p,n) = 1.
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9.7 Crivo de Eratdstenes

Um procedimento sistematico para encontrar os nimeros primos foi dado pelo astro-
nomo grego e matematico Eratdstenes de Cirene (século Il aC). Concebemos os inteiros
positivos como uma lista 1,2,3,4,5,6,.... Em seguida, procedemos a cortar certos niime-
ros da lista, do seguinte modo. Depois de cortar o 1, nés cortamos todos os nimeros que

sucedem 2 e que sdo divisiveis por 2.

X, 23,45 6 7,8 9 30, 11,32, 13, 34,15, 16, 17, 18,19, 20, 21, 27, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 30, ...

Em seguida, encontramos o préximo niimero apés 2 que ainda esta na lista, que é 3.

Entdo cortamos todos os nimeros apds 3 que s3o divisiveis por 3.

1,2,3,4,5 6,7, 8 % 30,11, 32,13, M, 15, 36, 17, 8,19, 20, 2, 27, 23, 24, 25,
26, 2%, 28, 29, 30, ...

Se este processo é continuado em uma lista que va até um inteiro n, os nimeros menores
que M, que permanecem na lista, sdo precisamente os primos que s30 menores ou iguais a
n. Os inteiros “sobreviventes” na lista serdo nimeros primos, pois se ndo forem cortados é

porque ndo sdo multiplos de inteiros precedentes.

1,2,3,4,5 6,7, 8 % 30,11, 32,13, 34, 15, 36, 17, 18, 19, 20, N, 27, 23, 24, 25,
26, 27, 28, 29, 30, ...

Assim, os primos menores que 30 sdo os dez inteiros ndo cortados na lista acima, que
sdo os inteiros da lista (9.1). Se o procedimento for continuado indefinidamente, a lista

completa de primos sera a lista de inteiros remanescentes.

Proposicao 9.3. Se p é um niamero primo, e se p divide mn, sendo m,n € Z, entio p

divide m ou p divide n.

Demonstracdo. Suponhamos que p ndo dividle m. Entdo mdc(m,p) = 1 e podemos

escrever 1 = hm + kp para alguns inteiros h e k. Multiplicando esta equa¢do por n temos:
n = hmn + kpn.

Temos que p divide as duas somas a direita, ja que p divide mn, portanto p divide n. [J

Podemos entdo concluir que se um namero primo p divide um produto mym;---ms,
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entdo p divide pelo menos um dos inteiros da lista my, my, ..., m;.

9.8 Fatoracao anica

Agora estabelecemos o fato de que cada inteiro positivo, pode ser fatorado de forma

anica como produto de primos (a menos da ordem dos fatores).

Proposicdo 9.4 (Fatoragdo Gnica de inteiros positivos). Seja n > 2 um inteiro. Entdon

pode ser fatorado como:
ns= p] 4] pZOCZH_pr(Xr

sendor > 1, p1,P2,-..,Pr inteiros primos distintos, € &1, Xz, ..., &, inteiros positivos.

Além disso, esta fatoragcdo é anica, significando que se n = q1P1q,P2---qPt é outra tal

fatoracdo, entdo t = v e depois de reindexar temos p1 = q1, P2=q2y «-+y Pr=r-

Demonstracdo. Primeiro estabelecemos a existéncia de uma fatoracido em primos para todos

os inteiros maiores ou iguais a 2.

Se nem todos esses inteiros admitem uma fatoragdo em primos, entdo pelo Principio
da Boa Ordem podemos escolher um menor inteiro n, n > 2, que falha em admitir uma

fatoracdo.

Observamos que n em si ndo poderia ser primo, caso contrario ele admite a fatoracéo
no teorema comr=1ep;=n, oy = 1. Como n n3o é primo, n tem um divisor positivo

m que n3o é nem 1. nem 1. Temos n = m{ e claramente { n3o é nem n nem 1.

Devemos ter 1 < m,{ < n, portanto pela minimalidade de n, m e £ possuem fatoracéo
em primos. Mas se m e { tiverem fatoracdes em primos, entdo n também tera, pois n = m{.

Isto nos leva a uma contradic3o.

Conseqiientemente todos os inteiros maiores que ou iguais a 2 possuem uma fatoracio

em primos.
Nos resta agora mostrar a unicidade da fatoracdo em primos.

Se P1MIPO2eep, T = q]ﬁw qzﬁz...qtﬁt, ent3o pj divide q]ﬁl qzﬁz...qtﬁt. Como P1 € primo,
deve dividir um primo da lista q1,qz,...,q:. Digamos que p; divide q; (ap6s reindexagdo

se necessario). Como ¢; também é primo, devemos ter p; = (;, entdo podemos aplicar
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cancelamento para obter p1®1~1p,%2-..p,® = pyB1-Tp,B2...p, Bt Continuamos cancelando

p1 para deduzir que o = 3.
A igualdade remanescente & p;*2p3%3--p, & = q,P2q;3P3---qPr.

omo mostrado acima podemos argumentar que p; = d; (depois de reindexar) e que
C trad d t d d d
o, = ;. Continuando o método de sucessivos cancelamentos, obtemos o resultado dese-

jado. H

9.9 Inteiros modulares

As propriedades algébricas que foram estabelecidas para Z nos dizem muitas coisas sobre
os anéis de inteiros modulares Z,,, para m € Z*. Uma dessas propriedades diz respeito a
questdo de quando um elemento [n] € Z,, é um gerador do grupo aditivo (Z,,+), que

agora enunciamos de maneira mais completa.

Proposicdo 9.5. Dado [n] € Z,, as trés afirmacdes seguintes sdo equivalentes.

(1) mde(m,n) =1.
(2) [n] é um gerador do grupo aditivo (Zm,+).

(3) [n] é um elemento invertivel no anel Z,, (isto é, [n] € Zz ).

Demonstracdo. Demonstraremos primeiro a equivaléncia das afirmagdes (2) e (3).

Se [n] for um gerador de (Z,,+), entdo todos os elementos de Z,, podem ser escritos

como k- [n], com k€ Z.

Em particular, temos que [1] = k- [n] para algum inteiro k. Mas, pela defini¢do de
multiplicagdo em Z,,, k- [n] = [k]-[n]. Portanto [k]-[n]=[1], o que mostra que [n] é

invertivel.

Reciprocamente, sendo [n] € Z:, [n] tem um inverso [k] = [n]~'. Dai [k][n]=[1] e
entdo para qualquer [£] € Z,, temos [£] = [€]-[1] = [£] - [K]-[n] = [€k] - [n] =€k -[n], o
que mostra que [£] & um maltiplo de [n]. Consequentemente [n] é um gerador de grupo

para (Zmy,+).

Agora demonstraremos a equivaléncia das afirmagdes (1) e (3):
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Sendo mdc(m,n) = 1, temos que existem inteiros h e k com hm + kn = 1, logo
[1] = [hm + kn] = [hm] + [kn] = [0] + [k][n] = [k][n], portanto [n] tem inverso

multiplicativo em Z,,.

Reciprocamente, se [n] € Z%, [n][k] = [1], para algum inteiro k. Entdo [nk] = [1],
dai nk = 1 (mod m). Logo, m | (nk—-1), isto &, nk—1 = mq para algum inteiro q.

Portanto kn — qm =1, o que significa que mdc(m,n) = 1.

Portanto, as afirmagdes (1), (2) e (3) sdo equivalentes entre si. O

9.10 Funcao Fi de Euler

Para qualquer m € Z*, definimos a fungdo Fi de Euler da seguinte forma: ¢(m) é o
namero de inteiros positivos n, com 1 < n < m, que sdo relativamente primos com m.
Se m > 2, podemos dizer também que &(m) é o ndmero de inteiros positivos n, com

1 <n <m, que sdo relativamente primos com m.

De acordo com a proposicao 9.5, ¢ (m) também nos da o namero de elementos inver-

tiveis em Z;,, e simultaneamente o niamero de geradores do grupo aditivo (Z,, +).

Em virtude deste Gltimo resultado, ¢(m) conta o nimero de intervalos geradores na

escala m-cromatica.

Por exemplo ¢(12) = 4, uma vez que os nameros 1,5,7,11 sdo os Gnicos nimeros

inteiros positivos menores que 12 que s3o relativamente primos com 12.

Isto se reflete no fato de que os intervalos geradores na escala 12-cromatica s3o o

semitom, a quarta, quinta e sétima maior.

O calculo de ¢ (n) a partir de uma fatoragdo de n em fatores primos é estabelecido na

seguinte proposicao.

Proposicdao 9.6. Sendo ¢:Z* — Z* a funcdo Fi de Euler, temos

(a) Sep é primo, d(p) =p -1
(b) Sep é primo e « é um inteiro positivo, Gp(p*) =p* —p* ! =p*(1 - %)

(c) Se a e b sio inteiros positivos primos entre si entdo ¢(ab) = d(a)Pp(b)
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(d) Se n é um inteiro positivo e decompGe-se em fatores primos como n = py’---py,

sendo os expoentes K1, ..., X, inteiros positivos, entdo

d(n) :n(1 —;—])(1 - Plr)

Demonstrago.

()

(b)

()

Se p & primo, seus anicos divisores positivos sdo 1 e p, logo os inteiros de 1 a p —1

sdo primos com p, portanto ¢(p) =p-1.

Sendo o um inteiro positivo, se ax =1, $(p*) =d(p)=p-1=p*-p>".

Se o > 2, os inteiros positivos N satisfazendo 1 < n < p%, que ndo sdo primos com

Pp%, sdo os que tem um fator primo p.

Assim, a lista completa desses inteiros & p, 2p, 3p, ..., (p*"=1)p, p*'p, ou seja,
ela contém todos os inteiros da forma np, com 1 <n < p*' tendo um total de p*!

inteiros.

Descartando esses p*~! inteiros, concluimos que os inteiros n, 1 < n < p%, que sdo
primos com p* sdo dados por ¢(p*) = p*—p*! =p*(1- %)
Provaremos esta parte cumprindo trés etapas.

i. Se (R,+,-) e (S,+,-) sdo dois anéis, podemos definir o anel produto R x S,
com operacdes adicdo + e multiplicagdo - da seguinte maneira: sendo (x,y) e

(x’,y’) pares de R x S,

(y) + (¥, y') = (x+x',y +y)

(xy) - (x,y") = (x-x",y-y')
Temos trés adicdes diferentes, uma em R, outra em S e outra em Rx S, usando
para as trés a mesma notacdo, pelo bem da simplicidade; o mesmo se da para
a multiplicagdo. N3o é dificil ver que R x S tem elemento neutro (Og,0Os) para
a adigdo e (1g,1s) para a multiplicacdo. Além disso, os elementos invertiveis
em R x S s3o pares da forma (a,b), com a invertivel em R e b invertivel em S,
sendo (a,b)™"=(a',b~"). Assim sendo, (R x S)* = R* x S*.

ii. Se a e b sdo inteiros primos entre si, com a>2e b >2, e se m=ab, temos

um isomorfismo de anéis
f: Zy —> Zg X7y

[n] — f([n]) = (,n)
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sendo [n], N e N as classes do inteiro n em Z,, Z, € Zy, respectivamente.

Podemos mostrar que de fato

e f & bem-definida:
Se [mq] = [n2] entdo ny = n; (mod m). Dai, m | (n; —ny), ou seja,
ab | (ny -ny). Como a | ab e b | ab, temos que a | (n; - ny) e
b | (n; —ny), isto &, ny =N, (mod a) e ny =n, (mod b). Assim sendo,
=T e =M,

e f & injetora:
Se f([n]) = f([n,]) entdo (Mg, ;) = (Mz,n;). Daimy =M, eny =
M. Isto quer dizer que n; = n, (mod a) e n; = n, (mod b), ou seja,
al(ny-nz)eb|(n;—n;). Como a e b sio primos entre si, ab | (n;—n,),
ou seja m | (ny —ny), e portanto [n4] = [n;]

e f é sobrejetora:
Aqui devemos mostrar que sendo (72,13) um elemento qualquer de Zq x Zy,
existe 1 € Z tal que f([n]) = (i, 1) = (X,7). Para que isto seja possivel
devemos encontrar n € Z tal que n=x (mod a) e n=y (mod b).
Pois bem, como mdc(a,b) = 1, existem inteiros 1, s tais que ra+sb = 1.
Consideremos n = yra + xsb.

Entdo temos n = xsb (mod a) e n=yra (mod b). Porém
sb=1-ra=xsb=x-xra=xsb=x (mod a). Logo, n=x (mod a)
ra=1-sb=yra=y-ysb=yra=y (mod b). Logo, n=y (mod b)
Portanto, f([n]) = (i, ) = (X, 7).

iii. Tendo sido estabelecido um isomorfismo entre Zgy, € ZxZ,, no caso em que a e
b sdo primos entre si, teremos também que o namero de elementos invertiveis de
Zqv € 0 nimero de elementos invertiveis de Z, x Zy,. Na verdade, o isomorfismo
de anéis f restringe-se a um isomorfismo de grupos f:Z* — Z; x Z;.

Logo, pela igualdade dos nimeros de elementos de Z*, e Z% xZs, temos ¢(ab) =

d(a)- d(b).

(d) Os fatores primos de n = p{"---p;™ sdo dois a dois primos entre si, dai generalizando

o resultado do item (c), teremos ¢p(n) = G(p7'-pr) = d(p7")d(p3?)--d(prr), e

a férmula final é deduzida pelo resultado do item (b).
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9.11 Padroes de m sobre n na misica

Os compositores criam as vezes passagens musicais engenhosas impondo um teste pa-
drdo de m notas ou batidas contra um padrdo de n notas, com mdc(m,n) = 1. Esta
técnica explora (talvez sem ser sabida pelo compositor) o fato de que [m] é um gerador

em Z, (e vice-versa).

Uma maneira em que isso pode ocorrer é circulando m alturas através de um padrio re-
petidamente ritmico de . notas. Isto é exemplificado na linha melédica principal da cancdo
In The Mood, composicdo de Joe Garland e Andy Razaf, gravada por Glenn Miller. Aqui
m=3en=4. O “gancho” da canc¢io reside na repeticdo da figura ritmica compreendendo

quatro oitavas em tempo-swing, mostrado abaixo.

A melodia repete a sequéncia de trés tons Cq4, E}, A}, através do padrdo ritmico acima,

tal como segue:

N>
V1
g
A
ALl
Al
ALl
QL

Observe que ambos os padrdes terminam seu ciclo nas décimas segundas notas oitavas
e ndo antes. A raz3o para isso reside na proposicdo anterior. Suponhamos que os nimeros
superiores representam os elementos de Z4 = {[1],[2],[3],[4] = [0]}. ldentificando cada
um dos nameros inferiores com o elemento de Zj4 representado diretamente sobre ele, nés
podemos ver o efeito da adi¢do sucessiva de [3]’s em Z4. Os maltiplos de [3] (isto é, os
elementos de Z, situados acima dos 3's) sdo, respectivamente [3],[2],[1],[4] = [0], que
esgotam o conjunto Z,. Isto porque, como mdc(3,4) =1, [3] é um gerador de Z4, entdo
todos os quatro niimeros 1,2, 3 e 4 devem aparecer acima dos 3's antes que qualquer deles
se seja repetido acima de um 3. Cada ciclo de trés notas comeca em um namero diferente
1,2,3 e 4 acima, e os dois ciclos culminam juntos apenas em 3 x4 = 12 notas oitavas, e

nao antes.

Ha simetria entre os dois padrdes: podemos considerar que os nimeros da base repre-

sentam elementos de Z3 = {[1],[2],[3] = [0]}. Em seguida, os ciclos acima estdo apenas
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adicionando sucessivos [4]s em Z3. Cada um dos ciclos de quatro notas comega em um
namero diferente 1,2 ou 3, pelas mesmas razdes acima. A pungente passagem abaixo,
de Rhapsody in Blue, de George Gershwin, exibe o mesmo fenémeno com m = 3,n =5,

comecando no terceiro compasso.

Y = 1 23 4 5 1 23 4 5
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Aqui as tres alturas D}, D, e C} formam um ciclo contra o padrdo ritmico de cinco
notas, composto por duas notas oitavas seguido por trés notas quartas. O padrdo duplo 3
sobre 5 se completa apés 3 x5 = 15 notas, ocupando compassos 3 —5. O padrio todo é

entdo repetido nos compassos 6 — 8 com harmonia diferente.

Outro tipo de padrdo m sobre n ocorre quando uma figura melédica de duragdo m de
batidas é repetido em um medidor que tem o ouvinte contando em grupos de n batidas.
Um exemplo disto ocorre na vamp section da musica blues-pop de 1971 Ain't No Sunshine,

composicdo de Bill Withers.

and I know, I know, I know, I know, I know, I know, I know, I know, I know, I

know, I know, I know, I know, I know, I know, I know, I know, I know, I know, I know,

Qi
[ 18
|1
N
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Neste exemplo, uma figura ritmica compreendendo uma semicolcheia seguida de uma
colcheia (ou duas semicolcheias ligadas) repetida em tempo i. Como o comprimento da
figura é 3 semicolcheias, e cada compasso tem 16 semicolcheias, nés vemos isto como um
padrdo de 3 sobre 16. Ambos os ciclos comecam juntos no inicio do segundo compasso, e

o padrdo duplo segue seu curso em trés compassos, ou 3 x 16 = 48 semicolcheias.

O padrdo m sobre n representa uma forma de polirritmia fundamentalmente diferente
da quialtera, apresentando aqui ao ouvinte a escolha de contar as batidas em grupos de m

ou em grupos de mn.

Cada um destes exemplos &€ um “jogo” ligeiramente diferente tocado pelo compositor,
e em cada um o ouvinte recebe uma sensacdo de preenchimento apenas quando o padrio

esta completo.






10 Os Inteiros como Intervalos

Vamos agora determinar, para cada um dos primeiros nimeros inteiros positivos n =
1,2,3,..., quais intervalos de escalas igualmente temperadas melhor se aproximam do
intervalo dado pela razdo n, e vamos calcular a proximidade da aproximac&o. Isso nos dira
como desafinar intervalos do teclado para que as razdes inteiras possam ser ouvidas. Uma
vez feito isso, € esclarecedor “ouvir os inteiros’, observando que cada um possui uma tnica

“personalidade” que parece determinada pela fatora¢do prima do inteiro.

Iremos ocasionalmente empregar o termo, um pouco desajeitado, intervalo inteiro, para
se referir a um intervalo musical cuja razdo € um namero inteiro. Nés chamamos tal

intervalo como um intervalo primo se sua razdo € um primo.

O conjunto de intervalos inteiros forma um mondide sob composicdo de intervalos. Este

mondide pode ser identificado com (Z,").

10.1 Um

A razdo 1, representando unissono, é o elemento de identidade de (Z,-) de intervalos
inteiros, e também é o elemento de identidade do grupo (R,-) de todas as razdes de
intervalos. N3o é muito interessante, ja que é a razdo de duas freqiiéncias dando a mesma

altura.

10.2 Dois

Ja observamos o fato de que o primeiro primo, 2, da a oitava, que pode ser chamado
de intervalo mais consonante da muasica. Quando duas notas separadas por uma oitava

soam elas se misturam quase como uma @nica. A equivaléncia de oitavas é enraizada na
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notacdo musical em virtude do fato de que as notas que formam um intervalo de uma ou
mais oitavas sdo atribuidas 8 mesma letra do alfabeto. Somente usando subindices como

C, ou Al (ou usando uma partitura musical) nés podemos distingui-las notacionalmente.

Além disso, a escala cromatica igualmente temperada do teclado é afinada para dar
uma oitava perfeita (uma vez que o temperamento igual é obtido dividindo-se o intervalo
dado por 2 em 12 intervalos iguais). Assim, a razdo 2 é renderizada precisamente pelo
temperamento igual. O intervalo de F, a F3, mostrado abaixo, tem raz3o de freqiiéncias
exatamente 2.

E==

-

Representacdo exata de 2 no teclado.

10.3 Treées

Observamos que o intervalo principal 3 € melhor aproximado no teclado por 19 semitons,

ou uma oitava mais uma quinta, mostrado abaixo como o intervalo de F, para C4.

F—

5

Aproximacdo de 3 no teclado, ~ 2 centésimos bemol.

Esta aproximac3o é de cerca de 2 centésimos abaixo, uma vez que 3 é medido em
centésimos por 12001og, 3 ~ 1901,96 e 1900 centésimos é de 19 semitons, que é uma
oitava mais uma quinta. Este & uma aproximacdo muito boa. E muito dificil para a maioria

perceber a diferenca entre a oitava mais uma quinta e o intervalo dado por 3.

10.4 Quatro

F—

L

Representacdo exata de 4 no teclado.

A raz3o 4 é de duas oitavas em virtude de 4 = 22. Ela pode ser reproduzida precisamente

no teclado, como pode qualquer razdo inteira que seja uma poténcia de dois.
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Veremos que as poténcias de 2 s3o os (inicos niimeros inteiros positivos que podem ser
reproduzidos perfeitamente em um teclado afinado para uma escala igualmente temperada
de 12 tons, ou na verdade em qualquer escala cromatica que divide igualmente a oitava.

Ainda veremos que a harmonia deriva dos inteiros.

10.5 Cinco

A préxima razdo inteira interessante é o nimero primo 5, que é dado em centésimos por
12001og, 5 ~ 2786,31. O intervalo mais préximo disso no teclado é o de 2800 centésimos,

que é de duas oitavas mais uma terca maior.

F—

L

Aproximagdo de 5 no teclado, » 2 centésimos bemol.

Isto & sustenido por aproximadamente 14 centésimos. Ao contrario da aproximacio da
quinta de 2, esta diferenca é perceptivel, apés uma escuta cuidadosa, pela maioria das
pessoas com discriminacdo razoavelmente boa de notas. A escala temperada foi evitada

por muitos anos principalmente devido a esta discrepancia particular.

10.6 Seis

O inteiro 6 = 3-2 &€ o menor inteiro cuja fatoracdo prima envolve mais de um primo. Em
virtude da fatoracdo 6 = 2-3, a multiplicatividade nos diz que esse intervalo é obtido iterando
os intervalos correspondentes a 2 e 3. Assim, obtemos um intervalo que é aproximado em

teclado por uma oitava mais uma oitava e uma quinta, ou duas oitavas e uma quinta.

=

R —

Aproximacdo de 6 no teclado, ~ 2 centésimos bemol.
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Uma vez que o teclado realiza a oitava com precisdo, sua realizacdo de 6 deve ter
0 mesmo erro que sua aproximacdo de 3, que é aproximadamente 2 centésimos. Isto é

verificado pelo célculo:

120010g, 6 = 1200(log, 2 + log, 3)
=12001og, 2 + 120010g, 3
~ 1200 + 1901,96 = 3101, 96

0 que mostra a razdo 6 sendo cerca de 2 centésimos maior do que 3100 centésimos (= 31

semitons), que é as duas oitavas mais um quinto no teclado.

10.7 Sete

O primo 7 é o menor inteiro que é mal aproximado pela escala cromatica temperada.
Em centésimos é dado por 12001og, 7 ~ 3368,83. O intervalo mais préximo no teclado
é 3400 centésimos, que superestima o intervalo de 7 em cerca de 31 centésimos. Esta

aproximagdo é de 34 semitons, que equivale a duas oitavas mais uma sétima menor.

=

=

R - —

Aproximac¢do de 7 no teclado, » 31 centésimos sustenido.

==

—

R .

Representacdo exata de 8 no teclado

10.8 Oito

Continuando, notamos que 8, sendo 23, ¢ exatamente trés oitavas, e é precisamente

realizado no teclado.
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10.9 Nove

Como 9 = 32, a razdo 9 é aproximada compondo um intervalo oitava-mais-um-quinto
consigo mesmo, o que produz duas oitavas mais uma nona ou trés oitavas mais um passo.

Isto tem o dobro do erro da aproximacdo de 3, entdo o erro na aproximac3do de 9 é de cerca

de 4 centésimos bemol.

=

5

Aproximac3o de 9 no teclado, » 4 centésimos bemol.

10.10 Dez

Temos 10 = 2 -5, portanto 10 é aproximado pela composicdo de uma oitava com o
intervalo de duas oitavas-mais-um-terco, produzindo trés oitavas e um terco, e com o
mesmo erro que a aproximacgdo de 5 (ja que 2 é realizado exatamente), que é de cerca de

14 centésimos sustenido.

©

F—

L

Aproximacdo de 10 no teclado, » 14 centésimos sustenido.

10.11  Onze

O préximo inteiro, o primo 11, tem a pior aproximacdo de escala temperada encontrada
até agora: 1200log, 11 ~ 4151,32. Observe que ele esta muito perto da metade entre
41 semitons (trés oitavas mais um quarto) e 42 semitons (trés oitavas mais um tritom),

ligeiramente mais perto do altimo.
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=

==

5

Aproximac¢do de 11 no teclado, ~ 49 centésimos sustenido.

Este intervalo esta verdadeiramente "nas rachaduras", situando-se cerca de um quarto

de passo dos intervalos de escala temperada mais préximos.

10.12 Doze

Observamos que 12, sendo 2?3, & aproximado por trés oitavas mais um quinto em 14

centésimos sustenido.

==

.—-—

Aproximacdo de 12 no teclado, » 2 centésimos bemol.

10.13 Treze

O dltimo nimero inteiro que consideraremos aqui é o primo 13. Como 12001log, 13 ~
4440,53, temos que 13 é melhor aproximado no teclado por 44 semitons, ou trés oitavas

mais uma sexta menor, e a aproximacio é de cerca de 41 centésimos bemol.

=

=

F—

s E—

Aproximacdo de 13 no teclado, ~ 41 centésimos bemol.



Resumo 137

10.14 Resumo

A sequéncia de notas cromaticas que melhor se aproximam das alturas tendo a razio

n,paran=1,23,...,13 &

| ‘.'#!:bi

{)
e ——
o
'45678910111213
o
.4
[ J
1 2 3

A discussdo acima revela que algumas dessas aproximacdes sdo muito préximas, outras

ndo sdo préximas de modo algum.

10.15 Natureza nao-cromatica dos intervalos que

nao sejam oitavas multiplas

Note que os Gnicos intervalos inteiros no teclado até agora sdo as poténcias de 2
(intervalos de varias oitavas). O seguinte teorema mostra que ndo ocorrem outras razdes

inteiras N no teclado.

Teorema 10.1. Os dnicos intervalos de teclado que tém razées inteiras sdo as poténcias

de 2.

Demonstracdo. Suponha que n € Z* & um intervalo do teclado. Isto significa que é obtido
por composicdo de k semitons, para algum inteiro k > 0. Uma vez que o semitom tem razio
de intervalos 2'/12, temos n = (21/12)k = 2K/12 |ogo n'2 = 2%, Pelo teorema da fatoracdo

nica, n pode ter apenas fatores primos iguai a 2 em sua fatorac3o. ]






11 Timbre e Funcoes Periddicas

11.1 Timbre

O termo timbre refere-se a qualidade ou propriedades distinguidas em um tom musical,
diferentes da sua altura, que permitem distinguir entre um violino, um trombone, uma
flauta, a vogal 6h, ou a vogal eh, mesmo quando os tons tem a mesma altura. Para

tratar desse fendmeno, precisamos discutir alguns novos conceitos relacionados a funcdes e

graficos.

11.2 Funcodes definidas por partes e continuidade

Uma funcdo pode ser definida em por partes, como no exemplo

X, se x <1
g(x) =
1, se x> 1
cujo grafico é esbocado na figura 11.1.
Y y=9(x)

Figura 11.1: Grafico da funcdo g.

Como outro exemplo temos a fun¢do h definida por
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X, se X <1
h(x) =
2, sex>1

tendo agora o grafico esbocado na figura 11.2.

y=h(x)

Figura 11.2: Grafico da fun¢do h.

Observe o “salto” que aparece no grafico de y = h(x) em x = 1. Este & um exemplo de
uma descontinuidade, isto &, a situacdo num ponto x = a no qual a funcdo n3o é continua,

conforme a seguinte definic3o.

Definicdo 11.1. Uma fungcdo y = f(x) é definida como continua em x = a, se:

para qualquer ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que |f(x) — f(a)| < € sempre que |x — a| <.

Esta definicdo diz que f(x) estara arbitrariamente préximo de f(a) quando x estiver

suficientemente préximo de a.

No exemplo da fun¢do h(x) acima, observamos que, para a =1 e ¢ = 1/2, ndo existe
d > 0 tal que se x pertencer ao intervalo (1 -95,1+3) c R entdo h(x) pertencera ao
intervalo (h(1) —=1/2, (1) +1/2) c R, sendo h(1) = 1. Pois quando x se aproxima de 1
pela direita, isto &, assumindo valores maiores que 1, todos os valores de h(x) so iguais a

2, e & imediato ver que 2 ¢ (1/2,3/2).

A funcdo

X, se x <1
hi(x) =
2, sex>1

tem o mesmo grafico que h(x), exceto em x = 1. Podemos redefinir hy(1) como sendo um

outro nimero real, como em
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X, se x <1
ha(x) =1 3, sex=1

2, se x> 1

tendo h, o grafico esbocado na figura 11.3,

y =ha(x)

Figura 11.3: Grafico da fun¢do h;.

que tem novamente uma descontinuidade em x = 1. N&o é dificil provar que, de fato,
ndo existe nenhuma maneira de redefinir h(1), deixando todos os outros valores de h
inalterados, de tal forma que h seja continua em x = 1. Pois se x > 1, temos h(x) = 2, e
se x < 1, temos h(x) = x. Suponhamos que h(1) = a, sendo a um namero real qualquer,
e suponhamos que h(x) seja continua em x = 1. Ent&o, para € = 1/2, podemos encontrar
5>0, tal que [x = 1| <8 =|h(x) —a| < 1/2. Mas existem x; <1 ex;>1, com |x;-1/<d

e [x2 — 1] < 5. Nesse caso, temos h(x1) = x; e h(x;) = 2. Dai teremos

X1 =2| = [h(x1) - h(x2)|

=|(h(x1) - a) - (h(x2) - a)|

1 1
S|h(X])_a|+|h(Xz)_a|<§+§:]

do que deduzimos que [x;—2| < 1. Dai, -1 <x;-2< 1, ou seja 1 < xq < 3, uma contradi¢3o,

pois x; < 1.

Uma interpretacdo grosseira de uma descontinuidade é um “salto” no grafico. Isto ndo

é uma terminologia matematica precisa, mas nos serve muito bem intuitivamente.

Uma func3o que é continua num intervalo I é uma cujo grafico ndo tem “saltos” para

qualquer x € 1.



142 Timbre e Fungées Periédicas

11.3 Funcoes periddicas

Uma fungdo f(x) cujo dominio é todo R é chamada periédica se existe um nimero
positivo P tal que para todo x € R, f(x + P) = f(x). Isto significa que o comportamento
da funco é completamente determinado pelo seu comportamento no intervalo semi-aberto

[0,P). (ou em qualquer intervalo semi-aberto de comprimento P).

Figura 11.4: Grafico de uma funcio periédica de periodo P.

O namero P é chamado de periodo da funco.

Exemplo. As fungbes y = senx e y = cosx sdo periddicas do periodo 27t. Qualquer
fungdo f(x) definida no intervalo [0, P) pode ser estendida (unicamente) para uma fungdo
periédica g(x) de periodo P cujo dominio é todo R. Isto é feito pela definicdo de g(x) =
f(x —mP) para x € [nP,(n+ 1)P), para todos os inteiros n. Nés vamos nos referir a este

procedimento como “extens3o de [0,P) a R por periodicidade”.

11.4 Efeito do deslocamento e alongamento sobre a

periodicidade

Se y = f(x) € uma fungdo periddica com periodo P, entdo as translagdes verticais e
horizontais de comprimento ¢, y = f(x)+c ey = f(x—c), para ¢ € R, também s3o periédicas

com periodo P. Também é periédica de periodo P a funcio alongamento vertical y = cf(x).

No entanto, o alongamento horizontal y = f(x/c) passa a ter periodo cP. Isto é facil
de ser verificado pois, sendo f(x) de periodo P, e sendo h(x) = f(x/c), temos h(x +cP) =
f((x+cP)/c) =f((x/c) + P) = f(x/c) = h(x).
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11.5 Deslocamento e alongamento de seno e cos-

seno

As duas fungdes trigonométricas y = senx e y = cosx desempenham um papel central
na discussdo restante, e elas sdo relacionados da seguinte maneira: O grafico de y = cosx
é obtido por um deslocamento do grafico de y = senx a esquerda por ¢ = 7t/2. Isso ocorre

porque o0 seno e cosseno possuem a relacdo
cosx = sen(x + 7/2)
que é um caso especial da “férmula da soma”
sen(oc+ 3) = sen xcos 3 + cos acsen 3 (11.1)

Observe que a equagdo anterior é obtida a partir desta altima, ajustando & =x e 3 = 7t/2,
pois cos(7t/2) = 0 e sen(7t/2) = 1. De modo mais geral, se tratarmos 11.1 como uma
equacido funcional substituindo « pela variavel independente x e considerar 3 como sendo

um namero fixado (considerando 3 como sendo um angulo medido em radianos), temos:

sen(x + ) = cos senx + sen 3 cos x. (11.2)

Os nameros cos 3 e sen f3, sdo as coordenadas do ponto Q no circulo unitario (isto &,
o circulo de raio um) centrado na origem, de modo que o comprimento de arco no sentido

anti-horério, ao longo do circulo, de (1,0) a Q é igual a p.

Sejam k,d € R com d > 0. Substituindo x por kx em 11.2 e multiplicando ambos os
lados da equagdo acima por d resulta na equagdo da fungdo g(x) obtida comegando com
f(x) = senx, deslocando o grafico desta para a esquerda por 3, comprimindo o grafico
horizontalmente por um factor de k (i.e., alongamento por 1/k) e alongamento vertical por

um fator de d. A transformacdo geral resultante de senx é:

g(x) = dsen(kx + 3) = d(cos f senkx + sen 3 cos kx) (11.3)

Agora vamos considerar uma funcdo arbitraria da forma
h(x) = Asenkx + B coskx (11.4)

em que de A, B € R sdo nameros quaisquer. O ponto (A, B) tem a distancia VA% + B2 da

origem. Se A e B n3o sdo simultaneamente nulos, entdo tomando
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A B

VAZ1B?  AZ:+BZ
o ponto (a,b) estd a distancia 1 da origem, portanto encontra-se no circulo unitario

centrado na origem. Assim, hd um angulo > 0 para o qual a = cosf3, b = senf3, e

tomando d = VA2 + B2 temos da=A, db=B, e

h(x) = d(asenkx + bcoskx) = d(cos p senkx + sen 3 coskx) = dsen(kx + f3)

Portanto h(x) é uma transformacdo de sen x tendo a forma 11.3, em que d = VA? + B2.

O angulo B é chamado de deslocamento de fase, e o namero d > 0 é a amplitude.

Exemplo. Considere a fungdo h(x) = 3senx + 2cosx. Temos A =3, B =2, d =
V32+22 =413, a= \/% eb = \/% O angulo B = J% é um angulo agudo, ja que o
ponto (3, 2) esta no primeiro quadrante. Uma calculadora nos da 3 = arcsen \/2—]_3 ~ 0,588 ~

33,69°. Dai, temos

3 2
h(x) = \/ﬁ(\/—r3 senx + ﬁcosx)

= \/ﬁ(cosﬁsenx+senﬁcosx)
=V13sen(x+ )

A amplitude é /13 e o deslocamento de fase & B ~ 0,588.

11.6 Vibracoes

Usaremos o termo vibracio para significar uma oscilacdo com um padrdo que se repete
a cada intervalo de P unidades de tempo. A frequéncia da vibracdo, isto &, o namero de
repeticdes do seu padrdo por unidade de tempo, é 1/P. Para os nossos propésitos, o tempo
sera medido em segundos. Se realizamos uma vibracdo como um movimento para cima e
para baixo de um ponto, a vibragdo é dada por uma fungdo y = f(t) em que y é a posicdo

da particula no instante t. A funcdo sera periédica, tendo como periodo o niimero P acima.

Movimento vibratério pode surgir a partir das cordas de um violino, de uma coluna de
ar dentro de uma trombeta, das cordas vocais humanas, etc. A vibracdo é transmitida

através do ar por contragdo e expans3o (isso é chamado de onda sonora).
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E recebida pelo ouvido humano quando o timpano é posto em movimento, vibrando
no mesmo padrdo que o objeto vibratério. O cérebro interpreta a vibragdo como um tom
musical. Se a vibracdo tiver o periodo P, medido em segundos, ent3o a altura ou frequéncia

do tom sera F=1/P Hz.

11.7 Tons musicais e funcdes periddicas

Dada qualquer fun¢do periddica y = f(t) do periodo P, podemos contemplar um objeto
oscilante cuja posicdo no momento t é f(t) e perguntar qual é o som de tal vibragdo.
Esperamos que a altura do tom seja 1/P Hz, mas queremos investigar outros aspectos de

y = f(t) que determinam o carater, ou timbre, do som que estamos ouvindo.

Se uma fungdo y = f(t) de fato representasse a posicdo de um objeto, seria de esperar
que a fungdo f(t) fosse continua. Isto é baseado na suposi¢do de que a posigcdo dos objetos
ndo “salta” instantaneamente. Apesar deste fato ser um reflexo da realidade, em nossa
discussdo iremos entretanto associar uma vibracdo com qualquer fun¢do periddica y = f(t)

de periodo P € R* satisfazendo as seguintes propriedades mais gerais:

1. f possui um namero finito de descontinuidades em [0, P).

2. f é limitada, isto é, existem nameros b, B € R tais que para todo t € R, b < f(t) < B.

Interpretamos as descontinuidades como momentos em que o objeto vibratério apresente
mudanca de posicdo muito rapidamente, de modo que a transicio de uma posicdo a outra
parece instantinea. Isso exemplifica o fato de que a Matematica apresenta modelos de

fenémenos fisicos, n3o representacdes exatas de fendmenos fisicos.

Suponha que y = f(t) é uma fungdo periddica, com periodo P, satisfazendo as condi¢&es
1 e 2. Conforme descrito acima, f(t) estd associada a um tom de altura (frequéncia)
F = 1/P. De acordo com nossas observacdes sobre o efeito de mudanca de periodicidade,
a altura n3o é alterada se alterarmos f(t) por um deslocamento horizontal. Uma vez que
tal deslocamento pode ser pensado como um atraso, n3o esperamos que ele afete o timbre

do tom, e na verdade n3o afeta.

O deslocamento vertical descreve um movimento com amplitude alterada, mas a mesmo
altura (tom) e a mesma “personalidade” basica. A observacdo confirma que tal alongamento

ajusta a intensidade, com muito pouco efeito, se houver, no timbre do tom.
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. ) 1
A compressdo horizontal y = f(ct) muda o periodo para P/c, dai o passo fica e

c/P = cF. Assim, o efeito da compressdo horizontal por um fator de ¢ é multiplicar

o)

frequéncia de f(t) por c.

11.8 Efeito do alongamento horizontal no passo

A observacdo final da secdo anterior nos diz como aplicar uma compressio horizontal a

f(t) para alcangar qualquer altura (frequéncia) desejada .

Suponha que o periodo P seja dado em segundos. Queremos que T = cF = ¢/P, o que
da ¢ = rP. Assim, a funcdo

y = f(rPt)
Representa um tom com frequéncia r ciclos por segundo, isto &, r Hz.

Exemplo. Suponha que y = sent d4 um movimento em segundos. Aqui P = 27, e
entdo a frequéncia & 1/(271) Hz (que & muito abaixo do limiar de audibilidade humana).
Vamos ajustar o passo para dar A4, afinado para r = 440Hz. Assim, escrevemos y =
sen(rPt), isto &,

y = sen(880rrt)

O tom dado por uma funcdo seno como acima é as vezes chamado de “tom puro”’. E

um zumbido indescritivel, muito semelhante ao tom produzido por um diapas3o.

11.9 Teoria de Fourier

Iremos agora descrever como todas as funcdes periédicas com comportamento razoa-
velmente bom podem ser escritas em termos das funcdes sent e cost. Este é um resultado
fundamental da Analise Harménica, mais especificamente Teoria de Fourier, que se baseia
no trabalho do matematico e fisico francés Joseph Fourier (1768-1830). Primeiro fazemos

as seguintes observacdes.

A primeira é que se f(t) e g(t) sdo duas fun¢des periddicas de periodo P, entdo assim
é (f+g)(t), que é definida como f(t) + g(t). Isto é elementar pois (f+ g)(t+P) =
f(t+P)+g(t+P)="F(t)+g(t)=(f+g)(t).
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De um modo mais geral, temos que se fi(t),...,f,(t) sdo periédicas do periodo P,
n

entdo também é periddica de periodo P a fungdo Z fie(t).
k=1

Em segundo lugar, suponhamos que f(t) é periddica do periodo P, e seja k € Z*. Como
vimos, a fung¢do f(kt) tem como grafico o grafico de f(t) comprimido horizontalmente por
um fator de compress3o k, e tem periodo P/k. No entanto, também tem periodo P, ja que

f(k(t+P)) = f(kt + kP) = f(kt).
Obviamente, a fun¢do af(kt), para qualquer a € R, é também periédica do periodo P.

n
Portanto, a soma Z aif(kt), em que ai,...,a, € R, & novamente periédica de periodo
k=1

n
P. Em particular, uma soma Z ay sen(kt) tem como periodo 2.
k=1

O seguinte teorema, basico para a analise harménica, envolve dois conceitos de calculo:

derivadas e séries (somas com um namero infinito de termos).

Teorema 11.1. Suponhamos que f(t) é periédica de periodo 2, e que f(t) é limitada e
tem derivada f'(t) continua e limitada em todos os pontos de [0, 27), exceto possivelmente
em um ndmero finito de pontos. Ento existe um nimero real C e sequéncias de niimeros
reais A1,Az,As,... e B1,By,Bs,..., tais que para cada t em que f(t) é continua temos

f(t) representada pela série convergente

o0

f(t) = C+ ) [Aysen (kt) + By cos (kt)]. (11.5)

k=1

Note que existe uma condicdo em f(t) para além das condicdes 1 e 2 mencionadas
anteriormente neste capitulo. Envolve o conceito de derivada, que aprendemos em cursos
universitarios de Calculo. A condigcdo sobre a derivada diz intuitivamente que, exceto num
conjunto finito de pontos, o grafico de f(t) é suave e as retas tangentes a ele tem inclina¢ées

limitadas por uma inclinacdo maior e uma inclinacdo menor.

Aqui o termo inclinacdo pode ser entendido como coeficiente angular. A reta de equacio
y = mt +n tem inclinagdo m. A reta tangente ao grafico de y = f(t), em um ponto
Py = (to, T(to)), sendo ty um ponto em que f(t) tem derivada f’(t,), é dada pela equagio
y ="f(to) + f'(to)(t - to), tendo assim inclinagcdo f'(ty).

Os nameros reais C, Aj,Az,As,... e By, By, Bs,..., cuja existéncia é enunciada no

teorema 11.1, sdo chamados coeficientes de Fourier da fungdo f(t).

A soma infinita 11.5, chamada Série de Fourier de f, baseia-se nas nocées de limite

e convergéncia, também de analise. Com definicdes e desenvolvimento adequados, torna-
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se possivel o fato de que uma soma infinita tenha um limite, isto &, possa “somar-se’

. ) L k
(convergir) a um namero. Um exemplo é a série Y12, (%) =1+ % + % + % + -+, que tem 2
como seu limite. Esta é a mesma soma dada pala férmula 3.2 do Capitulo 3, encontrada

em nossa discussdo de notas pontilhadas.

Esta moral da histéria contada no teorema acima é que funcdes periédicas bem-compor-
tadas podem ser aproximadas por uma série de multiplos de funcdes seno e cosseno. Ha
mais na histéria, que, novamente, pode ser entendida por qualquer pessoa familiarizada

com calculo:

Teorema 11.2. Os coeficientes da série 11.5 sdo unicamente determinados pelas integrais

abaixo:

c- [Tid
_2_/0 () dt

Tt

Ay = 7]_1 fo " sen(kt) f(1) dt (11.6)
By - 71? fo 7 cos(kt) £(t) dt

Para leitores n3o familiarizados com calculo diferencial e integral, para uma funcdo
h(t), limitada e com derivada h/(t) continua em limitada em todos os pontos do intervalo
[a,b], exceto possivelmente em um nimero finito de pontos, o simbolo fab h(t) dt denota
a integral definida, sobre o intervalo [a,b], da funcdo h(t). Essa integral pode ser intuiti-
vamente interpretada como sendo o valor numérico da area delimitada pelo grafico de h(t)
e pelo eixo t, e pelas retas verticais t = a e t = b. Areas acima do eixo t sdo tomadas
como positivas e areas abaixo do eixo t sdo tomadas como negativas, e para o calculo da
integral essas areas, tanto as positivas como as negativas, entre o grafico de h(t) e o eixo

t, sdo somadas.

Se g(t) é uma funcdo de periodo P, satisfazendo as hipéteses do teorema 11.1, entdo

g (%t) tem o periodo 27t e temos:

g (%t) =C+ i[Ak sen(kt) + By cos(kt)] (11.7)
k=1

. "~ 27'[t L, . L, .
Recuperando g(t), pela substituicdo de t por <5+t na série 11.7, obtemos a série de
Fourier para uma funcdo arbitraria de periodo P, desde que satisfaca as outras hipdteses

do teorema 11.1.

2 2
7kt nkt] (11.8)

g(t) =C+ ) |Axsen + By cos 5
P
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11.10 Harmonicos e sobretons

Associando a fun¢3o g(t), tendo periodo P como acima, com um tom musical de altura

F =1/P, notamos que
g(t) = C+ ) [Ayxsen(27Fkt) + By cos(27Fkt)] (11.9)
k=1

Cada somando Ay sen(27Fkt) + By cos(27tkFt) em 11.9 tem a forma 11.4, e, portanto,

representa uma transformagdo de sen(27tFt) que pode ser escrito na forma 11.3 como
dy[cos By sen(27Fkt) + sen By cos(27Ft) | = dy sen(2mkFt + By),

sendo

A B
di =\/AZ + B, cosBk:d—:, sean:d—k

K
desde que Ay e By ndo sejam simultaneamente nulos. Portanto temos

g(t)=C+ i dy sen(27tFkt + By) (11.10)
k=1

O k-ésimo termo dy sen(27tFkt + 3y) € obtido de sent via deslocamento por By (o k-
ésimo deslocamento de fase), comprimindo horizontalmente por um fator de k e esticando

verticalmente por um fator de dy (a k-ésima amplitude).

Esta funcdo tem o mesmo som basico (altura e timbre) de sen(27tkFt), com um ajuste
de volume resultante da amplitude dy. E chamado o k-ésimo harménico da fungdo g(t).

Para k > 1, também é chamado de (k — 1)-ésimo tom de g(t).

Quando isolado, este harménico da a altura kF, ent3o a sequéncia de alturas associadas
aos harménicos da a sequéncia de razdes inteiras com a frequéncia fundamental F. Estes
sdo os intervalos discutidos no Capitulo 10; recapitulemos que se tomamos F, como o
fundamental (primeiro harménico), os 13 primeiros harménicos sdo aproximados no teclado

como segue:

Para uma determinada frequéncia fundamental F, a sequéncia infinita de alturas
F, 2F, 3F, 4F, 5F,...

é& chamada de série de sobretons.

Para um determinado tom (altura), sdo os tamanhos relativos das amplitudes (n3o ne-

gativas) d;, dy, d3, . .. que determinam o timbre, ou “personalidade”, de um tom sustentado,
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permitindo-nos distinguir entre diferentes vozes musicais e instrumentos. Podemos pensar
em d, como o “peso’ ou “grau de presenca” da k-ésima harménica no som representado
por g(t). O timbre do tom parece depender s6 desta sequéncia, independente da sequéncia
das mudangas de fase (31,2, B3,..., que certamente afetam a forma do grafico de g(t),

mas nao o som.

Sobretons (harménicos) ndo sdo geralmente percebidos pelo ouvido como alturas; em
vez disso, a totalidade dos sobretons que se enquadram no espectro audivel sdo ouvidos
como um Gnico tom integrado, com harmdnicos determinando o timbre, como explicado
acima. No entanto, existem momentos em que sobretons podem realmente ser ouvidos
como alturas. O canto com sobretom é um tipo de canto no qual o cantor manipula as
cavidades ressonantes da boca movendo a lingua e o maxilar de modo a isolar sobretons
especificos um a cada vez. O sobretom isolado entdo torna-se claramente audivel. Enquanto
mantém uma altura fundamental constante, o cantor pode, assim, “tocar uma melodia” com

os sobretons.

Outra situacdo em que os sobretons podem se tornar audiveis ocorre quando um certo
tom aparece como um sobretom reforcado, ou seja, um sobretom de duas ou mais notas em
um acorde bem afinado. Por exemplo, suponha que um acorde tenha raiz C3 e quinta Gs.
Note, entdo, que G4 é o terceiro harménico da raiz (na verdade, fora por dois centésimos,

como discutido no Capitulo 9) e é o segundo harménico da quinta.

F—a—

G4, a nota pequena, aparece na série de sobretons de ambos C3 e Gs.

Uma vez que o G4 é reforcado, as vezes é ouvido como um tom. Sua audibilidade é

ainda mais provavel se ele estiver dentro de um formante (um termo a ser explicado mais
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adiante no capitulo) para a vogal sendo cantada ou nos instrumentos tocando a corda. Os
cantores de uma musica d capela costumam dizer que a corda “soa” quando esse fenémeno

é vivenciado.

Exemplo: A onda quadrada. Para ilustrar o uso do teorema, e das equagdes 11.6,
11.8 e 11.10, para calcular harménicos de um tom, consideraremos uma chamada “onda

quadrada”, a fungdo periddica definida no intervalo [0, 27t) definida por:

1,se0<t<m
s(t) =
-1, sem<t<2m

e estendida por periodicidade a uma fung¢do cujo dominio é R. O grafico de um periodo,

sobre [0, 271), aparece na figura 11.5.

Vb y=s

Figura 11.5: Grafico da funcdo de “onda quadrada” s.

Esta forma de onda, encontrada em eletrénicos e processadores de sinais, e disponivel
na maioria dos sintetizadores, produz um timbre distintivo que lembra vagamente o som
de um clarinete. A funcdo satisfaz as hip6teses do teorema 11.1, e assim podemos fazer
uso do teorema 11.2 para calcular os coeficientes C, Ay e By que aparecem na sua série de

Fourier.

Neste ponto, retomaremos a interpretacio comum da integral que afirma que para uma
fun¢do bem comportada y = f(t) a integral fab f(t)dt da a area delimitada pelo grafico de
f e pelo eixo t entre as retas verticais t = a e t = b, com a ressalva que a area abaixo do

eixo X assume valor negativo.

Embora ndo matematicamente rigorosa, esta concepcdo informal da integral servira aqui
como uma definicdo de trabalho.

De acordo com (11.6), temos C = - OZWS(t)dt. Agora se torna claro, a partir do

grafico de s(t), que fohs(t)dt = 0, uma vez que o retangulo formado acima do eixo t

entre 0 e 7T tem a mesma area que o retdngulo abaixo do eixo entre 7w e 27t. Dai C = 0.
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Agora, consideremos os coeficientes By = :—Tfozncos(kt)s(t)dt (novamente a partir de
10.6). Primeiro, vamos observar que, para k € Z, o grafico de y = cos(kt) & simétrico
em torno de t = 71, ou seja cos(k(rt—t)) = cos(k(rt+t)). Isso & ilustrado pelos graficos

exibidos na figura 11.6 parak=2e k =5.

y | y

Lo NN e
VUV VY

y = cos(2t) y =cos(5t)

Figura 11.6: Graficos de y = cos(kt) para um valor par e um valor impar de k.

A igualdade cos(k(rt—t)) = cos(k(7t+1t)) é derivada facilmente da férmula do cosseno

da soma:

cos(oc+ ) = cosoccos 3 —senasenf3 (11.11)
De fato,
cos(k(rt—t)) = cos(km - kt))
= cos(kmr) cos(-kt) —sen (k) sen(-kt)
= cos(krt) cos(kt) (sen(km) = 0)
= cos(km) cos(kt) —sen(kmr) sen(kt)

= cos(km+ kt) = cos(k(m+1t))

Consequentemente, pela simetria do grafico em relacdo a reta vertical x = 71, temos

que:

s 27
f cos(kt) dt = f cos(kt) dt (11.12)
0 s
pois
Apelando as propriedades basicas da integral, e relembrando a definicdo de s(t), temos:
27 s 27
/ cos(kt) s(t) dt = f cos(kt) s(t)dt + f cos(kt) s(t) dt
0 0 s
s 27
- f cos(kt) - 1dt+ f cos(kt) - (~1) dt
0 s
s 27
= / cos(kt) dt - f cos(kt)dt=0
0 s
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sendo esta Gltima igualdade devido a 11.12. Isso mostra que na série de Fourier de s(t),
temos By =0, para todo k > 1.

Para avaliar Ay =1 027[ sen(kt)s(t)dt, fazemos algumas observacées sobre o compor-

tamento de sen(kt) no intervalo [0,27t]. Especificamente, queremos ver como seu grafico
em [0, 7t] se compara ao seu grafico em [, 27t]. Agora sen(kt) tem periodo 27t/k, sendo
cada periodo uma compressdo horizontal do grafico de y = sent ao longo do intervalo
[0, 27t], compreendendo assim um “I6bulo superior” e um “I6bulo inferior”, cada um com a
mesma quantidade de area entre o grafico e o eixo t. Deste fato segue-se que a integral
de sen(kt) em qualquer periodo, ou em qualquer nimero de periodos completos, é zero.
Além disso, o ponto t = 7t encontra-se no ponto entre dois periodos adjacentes ou no ponto
médio de um periodo, dependendo se k é par ou impar, respectivamente. llustramos este

fato na figura 11.7, para as fungdes sen(2t) e sen(5t).

y y

VAN AWATAwLY
\U/\U EERRVRVEVAVRVEE

y =sen(2t) y =sen(5t)

Figura 11.7: Graficos de y = sen(kt) para um valor par e um valor impar de k.

No caso em que k é par (veja o caso k = 2, ilustrado na figura), o grafico é exatamente
o mesmo em ambos os intervalos, [0,7t] e [7,27t], portanto a integral em ambos os inter-
valos é a mesma (e na verdade igual a zero, uma vez que em cada periodo temos iguais

quantidades de area abaixo e acima do eixo t). Dai,

fo 7 sen(kt) s(t) dt - fo "sen(kt) s(t) dt + fﬂ " sen(kt) s(t) dt
s 21
= fo sen(kt)-1dt+ [ﬂ sen(kt) - (-1),dt

g 27
= fo sen(kt) dt — f sen(kt)dt=0-0=0

Portanto, temos Ay = 0 quando k é par.

Quando k for impar (veja o caso k = 5, ilustrado acima), escreva k = 2n+1 e observe que
o intervalo [0, 7t] contém n periodos completos, mais um lébulo superior do (n + 1)-ésimo

periodo, e o intervalo [7t, 27t] tem um Iébulo inferior do (1. + 1)-ésimo periodo seguido por



154 Timbre e Funcdes Periédicas

n periodos completos. Como a integral sobre periodos completos é zero, temos entdo que
[y sen(kt)dt =R e fnznsen(kt)dt = —R, sendo R a area sob um Iébulo superior. Assim

sendo,
_/(;Msen (kt)s(t) dt = foﬂsen (kt)s(t) dt+ fhsen (kt)s(t) dt
= foﬂsen(kt)ﬂ dt + fznsen(kt)-(—l)dt

g 2m
= fo sen (kt) dt - —/ﬂ sen (kt) dt
-(-R)=2R

(11.13)

Nossa tarefa agora se reduz a avaliar R. Nés apelamos para outra maxima intuitiva:
Quando uma regido no plano é esticada (ou comprimida) horizontalmente por um fator A,

a drea da regido esticada é igual a area da regido original multiplicada por A. Dai,

R:f sen(kt)dt:%/ sen(t)dt (11.14)
0 0

e aqui, nés apelamos para o Teorema Fundamental do Calculo para um breve célculo e

obtemos:
foﬂsentdt = (—cost)|;r =—cos(m) +cos(0) =—(-1)+1=2. (11.15)

Isso diz que a area sob um I6bulo superior do grafico padrdo do seno (ou do cosseno) é
igual a 2. Adiante, ao final do capitulo, fazemos uma deducdo deste fato sem apelar para

o Teorema Fundamental do Calculo.

Usando 11.13, 11.14 e 11.15 obtemos:

1 rr 1 1 4 4
A:—/ Kt)s(t)dt= —2R= — .~ = —
kﬁosen( )s(t) T m k kmn
quando k for impar.
Para resumir, acabamos de mostar que:
0 se k for impar
C=0, By =0 para cada k, Ay = 4
— k f
o se k for par
Escrevendo os inteiros positivos impares na forma k = 2n+ 1, para n = 0,1,2,..., e

colocando em evidéncia a esquerda o fator comum 4/, a série 11.8 da fungdo s(t) pode

é escrita como:

7 sen (2n+1)t) (11.16)

?-ll-l>

EDEE
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ou seja,

s(t) = %sent+ %sen3t+ %sen5t+ %sen7t+

A auséncia de cossenos na série diz que os deslocamentos de fases 3y s3o todos nulos.
As amplitudes dy sdo O para k impar e 4/k7t para k par.

Um fato interessante é que podemos “visualizar’ o somatério 11.16 convergir por plota-
mento dos graficos das séries truncadas (finitas) 2 ¥\ ) --'—sen ((2n + 1)t) & medida em

que N vai se tornando grande.

Observe como os graficos da figura 11.8, para N =0, 3, 8 e 15 se parecem cada vez

mais com o grafico de s(t).

y y
P 2p p 2p
' h\/\/\/ '
N=0 N=3
y y

WVV\IO 2p p 2p
[

N:8 N:]S

Figura 11.8: Graficos de somas finitas da série de Fourier de s(t).

Devemos observar que todos, com excecdo de um namero finito de sobretons, estdo
fora do alcance da audibilidade humana. Por isso, alguns truncamentos da série de Fourier

sdo suficientes para representar o som audivel.

Por razdes baseadas na fisica do som, o clarinete também tem apenas harménicos

impares, o que explica a leve semelhanca do seu som com o da onda quadrada.

11.11 Formantes

Suponhamos que uma forma de onda seja dada pela equacio 11.10, e suponhamos que
variamos apenas a altura (tom) F, mantendo os nimeros dy fixados. N3o nos preocupa-

remos sobre os nimeros (3, uma vez que eles ndo contribuem muito para o carater do
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som. Ent3o a amplitude de cada harménica permanece inalterada. Este seria o caso se
soassemos a onda quadrada em diferentes frequéncias. Os pesos das harménicas n3o so

afetados.

No entanto, isso ndo é o que acontece quando um instrumento musical ou um cantor
muda o tom. Em vez disso, os harménicos que caem em certas faixas de frequéncia
terdo consistentemente maiores pesos do que aqueles que n3o caem. Esses intervalos de
frequéncias, chamados de formantes, dependem apenas do instrumento musical que esta
sendo tocado ou tipo de som humano de vogal sendo cantado. Eles permanecem inalterados
enquanto o tom F varia. Assim, cada peso d,, mudara de nota para nota, dependendo de

se 0 k-ésimo harménico esta dentro de um desses formantes.

Isso explica por que acelerar ou abrandar uma gravac3o distorce o som para além de
simplesmente mudar o tom. Quando um tom gravado é reproduzido a uma taxa diferente
da qual foi gravado, a onda sonora é simplesmente esticada ou comprimida ao longo do
tempo, isto é, a frequéncia F é alterada, enquanto todos os outros pardmetros em 11.10
permanecem inalterados. Assim, os formantes ndo sdo preservados, mas sim deslocados
junto com F. Acelerar a masica gravada produz o familiar “efeito chipmunk”. A musica
que é desacelerada produz sons tristes e nebulosos. Em ambos os casos, o personagem da

masica é alterado a um modo bastante cémico.

Os sons musicais tendem a ter dois ou trés formantes. Estes formantes sdo criados pelas
camaras de ressonancia dentro do instrumento ou boca do cantor. Uma cdmara favorece
uma certa faixa de frequéncia, determinada pelo seu tamanho e forma. Frequéncias dentro

desse intervalo sdo amplificadas.

Como exemplos, consideraremos os trés sons de vogais, como normalmente falamos
em portugués brasileiro. A vogal u (como em “cubo”) tem trés formantes centrados res-
pectivamente préximos de 310 Hz, 870 Hz e 2250 Hz. A vogal a (como em “padre”) tem
formantes em torno de 710 Hz, 1100 Hz e 2640 Hz. A vogal i (como em “livro”) tem for-
mantes a 280 Hz, 2250 Hz e 2900 Hz. Os graficos representando intensidade (eixo vertical)

versus altura (em Hz) para estas vogais sdo representados nas figuras seguintes.
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1000 2000 3000 4000

Figura 11.9: Formantes para a vogal wv.

Fonte da ilustracdo: [1].

1000 2000 3000 4000

Figura 11.10: Formantes para a vogal a.

Fonte da ilustragdo: [1].

\

1000 2000 3000 4000

Figura 11.11: Formantes para a vogal I.

Fonte da ilustragdo: [1].

Frequentemente usamos a palavra “brilhante” para descrever sons com um ou mais
formantes proeminentemente altos e “escuro” para sons cujos formantes est3o todos baixos.
Note que a vogal i tem o segundo e terceiro formantes superiores mais altos do que os
outros dois, o que explica o seu som relativamente brilhante. Observe também que um

formante n3o tera efeito sobre o timbre se o tom fundamental for cantado acima desse
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formante. Portanto, se uma soprano canta As (880 Hz) em uma vogal u, o formante mais

baixo, centrado em torno de 310 Hz, ndo possui harménicos para amplificar.

Os instrumentos musicais também possuem formantes caracteristicos. Por exemplo, o
clarinete possui formantes nas faixas 1500-1700 Hz, e a trombeta tem um formante na faixa
de 1200-1400 Hz e outro centrado em torno de 2500 Hz. Finalmente, devemos reconhecer
que o termo “volume” (loudness) usado acima é subjetivo e dificil de quantificar, pois varia
de pessoa para pessoa. Isto ndo é diretamente proporcional a mera amplitude. A Fisica

tenta medir isso em funcdo da “pressdo sonora”, medida em decibéis.

11.12 Uma deducdo elementar de que [, sentdt =2

Nesta secdo, usamos fatos elementares de trigonometria e limites de sequéncias para
deduzir que [,"sentdt = 2.
Mencionamos inicialmente que, sendo k um inteiro positivo (grande), temos a igualdade!

sen((k+1)0/2) -sen (k0/2)
sen(0/2)

sen6 +sen20 +sen30 +--+sen(k—1)0 +senk0O = (11.17)

Para calcular a area dada por /" sent dt, subdividimos o intervalo [0, 7] em k intervalos

de comprimentos iguais a 7t/k, através de pontos
to=0, t1 =m/k, t; =2m/k, t3 =3m/k, ..., txey = (k-1)7/k, ty =km/k=m7
Formamos entdo a soma

Sk = (sent;)- E + (senty) - % + (sents) - g +--+ (senty_q) - % + (senty) - (11.18)

1A

. . 7t . )
Para cada i, 1<i<Xk, otermo (sent;)- © pode ser interpretado como sendo a area de
um retangulo de base 7t/k e altura sent;. A soma integral dada por 11.18 & interpretada
geometricamente como sendo soma das areas desses retangulos, e estd representada em

cinza na figura 11.12.

A medida em que k cresce, o namero de retangulos também cresce, as “bases” desses

retangulos, de comprimento 7t/k, vdo ficando cada vez mais estreitas, e a soma Sy se

'Uma deducdo desta igualdade, que n3o faz uso de nimeros complexos, & encontrada em Maor, E.,

Trigonometric Delights. Princeton: Princeton Univ. Press, 1998, p. 113-114.
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y y=sent

v

0| t1 & t3 ty ts te3 k2 b1 k=T

Figura 11.12: Interpretacdo geométrica da soma integral S, como soma de areas

de retangulos.

aproxima mais e mais do valor da area entre a curva y = sent e o eixo t, no intervalo

0 <t <m. Dizemos que lim Sy, = foﬂsent dt quando k — oo.

Agora, usando 11.17 (com 0 = 7t/k) e 11.18 temos

T
Sk =(sent; +sent, +sent; + - +senty; +senty) - T

= (sen7t/k + sen27t/k + sen37t/k + - + sen(k — 1)7t/k + sen k7t/k) - %
_ sen((k +1)7/(2k)) - sen (kmt/(2k)) =

sen(7t/(2k)) k
_sen((1+1/k)m/2) -senm/2 m
B sen(7t/(2k)) 'k

Assim, temos

se=sen((1)3) senturiay

Sk:sen((1 +%)§)%2 (11.19)

e entdo

Quando k - o0, 1/k - 0 e também 7t/(2k) — 0.

Lancamos m3o do fato ndo t3o elementar, mas de deducdo intuitiva, que afirma que

— 1 quando 6 - 0, para 06 > 0.
sen 0

7t/(2k)

Daf, sendo 0 = 7t/(2k), 6 - 0 quando k — oo, e entdo m

- 1.

Assim, quando k — oo, temos lim Sy = seng -1-2=2.

Para justificar que — 1 quando © - 0 e 0 > 0, langamos m&o da interpretagdo

sen
geometrica seguinte.
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Sendo 0 dado em radianos, para 0 < 0 < 7t/2, pode ser demonstrado que
senb < 0 <tgb (11.20)

conforme ilustrado pela figura 11.13, em que P'P =sen®, o arco AP tem comprimento 6,

e AT =tg0.

S
g
S

Figura 11.13: Interpretacdo geométrica da desigualdade

senB < 0 <tg0 para 0 <0 < 7/2.

Dai, por 11.20,
0 1

<
sen® cosHO

1< (11.21)

1
Quando 0 -0, cos0 - 1, —— — 1, e ent3o 0 - 1.
cos© sen



12 Conclusoes

O autor deste trabalho tem formacio musical autodidatica, jamais tendo frequentado um
conservatério de formacdo musical. Porém desde os 9 anos vem conhecendo e exercitando
a arte do violdo, interrompida parcialmente desde um grave acidente em junho de 2014,
que lhe tolheu as habilidades manuais ao violdo. Ao longo de sua vida, masica tem sido
um componente essencial, intrigante, despertando-lhe grande interesse em instrumentos

musicais, bem como em composicdo e execucdo de cancdes.

Por outro lado, o autor tem boa formacdo matematica, advinda de curso de graduacio
(licenciatura) na UFSCar, disciplinas isoladas cursadas no programa de bacharelado e tam-
bém do mestrado em Matematica daquela instituicdo, e finalmente de disciplinas cursadas

no programa de Mestrado Profissional em Matematica deste IGCE-UNESP de Rio Claro.

Apesar de ter ciéncia da conex3o entre musica e matematica, neste trabalho o autor teve

sua primeira oportunidade de apreciar com profundidade alguns detalhes dessa conex3o.

Como tornar matematica e musicalmente precisa a ideia de qual escala completara um
certo tipo de harmonia musical criada? Essa e outras perguntas do tipo sdo problemas dos
quais se ocupa o texto estudado, traduzido e matematicamente comentado dessa mono-

grafia.

O autor poderia ter trilhado um tratamento mais matematico das relacdes entre Mate-
matica em Mdsica, como o encontrado em Benson ([4]), por exemplo. Mas com a generosa
concordancia de sua orientadora, Prof? Eliris Cristina Rizziolli, optou por um tratamento
que julgava mais simples, porém agora reconhecido como n3o tdo simples assim, tracado
por David Wright ([1]). Um montante razoavel de dificuldade na leitura e subsequente
estudo adveio da necessidade de tarefa n3o trivial da traducdo de termos técnicos musicais.
Mencionamos como exemplos algumas palavras chaves em inglés e suas traducdes: key =

tonalidade; key signatures = armacdo da clave; flat = bemol; meter = compasso; quarter
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= seminima; score = partitura; staff = pauta; tuning = afinacdo; spelling = solfejo. Nessa
tarefa de tradugdo, foram providenciais dois pequenos dicionarios encontrados na internet
([5], [6]) € um imponente dicionario multilingue de termos musicais, de 800 paginas [7].
Mas mesmo assim o caminho trilhado tornou-se interessante e proveitoso. Um excelente

texto sobre teoria musical para iniciantes foi encontrado em ([8]).

O autor teve dificuldades intransponiveis na confeccio de partituras, que pretendia re-
produzir no texto desta monografia utilizando linguagem MusiXTgX. Por n&o ter conseguido
vencer essas dificuldades, transformou as partituras do texto de Wright em imagens para

utiliza-las nesta monografia.

Como dltimos temas explorados, apés apresentacdo prévia do trabalho em exame de
qualificacdo, foi feito um estudo sobre intervalos musicais representados por inteiros, apro-
ximagdes desses intervalos no teclado, e também sobre o conceito de timbre musical, que
diferencia tons musicais em diferentes instrumentos, tendo relacdo com harmonia e concei-

tos matematicos tais como continuidade, funcdes periédicas e analise de Fourier.
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