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Resumo

Campos de gauge, tanto abelianos como nao—abelianos, aparecem proeminentemente
nas teorias modernas das interacdes fundamentais. Surgem também com um papel
central na geometria moderna. Seria de grande utilidade encontrar estas estru-
turas de gauge inseridas em um contexto menos abstrato, como por exemplo em
mecanica classica. Isto é o que alguns autores chamam de “teoria de gauge da
mecanica”. Neste trabalho discutiremos com certo detalhe dois modelos mecanicos,
e mostraremos de uma maneira simples que campos de gauge aparecem neste con-
texto de uma forma natural. Mostraremos também como consequéncias observaveis
das estruturas de gauge podem ser extraidas de tais sistemas. Um deles é o sistema
composto por dois corpos rigidos planos acoplados por um pino nos seus centros de
massa e o outro ¢ um modelo para o automoével. Através de uma geometrizagao do
problema identificamos nele os elementos que constituem um feixe fibrado principal.
O passo subsequente é o cdlculo da conexao que surge quando impomos um vinculo
sobre o sistema. O potencial de gauge é a conexao que assume um papel chave neste

paralelo entre teorias de gauge e geometria diferencial em um contexto classico.

Palavras Chaves: Feixes fibrados; Conexoes mecanicas; Potenciais de gauge; Sis-

temas de controle

Areas do conhecimento: 1.05.01.02-9; 1.01.03.01-5
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Abstract

Gauge fields, both abelian and non-abelian, appear prominently in modern theories
of fundamental interactions. They also arise with a central role in modern geometry.
It would be usefull to find such gauge structures in a less abstract context, for
instance in classical mechanics. This is what some authors have called “gauge theory
of mechanics”. In this work, we discuss two simple mechanical models in detail, and
show in a simple way that gauge fields appear in a very natural way in ordinary
mechanical problems. We also show how observable consequences of the gauge
structures might be obtained for such mechanical systems. We first study a system
of two rigid bodies coupled by their mass centers and then examine a model for the
automobile. Throuh a geometrization of the problem, we identify the elements that
constitute a principal fiber bundle. The subsequent step is to compute the conexion
that arises when we impose a constraint on the system. The gauge potencial is the
conexion that assumes a important role in this paralel between gauge theories and

diferential geometry in a classical context.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Uma breve introducgao historica

No que diz respeito a longa e complexa histéria do desenvolvimento do modelo
padrao, que descreve as interagoes eletrofraca e forte das particulas elementares,
o principio de invaridncia de gauge assume um papel chave [1, 2]. Este principio
remonta aos primordios da eletrodinamica. Durante a sua formulagao por uma das
mais incriveis geragoes de cientistas (Lorenz, Maxwell, Helmholts, Lorentz, Hertz,
Heaviside, entre outros), a eletrodinamica classica plantou as sementes do que hoje
é conhecido como teorias de gauge. Foi Maxwell que conseguiu juntar todas as in-
formagoes disponiveis na época, quando da publicacao de trés célebres artigos entre
1855 e 1865 [3, 4, 5], nos quais estabelecia um conjunto de equagoes que governavam
a teoria eletromagnética. No primeiro destes artigos [3] Maxwell desenvolveu uma
descricao analitica da idéia intuitiva de Faraday, a de que um circuito elétrico em
um campo magnético estava em um “electro-tonic state”, pronto para responder
com um fluxo de corrente caso o fluxo magnético variasse no tempo. Ele identifi-
cou o potencial vetor (conceito introduzido por W. Thomson em artigos anteriores
sobre magnetismo) com esta idéia, e introduziu o vetor, “electro—tonic intensity”,
com divergéncia nula e cujo rotacional é o campo magnético B. Em sua proéprias

palavras [3];

With respect to the history of the present theory, I may state that the
recognition of certain mathematical functions as expressing the eletro—
tonic state of Faraday, and the use of them em determining electro—
dynamic potentials and electro—motive forces is, as far as I am aware,
original; but the distinct conception of the possibility of the mathematical
expressions arose in my mind from the perusal of Prof. W. Thomson

papers...
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A principal contribui¢ao do segundo artigo de Maxwell [4] foi a introdugao da cor-
rente de deslocamento, que tornou as suas equagoes completas. No terceiro artigo [5]
ele juntou as equagoes organizando—as compactamente. Essas equagoes, através de
suas duas simetrias, influenciaram profundamente a fisica teérica. Essas simetrias
sao as de Gauge e a de Lorentz. O potencial vetor assumia um papel muito impor-
tante no eletromagnetismo de Maxwell. A simplificacao das equacdes foi descoberta
por Hertz (1857-1894) [6] e Heaviside (1850-1925) [7] de forma independente. Eles
achavam estes potenciais desnecessarios e confusos. Das equacoes de Maxwell, o po-
tencial vetor A e o potencial escalar ¢ podiam ser eliminados, se uma determinada
condicao fosse estabelecida. Eles descobriram que diferentes formas do potencial
vetor (diferindo pelo gradiente de uma funcao escalar (fun¢ao de gauge)) eram fisi-
camente equivalentes, se acompanhadas por uma mudanca no potencial escalar:
A—>A=A"+Vxedp—>op=¢ — %%—f. Isto é o que conhecemos atualmente como
transformacoes de gauge dos potenciais eletromagnéticos. A partir dai estabeleceu-
se um dogma, devido a essa arbitrariedade na escolha dos potenciais, pelo qual estes
nao poderiam ter como preceito cassico significado fisico real, mas eram apenas con-
ceitos auxiliares uteis para calculos. A simetria de Gauge foi proposta inicialmente
em 1918 por Weyl na tentativa de formular uma teoria geométrica que envolvesse
a Relatividade Geral e o Eletromagnetismo [8]. Weyl buscava generalizar a idéia
de transporte paralelo em RG. Se um vetor transportado ao redor de uma volta
fechada que retorna para sua posi¢ao original poderia mudar sua direcdo, ele per-
guntou; porque nao seu comprimento? Ele propos entao um fator de comprimento

varidvel (mudanga de escala) ao longo de um percurso:

Q

e:rp[/ dg] . (1.1)

P

Essa idéia foi rejeitada por Einstein de imediato que apontou a impossibilidade de se
estabelecer um padrao de medida *. Embora sua tentativa houvesse falhado, Weyl
“pavimentou” o caminho para um melhor entendimento da invariancia de gauge. A
idéia teria sido esquecida se nao fosse o fato de ter Fock, quando a mecanica quantica
estava sendo desenvolvida entre 1925-1927, estabelecido uma mudanca de fase na
fun¢do de onda para campos quanto—mecéanicos carregados [9]. Apds um trabalho

de 1926 sobre a equacao de onda relativistica para uma particula carregada sem

*Einstein admirava a teoria de Weyl mas percebeu que era fisicamente insustentavel: “Although
your idea is so beautiful, I have to declare frankly that, in my opinion, it is impossible that the
theory corresponds to Nature.” A discordancia de Einstein sobre as idéias de Weyl resultou em
uma extensa troca de correspondéncias entre eles, parte das quais estd publicada em Vol. 8 of The
Collected Papers of Albert Einstein (1987).
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spin em um campo eletromagnético feito por Schrodinger, Klein e Fock, este ultimo
percebeu a invariancia das equacgoes sobre as tais tranformacoes dos potenciais, se
a funcao de onda fosse transformada por ¢ — ¢’expliex/hc], onde x é a fungao de
gauge. Extendia-se assim a ji conhecida liberdade na escolha do potencial vetor em
eletrodinamica para a Mecanica Quantica. Esta transformacao da funcao de onda é
chamada de transformagao de fase. Assim, a idéia original de comprimento varidvel
tornou—se uma mudanca de fase:
o Q
exp _—Ze/Audx“ . (1.2)
¢ P

Este conceito seria depois generalizado. Weyl reapareceu em 1929 reinterpretando
suas ideias [10], aceitando o fator de mudanca de fase e proclamando essa invariancia
como um principio geral, chamado de invaridncia de gauge. Ap0ds este artigo de Weyl
sobre campos de gauge, ninguém mais mencionava a objecao de Einstein sobre a sua
idéia original. Concluiu-se que certamente a diferenca de fase entre dois bastoes nao
afetaria seus comprimentos, tornando a objecao de Einstein inoperante. Mas agora
ele poderia perguntar se esta diferenca de fase poderia ser medida experimental-
mente e com isso atribuir para o potencial vetor A e o potencial escalar ¢ um
significado mensurdvel em Mecanica Quantica. O experimento de Aharonov-Bohm,
proposto trinta anos depois do surgimento de tais questoes, solucionava este prob-
lema. Quando Aharonov e Bohm propuseram seus experimentos em 1959 [11] eles
estavam aparentemente inconscientes da idéia original de Weyl sobre comprimentos
variaveis e da objecao de Einstein sobre esta idéia. O que eles apontavam era uma
propriedade intrinseca do Eletromagnetismo, mostrando que os potenciais vetor e
escalar pareciam ter de fato consequéncias observaveis em mecanica quantica. Era
um experimento muito dificil de se fazer. Em 1954 C. N. Yang e R. L. Mills, num
famoso artigo [12], generalizam o conceito de invaridncia de gauge para aplici—la na
conservagao do spin isotépico (isospin). Matemaéticos estudavam o conceito abstrato
de conexoes sobre feixes fibrados desde 1940. Um grande niimero de artigos espal-
hados entre 1960 e 1970, apontavam que teorias de gauge estavam relacionadas com
esse conceito. Entre estes estd um artigo de A. Trautman [13]. Em 1974, o préprio
Yang [14], confirmava as suspeitas. Nele, Yang estabelecia as bases matematicas
para a descricao de campos de gauge em termos de conexoes sobre feixes fibrados.

O fator de fase tornou-se um elemento do grupo de Lie
Hexp[bﬁ(x)Xkdx“] , (1.3)

onde o produto é um produto ordenado, X; um elemento da algebra de Lie, e b,’j é
a generalizagao do potencial vetor A. Entretanto esses artigos nao criaram grande
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impacto entre os matematicos e fisicos da época. Foi sé em 1975, quando T. T. Wu e
C. N. Yang examinavam, através do experimento de Aharonov-Bohm e da teoria de
monopdlo magnético de Dirac [15], o intrinseco significado do eletromagnetismo em
mecanica quantica, que as implicacdes topoldgicas do eletromagnetismo tornaram-—
se aparentes. E assim, a idéia intuitiva de Faraday sobre um estado “electro—tonic”
se transformou no sofisticado e preciso conceito matematico de conexao sobre um
feixe fibrado. Esse notavel desenvolvimento fornece um bom exemplo de como fisicos
experimentais, fisicos tedricos e matematicos podem trabalhar juntos, combinando
os conceitos em ambas as areas, para revelar a estrutura fundamental do universo

fisico.

1.2 Comentarios gerais

Campos de gauge aparecem proeminentemente nas teorias modernas das interagoes
fundamentais e também com um papel central na geometria moderna através do for-
malismo de feixes fibrados. Em seus notédveis “papers”, A. Guichardet [16] em 1984
e A. Shapere e F. Wilczek [17] em 1989, mostraram que o fenémeno de reorientagao
de corpos deformdveis (moléculas representadas por N massas pontuais em [16], ou
gatos, mergulhadores, astronautas, dancarinos, satélites, etc. em [17]) no espago,
por um longo tempo conhecido no caso do gato cadente (the falling cat problem)
como originando-se fisicamente da conservagao do momento angular, poderia uti-
lizar uma simples e poderosa descricao dentro de um contexto de teoria de conexoes
(estruturas de gauge). Shapere e Wilczek reuniram uma serie de artigos sobre o
assunto em [18] no mesmo ano da publicagdo do “paper”. Entre estes estdo [19]
e [20]. O problema do gato cadente (mencionado acima) se tornou um exemplo
classico da aplicagao de teoria de gauge para problemas em mecanica e controle.
Um gato invertido, abandonado de uma certa altura sem velocidade inicial e sem
nenhuma forca agindo sobre ele exceto a gravidade, serd capaz de manipular o seu
corpo de tal forma que, consigard cair com os pés no chdo e com isso amortecer o
impacto. Isso parece violar a lei de conservacao do momento angular, ja que ele
inicia a queda com momento angular nulo, nao obstante gerencia uma reorientagao
no seu corpo enquanto estd caindo. O mecanismo dessa atividade aparentemente
paradoxica situa-—se na habilidade do gato de mudar a inercia rotacional de diferentes
componentes de seu torso juntamente com um momento muscular interno. Observe
a figura (1.1). Este problema do gato ja intrigava os fisicos e matematicos hd um
longo tempo. Kane e Scher em 1969 [21] propuseram um modelo mecanico a fim de
explicar e entender melhor como o gato cadente se reorientava. Esse modelo consistia
de dois corpos rigidos idénticos axialmente simétricos e ligados por um tipo especial
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Figura 1.1: Um gato reorientado—se durante a queda. Mecanismo aparentemente

paradoxico.

de junta (“no twist joint”) ao longo de seus eixos de simetria. Uma versdo mais
arrojada deste problema foi apresentado em 1990 por R. Montgomery no qual ele
apresenta um teorema (“Falling Cat Theorem”) que relaciona a reorientac¢do do gato
durante a queda & dinamica de particulas em um campo de Yang-Mills [22]. Veja
também [23]. Todo este desenvolvimento culminou com a realizacdo de um “work-
shop” entitulado “The Falling Cat and Related Problems” realizado em marco de
1992 em Waterloo, Ontario. Este “workshop” tinha como principal objetivo divulgar
trabalhos sobre a aplicacao de métodos da mecanica geométrica e teoria de controle
para sistemas mecanicos nao-holonomicos, até entao pouco conhecidos. Um més de-
pois R. Montgomery publicou um trabalho [24], no qual um dicionério entre teorias
de gauge e teoria de controle era apresentado. No ano seguinte, dando continuidade
as suas pesquisas, ele publica um trabalho no qual ele aplica a moderna abordagem
de gauge para o gato de Kane e Scher [25].

The cat flips itself right side up, even though its angular momentum is
zero. It does this by changing its shape. In terms of gauge theory, the
shape space of the cat forms the base space of a principal SO(3)-bundle,
and the statement “angular momentum equals zero” defines a connection

on this bundle.

A partir dai o tema se expandiu; [26, 27, 30, 31, 29, 32]. Deste modo, a teo-

ria matematica das conexoes que ja era usada com enorme sucesso em particulas
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elementares, dentro de um contexto de teorias de gauge, abria o seu “leque”, inau-
gurando uma nova era dos potenciais de gauge: o seu aparecimento em mecanica
classica. O teorema de Montgomery (the falling cat theorem) é extendido posterior-
mente em um trabalho de Koon e Marsden [36] no qual introduzem uma nova prova
do teorema, colocando-o no contexto geral de problemas de controle e locomogao
(sistemas nao-holonomicos). Este trabalho foi apresentado em 1998 em um work-

shop sobre locomocao animal e robdtica realizado na universidade de Minnesota.

1.3 Objetivos e Motivacao

Pelo que foi colocado até agora, qualquer problema que possa ser geometrizado us-
ando as idéias de feixes fibrados pode, em principio, ter tracado um paralelo com
teorias de gauge. Esta é portanto a idéia deste trabalho: considerar exemplos em
Mecanica Classica e geometriza—los a fim de se identificar no problema os elementos
que constituem um feixe fibrado. Apds a devida construcao, fazer surgir as idéias
inerentes a este formalismo, tais como conexodes, potencial de gauge e curvatura.
Em seguida verificar se os resultados obtidos possuem alguma interpretacdo. Em
geral problemas deste tipo apresentam estruturas articuladas, como é o caso dos
corpos rigidos acoplados e do automédvel, como veremos. Sao os chamados corpos
deformdveis, dai o titulo do trabalho. Observa—se que estes problemas trazem in-
terpretacoes peculiares, e que certamente enriquecem o entendimento do problema.
Por exemplo, no caso dos corpos rigidos acoplados pode—se imaginar o sistema como
sendo um satélite e um rotor, no qual este ultimo pode ser utilizado para reorien-
tar o conjunto. No caso do automével, surgem discussoes da baliza como um uso
da curvatura. Um dos conceitos que aparece é o de feixes fibrados (fiber bundles).
Outro conceito é o de conexao sobre o feixe fibrado, que por sua vez define, como
veremos, o que chamamos de potencial de gauge. Entre outros. Deste modo, visto
que os conceitos envolvidos sao muito abstratos, poderiamos citar como motivacao
para o trabalho, uma vez inseridos em um contexto menos abstrato, compreender

melhor como surgem estas estruturas de gauge.

1.4 Plano de trabalho

Como acabamos de ver, a geometria diferencial, especialmente a teoria de conexoes
e feixes fibrado principais, fornece uma linguagem conveniente para se discutir al-
guns conceitos, como por exemplo o de campo de gauge, tanto no contexto de
particulas elementares quanto na mecanica classica. Em particular, essa linguagem

tem mostrado ser extremamente 1util no estudo de alguns sistemas mecéanicos, prin-
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cipalmente aqueles ligados a problemas de locomogao [19], controle [28] e estabi-
lizagdo [33]. De satélites no espago, gatos cadentes e movimentos de robds e bicicletas
até o movimento microfluido ondulatério da paramécia, essa nova ferramenta abre
perspectivas para um melhor entendimento da mecanica, sistemas dinamicos e teoria
de controle. Veja também [34, 35]. Neste trabalho selecionamos dois exemplos de
sistemas mecanicos, ambos relacionados ao controle do movimento, e mostramos de
uma maneira geral (utilizando as idéias intoduzidas por [16, 17]) como consequéncias
observaveis dessas estruturas de gauge podem ser extraidas de tais sistemas, cuja
formulagao inicial nao aparenta ter nenhuma relacao com campos de gauge. O es-
quema formal é o seguinte: ha um espago de configuracao total P que, juntamente
com a ac¢ao de um grupo sobre ele, formam a estrutura de um feixe fibrado princi-
pal. O quociente de P pela a¢do do grupo forma o que chamamos de espaco das
orbitas M, ou base do fibrado. A conexdo fornece a ponte ligando o movimento
nesses dois espagos, introduzindo um campo de gauge sobre o espago reduzido do
sistema. No capitulo 2 introduzimos algumas nogoes de geometria diferencial, que
irao aparecer constantemente no decorrer do trabalho, dando “suporte” ao texto ul-
terior. No capitulo 3 estudamos um modelo composto de dois corpos rigidos planos
acoplados em seus centros de massa. A estrutura de gauge associada origina—se da
conservacao do momento angular. No capitulo 4 a cineméatica do movimento de um
automovel é também reformulada em termos da teoria de potenciais de gauge. Neste
caso a estrutura de gauge associada origina-se do vinculo de contato ndo deslizante
da roda com a estrada. Este exemplo em particular, é muito “rico”, pois a conexao
que aparece tem curvatura nao-nula. Em seguida, no capitulo 5, fazemos algumas

consideracoes finais sobre o assunto.



Capitulo 2

Toépicos em Geometria Diferencial e Grupos de
Lie

2.1 Introducao

A idéia deste capitulo é relembrar alguns conceitos e defini¢bes basicas que serdao
importantes no decorrer do desenvolvimento deste trabalho. Nao pretendemos de
forma alguma tornar este capitulo essencial para tal desenvovimento, mas certa-
mente serd de grande serventia. O conceito de variedade diferencidvel, por exemplo,
envolve uma série de outros conceitos tais como, espaco de recobrimento, cartas, at-
las diferenciavel, homeomorfismo, etc, que iriam requerer uma maior atencao. Sendo
assim, supomos que estes conceitos fundamentais sejam conhecidos. Apresentamos
uma breve revisao de alguns aspectos especificos da geometria diferencial e grupos de
Lie, especialmente necessarios para as aplicagoes que temos em mente. Referéncias
relevantes sdo [38] e [37]. Uma andlise completa pode também ser encontrada em
Kobayashi e Nomizu [39].

2.2 Alguns Conceitos de Geometria Diferencial

2.2.1 Classe de Equivaléncia

Para definir o conceito de classe de equivaléncia deve—se primeiro conhecer o que
é uma relacao de equivaléncia. Uma relacdao de equivaléncia ~ é uma relagdo que

satisfaz as seguintes propriedades:
i) a ~a.
ii) a ~ b, entdo b ~ a.

iii) a ~ b, e b ~ c entdo a ~ c.
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Considere agora um conjunto X com uma relagao de equivaléncia ~. Constréi—se
um subconjunto de X formado por todos os elementos = € X tal que x ~ a. A esse

subconjunto, dd—se o nome de classe, e é representado como
[al={zeX|z~a}. (2.1)

O elemento a (ou qualquer outro elemento em [a]) é chamado de representante da
classe [a]. Segue abaixo uma outra importante defini¢do referente as classes de

equivaléncia, mas que nao entraremos em maiores detalhes:

e Definicao: O conjunto de todas as classes de equivaléncia de um conjunto X é

chamado de espaco quociente e é denotado por X/ ~.

2.2.2 Variedade diferenciavel

Como ja mencionamos, para definirmos o conceito de variedade diferencidvel faz—se
necessario um capitulo a parte. Deste modo, vamos supor o prévio conhecimento
sobre variedades diferenciaveis, e de todos os conceitos relevantes para sua defini¢ao.

Uma referéncia introdutéria é encontrada em [40].

2.2.3 Espaco tangente

Considere uma curva que passa por um ponto p numa variedade M de dimensio
n, descrito por ' = z*(\), onde 1 = 1,2,...,n e A\ é um parametro real arbitrdrio e
f) = f(z'(N),z%(N), ..., z™(N)). Derivando f em relagao a )\, tém—se

of of dx? . "L dat Of
o\ Ortd\ z:zl d\ Ozt ’ (2:2)
logo
d dz* 0
D Dos (2:3)

onde adotou—se a convenc¢ao da soma sobre os indices repetidos. Trocando o parametro
A por p tém-se de forma andloga

d dx* 0

du - du 0zt

(2.4)

Multiplicando as expressoes (2.3) e (2.4) pelas constantes ¢; e ¢ respectivamente e
somando-se estes resultados em seguida, obtem-se
d d dx’ dz'. 0

Cla +02@ = (01 ax +C2@)8xi .

(2.5)
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Comparando este resultado com as equagoes (2.3) e (2.4), conclui—se que existe uma
curva com um parametro 6, tal que

% = 01% + CQ% . (2.6)
Fazendo uma analogia com o espaco Euclidiano, podemos afirmar que o conjunto dos
0x'/O\ acima expande um vetor tangente a curva z*(\) no ponto p. E da expressao
(2.6), conclui-se que as duas derivadas direcionais d/d\ e d/du geram um espaco
vetorial em p. Portanto, qualquer d/df pode ser escrito como uma combinagao
linear dos d/dx'. Logo, o conjunto d/0z* forma uma base para o espago dos d/d#,
chamado de espago tangente a M em p com a mesma dimensao de M, representado
por T,,. Sendo assim, s6 se adicionam vetores em um mesmo ponto, pois vetores em
pontos distintos ndo possuem relacao entre si. A importancia deste espaco para a
fisica estd no fato de as derivadas estarem associadas a algum tipo de movimento ao
longo de uma curva. Dada uma curva sobre M, pode-se associar a cada ponto dela
um vetor tangente, o que fornece o conceito de campo vetorial. Um conjunto de
vetores linearmente independentes em 7), forma uma base. E um conjunto formado
por uma base em cada 7, para todo p em M forma uma base para o campo vetorial.
Uma variedade particularmente interessante é a obtida através da combinacao da
variedade M com todos os seus espagos tangentes 7;,. Ou seja, dada uma variedade

M, define-se um conjunto
TM = (p,v), peM eveT,, (2.7)

onde T'M é uma estrutura diferencidvel de dimensao 2n, que é chamada de fibrado
tangente. Se o sistema de coordenadas de M for dado por (z', 2%, ..., "), o conjunto
T M pode ser reescrito como TM = (z,0/0x), onde z representa o ponto da var-
iedade que estd sendo avaliado e 0/0x um vetor tangente. Veremos isto com mais
detalhes nas proximas seccoes. Uma possivel aplicagao deste tipo de variedade na
fisica estd associada a problemas envolvendo posicoes e velocidades de particulas

(cinemdtica) como no caso da mecanica Lagrangeana.

2.2.4 Formas Lineares

Considerando um espago vetorial V' de dimensao n sobre um corpo F, pode—se
definir um homomorfismo f : V = F denominado de forma linear, tal que para x,
yeVel uekF, tém—se

fQz 4 py) = M(x) + unf(y) . (2.8)
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Assumindo que fi, fo e f sao formas lineares em V, tem—se

(fi + f2)(z) = fi(z) + fao(z) , (2.9)

fAz) = Af(z) (2.10)

onde fi1 + fo e Af sao também formas lineares. Definindo uma forma linear nula f3,
tal que

f3(z) =0 € F,zeV, (2.11)

conclui—se que o conjunto de formas lineares é um espacgo vetorial. Ele é conhecido
como espaco dual de V, representado por V*, cujos elementos sao chamados cov-
etores. Tomando um conjunto de vetores base {¢;}, i =1,2,...,n de V, tem-se para

um vetor

T = 1'% , (2.12)

fl@)=2'f(&) . (2.13)

Assim f(€;) = f; é a i-ésima componente de f(z) no espago das formas lineares e &
é a i—ésima direcao no espaco dos f. Definindo

fz) = fia?e'(g;) (2.14)

desta maneira €' (e;) = d;; e {€'} forma uma base para V*, chamada base dual a {g;}.
Por outro lado, percebe—se dos resultados acima que uma forma linear estabelece
um isomorfismo entre dois espagos vetoriais de mesma dimensao. Este isomorfismo,
quando nao depende do conjunto de vetores base utilizado, é chamado de natural
ou canonico. Considerando um espaco vetorial V' sobre um corpo F', define—se como
produto escalar ou interno entre dois vetores u, v € V, representado por < u,v >,
a relacao que associa estes vetores a um escalar em F. Este produto deve satisfazer

as seguintes propriedades

i) <u,v>=<7,u>

i) <u,v4+w>=<u,v>+ < u,w >

iii) < \u, 7 >=<u, \v>=A<u,v>, A€ F

iv) se <w, v >=0parau € V, entdo 7 =0
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Logo, tomando um espago vetorial V' de dimensao n e com produto interno definido,
cuja base é dada por {¢;} e g;; =< €;,€; >, segue que se @, v € V, entdo: < U, T >=
9ijuv?, gij = gji e det[gi;] # 0. Se g;; > 0 para r valores de 7 e g;; < 0 para s valores
de i, entdo |r — s| é conhecido como a assinatura da forma bilinear g;;u’v?. A partir
da nocdo de produto escalar < u,v >, mostrada acima, pode—se introduzir a forma

natural, escrevendo—se

<u,v>=1u"(v), (2.15)

onde T* é uma forma linear dada por w* = f(u). Ou seja, o produto escalar de
dois vetores em um espago vetorial é dado pela contracao de um destes vetores
com a forma linear associada ao dual do outro. Na linguagem usual, as formas sao
chamadas de vetores covariantes ou covetores e os vetores de vetores contravariantes

ou simplesmente vetores.

2.2.5 Formas diferenciais

No tépico anterior, foi apresentado o conceito de forma linear como uma aplicagao
que associa a cada vetor de um espacgo vetorial, elementos em um corpo. No caso de
espacgos tangentes a uma variedade diferencial, uma forma linear deste tipo é tambem
chamada 1-forma ou forma de grau 1. Considerando um ponto P na variedade M,
define-se como um tensor do tipo (n, m) em P, uma fungdo linear que toma como
argumento n 1-formas e m vetores, levando—os em um nimero. Desta maneira
um tensor 7' do tipo (2,2) tera seu valor dado por T(f1, f2,7,u), onde f; e fo sao

1-formas e ¥ e w sdo vetores.

2.2.6 Produto exterior

Dado duas 1-formas p e g, esse produto é representado por p A ¢ e dado por
PAG=pRq—qRp . (2.16)
Esta 2-forma atua em dois vetores U e W como segue
pAq(v,w) = pW) ® ¢(w) — ¢(v) ® p(w) . (2.17)

Logo, p A ¢ mapeia dois vetores em um corpo. Sendo assim, fazendo uso das pro-
priedades das 1-formas, pode—se mostrar que pAq é de fato uma 2—forma. O produto

exterior é entao extendido para o produto de trés 1-formas p, ¢ € r como

PAGAT =pRIAT+(RTRP+TrAPRI—qRPRAT—TRqRp—pRTRp, (2.18)
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e consequentemente para o produto de um nimero n qualquer de formas. Ao con-
junto de todas as formas de grau arbitrario equipado com a multiplicagdo A an-
ticomutativa, chama—se algebra de Grassmann. A multiplicacdo de uma p—forma

r=r'Ar? A ... A7P por uma qforma s = s* A s?2 A ... A s, é dada por
rAs=(T"ATPALATP)A(SPASEA L ASD) . (2.19)

A permutacgao de r? com s! implica na troca de sinal do produto r A s. Portanto,

se 7P comuta simultaneamente com os s!, s2, ..., s7 tem-se
rAs= (=)' APPA L ATPTYA (P ASE AL ASY) ATE (2.20)
Repetindo este procedimento para todos r¢ (i = 1,2, ...,p — 1), obtém—se
rAs=(=1)PisAr. (2.21)
A contragao (ou produto interior) de um vetor v com uma p—forma, é dada por
r@) =r@, ,..), (2.22)

ou
[7(0) i i0, iy = ril,iz,...,z'pvil . (2.23)

Se o vetor U estiver numa outra posicao no argumento de r, serd alterado apenas o

sinal da expressao. Desta antissimetria segue que

[r(@)] = ——V" iy g, i, TP AT A LATR (2.24)

Hip
E tomando uma forma arbitraria s, escreve—se
(sAT)=sU) AT+ (=1)"r As(v) . (2.25)

Do conceito de formas diferenciais pode—se entao inferir a definicao de forma—volume,
ou seja, do volume no espago. Consideremos entao uma variedade bidimensional
M. Tomando nesta dois vetores @, b, pode-se fazer uma comparacio com o R? e
estabelecer o calculo da area delimitada por estes dois vetores como

A@,b) =c, (2.26)

onde ¢ é um nimero e a funcao area A tem as propriedades de um tensor antis-
simétrico bilinear (0,2). Sendo assim a 2-forma A pode ser interpretada como uma
forma volume no espaco das formas. Considerando, entao, um conjunto de n vetores

linearmente independentes em uma variedade n—dimensional M, define—se o volume
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de um paralelepipedo n—dimensional como sendo o valor de uma n—forma aplicada
nestes n vetores. Dividindo—se a variedade M em células infinitesimais expandidas
pelas n—uplas de vetores (Az'd/0zxt, Az20/02?, ..., Az"0/dz™), onde (z!, 2%, ..., z")
sao as componentes de uma n—forma w nesta variedade, tem—se para o elemento de

volume de uma dnica célula
Ax'Az?. Azx" = dz' Adx® A...Adx" (Az'0/0xt, Ax?/027, ..., Ax"0/0z™) . (2.27)

Nesta expressdo o termo dz' Adz? A ... Adz™ desempenha o papel de um elemento de
volume no espago das formas, que associa vetores infinitesimais no espago tangente
a um nimero. Com isto, conclui-se que a integragao de uma funcao f(z!, 2%, ...,z")

no espago das n—formas, é dada por

/f(xl,xz, o x™)dzt AdaE A LA da™ (2.28)

2.2.7 Derivada exterior

Chama-se derivada exterior, um operador d que realiza o mapeamento d : QF (M) —
QFFL(M) de uma k-forma em uma (k+1)-forma.

Considerando—se uma p—forma w, e as g—formas r e s, pode—se mostrar que
i) d(r+s)=dr+ds

ii) dlwAr)=dwAr+ (—1)Pw Adr

iii) d(dw) =0

A propriedade (i) é resultante da linearidade de d, (ii) representa a regra de Leibniz a
menos do fator (—1)? e (iii) é obtida da antissimetria das formas. Essas propriedades
definem a operacao. A contracao de uma 1-forma dg, onde g é uma O—forma, com

um vetor unidimensional d/0z, é dado por

0, _ oy

dg(z—) = 52 (2.29)

Por outro lado, usando as propriedades das formas diferenciais, pode—se inferir que
as formas df compoem um espaco vetorial. Desta maneira, tem—se que uma forma

df qualquer, pode ser expressa como
df = crda’ + coda® + ... + cpda™ (2.30)

onde n é a dimensao do espaco das formas df e ¢; = f/dx'. Como uma aplicacao
do conceito de derivada exterior, mostraremos agora alguns resultados classicos do
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calculo diferencial no R®. Tomemos um vetor @ = (a1, as, az) pertencente ao R®. A

sua 1-forma associada serd

da = d(aidz' + axdz® + azdz®)

8@1 j 1 aaQ j 2 aa3 i 3
6x1dx A dx +axjdx A dx +axjd:c Adzx® (2.31)
e como dz? A dz? = 0, segue que

Representando o dual de uma forma diferencial df por .df, podemos escrever para
as formas envolvidas na 1iltima expressao

aai aaj d

«da = - — )€k - 2.
da (axJ 8x1)6]kdxk (2:33)

A expressao mostrada na equacao acima é claramente a do rotacional em trés di-

mensoes e pode ser reescrita como
«da=V xXa. (2.34)

Asim o operador ,d representa o operador rotacional no espaco das formas diferen-
ciais. Outra conexao importante é obtida para o operador divergente. Tomando o
dual de @

0 )

_ 2 3
A= (a ozl ta o2 ta 8563)
0 0 0
_ 1 2 3
= a *(@)‘*‘a *(@)"‘a *(@) (2.35)
1 . .
= ialGijkdxz Adz” .
Entao a derivada exterior da ultima equacao sera
1 2 3
a7 = 2% g nde? Ado® + 2T ndad A det + 2D dad A dat A de
ozl oxJ oxJ
= %dxl A dz? A da® (2.36)
ox’ ’ ’
logo, tem-se
da=(V-a)w, (2.37)

onde w = dx' A dz? A dx® é o elemento de volume em coordenadas cartesianas. A
equagao (2.37) representa a divergéncia no espago das formas diferenciais sobre o R3.
E o operador d, representa o divergente no espaco das formas diferenciais. Também

pode—se mostrar que
di(+da) = d(da) =0 . (2.38)

Ou seja, o divergente do rotacional de uma forma é nulo. Estes resultados podem

ser generalizados para o caso n—dimensional.
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2.3 Grupos de Simetria

2.3.1 O Conceito de Grupo

Um grupo K é um conjunto com uma operacao bindria interna. Se a e b sao
dois elementos de K, entao o par ordenado a, b corresponde a um terceiro e tinico
elemento ¢ € K, que pode ser escrito como ¢ = ab e é chamado produto de a por b.
A lei que determina c a partir de a e b é chamada lei de composi¢ao do grupo. Esta

lei obedece as seguintes propriedades:

i) Associatividade: para trés elementos a, b e ¢ € K, tem—se

(ab)e = a(be) .

ii) Identidade: existe um tnico elemento e € K, chamado identidade, tal que para
todo a € K e satisfaz a relacao

ae = ea = a .

iii) Inverso: cada a € K, corresponde a um tnico elemento a~' € K, chamado
inverso de a, tal que

Se além das propriedades acima, a lei de composi¢ao for comutativa, o grupo é
chamado abeliano. Um grupo pode ser composto de um numero finito de elemen-
tos (grupo finito), ou de um niimero infinito de elementos. Neste tltimo caso, o
nimero de elementos do grupo pode ser infinito enumeravel ou infinito nao enu-
merdvel. O conjunto dos racionais (sem o zero) formam um grupo com a lei sendo a
multiplicacao ordinaria. Ja o conjunto dos inteiros forma um grupo se a lei de com-
binacao for a adi¢ao ordinaria. Dado um grupo K, denomina-se subgrupo de K, a
um subconjunto K; de K cujos elementos formam também um grupo com a mesma
lei de composicao de K. Muitos dos grupos de interesse na fisica sao continuos.
Nesse caso ha uma topologia subjacente na qual o produto e a aplicacao a — a™*

(onde a é um elemento do grupo) sdo continuos.

2.3.2 Grupos de Lie e Algebras de Lie

Através da variacdo de alguns parametros de um determinado sistema fisico, é
possivel manter inalterados os seus aspectos gerais, como se nenhuma variacao hou-

vesse acontecido. Sempre que isto é possivel podemos concluir que estamos diante
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de um sistema que possui algum tipo de simetria. Logo podemos afirmar que a
simetria de um sistema é a imunidade que este possui a certas variacoes, mantendo
suas caracteristicas gerais. Por outro lado, o conceito de simetria pode ser enten-
dido através da teoria de grupos, onde as chamadas trocas sdo representadas pelas
operagoes do grupo. A imunidade é verificada pela invariancia do sistema com res-
peito a aplicacao destas operagoes. Esta invariancia estd intimamente ligada com as
propriedades fundamentais que caracterizam um grupo. O sistema que satisfaz estas
propriedades é dito “possuir” a simetria de um determinado grupo. A vantagem de
se conhecer o grupo de simetria do sistema em estudo, estd na possibilidade de usar
a teoria de grupos para compreende-lo melhor. De particular interesse na fisica
sao os grupos de Lie. Estes sao grupos continuos em que o produto e a aplicacao
a — o~ ! sdo ademais diferencidveis. Seus elementos dependem de um conjunto de
parametros, a exemplo do grupo GL(n,R), formado pelas matrizes reais n X n com

seus elementos parametrizados pelos n? termos de cada matriz. Veja [41].

2.3.3 A acao de Grupos de Lie em variedades

Um grupo de Lie pode conter transformacgoes atuando em objetos geométricos, como
por exemplo variedades diferenciais. Dai a sua importancia na fisica. Para citar ex-
emplos, o SO(3) é o grupo da rotagdes atuando no espago Euclideano usual R?,
enquanto que o grupo de Lorentz O(1,3) é um conjunto de transformacoes agindo
no espaco—tempo de Minkowski. No nosso caso, teremos o grupo das translacoes e
rotagdes agindo sobre o plano Euclideano (R?). Vamos a seguir introduzir um pouco

dessas idéias.

e Definigao: Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidavel. A acao de G
sobre M deve ser entendida como um mapa diferenciavel da forman7: G x M — M

que satisfaz as seguintes propriedades:
i) ep = p para qualquer p € M, onde e é o elemento identidade do grupo.

ii) 91(g2p) = (9192)p-.

E comum usarmos a notacdo (g, p) ao invés de gp para denotar a acio de g € G
sobre p € M.

Do ponto de vista matemaético, faz—se uma distinc¢ao entre as varias formas que um

grupo de Lie pode agir sobre uma variedade diferencial M. 7 é dita ser

i) Transitiva se, para quaisquer p;, p» € M, existir um elemento g € G, tal que
ap1 = p2.
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ii) Livre se todo elemento nao trivial ¢ # e de G nao apresentar pontos fixos
sobre M, isto é, dado g € G tal que gp = p para algum p € M, entao

necessariamente, g = e.

iii) Efetiva se o elemento neutro e € G for o tnico elemento de G que define uma
acao trivial sobre M, ou seja, se gp = p para todo p € M, entao necessaria-

mente, g = e.

2.3.4 Orbitas

Dado um ponto p € M, a acao de G sobre p leva p em um subconjunto de M.
Podemos imaginar que os elementos de G' levam o ponto p € M para “dar uma

volta” em M.

e Definicao: A érbita de p pela acao m é o subconjunto de M definido por
Gy ={gpe M|geG} (2.39)

Observacao: Note que se a acdo de GG sobre M for transitiva, entdo a érbita de
qualquer p € M é a prépria variedade M, pois dado qualquer ponto ¢ € M, pela
definicao da agao transitiva, sempre vai haver um g, € G tal que g,p = q. Na verdade

pode-se mostrar que a acao de G sobre qualquer drbita G, é sempre transitiva.

2.3.5 Fluxos

e Definigao: Seja M uma variedade diferencial e X um campo vetorial definido so-
bre M. Uma curva integral v : R — M de X é uma curva em M cujo vetor tangente

num pontop € y C M é X |,.

A defini¢ao de curva integral pode ser melhor entendida em termos de coordenadas
locais sobre M. Considere uma carta (U, ¢) sobre M e seja x(t) um ponto de uma
curva integral v sobre M. Sejam ainda x*(t) a p—ésima componente de ¢(z(t)) e
X = X*#9/0z" uma representacao local do campo vetorial X. Assim, de acordo com
a defini¢do dada acima, as componentes z#(t) da curva integral devem satisfazer a
seguinte equacao diferencial:

dz*

— = X*(a(t) (2.40)

Podemos dizer, portanto, que achar uma curva integral de um campo vetorial X
equivale & resolver o sistema de equagoes diferenciais (2.40). As condi¢bes iniciais

sao dadas por
zh = 2*(0) (2.41)
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que correspondem as coordenadas do ponto sobre M da curva integral em t=0.
Vamos agora introduzir o conceito de fluxo. Dado um campo vetorial X em M, faca
variar as condigoes iniciais (2.41) obtendo assim uma familia de curvas integrais

sobre M. A essa familia déd—se o nome de fluxo.

2.3.6 Fibrados tangentes

Um fibrado tangente T'M sobre uma variedade n—dimensional M é uma variedade

diferencial formada a partir da uniao de todos os espacos tangentes de M:

™™= | T,M. (2.42)

pEM

A variedade M sobre o qual T M esta definido é chamado espago base. Deixe {U;}
ser um recobrimento de M. Se x* = ¢;(p) sao coordenadas sobre U;, um elemento
de

TU; = | T,M (2.43)

peU;

é especificado por um ponto p € M e um vetor V = V#(p)d/0z* |,€ T,M. Notando
que U; é homeomorfico a um subconjunto ¢;(U;) de R* e cada T, M é homeomorfico
a R”, noés concluimos que T'U; pode ser identificado com o produto direto R” x R™.
Se (p,V) € TU;, a identificagdo é feita por (p,V) — (z#(p),V*(p)). TU; é uma

M=R'

TU;

Figura 2.1: Um pedaco local TU; ~ R x R” de um fibrado tangente T'M. 7 projeta
um vetor V € T,M em p.

variedade diferencial 2n—dimensional, decomposta em um produto direto U; x R".
Se escolhermos um ponto u de TU;, nés podemos sistematicamente decompor a
informacao que u contém em um ponto p € M e um vetor V € T,M. Assim somos
guiados ao conceito de projecao 7 : TU; — U;. Para qualquer ponto u € TU;, 7(u)
¢ um ponto p € U; no qual o vetor estd definido. A informacao sobre o vetor é
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completamente perdida com a projegdo. Observe que 7 *(p) = T, M. No contexto
da teoria de feixes fibrados, T,M é chamado de fibra sobre p. Pode parecer pela
construcao que, se M = R”, o fibrado tangente seja um produto direto R* x R".
Contudo, esse nao é o caso sempre, e a estrutura ndao-trivial do fibrado tangente
mede a nao-trivialidade topoldgica de M. Para observar isso nés devemos olhar nao
apenas para uma unica carta U; mas para outras cartas. Seja U; uma carta tal que
UiNU; # 0 e seja y* = 1(p) as coordenadas sobre U;. Tome um vetor V € T,M

onde p € U;(\U;. V tem duas representacdes de coordenadas,

voye 9 _gu 9 (2.44)
oz |, oyt |,
E facil ver que
VY= <6y ) Ve (2.45)
oxH »

Para {z} e {y"} serem bons sistemas de coordenadas, a matriz (G},) = (0y”/0z")
deve ser ndo-singular: (G)) € GL(n,R). Dois pontos da fibra do relacionados por
um elemento de GL(n,R). O grupo GL(n,R) é chamado grupo de estrutura do T M,
que pode ter uma estrutura topolégica complicada. Note que a projecao m pode ser
definida globalmente sobre M, pois 7(u) = p ndo depende da escolha de coordenadas.
Seja X um campo vetorial sobre M. X determina um vetor X |,€ T,M em cada
ponto p € M. Do nosso ponto de vista, X é considerado como um mapa M — T M.
Esse mapa nao é completamente arbitrario, ja que o ponto p deve ser mapeado com
um ponto u € TM tal que 7(u) = p. Define-se uma sec¢do de TM como um mapa
o: M — TM tal que mo o = I (identidade sobre M). Se uma secgio o; : U; — TU;
estd definida apenas sobre uma carta, ela é chamada seccao local.

2.3.7 Feixes fibrados

Um feixe fibrado (E,w, M, F,G) consiste dos seguintes elementos:
i) Uma variedade diferencial E' chamada de espaco total.

ii) Uma variedade diferencial M chamada de espago base.

iii) Uma variedade diferencial F' chamada de fibra (ou fibra tipica)

iv) Uma aplicacdo m : E — M chamada de proje¢do. A imagem inversa 7~ !(p) =
F, = F é chamada de fibra em p.

v) Um grupo de Lie G chamado grupo de estrutura, que age sobre E.
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vi) Um conjunto de abertos {U;} de M com um difeomorfismo ¢; : U;x F — 7 1(U;)
tal que m¢;(p, f) = p. O mapeamento ¢; é chamado de trivializagao local desde

que ¢; ' mapeie 7~(U;) para o produto direto U; x F.

vii) Se nés escrevermos ¢;(p, f) = ¢ip(f), (p € M e f € F) o mapeamento ¢, :
F — F, é um difeomorfismo. Sobre U;(U; # 0, requeremos que t;;(p) =
b;. ;qﬁj,p : ' — F seja um elemento de G. Entao ¢; e ¢; estao relacionadas por

um mapeamento diferencidvel ¢;; : U;(\U; = G como

onde as {t;;} sdo chamadas de funcdes de transi¢do ou simplesmente funcdes transigoes.
Vamos explicar melhor. Considere uma carta U; do espago base M. 7=1(U;) é um
produto direto difeomérfico a U; x F', ¢;* : 771(U;) — U; x F sendo o difeomorfismo.
Se U;NU; # 0, tem—se dois mapas ¢; e ¢; sobre U; N U;. Tome um ponto u tal que
7(u) = p € U;NU,. Determina-se assim dois elementos de F', um por ¢; ', e o outro
por ¢; ",

¢ () = (. fi) ;' (u) = (0, f;) - (2.47)

Observe a figura (2.2). Existe um mapa ¢;; : U; N U; — G que relaciona f; e f;

F F
_ =1

k?/@l{

i,p P

Tt

P

U nyYy

Figura 2.2: Em U;NUj, dois elementos f; e f; € F estao designados por u € 7~'(p),
p € U; N Uj. Eles estdo relacionados por ¢;;(p) como f; = t;;(p)f;-.

como f; = t;;(p)f;- Requere-se que as func¢des de transicio satisfacam as seguintes
condicoes de consisténcia:

i) t;;(p) = identidade  (p € Uj)
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i) t;(p) =tu(p)" (peUinly)
iii) ti;(p)tje(p) = t(p) (P € UiNU; NUy)

A menos que estas condigoes sejam satisfeitas, pedacos locais de um feixe fibrado nao
podem ser “colados” consistentemente. Se todas as funcoes de transi¢cao puderem ser
consideradas identidades, o feixe fibrado é chamado de fibrado trivial. Um fibrado
trivial é um produto direto M x F'. Dado um feixe fibrado (E, 7, M, F, G), o conjunto
de funcdes transicoes é tnico. Seja {U;} um atlas de M e {¢;} e {¢;} dois conjuntos
de trivializagoes locais dando origem ao mesmo feixe fibrado. As fungoes transicoes
das respectivas trivializagoes locais sao
tij(p) = (bi_,; Pjp

tii(p) = Gipip - (2.48)
Define-se um mapa g¢;(p) : F' — F em cada ponto p € M por
9i(p) = Gip bip - (2.49)

Requer—se que g;(p) seja um homeomorfismo que pertenca a G. Esta exigéncia deve
certamente ser cumprida se {¢;} e {¢;} descreverem o mesmo feixe fibrado. E facil
ver de (2.48) e (2.49) que

tii(p) = 9i(p) "'t (p)g; (D) - (2.50)
Em situagoes praticas, ?;; sao as transformacoes de gauge requeridas para manter
as cartas locais juntas, enquanto g; corresponde aos graus de liberdade de gauge
dentro de uma carta U;. Se um feixe fibrado é trivial, todas as funcoes de transicao
podem ser tomadas como mapas identidades. Nesse caso a forma mais geral de
func¢ao transicao é

ti;(p) = 9i(p) "' 9;(p) - (2.51)
O exemplo mais simples de um feixe fibrado principal trivial é o caso em que o
recobrimento consiste de apenas um conjunto aberto U = M, isto é, ha apenas uma
funcao transicao ¢;; = I (identidade sobre G). Note que, se o feixe fibrado for trivial,
ou seja F = M x F, as condigOes vi e vii estdo automaticamente satisfeitas. Seja
(E,m, M, F,G) um feixe fibrado. Uma sec¢do 0 : M — E é um mapa que satisfaz
moo = Iy (identidade sobre M). Veja que o(p) = o |, é um elemento de F, = 7 *(p).
O conjunto das secgoes sobre M é denotado por I'(M, E). Se U C M, pode—se falar
de uma secgo local que estéd definida apenas sobre U. T'(U, E) denota o conjunto das
seccgoes locais sobre U. Nota: Uma referéncia relevante sobre o assunto é encontrada
em [42].
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2.3.8 Conexoes e fibrados

Conexoes estao associadas com certos mapeamentos que projetam espagos maiores
para espacos menores. O espaco maior é chamado de fibrado e o espaco menor é
chamado de base. As direcoes no espago mais largo que sdo projetadas para o zero
(elemento neutro) sdo chamadas verticais. Uma conexdo é a especificagdo de um
conjunto de direcoes, chamadas horizontais, em cada ponto, complementar ao espago
das direcoes verticais. Para um movimento ciclico na base o movimento horizontal
sofrerda um desvio, chamado frequentemente “desvio de fase”, entre o comeco e o
fim de sua trajetéria. A magnitude desse desvio dependera da curvatura da conexao
e da area que estd encerrada pelo caminho no espago base. Esse deslocamento no
elemento vertical é dado por um elemento de um grupo, tal como um grupo de
rotacoes ou translacoes, e é chamado de “fase geométrica”. Nos exemplos a serem
discutidos adiante, o espaco base é o espaco de controle, no sentido de que o caminho
neste espaco pode ser escolhido previamente. Dado qualquer caminho no espaco de
controle (base do fibrado), hd um caminho associado no espago fibrado ou completo,
chamado levantamento horizontal, que independe da parametrizagao temporal do
caminho e da posicao vertical inicial do sistema. Seguindo o caminho levantado
ao longo de uma curva fechada no espaco das formas, obtém-se uma variacao na

posicao vertical ao longo da fibra. Essa variacdo é justamente a fase geométrica.

2.3.9 Conexoes e vinculos

Em alguns sistemas mecanicos, hd “vinculos” sobre as velocidades permitidas ao
sistema. Nos casos que examinaremos aparecem dois tipos fundamentalmente difer-
entes de vinculos: aqueles dados por leis de conservacao e aqueles gerados por in-
teragoes do tipo fricgdo com o meio. O problema dos corpos rigidos acoplados (que
serd apresentado no capitulo 3) fornece um exemplo do primeiro caso e o problema
do automével (que serd apresentado no capitulo 4) fornece um exemplo do segundo.
Cada vinculo define o espaco horizontal de uma conexdo. A conex@o nesses dois
casos é chamada de conexao mecanica. O movimento de um sistema mecanico no
espaco de controle esta relacionado a teoria da reducao. Essa teoria torna o espaco
de fase de um sistema mecanico menor, usando simetrias para eliminar algumas
variaveis. Simetrias para sistemas mecanicos frequentemente manifestam-se como
invariancias do sistema dinamico com respeito a translagoes e rotacoes. A teoria
da reducao se aproveita da invariancia, para fornecer uma analize simplificada em
termos do espaco base. Observar o movimento nesse espaco € equivalente a assistir
a uma mudanca da forma com relagao a um observador fixo no objeto em questao.

O problema de encontrar o caminho original completo (no espaco total) é o mesmo



Capitulo 2. Topicos em Geometria Diferencial e Grupos de Lie 24

de encontrar o caminho horizontal acima dele. Isto é chamado de problema de re-
construcao. Note que a geracao de fase geométrica estd intimamente relacionado a

este problema da reconstrugao (levantamento horizontal).



Capitulo 3

Um potencial de gauge para um sistema de

corpos rigidos acoplados

3.1 Introducao

Neste capitulo iremos considerar um sistema composto por dois corpos rigidos planos
acoplados por um pino nos seus centros de massa, e aborda—lo sob a 6tica de poten-
ciais de gauge. Devido a conservagao do momento angular, o movimento de um dos
corpos induz um movimento do outro. Veja [43, 44, 45, 46]. Para entender melhor
como esta reorientagao ocorre, fazemos uma analise mais aprofundada do assunto,
mostrando que esta reorientagao estd relacionada ao que os gedometras chamam de
conexao. Na linguagem dos geometras, esse efeito é um exemplo da holonomia de
uma conexao natural sobre o fibrado principal associado com a reducao simplética.
O esquema formal é o seguinte: hd um espaco de configuragao total P que junta-
mente com a agdo do grupo SO(2) sobre ele (que consiste em movimentos rigidos do
sistema como um todo) formam a estrutura de um feixe fibrado principal. Essa acao
do grupo sobre o espaco P forma o espaco reduzido M, ou base do fibrado. Este
espaco é também chamado de espaco das formas ou espaco de controle. Lembramos
aqui que o nome “espaco das formas” pode se prestar a alguma confusao. Este nome
nao tem nenhuma relagao com formas diferenciais, e sim com a forma (disposi¢ao) do
sistema como um todo. Se o sistema representa uma estacao espacial mais um rotor
interno, o espaco reduzido representa a parte diretamente controlavel do espaco total
P. A conexao fornece a ponte ligando o movimento nesses dois espagos, e carrega
com ela o vinculo que expressa a conservacdo do momento angular. Obviamente
este exemplo é bastante simples para utilizarmos toda esta ferramenta matematica,
ou seja, nao presisamos da geometria das conexoes para entendé—lo. No entanto
ele serve como um exemplo simples no qual podemos testar as idéias. Para exem-
plos mais complexos, como ¢é o caso do gato cadente, este estudo da geometria das

conexoes sem duvida é bastante util.

25
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3.2 Aspectos gerais

Considere dois corpos rigidos planos acoplados por um pino em seus centros de
massa, como mostra a figura (3.1). Observa-se que o sistema como um todo pode
ser imaginado como um tnico corpo deforméavel. Estabelecamos trés conjuntos de
eixos referenciais: um fixado em cada corpo rigido e o terceiro fixo no espago externo
(referencial inercial). Os angulos 6; e 0y sdo definidos como sendo os angulos que
cada corpo faz com a dire¢do inercial fixa. Note que (6, 6,) trazem informacoes

sobre a orientacao do sistema com relagao ao referencial inercial fixo.

referencia inercia

Figura 3.1: Um sistema de corpos rigidos acoplados

3.3 Reconhecendo o espaco e configuracao do sistema como

um fibrado principal

Para o modelo de corpos rigidos acoplados como estabelecido na sec¢ao anterior,
ha trés espacos abstratos que podem ser idealizados. O espaco das configuragoes P
(espago total), o espago das formas M (base do fibrado) e o espago F das orientagoes
do corpo 1. Esta escolha para o espago F é totalmente arbitrdria (poderiamos ter
escolhido para o espaco F as orientacgdes do corpo 2). O espago de configuracio do
sistema composto por dois corpos rigidos acoplados é o espago de todas as orientacoes
possiveis que este pode adotar, com repeito ao referencial inercial. O conjunto
de coordenadas (6;,6s) descrevem pontos neste espago. O espago das formas é o
espaco cujos pontos dao a forma do sistema, e carrega consigo informacgoes sobre
a orientacao relativa dos dois corpos rigidos. O espaco das formas M ¢é o circulo
St parametrizado pelo angulo v = , — 0;. As orientagoes do corpo 1 serdo dadas
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por 6;. Observe que M, F' C P, e que o conhecimento da configuracao p € P ¢é
equivalente (globalmente) ao conhecimento do par ordenado (m, f) € M x F, com
mée M e f e F. O espaco total P serd portanto o produto direto P = M x F da
base M e a fibra F', constituindo um feixe fibrado trivial. H4 um tipo de agdo sobre
os elementos do espaco P, consistindo em movimentos rigidos do sistema (quando os
dois corpos giram juntos), que deixam a forma do sistema invariante. Esta agao age
sobre P (pela esquerda), e constitue a estrutura de grupo do fibrado. Este grupo é o
SO(2), grupo das rotagdes no plano Euclidiano. Isso equivale a dizer que no espaco
das configuracoes, parametrizado pelos angulos 6, 6,, todas as configuragoes que
diferem por um deslocamento rigido do sistema como um todo, corresponderao a
um unico ponto no espago das formas. Em outras palavras, duas configuracoes serao
ditas equivalentes quando a diferenca entre os angulos 6; e 65, ou seja, sua orientagao
relativa, for a mesma. Esta acdo forma portanto uma classe de equivaléncia em P.

Vamos tomar o seguinte mapeamento
m:P— M, (3.1)

que determina para um conjunto de configuragoes equivalentes sua forma em M,

isto é m = m(p). Em coordenadas escreve—se
[ (01,02) — (’ll) = 02 — 01) . (32)

Os pontos de M formam uma classe de equivaléncia em P, e serd por isso denotado
como sendo o espago quociente P/SO(2) (ver capitulo 1 —secgdo (2.2.1)). O conjunto
7~! C P formado por todas as configuracoes equivalentes serd chamado de fibra
sobre m. Define—se uma sec¢ao do fibrado 7 : P — M como sendo um mapeamento
o: M — P, obedecendo m o o0 = I. Esta seccao localiza para cada ponto do espaco

M, um ponto correspondente no espaco P:
o:M— P . (3.3)

Esse ponto correspondente ira constituir um ponto de referéncia o(m) na fibra sobre
m. Vamos escolher arbitrariamente como pontos de referéncia, aquelas configuragoes
no qual o corpo 1 estd em uma orientacdo fixa, digamos #; = 0. Em coordenadas
tem-—se

o: (w = 02 — 01) — (01 = 0,02) . (34)

A secgao é portanto, composta de formas padroes. Podemos imaginar esta seccao
como formando o espaco das orientacoes relativas entre o corpo 1 e o corpo 2.
Fazendo uma analogia, como se o sistema fosse uma estacao espacial (corpo 1) e um
rotor interno (corpo 2), a sec¢ao pode ser interpretada como sendo o ponto de vista
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do astronauta: ele estd parado com respeito ao seu sistema de referéncia (eixos fixos
sobre o corpo 1), observando apenas a mudanga do rotor (corpo 2). Qualquer outra
escolha de uma sec¢ao (outro gauge) corresponde a um observador diferente (outro
sistema de referéncia). Estes pontos de referéncia (formas padrdes) constituem um

subespaco Py C P que estabelece as orientacoes relativas dos dois corpos.

3.4 A conservacao do momento angular como uma conexao

sobre o fibrado

Até agora verificamos que o espaco das configuragoes 2-dimensional de um sistema
de corpos rigidos acoplados pode ser tratado como o espago total de um fibrado
principal (trivial) 7 : P — M, onde P = SO(2) x SO(2) e M = SO(2). Con-
sidere 0 modelo da figura (3.1). Vamos comecar recordando alguns fundamentos da
mecanica. Em primeiro lugar, o momento angular para um corpo rigido é o mo-
mento de inércia vezes a velocidade angular. Em segundo lugar, o momento angular
para uma estrutura articulada é a soma dos momentos angulares de suas partes
rigidas. Cada parte tem sua proépria velocidade angular. Seja I; e I 0os momentos
de inércia dos corpos 1 e 2, respectivamente, e 6, e 6, os angulos que eles fazem
com uma dire¢ao inercial fixa. Considerando a conservacao do momento angular
chegamos a uma relacao que traduz o seguinte fato: uma mudanca na orientagao
de um dos corpos induz uma mudanca na orientagao do outro. Esta relacdo é dada
por L6, + L6, = i = constante. Podemos parametrizar o espago de configuracao
do sistema por #; e 6, ou por § = 6, e p = 6, — H;. Vamos por conveniéncia e sem
perda de generalidade escolher esta tltima parametrizagao. Entao a conservagao do

momento angular fica

. L _ I 1
L0+ 1,0 +vY) =p; istoé db+ dyp = dt . 3.5
W+ LO+Y)=p; istoé A 39
Suponha que o momento angular total seja zero; u = 0 (J=0). Da equacao (3.5)
tem—se
40+ —2 gy = 0 (3.6)
L+1, 7 .
O calculo da conexao ¢ feito no apéndice B. O resultado é
do + —2 dip (3.7)
w= i .
I+ 1,

Portanto, o potencial de gauge (no gauge o) é dado por

I
I+ 1,

A=0c'w=

dip . (3.8)
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3.5 Reconstrucao de «(t) sobre P a partir de m(t) sobre M

como um levantamento horizontal

A agdo do controlador do rotor é representado por uma curva m(t) = w(7y(t)) sobre
M (uma sequéncia de formas parametrizadas pelo tempo). Da condi¢ao de con-
servacao do momento angular, um movimento no espaco M estd associado a um
movimento no espago de configuragao P. Isto é, podemos controlar a orientagao
do sistema por uma mudanca na sua forma. Por esse motivo o espago das formas
¢ também chamado de espago de controle. Esta trajetéria resultante sobre P é o
levantamento horizontal da curva m(t), isto é, a curva m”(t) sobre P que tem as

seguintes propriedades:
i) m(m"(t)) = m(t) +— m"(t) estd sempre exatamente “sobre” m(t).

ii) 7" = v seu vetor tangente (vetor velocidade) - est4d sempre na horizontal, isto

é, ele aniquila w. Ou ainda, w(v) = 0.
Deixe nos expressar essas condicoes em coordenadas. Se
m(t) «— ((t) = ba2(t) — 6(1)) (3.9)
é dado, entao seu levantamento horizontal é
m" < (0(t),4(t)) . (3.10)
Note que 1 serd o mesmo, e que # serd determinado. Sendo assim
v =1 = 0(t)0 + ()0 - (3.11)

onde 0y e Jy formam uma base no espaco de configuracao P. Mas

<w () S=0 = (4 —2—dy) (i) — 0

L+ 1 dt
d I d\
()4t an() <o o1
ou seja
. I .
W®+hjb¢®=
. L .
0(t) = W(t) . (3.13)

L+ L
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Substituindo (3.13) em (3.11), tem-se

‘ L .
mh = —Il+12¢(t)3e+1l}(t)aw

= (1) (ap—llffbaa) : (3.14)

Entretanto, " pode ser escrito também como
" = o (t)Hy . (3.15)

onde Hy ¢ o levantamento horizontal do vetor base sobre M. Entao comparando a
equagao (3.14) com a (3.15), tem—se que

I,
I+ 1,

Hy =0y — Oy (3.16)
A equacdo de 12 ordem linear (3.13) resolve o problema da reconstrugdo: dado
() para t €< t;,ty > (sequéncia de pontos no espago das formas) e 6(t;) (a
posicao inicial na fibra sobre m(t;) isto é, a posi¢ao inicial do corpo 1), ela prové a
informacao restante sobre o movimento do sistema, que é a sequéncia das posicoes
do corpo 1 correspondente a sequéncia dada de formas. A configuragao transportada
paralelamente é entdo por defini¢do a configuragao m” (t;).

3.6 A Curvatura

Como acabamos de mostrar, a conexao nos leva (no gauge escolhido) a um potencial

de gauge. A esta conexao, temos associado também uma curvatura, dada por
a a 1 a b c
0 =dw + 5 Chett” A W® (3.17)

onde ¢}, sao as constantes de estrutura do grupo. Acontece que, neste caso, o grupo

¢ unidimesional. E assim a curvatura reduz-se a

Q¢ = dw” . (3.18)
E como a conexao é dada por
do+ —2 dy (3.19)
w= . .
L+ 1,

entao a curvatura associada a ela é nula.
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3.7 Campo associado

Os potenciais de gauge A = o*w (e as intensidades de campo F = ¢*(), para o
caso em que a curvatura seja ndo nula) ndo formam os tnicos blocos constituintes
da teoria de gauge de particulas elementares. Ha também campos de particulas ou
campos fonte; particulas interagem via campos de gauge (bdsons). Neste modelo de
corpos rigidos acoplados, usamos apenas a parte da teoria que envolve conexoes. A
questao que surge é: ha um objeto neste modelo que é descrito matematicamente
por um campo de particula? Se a resposta for positiva, qual seria este objeto e, nesse
contexto, faz sentido algum célculo com ele? Se V' é um espaco vetorial na qual a
representacao p age, entao um campo de particulas do tipo p é uma fungdo ¥ sobre
P, que assume valores sobre o espago vetorial V', que se transforma de acordo com

a representagao p com respeito a acao de G sobre P; em nosso modelo isso significa
V:P—>V (3.20)

tal que
U(Rp) = p(R™1)¥(p) . (3:21)

Vamos dar a seguir um exemplo simples. Deixe V = R? e defina a funcdo ¥ sobre

P
T (0,9) ( cos? ) . (3.22)

sin 0
Entao ¥(p) fornece justamente as componentes do vetor unitdrio € (fixo sobre o

referencial do corpo 1 e dirigido ao longo do eixo y), projetadas sobre o referencial

inercial. Ver figura (3.1). A acdo de SO(2) tem a forma explicita

(0,v%) — R(0,¢) = (6 + ©,v) (3.23)
e assim, se
¥(p) < ( :jg ) (3.24)
entao

cos(f +©) |
U(Rp) < ( in(6+ ©) ) = (3.25)

_ C?S@ —sin© C?SH (R C?SO (3.26)
sin® cos© sin 6 sin 6
onde a representacio p de SO(2) em V = R? é dado pela rotagao

p(R)E( cos © sin@) . (3.27)

—sin® cos®
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Sendo assim nosso ¥ é o campo da particula do tipo p dado por (3.27). Deixe o
movimento em M ser dado por m(t) <> (¢(¢)). Entdo a mudanca d¢ do vetor € entre

t e t + 0t pode ser calculada como

I, . [ —sind
7 St = —5t—2 2
d€ <> Ot Jtll n 121,/) ( cos ) , (3.28)

onde 1l = ¢(t)H¢ e Hy =0y — Ilfh Oy

—sin 6
Note que (

Podemos escrever §¢ também como

e L (3.29)
cos @ 660

4 ) é justamente o vetor unitario ortogonal a €.
cos

e assim, comparando as expressoes (3.28) e (3.29), o angulo “liquido” de rotagao do

vetor € seréd
I ¢ . I,

00 = -0t
L+ 1 L+ 1

81 (3.30)

que é exatamente a condigdo de conservagdo do momento angular, dada por (3.6).
O mesmo angulo pode ser calculado dentro da fixacao de gauge o, fazendo uso da
derivada covariante de

1
O :=0"V = ( 0 ) € (3.31)

que €é

6B = 6tV,, (0" V) = 6t < oDV, 1 >= — 6 Lz ( (1) ) “ =61 L

€
I+ 1 L+ "
(3.32)
ou
561 = —0np 2 (3.33)
€ =— € )
1 I]_ +1-2 2
em concordancia com (3.30).
3.8 Comentarios finais
Dada a condicao
I
do = 2 _dy (3.34)

L+
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estabelecida pela conservacao do momento angular, integrando—a temos

2m

I /
Al = — dip . 3.3
0

Em particular, se pensarmos no corpo 1 (maior) como uma estagio espacial e o corpo
2 como um rotor interno a esta estacao, o resultado acima mostra que manipulando
o rotor, podemos controlar a orientacao da estacao. Observe que se quisermos girar
o corpo 1 (estacdo espacial) por um angulo —27KI,/(I; + I5) radianos, onde K
é um numero inteiro, tudo o que precisamos fazer é girar o corpo 2 (rotor) ao
redor de si mesmo, K vezes. A conexao plana para um fibrado principal (trivial)

m: S x St — S! dado por 7(6,v) = 9 estabelece uma ponte entre o movimento

no espaco “controlavel” M e o espaco F. Ela é dada por w = df + Ilff[z diy, e
foi obtida de uma interpretacdo geométrica. A conexao reflete a afirmagao dada
acima, sobre o fato de que manipulando o movimento do rotor, podemos controlar

a orientacao da estacao espacial. Em outras palavras, o potencial de gauge obtido

A :=o0'w = Illjh di, significa que a estagdo (corpo 1) estd num “estado” pronto

para responder com um movimento, caso o rotor (corpo 2) gire.



Capitulo 4

A cinematica de um automadvel e potenciais de

gauge

4.1 Introducao

Para ilustrar melhor as idéias introduzidas até agora, fornecemos neste capitulo
mais um exemplo da abordagem de gauge para sistemas mecanicos. Desta vez,
iremos reformular em termos da teoria de potenciais de gauge, a cinemdtica do
movimento de um carro. Nesse caso o grupo de gauge é o E(2), o grupo Euclideano
das translagoes e rotacdes no plano 2—dimensional. A idéia principal serd mantida:
mostrar como as técnicas da matematica de campos de gauge podem ser usadas
dentro de um contexto cldssico. O esquema formal também serd o mesmo. Ha um
espago de configuracao total P que juntamente com a acao do grupo E(2) sobre ele
(que consiste em movimentos rigidos do carro (translacées e rotagdes)) formam a
estrutura de um feixe fibrado principal. Essa acao do grupo sobre o espago P forma
o que pode ser chamado de espaco das érbitas M, ou base do fibrado, e representa,
a parte diretamente controlavel do espaco total P. Do mesmo modo que ocorre
no capitulo anterior, a conexao fornece a ponte ligando o movimento nesses dois
espacos, diferindo entretanto na sua origem fisica. Neste caso a conexao carrega
consigo os vinculos que expressam a condi¢ao de contato nao deslizante da roda do
carro com a estrada. Outra diferenca deste exemplo para o do capitulo anterior, é
que este apresenta a curvatura associada a conexao diferente de zero, sendo portanto

um exemplo mais completo.

4.2 Aspectos Gerais

Considere o modelo da figura (4.1). As coordenadas (x,y) sdo as coordenadas carte-
sianas do centro do eixo frontal, ¢ é o angulo entre o eixo x; e o eixo do carro

(eixo principal), fornecendo a orientacao do veiculo, 5 é o angulo formado pelo eixo

34
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frontal e o eixo principal, e a mede o deslocamento da roda frontal ou em outras
palavras mede a orientacao da roda com respeito ao seu eixo. Lembramos aqui
que as rodas dianteiras (assim como as traseiras) de um carro nao giram com a
mesma velocidade angular em geral (é necessirio um dispositivo chamado diferen-
cial que compensa essa diferenca). Sendo assim quando nos referimos ao angulo «
como sendo o angulo que mede a orientacao da roda frontal, na verdade estamos
considerando um angulo médio. Ou, equivalentemente, calculando tudo como se o
carro fosse um triciclo (e assim « é o angulo da roda frontal). Mas isto é apenas
um detalhe técnico, pois os cdlculos levando em consideracao as duas rodas podem
ser feitos, entretanto ndo trazem nenhum conceito novo. Note que (z,y, @) trazem
informacoes sobre a posi¢ao do eixo principal no plano z;x, sem levar em conta a
forma exata do carro e a e § determinam a forma do carro indiferentemente da

posicao do eixo principal no plano z;xs.

X2

X1

Figura 4.1: Uma configuracao instantanea do automével no plano z;z, e da roda

com respeito a seu eixo.

4.3 Reconhecendo o espago de configuracao de um carro

como um fibrado principal

Para o modelo de um carro no plano z;x5 como estabelecido acima, ha trés espacos
abstratos que podem ser naturalmente idealizados. O espaco das configuracoes P
(espago total), o espaco das formas M e o espago das localizagdes do eixo principal F.
O espago das configuragoes de um carro é o espaco de todas as formas possiveis que
este pode adotar no plano, levando em consideragao a localizacao do eixo principal.
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O espaco das formas de um carro é o espaco cujos pontos estabelecem o formato
do carro, entretanto sem considerar a posi¢ao do eixo principal no plano zyxs. O
terceiro e 1ltimo espaco fornece exclusivamente a localizacao do eixo principal no
plano x;xs. Portanto, com tudo o que foi dito até agora, podemos afirmar que: o
conjunto de coordenadas («, 3, z,y, @) constitue o espago das configuragdes P, os
angulos « e [ representam pontos no espago das formas M (espaco de controle) e
por tltimo (z, y, ), representam pontos no espago F. Observe que M, F' C P, e que
o conhecimento da configuracdo p € P é equivalente (globalmente) ao conhecimento
do par ordenado (m, f) € M x F comm € M e f € F. Ou seja, o espago total
P é o produto direto P = M x F' da base M e a fibra tipica F, constituindo assim
um feixe fibrado trivial. Ha um tipo de acao sobre os elementos do espaco P,
consistindo em movimentos rigidos do carro (translagoes e rotagoes), que deixam o
formato do carro invariante. Esta ag¢ao constitue um grupo de estrutura. Este grupo
é o grupo euclideano das translacoes e rotagoes no plano 2-dimensional, ou seja, o
grupo E(2). Deste modo, duas configuragoes p e p sao ditas serem equivalentes,
se diferem uma da outra apenas por um movimento rigido do E(2), formando uma
classe de equivaléncia em P. Imagine que p pertenca a uma determinada classe de

equivaléncia em P. Vamos tomar o seguinte mapeamento
m:P—>M (4.1)

que determina para um conjunto de configuracoes equivalentes sua forma em M, ou

seja m = m(p). Em coordenadas, escreve-se

T (CY,ﬁ,LE,y,QO) - (aaﬁ) : (42)

Como os pontos de M formam por construcdao uma classe de equivaléncia em P,
denota—se M como sendo o espago quociente P/E(2). O conjunto 7 1(m) C P
formado por todas as configuracoes equivalentes serd a fibra sobre m. Duas fibras
quaisquer 7~'(m) e 7~'(m’) sio mutuamente difeomérficas e seu modelo abstrato,
a fibra tipica, é um exemplar do espago F' que por sua vez é difeomoérfica ao grupo
E(2). Como vimos o espaco dos fibrados total P é dado pelo produto M x F', isto é

P=MxF, (4.3)
sendo portanto um fibrado trivial. Logo 7 é interpretado como uma proje¢ao m;
m:MxF—M (m,f)—>m. (4.4)
Define—se uma seccao do fibrado 7 : P — M como sendo um mapeamento

o:M— P, (4.5)
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obedecendo

moo = Iy (identidade sobre M) . (4.6)

Ou seja, a seccao localiza cada ponto do espago M em algum lugar no plano z;x,.

A seccao trivial é dada em coordenadas por
o :(a,B) = (,5,0,0,0) . (4.7)

Esta sec¢do portanto define (para todo m € M) o ponto de referéncia o(m) na fibra
sobre m. Esse ponto é (por defini¢cdo) rotulado pelas coordenadas (a, f3,0,0,0).
Entao um ponto arbitrario p na mesma fibra adquire as coordenadas (o, 3, z,y, )
se o elemento (B,b) € E(2) com

= ( cos ¢ singp) (4.8)

—singp cosp

b= (z,y) (4.9)

é necessario para se obter p de o(m) via a a acao do grupo.

oV
-

|
|

Figura 4.2: A fixacao do gauge o.

A seccao trivial é portanto composta de formatos padroes. Podemos imaginar esta
seccao como formando o espaco das orientagoes relativas entre o eixo principal e
o eixo frontal, levando em consideracao é claro a disposicdo da roda. Ou ainda,
interpretd—la como sendo o ponto de vista do motorista: com respeito a seu sistema
de referéncia (eixos 21 e x5) 0 eixo principal estd sempre na origem e dirigido para
frente (z = y = ¢ = 0), ou seja, ele observa apenas a mudanga do eixo frontal
(volante) e do pedal (acelerador), o qual faz a roda («) girar. Qualquer outra
escolha de uma sec¢do (outro gauge) corresponde a um observador diferente (outro

sistema de referéncia).
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4.4 A condicao de nao deslizamento da roda como uma

conexao sobre 7 : P - M

Até agora verificamos que o espaco das configuragoes 5-dimensional de um carro
pode ser tratado naturalmente como o espaco total de um fibrado principal (trivial)
m:P — M, P=MxF. Un movimento do carro sobre a estrada (plano z;z5)
é dada por uma curva y(t) = (m(t), f(t)) sobre P = M x F. A projecdo desta
curva para o espago de controle m(t) = m o y(t) resulta em uma curva nesse espago.
Esta curva (projecdo) entretanto, estd sob o controle direto do motorista («(t) —
acelerador; (t) — volante). [Por esse motivo, o espaco das formas é chamado espaco
de controle.] Nao obstante, a real inten¢do do motorita é mudar a posi¢ao do eixo
principal, ou seja, mover-se ao longo de uma curva desejada f(t) na fibra tipica F
do fibrado. A “ponte” necessdria entre o “movimento” nesses dois espagos, M e F,
é dada por um sistema de vinculos diferenciais (anolonémicos) representado fisica-
mente pela condi¢ao de contato nao—deslizante das rodas com a estrada. Resumindo,
a atividade do motorista representado pela curva m(t) sobre M é transformada na
curva f(t) sobre F' ou, equivalentemente, v(t) = (m(t), f(t)) sobre P. Como ver-
emos, o procedimento de reconstrugao da curva completa «y(¢) sobre P a partir de
sua projecao m(t) sobre M é justamente o levantamento horizontal m +— m" = 7,
onde a estrutura necessaria para isso, é a conexao no fibrado principal 7 : P - M
(estrutura de gauge sobre M). O vinculo de contato pode ser interpretado em ter-
mos da conexao sobre P. Em geral uma conexao sobre um feixe fibrado principal
m: P — M com um grupo G é dada por uma l1-forma (forma diferencial) que
assume valores na dlgebra de Lie (G) do grupo G. No nosso caso ela é uma matriz
3 x 3 de 1-formas sobre P decomposta com respeito a base (geradores) ey, e1, e; da
algebra de Lie e(2) do grupo E(2)

w = w', = wleyg + w'e; + wles (4.10)
0 w0
w=| —w® 0 0 |, (4.11)
w! w? 0
onde w®, w!, w? sdo 1-formas sobre P. Entdo a condicdo de horizontabilidade
w=0 1istoé w'=w'=w?=0 (4.12)

representa justamente 3 relacoes independentes entre as diferenciais do, df3, dx, dy, dy,
possibilitando expressar as mudancas infinitesimais dx, 0y, d¢ das coordenadas do
eixo principal em termos das mudancas dadas da, 63 das coordenadas da forma do
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carro. O calculo da expressao explicita para a forma da conexao é feita no apéndice

B (referente a este capitulo). O resultado é

w' = dp— % sin Bda
w' = dz+yw® — Rcos(B + p)da (4.13)
w? = dy—zw® — Rsin(B + ¢)da

Se fixa—se o gauge pela escolha da secgao o, o potencial de gauge (no gauge o) é

dado por
0 A 0
A:=0'w= A%, = A%y + Ale; + A%y = —A° 0 0
AL A2 0
0 sing 0
R .
=-7| - sin 3 0 0 | da. (4.14)

Lcosf Lsing 0

4.5 Reconstrucao de v(t) sobre P a partir de m(t) sobre M

como um levantamento horizontal

Como vimos a atividade do motorista é representado por uma curva m(t) = w(y(t))
sobre M (uma sequéncia de formas parametrizadas pelo tempo), e a trajetéria resul-
tante 7(t) sobre P é o levantamento horizontal da curva m(t) sobre M. Este levan-
tamento horizontal é a tinica curva m”(t) sobre P desfrutando das duas seguintes

propriedades:
i) m(m"(t)) = m(t) +— m"(t) estd sempre exatamente “sobre” m(t).

ii) 7a" = seu vetor tangente (vetor velocidade) - est4 sempre na horizontal, isto é,

ele aniquila w®, ¢ = 0,1,2. Ou ainda, w(v) = 0.
Deixe nos expressar essas condicoes em coordenadas. Se
m(t) «— (a(t), B(t)) (4.15)
é dado, entao seu levantamento horizontal é
m" < (a(t), (1), z(t), y(t), (1)) - (4.16)

Note que « e 5 sdo0 0s mesmos, e que z, y e ¢ serao determinados. Sendo assim

v = 1" = @(t)0, + B(1)3s + £(t)0y + ¥(t)d, + ¢(1)d, (4.17)
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e ja que w(m”(t)) = 0, ou seja
<w®m"t)>=0 a=0,1,2 (4.18)
entao
= d% sin 8
zt = &Rcos(B+ ) (4.19)

j = &Rsin(8+ )

Além disso

" = &(t)Hy + B(t)Hp (4.20)
onde
R
H,=0":=0,+ Rcos(8 + ¢)0, + Rsin(B8 + ¢)0, + 7 sin 0, (4.21)
Hg =0} = 0g (4.22)

sao os levantamentos horizontais da base vetorial de coordenadas sobre M.

O sistema de equagoes de 1= ordem linear (4.19) (as equacoes de transporte paralelo)
resolve o problema da reconstrugao: dados a(t), 5(t) para t €< t;,t; > (sequéncia
de pontos no espaco das formas) e (z(t;),y(t;), (%)) (a posi¢ao inicial na fibra so-
bre m(t;) isto é, a posic¢ao inicial do carro sobre a estrada), ele prové a informagao
restante sobre o movimento do carro, que é a sequéncia das posi¢oes do eixo principal
correspondente a sequéncia dada de formas. A configuracao transportada parale-
lamente é entao por defini¢io a configuragao m”(¢;). Note que as equagoes (4.19)
sao invariantes (como é o caso geral para as equagoes de transporte paralelo) com
respeito a reparametrizacdo — a velocidade de sequéncia dos pontos no espaco das
formas ¢é irrelevante, pois o que importa é apenas a trajetéria correspondente a m(t)
no espago F'.

4.6 O ciclo de estacionamento como um uso inteligente da

curvatura (2 da conexao

Para sair de uma vaga de estacionamento extremamente apertada, uma translacao
pura do eixo principal perpendicular a este, seria 1til (a fim de ndo batermos no

carro vizinho). Isto significa (infinitesimalmente)

(z,y,¢) — (x —esing,y + ecos g, @) (4.23)

com € < 1. Ver figura (4.3).
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Figura 4.3: Uma translacdo infinitesimal perpendicular ao eixo principal.

Entretanto, este movimento perpendicular ao eixo principal nao é permitido pois
viola o vinculo de contato nao deslizante, ou em outras palavras, apenas os movi-
mentos gerados por algum levantamento horizontal 7h” sdo possiveis (permitidos
pelos vinculos). Isto é

(z,y,0) = (x +ecos(p+ B),y + esin(p + B), o + %sin B) (4.24)

(e =aRdt < 1).

Em nenhum caso especial (4.24) reduz-se a (4.23): (4.24) consiste de ambos transla¢ao
e rotacao exceto para o caso 5 = 0, quando entretanto, a translacao é justamente
ao longo do eixo principal. Entdo parece que estamos sem sorte e teremos que es-
perar o carro da frente sair. Essa conclusao é precipitada, j4 que ainda nao usamos
o algoritmo bésico de estacionamento conhecido por qualquer motorista, que é um
ciclo no espago M. Deixe nos estudar por um momento o resultado de um ciclo

infinitesimal com a seguinte estrutura:

i) Vi para a frente (o — a + €).

ii) Gire o volante para a esquerda (8 — 3 + ¢).

iii) V4 para trds (a mesma quantidade) (o + € — ).

iv) Gire o volante (0 mesmo angulo) de volta para a direita (8 + € — ().

Claramente nés terminamos exatamente no mesmo ponto em AM; a configuracao
completa p = (m, f), contudo, muda: p = (m, f) — (m, f) = p, e até termos de

segunda ordem em e o resultado é o seguinte

(08,75, 9) = (0,7~ Rsin(p+ §),y + Reos(ip+ ), o+ € cos ) (4.25)
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(@,p)

Figura 4.4: Diagrama de um ciclo infinitesimal completo no espago das formas.

Embora essa ainda nao seja a condicao desejada, ha algo interessante aqui que re-
tornard como sendo essencial para a solucao do problema do estacionamento. Isto
é, se interpretarmos (4.25) como um passo direto de p para p, ele é proibido pois
viola os vinculos. Deste modo o fato de vital importancia é que um ciclo composto
exclusivamente de passos permitidos pode resultar em um movimento proibido. Isso
significa que embora tenhamos concluido que (4.23) nao possa ser realizada direta-
mente (como um passo unico), hd uma esperanga de produzir efetivamente, como
um resultado de ciclos de “passos simples” permitidos, o movimento desejado. A
ferramenta mais conveniente para estudar os efeitos de ciclos é a linguagem de cam-
pos vetoriais. O ciclo i)-iv) acima é justamente o ciclo infinitesimal gerado por H,

e Hg. Entdo o movimento resultante (4.25) segue da férmula

X2 0 X 0l oyl = M (4.26)
onde o comutador é dado por
1
[Hqo, Hg] = R{sin(¢ + ()0, — cos(¢ + )0y — 7 cos B0,} . (4.27)

Desde que (4.25) nao é o bastante, podemos tentar os comutadores de “ordem mais

alta” (iterados). H4 dois deles para serem calculados e os resultados sio:

2
[Ho, [Ha, Hsl] = Rf(cos 00y — sindy) , (4.28)

[Hg, [Hy, Hg) = Hy — 0, = 0" — 0, . (4.29)

Ambos os resultados merecem atenc¢do. Primeiro, note que o lado direito de (4.28)

gera exatamente o movimento esperado (4.23). Mais detalhadamente, a identidade

H H H H He,[Ho H
X o xHa 0 X! o xHa o xHa, o xHa o x 17 o xHa o 17 o yHa = (M lHatlsll (4 30)
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conta—nos que o ciclo iterado estdvel sobre o lado esquerdo de (4.26) resulta em
2 R2

R
(IE, Y, QO) = (33 + 64? sme,y — 64? Cos @, SO) (431)

que é justamente uma translacao pura perpendicular ao eixo principal. Note que
esse tipo de movimento é muito lento e trabalhoso: é necessario realizar 10 passos
simples (da ordem de € ou €?) para produzir efetivamente um passo tnico (que é da
ordem de €*) na dire¢io certa. O mesmo tratamento aplicado a (4.29) guia-nos a
seguinte identidade

H H H H H H Hg,[HoH
X2 0 xHx 0 3 0 xHa 0 ™8, 0 xHa o M o yHa o 317 0 3 e = el tsll (4 39)

que mostra que realizando o ciclo iterado (estdvel) sobre o lado esquerdo de (4.32),
o carro se move justamente como se o motorista simplesmente tirasse o carro para
fora (da vaga), mas a roda diantera ndo girasse (nenhuma mudanca de «). A
possibilidade de produzir movimentos “proibidos” por meio de ciclos compostos
de passos “permitidos” inclina—se fortemente sobre o fato de que a curvatura da
conexdo em questdo ndo se anula (+» o levantamento horizontal das coordenadas
da base vetorial ndo comutam). A curvatura, que aparece como sendo a medida
dessa nao—comutatividade, é calculada no apéndice B (utilizando a férmula Q¢ =

dw® + cg.w® Aw) e o resultado é dado por

Q = hor dw = Q%, = N + Nte; + N%ey =

0 Q0
Q=] -Q° 0 o0 (4.33)
Qoo

onde

0 = %cosﬁda/\d,@

Q' = {-Rsin(B+¢)+ %y cos f}da A df (4.34)

2 = {Rcos(B+¢)— %x cos BYda A dpB

Se um fixa o gauge pela escolha da sec¢do o, a intensidade de campo (no gauge o)

é dado como

0o F° o
Fi=0"Q=TF=Feg+Fei+Fea=| -F° 0 0 |=
Ft F 0
R 0 cosf 0
=7 —cos 3 0 0 |dandg. (4.35)

—Lsinf8 Lcosf 0
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4.7 Movimento do carro com o volante fixo

No caso do volante fixo (3(t) = Sy = constante) as equagdes de transporte paralelo
(4.19) sao

' R .
¢ (a) = fsmﬁo

z () = Recos(fy+ ¢(a)) (4.36)
y (@) = Rsin(fo+¢(a))

onde ¢'(a) = 92,... . Estas equacdes sao facilmente resolvidas. Se Sy # 0, entdo
¥ a

R .
ola) = g00+a/zsmﬁ0

(sin(p(@) + Bo) — sin(po + fo)) (4.37)

z(a) = xo+ S0 B

yla) = yo+ sifﬁo (cos(p(a) + Bo) — cos(pg + Bo))

e consequentemente

(z(a) —z)* + (y(a) —ye)? = r? (4.38)
onde
. L
e = sin ,60
Te = xo— resin(po + Fo) (4.39)

Ye Zo + Te COS(QOO + ﬁO) .

Entao, como experado, a roda dianteira desenha um circulo de raio r. e centro

(e, ye). Se By = 0, as equagdes (4.36) fornecem

pla) = ¥o
z(o) = x4+ aRcospg (4.40)
y(a) = yo+ aRsinpg

que é uma linha reta na direcao do eixo principal.

4.8 Campo associado

De maneira analoga ao que foi feito no capitulo anterior, vamos procurar um objeto
neste modelo que seja descrito matematicamente, como em particulas elementares,

por um campo fonte (campo de particula). Se V é um espaco vetorial na qual a
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representacao p age, entao um campo de particula do tipo p é uma funcdo ¥ sobre
P, que assume valores sobre o espaco vetorial V' e que se transforma de acordo com
a representagao p com respeito a acao de G sobre P; em nosso modelo isso significa
que

vV:P—>V (4.41)

tal que
U(Rpp) = p(B~1)¥(p) (4.42)

Aqui nés damos um simples exemplo de tal ¥. Deixe V = R? e defina a funcio ¥
sobre P

sin ¢

U (o, B,2,y,0) — ( o8y ) . (4.43)

Entao U(p) fornece justamente as componentes do vetor unitario € (fixo sobre o
carro e dirigido ao longo do eixo principal), projetadas sobre o plano xiz,. Ver
figura (4.1). A acado de E(2) tem a forma explicita

(aaﬂaxayaw) = RB(aa/Baxayago) =

= (o, 8,2c080 — ysin© + by, zsin © + ycos © + by, ¢ + O) (4.44)
e assim, se
U(p) « ( o ) (4.45)
sin ¢
entao

cos(p+0) \
sin(p+0) |

cos©® —sin® cos _ cOS
- “ S ) =y [ 0 (4.46)
sin® cos© sin ¢ sin ¢

onde a representacio p de F(2) em V = R? ¢ dado por

~—

U(Rgp) < (

—sin® cos®

mmzmw@m»=(“w m@). (4.47)

Sendo assim nosso ¥ é o campo associado (campo de particula) do tipo p dado
por (4.47). Deixe o movimento em M ser dado por m(t) < («(t), 5(t)). Entao a
mudanca ¢¢e do vetor € entre t e ¢ + dt pode ser calculada como

5¢ o ot = S g [ TSN (4.48)
L cos
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onde 1" = &(t)Hy + B(t)Hg, Hy = 8" := 9, + Rcos(B + ¢)d, + Rsin(B + ), +
%sinﬁ@w e Hg = 8,5‘

—sin

Note que (
coS

) é justamente o vetor unitario ortogonal a €.

Podemos escrever d¢ também como

5 ( ~sing op ) , (4.49)

cos @ O

e assim, comparando as expressoes (4.48) e (4.49), o angulo “liquido” de rotagdo do

vetor € serd )
otaR sin § = oaR
L L

que traduz exatamente a condicao de contato nao deslizante da roda com a estrada.

dp = sin 3 (4.50)

Isto pode ser checado por uma rapida inspec¢ao da figura (B.1) no apéndice B.
O mesmo angulo pode ser calculado dentro da fixagao de gauge o, fazendo uso da

1
O :=0"V = ( 0 ) € (4.51)

derivada covariante de

que é

00 = 6tV (0*V) = 6t < 0" DV, 1h >= (5(2R sin 3 ( (1) ) “— (5(2R sin gé;  (4.52)

ou
daR

dé1 = sin B€; (4.53)

em concordancia com (4.50).



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho utilizamos dois exemplos mecanicos para tragar um paralelo com
teorias de gauges. Um deles é o sistema composto por dois corpos rigidos planos
acoplados por um pino nos seus centros de massa e o outro ¢ um modelo para o
automével, sendo este ultimo um exemplo mais completo pois apresenta uma, cur-
vatura nao trivial. Para tanto, utilizamos a nocao de um feixe fibrado dotado de
um grupo de estrutura. Primeiro constréi—se o modelo determinando seus graus de
liberdade, depois considera-se um determinado grupo de simetria (grupo de Lie)
que age sobre este espago de configuragao e cujas érbitas constituem o espago base
(espago de controle). A escolha do gauge corresponde a designar um ponto padrao
sobre a fibra para que se possa estabelecer a seccao do fibrado. Uma vez recon-
hecido os elementos que constituem um feixe fibrado principal, calcula—se a conexao
impondo um determinado vinculo, que pode ser proveniente tanto de uma lei de
conservacao quanto de uma restricio ao movimento do sistema. No caso dos cor-
pos rigidos acoplados o vinculo vem da conservacao do momento angular e no caso
do automével o vinculo restringe o movimento da roda. Do ponto de vista da ge-
ometria diferencial a conexao fornece a ponte que relaciona um movimento (uma
curva integral) no espaco de contrle a um movimento no espago de configuragao.
A curva no espago de configuracao, que fornece o movimento desejado, é o levan-
tamento horizontal da curva no espaco de controle. Neste contexto, o potencial de
gauge é a conexao da qual a intensidade de campo é a curvatura. A conexao sobre
o fibrado principal portanto tem uma grande importancia. O campo associado é
determinado como um campo vetorial V na qual uma representacdo p age. Este
campo é uma funcao sobre o espaco de configuracao P, que assume valores em um
espaco vetorial. Nos modelos estudados considerou—se o espago vetorial como sendo
o R?, e representacido do grupo das rotacdes e do grupo euclideano no plano. O
objetivo do trabalho, que era estabelecer um paralelo entre teorias de gauge e ge-
ometria diferencial em um contexto classico foi alcancado e a motivagao, que era
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uma melhor compreensao do formalismo de feixes fibrados, foi satisfeita. De fato,
os resultados nao sé fazem sentido, como ajudam no entendimento mais detalhado
do problema e além disso, trazem uma interpretagao que pode sugerir idéias sobre
possiveis aplicagoes. Este paralelo entre teorias de gauge e mecanica cldssica tem
mostrado ser extremamente util no estudo de sistemas ligados a locomocgao, cont-
role e estabilizacao. Encontrar a estrutura geométrica de um feixe fibrado principal
inserida em um contexto do cotidiano, como no caso do automével, é bastante sur-
preendente e mostra que a geometria diferencial fornece nao apenas uma linguagem
poderosa para desenvolver as idéias de teoria de controle envolvidas nesse problema

mas também uma ferramenta que pode ser usada efetivamente para resolvé—lo.



Apéndice A

Referente ao capitulo 3

A.1 A acao do grupo SO(2) sobre F (a fibra tipica) e sobre
P (espaco de configuragao)

O grupo SO(2) é o grupo das matrizes ortogonais 2 X 2 reais com determinante igual
a 1. Seja R € SO(2) dada por

R:( cos Sine) e SO@). (A.1)

—sinf cos@

Geometricamente, esta transformacao representa uma rotacdao ao redor de um eixo
por um angulo #. Vamos considerar uma rotagao infinitesimal de um angulo 60 < 1.

Isto significa que

) i 1
R [ c® 0 sindf | _ 0\ _ 11567 (A.2)
—sindf cosdl —00 1

onde J é o gerador do grupo, dado por

0 1
(n0) o

A.2 O célculo da conexao w
Em geral uma conexao relacionada a SO(2) pode ser escrita como
w=RT'TOR+R 'dR (A.4)

onde @ = W%, (a=1) é uma 1-forma (ainda desconhecida) sobre M e que assume

valores sobre a dlgebra de Lie so(2) do grupo, e

R:( cos? SM) e SO®). (A.5)

—sinf cos@
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Logo

—cosfdf — sin0do

RIZ(COSQ —smO) . (A7)

. ( —sinfdf  cos0df ) (A6)

sinf cos@

Em particular nos pontos da sec¢do o(M) C P, correspondente a posi¢do “padrao”

do sistema (isto é #; = 6 = 0) tem—se R = R~ =1 (identidade) e assim

WR=1 =W + (dR)Rzl . (A8)

0 @ 0 do
wR:l:(—w o) +(—d0 ) (49)

A forma w define a direcao horizontal pelas equacdo w = 0. Portanto, a equacio

Entao

wr—1 = 0 (por defini¢do) separa a diregao horizontal para 6 = 0.
w=—df . (A.10)

Porém da condigao de conservagao do momento angular temos que
I

do = — dy . A1l
ey (A1)
Comparando as equagoes (A.10) e (A.11) temos
I
0 = d A12
“ L +1, v ( )
ou seja
I> d
o= ( D wm® ) | (A.13)
T Li+D d¢ 0
Retornando para a equacdo (A.4) ficamos com
de L_d
w= 0 TR ) (A.14)
—(dO + 72 dv) 0
mas
w:( 0 w), (A.15)
—w 0
ou seja
I
=df + dip . A.16
v L+ (A.16)
Portanto, o vinculo diferencial para uma configuragio geral é (w = 0)
I
df = 2 _dy . (A.17)

YA



Apéndice B

Referente ao capitulo 4

B.1 A acgao de E(2) sobre F (a fibra tipica) e sobre P (espaco

de configuracao)

Deixe B € SO(2) e b = (by,by) € R?. Define se a transformagio do ponto y =
(71, 72) € R? (plano do automével) pela dupla (B,b) como

Geometricamente, esta transformacao representa uma rotacao ao redor da origem
por um angulo © seguido por uma transla¢ao (b1,bs). Representa—se esta trans-
formacao Euclidiana do ponto x por (B,b) € E(2). A regra descrita pela equagao
(B.1) pode ser escrita numa forma matricial usando a seguinte notagdo: deixe-nos
associar a matriz B (3 x 3) e o vetor n com a dupla (B, b) e o vetor x respectivamente
de acordo com

B 0 B
B:= ( b 1 ) n:=(x,1) = (x1,29,1) . (B.2)

Entao a multiplicagao matricial de ¢ por B nos dd

n =nB=(xB+b1) = (Rmyx,1) (B.3)
isto é, a regra (B.1) é reproduzida da multiplicagdo das quantidades auxiliares i e
B. A agdo dada por (B.1) ou (B.3) transforma o plano—xiz, rigidamente, isto é,
todas as distancias sdo preservadas (Rz = R(p;) ¢ uma isometria). Entdo define-se
a acdo Rg de E(2) sobre o espaco F' das localizagoes do eixo principal, simplesmente
como uma transformacao Rz que age apenas nas extremidades do eixo principal. Se
as coordenadas (z,y, ) sdo introduzidas para designar o espaco F', de acordo com
a figura (4.1), obtém-—se

(2,9, @) — (xcos ©—ysinO+by, zsin O+ycos O+by, p+0) = Ry(z,y, ) . (B.4)

o1
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Note que uma posigao arbitraria (x, y, ¢) do eixo principal pode ser obtida da posi¢ao
de referéncia (0,0, 0) (o eixo principal situado sobre o eixo x; a esquerda da origem)

por meio de uma tunica transformacao Rz:

N

RB(O’ 0’ 0) = (LL', Y, ()0) ) (B5)

com

B:( oy “’) e b=(z,y). (B.6)
—siny Ccos

Isso significa que a agao R é transitiva e livre e entdo F é o préprio fibrado principal
(ver capitulo 1 — sec¢do (2.3.3)). Isto é a equagdo acima dé o difeomorfismo de F' e
do grupo E(2). Finalmente a acdo Rp sobre P = M x F' é dada por

(m, f) = (m,Rsf) =: Rs(m, f) (B.7)

ou em coordenadas

(aaﬁaxay’ QO) HRB(aa/BaxayagO) =
= (o, B,2c080 — ysin© + by, zsin© + ycosO + by, p + O) . (B.8)

B.2 A Algebra de Lie e(2) do grupo E(2)

Como acabamos de ver, o grupo E(2) pode ser imaginado como formado de matrizes

B
b= ( (1) )’ onde B € SO(2) e b = (b1, b2) € R%. Ou seja, podemos escrever

cosyp sing 0
B=| —sing cosyp 0 € E2). (B.9)
T Y 1

Vamos considerar uma transformacao infinitesimal, ou seja, uma rotagao infinite-
simal de um éangulo d¢p < 1 seguido de uma translacao infinitesimal na direcao x
(0z < 1) e de uma translacdo infinitesimal na dire¢do y (dy < 1). Essa trans-

formacao infinitesimal nos da

cosdp sindy 0 1 dp 0
B=| —sindp cosdp 0 |~ | =dp 1 0 | =I+dpey+dre;+oyes (B.10)
ox oy 1 ox oy 1
onde I é a matriz identidade e
0 10
eo=| -1 00 |, (B.11)
0 00
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e = (B.12)

= o O
o O O
o O O

(B.13)

€y =

o o O
— o O
o o O

As matrizes eg, e; e e; formam portanto a base (geradores) de e(2), e juntas formam
a dlgebra de Lie do grupo; [e;, €] = cf.ex, onde ¢}, sdo as constantes de estrutura do

grupo. Estas relacoes de comutagao sao

[60, 61] = —€
[eo, €2] = €1 (B.14)
[61, 62] =0.

e assim as contantes de estrutura sao

C%o = _031 = 0(1)2 = _Céo =1 (B.15)

Ay =0c5 =0 (B.16)

B.3 O calculo da conexao w

O procedimento utilizado é analogo ao que foi feito no apéndice anterior, para o

modelo dos corpos rigidos acoplados. Em geral uma conexao pode ser escrita como
w=B'wB+ B 'dB (B.17)

onde w = w%, (a=0,1,2) é uma 1-forma (ainda desconhecida) sobre M e que assume

valores sobre a dlgebra de Lie e(2) do grupo, e

cosep sing 0
B=] —sing cosp 0 € EQ2). (B.18)
z Y 1

Logo
—sinpdy cospdp 0
dB= | —cospdp —sinpdp 0 (B.19)
dx dy 0
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coS ¢ —sin g 0
B = sin @ Ccos 01 . (B.20)
—rcosp —ysing xsing —ycosp 1
Em particular nos pontos da sec¢do o(M) C P, correspondente a posi¢do “padrao”

do carro (isto é x =y = ¢ = 0) tem-se B = B! =1 (identidade) e assim

WR=1 = W+ (dB)B:1 . (B21)
Entao
0 @ 0 0 de O
wp—1=| —@* 0 0 +| —dp 0 0 |, (B.22)
ot @ 0 dr dy 0
que pode ser escrita como
wi—1 = (dp + @ eq + (dz + @')ey + (dy + @?)e, . (B.23)

A forma w define a direcao horizontal pelas equacoes w® = 0, a = 0, 1, 2. Portanto,

a equagao wp—1 = 0 (por defini¢ao) separa a diregao horizontal para z =y = ¢ = 0.

dp = —a°
dx = —&' (B.24)
dy = —@&*

Por outro lado o vinculo de contato nao-deslizante para a posicao padrdao x =y =
¢ = 0 pode ser facilmente traduzida da figura (B.1): Para da < 1 = 6S = Rda.

Sendo assim

. dx :
sin f = Rde = dxe = Rdasin 8 (B.25)
¢ d
cos B = Tdor = dx; = Rdocos 3 (B.26)

Portanto concluimos que:

ese a — a+da (da < 1), entdo (z,y) = (0,0) — (dz1, dz2) = (daR cos 5, 6aRsin ),

(=L,0) — (=L + dz1,0) = (=L + daR cos 3,0). Observe que
dry  daRsin 3

indp =— = B.27
sindp = — i3 ( )
mas sindp = dp para dp < 1. Ou seja dp = w = ¢+ ¢+ datsin f;
e 5¢ B3 B+08 (68 < 1), entdo (z,5,9) = (2,5, ). Resumindo, tem-se
R
dp = I sin Bda
dxr = Rcospfda (B.28)

dy = Rsinfda
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L Xzl .// >B
| 64)\\ //l

Figura B.1: Um deslocamento infinitesimal da roda e o correspondente deslocamento

infinitesimal do veiculo.

Numa comparagao com (B.24) tem-se

&b = -7 sin fda
w' = —Rcos fda (B.29)
©? = —RsinBda
R 0 sing 0
W= = 7| - sin 3 0 0 | de. (B.30)

LcosfB Lsinf 0
Inserindo este resultado em (B.17) tem-se
0 WO+ dy 0
w= —(@° + dy) 0 0
y(@0° + dp) + @cosp — @?sing +dr —x(0° + dp) + @sinp + @?cosp +dy 0
e assim
w® = dop-— % sin Bda
w' = dz+yw® — Rcos(B + p)da (B.31)
w? = dy—zw® — Rsin(B + ¢)da

Portanto os vinculos diferenciais para uma configuracao geral serdo (w® = 0)

dy = % sin Sda
dz = Rcos(f + ¢)da (B.32)
dy = Rsin(f + ¢)da .
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Note a auséncia da diferencial df no lado direito das equcoes acima. Isso reflete o
fato de que ao girar o volante com o carro parados o resultado é um movimento do
eixo principal.

B.4 O calculo da curvatura (2

Como acabamos de ver, os coeficientes da conexao sao dados por

w® = dp— % sin Bda
w' = dz+yw® — Rcos(B + p)da (B.33)
w? = dy—zw® — Rsin(B + ¢)da

A curvatura serd dada por Q = Q%, onde Q° = dw® + 3cf.w’ Awe. ¢}, é a constante

de estrutura do grupo.

O célculo de Q°:

1
Q0 = duw® + 5[0(1)211)1 Aw? + S w® A w'] (B.34)
mas
0 _ 0 _
Clg =10Cy =0 (B.35)
entao
R
Q" = dldp - 17 sin fda
R
= d(dy) — %cos BdB A do — T sin Bd(da)
isto é R
00 = 7 ¢os Bdp A da (B.36)
O célculo de Q*: .
Q' = dw' + 5[0(1)2100 A w?® + cxw® A w'] (B.37)
mas
Cop = —C30 = 1 (B.38)
e
w’ Aw? = —w® Aw’ (B.39)

(ver capitulo 1 — secgao (2.2.6))
entao
Q' = dw' + v’ A w? (B.40)
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Q' = dlde +y(de - %sin Bda) — Reos(8 + )da] + (di — %sin Bda) A (dx
_ a(dy - % sin Bda) — Rsin(8 + o)da)
= d(dz) + dly(dp — % sin Bda)] — d[Rcos(8 + ¢)da] + (dip — % sin Bda) A (dz
_ a(dy — % sin Bda) — Rsin(8 + o)da)

ou seja
R
Q' = —Rsin(B + ) + Ty cos Bda A df3 (B.41)

e de naneira analoga podemos mostrar que

Q2 = Rcos(B + @) — %x cos Bda A df3 (B.42)

Resumindo temos

Q0 = Lcos Bdf A da
Q' = —Rsin(8+ ¢) + £y cos fda A df (B.43)
Q% = Reos(B+ @) — £z cos fda A df .

B.5 Comutadores, ciclos infinitesimais e curvatura

Dados dois campos vetoriais U e V sobre uma variedade M, [U, V] seu comutador
(paréntese de Lie) e x7, x¥ e x1""? os correspondentes fluxos (x¥ é um mapeamento
M — M que envia cada ponto x € M a uma distancia t (parametro) ao longo da
curva integral de U (ver capitulo 1-Fluxos); estd assegurado que Xg +s) = XV oxV =
XY o xY). Entdo um cdlculo mostra que a menos de termos de segunda ordem em

€ < 1, a seguinte identidade é valida:

Xeox¥eox! ox? =x"7, (B.44)
ou equivalentemente
Xg’v] ox”. 0xY. oxY oxV = identidade sobre M . (B.45)

Dessa formula deduz—se a interpretacao padrao para o comutador de dois campos
vetoriais: o ciclo infinitesimal gerado por U e V (lado esquerdo de (B.44)) nao
termina no ponto de partida dentro de uma precisao de €? (embora o faga dentro de
uma precisdo de €) mas ao invés disso adiciona um passo de ordem menor ao longo
de [U, V] para fechar a volta (lado esquerdo de (B.45)). Mas se V for por sua um

comutador, V = [W, 7], a variedade (2-dimensional) usada em (B.44) fornece

Xoeox" oxZox" oxUmox™ oxZ ox ox?oxh = 0" (B.46)
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Entao o cdlculo dos comutadores [U, V] e [U, [W, Z]] nos diz qual é o resultado de um
ciclo simples (4 passos) e iterado (4 passos, sendo dois deles resultado de 4 passos,
formando assim 10 passos simples ao todo) respectivamente. Tudo o que foi dito
até agora é valido para qualquer campo vetorial sobre qualquer variedade. No caso
em que 0s campos vetoriais em questao sao levantamentos horizontais, o comutador
resultante pode ser expresso em termos da curvatura da conexao. Para fazer isso,
necessitamos primeiro do conceito de campo fundamental de acao Rz. Por definicao
o campo &, C = C%, € e(2), gera o movimento de qualquer ponto p sob a ac¢do do

subgrupo de um tnico parametro B(\) = €*’, isto é para p(\) := Rp\)p

&c(p) == p(0) (B.47)
Nota:
0 X O
C= X 0 O Ao, A, A2 € R (B48)
A1 A O

é o gerador do grupo E(2), isto é, B(e) = I + €C € E(2).

Para os elementos da base e, €1, e5 € e(2) obtemos explicitamente

o = o= —Y0p + 20y + 0,

61 = 681 = a:c (B49)
& = &,=0,
e em geral
§c = Ecae, = C*E, =C%, . (B.50)

Esses campos sd3o puramente verticais (dirigido ao longo da fibra), ji que (por
definigao) a agao é vertical (p e Rgp situam-se na mesma fibra para todo p e B). O

comutador de H, e Hgz pode ser escrito como

[Hes Hpl = € a(it,15) = =" (Has Hp)Ea (B.51)
onde Q é a curvatura. A férmula (B.51) mostra que
i) [Ha, Hp] é nao nulo se e somente se €2 é nao nulo.

ii) [H,, Hp| é puramente vertical = o correspondente ciclo gera movimento proibido.
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