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RESUMO

Gréacio (1999), em sua tese de doutorado intitulada “L&gicas moduladas e raciocinio sob in-
certeza’, estabeleceu uma formalizagdo no ambiente quantificacional para o termo da lingua-
gem natural: “muitos’. Buscando a formalizagdo desse conceito no ambiente proposicional,
Feitosa, Nascimento e Gracio (2009) no artigo “Algebraic elements for the notions of

‘many’”, apresentam uma estrutura matemética denominada conjuntos fechados superior-
mente gue torna possivel o desenvolvimento de uma agebra para “muitos’ e também de uma
l6gica proposicional para “muitos”. De modo similar ao trabalho apresentado por Feitosa,
Nascimento e Gracio (2009) para a nocdo de “muitos’, este trabalho investiga os elementos
algébricos necessarios para a formalizacdo da nocéo de “poucos’ e desenvolve uma algebra
para “poucos’, que tem como base uma estrutura matematica denominada conjuntos quase
fechados inferiormente. A partir dessa dlgebra para “poucos’, este trabalho apresenta uma

l6gica proposicional para “poucos” (LPP) nos sistemas dedutivos: hilbertiano e tableaux.

Palavras-chave: Ldgica proposicional para “muitos”; I6gica proposicional para “poucos”;
sistema de tableaux; quantificadores.



ABSTRACT

Grécio (1999), in her doctorate thesis entitled “ L 6gicas moduladas e raciocinio sob incerteza’,
provided a formalization of the term “many”, whose can be met in natural language, inside a
quantificational context. To formalize this concept in a propositional environment, Feitosa,
Nascimento and Gracio (2009) presented another mathematical structure entitled upper closed
sets in the paper “Algebraic elements for the notions of ‘many’ ”, whose allows the develop-
ment of an algebra for “many” and also a propositional logic for many. In a similar way, this
paper investigates the necessary algebraic elements for the formalization of the notion of
"few". We also develop an algebra for “few” which is based on a mathematical structure
called lower almost closed sets. From this algebra for “few", we present a propositional logic

for few (LPP) in a Hilbert system. After that we present the LPP in tableaux.

Key-words: Propositional logic for many; propositional logic for few; tableaux system;

quantifiers.
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Introducgéo

A l0gica, entre outras coisas, trata da “analise de métodos de raciocinio” (Mendelson,
1964, p. 01). A l6gica contemporanea desempenha esse papel por meio do uso de linguagens
artificiais, formadas por conjuntos de simbolos que permitem encontrar expressées que tém
significados Unicos para uma teoria, isto é, sem ambiguidade. Para tanto, é necessério, de al-
guma maneira, traduzir essas sentencas da linguagem natural em sentencas da linguagem arti-
ficial.

Atualmente, na légica dedutiva, muitas sentencas da linguagem natural podem ser
formalizadas utilizando linguagens artificiais.

Este trabalho se dedica, apenas, a algumas das sentencas que envolvem algum tipo de
quantificacdo. Segundo Frapolli (2007), “expressdes quantificadas sdo expressdes que
indicam quantidade”, por exemplo: “todo”, “agum”, “nenhum”, “a maioria’, “a minoria’,
“guase todos”, “quase nenhum”, “muitos’, “poucos’, entre muitas outras.

Historicamente, uma teoria formal da quantificagdo com a utilizacdo de linguagens
artificiais so teve origem com Gottlob Frege [1848 - 1925] em sua obra Begriffsschrift, eine
der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens (1967), publicada
originalmente em 1879. Entretanto, muito antes o filosofo grego Aristoteles [384 - 322 a. C.]
ja demonstrava interesse em formalizar, no que viria a ser o cerne da l6gica dedutiva,
argumentos que envolviam quantificadores, por meio de sua teoria dos silogismos.

Segundo Blanché e Dubucs (1996), um silogismo é composto por trés termos unidos
dois a dois em conjunto de trés sentencas, sendo as duas primeiras premissas e a Ultima con-
clusdo. Cada um desses termos ocorre duas vezes, um deles é chamado de termo médio, pois
tem a funcdo de fazer a mediacao entre os outros dois termos que aparecem ambos na conclu-
sdo. O termo que aparece como sujeito da conclusdo é chamado de termo menor e 0 que apa-
rece como predicado da conclusdo é chamado de termo maior.

As sentencas de um silogismo podem ser universais ou particulares, afirmativas ou
negativas. Por exemplo, a sentenca “ Todo homem é racional” é classificada na teoria dos si-
logismos de Aristételes como uma afirmativa universal, enquanto que a sentenca “Algum
homem é louco” € uma afirmativa particular. Ja as sentencas “Algum légico néo é fildsofo” e
“Nenhuma crianca é teimosa’ sdo exemplos, respectivamente, de sentengas negativa particu-

lar e negativa universal. Segue abaixo um exemplo de silogismo:
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Toda Planta de folhas largas perde as suas folhas.

Toda videira é uma planta de folhas largas.

Toda videira perde as suas folhas.

Ha um longo periodo entre os trabalhos de Aristoteles e de Frege sem grandes desen-
volvimentos significativos com relagdo a teoria da quantificacdo. Segundo Fréapolli (2007),
Peirce desenvolveu, de maneira paralela a Frege, as bases da concep¢do contemporanea de
quantificadores. Entretanto, seu trabalho em relacdo aos quantificadores nédo é tdo conhecido e
divulgado quanto o de Frege.

Os trabalhos de Peirce e Frege deram origem a logica classica de primeira ordem, que
trata dos quantificadores universal “V” e existencial “3”. Entretanto, a ldgica classica de pri-
meira ordem ndo é suficiente para formalizar qualquer sentenca da linguagem natural.
Mostowski, em seu artigo On a generalization of quantifiers, publicado em 1957, aponta a
existéncia de muitos outros quantificadores que s&o matematicamente interessantes, mas que
ndo podem ser definidos a partir dos quantificadores de primeira ordem: universal e existen-
cial. Esses quantificadores, ndo definidos na logica classica de primeira ordem, foram deno-
minados por ele quantificadores generalizados.

Neste trabalho, a expressdo “quantificadores generalizados’ é utilizada, no mesmo
sentido que Mostowski, para se referir a quantificadores que ndo podem ser definidos a partir
dos quantificadores de primeira ordem universal e existencial.

Ainda no seu artigo de 1957, Mostowski introduziu um célculo formal para tratar das
sentengas que envolvem esses novos quantificadores e, desde entdo, diversos trabalhos tém
sido publicados sobre este tema. Dentre eles, destaca-se o artigo de Barwise e Cooper deno-
minado generalized quantifiers and natural language, publicado em 1981, em que, entre ou-
tras coisas, discute a natureza dos quantificadores generalizados, sua relagdo sintatica com a
linguagem natural e contribui para uma reaproximacdo entre l6gica e linguagem natural, por
meio do desenvolvimento de uma I6gica com quantificadores generalizados.

Sette, Carnielli e Veloso (1999), também buscando uma formalizagéo logica para um
tipo especifico de quantificador generalizado, apresentaram um sistema I6gico monotdnico,
denominado ldgica dos ultrafiltros. O nome desse sistema € devido a composi¢do de sua es-
trutura semantica: um conjunto universo e um ultrafiltro sobre esse universo. A ldgica dos

ultrafiltros € uma extensdo da l6gica de primeira ordem, feita basicamente pelo acréscimo de
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um quantificador generalizado a linguagem classica de primeira ordem. O novo quantificador
“guase todos’ é interpretado por uma estrutura denominada ultrafiltro préprio.

Motivada por esse trabalho, Gracio (1999), em sua tese de doutorado, intitulada “L6-
gicas moduladas e raciocinio sob incerteza’, introduziu um conjunto de l6gicas monotonicas
ndo-classicas, denominadas por ela de légicas moduladas.

Sé&o particularizacdes das logicas moduladas: a l6gica dos ultrafiltros que, como ja foi
dito, formaliza as nogtes de “quase todos’ e “geramente’, a l6gica da maioria, que como o
nome sugere, formaliza a no¢do intuitivade “amaioria’, aldgicado “muito”, que formaliza a
noc¢ao intuitiva de “muitos’ e aldgicado plausivel que formaliza anogéo de “umaboa parte”.

Gréacio (1999) define que uma familia de sistemas légicos modulados é caracterizada
pela inclusdo na linguagem da logica de primeira ordem de um quantificador generalizado Q,
chamado de quantificador modulado. Esse quantificador € um intermediario entre os dois
quantificadores classicos: universal e existencial.

Uma l6gica modulada em particular, a lI6gica do “muito”, introduzida por Grécio
(1999), insere um novo quantificador G na sintaxe da classica logica de primeira ordem e essa
l6gica captura a nocdo de “muitos’, por meio de uma estrutura matematica denominada
familia prépria de conjuntos fechados superiormente.

Depois de investigar estes elementos que permitem a formalizacdo do conceito de
“muitos’, Feitosa, Nascimento e Gracio (2009), no artigo intitulado “Algebraic elements for

the notions of ‘many’” apresentaram uma estrutura algébrica que torna possivel o desenvol-
vimento de uma algebra para a no¢éo de “muitos”. Essa estrutura € denominada conjuntos
fechados superiormente ou cfs.

No mesmo artigo, foi introduzida uma algebra para “ muitos’ e uma logica proposi-
cional para “muitos’, que é uma légica modal proposicional com um operador modal para
formalizar a nogéo de “muitos’ no campo proposicional. Esse operador corresponde na es-
trutura algébrica para “muitos”, ao conceito de conjuntos fechados superiormente em uma
algebra Booleana e o conceito de cfs é desenvolvido sobre um reticulado.

A l6gica proposicional para “muitos”, de certa maneira, captura no contexto proposi-
ciona algumas caracteristicas do termo “muitos’ da linguagem natural, entretanto, como in-

terpretar o termo “poucos’ da linguagem natural em um contexto proposicional? Seria isso
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apenas uma dualizacdo® trivial da l6gica proposicional para “muitos” de Feitosa, Nascimento
e Gracio (2009)?

Com o objetivo de responder estas e outras perguntas, este trabalho investiga a estru-
tura cfs (conjuntos fechados superiormente) e uma estrutura dual denominada conjuntos fe-
chados inferiormente ou cfi.

Esta nova estrutura cfi, entretanto, ndo parece capturar a nogéo intuitiva de “poucos’
da linguagem natural. A definicdo de cfi deve ser modificada para capturar, mesmo que parci-
amente, a nogdo intuitiva de “poucos’. Esse trabaho, entdo, propde outra estrutura seme-
Ihante denominada conjuntos quase fechados inferiormente ou cqfi.

Esta estrutura cqfi possibilitara a apresentacdo de uma algebra para “poucos” e tam-
bém de uma légica proposicional para “poucos”, a LPP. A I6gica proposicional para “poucos”
serd apresentada inicialmente na versdo hilbertiana, ou seja, em um sistema composto por
axiomas e regras de deducéo.

O método hilbertiano é um método dedutivo e, consequentemente, ele permite dizer se
uma determinada formula é um teorema da teoria em questdo. Entretanto ele ndo é o Unico
sistema dedutivel disponivel na literatura. Existem muitos outros como o célculo de
sequéntes, a deducdo natural e o sistema de tableaux.

Devido a eficiéncia do método de tableaux, este trabalho apresenta também a ldgica
proposicional para “poucos” em um sistema de tableaux e mostra a equivaléncia entre a LPP
na versao hilbertiana e a LPP em tableaux.

Assim, a fim de cumprir os objetivos dessa dissertagdo, no primeiro capitulo coloca-
mos alguns resultados de reticulados e de algebras de Boole, necessarios as demonstracoes de
diversos resultados presentes nos seguintes.

No segundo capitulo, apresentamos de forma mais detalhada a I6gica do “muito” que
inspirou este trabalho e também discutimos um pouco sobre a nocdo intuitiva relacionada ao
termo “poucos’ que este trabalho pretende resgatar.

No terceiro capitulo, principal capitulo dessa dissertacdo, introduzimos a algebra para
“poucos”, a légica proposicional para “poucos” e 0s teoremas de correcdo e completude para
a légica proposicional para “poucos” relativas as algebras para poucos.

Por fim, no quarto capitulo, detalhamos uma das versdes do método de tableaux para a

I6gica proposicional cléssica e, também, introduzimos a légica proposicional para “poucos”

1 O termo “dualizacgo” é utilizado para se referir & criagdo de um sistema “dual”. O termo “dual”, por sua vez,
neste trabalho se refere a nocdo intuitiva de simetria ou oposicao.
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na versdo tableaux. A LPP na versdo tableaux serd equivalente a LPP na versdo hilbertiana

apresentada no terceiro capitulo.
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1. TOPICOS DE ALGEBRA

Muito grosseiramente, pode-se dizer que um sistema algébrico é constituido por um
conjunto munido de algumas “operagOes’ (funcdes) sobre os elementos deste conjunto.
Algebras de Boole e reticulados, elementos-chave deste capitulo, sdo alguns exemplos de
sistemas algébricos. Eles serdo utilizados (nesse trabalho) no processo de algebrizacdo da
|6gica proposiciona para “poucos’. A algebrizacdo serd apresentada como ferramenta para
obtencdo dos teoremas de correcdo e completude para esta ldgica.

Antes de iniciarmos, enfatizamos que as definigdes e os resultados colocados aqui fo-
ram escritos com base nos trabalhos de Feitosa, Nascimento e Grécio (2009), Mendelson
(1977), Miraglia (1987) e Rasiowa e Sikorski (1963).

1.1. Reticulados

Definicdo 1.1.1: Seja R um conjunto ndo vazio sobre o qual estdo definidas duas operacgdes
binérias, a conjuncéo (A) e a disjuncéo (v). A estrutura algébrica R = (R, v, A) é um reticu-
lado se para todos X, y, z € R, valem as seguintes leis:

Ri:  XAY=YyAX (comutatividade)

Ry Xvy=yvX (comutatividade)

Rs: XA(YAZ)=(XAYy)AZ (associatividade)

Ry Xv(yvz)=(Xvy)vz (associatividade)

Rs: (XAy)vy=y (absorgao)

Re: (Xvy)Aay=y (absorgao).

Proposicao 1.1.2: Se R = (R, A, v) € um reticulado, entdo para todos X, y € R valem:

i) XAXZEXZXVX (idempoténcia)

i) XAY=XSXVY=Y (ordenagao).
Demonstracéo:

1) De Rs, [(X v X) AX] VX=X ()]
De Rg, (X v X) A X = X. (m

Substituindo (11) em (1), obtém-se x v X = X.
Analogamente, de Rg vem [(X A X) v X] A X = X. ()]

De Rs, (X AX) v X =X. (1
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Substituindo (11) em (I) obtém-se que X A X = X.

if) Por hipOtese X Ay = X. m
DeRs, (XAYy)vy=Yy. (1
Substituindo (1) em (I1), obtém-se que x vy =Y.

Por hipotese X vy =Y.

DeRy YV X=Yy. (N
De Rg, (Y vV X) AX =X, (1
Substituindo (1) em (I1), obtém-se y A X = X.

De R;, vemque X Ay = X. [ |

Definicdo 1.1.3: SejaR = (R, A, v) um reticulado e X, y € R:

XSYySXAY=X

Proposicdo 1.1.4: SejaR = (R, A, v) um reticulado e X, y € R:
X<y XVy=y.
Demonstracéao:
Pela Definigdo 1.1.3, tem-seque X <y < X A Y = X, mas de acordo com o item (ii) da Propo-

Sicd0 1.1.2, X AY=X<XVvY=Y.L0ogo, X<y XVvy=y. [

Nota: um reticulado R também pode ser entendido como uma estrutura ordenada R = (R, <)
em que < é umarelagdo de ordem definida por meio de uma das seguintes equival éncias:

X<YSXVYSYOUX<YSXAY=X

Proposicéo 1.1.5: Em um reticulado R = (R, <), a relagdo < é uma ordem parcial, ou seja,

para todos X, Y, Z € R:

) X <X (reflexiva)

i) XS<yeysx=x=y (anti-simétrica)
i) x<yey<z=x<z (transitiva)
Demonstracéao:

i) Pela Definigdo 1.1.3, x Ay = X << X <y e, pela Proposi¢do 1.1.2 item (i), X A X = X, por-

tanto, X AX =X < X <X.
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i) Pela Definicdo 1.1.3, X<y =>XAYy=Xey<X=>YAX=Y.DeR;,y<X=>XAy=Y.
Logo, Xx<yey<x=xXx=Y.

iii) Pela Definicdo 1.1.3, X<y => XAy =xey<z =y Az =Y. Substituindo y na primeira
sentenga acima, tem-sex<yey<z=xA (YA z)=X.DeR3, X<yey<z=(XAY)AZ=
X. Substituindo x nessa Ultima sentenca obtém-sex <y ey <z = x A z = x. Como por defini-

€40, X AZ=X <X <z Portanto, X<yey<z—=Xx<z. =

Proposicdo 1.1.6: Um reticulado R = (R, <) possui as seguintes propriedades:
P,: X<XVY
Py y<xvy

Ps: XAY<X

Py XAy<y

Ps: Xx<yez<t=XAz<yatexvz<yvt
Demonstracéo:

P)) x = (Re)
(YvXx)ax= (Ry)

XAy vX)= (R2)

XAXVY) & (Definicdo 1.1.3)
X<X VY.

P2y = (Re)

(xvy)ay (R1)

yA(XVY) & (Definigédo 1.1.3)
y<Xvy.

P3) X = (Rs)

XAY) VXS (Proposicéao 1.1.4)
XAY<X,

Py)y= (Rs)

xXAy) VY (Proposicéao 1.1.4)
XAY<LY.

Ps) DeR1eR3, XAZD)AYAD=EXAEZAY)AT=XA(YAZ)AL=(XAY)A(ZAT). COmo X
Syoxay=xezstozat=z,0btbm-se X Ay) A (ZAt) =X Az Logo, (XA Z)A(YAL)

= X A Z, 0 que, pela Definicdo 1.1.3, significax A z<y A t. Também, De R, e R4, (X v 2) v (Y
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vi)=xv(zvy)vt=xv(yvz)vt=Xvy) v(zvt)ecomox<yoxvy=yez<tez
vi=t, tem-se que (X vy) v (zvt)=yvt Portanto, (X vz) v (y vt) =y vt 0 que pela Pro-

posicdo 1.1.4 significax vz<yvt =

Proposic¢do 1.1.7: Num reticulado R = (R, <) tem-se que:

1) sup{X,y}=xvy

i) inf {x,y}=xAYy.

Demonstracéo:

Por Rs, (X AY) vy =Y, 0 que pela Proposic¢do 1.1.4 significaque X Ay <.

Por Rg, (X v y) Ay =Yy e aplicando a comutatividade tem-se y A (X v y) =Y, 0 que pela Defi-
nicdo 1.1.3 significaquey <xvy.

Das duas afirmacdes anterioresvem X Ay <y <xvy, V x,y € A.

Assim, x v y é limitante superior de {X, y} e X A y € limitante inferior de {X, y}.

Agora, sez>xez>Yy, entdo por Ps, z> X v y e, portanto, X v y = sup {X, y}. Analogamente,

inf{X,y}=xAy. =m

Defini¢éo 1.1.8: Sga (R, <) um conjunto ordenado tal que paratodos X, y € R, existem em R
os elementos inf {x, y}e sup {X, y}. Uma estrutura algébrica R = (R, A, v) em que X v y = sup

{X, y} e x Ay =inf{x, y} é um reticulado.

Definigdo 1.1.9: Seja R = (R, <) um reticulado, se R tem o menor elemento para a ordem <,
entdo esse elemento € o zero de R, denotado por 0. Se um reticulado R tem o maior elemento

para a ordem <, entdo esse elemento é a unidade de R e é denotado por 1.

Proposicdo 1.1.10: Se R = (R, A, v) tem 0 zero, entdo para todo x € R:
XxA0=0exv0=x.
Demonstracao:
Pela Definicdo 1.1.9, para todo X € R, 0 < x. Logo, pela Defini¢do 1.1.3, tem-se que 0 Ax =0
e, pela Proposicédo 1.1.4, tem-se que 0 v x = X. Portanto, por comutatividade, x A0 =0ex v 0

=X |
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Proposicdo 1.1.11: Se R = (R, A, v) tem o0 elemento unidade 1, entdo para todo x € R:
XxAl=xexvl1=1.

Demonstracéao:

Pela Definicdo 1.1.9, para todo X € R, x < 1. Logo, pela Defini¢cdo 1.1.3 tem-se que X A 1 =X

e, pela Proposicédo 1.1.4, tem-se que x v 1 = 1. Portanto, por comutatividade, x A1 =xexv 1

=1. n

Definicdo 1.1.12: Um reticulado R = (R, A, V) é distributivo® quando as seguintes leis sdo
validas para todos X, y, Z € R:

)] XAy)vz=(XvZ)A(yv2) (distributividade do lado direito)

i) Xvy)Az=(XAZ)Vv(YA2Z) (distributividade do lado direito).

Segundo a validade da comutatividade, as leis distributivas do lado esquerdo também

sao validas.

Teorema 1.1.13: Em todo reticulado R = (R, A, v) com X, y € R, é vélido:
XAyY)vZ=(XvZA(YVDSXVvY)AZ=XAZ)V(YAZ).

Demonstracao:

Suponhaque (X AY) vz =(XVvZ)A(yvz)évialida. Assim, X AzZ) v(yAzZ)=[XVv(YyAZ)]A

[Zv(yADl=IxvyrDIrz=[Xvy)A(XVvIIArz=(XVY)AlXVZ)AZ]=(XVY)A

Z. |

Como em qualquer reticulado, (X AY) vz =(X v z) A (Y v Z) é equivalente a (X v Y) A
z= (XA 2Z)v (YA z). Entdo, na definicdo de reticulado distributivo, basta considerar uma

destas propriedades distributivas.

Definicdo 1.1.14: Seja R um reticulado com 0 e 1. Dado x € R, um elementoy € R é o com-

plementode xemRsexAy=0exvy=1

Definicdo 1.1.15: Um reticulado R é complementado quando todo elemento de R tem um

complemento em R.

2 Nem todo reticulado é distributivo, ver Mendelson (1977, p. 183).



19

Proposicdo 1.1.16: Em um reticulado R com 0 e 1, o complemento de X, se existir, € Unico e é
denotado por ~X.

Demonstracéo:

Considere-se ~x e y dois complementos de X. Por definicdo, para cada x existe ~x de modo
quexv~x=1exA~x=0e, também para cada x existe ytalquex vy=1eXx Ay =0. As-
SIMY=YAL=YyAXV~X)=(YAX)V(YA~X)=0V(yA~X)=yA~XYy<~X. Ainday
=yvO0=yvXA~X)=(YV)A(YV~X=LA(YV~X)=YV~X<~X<Y. Portanto, ~x =

y. m

Definicdo 1.1.17: Sejam R = (R, A, v) e S = (S, A, V) reticulados e h: R — S umafuncéo en-
tre os seus dominios. A funcdo h é um homomorfismo de reticulados se para todos X, y € R
tém-se o0 seguinte:

h(x Ay) =h(x) A h(y) e h(x v y) =h(x) v h(y).

Proposicdo 1.1.18: Sejam R = (R, A, v) e S = (S, A, V) reticulados e h: R — S, todo homo-
morfismo de reticulados h preserva a ordenagéo, ou seja:

X <y = h(x) < h(y).
Demonstracao:
Comox <y XaAy=xex<y<Xvy=yYe,por hipotese, x <y, entdo h(x A y) = h(x),
mas, por definicdo h(x A y) = h(x) A h(y). Logo, h(x) A h(y) = h(x). Assim, aplicando a Defi-
nicdo 1.1.3, obtém-se que h(x) < h(y). Portanto, x <y = h(x) < h(y). m

Definicdo 1.1.19: Sejam R = (R, A, v) € S = (S, A, V) reticulados e h: R — S um homomor-

fismo bijetivo de reticulados, entdo h é chamado de isomorfismo.

Proposicdo 1.1.20: Se R é um reticulado complementado, entdo:

i) ~~X=X
i) ~(XAY)=~XV~Yy (Leis de De Morgan)
i)  ~Xvy)=~xXaA-~y (Leis de De Morgan).

Demonstracao:
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i) Considere-se ~ x = z. O complemento de z, se existir, é Unico e denotado por ~ z, e que 0
complemento de X, se existir, é Unico e denotado por ~x. Assim, ~X =z < X =~ z. Logo, ~ ~
X =~z =Xe, portanto, ~ ~ X = X.

if) Por definicdo, z é o complemento de t quandot Az=0etv z =1 Também,x Ay éo
complemento de ~(x A y). Como pela Proposicdo 1.1.16 o complemento de t, se existir, é
Unico e denotado por ~t, entdo, para mostrarmos que ~ (X A Y) = ~X v ~y, basta mostrarmos
que X A 'y também é o complemento de ~X v ~y:

XAV AXV~Y) = (XAYAX)V(XAYA~Y) = [(XA~X)AYI VY A~Y) AX)]=(0AY)
v({0Ax)=0v0=0.

XAY) VXV Y) = (X VXV Y)A(Y VXV Y) = [y X)) vy ALY v~ y) veX)] = (1
v~y)A(lv~x)=1A1l=1

iii) Utilizando justificativas analogas ao item anterior tem-se que:
XVY)AXA~Y)=(XAXAY) V(Y AXA~Y)=[(XA~X)A~Y] V(Y A~y) A~X)]=(0
A~Y)v(0OA~x)=0v0=0.
XVvY)v(XA~y)=(XvyVv-X)AXvYyVv=y)=[(XVv~X)vy]IAllyv-~y)v)]=(1VYy)
Alvx)=1aA1=1 [

1.2 Algebras de Boole

As algebras de Boole sdo casos especiais de reticulados.
Definicéo 1.2.1: Uma algebra booleana, ou algebra de Boole, B € uma estrutura do tipo (B,
~, V, A, 0, 1), em que A (conjuncdo) e v (disjuncdo) sdo operacdes binarias definidas sobre B,

~ (complemento) é uma operacdo unaria sobre B e 0 e 1 sdo dois elementos especificos de B

de maneira que vales 0s seguintes axiomas:

AXx;: VX, yeB:xvy=yvx (comutativa)
AXy: VX, yeB:XAYy=yAX (comutativa)
Axz: VX, ¥, Z2eBixa(yvz)=XAYy)Vv(XAaz) (distributiva)
Axq: VX, y,zeBixv(yaz)=(Xvy)A(Xvz) (distributiva)

Axs: VxeB:xv0=x (elemento neutro)



21

Axg: VxeB:xal=x (elemento neutro)
Ax7: VxeB,3~xeB:xv~Xx=1lexa~x=0 (elemento simétrico)
Axg: O0#1.

Teorema 1.2.2: O complemento de cada elemento de uma algebra de Boole € Unico, ou seja,
sexAny=0exvy=1entdoy=~x.

Demonstracéao:
My=yvOo=yvEA~X)=(Vv)AYV~X)=(XVY)A[yV~X)=LA(yVv~X)=(yV~X)
Al=yv~X

(M ~x=-Xv0=-XVXAY)=(XVX)A(XVY)=XV~X)A(XVY)=1A(XVY)=
~X VY=YV -~X

De(De(lly=yv~x=~x. [

Proposicdo 1.2.3: Se z € B, entdo ~(~z) = z.

Demonstracao:

0

~ZvZI=2v~L (AX1)
~zvz=1 (AX7)
(1

~ZANZ=ZA~L (AX2)
~zAnz2=0 (AX7)

Pelo Teorema 1.2.2, considere-se ~z=xez =Yy, tem-se que ~(~z2)=z. m

Teorema 1.2.4: Se x € B, entdo sdo validas as afirmacdes abaixo:
i) XAX=X

i) XV X=X

Demonstracéao:

DX=XAl=XAXV~X)=XAX)Vv XV~X)=(XAX)Vv0=X A X. Portanto, X A X = X.

MNX=Xv0=Xv{XA~X)=(XVvX)A(XVv~X)=(XVvX)Al=xvx. Portanto, X v X = X.
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Teorema 1.2.5: Para todo X, y, z € B sdo validas as afirmaces abaixo:

) XA(XvYy) =X (absorcao)

i) Xv(XAY) =X (absorcao)

i) [YAX=ZZAX)A(YA~X=ZZA~X)]>Yy=2Z

iv) [(yvXx=zvX)A(yv~X=zv~X)]—>y=z

V) Xv(yvz)=xvy)vz (associativa)

Vi) XAWYAZD=(XAY)AZ (associativa)

Vi) XA~y=0XAYy=X

viii) ~0=1

ix) ~1=0

X) XA(XVY)=XAY

Xi) XV(~XAY)=XVY.

Demonstracéao:
DXAXVY)=XVvO)AXVvY)=xVv(0Ay)=xv0=x. Portanto, X A (X vY) = X.
MXVEXAY)=XAL)VvXAY)=XA(lvy)=xAl=x Portanto, X v (X AY) = X.

M Y=yYyALl=yAXV~X)=(YAX)VYA~X)=(ZAX)V(EZA~X)=ZA(XVv~X)=ZAl=
z. Portanto, [[YyAX=ZAX)A(YA~X=ZA~X)] > Y=z
VMYy=yvO0=z=yvXA~X)=(Yv)A(Yyv~X)=@ZVvX)A(zv~X)=zv(XA~X)=zv 0=
z. Portanto, [(yvx=zvX)A(yv~Xx=zv~X)]>y=z

v) Ao chamar y de [x v (y v z)] ez de [(x vY) v z] em (iii), tem-se que: Se (I) [X v (Y v 2)] A
X=[xvy)vzlaxe(l)[xv(yvZ]r~x=[XVvy)vz] A~Xentdo, [XVv (yVvzZ)]=[(XV
y) v zl.

Para demonstrar primeiro (1), tem-se que:

AXVvyvIAx=XA[Xxv(yvz]=x

D) [(XvYy)vZIAX=XA[XVvY)vZ]=[XAXVY)]V[XAzZ] =XV (XA Z) =X Portanto, [X
vyvIax=[Xvy)vZ]AX=X.

Agora, para demonstrar (1), tem-se que:
A[(Xvy)vZIA~X=~XA[XVvY)VvZ]=[-XAXVY)]V[XAZ] =[(-XAX) V(XA Y)]
VIXAZ]=[0V(XAY]V[XAZ]=(-XAY)V(~XAZ)=~XA (Y V2).
PD)[XV(YVIIAX=~XAXVYVD]=["XAX]V[XA(YVZ]=0VI[XA(yVv2]=~X
A (Y v z). Portanto, [X v (Y vZ)] A~X=[(X VY) v Z] A ~X.

Logo, [xVv(yv2)]=[(xVvYy)vz].
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vi) Ao chamar y de [x A (y AZ)] ez de [(X AY) A z] em (iv), tem-Se que:
Se(DxA(yArz)]vx=[xay)azlvxe(l)[XA(YArZ)]Vv~X=[(XAY)AZ] Vv ~X, entdo,
XAy AD]=[(xAY)Az].

Para demonstrar primeiro (1), tem-se que:

AXAWYAZ)]VvX=XV[XA(YAZ)]=xX

D) [(XAy)AZlvX=xXVIXAY)AZ]=[XVXAY)]A[XVZ]=XA(XVZ)=X. Portanto, [x
AYAZD]VvX=[XAY)AZ] VX=X

Agora, para demonstrar (I1), tem-se que:

a) [(xAy) nz]v~x=~XVv[XAy)AnzZ] =[xV XAV A[XVZ]=[(-XVX) A (X VY)] A
[*XvzZ]=[1A(XVY]A[XVZ]=(XVY)A(XVZ)=~XV(YA2Z).
PD)IXAWYAZ]V~X=XVIXANYAZ]=[-XVX]IA[XV(YAZ)] =1LA[XxVv(YyArZ)]=
~X Vv (Y A Z). Portanto, [X A (YA Z)] vV ~X=[(XAY) AZ] v ~X=~XV (Y AZ).

Logo, XA (YA D] =[(XAY) AZ]

Vi) (D) X=XAL=XA(YV~Y)=XAY)VXA~Y)=(XAY)VO=XAY.
(«)0=XA0=XA(YA~Y)=(XAY)A~Yy=XA~Y.Portanto, X A~y =0 <> XAy =X.

viii) 1 =0 v ~0=~0 v 0 =~0. Portanto, ~0 = 1.

iX)0=1A~1=~1A1=~1. Portanto, ~1 =0.
X)XA(XVY)=(XA~X)VXAY)=0Vv(XAY)=(XAY)Vv0=XxAaYy.Portanto, X A (~X v Y)
=XAY.

X)XV (*XAY)=XV~X)AXVY)=1AXVY)=(XVvYy)Al=xvy.Portanto, X v (~X A

y)=X VY. [

Definicdo 1.2.6: Seja a algebra booleana B = (B, ~, v, A, 0, 1), uma relacdo binaria<em B é
dada por:

XSYSSXAY=X

Teorema 1.2.7: A relacdo < em uma algebra booleana B é uma relac@o de ordem parcial, ou

seja, sdo validas as seguintes afirmacdes:

i) X <X (reflexiva)
i) sex<yey<xentdox=y (anti-simétrica)
i) sex<yey<zentdiox<z (transitiva).

Demonstracéo:
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) X AX=X (Teorema 1.2.4, i)

S X <X (Definicéo 1.2.6).

Portanto, X <X.

) X=XAY (Definicéo 1.2.6 e hipotese)
=Y AX (AX2)

=y (Definigédo 1.2.6 e hipotese).
Portanto, X <yey<x=x=Yy.

) X=XAYy (Definicao 1.2.6 e hipdtese)
=XA(YA2Z) (Definicéo 1.2.6 e hipotese)
=(XAY)AZ (Teorema 1.2.5, vi)

=XAZ (Definicdo 1.2.6 e hipotese)
o X<z (Definicdo 1.2.6).

Portanto, x <yey<z=x<2z. [ |

Teorema 1.2.8: Uma algebra booleana B = (B, ~, v, A, 0, 1) é um reticulado distributivo e
complementado.

Demonstracéo:

(1) Para B ser um reticulado deve satisfazer as seguintes condi¢des R; — Rg da Definicdo 1.1.1.
Como as condicdes Ry e R, equivalem respectivamente aos axiomas Ax, e Ax; da algebra
booleana B, as condi¢fes R; e R4 foram demonstradas, respectivamente, através dos itens (vi)
e (v) do Teorema 1.2.5. E as condigdes Rs e Rg também foram demonstradas através dos itens
(i) e (ii) do Teorema 1.2.5.

(1) Para B ser um reticulado distributivo deve satisfazer as seguintes leis para todos x, y, z
B:xAay)vz=XvzZ)alyvzeXvy Az=XnA2z)v(Yynaz). Estas leis equivalem res-
pectivamente aos axiomas Ax4 e Axs da algebra booleana B.

(1) Para B ser um reticulado complementado, todo elemento de B deve ter complemento.

Esta condicdo é satisfeita através do axioma Ax; e do Teorema 1.2.2. ]

Como ja foi dito, as definicBes, proposicOes e teoremas apresentados neste capitulo
inicial serdo utilizados para a demonstracdo de resultados importantes nos capitulos seguintes.
Os reticulados serdo utilizados para definir uma nova estrutura, chamada conjuntos quase

fechados inferiormente ou cqfi, e também para demonstrar algumas propriedades dos cqfi.
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As algebras de Boole serdo necessarias na apresentacéo de uma algebra para “ poucos’
e na demonstracdo do Teorema 3.3.4 que torna possivel demonstrar os teoremas de corregéo e
completude para a l6gica proposicional para“poucos’.

Pelo Teorema 1.2.8 acima poderiamos optar por fazer a apresentagdo de apenas uma
destas estruturas: reticulados ou algebras de Boole, ja que uma algebra de Boole nada mais é
do que um reticulado no qual todos os seus elementos tem um complemento e no qual séo
validas as leis distributivas. Todavia, esta escolha ndo foi feita, pois, um dos objetivos deste
trabalho foi fazer um estudo detalhado das estruturas em questéo.

Antes de apresentar os conjuntos quase fechados inferiormente e a algebra para “pou-
cos’, no proximo capitulo sera apresentada brevemente a Ldgica do “ muito” que motivou o

artigo “Algebraic elements for the notions of ‘many’” de Feitosa, Nascimento e Gréacio (2009)
e gque por sua vez motivou este trabalho. Além disso, no capitulo a seguir, serdo feitas algu-
mas assercles a respeito das caracteristicas da nogéo de “poucos’ da linguagem natural, que

este trabalho pretende resgatar.
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2 A LOGICADO “MUITO”

Gréacio (1999), em sua tese de doutorado, intitulada “L6gicas moduladas e raciocinio
sob incerteza’, introduziu uma familia de sistemas ldgicos nao-cléssicos. Tais sistemas 16gi-
cos sao classificados por Gracio como logicas moduladas. De acordo com a autora uma fami-
lia de sistemas logicos modulados € caracterizada pela inclusdo na linguagem da logica de
primeira ordem de um quantificador generalizado Q, chamado de quantificador modulado.

Segundo Gréacio (1999), as logicas moduladas, para serem caracterizadas como tal,
tém que possuir os seguintes axiomas:

(Ax;) Axiomas da ldgica classica de primeira ordem;

(AX2) VX (¢(X) <> y(X)) = (QX ¢(X) <> QX y(X));

(Ax3) QX o(X) > Qy o(Y), quando y é livre para x em ¢(X);

(AXs) VX 0(X) = QX ¢(X);

(Axs) QX @(x) = IX ¢(X).

De acordo com a autora, um sistema légico modulado apresenta as mesmas regras de

inferéncia da l6gica classica de primeira ordem, isto é:

Mondus ponens: © DY
0
\}
Generalizagao: o(X)
VX @(X)

Um dos sistemas l6gicos introduzidos por Gracio (1999) é a I6gica do muito. Conside-
rando que a logica do “muito” € um exemplo de logica modulada, ela insere um novo
quantificador G na sintaxe da ldgica classica de primeira ordem. Dessa forma, o argumento
“muitos x satisfazem a propriedade ¢(x)” pode ser formalizado por Gx ¢(X).

A nocdo de “muitos’ esta associada a nog¢do de conjunto grande de evidéncias, mas
estd desvinculada da nocdo de cardinalidade (quantidade de elementos que satisfazem uma
certa propriedade), apesar de satisfazer algum parametro de grandeza (Grécio, 1999, p. 104).

Por exemplo, a sentenca “ muitas mulheres gostam de sapatos de salto alto” esta asso-
ciada a um conjunto grande de evidéncias (o conjunto das mulheres que gostam de sapatos de
salto alto) e também a sentenca “ muitas criangas gostam de verduras’ esta associa a um con-
junto grande de evidéncias (o0 conjunto das criancas que gostam de verduras). Entretanto, nem

sempre estes dois conjuntos possuem o mesmo cardinal. Além disso, o conjunto de evidéncias
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pode ndo representar mais da metade dos individuos do universo de discurso em questdo, por

exemplo: o conjunto de criancas que gostam de verduras pode ndo representar a maioria.

2.1  Familia fechada superiormente prépria

Grécio (1999) assume gque a no¢ao de “muitos’ possui trés propriedades essenciais,

séo elas:

a) Se muitos individuos do universo satisfazem a proposigéo ¢ e se todo individuo
que satisfaz ¢, satisfaz também , entdo y também é satisfeita por muitos indivi-
duos do universo;

b) Se muitos individuos do universo satisfazem a proposigéo ¢, entdo existe alguém
que satisfaz o.

c) O conjunto universo contém muitos individuos.

Baseada nestas trés propriedades, Gracio (1999) apresenta uma estrutura matematica
para capturar anocao de “muitos’, denominada familia fechada superiormente propria.

Intuitivamente, considera-se que uma propriedade ocorre em muitos individuos de
certo universo se o conjunto de individuos que satisfazem a propriedade pertence a familia

fechada superiormente prépria.

Agora, sera apresentada a definicdo formal de uma familia fechada superiormente

prépria sobre um universo E.

Definicdo 2.1.1: Uma familia fechada superiormente prdpria F sobre um universo E é uma
colecdo de subconjuntos de E que satisfaz as seguintes condicdes:
()SeBeFeBcC,entéioC e F
(iEeF
(i e F
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2.2  Asintaxe e a semantica da ldgica do “ muito”

A ldgica do “muito”, denotada por L(G), é obtida a partir da logica classica de
primeira ordem, pelo acréscimo de axiomas comuns as logicas moduladas e de um axioma
especifico para capturar a nogdo de “muitos’ (axioma AXg abaixo). Assim, 0S axiomas que
compdem a logica do “muito” sdo:

(Ax1) Axiomas da légica de primeira ordem;

(AX2) VX (¢(X) <> y(X)) = (CX ¢(X) <> GX y(X));

(Ax3) GX o(X) > Gy o¢(y), quando y é livre para x em ¢(X);

(AX4) VX 0(X) = GX o(X);

(Axs) GX @(X) = Ix (X).

(Axg) VX (¢(X) = y(X)) = (Cx ¢(X) = Gx y(X)).

Os axiomas Ax, e Axz tém a funcdo de tornar possivel a adequacdo l6gica com 0 mo-
delo proposto para esta logica, ja os axiomas Axs, AXs € AXg capturam as seguintes nocoes
intuitivas:

Ax,4 — Se ¢ vale para todos os individuos do universo, entdo ¢ vale para muitos indivi-
duos deste universo.

Axs — Se ¢ vale para muitos individuos, entdo existe alguém no universo que satisfaz

AXxg — Se 0 conjunto de individuos que satisfaz ¢ esta contido no conjunto de indivi-
duos que satisfaz y e existem muitos individuos que satisfazem ¢, entdo existem muitos indi-
viduos que satisfazem .

As regras de deducdo sdo as mesmas dos demais sistemas de ldgicas moduladas, ou
seja, modus ponens e generalizagéo.

Noc0es sintaticas como sentenca, demonstracdo, teorema, consequéncia ldgica e ou-

tras sdo definidas de modo analogo as da légica classica de primeira ordem.

Em relacdo as nocdes semanticas, L(G) é composta por uma estrutura classica de pri-

meira ordem A, com um universo A, completada por uma familia fechada superiormente pro-

pria F. Em simbolos: A,
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A interpretacdo dos simbolos de relacdo, funcédo e constante € semelhante a de L em
relacdo a A.
A nocéo de satisfacdo de uma férmula de L(G), na estrutura A F ¢ definida indutiva-

mente de modo usual pelo acréscimo da seguinte condicao:

e Sejam ¢ uma formula, tal que o conjunto de suas variaveis livres esta contido em

{x} U {ys, ..., Yo} ea = (ay, ..., a)) uma sequéncia de elementos de A, entdo: AF =
Gx ¢[x,d <{beA/AT=¢[b a]} € F,emque AT £ Gx ¢[a] denotaAF
@, quando as variaveis da formula ¢ pertence ao conjunto {zi, ..., zn}, s(zi) = b; ea

= (ay, ..., a,). Para a sentenca Gx o(x) tem-se que: AT = Gx o(x) = {a e A/AF

¢(@)} e F.

Outras nogcBes semanticas como modelo, validade e consequéncia semantica, podem

ser facilmente adaptadas da I6gica cléssica de primeira ordem para L(G).

2.3 A nogéo intuitiva de “ poucos’

Seria possivel estabelecer aqui 0 conceito de “poucos’ como dual ao conceito de
“muitos’. Entretanto, quando se afirma, por exemplo, que “Muitas pessoas sdo felizes”,
mesmo que todas as pessoas do meu universo de discurso sejam felizes, isso ndo parece con-
trariar anogdo intuitiva que temos de “muitos’.

Em relacdo a nocdo de “poucos”, a afirmacdo: “poucas pessoas gostam de sorvete”,
ndo parece ter sentido em um universo de discurso em que nenhum individuo gosta de sor-
vete. Por isso, a nocdo intuitiva de “poucos”, abordada aqui considerard que o vazio nao con-
tém poucos elementos e, portanto, a abordagem do termo “poucos’ feita neste trabalho sera
uma adaptacdo ndo dual a abordagem feita por Feitosa, Nascimento e Gracio (2009) para o

termo “muitos’.

2.4  Familia quase fechada inferiormente proépria

Assim como Grécio (1999) fez para a nogéo de “muitos’, assumiremos que a nogdo de

“poucos’ possui trés propriedades essenciais, sao elas:
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a) Se poucos individuos do universo satisfazem a proposicéo ¢ e se todo individuo
que satisfaz v, satisfaz também ¢, entdo y também ¢é satisfeita por poucos indivi-
duos do universo;

b) Se poucos individuos do universo satisfazem a proposi¢do ¢, entdo existe alguém
que satisfaz .

c) O conjunto universo ndo contém poucos individuos.

Baseada nestas trés propriedades, apresentamos agora uma estrutura matematica para
capturar anocao de “poucos’ denominada familia quase fechada inferiormente prépria.

Intuitivamente, considera-se que uma propriedade ocorre para poucos individuos de
certo universo se o conjunto de individuos que satisfaz a propriedade pertence a familia quase
fechada inferiormente propria.

Sera apresentada abaixo a definicdo formal de uma familia quase fechada inferior-

mente propria sobre um universo E.

Definicdo 2.4.1: Uma familia quase fechada inferiormente prépria F’ sobre um universo E é
uma colecgéo de subconjuntos de E que satisfaz as seguintes condic¢des, com C # &:
()SeBeF eCcB,entaioC e F
(NEegF
(i) e F.

Esta definicdo de familia quase fechada inferiormente prdpria foi construida em
comum acordo com Oliveira (2011, p. 65), pois ambos os trabalhos formalizaram alguns
aspectos do termo “poucos’ da linguagem natural: este trabalho buscou isto no campo
proposicional e Oliveira (2011) no campo quantificacional.

Nesse trabalho, a definicdo de familia quase fechada inferiormente propria, recebera
uma versdo algébrica, no capitulo seguinte, denominada: conjuntos quase fechados
inferiormente.

Assim, no proximo capitulo obteremos, no campo algébrico, “propriedades’ que
servirdo de base para a construcao da algebra para“poucos’.

A &gebra para “poucos’, assim como os reticulados e as algebras de Boole, serdo to-
dos elementos fundamentais para a demonstracdo dos teoremas de correcdo e completude para

a l6gica proposicional para*“poucos’ que apresentaremos no final do capitulo a seguir.
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3 A LOGICA PROPOSICIONAL PARA POUCOS

Neste capitulo, formalizaremos numa légica proposicional o conceito de “poucos”,

que sera modelado algebricamente.

3.1  Conjuntos quase fechados inferiormente

A estrutura matematica denominada familia quase fechada inferiormente propria, que
foi apresentada no final do Capitulo 2, foi construida com base em propriedades que, segundo
esse trabalho, capturam a no¢do de “poucos’ da linguagem natural. Agora, como ja foi dito,
esta definicdo de familia quase fechada inferiormente propria serd abordada de um ponto de
vista algébrico. Esta versdo algébrica recebera o nome de conjunto quase fechado
inferiormente e sera definida sobre reticulados.

Esta secdo ndo é fundamental para o desenvolvimento deste trabalho, mas a definicéo
de conjunto quase fechado inferiormente e as suas propriedades, que foram obtidas a partir
desta definicdo, permitiram compreender qual deveria ser a axiomatica de uma algebra para
“poucos’ e quais resultados algébricos poderiam ser obtidos nesta algebra para que ela
satisfizesse anogdo de “poucos’, defendida neste trabalho.

Assim, iniciamos com os elementos algébricos que dardo suporte para a construcéo da

algebra para “poucos’: modelo algébrico da l6gica proposicional para “poucos”.

Definicéo 3.1.1: Sejam (R, <) um reticulado e loc R, tal que lo = & e 0 ¢ lg. O conjunto Ig é
um conjunto quase fechado inferiormente (cqfi) se para todos X, y € R, a seguinte condicao é
satisfeita:

) Xelge0#xy<x=yelq

Proposicao 3.1.2: Se (R, <) € um reticulado, entdo para quaisquer X,y € R, comy =0 =X e
XAy # 0, a condicdo (i) da Definicdo 3.1.1 € equivalente a qualquer uma das seguintes condi-
coes:

)i XelgyeR=xnayel

) Xvyelg=Xxelgeyelq

Demonstracao:
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Primeiro é demonstrado que (i) < (1), ou seja, que (Vy, VX#0 (X € loe 0y <x =Y € lg))
< (Vx#0,Vy20 (X elgey e R=XxAY € lg)).

(=) Sejamx e lgey € R, taisque y = 0 = X e XAy # 0, como pela Proposi¢édo 1.1.6, X A y <
X, tem-se por (i) que X A Y € lo.

(<) Sejam x € Ig e 0 # y < x. Pela Definicdo 1.1.3, tem-se que y A X = Yy e, pela lei
comutativa da Definicdo 1.1.1, tem-se que X A y =y. Como através de () tem-se que paray #
0exay=0,XxAYy € lg, logoy € lo.

Agora e demonstrado que (i) < (I1), ou seja, que (Vy, VX0 (X € loe 0#y<Xx =Y € lg))
S (Vx#0,Vyz0(Xvyelg=xelgey € lg)).

(=) Sejax vy e lgey=0=x. PelaProposi¢ao 1.1.6, tem-se que X < X vy, logo, por (i), X €
lo. Novamente pela Proposi¢do 1.1.6 tem-se que y < X vy, logo, também por (i), y € lo.
Portanto, sex vy e lpey=0=Xx,entdiox € Igey € lg.

(<) Sejam x € Ige 0 #y < X. Pela Proposi¢éo 1.1.4, tem-se que y v X =X, logoy v X € Ig €,

pela lei comutativa, X vy € g e, portanto, por (Il), y € lq. [

Proposicao 3.1.3: Seja (R, <) um reticulado. As seguintes afirmac¢des sdo validas:

i) Qualquer unido ndo vazia de cqfi’s é também um cqfi.

ii) Se A e B sdo cqfi’stais que AnB # &, entdo AnB é um cqfi.

Demonstracao:

i) Como cada A; é um cqfi, entdo Aj# & e 0 ¢ A, para todo i. Assim 0 € UA; e UA; # &.
Sejax € UAiey e R, tal que 0 #y < x. Entdo paraalgumi € A, x € A;. Como A; é um cqfi e
0#£y<Xx,entdoy e A;. Logo, y € UA; e assim UA; é um cqfi, ou seja, se Xx € UAje 0 £y <
X, entdo y € UA..

i) Como por hipdtese AnB # &, entdo sejam X € AnB e 0 # y < x. Por hipo6tese, A é um
cqfi, logo, y € A. Também, por hipétese, B é um cqfi, logo, y € B. Portanto, 0 # y € AnB.
Se 0 € AnB, entdo 0 € A, o que é um absurdo, pois, por hipétese A é um cqfi. Logo, 0 ¢

ANB. Assim, AnB é um cqfi.

Proposicdo 3.1.4: Sejam (R, <) e (Q, <) dois reticulados e h: R — Q um homomorfismo
injetivo entre reticulados. Ent&o:
i) Se B é um cqfi de (Q, <) e h™(B) # &, entéio h™(B) é um cqfi de (R, <).

Demonstracéo:
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i) Como 0 ¢ B e h é um homomorfismo injetivo, h(0) = 0, logo, 0 ¢ h™(B). Sejam x € h™(B)
e 0#y <X, entdo, pela Definicdo 1.1.18, 0 # h(y) < h(x). Também, como x e h'l(B), entdo
h(x) € B. Como h(x) € B e 0 # h(y) < h(x), entdo pela definicdo de cqfi, h(y) € B e,
consequentemente, y € h™(B) o que satisfaz a definicéo de cqfi, ou seja, se x e h'(B) e 0#y

<x, entdoy € h(B). m

Definigdo 3.1.5: Seja (R, <) um reticulado. Para @ = Ac Re 0 ¢ A, o fecho inferior de A é o
conjunto denotado por JA] e definido por:

JA]={t e R/0<t<Xx, paraalgum x € A}.

Proposicao 3.1.6: O conjunto JA] é um cqfi. JA] é o menor cqfi que contém A e ]JA] é a inter-
seccao de todos cfqi de (R, <) que contém A.
Demonstracao:

Vamos mostrar que o conjunto JA] é um cqfi:

Por definigédo, 0 ¢ JA]. Como A c JA] e A = I, entdo JA] = . Agora, sey € ]JA] e 0
#z <y, entdo para algum x € A, pela Defini¢do 3.1.5, tem-se que 0 # z <y < x. Logo, pela
Definicdo 3.1.5, z € ]JA] e, portanto, satisfaz a definicdo de cqfi, ou seja, sey € JA]e0£z <
y, entdo z € ]A].

Agora, sera demonstrado que JA] é o menor cqfi que contém A, ou seja, se B € um
cqfi qualquer, tal que A < B, entdo ]JA] < B:

Se x € ]JA], entdo existe a € A, talque 0<x<a.ComoAc BeacecA,entdoa € B.
Assim, 0 < x < a € B e, portanto, x € B. Logo JA] < B, ou seja, todo cfi que contém A,
também contém ]A]. Portanto, JA] € o menor cqfi que contém A. Como ]A] é um cqfi que

contém A, entdo JA] é a intersec¢do de todos eles. m

Definicédo 3.1.7: Um cqgfi A em (R, <) € préprio se A # R—{0}.

Proposicdo 3.1.8: Se um reticulado (R, <) tem o elemento um, entdo A é um cqfi proprio se, e
somente se, Aéumcqfiel ¢ A.

Demonstracéao:



34

(=) Sele A comoAéumcqfieparatodo x € R, x <1, entdo, paratodo x € R—{0}, x € A
e, consequentemente, R —{0} < A. Desde que A — R—{0}, entdo, A = R—{0} e, portanto, pela
Definicdo 3.1.7, A ndo € um cqfi préprio.

(<) Por hipotese 1 € R. Logo, se 1 ¢ A e A é um cqfi, entdo pela Defini¢do 3.1.7, A é um

cqfi préprio. [

Definicédo 3.1.9: Um cqfi A em um reticulado (R, <) € maximal em R, quando A é proprio e A

ndo € subconjunto préprio de nenhum outro cqfi proprio.

Definicao 3.1.10: Um cqfi A em um reticulado (R, <) € redutivel em R quando A é préprio e

existem cqfi B e C distintos de A, tais que A = BNC.

Definicao 3.1.11: Um cqgfi A em um reticulado (R, <) € irredutivel em R quando A n&o é re-

dutivel.

Proposicao 3.1.12: Qualquer interseccéo finita de cqfi proprios é também um cqfi proprio.
Demonstracéo:

Seja {Bi}icx uma familia de cqfi préprios. Temos que mB; é um cqfi préprio, pois caso
contréario, NB;j = R — {0}. Logo, para cada i, R — {0} < nB; < B;, portanto cada B; = R — {0}

n&do é proprio o que é uma contradicdo. Portanto, NB; € um cqfi proprio. m

Definigdo 3.1.13: Um cqfi A no reticulado (R, <) é primo, quando para todos X, y € R, tais
que x #0 ey # 0 a seguinte condicdo e valida:

XAyeAU{0} =>xeAouyeA

Proposicao 3.1.14: i) Todo cgfi maximal em (R, <) é irredutivel.

i) O cqfi A € primo em (R, <) se, e somente se, A é irredutivel.

Demonstracéao:

i) Por contra-positiva: Todo cqfi redutivel ndo € maximal. Se A é redutivel, entdo existem C e
D, taisque C=A=DeA=CnD. Logo AcCeA cD.E claro que C e D sio cqfi proprios,
pois caso contrario, A = C ou A = D. Portanto, tem-se que A ndo é um cqgfi maximal, pois A é

subconjunto proprio de outro cqfi proprio.
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if) (=) Utilizando a contra-positiva, se A é redutivel, entdo A ndo é um cqfi primo. Se A é
redutivel, entdo existem B e C cqfi distintos de A, tais que A = BNC. Logo, Ac Be A cC.
Sejaxe (B—A)ey e (C—-A).Logo,x e Bexg AeyeCey¢ A.ComoAéumcgfie A
= BNC, entdo BNC é um cqfi. Pela Proposicdo 1.1.6, X Ay<xeX Ay<Yy.Sex Ay#0,
comox e Bexay<x,entioxrnyeBecomoyeCexay<y,entdiox Ay e C. Como x
AyeBexayeC, entdo x Ay € BNC, logo x A 'y € A e consequentemente X A Y €
AU{0}. Assim, x Ay € AU{0}, x ¢ Aey ¢ A e, portanto, A ndo é um cqfi primo. Se X A 'y
=0 éclaro que x Ay € AL{0}. Logo, de qualquer forma, x Ay €e AU{0}, x ¢ Aey ¢ A.

(«<) Se A néo é primo, por defini¢do, existemx,y e (R-A)(x e Rex g AeyeRey g A)
tais que X Ay € AU{0} . Sejam B = JAU{x}] e C = JAL{y}], claramente, A BNC. Se A =
BNC, entdo A é redutivel. Se existe z e BNC — A, entdoz e BnCez ¢ A. Como z € BNC,
entdo z € B e z € C. Pela Defini¢do 3.1.5, z < x e z <y, entretanto, pela Proposic¢éo 1.6, z < x
eZ<Yy=>ZAZ<XAYeassimz<xXAYy.Sexany#0,entdox Ay e AeAéum cqgfi, logo
z € A, 0 que é uma contradi¢do, pois assumiu-se que z ¢ A. Se X Ay =0,como z <X AY
entdo z = 0, o que é uma contradicdo, pois z € BNC e pela Proposicdo 3.1.3 (ii), BNC é um

cqfi. Portanto, A éprimo. m

Proposicdo 3.1.15: Seja R um reticulado, tal que {1} cRe R—-{0, 1} # &. Entdo R — {0, 1}
€ 0 Unico cqgfi maximal.

Demonstracao:

Por hipotese R —{0,1}#ReR—-{0,1} #J.Sex € (R—-{0,1}) e0#y<x,entdio 0 £y = 1.
Logo, y € R—{0, 1} e, portanto, R — {0, 1} é um cqfi préprio. Agora, seja B um cqfi proprio
em R. Pela Proposicdo 3.1.8, 1 ¢ B, logo, B < R — {0, 1}. Assim, ndo existe cqfi proprio
entre R — {0, 1} e R. Portanto, R — {0, 1} é maximal. Como todos os outros cqfi proprios

estdo contidos em R —{0, 1}, entdo R —{0, 1} é o Unico cqfi maximal. =

Proposicado 3.1.16: Se (R, <) é um reticulado com o elemento um, entdo todo cqfi proprio de
(R, <) esta contido em um cqfi maximal.

Demonstracao:

Seja A um cqfi proprio. Como R — {0, 1} é o Unico cqgfi maximal, entdo tem-se que
demonstrar que A < R —{0, 1}. Como A é um cqfi, entdo A < R —{0}. Pela Proposicao 3.1.8,
se 1e R, como A é um cqfi proprio, entdo 1 ¢ A. Portanto, A ¢ R — {0, 1}. [
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Proposicédo 3.1.17: Seja (R, <) um reticulado com o elemento um. Para cada elemento 0 # x #
1 em R, existe um cqgfi maximal A em (R, <), tal que x € A.

Demonstracao:

Como R —{0, 1} é o unico cqgfi maximal, claramente para cada X € R e 0 # x = 1, tem-se que

x e R-{0, 1}. [ |

3.2 Uma ldgica proposicional para “poucos”

Nesta secdo, introduzimos uma logica proposicional para dar uma formalizacdo em
linguagem proposicional para o conceito de “poucos”. Esta légica sera introduzida em versdo
axiomatica e denotada por LPP.

A ldgica proposicional para “poucos” (LPP) é definida sobre a linguagem L(—, A, v,

5, ®, p1, P2, ...), M que ® é um novo operador unario.

A LPP fica determinada pelo seguinte:

Esquemas de axiomas:
Axp1: Axiomas do calculo proposicional classico (CPC);
AXpy: ©1L |

AXpz: ©T < L

Regras de inferéncia:

MP: Modus Ponens:

¢V
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Ri:
ooy
Fo— 1
Foy — @¢
R»:
Fo< vy

FOp <> @y

Intuitivamente, os axiomas (AXpz), (AXps) dizem respectivamente que: uma
contradicdo ter poucas evidéncias equivale a uma contradicdo e uma tautologia ter poucas
evidéncias, também, equivale a uma contradicdo. As regras R; e R, dizem respectivamente

que: quando ¢ implica em y, se ndo € o caso que ¢ € uma contradicdo e y tem poucas

evidéncias, entdo ¢ tem poucas evidéncias também e se ¢ e y sdo equivalentes, entdo @@ e

@\ sdo equivalentes.

Vejamos algumas consequéncias da LPP:

Proposicéo 3.2.1: Uma contradi¢do ndo tem poucas evidéncias, ou seja, — —® L.

Demonstracao:

1. Feolo L AXp)

2. F(eL->1)A(lL—>el) CPCem1

3. F(elL—1) CPCem 2

4. -l CPC

5. @l CPCem3e4 [

Proposicdo 3.2.2: Ho—>1l=>Fe(pVvy) > ®0
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Demonstracao:

1. Fo— L premissa

2. Fo—o>ovy CPC

3. Fo(pvy)—> e Riem1le?2. [

Proposicdo 3.23: F oAy > L= FH00 > @ (9 AVY)

Demonstracéao:

1. FoAy—1, premissa

2. FoAy >0 CPC

3. FOp > @ (¢ AVY) Riemle?2. ]

Proposicédo 3.2.4: Uma tautologia ndo tem poucas evidéncias, ou seja, - —-®T.

Demonstracéo:

1. FOT <L AXp3

2. F(T >LDA(lL—>e®T) CPCem1

3. F(T—>1) CPCem2

4. - CpPC

5. F—-@®T CPCem3e4 ]

Proposicdo 3.25: o >y, - ¢ > L, FOy = F @¢

Demonstracéao:
1. Fo—ovy premissa
2. Fo— L1 premissa

3. Foy premissa
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4, Foy— @ Riemle?2

5. F ®@ MPem3e4 ]

Proposicdo 3.26: o> L Fy > L =>+F(pVvy) > @0 A Oy

Demonstracéao:

1. Fo— L1 premissa

2. Fy—L premissa

3. Fo(pvy) > e Proposicdo 3.2.2em 1
4. Feolpvy) > oy Proposigdo 3.2.2 em 2
5. FO(pVvvy) > @0 A Oy CPCem3ed. ]

3.3 A algebra para “ poucos”

Introduzimos, agora, elementos algébricos que nos permitirdo a demonstracdo algébrica

da adequacao da LPP.

Definicédo 3.3.1: Uma algebra para “ poucos” € uma 7-uplaP = (P, 0, 1, A, v, ~, ®), em que
(P, 0, 1, A, v, ~) € uma algebra de Boole e ® & um operador unario, chamado operador do

pouco, de modo que para todos X, y € P, as seguintes condicdes sdo validas:
i) ®0 =0;

i) ®1=0;

) 0<x<y= ®y < ®x.

No contexto algébrico sempre é verdadeiro que se X =y, entdo ®x = ®y.
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Definicédo 3.3.2: Para x € P, tal que 0 = x # 1, dizemos que x tem poucas evidéncias quando

®X = X.

Proposicdo 3.3.3: Se P= (P, 1, 0, A, v, ~, ®) é uma algebra para “poucos”, X, y € P, entdo:
i) Se x £0, entdo ®(X v y) < ®X;

i) Sex Ay #0, entdo X < ®(X A'Y);

iii)Sex#0ey#0, entdo ®(X vy) <X A ®X.

Demonstracao:

(i) Pela P; da Proposigdo 1.1.6, x < x v Y. Logo, pelo item (iii) da Defini¢do 3.3.1, para x
#0, ®(y v X) < ®X.

(if) Pela P3 da Proposicdo 1.1.6, X A y < X. Logo, pelo item (iii) da Defini¢do 3.3.1, para X
AYZ£0, X< ®(X AY).

(iii) Pelo item (i) acima, se X # 0, entdo ®(x v y) < ®x. Mas, também por (i), sey # 0,
entdo ®(y v X) < ®y. Entdo por comutatividade, pela Ps da Proposicdo 1.1.6 e por

idempoténcia, parax #0 ey # 0, temos que ®(X vy) < ®X A ®y. [

Teorema 3.3.4: Para cada agebra para “poucos’ P = (P, 0, 1, v, A, ~, ®), existe um isomor-

fismo h de P em uma algebra para“poucos’ de conjuntos.

Demonstracéo: Pelo isomorfismo de Stone (Rasiowa e Sikorski, 1963, p.83), para cada alge-
bra Booleana (P, 0, 1, v, A, ~) existe um monomorfismo h da algebraem ¢ (g (P)). Seja h um
isomorfismo de (P, 0, 1, v, A, ~) em (B, &, U, N, ), em que esta Ultima estrutura é a algebra
Booleana determinada por Im(h), ou seja, B = h(P).

Esse isomorfismo h deve ser estendido a um isomorfismo entre P = (P, 0, 1, v, A, ~,

®)eB=(B,J,u N, %), tal que B seja umaalgebrapara“poucos’ de conjuntos.
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Precisamos estender o isomorfismo Booleano h para um isomorfismo de algebras para
“poucos’. Mais especificamente, precisamos determinar uma agebra para “poucos’ sobre B,
isomorfa a P. Ent&o definimos h(x)® = h(®x).

Quando x € P, segue que ®x € P e como h é um isomorfismo booleano, entdo h(®x)
e B. A este elemento associamos h(x)® e, portanto, h continua uma func&o bijetiva entre B e
P.

Agora mostramos que B = (B, &, N, U, ~, ©) é uma algebra para“ poucos”:

(i) Como ®0 = 0, entdo, &® = h(0)® = h(®0) = h(0) = &;

(ii) Como ®1 = 0, entéo, B® = h(1)® = h(®1) = h(0) = &;

(ili) Sexey e P, x#0ex <y, entdo ®y < ®X. Logo, se h(x) #J, h(xX) c h(y) = 0= x <y
= ®y < ®X = h(®y) c h(®) = h(y)® c h(x)®. =

3.4  Adequacdo da LPP

A correcdo e a completude s@o propriedades desejaveis para os sistemas logicos for-
mais, muitas vezes como critério para fazer de um sistema formal® dedutivo uma légica. Um
sistema que apresenta estas duas propriedades possui um modelo adequado, isto &, correto e
completo. Trataremos da adequacdo forte, que nos garante a equivaléncia entre as consequén-
cias semantica e sintatica (dedutiva). Assim, nesta secdo, sera demonstrado por meio dos
teoremas da correcdo e da completude que a algebra para “poucos’ € um modelo adequado

para a légica proposicional para “poucos’.

Antes, porém, serdo feitas algumas consideracdes sobre o método cléassico de algebri-
zacdo de Lindenbaum-Tarski. Este método permite estabelecer uma conexdo precisa entre

I6gica e algebra e tornara possivel a demonstracao dos resultados pretendidos aqui.

Seja L um sistema logico. O método classico de algebrizacdo de Lindenbaum-Tarski

consiste, basicamente, em se estabelecer classes de equivaléncia a partir de uma relacdo de

* Para mais informag@es a respeito dos sistemas formais, consultar: Feitosa e Paulovich (2005, p. 10) ou Mortari
(2001, p. 231).
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congruéncia® definida sobre o conjunto de férmulas de L (Da Costa, Krause, 2004), definida

pela derivabilidade de uma condicional, mais especificamente, A - ¢ <> .

De acordo com Bueno (2004), os passos para a algebrizacdo de um sistema logico L,

pelo do método de Lindenbaum-Tarski, sao:

Primeiro, define-se a algebra das férmulas. A algebra das formulas é formada pelo
conjunto de formulas de L e por operacdes induzidas pelos operadores (conectivos) de L. Esta

algebra das férmulas expressa as propriedades do sistema L.

Depois, dado A, define-se uma relacdo de equivaléncia =, em L da seguinte forma:

Q=AY se, e somente, se AFLO>VeARL y—o.
E, entdo, verifica-se que a relagdo de equivaléncia =, € uma relacdo de congruéncia.
Por simplicidade, o indice A sera omitido a partir de agora.

Por ultimo, define-se a algebra quociente For|- determinada por um universo composto
pelas classes de equivaléncias das formulas e por operacfes da algebra quociente induzidas

pelos conectivos de L.

Estes passos, indicados por Bueno (2004), seréo seguidos no processo de algebrizagéo

(pelo do método Lindenbaum-Tarski) da LPP desenvolvido a seguir.

O conjunto das variaveis proposicionais da LPP é indicado por VarL p € 0 conjunto de

formulas da LPP por For Lp.

Uma éalgebra genérica para “poucos’ sera representada por A.

A deducdo de uma formula ¢ a partir de I' na LPP é denotada por I' - ¢. Se " = J,

entdo, a expressdo - ¢ indica que ¢ € um teorema da LPP.

* Rasiowa (1974, p. 11).
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Definicdo 3.4.1: Uma formula ¢ € ForLp é refutavel em T" quando I' — —¢ vale; caso

contrario, ¢ é irrefutavel.

Definicdo 3.4.2: Uma valoracdo restrita é uma funcéo v: VarLp — A, que interpreta cada

variavel de Lp em um elemento de A.

Definicdo 3.4.3: Uma valoragdo é umafuncdo v: ForLp — A tal que se p é uma formula ato-

mica e ¢ e y sdo formulas quaisquer, entdo a valoragdo v estende univocamente a valoracdo

restrita v do seguinte modo:
v(p) =v(p)
v(=0) = ~v(9)
v(@ v ) = (e) v ()
(¢ A W) =0(0) A v(y)

V(e — y) =v(e) = v(y)

v(@9) = ®v(p).

Os simbolos de operadores (—, v, A, =, ®) do lado esquerdo de cada igualdade repre-

sentam os operadores 16gicos, ao passo que os simbolos de operadores (~, v, A =, ®) do lado

direito representam os operadores algébricos.

Definicdo 3.4.4: Uma valoragdo v: ForLp — A é um modelo para um conjunto I' = ForLp,

quando, para toda formula ¢ € T', segue que v(o) = 1.
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Em particular, uma valoragdo v: ForLp — A é um modelo para ¢ € ForlLp, quando

v(p) =1.

Definicdo 3.4.5: Uma formula ¢ é valida em uma algebra A quando toda valoragéo v: ForLp

— A, é um modelo para ¢.

Definicao 3.4.6: Uma formula ¢ é p-valida, o que denotamos por = ¢, quando ¢ é valida em

toda algebra para “poucos’.

Definicédo 3.4.7: A algebra das formulas da LPP é dada por (ForLp, A, v, —, =, ®), em que

A, v € — sd0 operadores binarios, e — e ® sdo operadores unarios.

Observagdo: ¢ — vy =g —QV V.

Definicao 3.4.8: DadoI" ¢ ForLp, a relacdo = - é definida por:
o=ryeol'-po->vyel -y —o.

O indice I" da relacdo = serd omitido a partir de agora, por simplicidade de notagé&o.

Proposicédo 3.4.9: A relacdo = é uma relacdo de congruéncia.
Demonstracao:

Primeiro serd demonstrado que = é uma relacdo de equivaléncia, ou seja, que ela é (i) refle-

xiva, (ii) simétrica e (iii) transitiva:

(i) Reflexividade: Para toda formula ¢ € I' < ForLp, I' = @ — ¢. L0go, ¢ = ¢ e, portanto, a

relacdo é reflexiva.
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(ii) Simetria: Se o=y, entdoI' - ¢ > y eI’ - vy — ¢ e, desse modo, y = ¢ e, portanto, a

relacdo € simétrica.

(iii) Transitividade: Sep=yey=oc,entéol' o>y, 'y -, 'y >cel+oc—
y.Logo, T -9 >ocel o — o.Logo, ¢ =c e, portanto, a relagdo é transitiva.
Verificamos, a seguir, que = € uma relagdo de congruéncia.

Certamente a relagdo = preserva os operadores booleanos. Resta mostrar que preserva também

0 novo operador ®. Por defini¢do, ¢ =y < I' - ¢ <> y, entretanto, pela Regra Ry, se I' - ¢

<y, entdo I' = @@ <> @y e dai, por definicdo, I' -+ @ <> @y < ®¢ = ®y. Portanto, a

relacdo = € uma relacdo de congruéncia. [

Definicéo 3.4.10: A classe de equivaléncia de ¢ modulo = e T" € dada por: [¢]r = {oc € ForLp:

o=}

Definicdo 3.4.11: A algebra de Lindenbaum de Lp, denotada por Ar(Lp), € a algebra quoci-

ente definida por:
Ar(Lp) = (ForLpl, v-, A, -, 0, 1, ®.) tal que:
[o] v=Ty]l=[o Vv v];
[o] A= Tw] = o A vl;
== [o] = [-oL;
0-=[o A —=o] = [L];

l=[ov—0] =[T];

@ [¢] = [@0].
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O indice = das operacdes nao sera mais indicado.

Quando I' = &, a algebra de Lindenbaum de Lp sera indicada por A(Lp).

Proposicdo 3.4.12: Em Ar(Lp), € valido que: [p] <[y] =T F ¢ — .

Demonstracao:

[el<vle el vivli=lvlelovvl=ly] T HFovyeoyoTHoe—y. L]

Proposicédo 3.4.13: A algebra Ar(Lp) é uma algebra para “poucos”.
Demonstracao:

el l=[el]=[l]=e[l]=[L]=>e®0=0

eTo L Ll=[eT]=[l]=>e[T]=[1l]=>®1=0

io<[p]l<[vl=rFo—>veHr o>l Hoy - 00 =[oy] <[] = ®y] < ®[g].

V) [pl =[vl= 9oy = 00 oy = [09] = [Oy] = ©[¢] = @[y]. =

Na l6gica proposicional classica, € comum se definir uma valoracdo como uma fungéo
do conjunto de todas as suas formulas em um contradominio {0, 1}, em que 0 é entendido
como falso e 1 como verdadeiro. Mas, grosseiramente falando, uma valoracdo é uma funcao
que atribui a cada formula (do conjunto de todas as formulas da légica proposicional classica)

um valor em uma algebra de Boole qualquer.

Assim, na logica proposicional para “poucos’, temos que uma valoracdo (Definicdo

3.4.2) é uma funcdo v de ForLp em A, isso quer dizer que uma valoragdo para a LPP é uma
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funcdo que atribui a cada férmula do conjunto de todas as férmulas da LPP um valor em uma

algebra genérica representada por A.

Esta valoracéo é dita (Definicdo 3.4.4) ser um modelo para um conjunto I" contido no

conjunto ForLp quando para toda férmula ¢ € T', segue que v(e) = 1.

Em Rasiowa e Sikorski (1963, p. 209), é dito que Lindenbaum ou Lindenbaum-Tarski
mostraram-nos que a algebra das formulas com o quociente dado a partir de uma relacéo de
equivaléncia, como =, também determina uma particular e interessante algebra de Boole. A
esta algebra, que no nosso caso denotamos por Ar(Lp), damos o nome de modelo candnico do

conjunto de todas as formulas da LPP, ou seja:

Para I' < ForLp, a algebra Ar(Lp) é 0 modelo candnico’ que é uma algebra de Linden-

baum.

Definicéo 3.4.14: Uma valoragdo em um modelo candnico é a fungéo vo: ForLp — Ar(Lp).

Entretanto, quando I = &, tem-se que vy: ForLp — A(Lp).

Proposic¢éo 3.4.15: Dado I'u{o} < ForLp, entdo:
1) [p] =1se esomentese, I' -o;

i) [p] =0se, esomentese, I' -—¢.

Demonstracao:

)(=)Sejalp]l=1=1<[p] =[ov-ol<[p]=[o>0o]l<[op] =T (¢ > 9) > ¢,
como I’ = @ — ¢, por MP, tem-se que I' ~ .
(<) Sejal + o.

1. | ) Hipotese

® Rasiowa e Sikorski (1963, p. 287)
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2. o — (v — o) CPC
3. o — (0> 0) > 0) Substituicdo em 2
4. 'E(@—>09)—>0 MPemle3

Assim, T (9 > 9) > 9o < [0 = ¢l < [o] © [0 v —0] < [¢] < 1 < [¢], mas como Ar(Lp)

sempre tem o elemento identidade 1, entdo [¢] < 1. Logo [¢] = 1.

- [-0]#1l<—o]l#1< [e] 0. [

Teorema 3.4.16: (Correcdo) As algebras para “poucos’ sdo modelos corretos para a LPP.
Demonstracéao:

SejaA= (A 0,1, v, A, ~, ®) uma algebra para “poucos’. Sera demonstrado que os axiomas

(Axp2) € (Axpz) sdo validos e que as regras (Ry) e (R2) preservam a validade:

(Axp2) Deve-se mostrar quev(® L <> 1) = 1:

V(Lo L)=v(®elL—> DAl — @l)=v(@L—> L)Av(l—> @Ll)=v(®Ll) —~ v(l)A

(L) = v(@Ll) = (®v(L) = v(L)) A (v(L) = ®v(L)) = (~®v(L) v v(L)) A (~v(L) v ®(L)) =
~®0VOA(OV®)=(~-0vO)A(-Ov0)=(1VvOA(lv0=1A1=1.

(Axp3) Deve-se mostrar quev(® T «» 1) = 1:
V(eT o L)=v(eT > DDAl > @T)=v(@T > L)Aav(l —> @T)=v(®T) = v(l)

AV(L) = v(®T) = (®(T) = v(l)) A (v(L) = ®(T)) = ~®(T) v v(L)) A (~v(l) v

(TM))=C-R®LvO)A(FOVvR®L)=(-0vO)A(-OVv0)=(1LvO)A(@lv0O)=1A1=1

(R1) Consideremos que v(e — y) = 1, v(p —> L) =1 e v(®y) = 1, devemos mostrar que
v(®@p) =1:

V(o> z1l=v(—0 Vv L)1 =v(—0) #1 = ~v(e) #1 = v(e) = 0.
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Entdo, 0 # v(p) < v(y) = (Pela Definicdo 3.3.1 (iii)) 1 = v(®@y) < v(®@), como pela
Proposicao 1.1.9, v(®@) < 1. Portanto, v(®¢) = 1.

(R2) Deve-se mostrar quesev(p <> ) =1, entdo v(®p <> ®y) = 1.

V(e © y) =1=v(p) =v(y) = ®v(p) = ®v(y) =v(@0) =v(OY) = v(@Pp <> Oy)=1. =

Proposicao 3.4.17: A LPP é consistente.

Demonstracéao:

Suponha que a LPP ndo seja consistente. Entdo existe ¢ € ForLp, tal que ~¢ e ~—¢. Pelo

Teorema da Correcédo, acima, entdo ¢ e —¢ sdo formulas vélidas. Sejav uma valoragdo em
uma algebra para “poucos’ com dois elementos 2 = {0, 1}. Como ¢ évdida, entdo v(p) =1 e

V(=) = ~v(p) = 0. O que contradiz o fato de —¢ ser vélida. [

Teorema 3.4.18: Seja ¢ € ForLp. As afirmagdes seguintes séo equivalentes:

1) - o;

i) = o

iii) ¢ é valida em toda algebra para “poucos’ de conjuntos B = (B, &, N, U, ~, ©);
iv) vo(q) = 1, em que vy € a valoragdo do modelo candnico A(Lp).

Demonstracéo:

(i) = (ii): Segue do Teorema da Correcéo.

(if) = (iii): Como, por defini¢do, = ¢ quando ¢ é vélida em todo algebra para “poucos’,

entdo o é valida, particularmente, em toda &lgebra para “poucos’ de conjuntos B.

(iii) = (iv): Como toda algebra para “poucos’ € isomorfa a uma algebra para “poucos’ de

conjuntos B = (B, &, N, U, —, ®) e A(Lp) é uma é&lgebra para “poucos’, segue o resultado.
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(iv) = (i): Se ¢ € ForLp e ¢ ndo € derivavel na LPP, entdo, pela Proposi¢do 3.4.15, [¢] ndo

coincide com a unidade de A(Lp) €, assim, vo(p) # 1. Portanto, ¢ ndo é uma formula valida. m

Corolério 3.4.19: (Completude) Para toda formula ¢ € ForLp, se ¢ é uma férmula valida,

entdo ¢ e derivavel na LPP.

Agora, sera mostrada a completude forte do modelo algébrico dado pela algebra para

“poucos’. Como é usual, I" = ¢ denota que todo modelo de I" é também modelo de .

Proposicédo 3.4.20: Sejal” — ForLp. SeI' - o, entdo I' = .
Demonstracao:

Seja C um modelo para I. Consideremos a valoragdo v: VarLp — C. Como no Teorema

3.4.16, as regras da LPP preservam a validade e se vc(y) = 1, para toda y € T, entdo vc(op) =
1. |

Proposicdo 3.4.21: Seja I' < ForLp e C uma éalgebra para “poucos’. Se existe um modelo v:

ForLp— C paraT, entdo I é consistente.
Demonstracéao:

Suponha que a LPP ndo seja consistente. Entdio ' - ¢ e T' = —¢ e, também, vc(p) = 1 e

ve(—@) = 1. Desde que ve(—@) = 1, segue que ~vc(p) = 1 e, consequentemente, vc(p) = 0, 0

que é uma contradicdo. [
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Definicéo 3.4.22: Um modelo v: ForLp - C é fortemente adequado® para I' quando:

I' = ¢ se, e somente se, I' = ¢.

Proposicao 3.4.23: Se I < ForLp é consistente, entdo a valoragdo candnica € um modelo

fortemente adequado paraT.

Demonstracao:

Segundo a valoragdo candnica vo: ForLe — A(Lp), vo(p) = [¢@]. Pela Proposicédo 3.4.15 (i),

vo(p) = 1 se, e somente se, I' — ¢. Consequentemente, tem-se que vy € um modelo fortemente

adequado paraT. [

Teorema 3.4.24: (Adequacéo) Dado I' < ForLp, as seguintes condigdes sdo equivalentes:
i) I" é consistente;
i) existe um modelo fortemente adequado paraT’;

iii) existe um modelo adequado para I" em uma élgebra para “poucos’ C que é uma algebra de

conjuntos B = (B, &, N, U, ~, ®);

iv) existe um modelo para T
Demonstracéo:

(i) = (ii) Segue da Proposicéo 3.4.23.

(i) = (iii) Como A(Lp) é uma algebra para “poucos’ e, pelo Teorema 3.3.4, toda algebra para
“poucos’ é isomorfa a uma algebra para“poucos’ de conjuntos B = (B, &, N, U, ~, ©), entéo

o resultado é imediato.

® Rasiowa e Sikorski (1963, p. 287).
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(iii) = (iv) Se existe um modelo adequado para I', é claro que existe um modelo para .

(iv) = (i) Resultado direto da Proposigéo 3.4.21.

Corolério 3.4.25: Seja I ¢ ForLp. Se I' é consistente, as afirmacfes seguintes sdo equiva-

lentes:

T - o;

il E g;

iii) todo modelo de I na lgebra para “poucos’ de conjuntos B = (B, &, N, U, —, ®) é um mo-
delo para ¢.

iv) paratoda valoracdo candnicavo é a valoracdo no modelo candnico A(Lp), vo(¢) = 1.
Demonstracéao:

(i) = (ii): Segue do Teorema 3.4.20.

(if) = (iii): Por definicdo, I' = ¢ significa que todo modelo de T" € também modelo de ¢, en-
t4o todo modelo de I na algebra de conjuntos para “poucos’ B = (B, &, N, U, ~, ©) também é

modelo de .

(iif) = (iv): Como toda algebra para “poucos’ é isomorfa a uma algebra de conjuntos B = (B,

F, N, U, ", ®) e A(Lp) é uma algebra para “poucos’, entdo segue o resultado.

(iv) = (i): Pelo Teorema 3.4.21, T é consistente. Pela Proposicéo 3.4.23, a valoragao candnica

é um modelo adequado paraT. [

Neste capitulo, alégica proposicional para“poucos’ foi apresentada no estilo hilberti-
ano ou axiomatico. O método axiomatico € o sistema formal mais antigo que se conhece, foi
usado por Euclides para apresentacdo da geometria e no final do século XIX adquiriu um as-
pecto formal mais rigoroso devido a trabalhos como o do matematico alemao David Hilbert
(1862-1943). Dai 0 nome hilbertiano.
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O método dedutivo no estilo hilbertiano possui dois tipos de elementos, sdo eles: Axi-
omas, isto é, formulas da logica que sdo consideradas verdadeiras sem que seja necessario
demonstra-las, e regras de inferéncia que permitem deduzir novas férmulas, a partir de for-

mulas ja deduzidas anteriormente ou de axiomas.

Na literatura, entretanto, ha diversas outras formas de se apresentar um sistema légico.

As mais comuns sdo: via deducéo natural, via tableaux ou via calculo de sequentes.

A deducdo natural e o calculo de sequentes, também sdo conhecidos como sistemas de
Gentzen’, pois, Gerhard Gentzen (1909-1945) instigado por questdes sobre a consisténcia da
aritmética, desenvolveu o sistema denominado deducdo natural e, posteriormente, o sistema

denominado célculo de sequentes.

O método de tableaux sera utilizado aqui para fazer uma nova apresentacdo da LPP,
agora via tableaux. O leitor pode estar se fazendo a seguinte pergunta: Se a LPP ja foi apre-

sentada no sistema hilbertiano, por que apresenta-la em tableaux?

Os tableaux permitem a construcdo de contra-exemplos, como apontam Buchsbaum e
Pequeno (1990, p.81):

Além da sua [0 método dos tableaux] utilidade na prova de teoremas, a forma exaustiva e
sistematica com que o espaco de construcdo de modelos é percorrido faz do método dos
tableaux um valioso instrumento na determinacdo de resultados negativos em calculos de-
cidiveis (ou fragmentos decidiveis de calculos indecidiveis). Nesses casos, a falha na tenta-
tiva de refutagdo de —a (ou alguma variante dessa expresséo de acordo com a generaliza-
¢do aqui introduzida) pode ser efetivamente decidida ap6s um ndmero finito de passos.
Uma tal falha indica, na realidade, a impossibilidade dessa refutacdo, permitindo estabele-
cer que a ndo é teorema do calculo. Além disso, em decorréncia da tentativa infrutifera, um
contra-exemplo é construido (BUCHSBAUM; PEQUENO, 1990, p. 81).

Considere o problema de determinar se uma formula qualquer ¢ é ou ndo consequén-

cia de um dado conjunto de formulas I', ou seja, se I' — ¢. Em teorias proposicionais, utili-

zando o método dos tableaux, usualmente, conseguimos dar uma resposta a esta questdo, seja

" Gentzen (1969).
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ela positiva (I' = ¢) ou negativa (I" # ¢). Ja utilizando o método hilbertiano isso nem sempre

é possivel.

E ainda, 0 método dos tableaux responde ao problema acima de modo “mais rgpido”
se comparado ao metodo hilbertiano, pois, na demonstracdo de I" - ¢, segundo 0 método dos

tableaux, devem ocorrer apenas subformulas de —.

Em virtude destas vantagens, no proximo capitulo, a légica proposiciona para “pou-

cos’ serd apresentada via tableaux.
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4 A LOGICA PROPOSICIONAL PARA POUCOS EM TABLEAUX

4.1  Origens do método de tableaux

O método dos tableaux € um método de prova baseado em refutagdo, isto é, na busca
por contra-exemplos. A sua origem foi influenciada pelos trabalhos de Gerhard Gentzen em
relacdo a deducdo natural.

A andlise feita por Gentzen em relagdo ao calculo de predicados por meio da deducao
natural influenciou outros desenvolvimentos em ldgica, um deles foi a reformulagdo dada por
Beth ao sistema de deducdo natural de Gentzen, por um sistema de tableaux semanticos
(Gentzen, 1969, p. 7).

Esse novo método é baseado na construcdo de contra-exemplos e satisfaz o principio
da subformula de Gentzen (Gentzen, 1969, p. 7). Os sistemas de provas de Gentzen eram ca-
racterizados por admitirem esse principio, ou seja, se uma férmula ¢ é demonstravel, entdo ¢
tem uma demonstracdo em que ocorrem apenas subformulas de .

Segundo Fitting (1999, p. 13), a motivacdo de Gentzen, ao desenvolver os sistemas de
deducédo natural e de calculo de sequentes, foi 0 desenvolvimento de uma teoria da prova. Ele
ndo estava preocupado em tentar estabelecer a corregdo e a completude de seus sistemas, mas
em mostrar a equivaléncia entre eles. Beth, ao contrario de Gentzen, foi motivado por con-
ceitos semanticos e em 1955, introduziu os chamados tableaux semanticos.

Os trabalhos de Beth e de Hintikka sobre tableaux ocorreram simultaneamente. Como
é dito em Fitting (1999, p. 17), o primeiro artigo de Hintikka apareceu em 1955, no mesmo
ano em que apareceu o artigo de Beth. Entretanto, semelhante a Beth e diferente de Gentzen,
Hintikka foi motivado por interesses semanticos. Hintikka defende que a idéia oculta na prova
de ¢ é que se a tentativa sistematica de construir um modelo em que —¢ é verdadeira falhar,
entdo o é valida.

Beth e Hintikka, ambos, contribuiram para o desenvolvimento dos tableaux. Beth pro-
pds uma representacdo grafica por tableaux, enquanto Hintikka usou uma estrutura de arvores
com conjuntos de formulas em nés. Entretanto, essas duas formas de se apresentar o sistema
de tableaux eram demasiadamente complicadas e trabalhosas.

Ainda Fitting (1999, p. 19), afirma que um requisito essencial no desenvolvimento
dos tableaux foi a exigéncia de uma notacao simplificada. Exigéncia essa alcangada, indepen-

dentemente, por duas pessoas: Zbigniew Lis e Raymond Smullyan.
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Lis publicou suas idéias em 1960, mas devido ao grande abismo fixado entre o oci-
dente e o oriente da Europa, elas ndo se tornaram conhecidas. As idéias de Lis foram posteri-
ormente redescobertas por Smullyan, culminando com a publicacéo de seu livro First-Order
Logic em 1968. Foi com esse completo trabalho de Smullyan que os tableaux se tornaram
bastante conhecidos e o trabalho de Lis sO voltou a receber atencdo nos ultimos anos (Fit-
ting,1999, p. 19).

Smullyan chamou sua versdo de tableaux de “tableaux analiticos”. Ele utiliza os
tableaux como base de um tratamento geral para a légica classica, incluindo, também, uma

analise das possiveis variacfes das demonstraces de completude (Fitting, 1999, p. 20).

4.2 Alogica proposicional classica em tableaux

4.2.1 Sintaxe

A linguagem do calculo proposicional cléssico sera denotada por “L”.

Definicéo 4.2.1.1: O alfabeto da linguagem L apresentada aqui é formado por:
i) Conectivos: —, v, A, >

ii) Variaveis proposicionais (ou apenas variaveis): p1, P2, Ps; .-, Pns ---

i) Sinais de pontuacao: (, )

O simbolo “b” sera utilizado para denotar os conectivos bin&rios. v, A € — e 0 sim-

bolo “c” sera utilizado paraindicar o conectivo unario: —.

Definigdo 4.2.1.2: A nogdo de formula é dada por meio das seguintes regras:
i) Toda variavel proposicional ¢ uma formula;

i) Se @ é uma férmula, ce € uma formula;

iii) Se ¢ e y sao formulas, (¢ b ) é formula;

iv) O conjunto de todas as férmulas € gerado apenas pelas condicgdes (i), (ii) e (iii) acima.

Definicéo 4.2.1.3: A nocdo de subformula imediata é dada pelas condi¢cdes abaixo:

i) Variaveis proposicionais ndo tém subférmulas imediatas.
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i) co tem apenas ¢ como subférmula imediata.

iii) A formula (o b y) tem apenas ¢ e y como subférmulas imediatas.

Definicédo 4.2.1.4: A nocao de subférmula é implicitamente definida pelas regras:
i) Se @ é uma subférmula imediata de y ou se ¢ coincide com y, entdo ¢ é uma subformula
de .

ii) Se ¢ é uma subférmula de y e y é subformula de v, entdo ¢ € uma subférmula de y.

O simbolo “<>”, que representa a bicondicional, é introduzido por: ¢ <> v =pr (¢ —

V) A (y = ¢).

Nota: o simbolo “=p¢” significa que o termo da esquerda esta sendo definido pelo termo da

direita.

Definicdo 4.2.1.5: O grau de uma férmula ¢, isto é, o nUmero de conectivos l6gicos que ocor-
rem em o, é dado pelas condicdes a seguir:

i) Se ¢ é uma varidvel proposicional, entdo ¢ tem grau O;

ii) Se @ tem grau n, entdo ce tem grau n+1;

Iii) Se @ tem grau n; e y tem grau ny, entdo (¢ b y) tem grau n; + np + 1,

Definicao 4.2.1.6: A complexidade de uma formula ¢ é dada pelas condigdes a seguir:

i) Se ¢ é uma varidvel proposicional, entdo ¢ tem complexidade 1;

ii) Se @ tem complexidade n, entdo ce tem complexidade n+1;

iii) Se @ tem complexidade n; e y tem complexidade n,, entdo (¢ b ) tem complexidade n; +

n,+1;

4.2.2 Semantica

Definicdo 4.2.2.1: Seja T" um conjunto qualquer de formulas de L. Uma valoragéo v é uma

funcéo que associa a cada formula ¢ € " um elemento v(o) € {0, 1}.
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O valor v(¢) de ¢ sob v é chamado de valor de verdade de ¢ sob v. Se v(¢) = 1, entdo

diz-se que ¢ é verdadeira sob v; e se v(¢) = 0, entdo diz-se que ¢ € falsa sob v.

Definigdo 4.2.2.2: Seja I' um conjunto de todas as formulas de L. Uma valoragédo booleana v
é uma valoracdo tal que para quaisquer ¢ e y em I' as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

i) Uma férmula —¢ recebe o valor 1 se ¢ recebe o valor 0, e recebe 0 se ¢ recebe o valor 1.

i) Uma férmula ¢ A y recebe o valor 1 se ¢ e y recebem, ambas, o valor 1, caso contrario, ¢
Ay recebe o valor 0.

iii) Uma formula ¢ v y recebe o valor 1 se pelo menos uma das duas, ¢ ou v, recebe o valor
1, caso contrario, ¢ v y recebe o valor 0.

iv) Uma formula ¢ —  recebe o valor 0 se ¢ e y recebem, respectivamente, os valores 1 e 0,

caso contrario, @ —  recebe o valor 1.

Definigdo 4.2.2.3: Por uma interpretacdo de uma formula ¢ entende-se uma atribuicdo de

valores de verdade a todas as variaveis que ocorrem em .

Definicédo 4.2.2.4: Uma formula ¢ de L é uma tautologia se ela é verdadeira em todas as valo-

racdes booleanas de T'.

Definicéo 4.2.2.5: Uma formula ¢ é satisfativel se, e somente se, ¢ é verdadeira em pelo me-

nos uma valoragéo booleana.

Definigdo 4.2.2.6: Um conjunto I" de férmulas é dito satisfativel se, e somente se existe pelo
menos uma valoragdo booleana na qual cada elemento de I'" € verdadeiro. Se isso ocorre, entdo

a valoracdo satisfaz I.

Definigdo 4.2.2.7: Um conjunto T" implica logicamente uma férmula ¢ (também diz-se que ¢
é logicamente implicada por I" ou que ¢ é consequéncia logica de I'), se ¢ € verdadeira em

toda valoracdo booleana que satisfaz I'.
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Em particular uma formula y € logicamente implicada por uma férmula ¢ se v é logi-
camente implicada pelo conjunto {¢}, ou seja, se y € verdadeira em toda valoracdo booleana

na qual ¢ € verdadeira.

Definicao 4.2.2.8: Uma formula ¢ é logicamente equivalente a uma formula y se, e somente

se ¢ e y sdo verdadeiras nas mesmas valoragcfes booleanas.

4.2.3 Tableaux analiticos

O método dos tableaux analiticos é baseado em refutacdo, isto é, para verificar a vali-
dade de uma formula ¢ em um sistema l0gico, se constroi um tableau para a negagéo da for-
mula em questdo, ou seja, para —¢ e, entdo, utilizando uma estrutura que se assemelha a uma
arvore, aplica-se regras do sistema de tableau. O objetivo desse método é encontrar modelos
contraditdrios para a negacdo da formula testada, —¢. Quando o objetivo é alcancado, pode-se
concluir que a hipdtese —¢ € falsa e, portanto, a formula original ¢ é verdadeira. Entretanto,
se apos a utilizacdo de todas as regras possiveis ndo é obtida uma contradicdo, significa que

existe uma valoracao que torna —¢ verdadeira e, portanto, ¢ falsa.

O sistema de tableaux apresentado para o calculo proposicional classico neste capitulo

estd de acordo com o livro Logica de Primeira Ordem de Raymond Smullyan (2009).

Agora serdo apresentadas algumas defini¢des importantes e necessarias a defini¢do de

arvore ordenada diadica.

Definicédo 4.2.3.1: Uma arvore ndo ordenada T é uma estrutura (I, L, R), tal que:

1) I" representa um conjunto de elementos {o1, @2, ®3,..., P} chamados pontos.

if) L ¢ uma fungéo que associa a cada ponto ¢, um inteiro positivo L(¢) chamado nivel de ¢.
iii) R é uma relacéo definida em T, na qual se ¢ R v, entdo ¢ é chamado antecessor de y e
é chamado sucessor de ¢. Essa relagdo deve obedecer as seguintes condigdes:

C1: H& um Unico ponto ¢, de nivel 1, chamado origem da arvore.

C,: Todos os pontos de I", menos a origem (a origem ndo tém antecessor), tem um unico ante-

Cessor.
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Cs: Para quaisquer pontos ¢ € , se y € um sucessor de ¢, entdo L(y) = L(¢) + 1.

Definicédo 4.2.3.2: Se um ponto tem exatamente um sucessor é chamado de ponto simples e se

um ponto possui mais que um sucessor € chamado de ponto de juncéo.

Definigdo 4.2.3.3: Um ponto final é um ponto que ndo possui pontos sucessores.

Definicdo 4.2.3.4: Uma &rvore ordenada € uma arvore ndo ordenada acrescida de uma fungéo
h que atribui a cada ponto de juncdo y uma sequéncia h(y) que ndo contém repeticdes, e cujo

conjunto de termos consiste em todos 0s sucessores de 7.

Definicédo 4.2.3.5: Uma arvore diadica € uma arvore ordenada em que cada ponto juncao tem

no maximo dois sucessores.

Definicédo 4.2.3.6: Uma férmula é dita do tipo o se puder ser escrita como uma conjuncao,
com componentes denominados oy € ap. As férmulas do tipo o e seus respectivos compo-

nentes séo apresentados na tabela abaixo:

PAY o |y

=(evvy) | =0 |-y

=(e—=>v)|o |-y

Proposicao 4.2.3.7: Em qualquer valoracéo booleana se v(o.;1)=1 e v(a2)= 1, entdo v(a)= 1.
Demonstracéo:

1° caso (o1 =@, a2 =y e a = @ A y): Por hipotese v(p) = 1 e v(y) = 1. Logo, por definicéo,
V(e Ay)=1.

2° caso (o ==, o = =y e o = —(¢ Vv y)): Por hipdtese v(—o) = 1 e v(—y) = 1, assim, por
definicdo, v(p) = 0 e v(y) = 0 e, entdo v(¢ v y) = 0. Portanto, também por definic¢éo, v(—(¢ v
v)=1.
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3°caso (o =@, o= —y e a = —(p — y)): Por hipbtese v(e) = 1 e v(—y) =1, assim, por de-
finicdo, v(p) =1 e v(y) =0 e, entdo v(e — ) = 0. Portanto, também por definicéo, v(—(¢ —
v)=1.

4° caso (on =@ = ap € a = ——@): Por hipdtese v(¢) = 1, logo por definigcdo, v(—¢) = 0 e

V(=) = 1. n

Definicdo 4.2.3.8: Uma formula é dita do tipo 3 se puder ser escrita como uma disjuncao,
com componentes denominados B e B,. As férmulas do tipo B e seus respectivos componen-

tes sdo apresentados na tabela abaixo:

B Br | B2
—(@AY) | =0 |~y

ovy o |y

o=V Py

Proposicao 4.2.3.9: Em qualquer valoracao booleana se v(B1)=1 ou v(j3,)= 1, entdo v(p)= 1.
Demonstracéo:

1° caso (Br =—@, B2=—y e B = —=(¢ A y)): Por hipbtese v(—¢) = 1 ou v(—wy) =1, assim, por
definicéo, v(p) = 0 ou v(y) = 0 e, entdo v(¢e A y) = 0. Portanto, também por definicéo, v(—(p
Ay)) =1

2°caso (B1 =, B2=w e B =0 v y): Por hipdtese v(¢p) =1 ou v(y) =1, logo, por definicdo,
V(e vy) =1

3°caso (B1 = —0, B2=w e B =@ — y): Por hipotese v(—o) = 1 ou v(y) = 1, assim, por defi-
nigéo, v(p) =0 ou v(y) =1e, entdo v(p - y) = 1. ]

A formula ——¢ é uma excec¢do, pois ela possui apenas um componente, assim ela
pode ser tanto uma férmula do tipo o quanto uma férmula do tipo 3, foi uma escolha arbitra-

ria classifica-la como uma formula do tipo o.

Definicdo 4.2.3.10: Seja v uma valoracao booleana e seja I" o conjunto de todas as férmulas
que sdo verdadeiras sob v. O conjunto I'" é dito saturado (ou conjunto-verdade) se as seguintes

condicdes sdo satisfeitas:
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I) Para todo ¢, exatamente uma das duas, ¢ ou —¢, pertence a I'.
i) o pertence a I se, e somente se tanto a; como o, pertencem a I

iii) B pertence a I" se, e somente se pelo menos uma das duas 3; ou 32, pertence a I'.

Defini¢édo 4.2.3.11: Um ramo é qualquer conjunto finito ou infinito de pontos tal que:
i) A origem da arvore esta no ramo;

i) Cada termo do ramo, exceto (se houver) o Gltimo, é antecessor do proximo;

iii) Se a estd no ramo, entdo, também o e o, estdo no ramo;

iv) Se B esta no ramo, entdo, somente um dos dois 3; ou 3, estad no ramo.

Definicdo 4.2.3.12: Quando um ramo tem um numero finito de pontos um dltimo ponto do

ramo € o ponto final do ramo (da arvore) e esse ramo € finito.

Definicao 4.2.3.13: Quando um ramo tem um ndmero infinito de pontos é um ramo infinito.

Agora sera dada uma defini¢do precisa de tableau analitico. Para ndo causar confuséo
€ necessario ressaltar que por um tableau para uma formula ¢, entende-se um tableau que co-
meca com uma determinada formula ¢ e, para demonstrar que ¢ é uma tautologia, constroi-se

um tableau, ndo para a férmula ¢, mas para a sua negacdo —.

Defini¢édo 4.2.3.14: Um tableau analitico para uma formula ¢ € uma arvore ordenada diadica,
cujos pontos sdo foérmulas, e que € construida como se segue. Inicia-se colocando ¢ na ori-
gem. Supde-se que I ja € um tableau construido para ¢ e y € um ponto final. Entdo se pode
estender 3 por meio de uma das seguintes operacdes:

i) Se alguma férmula do tipo o ocorre no ramo 6,, (ramo que contém ), entdo se pode adici-
onar ou oy 0U o, COMO Unico sucessor de ;

if) Se alguma férmula do tipo 3 ocorre no ramo 6,, (ramo que contém ), entdo se pode si-

multaneamente adicionar 3; como sucessor da esquerda de y e B, como sucessor da direita de

V.



63

Os itens (i) e (ii) acima dizem respeito as regras para expansao dos ramos do tableau.
Estas podem ser definidas de acordo com os tipos de formulas. Para as férmulas do tipo a

tem-se a regra a. e para as formulas do tipo  tem-se aregrap.

Como as formulas do tipo o possuem comportamento conjuntivo, elas adicionam no-
vas formulas ao final do ramo. As férmulas desse tipo sdo representadas pela letra o. e quando

ocorre no ramo alguma formula do tipo a, serdo acrescentados no mesmo ramo as formulas

o1 € Ol
Regra a
a
(04
(o%} !
(0%] oy

As férmulas do tipo B possuem comportamento disjuntivo, elas bifurcam um ramo. As
férmulas desse tipo sdo representadas pela letra 3. Quando ocorrer no ramo alguma férmula
do tipo B, serdo acrescentadas as formulas 1 e B2, uma do lado da outra, no final do ramo e

cada uma sera a origem de um novo ramo.
Regra B!
P1 i P2 B, 8,

Para facilitar a aplicacdo das regras, elas serdo nomeadas como segue:

[RA]: _oay [R—V]: =(@vy) [R——]: =(o>w) [R—]: —o
0 - (0 ®
v -\ -\

[R=A]: _=(on [Rv]: VY [R—]: —
—¢ | =y o w -0 [ v
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Definicdo 4.2.3.15: Um tableau é chamado finitamente gerado se cada ponto tem apenas fi-
nitos sucessores. Um tableau é finito se € finitamente gerado e, em caso contréario, ele é infi-

nito.

Definicdo 4.2.3.16: Um ramo de tableau € fechado quando existem neste ramo pontos que

correspondam as formulas y e —y.

Defini¢do 4.2.3.17: Um tableau para uma determinada formula ¢ ¢é fechado quando todos os

seus ramos sao fechados.

Definicdo 4.2.3.18: Seja I' um conjunto de formulas de L. O conjunto T" é dito fechado
quando é possivel a construcdo de um tableau fechado para a conjuncdo das férmulas de T,

caso contrario I" é dito aberto.

Defini¢do 4.2.3.19: Seja T" um conjunto de formulas de L. Uma formula ¢ é consequéncia

I6gica de I' e denota-se tal fato por I' I ¢, quando I U {—¢} € um conjunto fechado de for-

mulas.

Definicéo 4.2.3.20: Uma demonstracéo por tableau da formula ¢ é um tableau fechado para

—@. Se uma férmula ¢ tem uma demonstragdo por tableau, entdo é dito que ¢ é demonstravel

por tableaux e denota-se tal fato por I-¢.

Para exemplificar o que é uma demonstracao utilizando o método dos tableaux, sera

demonstrado a seguir que: I- ((¢ > y) A (v = 7)) = (0 > y).

(D) (e > W) Ay —>7) > (@)
@) (e—>y)Aly—>71) [1,R-]
@) —(p—>v) [LR-]
@o—-v [2RA]
Gv—->v  [2,RA]
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©) ¢ [3R——]
(7) v [3, R——>]
(8) —¢ [4 R-] O v [4R-]
x (10) -y [5, R—] (11)y [5, R—]

X X

Definigdo 4.2.3.21: Um ramo 6 de um tableau estad completo se, para todo o que ocorre em 6,
tanto a; como a, ocorrem em 0, e para todo B que ocorre em 6, pelo menos um dos dois, 1

ou B, ocorre em 6.

Definicdo 4.2.3.22: Um tableau J é dito completado se todo ramo de I ou for fechado ou

estiver completo.

Defini¢do 4.2.3.23: Um tableau 3, é dito uma extensdo direta de J; se 3, for obtido a partir
de 31 por meio da aplicagédo de uma das operagdes abaixo:

i) Se alguma férmula do tipo o ocorre no ramo 0y, entdo se pode adicionar ou o1 OuU o

como Unico sucessor de Y;

ii) Se alguma formula do tipo  ocorre no ramo 6Oy, entdo se pode simultaneamente adicionar

[31 como sucessor da esquerda de Y e 3, como sucessor da direita de Y.

Teorema 4.2.3.24 (Monotonicidade): SeT' c AeTl I ¢, entdo A I ¢;

A demonstracdo dessa propriedade pode ser encontrada em (Carnielli; Coniglio;
Bianconi, 2006, p. 84).

Definicédo 4.2.3.25: Seja I um conjunto de formulas de L. O conjunto I" é dito inconsistente

por tableau se existe um tableau fechado paraT.
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4.2.4 Aldgica proposicional classica em tableaux

Os resultados a seguir tém por base os trabalhos de (Carnielli; Coniglio; Bianconi,
2006) e de (Matulovic, 2008).

Aqui se demonstra que o sistema de tableaux apresentado acima para a logica proposi-
cional cléssica é equivalente a uma das apresentacfes dessa mesma ldgica na forma
hilbertiana.

A forma hilbertiana mencionada é construida sobre a linguagem L(—, A, v, =, p1, P2,

...) com a axiomatica L, apresentada em Mendelson (1964, p. 40), juntamente com a regra de

inferéncia modus ponens, a saber: @, ¢ —> y — .

Teorema 4.2.4.1: Os conjuntos " U {¢} eT" U {—¢} S0 inconsistentes por tableau se, e so-
mente se o conjunto I' € inconsistente por tableau.

Demonstracao:

(<) Seo conjunto I" é inconsistente por tableau, entdo os conjuntosT" U {¢} eT" U {—¢} sd0
inconsistentes por tableau.

Como, por hipotese, T" é inconsistente por tableau, entdo, por definicdo, existe um
tableau fechado para I'. Pela propriedade da monotonicidade se existe um tableau fechado
paral’ eI’ c A, entdo existe um tableau fechado para A. Assim, quando A é um dos conjuntos
I'u{e} el' U {—0}, A admite uma tableau fechado. Portanto, os conjuntosI" U {¢} eI’ U

{—} sdo inconsistentes por tableau.

(=) SeosconjuntosT” U {o} el" U {—¢} sdo inconsistentes por tableau, entdo o conjunto I'
é inconsistente por tableau.

Demonstragéo por inducéo sobre a complexidade de ¢:

I. Afoérmula ¢ é atdbmica:

(i) Por hipbtese, o conjunto I" U {¢} é inconsistente por tableau, logo, por definicdo, existe
um tableau fechado paral” U {¢}. Como ¢ é atdmica, ndo é possivel aplicar qualquer regra a
¢ e, assim, o tableau fechado para I" € idéntico ao tableau fechado paral’ U {¢}. Assim, ou

existe um tableau fechado para I', ou pelas Definicdes 4.2.3.16 e 4.2.3.17, ¢ fecha todos os
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ramos abertos de I'. Se T" é fechado, entdo a demonstragdo esta terminada. Entretanto, se ¢
fecha todos os ramos abertos do tableau de I', pela Defini¢do 4.2.3.16, cada ramo aberto deve
conter —.
(ii) Por hipotese, o conjunto I U {—¢} também é inconsistente por tableau e, assim, existe
um tableau fechado paral’ U {—¢}. Como ¢ € atdmica, também ndo é possivel aplicar qual-
quer regra a —. Logo, pelo mesmo argumento do caso anterior, ou existe um tableau fechado
para I', ou —¢ fecha todos os seus ramos abertos. Isto nos permite concluir que se ndo existe
um tableau fechado para I', entdo todo ramo aberto de I" deve conter .

Desde que (i) e (ii) valem concomitantemente, entdo todo ramo aberto de T" contém
simultaneamente as formulas ¢ e —¢ e, portanto, existe um tableau fechado para I'. Logo, I

é inconsistente por tableau.

I. A formula ¢ é do tipo —:

(i) Por hipotese, o conjunto I U {—wy} € inconsistente por tableau e, por definicdo, existe um

tableau fechado paraI' U {—vy}:

1)r
(2) v

Como existe um tableau fechado para I' U {—wy}, entdo ou existe um tableau fechado para I
ou o tableau fecha com o acréscimo da formula —y. No segundo caso, conclui-se que
ocorre no tableau.

(ii) Por hipotese, o conjunto I U {——y} também & inconsistente por tableau. Assim, por de-

finicdo, existe um tableau fechado paraI" U {——y}:

()T
(2) =y
@ wv [2,R—]

X
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Como também existe um tableau fechado para T U {——wy}, entdo ou existe um tableau fe-
chado para T" ou o tableau fecha com o acréscimo da formula ——y. Logo, —y ocorre no
tableau.

De (i) e (ii) segue que y A—y ocorre no tableau de T, ou seja, ha um tableau fechado

paraI'. Portanto, I" é inconsistente por tableau.

1. Aférmula ¢ é do tipo y v y:

(i) Também por hipotese, o conjunto I' U {y v vy} é inconsistente por tableau e, como no

caso anterior, existe um tableau fechado paraT" U {y v 7}:

T
@) wvy
G v [2,RV] @y [2,RV]

X X

Como existe um tableau fechado para I' U {y v v}, entdo ou existe um tableau fechado para
I' ou o tableau fecha com o acréscimo da férmula y v y. Nesse Gltimo caso também € possi-
vel concluir que —y e —y ocorrem no tableau.

(i) Por hipotese, o conjunto ' U {—(y v y)} também € inconsistente por tableau e, assim,

existe um tableau fechado paraT" U {—(y v y)}:

Qr
(2) =(w vv)
(3) —v [2, R=V]
(4) =y [2,R=V]

X

Logo, ou existe um tableau fechado para " ou o tableau fecha com o acréscimo da
formula —(y v 7). Assim, y ocorre no tableau ou y ocorre no tableau.
De (i) e (ii), como (y A —y) ou (y A —7) ocorre no tableau de T', entdo hd um tableau

fechado para I e, portanto, I" € inconsistente por tableau.
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IV. Aférmula ¢ é do tipo y A y:

(i) Por hipotese o conjunto T" U {y A 7} € inconsistente por tableau e, portanto, existe um

tableau fechado para "' U {wy A v}

(1r
2w Ay
) v [2,RA]
4y [2,RA]

X

Assim, ou existe um tableau fechado para I" ou o tableau fecha com o acréscimo da férmula
(v Ay). Logo, —y ou —y ocorre no tableau.

(if) Também por hipédtese existe um tableau fechado paraT" U{— (v A y)}:

Q)T

(2) =(w A7y)
(3) —v [2, R—A] (4) =y [2, R=A]

X X

Nesse caso é possivel concluir que y e y ocorrem no tableau.
De (i) e (ii), como (y A—) ou (y A —y) ocorre no tableau de I', entdo h4 um tableau fechado

para " e, portanto, I é inconsistente por tableau.
V. Para o caso em que ¢ é do tipo y — y:
(i) Por hipdtese existe um tableau fechado paraT" U {y — v}:
r
@y -y

(3) v [2, R-] @)y [2,R-]

X X
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Assim, ou existe um tableau fechado para I" ou o tableau fecha com o acréscimo da férmula
v — 7. Logo, y e —vy ocorrem no tableau.

(ii) Por hipdtese também existe um tableau fechado paraT" u {—(y — y)}:

r
(2) (v =)
@) v [2R——]
(4) =y [2,R——]

X

Logo, —y ou y ocorre no tableau.
De (i) e (ii), como (yw A—wy) ou (y A—7) ocorre no tableau de I', entdo ha um tableau fechado

paraI e, portanto, I" é inconsistente por tableau.

Como todos os casos foram analisados. Tem-se que T" é inconsistente por tableau.

Os dois teoremas a seguir (Teorema 4.2.4.2 e Teorema 4.2.4.3) mostram a logica
proposicional classica em tableaux é equivalente a uma de suas versdes hilbertiana. Com isso
todos os resultados que sdo obtidos axiomaticamente podem ser obtidos também utilizando a
sua versdo tableaux. O teorema abaixo diz que se uma formula ¢ é obtida de I" pelo método

hilbertiano, entdo ela pode ser obtida de I', também via tableaux.

Teorema 4.2.4.2: Sel' - ¢, entdo I' I+ o.

Demonstracdo: A demonstracdo deste teorema € feita por inducdo sobre o comprimento da

deducdo de ¢ apartir deT".

Paran =1, a deducéo de ¢ apartir deI" tem apenas uma linha.
Nesse caso ha duas possibilidades:

I. ¢ € uma premissa ou
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ii. ¢ é um esquema de axioma de L
(i) Se ¢ é uma premissa da deducdo, entdo ¢ € I'. Logo € possivel escrever I' = A U {¢}. Para
verificar que A U {o} I o, pelas Defini¢bes 4.2.3.18 e 4.2.3.19, é preciso mostrar que existe

um tableau fechado para a conjuncéo das férmulas de A U {9} w {—¢}. Como ocorre no
caso classico, se A U {0} I~ ¢, entdo A I ¢ — ¢. Assim, basta construir um tableau fechado

para —=(p — @):

(1) A
(2) =(¢ — 0)

3 ¢ [2,R——]

4) —¢ [2,R—]

X

(if) Se ¢ é um esquema de axioma de L, para mostrar que I' I- ¢, segundo as Definigdes

4.2.3.18 e 4.2.3.19, deve-se verificar se existe um tableau fechado para a conjuncdo das for-
mulasdeI” U {—¢}. Como ¢ representa um esquema de axioma, entdo essa condi¢éo deve ser

verificada para todos os esquemas de axiomas de L.

Para 0 esquema de axioma Axy, tem-se, ¢1= (¢ — (v —0)):

(1T
(2) (e —>(v—9))
) ¢ [2, R——]
(4) =(y—9) [2 R—]
®) v [4, R——>]
(6) —¢[4, R——]

X

Para 0 esquema Axy, tem-se, 1= ((p = (v > 1)) > (o > v) = (9 —>1))):
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r
2) (> (y—>N) > (9> w) > (9—1))
B o—>(y—>21) [2 R——]
(4) =((p>v) > (p—>1) [2,R——]
B e—>v [4 R—]
(6) (¢ —>7) [4 R——]
(7) ¢ [6, R——]
(8) —v [6, R——]

(9) —¢ [3,R—-] (10 vy -7 [3,R-]
x (11) —o [5, R—>] 12) v [5, R-]
x (13) —y [10, R—>] | (14) v [10, R—]

Para 0 esquema de axioma Axs, tem-se, ¢1 = ((¢ A y) — 0):

@or
2) (e Av) > o)
B oAy [2 R——]
(4) —¢ [2,R——]
®) v [3,RA]
(6) 9 [3, RA]

X

Para 0 esquema de axioma AXg, tem-se, 1= ((¢ A ) — ):

or
2) (e A W) > )
B oAy [2 R——]
(4) —y [2, R——]
®) ¢ [3,RA]
(6) v [3, RA]

X



Para 0 esquema de axioma Axs, tem-se, p1= (0 — (v — (¢ A y))):

mr
(2) =(o— (y—=> (0 A )
3) ¢ [2,R—]
(4) =(v = (¢ A ) [2, R=—]
®) v [4 R—]
(6) —(9 A v) [4, RA]
(7) =¢ [6,R=n] | (8) =w[6, R—A]

X X

Para 0 esquema de axioma AXg, tem-se, p1= (¢ — (¢ Vv y)):

omr
2) (o= (ovv))
) ¢ [2 R——]
(4) =(ovy) [2 R——]
(5) ~v [4, RA]
(6) —¢ [4, RA]

X

Para 0 esquema de axioma Axz, tem-se, 1= (v — (o Vv V)):

@r
(2) ~(v = (ovv))
) v [2, R—=—]
(4) —(ovvy) [2,R—>]
(5) —¢ [4,RA]
(6) —w [4, RA]

X
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Para 0 esquema Axg, tem-se, p1= (9 >A) > ((y —>A) > (o v y) —>A))):

r
2 (p—=>1)—=>((v—>1) =>((ovv)—>1N))
3 o—A [2, R——>]
4) =((y—>1) > (evv)—>1) [2, R——]
(5) y >[4, R=—>]
6) =((pvv)—>1) [4, R——]
(Mo vyl[6 R->]
(8) —v [6, R——]

(9) =¢ [3,R-] (10) v [3, R—]
(11) =y [5, R—] (12)y [5,R-] x
(13) ¢ [7,RV] (14) y [7,RV] x

Para 0 esquema de axioma AXg, tem-se, 1= ((p > v) = ((0 > =) = —0)):

@or
2) (o> w) > (9= —y) > =)
B o—-v [2,R-]
(4) (> =y) > =9) [2 R——]
() ¢ > vy [4 R——]
(6) —(—9) [4, R——]
(7) ¢ [6, R——]
(8) —¢ [3,R—] 9 v [3,R—>]

x (10) —¢ [5, R—] (11) =y [5, R—]

X X

Para 0 esquema de axioma Axyg, tem-se, ¢1= ((—(—¢)) = 9):
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r
(2) =((=(=9))—>0)
(3) =(=9) [2, R——]
(4) —¢ [2,R——]
®) ¢ [3,R——]

X

Sgaoy, ..., n+1 = @ Umadeducgdo de ¢ apartir deT.
Supondo que o resultado é valido para n, isto €, para toda deduc&o I' - ¢ em n passos.

Deve-se verificar que o resultado vale para uma dedugdo em n+1 passos.

Hipotese de Inducéo: I I- @ paratodo i <n.

Hatrés possibilidades de se ter ¢,+1 @m um passo n+1 da dedugdo de ¢ apartir deT":
i. ¢n+1 € UMa premissa ou
ii. On+1 € UM esquema de axioma de L ou

iii. on+1 é deduzida a partir de alguma regra de inferéncia de L

No caso de ocorrer (i) ou (ii), a demonstracdo € a mesma feita para verificar a base da
inducdo (n = 1). No caso de ocorrer (iii), é preciso analisar a Unica regra de inferéncia de L.:

a
MP: a—f

B

Considera-se que na deducdo de ¢ apartirdel’, i =y eg; = y—¢, parai, j < ne

¢n+1 = ¢@. COmo y e y — ¢ tém comprimento de demonstragdo menor ou igual a n, entéo, pela

hipotese de inducéo, é possivel afirmar quel - y el I y— .

Dai segue que:
I. [ -y <' T A —y é fechado por tableau <2 I’ A —y é inconsistente por tableau

<> T A =y A—@ é inconsistente por tableau.
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i. T I yoe o'l A -(y—>¢) é fechado por tableau <% I' A —(y—>¢) 6

inconsistente por tableau <* I' A —(—y v @) é inconsistente por tableau <* T A
v A =@ é inconsistente por tableau.

Justificando as passagens realizadas acima:

1. Pelas Definicdes 4.2.3.18 € 4.2.3.19
2. Pela Definicdo 4.2.3.25
3. Pelo Teorema 4.2.3.24 (da monotonicidade)

4. Equivaléncia classica

Assim, verificamos que I’ A —y A —@ €' A y A —@ S80 inconsistentes por tableau.

Através do Teorema 4.2.4.1, tem-se que I" A —¢ € inconsistente por tableau. Pelas Definices

4.2.3.25,4.2.3.18 e 4.2.3.19, tem-sequeT I~ ¢.

Esses resultados permitem concluir queseT” - ¢, entdo I I+ . [

A demonstracdo do teorema seguinte, que completard a demonstracdo da equivaléncia
entre a logica proposicional classica apresentada via tableaux com uma de suas versdes axio-
matica, tem por base as demonstracdes de (Silvestrini, 2005, p. 118) e de (Castro, 2004, p.
239).

Castro (2004, p. 239) para demonstrar seu teorema (4.3.3)%, entre outras coisas, utili-
zou o principio de reducdo ao absurdo (RAA) que é frequentemente usado na logica proposi-
cional classica para demonstrar a validade de um argumento. Esse método consiste em admitir
a negacdo da conclusdo como uma nova premissa e, entdo utilizando a regra de inferéncia e 0s
axiomas do calculo proposicional classico, encontrar uma contradicao.

Segundo Silvestrini, (2005, p. 116) se ha para uma determinada férmula uma demons-
tracdo por tableaux, entdo € possivel construir uma prova por reducdo ao absurdo no sistema
hilbertiano se, e somente se as condi¢bes de inicializacdo e fechamento do sistema de
tableaux sdo validas também nas provas por reducdo ao absurdo no sistema hilbertiano e as

regras de expansdo do sistema de tableaux também podem ser deduzidas no sistema

8O teorema (4.3.3) de Castro (2004, p.235) diz o seguinte: “SeT" Ftnpen S, entdo I' ¢, S”, sendo que TNDCn é
uma hierarquia de sistemas de tableaux para a légica paraconsistente e Cn é um sistema axiomatico para a logica
paraconsistente. Com este teorema, Castro mostra uma parte da equivaléncia entre os sistemas TNDCn e Cn.
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hilbertiano.

Intuitivamente, em uma deducéo por tableaux apds elencar as condi¢des de inicializa-
¢cao, soO é possivel expandir o tableau por meio da aplicacdo das regras de inferéncia.

Em uma deducdo genérica, ndo é possivel saber qual regra seré aplicada, mas como o
sistema tem um numero finito de regras, se é possivel obter todas as regras do sistema de
tableaux pelo método de reducdo ao absurdo e as condigdes de inicializacdo e fechamento dos
dois métodos sdo as mesmas, entdo se uma determinada formula tem uma demonstracdo por
tableaux, é possivel construir para ela uma demonstracdo por reducdo ao absurdo no sistema
hilbertiano.

Assim, pelo teorema seguinte se uma formula ¢ é obtida de T via sistema de tableaux,

entdo ¢, também € obtida de I" pelo método hilbertiano.

Teorema 4.2.4.3: Sel' I g, entédo I - ¢.

Demonstracao: Ha dois casos a serem analisados:

I. e eTlou

ii. oel

(1) Se¢ € I', segue de modo direto que T - o.

(ii) Se ¢ ¢ T, entdo € obtida por meio da aplicacdo das regras de expansdo do sistema de

tableaux.

Nesse caso, segundo Silvestrini (2005, p. 116), ha duas condicdes a serem garantidas:

a) As condicGes de inicializacdo e fechamento de J s&o condigdes validas no método

de reducéo ao absurdo no sistema L.

b) Todas as regras de expansao de J séo dedutiveis em L.

(@) Nos dois casos iniciamos uma deducéo de ¢ a partir de I', admitindo como premissa —¢ e

concluimos a deducéo ao encontrar uma contradicéo classica.



78

(b) Nesse caso € necessario verificar que todas as regras do sistema de tableaux J sdo obtidas

em L pelo método de reducéo ao absurdo.

A regra (R—V) € uma deducdo validaem L: —=(¢ v y) = =@ A =y

—(o v v)
—(=p A=)
=P A =Y

(=0 A =) = (=(=0 A =) A (=9 A =)
—(=0 A =W) A (=9 A )
—Q A=Y

A regra (R——) é uma deducéo validaem L: —(¢ — y) = ¢ A =y

1. —(¢ —>v)

2. =(enr—wy)

3. —(=evy)

4. —— P A Y

5. (== A =y) > =0

6. (=0 A —y) > =y

7. ——

8. —\y

9. ——p —> P

10. [0)

11 o> (v —>(pA—y))

12. <y > (pAr—)

13. QoA Y

14, (@A =y) > (@ A—y) = (=(0 A —y) A (@ A —W)))
15 (e A=) = (—(o A =y) A (0 A —y))
16. (e A=) A (9 A—Y)

17. ¢ A=Y

1
2
3
4. A0 A=y) > (0 A=) > (=0 A=) A (=0 A —Y)))  AXs
5
6
7

p.
p.p.
De Morgan em 1

MPem2e4
MPem3eb5
RAAde2a6

p.
P-p.

Equivaléncia classica em 1

De Morgan em 3
AXs

AXqy
MPem4e5
MPem4e6
AXig
MPem7e9
AXs

MPem 10e 11
MPem8e 12
AXs
MPem2e 14
MPem 13 e 15
RAAde2al6



Aregra (RA) € uma deducéo validaemL: o Ay =@ Ay

1. oAy p.

2. =(envy) p-p.

3. (@A) = (=0 Ay) = (0 Ay) A =9 AW))) AXs

4. —(@ A ) = (9 A W) A =(o AW)) MPemle3
5. (@A W) A=(p AW) MPem2e4
6. OAVY RAAde2a5

A regra (Rv) € uma deducdo validaemL: o vy =@ v vy

1. PV p.

2. =(evvy) p-p.

3. (e vy) = (=(evy) > (o vy)A=(evy) AXs

4. =(@ v y) > (¢ v v)A=(o V) MPem1le3
5. (@vv)A=(pVvy) MPem2e4
6. oVVY RAAde2a5

A regra (R—) é uma deducdo validaemL: ¢ >y —¢ vy

¢—v p.
—(=¢ v V) p.p.
—Q VY Equivaléncia classica em 1

(=0 v ) = (=0 v y) A =(=0 v y)) MPem3e4

1

2

3

4. o vy) > (=0 vy) > (e vy)A=(=0Vvy))  AXs

5

6 (=0 vV yY) A =(—0 Vv v) MPem2e5
7

A RAAde2a6

A regra (R —A) tem uma deducéo validaem L: —(¢ A y) = =@ v —y

1 —(pAy) p.

2. (=0 v —y) p.p.

3. ——(Q A V) De Morgan em 2
4. —=(ery) > (0Ay) Axig

o. QAVY MPem3e4

6. =@ AY) > (9 Aw) > (=0 AY) A (9 AW))) AXs
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7. (@ AY) = (=0 AW) A (9 AY) MPem1le6
8. —(eAY) A (P AVY) MPem5e7
9. —Q Vv =\ RAAde2a8

A regra (R—) € uma deducdo validaem L: ——¢ + ¢

1. ——Q p.

2. =9 p-p.

3. ¢ (=9 (=9 A=) AXxs

4, —¢ = (@ A —0) MPem1le3

5. ——(p A = MPem2e4

6. 0] RAAde2a5
Esses resultados nos levam aconcluir queser I- ¢, entdo I' - o. [

Portanto, pelos Teoremas 4.2.4.2 e 4.2.4.3, este trabalho estabelece a equivaléncia en-
tre a légica proposicional classica em um sistema hilbertiano e a légica proposicional classica

em um sistema de tableaux.

4.3 A logica proposicional para “poucos’ em tableaux

A logica proposicional para “poucos’ em tableaux terd o acréscimo de um novo opera-
dor “®” alinguagem L(—, v, A, —) da logica proposicional classica. Esse novo operador €

um operador unario do tipo “c”, assim, ele satisfaz todas as defini¢bes feitas na Secdo 4.2.1

para 0 operador do tipo “c”.

Definicdo 4.3.1: A ldgica proposicional para “poucos’ em um sistema de “tableaux”
(LPP7), de linguagem Lp(—, v, A, —, ®) € definida por meio do acréscimo das seguintes

regras as regras do tipo o
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Rp1: ®L
L
Rp»: ®@T
L
Rps: —(®@0 >®Vy) Sose aplicase It v > Lel- y— o
1L

Ao se deparar com uma formula do tipo —(®p — ®y) o tableau devera aplicar

primeiro a regra (Rp3) e a regra (R——) so devera ser aplicada na impossibilidade de se aplicar

aregra (Rps).

Repa: (@@ > Oy) A (Oy — ®9)) S6 se aplica se I-(p — y)A(Y — )
il

As demais defini¢Oes da Secdo 4.2.3, com excegdo da Definicdo 4.2.3.7 (pois ela foi
estendida através da Definicdo 4.3.1 acima) continuam as mesmas e, portanto todas validas
para o sistema de tableaux LPPr.

Algumas deducgdes no sistema LPP+:

a) F-®L1
Lr
B)e®L [2,R—]

(4) L [3.Re]

X

b) ' ®(evy)— ®

Q)T

(2) —(e(p vy) > @9)



(3) L [2, Res]*

X

* Para aplicar Rp3 € preciso verificarse - ¢ — Lesel- ¢ — (¢ v y):

@ — L
1) (e > 1)
(2) ¢ [1, R——]
(3) =L [1, R——]

Tableau aberto

Fo— (o vy
(1) (e = (0 v v)
(2) ¢ [1, R——>]
3) (¢ v y) [1, R——]
(4) =0 [3, R—v]
(5) ~y [3, R—V]

X

C) I'-®@p—> @A)

Q)T

(2) (@9 > ®(p A v))
(3) L [2, Res]*

X

* Para aplicar Rps € preciso verificarse i o Ay —> Lesel- ¢ Ay — o:

oAy — L1
1) —(ery—>1)
(2) o Ay [2,R——]
(3) =L [2, R—=—>]
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(4) ¢[2, RA]

(5) v [2,RA]
Tableau aberto

Qo AY—> 0@

1) =( (e A ) > ¢)
(2) o Ay [1, R—>]
) —¢ [1, R——]

(4) ¢ [2, RA]

®) v [2,RA]

X

Nota: Uma variante do resultado acima é: T I ®p — ®(¢ A —Q)

)T
(2) =(®@0 - ®(p A —9))
(3) —@(pAr—9) [2, R——]

(4) @ [2, =]

Tableau aberto.

* Para aplicar Rps é preciso verificar se It ¢ A —@ — L :

(1) —(pAr—=0— 1)
(2) o A= [2, R——]
(3) =L [2, R——]

Tableau fechado.

Portanto, ndo podemos aplicar a regra Rps no tableau construido para I' U {—(®@¢ — ®(p A

—))}. Logo, este tableau seré aberto e, consequentemente, I' I¥ ® ¢ — ®(p A —).
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d) '--—-®T

Qr
2) —eT
3) ®T [2, R—]

(4) L [3, Reo]

X

Teorema 4.3.2: Os conjuntosT" U {¢} eT" U {—¢} sdo inconsistentes por tableau < o con-

junto I" é inconsistente por tableau.

Demonstracdo: A demonstracdo desse teorema ja foi feita na Secdo 4.2.4 para a parte classica

da légica proposicional para “poucos’. Assim, ela serd apenas estendida para o operador ®.

(=) SeosconjuntosT" U {9} eI U {—¢} sdo inconsistentes por tableau, entdo o conjunto I"

é inconsistente por tableau.

Demonstracgéo por inducdo sobre a complexidade de ¢:

Se a férmula ¢ € do tipo ®y:
(i) Por hipotese, o conjunto I' U {®y} € inconsistente por tableau. Assim, por definicéo,

existe um tableau fechado paral’ U {®vy}:

QT

(2) oy

X

Como existe um tableau fechado paral’ U {®y}, entdo ou existe um tableau fechado
para I" ou o tableau fecha com o acréscimo da formula ® . No segundo caso, conclui-se que

— @\ ocorre no tableau.
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(if) Por hipttese, o conjunto I' U {—®y} também € inconsistente por tableau. Assim, por

definicéo, existe um tableau fechado paral’ U {—®y}:

Q)T

(2) ~oy

X

Como também existe um tableau fechado para I' U {—®y}, entdo ou existe um
tableau fechado para I" ou o tableau fecha com o acréscimo da formula —®y. Logo, ——®y

ocorre no tableau, isto é, ®y ocorre no tableau.

De (i) e (ii) segue que T" é fechado, pois —=®y A ®y ocorre no tableau de T" ou hd um

tableau fechado para I' independente destas formulas.

Portanto, I é inconsistente por tableau. [

O teorema seguinte mostra que todos os teoremas que podem ser obtidos na LPP em

no sistema hilbertiano, também podem ser obtidos no sistema LPPr.

Teorema4.3.3: Sel' - g, entdo I I .

Demonstracdo: A demonstracdo deste teorema, também foi feita na Se¢éo 4.2.4 para a parte

classica da logica proposicional para “poucos’. Assim, a demonstracdo, por inducdo sobre o

comprimento da deducdo de ¢ a partir de T", seré estendida para o operador ®.

Seja ¢ um esquema de axioma da | 6gica proposicional para “poucos’. Devemos verifi-

car que existe um tableau fechado paral” U {—o}.

O axioma Axp; da LPP representa os axiomas da l6gica proposicional classica que ja

foram verificados na Secéo 4.2.4 deste trabalho.
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Para 0 esquema de axioma Axp, da LPP, tem-se, p;=®1 <> 1. Como @1 <& | <

(L - 1) A (L — ®1), construiremos um tableau fechado para —=((® L — 1) A (L > ®1)):

QT

) ~((®L = 1) A (L - ®1))

(3) =(®L — 1) [2, R—n]
() ®L [3, R=—]
(6) =L [3, R——]

(7) L[5, Re1]

X

(4) (L > ®1)[2, R—A]
8) L [4,R——]

(9) —@Ll [4, R——]

X

Para 0 esquema de axioma Axpz da LPP, tem-se, 1= @ T <> L. Como @T & L &

(T > 1) A (L —> ®T), construiremos um tableau fechado para =((® T — L) A (L > T)):

r

2)—-((eT >LA(lL—>eT))

) —(®@T = 1) [2,R=A]
5)e®T [3,R——]

(6) ~L [3, R——>]
(7) L [5 Re]

X

(4) (L —> ®T)[2, R=A]
8) L [4, R——]

(9 —e@T [4, R——]

X

Hipdtese de Inducdo: I' - ¢; = T I+ ¢;, para todo i < n.

Como jafoi visto no caso classico, as trés possibilidades para ¢n+1 €m um passo n+1

da deducéo de ¢ a partir deI" sdo:
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i. ¢n+1 € UMa premissa ou
ii. on+1 € UM esquema de axioma da LPP ou

iii. ¢n+1 é deduzida a partir de alguma regra da LPP.

Para (i) e (ii), a demonstracdo é a mesma feita anteriormente para verificar a base da
inducdo. Para o caso (iii), é preciso analisar as duas regras ainda ndo avaliadas que séo

exclusivas da LPP;

Ri: Fo— vy
Fo—> 1
Hoy—> @0

H& uma deducdo em que @n.1=FQ > W, on=H @ > L € Pps1 = FOY > @@. AsSim

I'-e—>wyel It ¢ — L. Pelahipbtese de inducdo, hd um tableau fechado I U {—(¢ — )}

e ndo fecha qualquer tableau para T" U {—(¢ — 1)}.

Logo, € preciso mostrar que I' I- ®y — ®¢. Para isso sera construido o tableau de "
U{-(eoy > @)}

@r

2) ~(eoy > ©9)
(3) L [2, Reg]*

X

*Por hipotese de inducdo I' - ¢ > y e I' ¥ @ — L, logo € possivel aplicar a regra Rps ha

linha 2 e, assim, o tableau construido paraI’ U {—~(®y — ®¢)} fecha.

Ro: Foowvy
H @p << @y

H& uma dedugdo emque phn=Fo > Yy e P =F ©®p < ®y. AssimT IF ¢ <> y e,
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pela hipdtese de inducéo, ha um tableau fechado paral”' U {—( ¢ <> y)}.

Agora € preciso mostrar que o tableau para I' U {—(®¢ <> ®y)} também fecha.

Como, @9 <> Oy < (@9 > @y) A (@y — ®@), entdo serd construido o tableau de ' U

{-((®@0 —» @y) A (Oy — @9))}:

r

(2) =((@9p > ®y) A (Oy —> @9))
(3) L [2, Rea]*

X

*Podemos aplicar a Rp4 na linha 2, pois, por hipotese de inducdo ha um tableau fechado para

I- @ <> . Assim concluimos que ha um tableau fechado paraI" U {—=(®¢ <> ®y)}.

Com esses resultados concluimosque seT” - o, entdo I I ¢. [

Teorema4.3.4: Sel' - g, entédo I - o.

Demonstracdo: A demonstracdo desse teorema sera estendida para o operador @, pois ja foi

feita na Secdo 4.2.4, para a parte classica da LPPr.

Para cada regra de LPP+ sera obtida na LPP uma correspondente deducdo usando uma
reducdo ao absurdo (RAA), ou seja, uma deducéo indireta.

A regra (Rpz) tem uma dedugéo valida na LPP: @ L - L:



A regra (Rpz) tem uma dedugdo validana LPP: ® T + L:

©l e L
(@L—>)A(L—>el)
©L—>1

@1

1

®©T

-1

©T & L
@T-o>LA(lL—>eT)
©T > 1

—@®T

©@T A—@®T

1
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AXp
CPCem3
CPCem4
CPCem2e5

CPCemleb
RAAde2a7

p.
P-p.

AXp3
CPCem3
CPCem4
CPCem2e5

CPCemleb
RAAde2a7

A regra (Rp3) tem uma dedugdo valida na LPP: -y — L, =y — ¢, =(@0 > @y) = L

1.

6.
7.

Fy—>1

Fy—oo

—(®9 > @)

-1

@p—> oy

—(®0 > oY) A (@0 > ®V)
1

p.
p.

p.

p.p.
Riemle?2

CPCem3e5
RAAde4 a6

A regra (Rps) tem uma deducdo vélida na LPP: (¢ — w) A (v — ), =((®9 — ®y) A (@y

- ©0)) = L.
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L Fe->valy—0) p.

2. —((®0 —> oy) A (oY > @0)) p.

3. -1 p.p.

4. Foeovy CPCem1

S. Fepeo> oy Ro,em 4

6. —(®0p & @ovy) CPCem?2

7. (@0 © oY) A =(®9 <> V) CPCemb5eb

8. 1 RAAde3a7
Com esses resultados, temos que seT IF ¢, entdo I' - . [

Portanto, pelos Teoremas 4.3.3 e 4.3.4, este trabalho estabelece a equivaléncia entre 0s
sistemas LPP e LPPr.

Como os sistemas LPP e LPPt sdo equivalentes, entdo os mesmos resultados obtidos
na ldgica proposicional para “poucos” na versdo hilbertiana, também podem ser obtidos na

|6gica proposicional para“poucos’ em sua versao tableaux e vice-versa.
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CONSIDERACOES FINAIS

O que sdo poucos? Quantos elementos sdo necessarios a certo conjunto para que seja
possivel dizer que este conjunto possui poucos elementos?

Claramente, para responder a tais questdes € necessario definir em qual universo de
discurso elas estdo sendo abordadas. Entretanto, apesar da dependéncia que o conceito de
“poucos’ parece ter de um contexto, é possivel estabelecer algumas propriedades universais
(isto €, validas em qualquer universo de discurso) para o conceito de “poucos’.

Por exemplo, na afirmacéo “Na sala ha poucas criancas’, apesar de ndo ser possivel
saber quantas criancas ha na sala e nem quantas criancas seriam necessarias para encher a
sala, é possivel dizer que existe alguém na sala. Também parece razoavel dizer que a sala ndo
esta cheia (ndo esta com todas as criancas que caberiam na sala).

Em termos conjuntistas, parece legitimo concluir trés propriedades fundamentais asso-
ciadas a no¢do intuitiva de “poucos’ que independem do contexto. S&o elas: “ Se um conjunto
tem poucos elementos, entdo ele ndo é vazio”, “O universo de discurso ndo possui poucos
elementos’ e “se um conjunto A tem poucos elementos, entdo um conjunto B contido em A e
ndo vazio também tem poucos elementos”.

Tais nogOes intuitivas deram suporte aos elementos algébricos necessarios para a for-
malizagdo da nogdo de “poucos’ permitindo o desenvolvimento de uma agebra para “pou-
cos’ e também de uma logica para tratar do termo “poucos’ em ambiente proposicional, a
I6gica proposicional para “poucos’.

O tratamento formal do termo “poucos’ também pode ser feito em um ambiente quan-
tificacional, e ha vantagens e desvantagens nas duas abordagens (quantificacional e proposi-
cional). O calculo quantificacional é preferivel ao proposicional em termos de linguagem, ja
que tem maior poder de expressdo, podendo, consequentemente, formalizar mais sentencas da
linguagem natural. Por outro lado, ele é menos adequado em termos computacionais devido a
sua nédo decidibilidade.

A decidibilidade é uma importante propriedade dos sistemas dedutivos. Para que um
sistema légico seja decidivel deve existir um algoritmo que torne possivel verificar, para
qualquer formula, se ela é ou ndo um teorema desse sistema. Os calculos proposicionais, em
geral, sdo decidiveis e, desse modo, sdo computacionalmente mais eficientes, ao passo que 0s

sistemas quantificacionais néo o sao.
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N&o da para dizer qual ambiente é o melhor (quantificacional ou proposicional), isso
vai depender do objetivo do trabalho. Por exemplo, se o objetivo for a formalizacdo de sen-
tencas da linguagem natural e uma discussédo mais profunda a respeito de quantificadores, o
ambiente quantificacional é o ideal. Neste trabalho, entretanto, foi preferivel, tratar de uma es-
trutura para “poucos’ em contexto proposicional o que tornou possivel a investigacao de ele-
mentos presentes na relagéo entre logica e algebra.

A lbgica proposicional para “poucos’ foi inicialmente apresentada aqui em uma ver-
sdo hilbertiana, na qual, para verificar se uma férmula é ou ndo um teorema do sistema, as
deducdes sdo feitas a partir de axiomas e regras de inferéncia. Posteriormente, ela foi apre-
sentada também em sistema de tableaux, composto apenas por regras.

Em geral, um sistema de tableaux é considerado eficiente, pois, na medida em que o
tableau € expandido, as formulas tém sua complexidade cada vez menor, até que nos ramos
restem apenas formulas atbmicas ou a negacdo de formulas atbmicas, as quais ndo poderdo
mais ser expandidas. Assim, observa-se que, em uma deducdo por tableaux, h4 um decrés-
cimo no grau de complexidade das férmulas. Ja para fazer uma dedugdo em um sistema
hilbertiano, é necessaria a colocacdo de axiomas 0 que torna a deducdo um pouco mais longa
e demorada se comparada a uma deducdo por tableaux.

Este trabalho também mostrou a equivaléncia entre estas duas versfes da logica pro-
posicional para “poucos’ (hilbertiana e tableaux). Isso significa que todas as deducdes obtidas
na versao hilbertiana da logica proposicional para “poucos’, também podem ser obtidas pelo
sistema de tableaux para a logica proposicional para “poucos’ e vice-versa. Essa equivaléncia
também permite concluir que a correcdo e a completude da Idgica proposicional para “pou-
cos’, propriedades demonstradas neste trabalho para a versao hilbertiana também sdo validas
para a l6gica proposicional para “poucos’ na versdo tableaux.

Além destes dois métodos dedutivos, ha ainda outros, como os dois sistemas dedutivos
de Gentzen (1969): o célculo de sequentes e a deducdo natural. Como sugestdo para um tra-
balho futuro coloca-se a questdo de apresentar a l6gica proposicional para “poucos’ em um
sistema de célculo de sequentes, em um sistema de deducdo natural e mostrar a equivaléncia
destes sistemas com a versdo hilbertiana da légica proposicional para “poucos’, assim como
Gentzen fez para seus sistemas de calculo de sequentes e de deducdo natural para a logica
proposicional classica.

Outras questdes que poderiam ser temas de trabalhos futuros sdo: Seria possivel de-
senvolver uma versdo proposicional de todas as demais Logicas Moduladas? Ou seja, seria

possivel apresentar novos sistemas logicos proposicionais desenvolvidos a partir da logica
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proposicional classica e acrescidos por um novo operador que resgata propriedades (algumas
delas) que os sistemas modulados contemplam no campo quantificacional? E posteriormente,
como seria 0 dual de tais sistemas? Seria sSimplesmente uma “dualizagéo trivial” ou proprie-
dades teriam que ser acrescidas ou eliminadas? Seria ainda possivel estabelecer uma hierar-
quia entre 0s novos operadores proposicionais, assim como Gracio (1999) estabeleceu para as
l6gicas moduladas?

Estas sdo apenas algumas das varias questdes que podem ser feitas a respeito dos te-

mas abordados aqui.
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