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��� P ∈ π� ����
��	�� 
�� ��� �
�� ������ x′//
←→
OA �

y′//
←→
OB� ����	���	�� P1 � ����������� ��

←→
OA ��	 y′ � P2 � ����������� ��

←→
OB ��	 x′�

������ ��������� �����	�� �� ������� �	��
���� 
� ���	
���
�� � � ������	��


�� xOy� ��	� ����� 
	� ������� ����� 
����� �� 
���� π � 
���� �� ��	���� ������

�� 	��� �
��

�� �� P1 
������� � ��	������
−→
OA� � �������� �� P  � ��	��� ���� xp = OP1! �� P1


������� � ��	������
−−→
OA′� �
���� � ��	������

−→
OA� � �������� �� P  � ��	���

���� xp = −OP1!
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−−→
OB� � �	
���
� �� P  � ��	��� ���� yp = OP2! �� P2
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−−→
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−−→
OB� � �������� �� P  � ��	���

���� yp = −OP2!
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�� �� P ��� �� ��	���� ����� xp � yp� "����	���� ��������� �� #��	�
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�� ��������� (xp, yp)!
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−→
OA �

−−→
OB �� ����� 
����� O�

���� O′ = (O′
1, O

′
2)� �� x′O′y′ 	 �� ������� 
����
 �
� ���������� ��������
������−−→

O′A′ �
−−→
O′B′� ��������� �� � �� ����
 ������
 ����

−→
OA �

−−→
OB� �����
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��� x′O′y′ �
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����
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� ��� �
�������� �� xOy�

���� P �� �
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���� 
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′
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′
2) �� P 

�

����#$
 �
 ������� ����������
 x′O′y′ �$
 ����� �
�

P ′
1 = P1 −O′

1, P ′
2 = P2 −O′

2.
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�� �
��
� A = (xa, ya) � B = (xb, yb) ��� ������� 
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�
��� �� 
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���� �� '��(�
��� �


���)����
 ���)����
 �� ���
������ AB*

d2 = (xb − xa)
2 + (yb − ya)

2.

+
�
 d2 ≥ 0� ��&���
� � ����)�
�� ����� 
� �
��
� A � B 

�
 ����


d(A,B) =
√
(xb − xa)2 + (yb − ya)2.
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���� ������	�� �� ������	���
 xOy�

���� �� ����
 ��� ���� ����
��� �� ������� r : x = x0 � �� ��	�� P = (xp, yp)�

������
 ����� �� ��� � �

��	�
� �	��� � ��	�� P � � ���� r ���� 
�� �	��	����� ���

d(P, r) = |x0 − xp|.

���� �� ����
 ��� ���� !��
"�	��� �� ������� r : y = y0 � �� ��	�� P (xp, yp)�

�	�������	�� �� #�
� �� � �

��	�
� �	��� P � r � ���� ��� d(P, r) = |y0 − yp|�
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���� P = (x0, y0) 
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������ r : ax+by+c = 0� ��	

a �= 0 �= b� ������	
 � ������ 
��� ��������	�� � ��������� 
���
 P 
 r� 
��	
���	
��


�
�
�	���	�� � 
������ �� �
�� s 

�

�������� � r 
������� 
�� P �

�
�
�	���	�� � ��
���
��
 ������� �
 r : y = −a
b
x− c

b
� �� �
��� mr = −a

b
� �
���

s 

�

�������� � r �
	�� ��
 ms =
b
a
�

�	� 
������ �
 s � y− y0 =
b
a
(x−x0) 
� �
�
� �� 
��� �� 
�������� �!
��	�� 
	

bx− ay + (ay0 − bx0) = 0�

"
��� 
	�� 
���� � ����
	� ���	��� 

��� 
����#
� ��� ���� �
���� 
����������

����	 � 
���� �
 ���
��
���� Q� �
 �����
�����

xq =
b2x0 − aby0 − ac

a2 + b2
, yq =

−abx0 + a2y0 − bc

a2 + b2
.

$����� �������	�� � ��������� d 
���
 P 
 Q%

d =
√

(xq − x0)2 + (yq − y0)2

=

√(
b2x0 − aby0 − ac

a2 + b2
− x0

)2

+

(
a2y0 − abx0 − bc

a2 + b2
− y0

)2

.

&������	�� � ''& 
 ��	�	�� �
�	�� �
	
�!���
�%

d =

√
(−aby0 − ac− a2x0)

2

(a2 + b2)2
+

(−abx0 − bc− b2y0)
2

(a2 + b2)2
.

(�������� (−a)2 �� 
��	
��� �
�	� �� ��	� 
 (−b)2 �� �
������ �)�
	��

d =

√
a2(ax0 + by0 + c)2

(a2 + b2)2
+

b2(ax0 + by0 + c)2

(a2 + b2)2

=

√
(a2 + b2)(ax0 + by0 + c)2

(a2 + b2)2
.

��	
�������� (a2 + b2) ������*	�� ��


d(P, r) =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
.
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X = (x, y)	 ���� ��


X,F1 +X,F2 = A,B.
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	��	�

 2c � ��
	����� ��	�� ���
 � a �� ������

���� 	�� ��� a > c� � ����� �����	���� E ��
 ���	�
 X 	��
 ��� d(X,F1)+d(X,F2) = 2a

������
� �������
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���
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 X = (x, y) ���
���� ) ������ ��� � �
���
� ��� d(X,F1) + d(X,F2) = 2a�

*
�
� X ���
���� � � ��� � �
���
� ��� d(X,F1) = 2a− d(X,F2)� 
� �����√
(x+ c)2 + y2 = 2a−

√
(x− c)2 + y2.
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a
√

(x− c)2 + y2 = a2 − cx.

+��"���
 �
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 �������
�

a2((x− c)2 + y2) = a4 − 2a2cx+ c2x2,

��� ����"��� �

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).

���� ������&��� ���� ���������� �����"��
� b =
√
a2 − c2� �� �,���
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��
�"
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�� a > c� � �������"��
� � ����!�
 �� %
���

b2x2 + a2y2 = a2b2
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� ���
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� �����
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� a2b2� �
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 ����

x2

a2
+

y2

b2
= 1. $-��	
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������ (x, y) �
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a2
+

y2

b2
= 1� 
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���� 
����� ������
 �� �&�
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 1 � ��	�� x2 ≤ a2 � y2 ≤ b2� �� 
�$
� 
 ����
�  

�� ���$��	� ����	
�� ��� �
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−a ≤ x ≤ a � −b ≤ y ≤ b� )�
�
����
 �

� ��	(�&��� �� �����
��� �����������

�
 ����
��

*� a > b ��������

x2 + y2

a2
=

x2

a2
+

y2

a2
≤ x2

a2
+

y2

b2
≤ x2 + y2

b2
.

+��� ���	� (x, y) �
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x2 + y2

a2
≤ 1 ≤ x2 + y2

b2

�� ���	
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b2 ≤ x2 + y2 ≤ a2,
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 �������� ��� E �
	' ���	��
 �
 ����
 ������
� �� �
��
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���� ���������� � ������ � �� ������

B1 � B2 �� 	
� � ��������� �� �������� 
���� ���������� � ������ ��� �������� ��

��������� �� ������ A1A2 � B1B2 ��� ���������������� � ��	
 ���
� ��� ������ 2a�

� � ��	
 ��

� ��� ������ 2b� �� �������
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"� ��
 ���
�� ��� ������ �� 
���� O′ = (x0, y0) � A1A2//����#x� ��
 ���
��� ��

���
��� 
� ������
 
�����
� x′O′y′  

(x′)2

a2
+

(y′)2

b2
= 1,
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���	� ��� 
 ��
���
��� 	� ������
 	� ����	��
	
� ����
 �
 ����� ���� ����
#��

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1.
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(x− x0)
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����� �
 ��
 ( b

a
)2 + ( c

a
)2 = 1& *����� �	 �
�

 

�! ��'��	�

�
 1 � ����� 

�! ��'��	� �
 0&

�
 ���
��
����

 #
���
 � �

�
��� �� #��	� �� 
���

 �
��	���
 � �
%��� 

	
� ����

��

�������
 �� 
��
���������
� �
 
���


 E 
 E′ 
�� 

	
� ���

 

� 
 
�	
��
 

�



a b c

a′ b′ c′

E1 E2

E1 E2

E1 E2 E

E1 E

E

E E1 E2

X = (x, y) E2 |x| ≤ a

|y| ≥ y0 P = (x, y0) y0 ≥ 0
x2

a2
+

y20
b2

= 1 y2 > y20
x2

a2
+

y2

b2
> 1

x

y < 0 |x| > a
x2

a2
> 1

E1

x2

a2
< 1

E :
x2

a2
+

y2

b2
= 1, E1 :

x2

a2
+

y2

b2
< 1, E2 :

x2

a2
+

y2

b2
> 1.
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� ��
���
�	
� a � c� ������� ��� �
��� �� ����� 
� ��� �
����

��	
��� 
� �
��
� F1 � F2� �
	
� �� ������� ����
� 	
� ���
� � ����� �� �
 �������� ����

	
� �� �
���� �������� �� 	
��
�����
 2a+2c � 	
�
����
 �� �
��� �
� ���
�� !�����
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����� �� #
� ��#
$
 �� ��� ������� � %�����	����� ����� ����
�����
 #�������� ��

�����$&
 �� ������' (� P � � �
��� �
 �"��� ���
�

d(P, F1) + d(P, F2) = (2a+ 2c)− 2c = 2a.

)� 
��

 ���
�
 ��
� 	
���
��
 � ������ x2

a2
+ y2

b2
= 1 #�������� �� �
��
�
���
��'

���� � ��������� (x
a
)2 + (y

b
)2 = 1 ��� � �
����� ��� ������ �� ���	
 t ∈ [0, 2π[ ��� ���

cos t =
x

a
� sen t =

y

b
� *
�
� P = (x, y) ��
���	� + ������� �� � �
����� ��� ������ t ��

[0, 2π[ ��� ��� ⎧⎨
⎩x = a cos t,

y = b sen t.

� ���
� ����
� �� ������	��
 ��
���
�	
 ��
� t � 
 ���
�
 �� 	
���
�$&
' ��
�

	��� t �� [0, 2π[� ��%�� P1 = (b cos t, b sen t) � P2 = (a cos t, a sen t)�

�
�
 d(P1, O) = b � d(P2, O) = a� 
 �
����

 ��
���	� + 	�
	����
,�	�� �� 	���

 O

� 
��
 b� � 
 ������
� + 	�
	����
,�	�� �� 	���

 O � 
��
 a� ��� �&
 �� 	�
	����
,�	���

������������ �� ������� � 
��� ��� 	
���� P2 � � ��
����� �
 ���
�y ����
	���� � 
���

��� 	
���� P1 � � ��
����� �
 ���
�x �
 �
��
 P = (a cos t, b sen t)� ��� ��
���	� +

�������



������ ���	�� 
� ��
������� ��

�� �����	
 ���� 	
��� �	� ����� � �	�����	 �� �	��	 �� ������


�� ����� �� ���� ��������������� �� �����	 O � ���	� a � b�

�� ����� ��� ��������� �� 	����� O � ������ P1 � P2�

�� �	� P2 ����� � �������� �	 ���	�y
 � �	� P1
 � �������� �	 ���	�x� � �	��	 ��

��������� 	 ������ ��������� � �� �	��	 �� �������

� ����	����	 � �������� �� ������ �� ����� 	 �	 ���	�x
 �	 ���	�y � ! 	�����
 �	�����

	
��� ���� � �	��	��
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����� F1� F2� ���	�� �
�	
�	�� � ��

������ �������� A1 � A2 ��	�� F1 � F2� 	�
� ���

F1A1 = F2A2� �������� ������ ����� ����� ����	��
� � ������	� ������� ��� 	����

�� ���	�� X = (x, y) 	�
� ���

|XF1 −XF2| = A1A2. �����

� � ����
����� �� ���	� B ��	�� A2 � F2�

 � ��� ��
� F1B � ���	�� �� F1 	��!���� � ����
>
"��

� � �
��� ��� � ��
� F1B � ��� ���	�� �� A1� ��	���
����� B1� ��

���� ���

F1, F2� 	�
 ��� |F1B − F2B1| = A1A2�

# � ��� ��
� A2B1 � ���	�� �� F2 	��!���� � ����
>
�$�

% � ��� 
�	�����!&�� ��� �����
>
"� �

>
�$ ����
��� �� ���	�� G � G1 ��� ��	
���'��

� ����!(��

� ���
������	� �������� �� ���	�� G2� � G3�

 #
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 ����� F1 � F2 ���	�
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 2c � ��
	����� ��	�� ���

 � a ��

������ ���� 	�� ��� 0 < a < c� � ����� �����	���� H ��
 ���	�
 X 	��
 ��� |d(X,F1)−
d(X,F2)| = 2a ������
� ��������	�

���	��

�� �� ������ F1 
 F2 ��� �� ��
���

�� � �
�

��� F1F2 � ���
�	� �������� ��
���

�� � ����� O � � 
������  !
 � ����� 
�	�� 	� �
�

��� F1F2�

	� � 

	�	� 2a � � 

	�	� 	� ���� �����
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	�	� 2b � � 
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 b =
√
c2 − a2�
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 F1 = (−c, 0) 
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�� ����� X = (x, y) �	
�	��	 � 
���
���	 �	� 	 ���	��	 �	� |d(X,F1)−d(X,F2)| = 2a�

����� X �	
�	��	 � H �	� 	 ���	��	 �	�

d(X,F1)− d(X,F2) = 2a, �	 X 	��� ���� �
����� �	 F2� ��

d(X,F1)− d(X,F2) = −2a, �	 X 	��� ���� �
����� �	 F1�

����� √
(x+ c)2 + y2 = ±2a+

√
(x− c)2 + y2.

��
� 	������
 �� 
�������� 	�	����� ����� �� �	��
�� �� ����
��� 	 
	��
������

cx− a2 = −a
√

(x− c)2 + y2.

 �	����� �� ����
��� 	 ��
������ �	�� �	����� �	! ��
� ���	


(c2 − a2)x2 − a2y2 = a2(c2 − a2).

"������ b =
√
c2 − a2 �	��� 	��#�

b2x2 − a2y2 = a2b2.

$�������� ����� �� �	��
�� �� ��������	 ����� ��
 a2b2� ������%��� ��	

x2

a2
− y2

b2
= 1, &'��(

��	 � ���
	���� ���� ������� ��	�
�	� 	� ��
�������

) 
	�*����� ��
���	
�!��� �	��� �	���������	� −a ≤ x ≤ a 	 −b ≤ y ≤ b �	
�

�
����� �	 ��������	 
����
����� �� 
���
���	� �	� ���� ��������� ��� 
	���

r1 : y = − b

a
x 	 r2 : y =

b

a
x

��	 
	�	�	� � ���	 �	 ������	��� �� 
���
���	 	 �#� �	 �
���	 ��������	 ��
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������� ���������� �������� � �
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����� ��� ��
��� �� ������ �� �
������� � � �
���y �������� �� ������ �� ��� �����

��� F1 = (0,−c) � F2 = (0, c) � �� �������	
���� � ����
��� ���� �� ��
���� �������

��� 
������� �� ����
� ����� x � y� �������� ���
� ����� ��
���� ���
���� �� ���

�
������� 

−x2

b2
+

y2

a2
= 1,

����� r1 : y = −a

b
x � r2 : y =

a

b
x ���� ����������!

"� ��� �
������� ��� ������ �� ����� O′ = (x0, y0) �
←−→
A1A2//�
���x� ��� ����
��

�� ����
�� �� �
����� ���
�
�� � 

(x′)2

a2
− (y′)2

b2
= 1.
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� ��
�
�� ������������� �� 	�	���� xOy ��

(x− x0)
2

a2
− (y − y0)

2

b2
= 1.

������������� 	� 
�� ��������� ��� ������ �� ����� O′ = (x0, y0) �
←−→
A1A2//�����y�

	
� ��
�
�� ������������� �� 	�	���� xOy ��

(y − y0)
2

a2
− (x− x0)

2

b2
= 1.
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��	 �� �		 �����	 ��� �	������ ����
�� ��� � !���� �� ���������" #		�	

�������
��	 	�� �����������	 ���� �$���� b
a
� �
� 	� �
��� ��%���� �� & ������ �
� �

���'��
�� !
��������� 	� �		������ � 
� �
������( )* � ����� �
��� ����� �
� 1 �


�
��� ��%���� �� 0 ������� �
� ��� � ���	 ��������"

�� ���������	 � ����
�� c2 = a2+b2 ��� a2� ����������	 ( c
a
)2 = 1+( b

a
)2 � ������	


����+�� � �$���� e = c
a
� ������� �� �����������	�� �� ���������� ���� ��������� ��

	
� !����� 	���� �
� e > 1" ,
���� e � �
��� ��%���� �� 1 � ���'��
�� !
���������

��� ���
�� �
��� ����� �
� � ��	�� ��������� �
� � ��������� ��� 	�
	 ����	 !������	

��	 �����������	 �� ������� � ������	� ����������" ,
���� e � �
��� ����� �
� 1

� ���'��
�� !
��������� ��� 	
� ���
�� �
��� ����� �
� � ��	�� ��������� �
� ��	

�����������	 �� ������� �	 ����	 �� ��������� �
�	� 	� ���!
���� ��� �	 ����	 ��

��
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��	 x = a � x = −a � ��� 	� �!�	�����"

-�� ���� .+���	 ���� � ����	�� �
�	 ���������	 	�� 	���������	 	�� � 	������ 	��

	
�	 ��������������	 	�� ��
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H H0 H1 H2 H

H1 ∪H2

H0 H

H
x2

a2
− y2

b2
= 1 X = (x, y)

H P = (x0, y0) H0 X
x2
0

a2
− y2

b2
= 1 |x| < |x0| x2 < x2

0

x2

a2
− y2

b2
< 1

H1 ∪H2
x2

a2
− y2

b2
> 1

H1 x < 0 H2 x > 0

H :
x2

a2
− y2

b2
= 1, H0 :

x2

a2
− y2

b2
< 1, H1 ∪H2 :

x2

a2
− y2

b2
> 1.
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 �� ���
������� f 
 ������������ ��� ���� ������ �� ���
�������

h = f + 2a
 ���������� 
�� ��� ��� ������������ s �� �� ��� 
���� � 	� �� ��� ���

���� �� ����� ����� �� 
����� �� 	� ��� 	��� � ����� 
��� � � ����������� ����� ��

����� ��

 ������ � 
���� �� �!
�� ������ 
��� 
�
�� �������� � 	� ���
�� �������� 
���"

����� ����� �� ������ �� �� ��� ����� �� ��
������� #��� ����� �� ������ �� �����

����
 �������� � ����� �� 
��� F2 � 
����� � 	� � F1
 ��
 �� 
��$����
 ������� � ��������

�� ��
�������

%����	����� ���� ������ ����	����� ���
 ����� P �� 
���� �� ��
������


d(P, F1)− d(P, F2) = (h− d(A,P ))− (f − d(A,P )) = h− f = 2a.

&����� ������������� 
������ �������� �� ����'(�� 
����������� �� ��
������ � �


����� ������ )����	��� �� 
����� 
��� �������'�� �� 	�����

*� α � β ��� �+����� ����� ���� ��� α2 − β2 = 1 ,|α| ≥ 1- ������� ���
 �� α ≥ 1

������ �� +���� t �� ���������
]− π

2
, π
2

[
��� ��� sec t = α � tg t = β
 � ���
 �� α ≤ −1


������ �� +���� t �� ���������
]
π
2
, 3π

2

[
�����$������ �� ������ �����������

&��������� ����� $���� � $������ α = x
a
� β = y

b

 
������ �������� � ����'��

�������� �� ��
������ 
��� ������� �� ����'(��⎧⎨
⎩x = a sec t,

y = b tg t,

�� ��� t 
������� �
]− π

2
, π
2

[ ∪ ]
π
2
, 3π

2

[
� .��� ��� �� t 
������� �� 
������� ���������


����� x ≥ a � ������� � ���� H2 �� ��
������
 � �� t 
������� �� ����� ���������

������� � ���� H1
 
��� ����� ����
 ����� x ≤ a� / ����� )����	����� ���� �������


��� �������'�� �� ��
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d(X,F ) = d(X, r). �����

����� 
	��� ���� ������
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	��	 � r� � ������
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������ ��� �	
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>
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>
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�� � ��������� � �� a ��	 s ! � 
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H V

HF

P

P

4p

A B

V AB

p

P

P

F = (p, 0)

r : x = −p
X = (x, p) d(X, r) = |x − p| d(X,F ) =

√
(x− p)2 + y2 X

|x− p| = √
(x− p)2 + y2

|x− p|2 = (x− p)2 + y2,

x2 + 2px+ p2 = x2 − 2px+ y2,

y2 = 4px.
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 ���� ����	
� ����!��� �� ��� ��������� �
� ������� ������ � ��������� ���� ���

������ ���������� � �����
� V 
��� ���"�� � ��
������� �� ����� �� ���� ��� � #�
�

������	� �� ��������� ��"����� ��� ���
������ $���� ���
�� F = (−p, 0) � � �������!
��� ����	
� x− p = 0�

%� ����� X = (x, y) ������
� � �������� ��� � ������� ���

(d(X,F ))2 = (d(X, r))2,

��� � ����������� �

(x+ p)2 + y2 = |x− p|2.
&������������ � ������'
����� 
��� �������������� �����(

y2 = −4px.

)� V = (0, 0) � �� � #�
� ������
�� �� ��������� �������� ��� ���������� � ����	
�

����

x2 = 4py,

� �� V = (0, 0) � �� � #�
� ������
�� �� ��������� ��"����� ��� ���������� � ����	
�

����

x2 = −4py.
*������ ��� � �����
� �� ��� �������� �� �� ����� ��#������ �� ���"�� �� �������
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�� �� ��� �������� ��� �����
� �� ����� V = (x0, y0) � V F � ��������

�� �����x� ��� ����	
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� �� ������� x′V y′ �

(y′)2 = 4px′
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(y − y0)
2 = 4p(x− x0).
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� �
� ��	����� ��
 ��	���� �� ����� V = (x0, y0) � V F � ��	�����
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�� ������� �
 	������ �� 
�
��
� xOy �

(x− x0)
2 = 4p(y − y0).



a b c

p

AB AB

p AB

4p

P P1 P2 P

P1

P

P2 P

P2 P

y2 = 4px p > 0 X = (x, y) P2 x < 0

y2 > 4px x > 0 T = (x, y0)

X y20 < y2 y20 = 4px

y2 > 4px P2 y2 > 4px

P1 y2 < 4px

P : y2 = 4px, P1 : y
2 < 4px, P2 : y

2 > 4px.
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(� P � � ��	���� �� ���
� �� �'��	� ��
��)

d(P, F ) = f − d(P,N) = d(M,N)− d(P,N) = d(P,M) = d(P, r).
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 � ��
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��# d � �
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� r1 �������� $ d� � �
� ��	
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�	 ��
�	
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� �� ���	�� P2 � P ′
2� P3 � P ′

3� �	� �����	
�
��� �� ���	�� Pn

� P ′
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V Pn P ′
n n = 1, 2, 3, . . .
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