AVA
AVAVA¥  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u nesp " 4(LIO DE MESQUITA FILHO”

Campus de Sao José do Rio Preto

Monisse Postigo Alves

Boa colocacao da equacao quase-geostrofica em
LP-fraco

Sao José do Rio Preto
2015



Monisse Postigo Alves

Boa colocacao da equacao quase-geostrofica em LP-fraco

Dissertacao apresentada para obtencao do titulo de
Mestre em Matematica, area de Equagoes Diferenciais
Parciais, junto ao Programa de Pds Graduacao em
Matematica do Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias
Exatas da Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, Campus Sao José do Rio Preto.

Orientador: Prof*. Dr®. Juliana Conceicdo Precioso
Pereira

Sdo José do Rio Preto
2015



Alves, Monisse Postigo.

Boa Colocagdo da equagdo quase-geostréfica em LP-fraco / Monisse
Postigo Alves. - Sdo José do Rio Preto, 2015

70 f.: il.

Orientador: Juliana Conceigao Precioso Pereira
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista ”Jilio de
Mesquita Filho”, Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas

1. Matematica. 2. Equagoes diferenciais parciais. 3. Espagos de
interpolagdo. 4. Lorentz, Espacos de I. Pereira, Juliana Conceigao
Precioso. II. Universidade Estadual Paulista ”Julio de Mesquita Filho”.
Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas. III. Titulo.

CDU - 517.944

Ficha catalogréfica elaborada pela Biblioteca do IBILCE
UNESP Campus de Sdo José do Rio Preto




Monisse Postigo Alves

Boa colocacao da equacao quase-geostrofica em LP-fraco

Dissertacao apresentada para obtencao do titulo de
Mestre em Matematica, area de Equagoes Diferenciais
Parciais, junto ao Programa de Pds Graduacao em
Matematica do Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias
Exatas da Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, Campus Sao José do Rio Preto.

BANCA EXAMINADORA

Prof*. Dr®. Juliana Conceigao Precioso Pereira
Professor Assistente Doutor 11
UNESP - Sao José do Rio Preto

Orientador

Prof*. Dr?. Josiane Cristina de Oliveira Faria
Professora Adjunta
UEM - Maringa

Prof. Dr. Sérgio Leandro Nascimento Neves
Professor Assistente Doutor
UNESP - Sao José do Rio Preto

Sao José do Rio Preto, 11 de fevereiro de 2015.



Dedico a meu anjo de todos os dias, minha mae Amélia.



Agradecimentos

Primeiramente, agradeco a Deus pela for¢a e sabedoria depositada em mim.

A minha mae Amélia, nao s6 dedico este trabalho, mas também toda minha
vida. Foi ela que, através do seu incentivo aos meus estudos e ao constante trabalho
e apoio que sempre dedicou a mim, permitiu que eu completasse mais esta etapa da
minha vida. Nao héa palavras que eu possa dizer que expressem o quanto sou grata
a esta mulher, por isso, simplesmente digo muito obrigada por tudo.

Ao meu pai Geraldino, agradeco pelo constante apoio dado. Também agradeco a
minha irma Luciana que tanto me auxiliou nesses 6 anos de faculdade. Com certeza
ela é uma referéncia de que todo esse trabalho académico é gratificante.

Um agradecimento mais que especial para a turma de amigos mais faminta que
ja vi, os Gordinhos: Pedro, Luiz, Pereira, Giane, Rafa e Ana. A faculdade jamais
teria graca sem eles, muito obrigado pelos étimos momentos de descontragao que
passamos juntos e aos saborosos lanches da tarde. A meu namorado Luiz, agradeco
pela companhia, compreensao, carinho e as altas risadas.

Agradeco a minha orientadora Prof®. Juliana Precioso pela ajuda na elaboracao
desta dissertacao e, principalmente pelo tempo dedicado a minha orientacao desde
o finalzinho da minha graduagao até o mestrado.

Aos meus amigos desde a graduagao, Pedro e Giane, agradego pela companhia,
amizade, as lista de exercicios emprestadas (hahahaha) e as cantorias antes das
provas. Nao poderia deixar de agradecer também, aos meus lindos, felpudos e
amados bichanos: Xeide e Tininha.

Finalmente, agradego a CAPES pelo auxilio financeiro.



“Ninguém € tao ignorante que nao tenha algo a ensinar. Ninguém é tao sabio que nao tenha
algo a aprender.”

(Blaise Pascal)



Resumo

Neste trabalho, abordaremos o problema de boa-colocacao para o problema de
valor inicial para a equagao quase-geostrofica dissipativa. Mostraremos a existéncia

de solucao branda global, quando o dado inicial 6, pertence ao espago L7 -fraco
e tem norma suficientemente pequena.

Palavras-chave: Equacao quase-geostréfica, Boa-colocagao, LP- fraco, Espagos de
Lorentz.
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Abstract

In this work, we discuss the well-posedness of the initial value problem for the
dissipative quasi-geostrophic equations. We show the existence of mild solution,

when the initial data 6, belong to weak L5 space with a sufficiently small norm.

Keywords: Quasi-geostrophic equation, Well-posedness, Weak-L?, Lorentz spaces.
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Introducao

Neste trabalho, abordaremos um modelo simplificado para as equacoes de Navier-Stokes,
em dimensao dois, a chamada equagdo quase-geostrofica dissipativa (2DQG). O problema de
Cauchy para 2DQG ¢é dado por:

a0
_— . — v — 2
8t+u VO+ k(—A)0=0 , xR t>0 | (1)

0(z,0) = by , ©€R?

com k> 0e~vye(0,1].
As fungoes 0 = 0(t,x) e u = u(t, x) representam, respectivamente, a temperatura potencial
e o campo de velocidade no instante ¢t > 0 e na posicio x € R%. Além disso, u = (u1, us) tem
divergente nulo (V - u = 0) e é determinado, a partir de #, da seguinte forma:
oY O
= < —— | = (—R20, R10), (2)

0wy’ Oy

onde Ry é a k-transformada de Riesz e ¢ é uma funcao corrente dada por
b= (-A) 0.

Denotamos o operador que acopla a velocidade com a temperatura por Rf = u. O operador
(—A)7 é definido por
((=A) ) (&) = €l f (&),

onde f denota a transformada de Fourier de f.

Por simplicidade, neste trabalho vamos tomar x = 1 e considerar apenas o caso

1
- <y<lLl
2 P)/

O principal resultado apresentado nesta dissertacao, baseado no artigo [4], é o teorema de

existéncia e unicidade de solugao branda global para o sistema (I)-(2)), quando o dado inicial



0y possui norma suficientemente pequena e pertence ao espago L5-1- fraco.

Esta dissertacao estda organizada em trés capitulos e a seguir faremos uma descricao do
conteido de cada um deles.

No capitulo 1, apresentamos conceitos preliminares que servirao de base para a teoria
que queremos estudar nos capitulos posteriores. Comecaremos relembrando brevemente a
definicao de espacos LP e algumas de suas propriedades, como a desigualdade de Minkowski
e a desigualdade de Holder. Em seguida, definimos o conceito de funcao distribuicao e
demonstramos alguns resultados e propriedades. Tal funcao sera importante para definir os
espacos LP-fraco e a funcao rearranjo.

Logo apéds, definimos os espagos LP-fraco e provamos que tais espagos contém os espagos
L? . Na secao seguinte, definimos a convergéncia em medida e apresentamos alguns resultados
que serao utilizados na secao [2.1} para provar que o espago de Lorentz LP? é Banach. Em
continuagao, apresentamos a defini¢ao da funcao rearranjo e propriedades envolvendo tal funcao.

Para finalizar o primeiro capitulo, definimos a funcao duplo rearranjo com auxilio da fungao
rearranjo e, demonstramos algumas propriedades e resultados envolvendo tal func¢ao, como por
exemplo a Proposigao [I.6.2] que nos d4 uma estimativa para o duplo rearranjo da convolugao
entre duas funcoes mensuraveis. Tal proposicao sera 1til na demonstracao da desigualdade de
Young generalizada na secao [2.2]

No capitulo 2, comecamos definindo os espagos de Lorentz LP? e sua seminorma que envolve
a funcao rearranjo. E, mostramos também que os espacos LP-fraco e LP sao casos particulares
dos espacos de Lorentz. Em continuacao, com auxilio da funcao duplo rearranjo, definimos
uma norma para o espaco de Lorentz e mostramos que ela é equivalente a seminorma definida
anteriormente. Além disso, apresentamos alguns resultados envolvendo tal norma, como o Lema
de Calderén e a completude dos espagos de Lorentz.

Na secao seguinte, abordamos dois importantes resultados para este trabalho, as
desigualdades de Young e Holder generalizadas, que serao utilizadas na demonstragao dos
resultados centrais dessa dissertagao (Teoremas e . Em seguida, introduzimos
o conceito e apresentamos resultados da teoria da interpolagao, nos restringindo apenas ao
k-método. Apresentamos também o Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz, que servira
para provar que a k-transformada de Riesz é continua nos espagos LP-fraco (secao [2.4)).

Terminamos o segundo capitulo, definindo a k-transformada de Riesz e provando sua
continuidade nos espacos LP-fraco. Este resultado também serd importante na demonstracao
dos principais resultados desta dissertacao.

No capitulo 3, apresentamos novamente as equagoes quase-geostroficas dissipativas e, em
seguida, introduzimos espagos funcionais normados adequados para analisar o problema de
Cauchy para 2DQG e mostramos que as normas destes espagos sao tomadas de modo que elas
sejam invariantes pelo scaling.

Nas secoes seguintes, formalizamos o conceito de solugao branda para o sistema —



(Definicao e enunciamos os dois principais resultados deste trabalho, o primeiro garante
a existéncia e a unicidade de solucao para o problema em questao e o segundo a regularizagao da
solucao obtida no primeiro resultado. De fundamental importancia para a prova deste teorema é
o Lema Abstrato que é apresentado na sequéncia. Afim de aplicar o Lema Abstrato, estimamos
os termos nao linear e linear da equacgao e apresentamos resultados de convergéncia dos
mesmos. Tendo em maos essas ferramentas, concluimos o trabalho demonstrando o teorema de

existéncia e unicidade de solugao e o teorema de regularizacao.



CAPITULO

Preliminares

O objetivo deste capitulo é introduzir espagos de fungoes relevantes para o estudo de solugoes
do problema de Cauchy para a equacao quase-geostrofica dissipativa. Iremos fixar notacao e
apresentar resultados elementares que serao utilizados nos demais capitulos. Comecgaremos por

fixar X um espaco de medida e ;1 uma medida positiva em X, nao necessariamente finita.

1.1 Os espacos LF e LP-fraco

Para a conveniéncia do leitor, apresentaremos a defini¢ao, dos ja bem conhecidos, espagcos

LP. Para mais detalhes e propriedades desses espagos, veja, por exemplo, [1] e [7].

Definicao 1.1.1 Para 1 < p < oo, LP(X, ) denota o conjunto de todas fung¢des mensurdveis

em X tais que || f||Lr(x ) < 00, em que

[ fllze(x ) = (/X |fIP du)p :

Para p = 0o, L™ (X, 1) € o conjunto de todas fungoes mensurdveis em X tais que || f||roo(x,p) <

00, em que
£l = supess | = inf {B > 0: u({ar € X ¢ |(x)| > BY) = 0}.

Duas fungoes em LP(X, u) sdo consideradas iguais se elas s@o iguais q.t.p. A notagao LP(R")
é reservada para o espago LP(R",m), onde m denota a medida de Lebesgue n-dimensional. A
medida de Lebesgue em R" sera também denotada por dzr. Neste contexto e na auséncia de

ambiguidade, o espago LP(X, i) serd simplesmente denotado por L*.
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1.1 Os espagos LP e LP-fraco

Veremos agora um resultado conhecido como desigualdade de Minkowski, ou desigualdade

triangular. Para mais detalhes sobre sua demonstragao veja, por exemplo, [1].

Teorema 1.1.1 Se f e g pertencem a LP, p > 1, entdo f + g pertence a LP e

If +gllze < [ fllze + Nlgllze- (1.1)

Além disso, tem-se que ||f||z» = 0 entdo f = 0 (q.t.p.). Assim os espagos L sdo espagos
lineares normados para 1 < p < oo.
Para 0 < p < 1, a desigualdade (1.1)) é revertida quando f,g > 0. No entanto, (1.1 é

substituida por:
1-p
1f +gllze <277 (Ifllze + llgllzr), (1.2)

e assim, L é um espaco linear quase normado.
Para todo 0 < p < oo, toda sequéncia de Cauchy em LP é convergente e, portanto, o espaco
L? é completo. Consequentemente, os espacos LP sao espacos de Banach para 1 < p < oo.
Para o caso 0 < p < 1, conclui-se que os espacos L” sao quase Banach, ou seja, espacos quase
normados completos. Para mais detalhes sobre essa discussao veja, por exemplo, [1] e [7].
Para encerrar esta breve discussao sobre os espacos L, apresentaremos a desigualdade de

Holder, cuja demonstracao pode ser encontrada em [1]:

1 1

Teorema 1.1.2 Sejam f € LP e g € LY, em quep > 1 e — + — = 1. Entio, fg € L' e
p q

1fglle < 1fllzellgllze.

A desigualdade de Holder implica que o produto de uma fungao em LP com uma funcao em
L% é integravel quando p > 1 e ¢ satisfaz a relagdo — + — = 1, ou equivalentemente p + ¢ = pq.
Dois nimeros satisfazendo essa relacao sao ditos indices conjugados. Note que p = 2 é o tnico

indice auto-conjugado e que o produto de duas funcoes em L? é integréavel.

1.2 A funcao distribuicao
Definicao 1.2.1 Seja f uma funcao mensurdvel X. A fungdao distribuicao de f é a funcao \s

definida em [0, 00) por:
Ar(a) = p({x € X o [f(2)] > a}). (1.3)

Vale ressaltar que a funcao distribuigao, Ay, fornece informagao sobre o tamanho de f, mas
nao sobre o comportamento de f perto de qualquer ponto. Por exemplo, uma funcao em R" e
cada uma de suas translagoes tem a mesma fung¢ao distribuicao.

Alguns fatos importantes sobre a fungao distribuigao Ay serao apresentados a seguir:

Proposicao 1.2.1 Se f e g sdo fungoes mensurdveis em (X, ), entao para todo o, > 0,

temos:

13



1.2 A funcao distribuicao

1. A\ € nao crescente e continua a direita em [0, 00).
2. Se |fn| cresce para |f|, entdo Ay, cresce para Ay.

3. Selg| < |f| q.t.p., entdo Ay < Ay.
4. Aefla) = A (%), para todo ¢ € C\ {0}.

O, Aprgla=+B) < Ap(a) + Ag(B).

6. /\fg(()éﬁ) S /\f(OZ) + )\g(ﬁ)

Demonstracao: (1) Considere o conjunto E(a, f) = {z € X : |f(x)| > a}. Se a > [, entdo
para todo z € X, tal que |f(z)| > «, tem-se |f(z)| > f, implicando que E(«, f) C E(B, f).
Isto ¢, se a > 3, temos Af(ar) < Ap(B).

Portanto, Ay ¢ uma fungao nao crescente.

Provemos agora, que Ay é continua a direita. Fixe o € [0,00) e seja (€,)nen uma sequéncia
decrescente de nimeros reais convergindo para 0.

Observe que, para cada n € N, E(a + e,, f) C E(a+ €p41, f), Pois €441 < &4, OU seja,

(E (+en, f ))n N é uma sequéncia crescente de conjuntos. Além disso,

U E(e+en, f) = E(o, f). (1.4)

neN

De fato, como FE(a+¢,, f) C E(a, f), para todo n € N, tem-se U E(a+en, f) C E(a, f).

neN
Para verificar a inclusao contraria, seja x € E(«, f). Entdo, |f(z)| > «. Assim, existe ng € N

tal que |f(z)] > a+epy > @+ €pgi1, POIS Eny > Engi1-
Logo, © € E(a + €41, f), ou seja, © € U E(a + e,, f). Assim, a identidade ([1.4]) se

neN
verifica.

Agora, usando o fato que a sequéncia de conjuntos (E (+en, f )) é crescente, temos

neN

lim Ap(o+e,) = lim p(E(a+en, f))=p (U E(a+ ey, f)) = u(E(a, )= A(@),

n—o0
neN

ou seja, Ag é continua a direita em [0, 00).

(2) Seja (|f”|)neN uma sequéncia crescente que converge para |f|. Logo, |f.| < |f], para
todo n € N. Assim, dado a € [0,00) tem-se |f(x)| > |fu(x)] > «a, para todo = € E(a, f,), ou
seja, © € E(a, f). Logo, E(a, f,) C E(«a, f), para todo n € N e, portanto,

U E(e £.) € E(a, f).

neN

14



1.2 A funcao distribuicao

Agora, se v € E(a, f), entao |f(z)| > a. Como |f,| T |f], entdo existe ng € N tal que
[F ()] > [fuo(2)] = e, e assim, [f(2)] > [fag41(2)] > [fng(2)] = . Logo, x € E(a, fuy11) C

U E<05a fn>

neN
Portanto, E(a, f) C U E(a, f,), e assim concluimos que E(aq, f) = U E(a, fn)-

neN neN
Por outro lado, como | f, 1] > | fx|, para todo n € N, temos E(q, f,,) C E(a, fn11), ou seja,

(E(a, f"))neN é uma sequéncia crescente de conjuntos. Sendo assim, pela continuidade por

baixo das medidas, temos

lim Ay, (0) = Jim ju(E(a. £,) (UEafn)zu(Em,f)):Af(a).

Além disso, como E(a, f,) C E(q, fuy1) C -+ C E(q, f), entao

(B, f))< p(E(e, fus)) < - < p(E(e, £)),

isto é, )\fn T /\f.
(3) Seja |g| < |f] q.t.p., entdao existe um conjunto mensuravel N, com p(N) = 0 tal que
lg(x)| < |f(x)], para todo z € X \ N.

Observe que,

Ala) = p({z e X :|g(x)] > a})
= p({z e N:|g(@)| > a}) + p({zr € X\ N:[g(z)] > a}).

Como o conjunto {z € N : |g(x)| > a} C N e u(N) =0, tem-se u({x € N : |g(z)| > a}) =
0. Portanto,

A(@) = p({z € XA N = g(x)] > a}).
Analogamente, Af(a) = p({z € X \ N : |f(z)| > a}). Como |g(x)| < |f(z)|, para todo
r e X\N, tem-se {z € X\ N :|g(x)| >a} C{zre X\N:|f(x)] >a}. Logo, u({xr € X\ N :

l9(x)| > a} < p({z € X AN :[f(2)] > a}.
Portanto, A,(a) < Af(a).
(4) Para todo a € [0, 00), temos

Aepla) = p({z e X - ef(x)] > a})
= p({z € X :|d|f(z)] > a})

_ ({:c e X :|f(x) > 3}) , para todo ¢ € C\{0}

)

15



1.2 A funcao distribuicao

(5) Sex € E(a+ B, f + g), entdo

a+ B <[f(x)+g(@)| <|f(@)] +[g(x)]. (1.5)

o que contradiz (L.5). Portanto, z € (E(a, f)UE(B,9)), ouseja, E(a+ 8, f+g) C (E(a, f)U
E(B,9)).

Entao,

Assim, temos x € E(a, ) oux € E(B, g) pois, caso contrario, terfamos o > | f(z)| e 8 > |g(x)|,

uw(Ela+8,f+9)< n(Ela, YUE(B, )< n(E(a, f))+u(E(B, 9)).

Portanto, temos Ay g(a+ ) < Ap(a) + Ay (5).
(6) Se x € E(af, fg), entdo

aff <|f(x)g(x)] = |f(@)[lg(x)]- (1.6)

Assim, temos z € E(a, f) ouz € E(fB, g) pois, caso contrario, terfamos a > |f(x)| e 5 > |g(x)],
o que contradiz (L.6). Portanto, z € (E(a, f) U E(8,9)), ou seja, E(aB, fg) C (E(a, f) U
E(B,9)).

Entao,

u(E(aB, f9))< u(E(e, YU EB, 9))< u(E(a, f))+u(E(B, 9)).

Portanto, temos As,(af) < Ap(a) + Ay(B).
|

Exemplo 1.2.1 Seja f wuma funcdo positiva e simples (combinagio linear de fungoes

caracteristicas de conjuntos de medida finita), definida em X da sequinte forma:

n

i=1
onde os conjuntos E; = {x € X : f(x) = a;} sdo dois a dois disjuntos e ay > --+ > a, > 0.
Se a > ay, entdo A\p(o) = p({z € X : |f(x)] > a}) = 0. No entanto, se a; < o < a4,
entio {x € X : |f(x)] > a} = Ey, assim, A\f(a) = p(E1). Em geral, se a;p1 < a < a;, entdo
{re X |f(z)|>a}=EU---UE,;, assim, A\f(a) = pu(Ey) + - - + p(E;).

Definindo B; = Z w(E;), temos
j=1

n

)‘f(Oé) = Z BiX[ai+1,ai)(a)7

=0
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1.2 A funcao distribuicao

onde ag = o0 e By = a1 = 0.

A figura abaizo ilustra este exemplo quando n = 3.

f(@) Ap(a)
ay
as 33
as By
By
0 Es E3 Ey =z 0 ag a2 a1 «

3
Figura 1.1: Os graficos de uma funcio simples f = Z a;xg,; € de sua funcdo distribuigao As(a).

i=1

O conhecimento da funcao distribuicao Ay fornece informacgao suficiente para avaliar

precisamente a norma LP da funcao f. Vamos enunciar e provar a seguinte descricao da norma
L? em termos da funcao de distribuicao.

Proposicao 1.2.2 Para f em LP(X, ), 0 < p < 00, temos

17112, = p / a7 (a) do

Demonstragao: De fato, temos

p/o Ozp_l)\f<04)d04 = p/o ap_l/XX{oc:|f(:c)>a}duda/

|f ()|
= // pap_ldad,u
x Jo

= [ 1r@rds
X
= 171,

onde usamos o Teorema de Fubini na segunda igualdade.

[ |
Definiremos agora, um importante variante dos espacos L” que aparecem com frequéncia na
literatura.
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1.2 A funcao distribuicao

Definicao 1.2.2 Para 0 < p < o0, o espaco LP(X, p)-fraco € definido como o conjunto de

todas as funcoes f mensurdveis em X, tais que
1
| flI7e00 = sup @A p(a)r < . (1.7)
a>0

O espago L*°(X, u)-fraco € por defini¢cao L*(X, u).

O espaco LP(X,pu)-fraco serd denotado por LP*°(X,u) e duas fungoes em LP'™ serdo

consideradas iguais se elas sao iguais q.t.p.

Observagao 1.2.1 || - ||75.« ndo € uma norma, pois a propriedade da desigualdade triangular
nao € vdlida. Porém, || - ||]s € uma quase norma.

De fato, para qualquer constante k € C\ {0} temos

1
[l = sup o heg(a)?

o\ r
= sup ads | —
a0 f(w)

(6% «
= |klsup — I+ | —
Msup 1 f(|kz|)

= |k|sup BAf(B)?, onde =
350 k|

= k[ pee

B =

o

B =

onde usamos o z’tem da Proposicao (1.2.1) na sequnda igualdade.

SIS

IF +glline = supadr(o)

= s 0@

RS

a>0

< fomer (o) o2 ()]
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1.2 A funcao distribuicao

< {Sup al \y <2> +sup o Ay <2

a>0 a>0

= [2psup (a> )\f( >—|—2psup
a>0 \2 2 a>0

= 2 |sup P A\¢(B) +sup P )‘g(ﬁ)} ' , onde 3 = %

LB>0 B8>0

==

= 2 (Il + gl |

1

IN

2 [2 max{|| f|| e [|g] 7o ]

= 9 max{ [ 5 gl }
1 * *
< 25 (1 f e + 9l e )

onde usamos o z'tem da Proposi¢ao (1.2.1)) na terceira igualdade.
Agora, se ||f||1re =0, ou seja, se sup oz)\f(oz)% =0, temos oz)\f(oz)% =0, para todo o > 0,
a>0
pois A¢(a) > 0. Sendo assim, Af(a) = 0, para todo o > 0, isto €, f(x) =0 para todo x € X a
menos de um conjunto de medida nula. Portanto, f =0 q.t.p.

Sendo assim, mostramos que o espaco LP> € um espaco quase normado para 0 < p < oo.

O resultado a seguir pode ser encontrado em [6] (pg. 185), tal resultado sera ttil para

mostrar que os espagos LP-fracos sao maiores do que os espagos L usuais.

Proposicao 1.2.3 (Desigualdade de Chebyshev) Se f € LP(X, 1), com 0 < p < 0o, entdo para

qualquer o« > 0 tem-se

Fllee\’
e € X 1f@) > ap < (12
Proposigao 1.2.4 Para quaisquer 0 < p < oo e f em LP(X,pn), temos || f|jeoee < || f]Le-
Assim, LP(X, ) C LP>(X, p1).
Demonstragao: O resultado é uma consequéncia da desigualdade de Chebyshev (Proposicao
1.2.3)). De fato,

hSA

sup aAp(a)r < || fllee, ou seja, [[fl|zoee < [|f]lLe-

a>0

Portanto, LP(X, u) C LP™(X, ). |

A inclusao LP C LP* é estrita. De fato, em R com a medida de Lebesgue usual, considere

a funcao h(x) = |x|7% Sendo assim,

A(a) = m({x e R:|h(x)] > a})
= m({z€R: |z 7% >a))
= m({zx eR:|z| <a?})
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1.2 A funcao distribuicao

= m((=a™",a™"))

Entao,

||| 7000 = sUp 04)\;1(04)% = sup « (204’1”)% = 25 < oo.
a>0 a>0

Portanto, h € LP*°. Por outro lado,
P . <1
de = [ || dx =2 —dxr = 0.
R o T

_1
Il = [

Ou seja, h ¢ LP.

1.3 Convergencia em Medida

Nesta secao, definiremos os conceitos de convergéncia em medida e de Cauchy em medida

e, apresentaremos alguns resultados que serao tteis neste trabalho.

Definicao 1.3.1 Sejam f, f., n = 1,2,..., funcées mensurdveis sobre o espaco de medida
(X, pn). A sequéncia f, € dita convergente para f em medida, se para todo ¢ > 0, existe um

no € N tal que
n>ny=pu({zre X :|fulr)— flz)] >€}) <e (1.8)
Observacao 1.3.1 A definicao anterior € equivalente a sequinte afirmacao:
Para todo € > 0, nh—>r£10 p{x € X i |fulz) — f(x)| > €}) = 0. (1.9)

Claramente (1.9)) implica (1.8)). Para provar que (1.8|) implica em (1.9) tome um € > 0,
escolha 0 < 0 < € e aplique (L.8]) para este §. Entao existe um ng € N tal que

p{z € X [fulz) — f(2)] > 0}) <6,

para todo n > ng. Uma vez que

p{z € Xo[fo(z) = f(2)] > €}) < p({z € X - [fulz) — f(2)] > 0}),

concluimos que

iz € X : |fule) = f(2)] > €}) < 4,

para todo n > ng. Fazendo n — oo, deduzimos que

Tim p({z € X+ |fu(z) = f(2)] > €}) < 6. (1.10)
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1.3 Convergéncia em Medida

Como (1.10)) wvale para todo 0 < § < €, temos que (1.9)) seque quando § — 0.

Defini¢ao 1.3.2 Dizemos que uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis (f,) em um espago de
medida (X, p) é de Cauchy em medida, se para todo € > 0, existe um ny € N tal que, para

n,m > ngy temos

p{r € X o (@) = fulz)] > €}) <e

A proposicao a seguir, mostra que a convergéncia em medida é um conceito mais fraco do

que a convergéncia em LP e em L7 para 0 < p < oo.
Proposicao 1.3.1 Sejam 0 <p < oo e f,, [ € LP*(X, pn).

1. Se f., f pertencem a L? e f, — f em LP, entao f, — f em LY.

2. Se f, — [ em LY entao f, converge para f em medida.

Demonstracao: (1) O caso p = oo é trivial, uma vez que L™ = L*-fraco.

Fixe 0 < p < o0 e considere f,, f € LP, tal que f, — f em LP, ou seja, para todo ¢ >
0, existe ng € N tal que n > ng = ||f, — fllr <e.

Usando a Proposicao [1.2.4] concluimos que || f, — fljoe < [ fa — fllr. Sendo assim,
para todo € > 0, existe ng € N tal que n > ng = ||fo — flliee < || fn — fllzr <e.

Portanto, f, — f em LP.

(2) Se f, = f em LP™ entao dado € > 0, existe ny € N tal que para n > ng, temos

1= Fline = sup acp({r € X« fue) = f(2)] > a})r < e
Tomando a = €, concluimos que
en{r € X |fule) = f(@)] > ))F <™ = p({z € X« [fulz) — f(2)] > }) < e.

Portanto, f, converge para f em medida. |

Exemplo 1.3.1 Fize 0 < p < oo. Em [0,1], defina as sequintes fun¢oes

foj = k%X(H ) k2L 1< <k
'k

k

Considere a sequéncia {fi1, fo1, fo.2, f31, f3.2, f3.3,-..}. Observe que

ml{r € [0,1]: fiy(x) > 0)) = -
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1.3 Convergéncia em Medida

Portanto, fi; converge

@) -

| =

Assim, para todo € > 0 temos m({z € [0,1] : frj(x) > €}) <

para 0 em medida. Por outro lado, observe que

D=
hSAl

1
1l ze0e = sup am({z € [0,1]: fi;(x) >a})r =k
a>
o que 1mplica que fi; nao converge para 0 em LV,

Teorema 1.3.1 Sejam f, e [ func¢des mensurdveis no espago de medida (X, ) e suponha que

fn converge para f em medida. Entdo, existe subsequéncia de f, que converge para f q.t.p.

Demonstragao: Para todo k£ = 1,2, ..., existe n; tal que
u({x € X | fu(2) = fo)] > 27}) < 27 (1.11)
eny <ng <---<mng<---. Defina os conjuntos

A= {r € X ¢ |fu (@) - f(2)] > 27},

A desigualdade (1.11]) implica que

[ (G Ak> < i (A < i 2h = ol=m. (1.12)

para todo m = 1,2,.... Segue de (1.12) que

1 (G Ak> <1< oo (1.13)

k=1

o0

Observe que, a sequéncia de conjuntos (U Ak) é decrescente. Entao, usando (1.12)) e
k=m m=1
(L.13), temos
7 (Ol ku Ak) = lim 4 (ku Ak> —0. (1.14)

Observe ainda que, o conjunto nulo em ([1.14) contém o conjunto de todos os x € X para os

quais f,, () ndo converge para f(x). [

Teorema 1.3.2 Seja (X, ) um espago de medida e seja (f,) uma sequéncia de fungoes em X

que € de Cauchy em medida. Entdo, eriste subsequéncia de f, que converge q.t.p.
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1.3 Convergéncia em Medida

Demonstracao: A prova é muito semelhante a do Teorema Para todo k = 1,2,...,

existe ny tal que
p{z € X o [ (2) = o (2)] > 277 <27F (1.15)
eny <ng < -+ <Nk <MNgyy <---. Defina
A = {2 € X 1 |fa,(2) = fupsa (2)] > 27}

Como mostrado na prova do Teorema |1.3.1} (1.15)) implica que

u (ﬁ D Ak> = 0. (1.16)

m=1k=m

Para x ¢ U A ei > 7 > jo > m (jo suficientemente grande) temos

k=m

i—1 i—1 00
|fm(x) - fn;(x” < Z |fnz<x) - f?’bz+1(‘r)| < 22_1 < 22_l = 21_j < 21_j0'
I=j I=j ]

Isto implica que a sequéncia (fni(:c))ieN é de Cauchy para todo x no conjunto (U Ak> e,
k=m

portanto, converge para todos esses x. Defina a fungao

li .
jggofn](x) ,sex & ﬂ U A
0 ,8e x € ﬂ U Ay
m=1 k=m
Entao, f,, — f q.t.p.
1.4 Um primeiro vislumbre de interpolacao

Um fato bastante ttil é que se uma fungao f pertence a LP(X,u) e a LY(X, u), entdo f
também pertence a L (X, u), para todo p < r < ¢q. A utilidade dos espagos L”*° pode ser

entendida através do seguinte resultado:

Proposicao 1.4.1 Se 0 < p < qg< oo e f € LPX,u)N LY (X, u), entao f € L' (X, ),
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1.4 Um primeiro vislumbre de interpolagao

para todop <r < q e

1
T r r s LT
< (G ) I A (1.17)

S
Sl

Sl
=

|
|
|
|

q
com a interpretacao apropriada quando q = oco.

Demonstracgao: Primeiramente, tomemos ¢ < co. Para todo o > 0, temos

o) < <||f||zp,m>p

«

3=

[fllzree = ads(a)

Observe que a mesma desigualdade vale se trocarmos o papel de p por ¢. Sendo assim, temos

o) < i (ML= W2 e

e %

Seja

1
A1 oee ) 7
. (1.19)
(Hf 1750
Agora, estimemos a norma L" de f. Por (1.18]), (1.19) e pela Proposicao |1.2.2] temos

Wl = / o\ (0) da

< o ot (Ul 1),
0 oP

B
:r/ ”pufnmdaw/ o £ do (1.20)
0 B

~ B4 | f] B
— - H [53
- (—+ ()55 (| £l ) 5
o \r-p q- L Lo
Observe que se a < B, entao
< < Iflzee N | £1I o0 HfHquo, ou seia, min Hf”LPOO (A HfHLPOO‘
HfHLpoo aP ad aP ad aP

Analogamente, se a > B segue que min ( , 0 que justifica (1.20]).

IIfIILpoo ISl e\ LI
oP o a ad

Além disso, as integrais convergem desde que r —p >0er —qg < 0.

O caso ¢ = oo ¢ mais simples. Uma vez que Af(a) = 0, para a > || f||L=, precisamos usar

Hf”LPOO

apenas a desigualdade Af(a) < , quando « < ||f||z~ para estimar a primeira integral
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1.4 Um primeiro vislumbre de interpolagao

em ([1.20). Assim, temos
r _
1711z < o I e 11152

que ¢ (1.17) quando ¢ = oo. |

1.5 A Funcao Rearranjo

Nesta secao serao discutidas propriedades da funcao rearranjo que serao de grande utilidade

no decorrer deste trabalho.

Definicao 1.5.1 Seja f uma funcao mensurdvel em X. A funcao rearranjo de f € a fungdo
f* definida em [0, 00) por
fr(t) =1inf {s > 0: A\s(s) < t}.

Vamos adotar a convencao inf () = oo, assim f*(¢) = oo sempre que As(a) > ¢, para todo
a > 0. Se X for um conjunto de medida finita, entdo a fungdo A; é limitada por u(X), e

portanto, segue que f*(t) =0, se t > p(X).

Exemplo 1.5.1 Considere a funcgao simples f do Exemplo [1.2.1]

n

fl@) =) aixe (@),

=1

em que os conjuntos E; sao dois a dois disjuntos e ay > --- > a, > 0.

Vimos no FExemplo que

n

)‘f(a> = Z BiX[ai+17ai)(Oé)7
i=0
onde B; = Z,u(Ej), ani1 = By =0 e ag = oo.
j=1

Observe que, f*(t) = 0 quando t > B,,, pois A\;(0) = B,,. Além disso, para B,,_; <t < B,,
o menor s > 0 tal que A¢(s) <t € a,. Similarmente, para B,_o <t < B,_1, 0 menor s > 0 tal

que Af(s) <t € ay_1. Sequindo este argumento, podemos concluir que

f* (t) = Z a’iX[BiflyBi)(t)'

i=1

A figura abaixo ilustra este exemplo quando n = 3.
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1.5 A Funcgao Rearranjo

f(z) f @)
ai ai
az az
as az

0 E2 Eg E1 T 0 Bl BQ B3 t

Figura 1.2: Os grificos de uma funcdo simples f e de sua funcio rearranjo f*.

Algumas propriedades interessantes sobre a funcao rearranjo sao apresentadas a seguir:

Proposicao 1.5.1 Para f, g, f, funcoes mensurdveis, k € C e 0 <t,s,t1,t5 < 00 temos
1. f* € nao crescente.
2. [*(A\s()) < «, para todo o > 0.
5 M) <t
4. [*(t) > s se, e somente se, t < \¢(s); isto €, {t > 0: f*(t) > s} = [0, A\¢(s)).
5. Selg| < |f| q.t.p., entao g* < f*. Além disso , |f|" = f*.
6. (k1) = KIS
T (f )t +12) < f(t) + g7 (f).
8 (fg) (i +t2) < fr(t1)g"(L2)-
9. Se |fu| T1f| q-t.p., entao fr1 f*.
10. Se |f| < ligg}f|fn| q.t.p., entao f* < lirrllliolgff:.
11. f* € continua a direita em [0, 00).

12.t < p({z € X 2 |f(z)| = f*(D)}), se p({z € X : [f(z)] = f*(t) — c}) < oo, para algum
c> 0.

13, Ap = Ape.

4. (IfP) = (f)P, quando 0 < p < oc.
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1.5 A Fungao Rearranjo

15. / |f|pd,u:/ frPdt, quando 0 < p < c0.
X 0

16. |fllz~ = £4(0).

17. sup t?f*(t) = sup a(Ap())?, para 0 < g < oo.
t>0 a>0

Demonstracao: (1) Se t; > t, entdo para todo s > 0 tal que Af(s) < t, tem-se Af(s) < ty,
implicando que {s > 0: Af(s) <t2} C{s>0: Ap(s) < t1}.
Assim, inf {s > 0: Af(s) <t} <inf{s > 0:As(s) < ta}, ouseja, f*(t1) < f*(t2).

Portanto, f* é uma funcao nao crescente.

(2) Observe que @ € A = {s > 0: A\¢(s) < Af(a)}, deste modo f*(Af(cr)) = inf A < v, para
todo a > 0.

(8) Seja s, € {s > 0: A\¢(s) < t}, tal que s, converge para f*(t) de forma decrescente.
Como Af(s,) < te \sécontinua a direita, pelo item (1) da Proposigao|1.2.1, temos A\(f*(¢)) < .

(4)Ses < f*(t) =inf {u > 0: Af(u) <t}, entdo s ¢ {u > 0: As(u) < t}, ouseja, A\¢(s) > t.

Reciprocamente, suponha que f*(¢) < s. Assim, aplicando A; e usando o item anterior,
segue que Af(s) < Ap(f*(t)) <t, o que é uma contradigao.

Portanto, f*(t) > s.

(5) Considere os conjuntos A = {u > 0 : Af(u) <t} e B ={u>0:\(u) <t}. Como
lg| < |f| q.t.p., pelo item da Proposicao temos A\, < A;. Sendo assim, segue que
A C B, entao inf A > inf B. Portanto, ¢* < f*.

Além disso, como Ay = Ay, segue que |f|* = f*.

(6) Usando a defini¢ao da funcao rearranjo e o item da Proposigao [1.2.1] temos

(kf)" = inf{u>0:\g(u) <t}

= inf{u>0:)\f(|—z|>§ t}
U

= inf {|k|s > 0: A\s(s) < t}, onde s = T
= |k|inf{s > 0: As(s) <t}

= kS

(7) e (8) Considere os seguintes conjuntos A = {s1 > 0 : Af(sy) < 1}, B = {s2 > 0 :
Ag(s2) <to}, P={s>0:Apg(s) <ti+ta} e S={s>0:Arp,(5) <t1 +1t}.
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1.5 A Fungao Rearranjo

Observe que A+ B C S. De fato, se s € A+ B, entdao s = s; + s9, onde s1 € A e sy, € B.
Assim, pelo item da Proposigao |1.2.1] temos

Arig(8) = Apig(s1 4 82) < Ap(s1) + Ag(s2) <ty + o,

ou seja, s € S. Analogamente, provamos que A- B C P.

Assim, para todo s; € A e sy € B observe que
(f+9) (t1 +1t2) =inf S <514+ 55 e (fg)*(t1 + t2) = inf P < sy89.

Tomando o infimo sobre todos s; € A e so € B, concluimos a demostracao desses itens.

(9) Como |f,| < |fat1] < |f] a.t.p., para todo n € N, temos pelo item (5] que f < fr | <
I
Seja h = lim f,, entao h < f*. Por outro lado, usando o fato que f, < h e A;, é uma
fungao nao crg;:?nte, temos Ay, (h(t)) < Mg, (fi(t)). Sendo assim, pelo item (3)), concluimos que
Ar,(h(t)) < t. Além disso, pela item da Proposicao [1.2.1] segue que Af(h(t)) < t, quando

n — oo. Logo, h(t) € {s > 0: Af(s) <t}, entdo f* < h. Portanto, h = f*.
(10) Sejam F,, = ’i1>1f |fx| e h = liminf |f,| = sup F,. Como F, 1 h, segue do item @
>n n—00 n>1

que Fr T h*, quando n — oo. Segue da hipdtese que7|f| < h q.t.p., logo pelo item , tem-se

f* < h* =sup F;. Por outro lado, para todo k > n, tem-se F,, < |fx|, entdo F < fr. Sendo
n>1

assim, F' < ]irzlg fr e, por consequéncia, obtemos que f* < ilili Fr < ilili lirzlafz fr= h}g&}f .0
que completa a prova deste item.

(11) Fixe ty € [0,00). Se f*(tp) = 0, entao f*(t) = 0, para todo t > ty, e assim, f* ¢é
continua a direita em .

Agora, se f*(tg) > 0, entdo tome € tal que 0 < € < f*(ty) e seja (t,)neny uma sequéncia
decrescente de nimeros reais convergindo para 0. Como f*(tg) > f*(to) — €, segue pelo item
que Af(f*(to)—€) > to. Além disso, como t,, | 0, existe um ny € N tal que A¢(f*(to)—€) > to+tn,
para todo n > ng. Assim, usando novamente o item (4]), temos que f*(ty) — e < f*(to +tn), ou

seja, | f*(to +tn) — f*(to)| < €, para todo n > ng. Portanto, f* é continua a direita em ¢.

(12) Pela definigao de f*, segue que o conjunto A, = {:c eX:|f(x) = fr(t)— E} tem
n
medida p(A,) > t. Os conjuntos A,, formam uma sequéncia decrescente quando n aumenta e

(A1) < oo, pela hipdtese. Consequentemente,

p{z e X [f(0) = f7(O}) = u (ﬂ An) = lim p(A,) > t.

n—oo
neN
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1.5 A Fungao Rearranjo

(13) O resultado é imediato para fungdes simples nao negativas, em vista dos Exemplos
e[1.5.1] Para uma funcao mensuravel f arbitraria, tome uma sequéncia de fungoes simples

nao negativas ( f,, )nen, tal que f, T |f|. Pelo item (2)) da Proposicao e pelo item (9)), segue
que Ay, T Af e fp T f°. Assim, temos também que As: T Apo. Além disso, ja sabemos que
Ap, = Ape. Portanto, Ay, T Ap- e Ay, T Af, ou seja, Ay = Ape.

(14) Como Ajpp(ax) = Ay (a%): A g (a%): A(s+yr (@), para todo o > 0, segue o resultado.

(15) Pela Proposigao e pelo item ([13]), temos

/ fPde = 171
X
= p/ o’ '\ (a) da
0

= p/o I\ () da
= |1z

- /0 " Fpdt.

(16) Resulta do fato que f*(0) =inf {s > 0: A¢(s) <0} =inf{s > 0: A¢(s) =0} = || f]| pe-.

(17) Dado a > 0, tome € tal que 0 < € < . Pelo item (), segue que f*(A\s(a) —€) > a,
pois Ag(a) — e < Af(ar). Logo,

sup t7f*(t) > (Ap(a) — €)7f (A f(a) —€) > (Af(a) —€)a.

>0
Primeiramente, faca ¢ — 0 e, em seguida, tome o supremo sobre todos os o > 0 para obter a
desigualdade sup a(Af(a))? < sup t9f*(1).
a>0 t>0
Por outro lado, dado ¢ > 0, tome 0 < ¢ < f*(t). Novamente, pelo item , segue que
Ar(f*(t) —€) > t, pois f*(t) —e < f*(t). Logo,

sup a(A(a))® = (f*(t) = ) (A (F7(t) = €))* > (F7(t) — )t

a>0

Faga e — 0 e depois tome o supremo sobre todos os ¢ > 0. Assim, obtemos sup a(As(a))? >
a>0

sup t1f*(t). |
>0

1.6 A Funcao Duplo Rearranjo

O objetivo desta secao é definir a fungao duplo rearranjo de uma funcao f e provar algumas

de suas propriedades que serao utilizadas neste trabalho.
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1.6 A Funcao Duplo Rearranjo

Definigao 1.6.1 Seja f uma fun¢io mensurdvel em X. A funcao duplo rearranjo de f é a

1 [,
_Z/O f*(s)ds. (1.21)

Observacao 1.6.1 Em [§], encontra-se a sequinte definicio equivalente a ([1.21)):

1) = sup{ [l (1.22)

De (1.22)), obtemos a propriedade de subaditividade de f**, ou seja,

funcgao f** definida em (0,00) por

(f+9)7 (1) < F7(1) + 97 (1), (1.23)
para todo t € (0,00). De fato,

(F o) = sup {Ml g(S)IdM(S)}

W(E)>t

1
< s {L / () + Lot )}
w(E)>t 1
1
< sup { / ) dp(s >}+ ap { [l duts }
E)>t (
Proposicao 1.6.1 Para f, g e f,, n=1,2,... fungcoes mensurdveis em X, temos

1. f* € uma funcdo ndo crescente.
2. f*(t) < f(t), para todo t > 0.
3. Se |f(x)| < l|g(z)| ¢.t.p., entao f**(t) < g**(t), para todo t > 0.

4. Se |ful TIf] q-t-p., entdao f;* 1 f*.

Demonstragao: (1) Seja 0 < a < b, entao

) =



1.6 A Funcao Duplo Rearranjo

< %/Oa f*(s)ds + (é — %) /Oa f*(s)ds, pois f* é ndo crescente
1 a
- - / [(s)ds = f**(a).

Portanto, f** é nao crescente.

(2) Para todo t > 0, segue que

Fr=1 [ redsz g [ raas=era-ro

3) Se |f| < .t.p., entao pelo item (5)) da Proposicao [1.5.1] segue que f* < ¢*. Logo
( gl a.t-p., p posi¢ | segue q g". Logo,

Fr=g [ reassg [ od=g

para todo t > 0.
(4) Se | fa] 1 |f] @.t.p., entdo usando o item (9) da Proposi¢ao temos fr 1 f*, assim,
fr— fre fr< e Ll0,t).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos
1 t
e = 1 [ reds
0
1 t
= Z/ lim f7(s)ds

0 n—o0

1 t
= lim — [ fr(s)ds
0

n—oo

— lim f(0),

n—oo

para todo ¢t > 0.
Além disso, para todo n € N, tem-se |f,| < |fn+1], segue pelo item anterior que f;* < fr7 .

Portanto, f,* cresce para f**. [
Os proximos resultados sao propriedades do duplo rearranjo do operador convolugao.

Definigcao 1.6.2 Sejam f,g: R" — R, fun¢oes mensurdveis. A convolugdo de f e g € a funcao
h(z) dada por

hz) = (f*g)(@)= | flz—y)g(y)dy.
Rn
O resultado a seguir é uma estimativa para h** e sua demostracao pode ser vista em [10].

Lema 1.6.1 Se f:R" >R e g: R" — R sdo fungcoes mensurdveis, entao

B () < L (g™ (1) + / " F(s)g"(s) ds, (1.24)
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1.6 A Funcao Duplo Rearranjo

para todo t > 0.
Como consequéncia deste resultado, temos a seguinte proposigao.

Proposicao 1.6.2 Se f : R" - R e g : R" — R sao fung¢oes mensurdveis, entao

< [ e L.35)

para todo t > 0.

Demonstracao: Se a integral do lado direito for infinita, o resultado segue imediatamente.
Suponha que ™ (s)g™(s)ds < oo, para todo t > 0. Logo, como f** e g™ sao fungdes

t
nao CI'GSCGl’lteS, segue que

lim ¢f**(t)g™*(t) = 0.

t—o00

Usando o item (2)), da Proposigao e a desigualdade ((1.24)), obtemos

para todo ¢t > 0.

Por outro lado, observe que

d .. d (1",
w0 = 45 [ row)
1,, I
= -5 [ 16
1/, I
- i (ro-3 [ re)
= (W - )
e, portanto, p p
S (tg)(t) = g7 (1) + 197 (1) = 9" (D).
Assim, integrando por parte em , temos
B < 000+ [0 0] - [ m%[f%s)—f**(s)]sg**(s)ds

:/f** . ds_/ s d
/t £ (5)g™ (5) ds

IN
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CAPITULO

2

Espacos de Lorentz

Este capitulo sera dedicado ao estudo dos espacos de Lorentz, os quais foram introduzidos,
em 1950, pelo matematico russo George G. Lorentz (1910-2006). Esses espagos serao relevantes
para nosso estudo de solugoes do problema de Cauchy para a equacao quase-geostréfica

dissipativa.

2.1 Espacos de Lorentz e Propriedades

Definicao 2.1.1 Sejam f uma fung¢ao mensurdvel e 0 < p,q < co. Defina

1
o a dt|e
. {/ <t;f*(t)) —} , se0<p<ooel<g<oo
1l zea = 0 t :
sup t» f*(t) , se0<p<o0eq=o0
>0

O conjunto de todas fungoes f, tais que || f||1pa < 00 € denotado por LP? e chamado de

espaco de Lorentz com indices p e q.

Observacao 2.1.1 Observe que L°° = L™, pois usando o fato que f* € nao crescente e o

item (L6]), da Proposi¢ao seque que
[ flIzoe.e =sup f*(¢) = f7(0) = || f[| L.
>0
Quando q = oo, L™ = LP-fraco, pois pelo item (17), da Proposi¢ao tem-se
1, 1
Il = s1p £5.°(8) = s1p (o)
>

a>0
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2.1 Espacos de Lorentz e Propriedades

E, para 0 < p=gq < oo, LP? = LP, pois pelo item (L7)), da Proposi¢ao tem-se

e = | [ (5°0)" %} ([ f*(t)”dt>; -(/ |f(x)lpdu>; e

A seguir, vamos calcular o funcional || - ||7,, de uma fungao simples.

Exemplo 2.1.1 Utilizando a mesma notagao dos Fxemplos € quando 0 < p,q < o0

temos

e = | [~ (Br0)’ %}

1
n a q
o () dt|”
_ / (tp Zaix[sil,&)(t)> 7]
0 i=1

[oe) n 1
_ / (it (Zaix[&l,m(t)) dt
Rl i=1

1

q

= () [ot8f + g} - BE)+ vyt - ]

1 *
[f|Lree = sup > f*(t)
t>0

1
= supitr ZaiX[Bi,l,Bi)(t)

>0 =
1
= sup @;B/.
1<i<n
A expressao anterior para || f||;pq também € vdlida quando p = oo, mas neste caso € igual a
oo se pelo menos um a; € estritamente positivo. Portanto, a unica fung¢ao simples com norma
| - |50 finita é a fungdo nula q.t.p. Como toda fungdo mensurdvel pode ser aprozimada por

fungdes simples, conclui-se que L°? = {0}, para todo 0 < ¢ < co.

Observacao 2.1.2 Vale ressaltar que os espagos de Lorentz tem a mesma relagao de escala

que os espacos L, isto €, para todo k > 0 e uma fun¢ao mensurdvel f em R", tem-se

1 (k) [0 = k21| Fll (2.1)

onde ]l <p<oxoel<qg<oo.
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2.1 Espacos de Lorentz e Propriedades

De fato, dado k > 0 e usando a notagao fr(x) = f(kx), note que

Mo(@) = m({z e R": |f(kz)| > a})

= m({zk™" €R" : |f(z)| > a})

= k" ({xGR”:|f(x)|>oz})

= E ().

e que
(fi)*(t) = inf{s>0:Ap(s) <t}

= inf{s > 0: Af(s) < k"t}
= f(k"t).

Logo, para 0 < q < oo, temos

1fellien = [ [ (Burm) 4
| :

QL
=

| S
Q=

Q=

i
_ k3 [/OOO (t%f*(t))q %F

_n *
= k prHLM-

E para ¢ = oo, temos

fellinee = sup tv(fi)"(t)

t>0

= sup t%f*(k:"t)

>0
= k7 rsup t%f*(t)
>0
_n "
= kol f e
O funcional || - ||7,¢ ndo é uma norma, uma vez que nao satistaz a desigualdade triangular
(veja [7], por exemplo). Porém, definiremos um funcional || - ||zr.e € provaremos que || - ||zr.a

é uma norma e que a topologia gerada por esta norma é equivalente a topologia gerada por

*
Lpa-
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2.1 Espacos de Lorentz e Propriedades

Definicao 2.1.2 Seja f € L7, em que 1 <p < oo el < q < o0, defina

1

* a q dt ¢
/ (tpf**(t)) — ,sel<p<ooel<qg<oo
1fllzra = 0o t :

sup t» f**(t) ,sel<p<ooeq=o0
0
Para provar que as topologias geradas por || - ||7p.q € || - ||Lr.e 80 equivalentes, precisamos do

seguinte resultado cuja demonstragao pode ser encontrada em [11].

Lema 2.1.1 (Desigualdade de Hardy) Se 1 < g < oo, r > 0 e f uma fun¢ao mensurdvel

nao-neqgativa, entao

</OOO (/Otf(u) dU>qtr1 dt); < (/Ooo<uf(u>>q e du)‘ll | (22)

(/000 (/too f(u) du)qt’”‘l dt); < (/OOO(Uf(U))qur_l du)‘li' 23)

Proposicao 2.1.1 Se fe [P 1 <p<ooel<q< oo, entdo

=R

=S IR

* p *
||f||LM < ||f||LPv‘1 < F”JCHLM

Demonstragao: Do item (2)), da Proposi¢ao [1.6.1] segue que f* < f**. Assim, a primeira
desigualdade da proposicao é imediata.

Para provar a segunda desigualdade, primeiro considere o caso 1 < p < oo e 1 < g < o0.

1
Pela desigualdade de Hardy (2.2), com r = ¢ <1 — —), estimamos || f1|zr.« como segue
p

1 fllLre = (/OOO <t%f**(t))q %)i
— (/Ooo (t %/Otf*(S)ds)q %)3

3=

VAN
[}
/N
—_
| <
=
~
VR
O\
8
—~
Vo)
s
*
—~
V)
S~—
S~—
£)
C’DI
£)
—
T
S
N—
L
QL
)
~~
Q|

- ([ ey )

p X
= Zm”f“m«z-
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2.1

Espacos de Lorentz e Propriedades

No caso em que 1 < p < 00 e ¢ = 00, temos

Logx
[fllzpee = sup tv f*(t)
>0
11 [t 1
= suptr— | s rsrf*(s)ds
t>0 t 0
i [P F
< sup tr s 7 | sup ur f*(u) | ds
t>0 0 u>0
* 19 ! ~1
= || fl|7p00 sup t» s rds
t>0 0
p x
= Lol
|
Mostraremos agora que o funcional || - || zr.e define uma norma em L9,
Proposicao 2.1.2 Sel <p<oo el <q<o0o, entio || - ||ppa € uma norma em LP9.

Demonstragao: Observe que ||f||zpa >0 e

|fllra =0 < f*=0qtp. < f*=0qt.p.

=

=

< f=0q

A(a) <t, ¥Vt e 0,00),a € [0,00)
Apla )—0 Va € [0,00) < [f] =0 q.t.p.

Para provar a desigualdade triangular, usaremos a propriedade da subaditividade do duplo

rearranjo ([1.23). Para ¢ = oo, segue que

If+gllre =

t>0

IN

t>0

sup t7(f + g)™ (1)

sup t%f**(t) + sup t%g**(t)

t>0

= | fller + [lgllres

Agora, para 1 < ¢ < 0o, pela desigualdade de Minkowski, temos

1f + gl

IN

IN

JAC

'B\H

(f +9) (1))
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2.1 Espacos de Lorentz e Propriedades

= N fllzra +ligllzra,

e assim concluimos a prova. [

Nosso préximo objetivo é mostrar que os espagos de Lorentz munidos com a norma || - || r.a,
com 1l <p<ooel < g < oo sao espagos de Banach. Para isso, precisaremos dos lemas a

seguir, os quais permitem estabelecer a relacao de inclusao entre os espacgos L7 e LP".

Lema 2.1.2 Seja f uma funcdo mensurdvel. Se 1l <p < oo el < q < oo, entao

() < (g)é I lre -

para todo x > 0.

Demonstragao: Pelo item ([]), da Proposi¢ao [1.6.1] f** ¢ uma fun¢do ndo crescente, entao
0\ dt
11t = [ (r@)" T
0
x
> / ot () dt
0
f**(x))"/ trtdt
0
(f**(l'))q.f};,

v

3

Q=

ou seja, [ (z) < (Q) HleLp’q. [ |
p xTrr

Lema 2.1.3 (Calderén) Sel <p<oo el <q<r<oo, entio LP? C LP". Mais ainda,
q

11 < (2)
p

Demonstracao: Pelo Lema [2.1.2] segue que

=

Q=
3

£l 2o,

para toda f € LP1.

1o = /0 to ()] dt

O\
~+
B3

|
_
[ om—
s
*
*
—~
~
S~—
| S
LS}
L—
s
*
*
~~
~~
S~—
| S
i
LS}
QU
SN
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2.1 Espacos de Lorentz e Propriedades

. g ! r—q > %—1 *x q
_ (p) 114 [ e o) e

r_1
[nalyea Fa s

)

q
T (2—9) T

para toda f € LP1. [ |

Logo,

Q=
3=

Uma conseqiiéncia imediata do lema anterior sao as inclusées continuas LP% C LP C LP% C

[P paral<p<ocel<q <p< g < oo

Teorema 2.1.1 Sel <p< oo el <qg< oo, entio o espaco de Lorentz LP? € um espaco de

Banach.

Demonstragao: Seja (f,,)nen uma sequéncia de Cauchy em L9, ou seja,

Hfm - anLM — 07

quando m,n — co. Usando a Proposicao [2.1.1]e o Lema [2.1.3] tem-se

1
* qg\1
U = Fallie < 1 = Fullinee < (Z—)) T

quando m,n — oo. Assim, pelo item , da Proposigao , segue que (f,)nen € de Cauchy
em medida.

Logo, pelo Teorema existe uma subsequécia (f,,,) que converge para alguma funcao
mensuravel f q.t.p. Assim, dado € > 0, existe N € N tal que

| fr. — fnllore <€, paratodon > N,
e fou. — fn = f— fyv at.p.. Logo, |fu, — fnl = |f — fn] at.p.. Além disso, podemos

considerar (| fo, — f N]) uma sequeéncia crescente (passando a uma subsequéncia, se necessario),

pois |f,, — fn| é mensurdvel e ndo negativa. Logo, pelo item (4]), da Proposi¢ao [1.6.1] tem-se

Logo, usando o lema de Fatou, obtemos

If = wlaea = | [ (¢
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2.1 Espacos de Lorentz e Propriedades

i VOO (17 it (£, = )" (1)) %

< mm“{émﬁﬂhpamrw»q@}

k—o0 t

Q|-

Q=

= hm 1Hf ||f’nk — fNHLp,q.
k—o00

Assim,
T [1f — s =0
e, portanto, como f = f— fy+ fn concluimos que f € LP? ou seja, (LP%, || - || ra) é um espago
de Banach. [ |

O resultado a seguir caracteriza o dual do espago de Lorentz LP?, com 1 < p < oo e

1 < ¢ < o e sua demostragao pode ser encontrada em [9].

Proposicao 2.1.3 Sejam 1 < p < oo e 1 < ¢ < oo. Entdo, o espaco dual de LP'* é LV ¢ o
espaco dual de LP9 é LV .

Observagao 2.1.3 Em [J], pode-se encontrar um resultado de aproximacao de identidade em
espacos de Lorentz. Mais precisamente, se o € L'(R™) € tal que / o(x)dr = 1, para cada
1

€>0, pe = —p <£> ¢ o molificador de Friedrichs e f € LP?, com 1 <p< oo el < g < o0,
€ €

Rn

entao

lpe % f = fllzra =0,

quando € — 0.
A demonstracao desse resultado, baseia-se na continuidade da translacdo em espacos de

Lorentz, que é consequéncia da densidade de C5°(R"™) em LP, para 1 <p < oo el < g < o0.

Observacao 2.1.4 Para finalizar esta segdo, vale ressaltar que como o funcional || - ||7p.q, @
norma || - ||zpa também satisfaz a relagio de escala, ou seja, dado k > 0 e f uma fungao

mensurdvel em R", tem-se

1fx(@)lra = k77| f (@)l oa,

onde fr(z) = f(kz), 1 <p< oo el <q< oo, veja Observagao .
De fato, ja vimos que (fi)*(t) = f*(k"t), entdo

t
0

1 t*n
= Z/Of(k:s)ds

B0 = 1 [ e
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2.1 Espacos de Lorentz e Propriedades

Logo, para 1 < g < oo, tem-se

®/a e q dt @
s = | [ (B0 @) §]
> L owxiin a dt %
F ey
_n VA o a dt %
= & [/0 (5 1®) 7]
= k7 l|f v
E, para g = oo, tem-se
[felliss = sup (/i) (1)
= sup t%f**(k”t)
>0

= kv sup t%f**(t)
>0

= k77| fllzpoe

2.2 Desigualdade de Young e de Holder em LP4

Nesta se¢ao apresentaremos uma generalizacao da desigualdade de Young e de Hélder para

os espacos de Lorentz LP1.

Proposicao 2.2.1 (Desigualdade de Young generalizada) Sejam 1 < pi,py < oo. Se

fe Lt eqge P2 onde — + — > 1, entao a convolugao h = g * f pertence a L™®, onde

p1 P2
1 1 7/ e Ve .
—=—+4 ——1es>1 € qualquer numero tal que — + — > —. Além disso,
T pr P2 a1 42 S
[hllLre < C)fllovar]lgllLesan. (2.5)

Demonstracao: Primeiro considere o caso s = co. Usando a Proposicao [1.6.2] estimamos

[h|[pree = sup trh™(t)
t>0
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2.2 Desigualdade de Young e de Holder em LP?

< swp ot [T e as)
t>0 t
1 [ 1/ 4 1
= sup {tr s (8P f**(s)) (P2 g**(s) ) ds
s [ () o
< sup {ti/ sT1=v (sup sPllf**(s)> (sup 51'129**(3)> ds}
t>0 t s>0 s>0
<

o0
”f”LPlvOOHgHLm,oo sup {ti/ 8—1—% ds}

1,1
= [[fllzrroellgl|Lr2 sup {m ”}
>0

= rllfllzreellgllzes o

S C(T)HfHL?’lv‘ll Hg||Lp2,q2.

Considerando o caso s finito e usando novamente a Proposigao [1.6.2] estimamos

il = [ (Fae) S [T [T reeeas) 4

1 1
Fazendo a mudanca de variaveis t = — e s = —, obtemos
Y u

= [ [ () ()28
L (e (B ) e
- [ ([ o)y

~ 1 1 1
onde 7= 2 ¢ Fu) = —=f*" (—) g (—) Assim, pela desigualdade de Hardy (2.2)), tem-se
r u

u? u
s\s [ _
S < - S —T’—l
Il < (3) [ Py a
LG ()t
= r u—2f -]y - wor
0 U U U U
= [ () ()
0 U U U

e 1
Fazendo novamente a mudanca de variaveis t = —, tem-se
u

S s > 1 o s dt
Il <t [ (80w 0)" T
0
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2.2 Desigualdade de Young e de Holder em LP?

1 1
Como — + — > —, existem m; > 1 e mo > 1, tais que
AR S
1 1 1 s 1 S
I R 1’ I S — e — S -
mi Mo my q1 ma q2

d
Logo, usando a desigualdade de Holder em LP(0,00) com a medida p = _x7 tem-se
T

= L e *3k s dt
e < v | [ (8000 0)
0

|
<[ ey (o)

1 r
-

VAN
<
VR
0\8
/N
~
=
=
*
Py
=
N———
w
3
2
N———
E
VR
O\é
/N
~
N
Q*
*
=
~_
w
3
&
N——
3|
_

= THf”Lpl,sml gHLPQ,SmQ_

Como ¢; < smy e ga < smg, pelo Lema de Calderén [2.1.3] obtemos que

1 1 1 1

q a1 smy q g smg
IAllprs < 7 (—1> (—2> | £l zevar || g]| £o2sae

Y4 D2
= C)|[fllzrra||lg]|Lrzae -

O resultado a seguir é uma consequéncia da desigualdade de Young e sua demonstracao

pode ser encontrada em [6].

Proposicao 2.2.2 Seja g € LP™, com 1 < p < oo e f € L'(R"), entio a convolu¢do h =
gx* f e LP>™ ewvale
[l roe < CO) fll L2 gl oo

Proposicao 2.2.3 (Desigualdade de Hélder generalizada) Sejam 1 < py,py < 0o. Se
1 1
h = fg, em que f € LP¥" ge& [P»”2 ¢ — 4+ — < 1, entdo h € L™, quando

y4i D2
1 1 1 1 1 1
- =—4+—, - < —+—es2>1
r P p2 S q1 Q2
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2.2 Desigualdade de Young e de Holder em LP?

Além disso,

1Bl zre < Cflzrvar gl Lrzas (2.6)

onde v’ € indice conjugado de r.

Demonstracao: Considere o seguinte conjunto £ = {x € R" : |h(z)| > h*(t)}, onde t > 0.

Como pode ser visto em [§], pagina 258, m(E) > t. Além disso, observe que

<Eéyémwﬁdazzz(EéﬁéﬁWﬁdOQZW@(EéﬂéEQQZWQ)

Logo,

< s g [V@lae} s oo [l ir]

onde usamos a desigualdade de Holder na segunda desigualdade.

1 1 1 :
Como — < — + —, podemos encontrar m; > 1 e my > 1, tais que

S q1 g2

1 1 1 s 1 S
— 4+ — =1, —<—e—<—.
mp Mo my g Mma q2

Assim, usando a desigualdade de Holder em LP(0, 00) e a Proposigao tem-se
1Allrs < r[P]Lr
~ 1
©° s dt]s
= / (t%*(t)) —]
LJo t
[ [ 1 s 1 s dt %
[ sy oy 4]
LJo

1 1

A G 4T [ 4]

= l[fllzerem gl Lrzsms.

IN
\g\

IN

Agora, como ¢; < smy e ga < sma, pelo Lema de Calderén [2.1.3] conclui-se que

1 1 1 1

q1 smq qp  smg
[hllpe < (q—> (q—) T

41 Do
= COfllerrarl|gllLezas-
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2.2 Desigualdade de Young e de Holder em LP?

2.3 Interpolacao em espacos de Lorentz

O objetivo principal desta secao é apresentar um Teorema de Interpolacao em espacos de
Lorentz que serd tutil para nossos propoésitos. Para isso, comegaremos introduzindo algumas
notacoes e definicoes béasicas da teoria de interpolacao. Para nao fugir dos objetivos desse
trabalho nos restringiremos ao K —método.

Considere X e X; dois espacos de Banach. Denotaremos X = (X, X;). Seja Z(Y) =
Xy + X a soma dos espagos de Banach X e Xj.

Definigao 2.3.1 Para cada t > 0 fizado, definimos o K—funcional como:
K(t,a,Y) = inf {HaoHXO + tHal“Xl tag € Xg,a1 € X1 ea=aqag+ al}.
Observe que K(t,-, X) é uma norma no espago de Banach Z(Y)

Definigao 2.3.2 Para cada a € 2(7), denotamos

> — At
/ (t_(’K(t,a,X))q7 , e 0<f<lel<g<oo
0

|a 0,q,K =

sup t YK (t,a, X) , s 0<0<1eqg=o0

t>0

e definimos o espago de interpolagao real Xg, = (Xo, X1)pq como o conjunto

Xoq = {a € 2(7) Nallogx < oo} :

Definigao 2.3.3 Sejam (X, u) e (Y,v) espacos de medida. O operador T de (X, p) em (Y, v)

¢ sublinear se
1. T(f 4+ 9)| <|Tf|+|Tgl|, para todas fungées f,g mensurdveis em X .

2. |T(cf)| = |c||Tf|, para toda fungio f mensurdvel em X e c € C.

Observacao 2.3.1 Considere os pares X = (Xo, X1) e Y = (Yy,Y1). Sabe-se que se T : Xo —

Yo e T : X1 — Y1 sao aplicagoes continuas e sublineares, entao T : (Xo, X1)aq — (Yo, Y1)o,q €

continua. Para demonstracao dessa afirmacao veja, por exemplo, [3].

O proximo teorema é um resultado classico da teoria de interpolagao em espacos de Lorentz e
pode ser encontrado em [3], pagina 113. Sua demonstracao serd omitida por fugir dos propdsitos

desse trabalho.
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2.3 Interpolacao em espagos de Lorentz

Teorema 2.3.1 Sejam 1 < ¢y < 0 e 1 < ¢ < 00. Assuma que py € py sGo numeros positivos

1 1-4
tais que — = + —, em que 0 < @ < 1. Se pyg # p1, entao
p Po P1
(LPDHO’ Lphql)e,q = [P1
. : . 1 1-6 4
A igualdade continua vdlida no caso em que py = p1 = p, desde que a = o + a

Definicao 2.3.4 Sejam (X, p) e (Y,v) espacos de medida. Se T é um operador sublinear de
LPY(X) em LPUY), em que 1 < p,q < 00, entdo diz-se T € do tipo fraco (p,q), quando existe
uma constante C' > 0, tal que

1T fllLra < C|| ||z

Definicao 2.3.5 Suponha que 1 < pg < p1 < 00, 1 < qo,q1 < 00, com q9 # q1. Sejam o o

(2]

1 1
isto é, o segmento de reta no quadrado unitario {(z,y) : 0 < z,y < 1}, com extremos <—, —) ,

Pi 4
1=0,1e

segmento de interpolacao

1 _ 1
d0 a
1 1

Po 1

m =

a inclinagao do segmento o. Para cada fun¢do f mensurdvel em (0,00) e para cada t > 0, o

operador de Calderon S, € definido por

tm

Sap) =175 [ g Trrd [T T

0 s m

Definigao 2.3.6 Um operador T' é do tipo fraco (po, qo;p1,q1) se
(Tf)(t) < MS,(f7)(t), t >0,
para toda f tal que o lado direito € finito.

O resultado a seguir sera utilizado na demostracao do Teorema de Interpolacao de

Marcinkiewisz e sua demonstragao pode ser encontrada em [2].

Teorema 2.3.2 Suponha que 1 < py < p; <00, 1 <qo,q1 <00, com qo # q1. Um operador T
¢ do tipo fraco (po,qo;p1,q1) Se, e somente se, T' € dos tipos fraco (po,qo) € (p1,q1)-

Teorema 2.3.3 (Interpolacdo de Marcinkiewicz) Sejam (X,u) e (Y,v) espagos de
medida. Suponha que 1 < pg < p1 < 00, 1 < qo,q1 < 00, com qyg # q1- Seja 0 < 6 < 1
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2.3 Interpolacao em espagos de Lorentz

e defina p e q por

1 1-6 6 1 1-60 0
- = +—e—-= + —. (2.7)

p DPo b1 q qo q1

Seja T um operador sublinear de LP*' + LPYY em um espaco de fungoes mensurdveis em Y . Se

T € do tipo fraco (pi,qi), i = 0,1, entao existe B = B(p;,q;,0), tal que, para 1 <r < oo tem-se
1T fllar < Bl fllzor,

para toda f pertencente a LP".

Demonstracao: Note que para m como na Definicao e p,q definidos em (2.7)), tem-se

1(1 1) p_o_p_1(1—9 0 1>
- —_ — 1 T _|____
m \q qo - qo q1 qo0

q0 q1
1 1
()
Po M
B 1—-6 0 1
Do P1 Do
B 1 1
P Do

Analogamente, obtém-se
1 (1 1) 11
m\qg p P

Pelo Teorema [2.3.2} segue que 1" é um operador do tipo fraco (po, qo; p1,¢1). Assim, para o
caso em que 7 < 0o, pelas Definigoes [2.3.3) ¢ [2.3.6] tem-se

1Tl = { / " (o) %}
. {/m (15.(m0) %}
_ {/ooo <t¢11t_qlo /Ot’" Sr}of*(S)%th«lzt‘qll /:81’11]”*(3) ?)r %}1

Logo, pela desigualdade de Minkowski, segue que

i} oo%_% tm%* @Tﬂ% oo%_iooé* @r@%
1Tl < MH/ (o [ s S) F (e fH

IA
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2.3 Interpolacao em espagos de Lorentz

Fazendo a mudancga de variaveis t"* = u em cada uma das integrais acima, tem-se

Tl 70 < MH%/OOO <u,;(;-;0) /Ous;of*(s) %) dﬂ
[ [ (6D [T g) 4|
“/OO (7% [ F e d_> )’
+UOOO (ué;/uws,}lf*(s)%)r%}r]
“/ooo </0 s () ds)Tu(;—;o)T_l du] :

Agora, aplicando as desigualdades de Hardy (2.2)) e (2.3) no primeiro e segundo termo do lado

direito, respectivamente, tem-se

1T flLar < M|m|_% ﬁ {/OOO (U%f*(u)yn %}r N (l _rl> : [/Ooo (u%f*(u)>r df}r
= Bl Sl

Assim, pela Proposicao [2.1.1], tem-se
q— 1 * / * /
THTfHW <NTflzar < B fIzer < Bl fllzer,

portanto, concluimos que
1T f]|Lar < B[ f|[ e

A prova do caso em que r = oo é andloga. [

2.4 A Transformada de Riesz em [

O objetivo desta secao é definir a transformada de Riesz e mostrar sua continuidade no
espaco de Lorentz LP? em particular no espaco LP-fraco.

Antes de definirmos a transformada de Riesz, precisaremos introduzir o espaco de Schwarz
S(R™), o espago das fungdes infinitamente derivaveis em R" e de decrescimento rapido no

infinito:
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2.4 A Transformada de Riesz em LP?

Definicao 2.4.1 O espaco de Schwarz S(R™) € o conjunto de todas as funcgées f € C(R"),

tais que a semi-norma

1 fllke = sup (1+ [z]))[0%f ()]
zeR”
¢ finita, para qualquer inteiro nao negativo | e qualquer multi-indice .

Definigao 2.4.2 Seja f € S(R™). A k-transformada de Riesz, denotada por Rg, k=1,...,n

¢ definida de sequinte forma:

§k
el

em que f € a transformada de Fourier de f, definida por

Rof(€) =itk f(€),

fle) = [ @9 o) do.

Uma vez que a transformada inversa de Fourier de uma funcao f € S(R") é dada por

fla) = [ e 956 de

usando algumas propriedades basicas, podemos reescrever a k-transformada de Riesz por

mMFW@@P%A%?m)

em que x = (z1,...,2,) e A= Z 3 é o operador de Laplace.
v}

A proposicao a seguir sera 1mportante para obtermos a continuidade da k-transformada de
Riesz nos espacos de Lorentz. Por ser um resultado classico, omiteremos sua demonstracao que

pode ser encontrada em [12].

Proposicao 2.4.1 A k-transformada de Riesz , Ry = 8k(—A)’%, k=1,...,n, € continua em
LP em que 1 < p < 0.

Proposicao 2.4.2 A k-transformada de Riesz , R, = 8k(—A)_%, k=1,...,n, € continua em

LP™ em que 1 < p < 0.
~ . . 1—0 40
Demonstragao: Sejam 1 < pg < p; < 00, satisfazendo — = + —, com 6 € (0,1).
p Po P1
Pela proposicao anterior, Ry é continua em L*?, com i = 0, 1. Ou seja, existe um constante

C >0, tal que

| RifNlzri < C|lf |-

1
1\
,Mmmwmwwmmws@) [ Fllmes. Logo.

)

Pelo Lema de Calderén [2.1.

o

[Rifllre < CLF Nl prer,s
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2.4 A Transformada de Riesz em LP?

ou seja, Ry é do tipo fraco (p;, p;), com i =0, 1.

Portanto, pelo Teorema de Interpolagao [2.3.3] segue que

|Rif|lvr < Bl f|lzor,

onde 1 <r < oco. Tomando r = 0o, completamos a demonstracao. |
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CAPITULO

3

Boa-colocacao nos espacos L™

Neste capitulo apresentaremos resultados de existéncia e unicidade de solucoes da 2DQG

em LP™°.

3.1 Equacgao quase-geostrofica

Neste trabalho, trataremos de um modelo simplificado para equacoes de Navier-Stokes, em

dimensao dois, a chamada equagao quase-geostrofica dissipativa, modelada por:

o0
_ . —A)9 = 2
8t+u VO + k(=A)0=0 | xE]R,t>0, (3.1)

6(z,0) =6, , 7 €R?

em que v € (0,1] e k > 0.
As fungoes 6(t, x) e u(t, x) representam, respectivamente, a temperatura pontecial e o campo
de velocidade no instante ¢t > 0 e na posicio z € R*. Além disso, u = (u, uy) tem divergente

nulo (V- u = 0) e é determinado pela temperatura 6 através da fungao corrente 1,

_ (9% WY _
u = < 6_37276_1‘1) —( RQG,RlQ), (32)
em que a funcgao ¢ é dada por
b= (-A)7%0

e Ry é a k-transformada de Riesz (ver segao [2.4). O operador (—A)7 é definido de maneira

usual atraves da transformada de Fourier

—

(=) £)(©) = €1 f(£).
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3.1 Equacao quase-geostréfica

Denotaremos o operador que acopla a velocidade com a temperatura por Rf = u.

Por simplicidade, neste trabalho vamos tomar x = 1 e considerar apenas o caso em que

L <v<l1
g ST
3.2 Espacos funcionais

Agora, vamos introduzir espacos funcionais adequados para analisar o problema de Cauchy

para o sistema ({3.1))-(3.2)).

1
Definicao 3.2.1 Sejam 3 <v<lel<qg<oo. Definimos por E o espaco de todas fungoes
O(t, ), comt >0 ex cR? tal que

6(t,x) € BC((0,00), L51%)

e a norma em E é dada por

2 .
-

10|z = sup [|6(¢)
>0
Definimos também por E, o espago de todas fungoes 0(t,z), comt >0 ex € R?, tal que
6(t,x) € BC((0,00), L51%)
t20(t,z) € BC((0,00), L),

1 2
onde a« =2 — — — —. A norma em E, € definida por

T4

1611, = sup t2[|6(t)]| as + sup [10(2)
t>0 t>0

2,1700'

I

Denotamos por BC’((O, oo),X) o espaco de todas funcoes continuas e limitadas definidas em

(0,00) e com valores em um espago de Banach X.

Observacgao 3.2.1 Vimos no capitulo 2, que os espacos de Lorentz LP? sao espacos de Banach
(Teorema , logo concluimos que os espacos E e E, com as respectivas normas definidas

acima || - || e || - ||g, também sdo espagos de Banach.

Observagao 3.2.2 Através de uma andlise de escala, € possivel mostrar que se 0(t,x) € uma

solugcao suave do sistema (3.1)-(3.2)), entdo

Or(t, ) = AT, ) (3.3)

também serd solugdao de (3.1)-(3.2)).
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3.2 Espacos funcionais

Uma pergunta natural é saber quando (t,x) = 0\(t, ), para todot > 0, x € R* e A > 0.
Embora nao sejam tratadas nesse trabalho, solugoes com essa propriedade sao importantes e sao
conhecidas como solucoes auto-similares. Formalmente, se fizermos t — 07 em devemos
esperar que 0(0,x) seja uma fungcdo homogénea de grau —(2y — 1).

Isso nos fornece um candidato a espaco adequado para se encontrar solugoes auto-similares.
Tal candidato deve conter fun¢oes homogéneas de grau —(2v — 1).

27 /
O expoente r = do espago de Lorentz L>-1°° que aparecerd em nosso Teorema de

2y -1

existéncia € o unico tal que ——— € L™,
|m|27—1

Observacao 3.2.3 Vale ainda ressaltar que os indices o = a eB=0em

1611z, = sup ¢7[|0(8) o + sup ¢7]|6(¢)
t>0 t>0

HL27271 OO
sao escolhidos de forma a tornar || - ||g, invariante pelo scaling (ou relagdo de escala)
0(t,x) — Or(t, 1) = NN, M),

isto €, de forma que ||0|| g, = ||0x||£,, para todo X > 0.
De fato, note que

10x(t, z) |5, = sup t X HO(NE,AD) || poce +sup A 0N, )\:c)
>0
29-1 29-1
= sup X (Aw) [6(s. X o+ sup X7 (A2> 10, M)

= sup A712757)0(s, )\x)||quo+sup /\27 1=296.6516(s, ) | R (3.4)

s>0

Por outro lado, lembrando a relagdo de escala dos espagos de Lorentz (2.1), temos

_2 —(2~—
16(s, Az)l| o = A" [10(s,2) 0o € [0, A2)| 2o = AT V05, 2)]| L2 (35)

T LT
Assim, usando (3.4) e (3.5)), seque que

107t 2) |, = sup X225 516 (s, 2) | e + sup A2 B g, )|
s>0 s>0

2 .
L=
. . . 2
Para que valha ||0x(t, x)|| g, = ||0(t, 2)||£,, € necessdrio e suficiente que 2y —1—2y0—— =0
1 1
e2y—1—2v8—(2y—1) =0, ou seja, og=1-— =2 e5=0.
2y vq 2
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3.3 Boa Colocacao nos Espagos LV

3.3 Boa Colocacao nos Espacos LP™°

O objetivo desta segao ¢ apresentar os resultados de existéncia e unicidade de solugao
no espaco LP-fraco. A solucao com a qual iremos trabalhar serd a solucao branda que sera
formalizada nesta segao.

Primeiramente, para cada ¢ > 0 fixo, denotaremos por g, (¢, ) a funcao dada por

t oy = [ 2w e g
nlta) = [ 3

para todo z € R?. Observe que
Gy(t,§) = eI

e g, ¢ solucao da equagao linear
99
ot

pois aplicando-se a transformada de Fourier nessa equacao, obtemos

+(=4)"¢ =0,

8& 2v 7

a qual ¢ satisfeita por g, .
Denotaremos por G,(t) e V,G,(t) os operadores de convolucdo cujos nicleos sdo,
respectivamente, g, (¢, z) e V,g,(t, ).

A seguir apresentaremos um resultado de homogeneidade de g, que sera 1til neste trabalho.

Lema 3.3.1 Para todo x € R? et > 0, tem-se

g (tx) = 75 g (1t %), (3.6)
(Vagy)(t, ) = 73 (Vagy) (1,2t 2). (3.7)

Demonstracao: Dado f € S(R") e k > 0, tem-se

fle) = [ emenpede,

onde fiy(z) = f(kx), para todo x € R".

Fazendo a mudancga de variavies u = k&, segue que

fulz) = k" / ne“’“(%“) F(u) du
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3.3 Boa Colocacao nos Espagos LV

1
Assim, para k =1 2 e n = 2, tem-se

—

FE (g (Lat B)) = (g(L)(t7¢)

= g,(t,x).

Portanto, aplicando a transformada inversa de Fourier na equagao acima obtemos (|3.6)).

A identidade (3.7)) segue imediatamente da primeira usando a regra da cadeia [

Agora vamos formalizar a nogao de solugao que serd utilizada neste trabalho, ver [4].

Definicao 3.3.1 Seja 6 = 0(t,x) uma fungio em E (respectivamente E,). Chamamos 0 de
solugao branda global do sistema (3.1)-(3.2) em E (respectivamente E,), se a sequinte identidade

for satisfeita
b(t) = G (£)8 — / VLG (1 — $)(OR0)(5) ds, (3.8)

em que V,G.(t — s)(0R¢) = —% * (0Ry0) + % x (OR19) e, se
1 2

0(t) — 0y, quando t — 0%,
em que o limite tomado € definido na topologia fraca—* de LEeT™®,

Com intuito de tornar mais simples a expressao (3.8)), a parte nao linear sera denotada por:

t
B(6, 8)(¢) = / V.G (t — $)(ORS)(s) ds. (3.9)

0

Assim, (3.8)) pode ser reescrita da seguinte forma:

6(t) = G,(t)6y — B(6,0)(1). (3.10)

Os resultados a seguir sao os principais resultados tratados neste trabalho. O primeiro
garante a existéncia e unicidade da solugao branda global no espago F e o segundo a regularidade

da solucao obtida no primeiro resultado.
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3.3 Boa Colocacao nos Espagos LV

1
Teorema 3.3.1 (Euxisténcia e unicidade) Sejam 3 <7< leb € L= 1%, Egistem e > 0 ¢
C = C(y) > 0 tal que, se HQOHLQ%IW
(3.1)-(3.2) tem uma solugdo branda global 6(t,x) € E, satisfazendo ||0||p < 2Ce. Mais ainda,

a solugdo € tinica na bola B(0,2Ce).

< €, entao o problema de valor inicial para o sistema

1
Teorema 3.3.2 (Regularizagdo) Sejam 3 <yv<lebye Lo, Seja € como obtido no

Teorema |3.3.1. Para qualquer 5

1 < q < o0, existem C' = C(v,q) >0 e 0 < ¢, < e tal que,

w < €g, €ntao a solugao obtida no Teoremaw 6(t,z) € Ey e ||0]| g, < 2C¢,.

se [|6oll, 2.

Antes de demonstrarmos os Teoremas [3.3.1] e [3.3.2] provaremos diversos resultados que
servirao de ferramentas na demostracao dos teoremas. Comecaremos com um lema abstrato,

cuja demonstracao é uma aplicacao do Teorema do ponto fixo de Banach para contragoes.

Lema 3.3.2 (Lema Abstrato) Sejam X um espago de Banach como norma ||-||x e B : X xX —

X uma aplicagao bilinear continua, ou seja, existe uma constante K > 0, tal que
[B(21, 22)||x < Kllz1|[x||22lx,

para todo x1,x9 € X.

Dado 0 < € < % ey € X,y #0, tal que se ||y||x < €, entdo existe uma solugio v € X
para a equagdo x =y + B(z,x), tal que ||z||x < 2¢e. A solugcdo € unica na bola B(0,2¢). Além
disso, a solugao depende continuamente de y no sequinte sentido: Se ||j||x <€, T =g+ B(Z, )
e |Z||x < 2e, entao

o = #llx < T—lly = llx. (3.11)
1—-4Ke
Demonstracao: Considere a seguinte aplicagao F': X — X definida por F(z) = y + B(z, x).
Denote por Bs, a bola fechada de centro na origem e raio 2¢ no espago X.

Primeiramente, mostremos que F(Bsy.) C Bs.. De fato, se z € By, entao

[1F@)x < lyllx + 1Bz, 2)llx
< lyllx + Kll2l%
< e+ K(2¢)?
= ¢(1+4Ke)
< 2e,

1
is0<e<—.
pois < I1x
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3.3 Boa Colocacao nos Espagos LV

Agora, se x,z € By, tem-se

|F(z) = F(2)l|x = [B(z,2) — B(z,2)|x
|B(x — z,x2) + B(z,x — z)||x

< 1B(z =z 3)[[x + |1B(z, 2 — 2)||x
< Kz =zl xllellx + K[zl x [l — 2 x
< deK||x — z||x-

Como 0 < 4eK < 1, segue que F' é uma contracao em Bs.. Entao, pelo Teorema do ponto fixo
de Banach, existe um tnico = € By, tal que z = y + B(z, x).
Para demonstrar a continuidade do operador solucao em relagao ao parametro y, considere

x e T como no enunciado do teorema. Segue entao que

le—2lx = lly+ Blz,2) - 5+ B(Z7))|x
< ly—vllx + HB(%QJ) B(z, )| x
= lly—vllx +[IB(x - 2,2) - B(Z,2 — 7)||x

IN

ly —9llx +1|B(z — 1, I)Hx + 1B, v — 1)l x
< ly = 9llx + 4eK|z — 2 x,

que é equivalente a (3.11)), desde que 4e K < 1. [ |

Segue como consequéncia do Lema [B.3.2] que para provar o Teorema [3.3.1 precisamos

mostrar que a parte nao linear da equacao (3.10]) é continua de £ x E em F e que a norma da
2 )

parte linear em F pode ser controlada pela norma do dado inicial 6§y € L2-17>. Este serd o

objetivo das duas préximas segoes.

3.4 Estimativa do Termo Nao Linear

A fim de provar a continuidade do termo nao linear (3.9)), apresentaremos dois lemas técnicos
que nos auxiliarao nesta tarefa.
Primeiramente, considere 1 < r < oo e x : (0,00) — L™, tal que, exista uma constante

C = C(v,r) que satisfaga, para todo t > 0, a seguinte condigao:
I (£)|| e < Ot 337, (3.12)

Além disso, para toda fungao f : (0,00) — X, em que X é um espago de Banach, definimos
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3.4 Estimativa do Termo Nao Linear

o operador linear f — C,(f) dado por:

Co()(a) = / T (s) % £(5) ds. (3.13)

Sob as condigbes acima (para x(t,z)), os dois resultados a seguir mostram que o operador

linear C, ¢ bem definido em certos espagos de Lorentz.

Lema 3.4.1 Sejam 1 < p < ¢ < oo e~ > 0. Entdo, para toda ¢ € L', tem-se

57 G (s) % $llzas < Ol (3.14)
e
/ T A GE O I (9) w6l ds < 6l (3.15)
0
Demonstragao: Primeiramente, seja r um numero real tal que 1 = + 1 — 1. Assim,

a desigualdade (3.14)) é obtida diretamente, usando desigualdade de Young generalizada
(Proposicao [2.2.1)) e a propriedade ([3.12). De fato,

2 2 1 (2 2
s G x(s) # 0l < 55 GTTICE) Ix(3)l e ] 20
< st GO 5 gl
= CH¢”LP717
pois
1 /2 2 3 1 1 /2 2 3 1 /1 1
— (=41l +— = —(===+1) -+ (-—=+1
2y\r ¢ 2y or 2y \p ¢ 2y y\q¢ »p
131
2y 2y v
= 0.
A . L(Z_Z_(Q,y_l)) .
gora, defina g,(t) = s2\» 4« Ix(8) * @||par e considere p; < p < py < ¢, tal que
2 2
— — — < 2v. Assim, usando (3.14) com 1 < py < ¢ < o0, tem-se
p D2

go(t) = 57T ) Iy (s) % | o

= BB CE) (s) 5 6

< s g, (3.16)
1 1 2 2 ~ 1

para k = 1,2. Agora, defina — = — [ — ——+2y|,onde 0 <l <1 <lye hg(t) =Ct ',
b 2y \pe »p



3.4 Estimativa do Termo Nao Linear

onde C' = C||¢||pp1. Assim, usando a desigualdade (B.16) e o item ([3), da Proposigao m,

tem-se g3" < hy". Consequentemente,

Hg¢>Hle’°°(07oo) < Hthle’w(opo)» (3-17)

para k =1, 2.

Agora, vamos estimar a norma L'**> de hy. Para isso, primeiramente observe que

A (s) = m ({t € (0,00) : Ct i > s})

- m <{t € (0,00) : (és—1>lk > t})
o)
e que

R(t) = inf {s>0: N\, (s) <t}
. U
= inf {3 >0: (Cs’1 < t}
= inf {S>Otét_i§8}

— Ot i,

Logo, para k = 1,2, tem-se

1~ 1
1o || 10 = sup £ Ct 0 = C.
>0
Finalmente, usando a Proposicao [2.1.1] conclui-se que

il e < Gellall e = GC = Cll@l| raar, (3.18)

— l
onde C = Cel, = l—kl Portanto, por ([3.17) e (3.18) segue que g4 € L*>(0,00) e
L —

1961l e < CllGl o

Assim, as aplicagoes
Ty : LP2Y(R?) —  L'™>(0,00)
¢ = 9o

k = 1,2 sao continuas e sublineares.
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3.4 Estimativa do Termo Nao Linear

1 6 1-90
Tome 6 € (0, 1), tal que — = — + e observe que

p n P2
0 1—40 0 (2 2 1—-60 (/2 2
-+ = —|———+2y |+ ——|———+2
ll l2 2’}/ P1 P 2/7 D2 p

0 1-60 1 )
TP1 VP2 TP

Logo, pelo Teorema de Interpolacgao [2.3.1] tem-se
(LPPH(R?), L2 (R?))gy = LPH(R?) e (L"™(0,00), L°°(0,00))g1 = L'(0, 00).
Portanto, da Observacao [2.3.1} segue que aplicacao

LPYR?) — L'(0,00)
¢ = 9o
é continua, ou seja,
196/l 21 0,00) < Cll@ o (re),

e assim concluimos a prova. [
1 2 oo .
Lema 3.4.2 Seja 5 <7< 1. Se f e L>(]o, oo),L2<2371)’ (R?)), entdo

ICX(NI 2

L7~

(3.19)

Lo < Ksup [ f(2)]]
t>0

2 .
2@ 1)’

9 . 9
——éad = ——e¢
2—(2y—-1) 2y —1

1
que 22271 2 =1) Como 3 < 7y < 1, segue que 2—2(2y—1) > 0. Assim, usando
a Proposicao [2.1.3] a desigualdade de Holder generalizada (Proposicao [2.2.3)) e a desigualdade
2

Demonstracao: Primeiramente, observe que o conjugado de o =

2 - 2
2 _

(3.15), com p = e q= m, tem-se
ICx (/) parce = sup C(fo(x) dz
ol pa,1=1 |/R?

T /R? </OOO[X(S)*f(5)](93)dS> ¢(z) dx
T e /OOO /R x(s) % f(5)] (2)¢(z) du ds

61l pa,1=1

||¢HSL1£=1 /0 /R /RQX(S’SC y)f(s,y)o(x) dy dx ds
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3.4 Estimativa do Termo Nao Linear

/0"" /RQ /W X(s,y — z)o(x) f(s,y) de dy ds
B H<z>||sLli§:1 /0°° /R2 [X(5) * 0] (y) f(s5,y) dy ds

< . d
< s / I s X 6] g ds

< Csup ()]l
t>0

= CS,’EE) £l

= sup
8]l a1 =1

) onde )2(371.) = X(Sv —.CC)

L%’w |¢‘il;15::l ||¢||La,1

e

2
2@y —1

onde usamos o Teorema de Fubini na terceira e na quinta igualdade. E facil verificar que Y
também satisfaz (3.12)).

Observagao 3.4.1 O operador bilinear B(0,¢) é continuo no espago funcional E. De fato,

considere

0 , set<s

fioy = { R e

x(t,x) = Vag,(t, x).

Vale ressaltar que V.g,(t,x) satisfaz a condicio (3.12). De fato, pelas propriedades de
homogeneidade de g.(x,t) (3.7) e pela Observagao tem-se

_3 _ 1
IVagy (b 2)|[pree = [[t727(Vagy) (L, 27 27)[|prec
_3.1
= t 2y ’YT”vxg,y(17];)”Lr,oo
= Cly,r)t =5, (3.20)

Logo, com a notacoes definidas acima, seque que
() = [ (e s@) e is
— [ (Ve F) ) s
= /oo V.G (s,x)f(s,x)ds
0

= /0 V.G (s,2)(0R®)(t — s,x) ds.
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3.4 Estimativa do Termo Nao Linear

Fazendo a mudanga de varidveis u =t — s, conclui-se que

C() = = [ V.Gt = ) (ORO) . 2) du

_ / VLGt — ) (ORO)(u, 2) du

0

= B(0,0¢).

Portanto, usando o Lema a desiqualdade de Hoélder generalizada (Proposi¢ao e
a continuidade da transformada de Riesz em L3 (Proposi¢ao , concluimos que existe

uma constante K = K(v) > 0, tal que

IBO,9) 2 < K sup IFON 2y o
< K sup IO, g e sup I(BO) D] 2y e
<

K sup [0(0)] 2, 500 16Oz,

K (|0] el ¢l - (3.21)

Logo,
I1B(6.0)ll5 = sup 1B6.9)],,2, . < K 6]l

ou seja, o operador bilinear B : E X E — FE € continuo como queriamos.

O préximo resultado sera 1util para mostrar que a solucao do Teorema [3.3.1| converge fraco-x

2
para o dado inicial 6y, quando t — 07, em LZ-1"°,

Lema 3.4.3 Se 0(t,z) € E, entdo
B(0(t),0(t))— 0 quando t — 0T,

onde o limite € tomado na topologia fraca—= de L3>,

Demonstragao: Primeiramente, como citado na Observacio[2.1.3, o conjunto Cg°(R?) é denso
em L@ (espago dual de L‘h%l’oo). Pela hipétese 0(t, x) € E e segue da desigualdade ([3.21])
que [ BO,0)] =, . < K[0]3.

Assim, usando um argumento de densidade, é suficiente mostrar que dada ¢ € Cg°(R?),
tem-se

(B(6(1), 6(1)). )| = /R 2 /0 V.G (t — ) (OR0)(s)p(x) ds dr| — 0,

quando t — 0.
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3.4 Estimativa do Termo Nao Linear

Sendo assim, seja p € C5°(R?). Pelo Teorema de Fubini e pela desigualdade de Holder
generalizada (Proposigao [2.2.3)), tem-se

(B(0(),0(1),¢)| = /R2/0 V.G, (t —s)(0RO)(s)p(x) dsdx

| vt = s)0R0)5). ) s

< AHV#%@—SwRﬁ@whms

t
< AHVA%@—ﬁwMM@Mmﬂmew- (3.22)

Por outro lado, usando a desigualdade de Young generalizada (Proposigao e a
1 1 22y—-1
desigualdade de Holder generalizada (Proposicao 2.2.3), com — = - + (7— —1le

r! [ 2
2(2v —1 2v—1 2y-—1
(2y ) = 5 + 7 5 a continuidade da transformada de Riesz em LT ¢ a equagcao
(3.20), obtém-se

IV2Go (8 = $)(ORO) (Sl e < C(,7) [[Vagy(t = )L [(ORO) ()] 2y o
< COn) IVagy (t = )l 0] 2 o I(RO)(S)]] 2
< OO IVagy(t = )l 2
< C (

W"/l

Cly,m) 1011 (¢ = 5)”
Cly,m) 10l (t —s)”
Cly,m) 10l (t — 5)=

2
w5 2tayty

1
=+ 7—2

(v,7)
(7, 7)
(v, 7)
(7:7) IVags (t — S)||Ll°°||9||E
(v,7)
(7, 7)
(7, 7)

Assim, de (3.22)) e da desigualdade acima, tem-se

|<B(0(t)=0(t))7§0>| < é’(”y,T’) H@H%Hﬂh,«,l/o(t_s)% 72 ds

~ 1,1
= Clv, 1) 013 el tz 37 (3.23)
Escolh 2 <7 < C 1 <~v<1
e — . m —
Scolna 2(27_ 1) T 2’7_ 1 omo 2 ’Y , segue que
1 1 1 2v — 1
b 1> 1=
2y ~r! 27 27y

Portanto, passando o limite quando ¢t — 0% em ambos os lados de (3.23)), tem-se

lim [(B(6(),6(1)), )| < C(3.7) 6] llollura lim £757 7 = 0.

t—0t
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3.4 Estimativa do Termo Nao Linear

3.5  Estimativa do Termo Linear

O objetivo desta segao, é mostrar que a norma da parte linear de (3.8)) pode ser controlada
2
pela norma do dado inicial 6y no espago L2v-1""°

2
e que a parte linear converge fraco-*x em L2-1""°

para o dado inicial, quando t — 0.

Lema 3.5.1 Se 0, € L%%l’oo, entao existe C' = C(v) > 0, tal que

1GL(@)bol[2 < Cll6o]

2
L27—1"°

G, (t)0p — 6y quando t — 0,
onde o limite € tomado na topologia fraca—x* de LB,

Demonstracgao: Primeiramente, vamos estimar a norma L' de g. Por (3.6]) e pela Observagao

BT, segue que
_2 _ 1 _ 24,2 ~
lon@llzs = 5 g, (L at™5) | = £ 5 g, (L)l = C(),

para todo t > 0. Assim, usando a Proposi¢ao [2.2.2] tem-se

1Gy(0oll, 2y e = 1lg2(1) % b0l 2,

2y

IA

Cllgr@)llzallfoll 2 e
= CM) 6l

2
LA —1°

para todo ¢ > 0. Logo,

1G]z = 51 G (60l 2, < C) ol 2

2 Y 2
Para provar a convergéncia fraca—x*, note que = ———— . Lembremos
2y —1 2—(2v-1)

2
que f, — f (na topologia fraca—x de L2-1"") é equivalente a convergéncia das integrais

(Fas8) = (f,0), para todo ¢ € L=@rD",
Assim, fixando ¢ € L2—<22W—1)’1, tem-se

(G,0p — 00, 9)| = G, (t,2)0(t, x)p(x) — Oo(t, z) () dz

R2

/]R2 Oo(t, ) [Gy(t,x)qﬁ(m) — qb(x)] dr
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3.5 Estimativa do Termo Linear

IN

[ 166(t.2)[Go (k. )ote) = o) | o

= [166(t) (G5 ()6 — ¢)l|
< Cllboll, 2y G0 = ¢

L2— (2

. — 0, quando ¢t — 0*.

Mostremos que |G, ()¢ — ¢ =
De fato, para todo t > 0, note que

_1 1 1 x
g (t2) =t g, (Lat ) = 50 (5),

onde ¢ = 17 ¢ o(z) = g,(1, x)
Assim, para todo ¢ € L2=G7-1 D , segue da Observacao m que

gy (t,2) ¢ =0l 2 sn = G (t)¢ — 4l 10,

2(2

quando ¢ — 0 (ou, equivalentemente ¢ — 07), pois /

R2
/2 gy(t,z)de = g,(¢,0) = 1.
R
Portanto,

e@idr = [ oo -

(G100 — 0o, 9)| — 0,

quando t — 07, ou seja, G0y — 6 na topologia fraca—x. |

3.6 Prova do Teorema de Existencia e Unicidade |3.3.1

Nesta segao provaremos o Teorema [3.3.1] com auxilio dos resultados ja apresentados.
Demonstracao: (do Teorema de Existéncia e Unicidade (3.3.1)

Vimos na secao anterior que o operador bilinear B : £ x E — E, dado por

B0 = [ V.G (¢ - 5)(6RO)(s) ds

satisfaz

1B(6,9)|le < K [|0]l£ll¢] 2

Portanto, B(6,¢) é um operador bilinear continuo.
o < € Assim, segue pelo Lema que

Por hipdtese, tem-se |6y Lo
2

|G, (t)bo||e < Cl6] 2 < Ce. (3.24)

L2A—1>®
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3.6 Prova do Teorema de Existéncia e Unicidade B-3.1]

Tomando € > 0, de forma que 4K C'e < 1, segue que
|G (£)6s||p < Ce =€, com 4Ké < 1.

Como E ¢ um espaco de Banach, podemos aplicar o Lema comy=G,(t)pex=10e
garantir que existe 0(t,z) € E, satisfazendo a equagao e ||0]|g < 2€ = 2Ce. Além disso, a
solugao é tinica na bola B(0, 2Ck).

Para concluir que # é uma solucao branda global em E, basta observar que pelos Lemas

BT e 5T temse
0(15) — 90,

2
quando t — 07, na topologia fraca—* do espaco Lz-1"", |

Observacao 3.6.1 A dependéncia continua com relagdo aos dados iniciais € uma consequéncia
do Teorema[B.3.1] tendo em vista o Lema B.3.2

3.7 Prova do Teorema de Regularizacao (3.3.2

Para provar o Teorema [3.3.2] usaremos novamente o Lema [3.3.2] Para isso, precisamos
mostrar que o operador bilinear B é continuo no espago E; e que a norma da parte linear em
2
E, pode ser controlada pela norma do dado inicial 6y € L#-1".

Relembremos que || - ||, = sup ¢2|| - ||z + || - ||z  que para a demonstragio do Teorema
>0

provamos a continuidade do operador bilinear em E. Logo, para provar o Teorema |3.3.2]

, . . . 1. o
é suficiente provar apenas a continuidade do operador bilinear na norma sup ¢2 || - || e~ €, que
t>0

a norma sup t2 || - ||z~ da parte linear pode ser controlada pela norma || - HL27271’°° do dado
>0

inicial. Para isso, provaremos primeiramente a seguinte proposicao, que serd tutil nesta secao.

Proposicao 3.7.1 A fungao beta, denotada por B(z,y), e definida por

B(x,y) = /01 "1 — ) dt, (3.25)

em que x,y > 0, € sempre finita.

Demonstragao: Tomando 0 < A < 1, tem-se

A
Blx,y) = /Ot“”_l(l—t)y_ldt—k/:tx_l(l—t)y_ldt

A 1
< max(l,(l—)\)y_l)/ tx_ldt—i—max(l,)\x_l)/ (1—t)tdt
A

0
T — Y

= max(1l,(1— /\)y_l))\— + max(1, )\‘B_l)u < 00.
Z Y
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3.7 Prova do Teorema de Regularizagao [3.3.2]

1
Lema 3.7.1 Sejam - <~y <1, <g<ooel, ¢peE,, entio existe K, = K(v,q) > 0,

2 27— 1

tal que
sup ¢2[|B(6, )| ace < Kysup t2[|6(t)]| o sup ¢2 | (t)| pace.
>0 >0 >0

Demonstracao: Sejam r e [ satisfazendo

creg 2 gl 1,2,
r e-=-+--1
2v—1— = 2y —1 €077 q

Usando a desigualdade de Young generalizada (Proposicao [2.2.1)), tem-se

/0 V.G, (t —s)(0Rp)(s) ds

1B, o) re = ‘

Lo

< / IVuG (t = 5)(ORG)(8) | r ds
< [ 192 = ) N ORO ) 3 ds. (3.26)

Pela desigualdade de Holder generalizada (Proposicao [2.2.3) e pela continuidade da
transformada de Riesz em L% (Proposigao [2.4.2)), segue que

1ORD) ()| 500 < Cl@) [10(8)]| Laoe | (RP)(s) [ Lo
< C(@) 10(3)][Lace]|d(8)[] oo

Assim, de (3.26]) e da desigualdade acima, juntamente com a equagao (3.20)), tem-se

t 3 1
I1B(0, ¢)||ree < C(%Tvq)/o(t—S)”” 16Cs) ]| o< l| ¢ ()| oo s

t
< C sup t2]|0()]| o sup 2 [|¢(8)| pooe / (t—s) = s ds. (3.27)
t>0 t>0 0
Fazendo a mudanca de variavel u = ;, segue que

¢ 1
/ (t — s)_%Jr% sTds = ¢yt / (1— u)_%J“% u* du. (3.28)
0 0

Logo, substituindo ((3.28) em (|3.27]), conclui-se

. 1 .
| B0, &) pre < Ottt sup 12 [|0(t)]| pace sup £2 || p(t) || o / (1-— u)_%’L% u”* du.
t>0 t>0 0
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3.7 Prova do Teorema de Regularizagao [3.3.2]

1 1 1
Lembremos que o = 2 — — — —. Fazendo r = ¢, resulta que — + — = 1, entao
L' I q
3 1 3 1 1
—— 4+ ——a+1 = ——+—(1——)—a+1
2y Al 2y vy q
3 1 1
= —+-—-————-a+1
2y v g
1 1 2
_ —(2————)—a
2 AL’
Q@ Q@
—_= —_— o= ——
2 2’
¢ 3 1
31 _a
2y oyl 2

Logo,

1
IB(0, )|l < Ct% sup t3[0(8)]| o sup £3 || $(t) | poe / (1) u du
t>0 t>0 0
(e} a (e o
= CtE (5,1 a) sup 3 [0(0)]|gace sup ¢ [l9(8) 1o
2 >0 £0

= Kt~ % sup t2|0(t)| o sup t2 | 6(t)]| poce,
>0 >0

onde f(-,-) é a fungao beta e K, = Cp (%,1—@). Pela Proposicao |3.7.1| segue que

B(g,l—a)<oo,poiSO<oz<1,quando <q.

2
Portanto,

2v —1

sup 5 [[B(6, 0)|1aee < Ky sup ¢3]10(8) | e sup £ 6(8) o
t>0 t>0 t>0

[
Lema 3.7.2 Sejam % <y<l, 272_ . <g<ooebe L2v27—1’°°, entao existe C' = C(v,q) > 0,
tal que
1Gy(®)bollz, < C(v: @) 6ol 2y -
Demonstracao: Seja [ > 1, satisfazendo 1 = % + 272_ L 1. Pela desigualdade de Young
generalizada (Proposigao [2.2.1]), tem-se !
1Gy(®)boll o < C'llgy ()| Lo [0l 2y e (3.29)
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3.7 Prova do Teorema de Regularizagao [3.3.2]

Por outro lado, pela equagao (3.6]) e pela Observagao [2.1.4] segue que

_1 _ 1
gy (D)l ree = 77 |lgy (L, 287 27)| oo
1.1
= 73 gy(1, @) || proo
_ t-%%(%—“f“)||gw(17x)||w
_1l(9g_1_ 2
= 172755 g, (1, 2) | e
C(v,9).

[N]1e)

= ¢t

Assim, de (3.29) e da equac@o acima, tem-se

1G-S (®)bollom < Clvia) 2 b0ll 2 e (3.30)
Portanto, usando o Lema e a desigualdade acima, conclui-se que
|G ()bolle, = Sup t2]|G ()00 oo + |G (t)80]|
< COLO 0l iy + CO 00l 2
< COL) 0] 2y
onde C(y,q) = C(v,q) + C(v). u

Com os dois ultimos resultados em maos, a demonstracao do Teorema de Regularizacao
segue diretamente da aplicacao do Lema no espago Fj,.
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