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RESUMO

Neste trabalho estudamos quatro problemas elipticos envolvendo o operador 1-Laplaciano. Na pri-
meira parte estudamos resultados de existéncia para um sistema subcritico do tipo gradiente. O
segundo problema que abordamos € um sistema critico e para superar a perda de compacidade,
mostramos uma versao do Principio de Concentragcdo e Compacidade de Lions. O terceiro problema
que lidamos é um problema superlinear critico para o qual mostramos a existéncia de uma solugao
ndo trivial. Finalmente, estudamos resultados de existéncia para um problema singular critico do

tipo céncavo-convexo.

Palavras-chave: Operador 1-Laplaciano. Sistemas elipticos. Problemas com crescimento critico.
Nao-linearidades singulares.



ABSTRACT

In this work, we study four elliptic problems involving the 1-Laplacian operator. In the first part, we
study existence results for a gradient type subcritical system. The second problem that we address
is a critical system and in order to overcome the lack of compactness a version of the Concentration
of Compactness Principle of Lions is proved. The third problem that we deal is a critical superlinear
problem for which we show the existence of a non-trivial solution. Finally, we study existence results

for a critical singular problem of the concave-convex type.

Keywords: 1-Laplacian Operator. Elliptic systems. Problems with critical growth. Singular nonlinea-
rities.



Sumario

1 Introducgao 11
2 Preliminares 17

3 Sistema de equacgoes envolvendo o operador 1-Laplaciano com cresci-
mento subcritico 19

4 Sistema de equacgoes envolvendo o operador 1-Laplaciano com cresci-
mento critico 32

5 Um problema superlinear critico envolvendo o operador 1-Laplaciano 47

6 Um problema singular critico do tipo céncavo-convexo envolvendo o

operador 1-Laplaciano 61
6.1 Resultados preliminares . . . . . . . . . . ... .. ... 61
6.1.1 Teoria generalizada de Anzellotti . . . . . . ... ... ... ... .. 63

6.2 Resultado de existéncia . . . . . . . .. ... 64
6.2.1 Prova do Teorema 6.15 . . . . . . . ... . ... ... ... .... 72

7 Conclusao 85

Referéncias 86



1 Introducao

Nesta tese estudamos problemas elipticos envolvendo o operador 1-Laplaciano com
crescimento critico, o qual é definido formalmente como

. Du
Ay (u) = div (]Du|> :

A importancia de estudar esse tipo de equagdes esta nas aplicagoes que tem em re-
construcao de imagens digitais. Esse tipo de operador tem papel preponderante, uma vez
que possibilita o emprego de técnicas de reconstrucao de imagens que preservam cantos e
arestas. O operador 1-Laplaciano esta associado ainda a fendmenos de difusao nao-linear,
uma vez que pode ser visto como um caso particular do operador p-Laplaciano, quando
p=1.

Os pioneiros que abordaram problemas envolvendo o operador 1-Laplaciano foram:
Andreu, Ballesteler, Caselles e Mazdén nos seguintes trabalhos [7, 6, 8] e também na

monografia [9]. Tais autores caracterizam o quociente (quando Du é apenas uma

u
| Dul
medida Radon, ao invés de uma funcido L'), através da Teoria de Anzellotti (ver [11] e
também [9]). Essa teoria permite que eles introduzam um campo vetorial z € L>(Q, RY)

que desempenha o papel de “. Dessa forma eles superam a dificuldade que Dul nao
U

estd bem definido quando |Du| = 0.

Entre os primeiros trabalhos sobre este assunto também poderiamos citar os trabalhos
de Kawohl [36] e Demengel [29], onde neste tltimo ela utilizou a simetria do dominio para
obter solugoes nodais para problemas envolvendo o operador 1—Laplaciano e uma nao
linearidade com crescimento critico.

No ano 2002, Lucio Boccardo e Djairo Guedes de Figueiredo, estudaram em [19], o
sistema de equagoes envolvendo o operador p-Laplaciano dado por

—Ayu = F,(z,u,v) em (),
—A = F,(z,u,v) em (, (1.1)
u=v=0 sobre 01,

onde A, é o operador p-Laplaciano dado por Ayu = div (|[Vu[P~?Vu), com as seguintes
hipoteses sobre a fungao F

. « (p*—1)
1. Fu(x,u,v)gC(1+|u’p —1_|_‘Uq Pp*l)'
p*<q2*l>) ‘

11

2. Fy(z,u,v) <C (1 + |o]T 7 + |u
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3. F(x,u,v) < C(1+|u|"+|ul?), para alguma constante positiva C, onde r e s satisfazem

p<r<p,qg<s<q.
4. Existem R > 0,0, >0e 0, >0 com

1 1 1
— <O, <, —<b,<
p p q

1
7
tais que

0 < F(z,u,v) < O,uF,(z,u,v) + 0,0F,(x,u,v),
para todo z € Q e |ul,|v] > R.

5. Existem constantes ¢; > 0, ¢ > 0, 7 > p, § > ¢ tais que
F(z,u,v) < ci([u]” + [vf),
para todo |u|,|v] <€, x € Q.

Usando o Teorema do Passo da Montanha, os autores mostraram a existéncia de uma
solugdo ndo trivial para o problema (1.1).
Por outro lado, Alexis Molino e Sergio Segura tratam em [41] o seguinte problema

-div (%) = f(z,u) em £, (12)
u=0 sobre 0,

sendo f: 2 x R — R uma funcao Carathéodory satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) Existe a > 0 tal que

lim sup M < 00, uniformemente em x € ).
s—0 |5|

(i) Existem ¢ € (0, x5) ¢ C' > 0 tais que

|f(z,8) <C(1+1s]7) 2€Q,5s€R.

(iii) Existem k> 1 e 5o > 0 tais que
0<kF(x,s) <sf(zx,s), x€Q,|s| > so,
onde F(x,s) = [5 f(x,t)dt.

Por meio de uma técnica de aproximacao, tais autores aplicaram métodos variacionais
para mostrar a existéncia de duas solugoes, uma positiva e outra negativa para (1.2).
Gostarfamos de destacar que em [41] os autores conseguem pioneiramente a monotonia,
com respeito de p para um funcional que difere apenas por uma constante do funcional
associado ao problema aproximado de (1.2). Neste trabalho usamos essa técnica forte-
mente.

No Capitulo 1 estendemos o resultado em [19], para o sistema de equagoes envolvendo
o operador 1-Laplaciano, usando o método de aproximacao por sistemas envolvendo o
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operador p-Laplaciano, desenvolvido em [41]. Estamos interessados em encontrar solugoes
para o seguinte problema

-div ﬁ) = F,(z,u,v) em €,
) = F,(z,u,v) em £, (1.3)
u=v=0 sobre 01,

onde N >2e Q C RY é um aberto limitado.
A seguir enunciamos o primeiro resultado principal deste trabalho.

Teorema 1.1. Suponha que F' satisfaca as sequintes condigoes
1. F é uma funcdo de classe C*.

2. Existem constantes C > 0, r € (1,1*) e s € (1,1%) tais que

|[Fu(z,u,0)] < COL+ a7+ "),
|Fo(w,u,0)] < CO+Jul™™" + o),

* _ N
onde 1* = .

3. F(z,0,0) = F,(z,0,0) = F,(x,0,0), para todo x € Q.

4. FExiste 6 € R com

1
— < <1
1*

tal que
0 < F(x,u,v) < OukF,(z,u,v) + vF,(z,u,v),

para todo x € Q e u,v € R.
5. Existem constantes a, 8 > 0 tais que, para todo x € )

. Fu(z,s,1)
lim ——————* < 400
s—0 |5‘04

. Fy(z,s,t)
lim ————+ < +o0.
t—0 |t|5

Entao existe uma solug¢do nao trivial para o sistema (1.3).

Problemas com crescimento critico receberam muita aten¢ao nas tltimas décadas, co-
mecando com o trabalho pioneiro de Brezis e Nirenberg [21]. Em [3], Alves, de Morais
Filho e Souto, fizeram a extensao para sistema de equacoes semilineares do conhecido
problema de Brezis e Niremberg. Posteriormente, de Morais Filho e Souto em [42] gene-
ralizaram o problema tratado em [3] para o operador p-Laplaciano e com a nao linearidade
mais geral. Mais especificamente, estudaram o seguinte problema

—Apyu = Qy(u,v) + Hy(u,v) em €,
—Apv = Qy(u,v) + Hy(u,v) em €,
u=v=0 sobre 01,

u,v>0; u,v#0 em €

(1.4)
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onde @ ¢ uma fungao de classe C'(R; x R, ,R) p—homogénea, ou seja,

Q(Au, \v) = NPQ(u,v) para todo A > 0; u,v > 0, (1.5)
Qu(0,1) = 0, Qu(1,0) = 0, (1.6)
H é uma funcao de classe C*(R, x R, R) tal que
H(Au, \) = MH (u,v) para todo A > 0, u,v > 0; p < q<p", (1.7)
onde p* = NN—SD e
H(u,0)=0(H(0,v) =0), para todo u > 0 (v > 0). (1.8)
Além disso,
pa < Aty (1.9)

onde, A\; é o primeiro autovalor do operador A, cuja caracterizagdo variacional ¢ dada
por

VulPdz
M= i JalVuldr
wewy?(9) Jo [uPdz
H2 . P p_
= =max{Q(u,v) : u,v > 0,uP + vP = 1}.
p
Tais autores mostraram a existéncia de uma solucao nao trivial para o sistema de

equagoes (1.4), usando o Teorema de Multiplicadores de Lagrange e uma versao do Prin-
cipio de Concentracao e Compacidade de Lions [39].

O primeiro problema critico envolvendo o operador 1-Laplaciano foi desenvolvido por
Demengel em [29]. Por outro lado, Degiovanni e Magrone em [31] estudaram uma versao
do problema de Brezis e Nirenberg para o operador 1-Laplaciano com uma abordagem
diferente usando um teorema de linking. Em [4] Alves, Ourraoui e Pimenta trataram um
problema quasilinear com crescimento critico.

Demengel trata o seguinte problema envolvendo o operador 1-Laplaciano com cresci-
mento critico

. . — 1*—2
{ Ayu+ a(z)signu = flul" 2u em Q, (1.10)

u=0 sobre 0,

com a e f fungdes continuas sobre Q. Além disso, f é positiva em alguma parte e a uma,
funciio para a qual existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo u € W, (Q)

(V| —|—/Qa|u\ > cfjul|lwrr(q)-
O dominio € é invariante por algum grupo G de isometrias de RY e
N—-1

AG) f(z)"~ K(n,1)(CardOg(z)) ¥ < 1,

onde
ANG) = inf {/ Vul + | a|u|}
{uEVV()l‘l(Q),uéG’—invaLriamte7 fQ flult*=1} L/Q Q
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(Jo [u|*")
K(n,1) = sup {sfz\w .
ueWy t ()\{0} Qlvu

Sob essas condigoes, a autora mostrou a existéncia de solugoes nodais para o problema
(1.10). Além disso, de forma pioneira estabeleceu uma versao do Principio de Concentra-
¢ao e Compacidade de Lions, para uma sequéncia de fungdes em BV (§2) que convergem
fracamente.

Nesse sentido, no Capitulo 2, propomos generalizar o sistema de equagoes abordado
por de Morais Filho e Souto para o operador 1-Laplaciano. Baseados nos argumentos
usados em [42] e [29] mostramos a existéncia de uma solu¢do nao trivial para o seguinte
sistema de equacoes com nao linearidades homogéneas

1D Y
-div (15, :Qv(u,v)—F)\Tw‘“’%’UW_Q em {, (1.11)
u=1v=0 sobre 0,

u,v > 0; u,v#0 em §,

~div EDug = Qu(u,v) + A\ 2%ulul*?|v] em €,

onde a + 5 =1, N > 2, Q C R" é um dominio limitado com fronteira 00 suave e Q,,,
Q, sao as derivadas parciais da funcao de 2 varidveis @ de classe C'! com respeito a u e
v, respectivamente. Assim, apresentamos nosso segundo resultado principal.

Teorema 1.2. Seja Q € CY(R. x Ry, R) uma funcdo tal que

Q(Ou, v) = 0Q(u,v) para todo 6 > 0; u,v >0 e (1.12)
Qu(0,1) =0, Qu(1,0) =0. (1.13)
Suponha também que
pa(1) < A1 (1), (1.14)
onde 15(1) = max{Q(u,v) s w0 > 0t v =1} e A (1) = inf  J2IVUd

wewg @0 Jo luldz
Entdo, para \ suficientemente pequeno, o sistema (1.11) tem uma solugio nao trivial.

A dificuldade para resolver problemas com crescimento critico estd na perda das imer-
soes compactas de Sobolev. Para contornar esse problema, mostramos um resultado que
é uma consequéncia do Principio de Concentragao e Compacidade de Lions [39].

Vale mencionar que os resultados dos Capitulos 1 e 2 foram publicados no trabalho
[22].

O conhecido problema de Brezis e Niremberg, no caso escalar foi estendido por Azorero
e Peral para o operador p—Laplaciano em [32]. Tais autores mostraram resultados de
existéncia para o seguinte problema critico

{ —Ay(u) = Mu|"%u + |[ulP" 2u em Q, (1.15)

u =0 sobre 0f),

onde A > 0, O C RV ¢ um aberto limitado, 1 < p < ¢ < p*. Inspirados nesse trabalho,
no Capitulo 3 estudamos a existéncia de solugdes para o seguinte problema superlinear
critico.
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|Dul

u =10 sobre 0f),

onde 2 C RY é um aberto limitado e 1 < ¢ < 1*.
O teorema a seguir é nosso terceiro resultado principal desta tese.

{ -div (ﬁ) = MNu|"%u + [ul" 2u em Q, (1.16)

Teorema 1.3. Para 1 < q < 1* e X suficientemente grande, existe uma solucao nao
trivial para o problema (1.16).

Problemas elipticos singulares tém recebido atencao especial nos tultimos anos, apos
o trabalho pioneiro desenvolvido em [27]. Este tipo de problema tem sido estudado por
muitos autores. Entre eles podemos mencionar a seguinte literatura: os resultados de
[12, 13,17, 18, 38, 48] tratam de problemas com o Laplaciano e para problemas envolvendo
o operador p-Laplaciano, citamos entre outros [14, 16, 23, 40, 44, 45, 46].

O estudo de problemas do tipo concavo-convexo, teve inicio com o celebrado artigo [1].
Hirano, Saccon e Shioji [35] e Haitao [34] estudaram quase simultaneamente multiplicidade
de solugoes para problemas elipticos singulares com nao linearidades criticas concavas e
convexas para o Laplaciano. Este problema foi estendido por Giacomoni, Schindler e
Takac¢ para o operador p-Laplaciano em [33].

Recentemente, de Cicco, Giachetti e Segura [25] estabeleceram a existéncia de solugao
para um problema eliptico singular envolvendo operador 1-Laplaciano. Por outro lado,
em [26], Cicco, Giachetti, Oliva e Petitta estudaram um problema de Dirichlet envolvendo
o operador 1—Laplaciano, com uma nao linearidade singular mais geral.

Em [43] Ortiz, Pimenta e Segura, estudaram a multiplicidade de solugoes para a
seguinte equagao eliptica quase linear

) Du A 4.
—div <|Du|> = a—l—uq in Q,

u = 0 on 0,

(1.17)

onde Q C RY ¢ um conjunto aberto limitado com fronteira Lipschitz, N > 2, A > 0 e
0 < v <1< q< 1*. Os autores conseguiram mostrar a existéncia de duas solugoes
positivas para (1.17) para A suficientemente pequeno.

Motivados por [43], no Capitulo 4 lidamos com o seguinte problema singular critico
do tipo concavo-convexo.

|Dul

(1.18)
u=0 sobre 0,

{ -div (&) =2 +u" em Q,

onde 2 C RY ¢ um aberto limitado com fronteira Lipschitz, N > 2, A >0e 0 < v < 1.
O resultado principal desse capitulo é dado no seguinte teorema.

Teorema 1.4. Seja 0 < v < 1. Entdao, para A suficientemente pequeno, existe uma solucao
positiva para o problema (6.1).

A demonstragao do Teorema 1.4 segue as ideias de [25], [43] e [32]. Baseia-se em
um método de aproximacao no qual a solugao é obtida como o limite, quando p — 1,
da familia de solugoes dos problemas associados ao p—Laplaciano. Ressaltamos que, na
demonstracao deste teorema, enfrentamos a dificuldade adicional introduzida pela nao
linearidade critica. Para lidar com isso, utilizaremos um resultado em [29], que é uma
versao do Principio de Concentragao de Compacidade de Lions [39].



7 Conclusao

Neste trabalho, estudamos quatro problemas elipticos envolvendo o operador 1-Laplaciano.
Na primeira parte, conseguimos demonstrar resultados de existéncia para um sistema sub-
critico do tipo gradiente. No segundo capitulo, abordamos um sistema critico, onde, para
superar a perda de compacidade, apresentamos uma versao do Principio de Concentra-
¢ao e Compacidade de Lions. O terceiro problema que enfrentamos foi um problema
superlinear critico para o qual demonstramos a existéncia de uma solu¢ao nao trivial.
Nesta parte, utilizamos uma versao do Principio de Concentragao e Compacidade de Li-
ons devido a Demengel. Finalmente, foi possivel mostrar resultados de existéncia para um
problema singular critico do tipo cdncavo-convexo. Como trabalhos futuros, poderiamos
considerar a demonstracao de multiplicidade de solu¢oes para esses problemas.
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