
unesp*
UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Pós­Graduação em EngenhariaElétrica.

7», Controle Ótimo H, e H.. com Alocação de Zeros
— 1 para o Problema de Rastreamento Usando LMIs

12
10

00
13

73

RA7 “Tunesp* 14 15 16 17 18 19Q 3 — N
M

O P
s

m
m

fe



Controle Ótimo Hs; e H. com Alocação de Zeros
para o Problema de Rastreamento Usando LMIs

Cristiano Quevedo Andrea

DISSERTAÇÃO SUBMETIDA À FACULDADE DE ENGENHARIA
CAMPUS DE ILHA SOLTEIRA — UNESP — COMO PARTE DOS

REQUISITOS NECESSÁRIOS PARA A OBTENÇÃO DO TÍTULO DE
MESTRE EM ENGENHARIA ELÉTRICA (ME).

44 Conuvths

Prof. Dr. Aparecido Augusto de Carvalho
Coordenador

COMISSÃO EXAMINADORA:

—

/L SOS
Prof. Dr. Edvaldo Assunção — orientador

Reisaldo Detbuc Palhoss
Prof. Dr. R *maldo Martinez Palhares

flha Solteira. dezembro de 2002 fia
Aofto/2002­

BCpIS ­ FEIS ­ UNESP

AAAcem 1 2 3 4 5 6 7 "unesp”*, 13 14 15 16 17 18



1
2

1
0

0
0
1

3
7

3

L
U

UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA JÚLIO DE MESQUITA FILHO

FACULDADE DE ENGENHARIA DE ILHA SOLTEIRA

PROGRAMA DE PÓS­GRADUAÇÃO EM ENGENHARIA ELÉTRICA

Controle Ótimo Ho e Ho com Alocação de
Zeros para o Problema de Rastreamento

usando LMIs

Candidato : Cristiano Quevedo Andrea

Orientador: Prof. Dr. Edvaldo Assunção.

053/2007veA 047/93
UNESP ­ "CAMPUS DE ELHA SOLTEIRA"
SERVIÇO TÉC, DE BISLIOTEÇCA E DOCUMERN TAÇÃO

O4:0y­.03

DATA DE CHEG/.”A É
B.TA DE TOMBO

20.04.03
REGISTRA DO POR

Ou Ltz0­
TOMBO

31. 1333
AQUISIÇÃO

t

cutor
LRÃ0,00 556

CLASSIFICAÇÃO

pusecer

| unesp*a

Dissertação submetida à Fa­
culdade de Engenharia de Ilha
Solteira da Universidade Esta­

dual Paulista Júlio de Mesquita
Filho, para preenchimento dos
pré­requisitos — parciais para
obtenção do Título de Mestre
em Engenharia Elétrica.

(2 de fevereiro deSaSa Ds 7 ET
MA

judol

" —

too
' CAN!

A

TAChivas
el

BCpIS ­ FEIS­UNESR

12 13 14 15 16 17 18

DP

| ás dela (e.



Resumo

Nesta dissertação, uma metodologia de modificação de zeros é proposta
para resolver um problema de rastreamento de sinal de controle, sendo que considera­
se ainda a existência de um sinal de entrada exógena de perturbação ou ruído na
planta. Em um primeiro momento projeta­se um controlador para minimizar a norma
Ha do sistema a fim de diminuir o efeito desta perturbação. Em um segundo momento,
através da modificação de zeros, minimiza­se a norma H., do sinal de referência para
o erro entre o sinal de saída e a referência, constituindo portanto um rastreador de
sinal. Os projetos são equacionados utilizando­se desigualdades matriciais lineares,
que permite descrever problemas de otimização convexa, e proporcionando assim a
obtenção do ótimo global da solução do problema através da modificação de zeros. Os
resultados obtidos têm caráter inédito. Por fim, alguns exemplos numéricos ilustram
a viabilidade da abordagem proposta.
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Abstract

A zero variation methodology is proposed to solve the problem of signal
tracking control, when it is considered the existence of a disturbance or noise in the
plant. À controller is designed in order to minimize the H2o­norm of the closed­loop
system such that the effect of the noise is attenuated. The modification of the zeros is
used to minimize the H.o­norm from the reference input signal and the error signal,
where the error is taking as the difference between the reference and output signals, i.e.
a tracking probem. The design is formulated by means of linear matrix inequalities,
such that the global optimum of the problem can be attained, this proposed approach
is new under the methodology considered. Examples illustrate the effectiveness and
the LMIs strategies presented.
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Notaçãao e Definições

R denota o conjunto dos números reais

R" é o espaço euclidiano real

R'"*” é o espaço real das matrizes reais

Trmaz (M) denota o valor singular máximo da matriz M

Loo [0; 00) denota o espaço (de Hilbert) das funções de quadrado integrável a
Lebesgue no intervalo [0; co)

Té a matriz identidade de dimensão apropriada

O é a matriz nula de dimensão apropriada

G' denota a matriz transposta de G

Tr(G) representa o traço da matriz G

sup denota supremo

V(.) denota o conjunto dos vértices 1,1 = 1,.....,! de um politopo (convexo)

SISO do inglês Single Input Single Output (sistema monovariável, uma en­
trada e uma saída)

MIMO do inglês Multiple Input Multiple Output (sistema multivariável, múl­
tiplas entradas e múltiplas saídas)

LMIs do inglês Linear Matriz Inequalities (desigualdades matriciais lineares)

BMIs do inglês Bilinear Matrir Inequalities (desigualdades matriciais biline­
ares)
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Listas de definições

e RMS apresentado na página 9

e S.(w) apresentado na página 10

e Equação características dos zeros definido na página 16

AA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp 11 12 13 14 15 16 17



Capítulo 1

Introdução e Definição do
Problema

1.1 Introdução

Na vasta literatura sobre sistemas de controle, como por exemplo [ATO02],
[TA02], [TAO1], [Oga97] e [APO1], pode­se verificar facilmente a utilização de alocação
de pólos em sistemas de malha fechada, enquanto para os zeros, há poucos textos
publicados abordando este assunto. Um texto clássico de controle que trata o tópico
alocação de zeros de forma mais detalhada é, e.g. Franklin et al. [FPEN94], onde
encontra­se a teoria de Truxal, que relaciona os pólos e zeros de malha fechada com
a constante de erro de velocidade do sistema controlado.

Entre os primeiros trabalhos publicados que tratam alocação de zeros,
estão [Mur75] e [Mur77], onde abordada­se a potencialidade da alocação de zeros
em sistemas de múltiplas entradas. Desde então foram propostos outros estudos
envolvendo os zeros, sendo o assunto utilizado em diversas áreas em controle.

Existem resultados práticos que demonstram que a alocação de zeros em
um sistema de controle pode afetar não somente a resposta transitória do sistema,
mas também características de robustez, rejeição a ruídos, esforços de controle e
até mesmo aspectos de implementação do controlador [Pie99]. Ainda, em [SD95] é
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Cap.1 ­ Introdução e Definição do Problema

apresentada uma proposta de imposição de zeros, onde é utilizada uma variação da

síntese LQG/LTR e em [LWYO02] é descrito um projeto de um sistema de rastreamento
robusto confiável para o problema de falhas em atuadores e controle de defeitos na

superfície de aeronaves. O método de projeto é baseado em uma ação mista de
metodologias em controle, utiliza­se técnicas lineares quadráticas (LQ) em conjunto
com a análise da norma H., para o desempenho do rastreamento, sendo as otimizações
multiobjetivas presentes em projeto equacionada na forma de inequações matriciais
lineares.

Em [KS90] é considerado um problema de interesse contínuo em controle,
projetar controladores que resultem em sistemas de malha fechada com características
no domínio no tempo, tais como porcentagem de Overshoot e tempo de estabeleci­
mento, então foi proposto uma técnica para a escolha da posição dos zeros a fim de
minimizar a porcentagem de Overshoot.

Um método de projeto que assegura a saída de um observador por alocação
de zeros é proposto em [Sma91]. Para este processo é necessário que o sistema tenha
posto completo e que seja observável, ainda é apresentado um algoritmo computa­
cional para resolução do método analítico proposto.

À robustez em sistemas de controle tratada em [TL92] utiliza a alocação
de zeros em parte do projeto de modo a projetar um rastreador robusto. No processo
de otimização descrito em [KMP94] é caracterizado os zeros de modo que a norma
Ha da função de transferência seja otimizada.

Ainda pode­se considerar os zeros em redução de modelo, em [Hau00]
utiliza­se a alocação ótima dos zeros para redução da ordem de modelos, neste pro­
cesso ajusta­se os autovalores e o ganho DC do sistema reduzido de modo que sejam
semelhantes ao do sistema original, porém com outros coeficientes do numerador a
ser determinado. À função custo é formulada medindo­se a resposta impulsiva da
divergência entre o modelo original e o modelo de ordem reduzida. À função custo é
posteriormente minimizada, determinando­se novos coeficientes para o numerador do
modelo reduzido, sendo que tais coeficientes estão relacionados aos zeros do sistema.

Existem alguns algoritmos interessantes para alocar zeros, entre eles em
[KGO00] é apresentada uma metodologia para posicionar os zeros em funções de trans­
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Cap.1 ­ Introdução e Definição do Problema

ferência, aproveitando estruturas de realimentação já existentes. O algoritmo baseia­
se no método de Faddejew para o cálculo de matrizes adjuntas. Usando o algoritmo é
possível projetar controladores que impõem ao sistema controlado a função de trans­
ferência especificada. O projeto consiste de duas partes, primeiro usa­se um método
qualquer para projetar um controlador dinâmico de saída tal que o polinômio de pólos
desejado seja obtido, posteriormente obtém o polinômio desejado para o numerador
utilizando o algoritmo de alocação de zeros.

Recentemente a alocação de zeros foi abordada em [Hau02] para o pro­
blema de rastreamento para uma entrada do tipo degrau. Foi considerado um pro­
blema de alocação ótima de zeros para sistemas contínuos no tempo com pólos dis­
tintos para o rastreador. O erro da resposta do sistema ao degrau foi minimizada,
resultando em um processo de obtenção ótima dos coeficientes do numerador da
função de transferência do sistema.

Enfim, a alocação de zeros vem sendo utilizada em diversos assuntos em

sistema de controle, mas não existe na literatura uma parametrização convexa do
problema de modificação dos zeros e a otimização das normas H2 e/ou H..e em sis­
temas de controle automático. Em [Pie99], os autores conseguem otimizar a norma
Ho de um sistema de controle através da alocação de zeros, porém, a parametrização
do problema em função de uma variável, torna­o não convexo, necessitando­se de uma
otimização do tipo tentativa e erro. [Pie99] aborda o caso para sistemas SISO com
controladores que estabilizam internamente uma planta dada, derivados da parametri­
zação de Youla desenvolvida a partir de conceitos da teoria de variáveis de estado.

Dentre estes controladores, existem um sub­conjunto particular cuja prin­
cipal característica é fazer com que os pólos de todas as funções de transferência
de malha fechada sejam iguais. Assim sendo, os infinitos controladores deste sub­
conjunto afetarão apenas os zeros do sistema em malha fechada. Utilizando este fato,
são desenvolvidas ferramentas que possibilitam escolher através de tentativas, um
conjunto destes zeros, uma vez determinados os pólos de malha fechada através de
um controlador previamente projetado.

Neste trabalho, descreve­se a formulação da otimização deste problema
na forma de desigualdade matriciais lineares ­ LMI (do inglês, Linear Matrir Inequa­
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Cap.1 ­ Introdução e Definição do Problema

lities), representando uma formulação convexa do problema. O principal resultado é
que o ótimo global do problema é obtido com pequeno esforço computacional, pois
as LMIs podem ser resolvidas usando­se algoritmos de programação linear de con­
vergência polinomial [BGFB94].

1.2 Definição do Problema

Considere o seguinte sistema linear invariante no tempo descrito na forma
de variáveis de estado:

= Ar(t)+ Byw(t) + Bau(t), 1(0) =0, tEeíO;co) (1.1)

sendo A E R"*", Br E RM”, Ba E RMI, CER", erx(t)éo vetor de estados, y(t)
é a saída de interesse do sistema, u(t) a entrada de controle e w(t) é uma entrada
exógena (do tipo ruído ou perturbação):

O problema ótimo de rejeição de ruído e rastreamento de sinal de controle
pode ser assim definido: projeta­se um vetor K de realimentação de estados, posicio­

nando os pólos, de tal forma a minimizar a norma H, entre a entrada ruidosa w(t)
e o sinal de saída y(t); um vetor M, de posicionamento de zeros, e um ganho N, de
tal forma a minimizar a norma H., entre a entrada de controle r(t) e a saída e(t). À
Figura 1.1 mostra a estrutura de controle aplicado ao sistema (1.1) com controladores
K,MeN. Neste caso utiliza­se um ganho para o estimador de estados de Kalman,
L, e os estados realimentados são os estados estimados.

Para resolver este problema, inicialmente projeta­se um controlador K

que é utilizado na realimentação negativa dos estados do sistema dado em (1.1). Este
controlador é formulado em termos de LMIs e minimiza a norma H,a de w(t) para
y(t), conforme descrito na Figura 1.2, para maiores detalhes ver [Per97].

Na etapa seguinte, projeta­se o estimador de Kalman para reconstruir
os estados, detalhes do projeto do estimador podem ser verificados no Apêndice A.
Nesta etapa de projeto desconsidera­se a presença do vetor M.
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Cap.1 ­ Introdução e Definição do Problema

=

Figura 1.1: Estrutura de controle para o rastreador.

Planta

past ———— Estimador

b(t) = Ar(t)

+Biw(t) + Bau(t)

Figura 1.2: Sistema com realimentação de estados, K é um compensador H..

3 4 5 6
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Cap.1 ­ Introdução e Definição do Problema

Finalmente, projeta­se M para posicionar os zeros de forma a otimizar a

norma H,, entre a saída e(t) e a entrada de controle r(t). N é apenas um ganho
opcional de malha aberta e também pode ser utilizado para corrigir o erro de regime
para uma entrada do tipo degrau. Na Figura 1.3 é ilustrada a estrutura completa do
sistema de controle aplicado em (1.1) para o projeto de um rastreador de sinal.

Planta | w(t)
L(t)=Axz(t) + Byu(t) + Biw(t)

y(t)=Cx(t)

ui (t) Y Estimador Y

E(t)=AS(t)+Baw(t)+ L[y(t) — C2(t)]) +Mr(t)

Figura 1.3: Sistema de controle ótimo com posicionamento de pólos e zeros.

O diagrama de blocos da Figura 1.3 pode ser descrito através das variáveis
de estado r(t) e $(1):

t(t) BaNÉ | tv r(t) +
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AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp 11 12 13 14 15 16 17



Cap.1 ­ Introdução e Definição do Problema

T

Z

O sistema (1.2) pode ser representado na forma compacta,

= AntT(t) + Bnr(t) + Byw(t)

= Ch,T(t) — Dnr(t)

T(t)

Br,

Aplicando­se a Transformada de Laplace no sistema (1.3), como em (1.1)
x1(0) = O, obtêrn­se:

= AnX(s)+ BnhR(s)+ BuWk(s)

= (sf An) '[BnR(s)+ BJW(s)) (1.5)

CnX(s) (1.6)

CnX(s) ­ Dn R(s) (1.7)

Substituindo­se (1.5) em (1.6), determina­se a relação entre o sinal de
saída e os sinais de entrada do sistema (1.2), conforme descrito em (1.8):

Y(s) = Cn(sI — Am)" BnR(s) + Cn(sI! — Am)" BuW(s) (1.8)
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Cap.1 ­ Introdução e Definição do Problema

Analisando­se efeito do sinal de perturbação w(t) na saída y(t) do sistema
(1.2), considerando­se o sinal de entrada r(t) nulo, segue de (1.8):

Y(s)
(a) = Cnlsl = Am)" Bu (1.9)

neste caso, a norma H,7 de w(t) para y(t) pode ser minimizada devido ao projeto
inicial do controlador K, que é um compensador Ho.

Substituindo­se (1.5) em (1.7), considerando­se o sinal de perturbação w(t)
nulo, determina­se a relação entre o sinal de erro e o sinal de referência, conforme
descrito em (1.10):

E(s) = Cn(sI — Am)”Br R(s) — DnR(s) (1.10)

Na modificação dos zeros pode­se projetar um rastreador de sinal mini­
mizando à norma H,., entre o sinal de referência e o sinal de erro do sistema, sendo
Gerro(S) a função de transferência que relaciona a entrada R(s) e a saída E(s):

E(s)
RG)  Ónls! = Am) "Bm — Dm (1.11)Gerro(s) =

em (1.11) utiliza­se a posição dos zeros, implícitos em Br, para minimizar à norma
Hoo de r(t) para e(t).
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Capítulo 2

Otimização Ho e Hoo

2.1. Projeto de um Compensador Ho

2.1.1 A Norma H,

Antes de apresentar à norma Ha, se faz necessário estudar o conceito de

valor eficaz de um sinal, valor RMS (Root­Mean­Square). O valor eficaz de um sinal
escalar é dado por [BB91!]:

1 To Nºlero É (Jim, 4 (/ v000)
desde que o limite exista. Esta é uma clássica noção do tamanho de um sinal, muito
utilizada em engenharia e seu significado, é que esta norma quantifica o valor médio
da área sob um sinal que é igual a y(t)º?.

À norma RMS de um vetor de sinais é dado por:
1

lola E (59, 3 (vcveDA0)'T­—co

desde que o limite exista. Neste caso, o valor RMS é obtido levando­se em con­

sideração a soma das áreas referentes ao quadrado de cada componente do vetor y(t).

Considere um sistema linear invariante no tempo SISO, estritamente
próprio, com sinal de entrada u(s), saída y(s) e função transferência H(s). À norma

9
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Cap2. ­ Otimização H2 e Hoo 10

de um sistema pode ser formulada em termos dos sinais de entrada e saída do sis­

tema. Uma medida de uma função de transferência é o valor RMS da saída quando
a entrada é um processo estocástico particular, isto é, com características estatísticas
conhecidas. Suponha que a entrada tem uma densidade espectral S,(w), e que H(s)
é estável. A densidade espectral da saída é dada por

S,y(w) = S,(w)|H (jw)|?

sendo que j|H(jw)| denota a magnitude de H(jw). Tem­se ainda (veja [BB91]) para
maiores detalhes):

lol & (2 fº terço)Ps (ao)ao)”
Para o caso particular em que o processo estocástico estacionário corres­

ponde a um ruído branco, tem­se S,(w) = 1, para todo w. À norma H2 de um
sistema estável é definida com à norma RMS do sinal de saída quando a entrada é
um ruído branco, ou seja:

Ea e (2 [O [AGP dio)27 j­

À norma H, tem ainda uma outra interpretação. Pelo teorema de Parseval

Vera = ([Onco2a)'
sendo h(t) a resposta ao impulso de H(s). Então, pode­se interpretar a norma Ha

, tem­se

com a medida da energia do sinal da saída y(t) para uma entrada tipo impulsiva,

A norma H, de um sistema linear invariante no tempo MIMO é dado

IH la & : f LTr EGO) A (judo)!27 J­
que pelo teorema de Parseval,

1
2Ia & (/ Trincon(oas)

AA
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Cap2. ­ Otimização H2 e Ho 11

Para o caso de sistema discretos no tempo, a norma H. de uma sistema
MIMO é dado por

Ho & (2 f Tra(ei))A(ei"Y du)
Para o sistema dinâmico estritamente próprio H(s), estável, com reali­

zação em espaço de estados (A,, Bs, Cs),

Astr(t) + Biu(t)

Csx(t) (2.1)

sendo A, E R"*", B, E RM" e CO, E RP*"” supostamente conhecidas, pode definirP P

a norma H, através do seguinte problema de otimização, descrito na forma de LMIs

[BGFB94]:

|H(s)|= min Tr(C,QC;)

A,Q+QA + BBL<O

P>O0

ou, de maneira equivalente (forma dual):

IH(s)|2= min Tr(B,PB,)

AP + PA, + CIC, <O

Q>O

Pode­se manipular (2.2) através da utilização do complemento de Schur
[BGFB94]. A idéia básica desta ferramenta de manipulação é a seguinte: sendo
Q(r) = Q(z)' e L(x) = L(x), a LMI

| Q(1) S(z) | DO (23)
S(x)' L(x)

a2 3 4 5 6 7 unesp 12 13 14 15 16 17
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é equivalente a
L(x) > 0, Q(r7) — S(x)L(r)'S(r) >O (2.4)

O PD É OO
sendo Q(.), S(.) e L(.) funções afins na variável z E R.

Ássim, a desigualdade matricial (2.3) equivale às expressões dadas em
(2.4).

Adotando­se um limitante superior para a função objetivo do problema
(2.2), ou seja: BLPB, < Z, ou ainda Z — BLPB, > O, sendo Q = P"!, obtêm­
se Z — BIQUB, > O e aplicando­se o complemento de Schur no sentido inverso,
obtém­se

Z BB.
B, Q

Como P = Q! e P > 0, pode­se multiplicar a equação (2.2) pela direita
e pela esquerda por P"!,

PO[ALP+PA, +CIC]P?* < O

PO ALPP! + PO! PAQPO + POCIO,PO < O

sendo PP"! = [,

QA; + A.Q + QC;C.Q <O0 (2.5)
=

Aplicando­se o complemento de Schur no sentido inverso na desigualdade
matricial (restrição) de (2.5) obtém­se:

—A;Q = QA;, —QC;
—C;Q I

>O0

ou ainda,

<oO
A.Q+QA4; QC;

C.Q —I
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Assim, o problema (2.2) pode ser escrito na forma:

lHlb='min'  Tr(Z)

| 4.0+Q04 QCG],
C;Q —lI

Q>O0

2.1.2 O compensador H,

O problema de otimização da norma Ha de (A, B1, Ba, C) ilustrado na
Figura 1.2 consiste em determinar um controlador K de tal forma que a influência do
ruído na saída y(t) do sistema seja a menor possível. Portanto, deseja­se minimizar a
norma H, entre a entrada w(t) (ruído) e a saída y(t), fazendo­se u(t) = —Krx(t) em
(1.1) têm­se:

I(t) = Ax(t) + Ba[­Kox(t)) + Byw(t)

então,

= (A— BaK)x(t) + Byw(t)

Crx(t)

aplicando­se a equação (2.6) ao sistema indicado em (2.7), com:

B;;

C.

AA
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Cap2. ­ Otimização H2 e Hoo

obtêm­se o seguinte problema de otimização descrito na forma de LMIs:

min Tr(Z)

Q OB
B, Z

>O

AQ+QA = BY­Y'B QC
cQ —I

< O

Q>O0

onde Q = Q' e o controlador K é obtido com: K = YQ"!, sendo Q e Y soluções
ótimas de (2.8).

2.2 Alocação de Zeros

Considerando­se o sistema (2.1); uma estrutura que permite a alocação
de zeros em sisternas de controle ((FPEN94] e [AQTMO02a]) é mostrada na Figura 2.1,
onde seleciona­se M e N de modo que os zeros de malha fechada sejam alocados em
lugares arbitrários de escolha do projetista, sendo Me R! e NE R.

r(t) + u(t) y(t)

QD >

Estimador

Figura 2.1: Sistema de alocação de zeros.

AA
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp 11 12 13 14 15 16 17



Cap2. ­ Otimização H2 e Hoo 15

O estimador de estados utilizado no sistema de alocação de zeros é um
estimador de Kalman, descrito no Apêndice A. O estimador é projetado de modo
que não afete o desempenho do sistema.

Se aplicarmos uma entrada r(t) na forma exponencial,

r(t) = r,e*

sendo que s = z;, ou seja, o expoente é matematicamente igual a um zero z; do
sistema, neste caso,

r(t) = re?

então para a entrada r(t), a saída do sistema é nula, isto é, identicamente igual a
zero, supondo que as condições iniciais do sistema são nulas:

y(t)=0 se r(t) =r,e**t.

Para determinar a equação dos zeros do sistema de r(t) para y(t) descrito
na Figura 2.1 basta encontrar a equação dos zeros de r(t) para u(t), pois se existe
um zero de transmissão de r para u, então existe um zero de transmissão de r para y,
a menos que ocorra cancelamento de pólos e zeros no sistema, para maiores detalhes
vide [FPEN94]. Dado um sistema de controle, pode­se obter a equação característica
dos zeros deste sistema relacionando­se as equações contidas em (2.10):

= —­Ki(t), y(t)=O0 (2.9)

roe“º e 1 (2.10)

da Figura 1.3 têm­se:

Í(t) = AS(t)+ Byu(t) + L[y(t) — C&(8)] + Mr(t) (2.11)

Substituindo (2.9) em (2.11),

= AS(t) + Ba[­Ki$(0]— LC2(8) + Mr(t)

(A— B7K — LO)&(t)+ Mr(1)

AA
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então, substituindo (2.10) em (2.12) obtêm­se:

(t) = ze"2, = (A, — BK — LC,)&.eS* + Mrçe*!

z;e"" ão — (A, — B,K — LC, )& e — Mr,1e** —=0

ou ainda,
2 o[HI — A,+B.K+LC, |? |||: (2.13)
To

Como neste caso considera­se a entrada r(t) equivalentemente à nulidade da resposta
u(t) do sistema, tem­se:

u(t) = —Ki,(t) + Nr(t) = —=Kí$ e“ + Nr.et"=O0

Do 0

To 0

Reagrupando (2.13) e (2.14), tem­se:

(2.15)
2xl­A+BK+LC, —M Do

—K N To

De (2.15) podemos concluir que um zero do sistema descrito na Figura
2.1 é zi, O que implica que a equação (2.15) tenha uma solução não trivial, isto é
equivalente a solucionar o sistema a seguir,

I—­ A, Ss Fr) =8 +BK+LC v =o (216)det | —K N

sendo s = z;.

A equação (2.16) é denominada equação característica dos zeros do sistema
da Figura 2.1 e depende de M e N, onde a variação destes fatores permite a alocação
de zeros. Neste trabalho é tratado o caso SISO, os zeros alocados são os zeros de
transmissão do sistema, que são as raízes do polinômio do numerador da função
transferência, mas para maiores detalhe sobre zeros vide [CGL97].
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Cap2. ­ Otimização H2 e Hoo 17

2.3 Otimização da Norma H., com a Modificação
de Zeros =

2.3.1 A Norma H,.,

Uma verificação simples para que um sinal y(t) seja considerado pequeno,
é testar se o sinal é pequeno para todo t > O, ou equivalentemente, se o seu máximo
valor absoluto é pequeno [BB91]. Uma norma que quantifica esta medida é a norma
Loo, também chamada de norma pico, definida como

Ilyll Ê sup ly(t)|
Para o caso de um vetor de sinais com [ componentes, a norma ELoo)É

definida como:

raslg]& rosa [las (0) los = sup roças lu (0)
Este conceito pode ser aplicado a sistemas lineares. Um sistema dinâmico

é "pequeno"caso sua função de transferência H(s) possua pequenas magnitudes em
todas as frequências. Uma norma que quantifica esta medida para sistemas STSO é
definida por:

IH lo Ê sup |H (juw)|
w>0

e é chamada de norma H,., de H(s).

Para sistemas MIMO, a norma HH. é definida como:

||| SupTmaz(H (juw))
A norma H.. também pode ser interpretada como a norma induzida

La — La, ou seja

IHl=7 lulke<tlklk Vuc &

veja [BB91] para maiores detalhes.

AA
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Considerando­se o sistema dinâmico próprio H(s), estável, representado
na forma de espaço de estado (A,, Bs, Cs, Ds):

Et) = AsQT(t)+ Byu(t)

y(t) = Csíxr(t)+ Dyu(t) (2.17)

sendo A, E R"*”, B, € R", C, € RP” e D, E RP*"”" supostamente conhecidas. À
matriz de transferência do sistema é dada por H(s) = C,(sIl — A.) 'B, + Ds.

À norma Ho, do sistema (As, Bs, Cs, Ds) relaciona­se com a existência de
uma matriz P definida positiva através do chamado Bounded Real Lemma (veja por
exemplo [BGFB94]:

I|H|lo<ó SAIAP=P'>O0:

ALP + PA, +4y7?ºCIC, PB,+794 ?CID,
, —­2r) —­27

(2.18)
BIP+4ºDC, 1 ºD'D,­1

Usando o complemento de Schur e definindo 6 = 7º, a equação (2.18) é
equivalente a:

—­A'P— PA, —PB, C!
—B'.P I Di [>O0

C; D, 6!

Com isto, o cálculo da norma Ho, do sistema pode ser realizado através
do seguinte problema de otimização:

IIH|& = min “)

—­A'P—­ PA, —PB,
rá

C; Ds,

AA
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ou ainda na forma dual:

ll£= min

—A;Q = QA;,
—C;Q

B'
3

Q>O0

ó>O

2.3.2 Modificação de Zeros para Otimizar a Norma Ho.

O problema de otimização da norma Ho. de (Am, Bm, Cm, = Dm) indicado
em (1.11) consiste em determinar o valor dos parâmetros M e N (presentes em Br,
e que determinam a posição dos zeros do sistema) que minimizem a norma H,., do
sistema de controle dado em (1.11), isto é, modificar os zeros de tal modo que a
norma H., de r(t) para e(t) seja mínima, constituindo­se um rastreador de sinal. O
projeto de M e N consiste em minimizar a norma H.., e é dado segundo (2.20), pela
resolução do seguinte problema de otimização descrito na forma de LMIs:

min óÓ

­AnQ­Q4, ­QChn Bm

B, —D, 61

sendo Q = Q'.
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Particionado­se Q na forma

— Qu Q1227 | 2 Qu |
com Qu E Rº*", Qi E Rº*” e Qu E R"*”, a equação (2.21) pode ser reescrita de
acordo com a equação (2.22),

min f)

­AQn — QuA + 7Q3+QnZ AQ: +2Z71Q22=QunT'­QrA,
—­TQn — AfvQio — QA +Qu2Z1 QT —QuA, — TQ12 — AvQ22

­CQu —CQ

NB, M'

| au |>oQi Q22

ó>O

sendo M e N soluções ótimas de (2.22).

O vetor M e o ganho N determinam a posição dos zeros no sistema de con­
trole e como seus valores são ótimos, então o valor de M e N encontrado minimizam

a norma H. de (Am, Bn, Cm, =Dm). Ainda através de processos de otimização,
pode­se modificar os zeros em outras estruturas, como por exemplo apresentado em
[AQTMO02)b].

Nesta seção o processo de determinação da norma H.. é realizado pela
solução da equação (2.20), mas existe a forma dual que pode solucionar o mesmo
problema, porém quando utiliza­se esta outra forma, existem complicações para o
projeto e isto deve­se ao fato de que surgem desigualdades matriciais bilineares ­
BMIs (do inglês, Bilinear Matrir Inequalities) nos equacionamentos, o que dificulta
na resolução do problema. Portanto, para evitar este fato, utiliza­se a equação (2.20)
para o projeto do rastreador, para o qual todo o equacionamento do sistema é descrito

AA
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na forma de LMIs, caso contrário, ao utilizar­se a equação (2.19) no desenvolvimento
do projeto, surgem bilinearidades.

Para essa formulação, o rastreador funciona adequadamente em uma de­
terminada faixa de frequência, e às vezes pode não ser a desejada pelo projetista.
Neste caso o ideal seria que o rastreador executasse suas funções segundo uma faixa
de frequência contida nas especificações de projeto. Então para isso, o projeto foi
feito com peso na frequência.
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es A oO Caso com Peso na Frequênci

A utilização de peso na frequência em sistemas de Controle tem como
objetivo atingir especificações de projeto em malha fechada. Pode­se verificar a uti­
lização de pesos em frequência descrito na forma de desigualdades matriciais bilineares
­ BMIs para redução de modelos em [VD97]. Para o projeto do rastreador deseja­se
encontrar a solução global que otimize o problema descrito a seguir:

min ||W(s)H,(s)V(s)llco (3.1)

sendo V(s) o peso na frequência de entrada, W(s) o peso na frequência de saída e
considera­se H, = (Am, Bm, Cm, — Dm) uma realização do sistema linear invariante
no tempo e estável indicado em (1.11). Na Figura 3.1 é ilustrada a estrutura de
inclusão de peso na frequência:

vt) —u(t) y2(t) us(t) y3(t) y(t)

Sinal de Entrada Sinal de Saída

Figura 3.1: Estrutura de sistemas com peso na freqilência.

Os equacionamentos necessários para a obtenção do projeto com peso na
frequência são baseados na Figura 3.1. O sistema H,, pode ser descrito na forma de
variáveis de estado da seguinte forma:

Im(t) = Amtm(t) + Bru2(t)

22
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e de acordo com a Figura 3.1 a saída do sistema H,, é a entrada do filtro W(s), logo
descreve­se o sistema W na forma de variáveis de estado, supondo­se A,, E R&*?",
By, E RE, C, €ER*” e Dy, E R'*). A ordem dos filtros é o dobro da ordem
da planta para que se possa determinar uma realização mínima para o sistema do
projeto do rastreador com peso na frequência.

Tu(t) = Avrv(t) + BaolCmTmn(t) — Dmu2(t)] (3.3)

Cutru(t) + Du[Cmtm(t) — Duo)

sendo u3(t) = y2(t) = Cntm(t) — Dmua(t).

Realizando algumas manipulações algébricas na equação (3.3) obtêm­se:

Iun(t) = AvTo(t) + BoCmTmn(t) — BuDmu2(t) (3.4)

y3(t) = Curv(t) + DyCntm(t) — Du Dmua(t)

Ainda pode­se descrever o filtro de entrada V(s) na forma de variáveis de
estado, supondo­se A, E R"**º, B, e R"*!, Cy e R*r e D, E RL.

int) = AfI(D)+By(1)

nun = Cy, (t) + D,yr(t)

Neste contexto têm­se que a entrada u,z presente na equação (3.4) é exa­
tamente a saída do filto V(s), então substituindo­se (3.5) em (3.4),

Int) = AvTv(t) + BoCnTm(t) — BoDml[Cyrv(t) + Dyr(t))] (3.6)

y3(t) Cutu(t) + Du Cmtm(t) — Du Dm [Cury(t)+ Dyr(t)]

sendo y (t) = u2(t) = Crx,(t) + D,r(t).
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Reagrupando os elementos de (3.6),

Íu(t) AvLu(1) + Bo CmIm(t) — BaDmCyTu(t) — B.DnD,r(t) (3.7)

yUs(t) = Corel) + DuCnmEm(t) = DuDmCyto(t) = DuDmDyr(t)

Portanto uma representação na forma de variáveis de estado em função

de rm(t), rw(t) e x. (t) pode ser descrita de acordo com a seguinte expressão:

im(t) Am O 0 Tm(t) Bm

0 0 A; Ty (t) B,

Tm (t)
[DCn Co —DuDmCy|| xu(t) | = DuDmDsr(t)

Tv(t)

Com isso, uma possível realização mínima em espaço de estado de H,, =
Wís)H,(s)V(s) é:

Bm

— BoDrnDy,

B,

—D.DnCy |­DyDmD, |

Para sistemas MIMO deve existir peso na frequência nas saídas e nas
entradas, porém para sistemas SISO é necessário incluir peso somente em um dos
lados, pois o peso na entrada e na saída são equivalentes.

Através da resolução do problema de otimização descrito em (3.9) na
forma de LMIs determina­se o vetor M e o ganho N utilizando peso na freqiilência,
estes parâmetros minimizam a norma H,, de r(t) para e(t) (rastreador de sinais).
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­AQ — Qu4 + 21013 + Qu] —AQ12 + 21Q22 — Qu T'­­­

—­TQu — AJQ12 — Q15A! + QuoZi —­TQ12 — AvQ22 — QUT' +
— Bu CQu — Av1 Qi3 — Av2Qa — Q3A +Q344 — Bu CQ12 — Av1 Q53 — AvoQ5a “1

­ NB, M'­­

. — QuA, Qu CB — Qi3A4L1 — Qua 44,23 — AQ13 + Z1Q23
—. — Qua, ­QLC' Bin — Qua 441 — Qua 44,9 — TQ13 — AvQ23

. — QUT' = Q53A45 ­B1CQ3­ Q380 By — Avi Qa3 — Qa3 A, — Ava Q34a — Qaa 4,2
­QUT' = QUAL —Bu20Q13 — AvaQas — AvaQ3a — QUCO'Bia — Qg4 441 — Qua 42

e. —­DyCQ13 — Cu1Q33 — Cu2Q34
—DmBin

—By2CQu — AvsQ'i3s — Ava Qua — Qua4! + QAZ —Bu2CQr2 — Av3Q53 — AvaQ54a "1º
—­D/,CQu — Cu1 Qi3 — Cuz Qa —DyCQ12 — Cu1Q53 — Cu2Q54 ++

­QuC'Bl2 — Q13A4L,3 — Qu Ava — AQia + Z1Q2a QuC'Dy — QuC1 “+
—­Q2C' B12a — Qu34,3 — Qua Ata — TQua — AvQ2a 12C0'Dy — Qa3Cu 11

—Q130' By2 — Qua Ala — Qua Ala — Bu1 CQua — Avi Qaa — Ava Qua ­Q3C0Du — Qa3C047m "+
—Bu2CQua — QUC'Bu2a — Ava — QgaAuws — AvwaQua — Qua Aa ­QUC'Dy — QuaCi ++

­DyCQ — Cu1 Q34a — Cu2Qua Fá

—BL.oDm Du Dm

­— QuCia
e Que
­— QuuCl,>
Que,
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sendo a matriz particionada Q;; = Qi,, i,j=1,2,3,4 e as matrizes A,, By e Cy que
representam a dinâmica do filtro, particionada da seguinte forma:

Ay Ava Brau=| 1,1 BP] go eCv=[Cn Cu].
sendo A, E R**º, B, e R*l e Cy, € RU,

O vetor M e o ganho N são soluções ótimas de (3.9) e minimizam a norma
Hoo entre o sinal de referência e o sinal de erro do sistema considerando peso na
frequência. O processo de obtenção da realização mínima para o projeto com peso na
frequência não é único e para esta seção foi proposta uma solução. Deve­se atentar ao
fato que outras realizações podem tornar difícil a resolução do processo de otimização

descrito em (3.9), devido ao surgimento de BMIs no equacionamento. Considere
uma outra realização para o problema do rastreador com peso na frequência, Hyw =
Wís)Hhn(s)V(s):

Am jd) BnCy Br D,

BOnm Ao —BoDnCy, |­BuoDrDy,
0 O A» B,

LDiCm Cê —DuDmCy |­DyDmD, |

(3.10)

a utilização equação (3.10) no projeto do rastreador é um exemplo de realização que
causa o surgimento de BMIs nos equacionamentos, pois para este caso a equação

(3.9) apresenta termos bilineares, tais como: B2C,1 NQ'3, BaCueNQ4, MC, Q'3 E
MCroQ',4, o que dificulta a resolução do problema.

Os filtros utilizados no equacionamento do rastreador somente são usados
em projeto com o objetivo de ajustar os parâmetros M e N para uma determinada
faixa de frequência, mas na implementação ou simulação do sistema estes filtros são
descartados.
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Capítulo 4

Dependência entre o Projeto do

Compensador Ha (de w(t) para
y(t)) e a Modificação de Zeros (de
r(t) para y(t))

4.1 Projeto do Compensador HH, de w(t) para y(t)

Como visto anteriormente, para o sistema descrito em (1.3)
tem­se que a função de transferência de Y(s) para W(s) é dada por:

Y(s)W(s) = Crn(s!­ Am)" Bu
neste caso o controlador K que minimiza a norma H,2 de w(t) para y(t) está contido
na matriz An, descrita em (1.4), e isto provém do projeto inicial do compensador Ha,
conforme ilustrado no Capítulo 2.1, logo o projeto do compensador H, é independente
da modificação de zeros.
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4.2 Modificação de Zeros de r(t) para y(t)

Como visto anteriormente, para o sistema descrito em (1.3)
tem­se que a função de transferência de R(s) para E(s) é dada por:

= I— ­ —Rs) Crn(sI =Am) "Bm — Dm
e a função de transferência de R(s) para Y(s),

Y(s)Rs) = Crn(sl= Am) Bm
Para o rastreador de sinal, minimiza­se a norma H., de E(s) para R(s)

através da otimização do vetor M e do ganho N, ambos contidos no problema de
otimização descrito em (3.9). O vetor M juntamente com o ganho N, presentes em
Bm, são responsáveis pela modificação dos zeros do sistema, mas esta modificação
utiliza um termo presente no projeto do compensador Ha, pois em A,, está contido o
termo B2K, então a modificação de zeros é dependente do projeto do compensador
Ho.
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Exemplos de Aplicação

5.1. Exemplo 1

Neste exemplo considera­se um sistema linear invariante no tempo de ter­
ceira ordem e projeta­se um rastreador com rejeição à perturbação que está presente
em sua estrutura. Seja o sistema descrito na forma de variáveis de estado dado por:

41 (t) —0,0895 —0,286 O 1 (t) 0,0145 0,0069

Fo(t) = —0,0439  —0,272 O x2(t) [|+|] —0,0122 u(t) + o w(t)
E3(t) o 1 0 x3(t) o o

Tr (t)
y(t) [| ] xa(t) (5.1)

ta(t)

sendo x(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle e w(t) é um ruído branco
(perturbação) acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve operar em sinais de baixa
frequência (até 10 rad/seg), então é proposto o filtro Wi(s):

10

1x 10­86 + 3 x 107585 + 3,3 x 10­5s1 + 0,00165s? + 0,0335? +0,3s +]
Wi (s) =

na Figura 5.1 é ilustrado o diagrama de Bode do filtro W.
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Figura 5.1: Diagrama de Bode do filtro Wi(s).

Analisando­se o diagrama de Bode do filtro Wi(s) verifica­se que os sinais
de alta frequência são atenuados, enquanto sinais de baixa frequência são amplificados,
atendendo às especificações de projeto. Porém se os resultados do rastreador não
forem satisfatório, ainda pode­se aumentar o ganho do filtro utilizado em projeto, a
fim de atingir as especificações do rastreador. À ordem do filtro igual ao dobro da
ordem do sistema, a fim de que se possa determinar uma realização mínima para o

sistema aumentado, para maiores detalhes sobre projetos de filtros ver Apêndice B.

Utilizando­se a estrutura descrita na Figura 1.3 para o sistema descrito
em (5.1), projeta­se um controlador K para minimizar a norma H, de w(t) para y(t)
através das equações descritas em (2.8), depois um estimador de Kalman de estados
e na sequência projeta­se o rastreador para baixas frequências de até 10 rad/seg
minimizando­se norma H,., de r(t) para e(t) utilizando o projeto de modificação de
zeros com peso na freqiilência, conforme descrito em (3.9).

O compensador Ha projetado para este exemplo, bem como o ganho L do
estimador de Kalman são dados a seguir:

K = [­0,0025 —0,0462 —112,27|x10
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—235,151

1,641 x 10º

: 0,006

A norma H, de w(t) para y(t) atingida no projeto é de 6,5449 x 107, o
que implica em uma atenuação do sinal de perturbação e consequentemente a anulação
do efeito deste ruído no sistema. À Figura 5.2 ilustra o diagrama de Bode da função
transferência Y (s)/W(s) descrita em 1.9.

M
ag

ni
tu

de
o

o
[2

]
o

o
o P

s

1 2
10 1

Freqiiência [rad/seg)]

Figura 5.2: Resposta em frequência da função transferência Y(s)/W(s) descrita em (1.9).

Na modificação de zeros foi minimizada a norma H.. de r(t) para e(t)
para sinais de baixa frequência (até 10 rad/seg), sendo e(t) o erro entre a saída e
a entrada, afim de constituir um seguidor de referência. O valor da norma HH. do
sistema tomando com base todo o espectro de frequência é de 6,7117; enquanto para a
faixa de frequência de operação especificada em projeto foi de 0,0319, isto implica que

para a faixa de frequência especificada em projeto, o rastreador opera perfeitamente.
A Figura 5.3 ilustra o diagrama de Bode de G,rro(s) descrito em (1.11).
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Figura 5.3: Resposta em frequência da função transferência Gerro descrito em (1.11).

Na Figura 5.3 pode­se verificar que a norma H., do projeto na faixa de
freqiiência de operação (até 10 rad/seg) atende as características para um sistema
rastreador de sinal e os parâmetros de modificação de zeros obtidos são:

316,00

M = | 1286,91 | x 10º N =­106,6 x 10º
0,60

Para efeito de comparação, considerando o mesmo sistema para um segui­
dor de referência projetado sem especificações de peso na frequência obteve­se os

resultados mostrados na Figura 5.1 (b), verifica­se ao analisar a Figura 5.1 (a) e (b)
que a faixa de frequência de operação do rastreador é menor, o que representa uma
restrição no seu funcionamento, por exemplo, para o caso sem peso na frequência (b),
não ocorre rastreamento para sinais de baixa frequência, sendo assim este projeto não

funcionaria se fosse adotado como sinal de referência um degrau, mas considerando
o caso com peso na frequência (a) a entrada de referência do tipo degrau poderia ser
utilizada, pois neste projeto ocorre rastreamento para sinais de baixa frequência.
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A inclusão de pesos na freqilência proporciona ao projetista a possibilidade
de projetar um rastreador de sinal para uma determinada faixa de frequência pré­
estabelecida, ao contrário do projeto sem peso, onde existe uma limitação para o uso
do rastreador.

Com peso
Tr T

f

[>
]

M
ag

ni
tu

de
S

s
M

m

10

[=
]

1

—
­

o

(a)

Sem peso

co

M
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ni
tu

de
+

[e
]

NM

ENEDOraa A
o 1t

10 10

o

10º

— o

Freqiiência [rad/seg)
(b)

Figura 5.4: Resposta em frequência de Ge«rro(s): (a) projeto com peso na freqiiência, (b)
projeto sem peso na frequência.

Para simulação considera­se um sinal de entrada r(t) = sen(10t) e um
sinal de perturbação w(t) do tipo ruído branco ilustrado na Figura 5.5, estes ruídos
apresentam amplitudes aleatórias e para as simulações considera­se que a máxima
amplitude deste sinal é de 0,01.

Para o sinal de perturbação presente no sistema foi projetado em (2.8)
um compensador H,2 que atenuou totalmente o sinal de ruído, com isso anulando o
seu efeito no sistema. Utilizando a modificação de zeros projetou­se um rastreador
de sinal e para estas entradas: r(t) e w(t), tem­se o resultado de simulação ilustrado
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na Figura 5.6.

Ruído presente na planta
T T T

|
1 1 nn H" no 1 [ 1 1

0.001 0.002 0.003 0.004' — 0,005 0.006 0.007 0.008 0.009

Figura 5.5: Sinal de ruído presenta na planta.

O projeto do rastreador realizado neste exemplo operou de maneira ade­

quada para fregilência abaixo de 10 rad/seg, então é esperado que ocorra erro de
regime nulo para uma entrada do tipo degrau, pois este tipo entrada possui frequência
nula e isto pode ser visualizado na Figura 5.7.

Para este exemplo os zeros do sistema são: —6; —8; —284,1 + 7286,l1 e os

pólos em malha fechada: —0,14; —26,40+j369,15; ([ —2,8343 + j2,8346; —0,06515)
x10º.

Os zeros e os pólos alocados podem ser visualizados no mapeamento de
pólos e zeros do sistema ilustrado na Figura 5.8, bem como os pólos e zeros da planta.
Ao analisar a Figura 5.8 observa­se um possível cancelamento de pólos e zeros, porém
isto não ocorre, o que acontece na realidade é que os pólos e zeros estão bem próximos.
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Figura 5.6: Sinal de referência e sinal de saída praticamente sobrepostos.
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Figura 5.7: Reposta do sistema para uma entrada do tipo degrau.
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LS

" 1

­150 ­100

Real (s)
—400 L

—300 —200

Figura 5.8: Mapeamento de pólos e zeros com modificação de zeros.

5.2 Exemplo 2

Neste exemplo considera­se um sistema linear invariante no
tempo de segunda ordem e projeta­se um rastreador com rejeição à perturbação

presente em sua estrutura:

a] 2], 1).[o + o 2 +] [RO

y(t)
( ) | (5.2)

sendo r(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle e w(t) um ruído branco (per­
turbação acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve ser projetado para sinais
de alta frequência (acima de 10 rad/seg), então é proposto o filtro Wa(s):

W.(s) =
5000sº + 100s?

217 54 + 2053 + 300s? + 2000s + 10000
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na Figura 5.14 é ilustrado o diagrama de Bode do filtro Wo:
100

o
g

N rd õ T

M
ag

nit
ud

e
[d

b]
E

N
s 8 T

2550

9001 Frequência [rad/seg]

Figura 5.9: Diagrama de Bode do filtro W..

Analisando­se o diagrama de Bode do filtro Wo2(s) verifica­se que os sinais
com frequências acima de 10 rad/seg são amplificados, enquanto os sinais de baixa
frequência são atenuados, atendendo as especificações de projeto.

Utilizando­se a estrutura descrita na Figura 1.3 para o sistema descrito
em (5.3), projeta­se um controlador K para minimizar a norma H, de w(t) para y(t)
através das equações descritas em (2.8), depois um estimador de Kalman de estados
e na sequência projeta­se o rastreador para altas freqilências (acima de 10 rad/seg)
minimizando­se norma H,., de r(t) para e(t) utilizando o projeto de modificação de
zeros com peso na frequência, conforme descrito em (3.9).

O compensador H2 projetado para o exemplo 2, bem como o ganho L do
estimador de Kalman são dados a seguir:

K [| 158,000  —0,247| x 10?
­

6,285 x 105
| —3,310 x 107"!

À norma H, de w(t) para y(t) atingida no projeto é de 1,581 x 10%, o
que implica em uma atenuação do sinal presente no sistema. A Figura 5.10 ilustra o
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diagrama de Bode da função transferência Y(s)/W(s).
x 10?

pn
Nn

[À
T
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"o " —

Freqiiência [rad/seg]

Figura 5.10: Resposta em freqilência da função transferência Y(s)/W(s).

Na modificação de zeros foi minimizada a norma H.. de r(t) para e(t), a
fim de constituir um seguidor de referência. O valor da norma Ho, do sistema tomando
com base todo o espectro de fregqiilência é de 5x10º (não pode ser visualizado na Figura
5.11), pois para os sinais de baixa frequência a qualidade do rastreador fica muito
ruim, enquanto o valor na faixa de frequência especificada em projeto é de 0,0149. À
Figura 5.11 ilustra o diagrama de Bode de Gerro(s).

Na Figura 5.11 pode­se verificar que a norma Ho. do projeto na faixa
de freqilência de operação (acima de 20 rad/seg) atende às características para um
sistema rastreador de sinal e os parâmetros de modificação de zeros obtidos são:

| 1710,000000M — x 10º e N =4,248 x 10º
—0,000417

Este exemplo aborda um projeto de rastreador para altas frequências e
observa­se na ilustração da Figura 5.11 que o rastreamento para este sistema opera

de maneira satisfatória até 0.2 x 10º rad/seg. Ainda pode ocorrer tentativas de
projeto para rastreamento para alguns tipos de plantas em uma determinada faixa
de frequência e devido as suas características dinâmicas torna­se inviável tal projeto,
por exemplo, sistemas mecânicos não conseguem rastrear sinais de alta frequência.
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Figura 5.11: Resposta em frequência de Gerro(s).

Para simulação considera­se um sinal de entrada r(t) = sen(100t) e um
sinal de perturbação idêntico ao utilizado no primeiro exemplo, a Figura 5.12 ilustra o
resultado final de simulação para os dados de entradas já especificados. Neste projeto
utiliza­se a modificação de zeros para o projeto do rastreador, através da minimização
da norma Ho, de r(t) para e(t) , sendo e(t) o erro entre a saída e a entrada.

Para este exemplo os zeros do sistema são: (—2,303 x 10%; —3,623 x
107º) e os pólos em malha fechada são: (—6,285 x 105; —3,162 x 10%; —7,955 x
1075; —1,6765 x 1075)

Pode­se verificar os zeros e pólos alocados através do mapeamento de pólos
e zeros do sistema ilustrado na Figura 5.13.

Na Figura 5.13 não ocorre cancelamento de pólos e zeros, apesar da ilus­
tração transparecer essa idéia, na realidade os pólos e zeros estão somente próximos.
Neste exemplo a planta utilizada nas simulações apresenta um zero na origem e isto
pode ser verificado na Figura 5.13 que ilustra o mapeamento de pólos e zeros do
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5.12: Sinal de saída praticamente sobreposto ao sinal de entrada.

Real (s)

Figura 5.13: Mapeamento de pólos e zeros do sistema com modificação de zeros.
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sistema após realizado o projeto.

5.3 Exemplo 3

Para este exemplo é considerado um sistema linear invariante
no tempo de segunda ordem e projeta­se um rastreador com rejeição a perturbação
presente em sua estrutura:

| " | o a [2] + 0 o

y(t) 1 O (5.3)

sendo z(t) o vetor de estados, u(t) o sinal de controle e w(t) um ruído branco (per­
turbação) acrescentado ao sistema.

Como especificação de projeto, o rastreador deve ser projetado de modo
a atender sinais em uma determinada faixa de frequência, neste caso a faixa de
frequência especificada varia de 20 rad/seg a 100 rad/seg, para tanto é proposto
o filtro W3(s):

s

640000

— st +160s? + 9400s? + 24000s + 225000Wa(s)

na Figura 5.14 é ilustrado o diagrama de Bode do filtro W3:

Analisando­se o diagrama de Bode do filtro W3(s), que é um filtro passa
faixa, verifica­se que os sinais com frequências entre 20 rad/seg e 100 rad/seg são
amplificados, enquanto os demais sinais com frequência de operação fora da faixa de
interesse são penalizados, o que atende as solicitações de projeto.

Utilizando­se a estrutura descrita na Figura 1.3 para o sistema descrito
em (5.3), projeta­se um controlador K para minimizar a norma H,a de w(t) para
y(t) através das equações descritas em (2.8), depois um estimador de estados e na
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Figura 5.14: Diagrama de Bode do filtro W;.

segiiência projeta­se o rastreador para uma determinada faixa de frequência minimi­
zando­se norma H,., de r(t) para e(t) utilizando o projeto de modificação de zeros
com peso na frequência, conforme descrito em (3.9).

O compensador H,7 projetado para o exemplo 3, bem como o ganho L do
estimador de Kalman são dados a seguir:

K | 1,16670 — —0,00001| x 10º

[ 0,31506
| 3,1465

À norma H, de w(t) para y(t) atingida no projeto é de 4,29 x 10%, o
que implica em uma atenuação do sinal presente no sistema. À Figura 5.15 ilustra o

diagrama de Bode da função transferência Y(s)/Wk(s).

Na modificação de zeros foi minimizada a norma Ho, de r(t) para e(f),
a fim de constituir um seguidor de referência. O valor da norma H,., do sistema
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Figura 5.15: Resposta em frequência da função transferência Y(s)/W(s).

tomando com base todo o espectro de freqilência é de 1, enquanto o valor na faixa de
frequência especificada em projeto é de 0,0079 e esta informação pode ser verifica na
Figura 5.16, onde ilustra­se o diagrama de Bode de Gerro(s).

Na Figura 5.16 pode­se verificar que a norma Ho. do projeto na faixa
de frequência especificada em projeto atende as características para um sistema ras­
treador de sinal e os parâmetros de modificação de zeros obtidos são:

—0,132929
M = !| —1,82989 | x 10º e N=1,168x10º

Para simulação considera­se um sinal de entrada r(t) = sen(50t) (sendo
t o tempo em segundos) e um sinal de perturbação idêntico ao utilizado no primeiro
exemplo, a Figura 5.17 ilustra o resultado final de simulação para os dados de entradas
já especificados. Neste projeto utiliza­se a modificação de zeros para o projeto do
rastreador, através da minimização da norma H,., de r(t) para e(t) , sendo e(t) o erro
entre a saída e a entrada.

Para este exemplo os zeros do sistema são: (—3, 1600 x 10º; —9,54866) e
os pólos em malha fechada são: (—3,1506 x 10º; —10000; — 100; —9,9800)

AA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



Cap. 5 ­ Exemplos de Aplicação

o fo
)

M
ag

ni
tu

de
o a

i 1

2 3 4
o 10 10

Freqiiência [rad/seg]
1t

Figura 5.16: Resposta em frequência de Gerro(s).
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Figura 5.17: Resposta final do sistema, o sinal de saída sobrepõe de referência.
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Pode­se verificar os zeros e pólos alocados através do mapeamento de pólos
e zeros do sistema ilustrado na Figura 5.18.

1

1

Real (s)

Figura 5.18: Mapeamento de pólos e zeros do sistema com modificação de zeros.

Na Figura 5.18 existe pólos e zeros bem próximos e praticamente ocorre al­
guns cancelamentos. Nos três exemplos abordados neste trabalho procurou­se mostrar
o comportamento do rastreador de sinais em diversas faixa de frequência. Inicial­
mente projetou­se um sistema de rastreamento para baixa frequência, e em seguida
para alta frequência e finalizou­se a seção com o exemplo para uma determinada faixa
de frequência. Em todas situações abordadas em projeto os resultados obtidos foram
satisfatórios e para esta técnica de projeto proposta neste trabalho os filtros são de
vital importância na determinação dos parâmetros do rastreador.

Os filtros devem ser projetados de acordo com a necessidade de funciona­
mento do rastreador, se o rastreador opera em uma frequência F;, o filtro deverá
amplificar a frequências F; e atenuar frequências indesejadas para o projeto.
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Conclusão e Perspectivas

6.1 Conclusão

Neste trabalho é proposta uma metodologia para o problema de um ras­
treador de sinal em sistemas de controle. Considera­se o sistema ilustrado na Figura
1.3, pode­se otimizar a norma H,2 de w(t) para y(t) e também a norma de H.o de
T(t) para e(t). Como existe uma atenuação do ruído no sistema através do compen­
sador Ha, e minimiza­se a norma H., entre o sinal de referência e o sinal de erro, de

modo que esta norma atinja valores de pequenas grandezas, cria­se um rastreador de
frequência.

A inclusão de peso na frequência para o projeto do rastreador é impor­
tante, pois permite ao projetista criar um seguidor de referência que funcione em

uma determinada faixa de frequência desejada, inclusas nas especificações de projeto,
o que não ocorre em projetos sem peso na fregilência. O projeto dos filtros são de

extrema importância neste trabalho, pois o mesmo determinam as frequências que
serão mais importantes na construção do rastreador.

Os métodos de projetos são equacionados na forma de LMIs. Assim, este

projeto pode ser facilmente resolvido utilizando­se algoritmos ( [GNLC95], [dOFG97])
disponíveis na literatura de convergência polinomial.
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6.2 Perspectivas

Neste trabalho foi proposta uma técnica para alocação de zeros, trata­

se de um estudo inicial sobre a metodologia apresentada para tal assunto. Ape­
sar de ser um trabalho inicial, foram obtidos bons resultados, onde projetou­se um
rastreador através da modificação de zeros considerando ruído presente no sistema,
caracterizando­se um processo de controle robusto, pois envolve as normas H2 e Hoo.

Com base neste trabalho observa­se que existe várias possibilidades de
utilizar a alocação de zeros em outros problemas clássicos da literatura de controle,
como por exemplo no sistema massa mola. Os avanços proposto neste estudo são
promissores e a seguir são relacionados alguns temas interessantes onde pode­se incluir
o estudo dos zeros proposto neste trabalho.

1) Alocar os zeros via norma Ha;

i1) Rejeitar ruído através da norma Hoo;

111) Considerar incertezas paramétricas politópicas na planta do sistema;
iv) Estudo do caso discreto para todas as estruturas do caso contínuo

apresentado neste trabalho;

vu) Alocar os zeros dentro de uma região circular do plano s;

vi) Formular os estudos para o caso MIMO;

vii Forçar uma alocação dos pólos dentro de uma região para garantir a
resposta transitória.

viii) Inserir ao projeto especificações de restrições nas amplitudes de en­
trada e saída.
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Apêndice À

O Estimador de Kalman

O estimador de Kalman é uma técnica recursiva de atualização usada para
determinar os parâmetros corretos de um modelo de um dado processo. Dados alguns
valores iniciais, pode­se predizer e ajustar os parâmetros do modelo através de cada
nova medição, obtendo a estimativa do erro em cada atualização. À sua habilidade
para incorporar os efeitos de erros e sua estrutura computacional fizeram com que o
estimador de Kalman tivesse uma amplo campo de aplicações, especialmente no que
se refere à análise de trajetórias em visão computacional.

Para este trabalho utilizou­se o MATLAB para obter o estimador de

Kalman, mas para maiores detalhes ver [Kal60].

A função [Kest,L, P] = Kalman(SYS, QN, RN, NN) projeta o esti­
mador de Kalman Kest para planta contínua ou discreta, sendo o sistema descrito
em forma de variáveis de estado. Para um modelo contínuo no tempo:

= Ar(t) + Bu(t) + Gu(t)

Cx(t) + Du(t) + Hw(t) + v(t)

sendo conhecidos a entrada u(t), o processo ruidoso w(t), ruído de medida v(t) e as
covariâncias

E (ww) = QN, E (vv') = RN, E (wv') = NN

48
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O estimador Kest tem como entrada [u(t); y(t)] e gera a estimação ótima

Ye(t), Te(t) de y(t), x(t) por:
te(t) = Amre(t) + Bu(t) + L[y(t) — Crxe(t) — Du(t)]

Ye(t) Cxe(t) + Du(t)

em contrapartida, a função dkalman é aplicada para sistemas discretos no tempo.

Em default, SYS é o modelo na forma de espaço de estado SS(A,/B Gl],
C, [D H]) e NN = O quando omitido. À número de linhas de QN especifica o número
de entradas ruidosas w(t) (última entrada do SYS). O estimador de Kalman Kest
é contínuo quando o sistema for contínuo e discreto caso contrário.

Kalman também retorna o ganho do estimador L e o erro de covariância
do sistema em espaço de estado P. No caso contínuo no tempo com H = 0, P resolve
a equação de HRiccati,

AP + PA' = (PC' + GN)! R(CP + N'G') + GQG' =0.

[Kest, L, P]| = Kalman(SYS, QN, RN, NN, SENSORS, KNOWN) per­
mite situações mais gerais quando:

1) Nem todas as saídas do sistema são medidas

11) Além da entrada ruidosa w(t) do sistema, pode­se ter os vetores SEN­
SORS E KNOWN como sinais que podem ser medidos e acrescentados ao projeto
do estimador de Kalman, sendo a entrada u(t) do sistema conhecida.
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Apêndice B

Como discutido no capítulo 2, mas especificamente na seção 2.3, é con­
veniente ao projeto do rastreador a inclusão de peso na frequência e isto pode ser

realizado através da utilização de filtros. Este apêndice trata mais detalhadamente o
assunto, dando ênfase aos filtros do tipo: passa­baixa, passa­alta e passa­faixa.

Um filtro é um circuito que processa sinais em uma frequência especificada,
por exemplo o filtro passa­baixa rejeita frequências altas e permite a passagem de
sinais com frequências baixas. À forma mais comum de processamento de sinais é

a amplificação e em geral os filtros não somente afetam a amplitude mas também a
fase. O modo como os filtros funcionam variam de acordo com a frequência e isto
pode ser representado matematicamente através da descrição da função transferência

H(s) de cada filtro.

6.3 Filtro Passa­Baixa

A resposta do filtro passa­baixa é caracterizada por uma frequência w,
chamada de frequência de corte tal que |H(jw)| = 1 para w < w,, indicando que
a entrada com frequência menor que w, irá passar através do filtro, enquanto as
frequências maiores que w, sofrerão completa atenuação. Uma aplicação comum do

filtro passa­baixa é a eliminação de ruídos de alta frequência de um determinado sinal,
conforme mostra Figura 6.1.
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ADA (V

Figura 6.1: Filtro passa­baixa ideal.

6.3.1 Projeto do Filtro Passa­Baixa

Colocando um resistor em paralelo com um capacitor em um amplificador
operacional realimentado, monta­se um integrador para um filtro passa­baixa com
ganho, de acordo com a Figura 6.2 (a). A função de transferência desse filtro é
H(jw) = —Z/R, sendo Z9 = R39//1/(jwC)) = R3/(1+ jwR2C). Adotando­se
w = 2n7f, pode­se descrever H(s) na seguinte forma: |

1H= Hxº*1+j(w/w.)

—R,
H,.=

R,

1

RCwu.=

1

—
+

".

>
" "

(a)

Figura 6.2: (a) Circuito do filtro passa­baixa, (b) Diagrama de bode do filtro passa­baixa.

Para w/w, < 1 tem­se que H = H,, indicando que os sinais de baixas
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Figura 6.4: (a) Circuito do filtro passa­alta, (b) Diagrama de bode do filtro passa­alta.

6.5 Filtro Passa­Faixa

A resposta do filtro passa­faixa é caracterizada por uma faixa de frequência
wr <w < wpy tal que a entrada com frequência presente nesta faixa passem pelo
filtro, enquanto sinais com frequência fora desta faixa são atenuados, de acordo com
o exemplo ilustrado na Figura 6.5. A diferença wW — wr é denominada largura de
banda do filtro.

IH (jw)|

ADO NS

Figura 6.5: Filtro passa­faixa ideal.

6.5.1. Projeto do filtro Passa­Faixa

Os circuitos dos filtros passa­baixa e passa­alta podem ser combinados de
acordo com a Figura 6.6(a), de modo a criar um filtro passa­faixa. A impedância
de entrada 47 = RR; + 1/(jwC,) forma a seção passa­alta com frequência de corte
w, = 1/R,C', enquanto a impedância de realimentação Z2 = R3//[1/(jwC2)] forma
a seção passa­baixa com freqilência de corte w, = 1/R2C2. Se for especificado ui e
w2 de modo que w2 < wi, então as frequências de entradas com a banda w, < w < us
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frequências passam pelo filtro, caso contrário, para w/w, >> 1 tem­se que H >
H, x 1/(jw/wo), indicando que altas frequências são atenuadas.

6.4 Filtro Passa­Alta

A resposta do filtro passa­alta é complementar a resposta do filtro passa­
baixa. A entrada com fregqilência maiores que a frequência de corte w, passam pelo
filtro, enquanto os sinais com frequência menores que a frequência de corte w, são

atenuados, conforme ilustrado na Figura 6.3.

|H(jw)|

A AVAY, WII

Figura 6.3: Filtro passa­alta ideal.

6.4.1 Projeto do Filtro Passa­Alta

Colocando um capacitor em série com um resistor e utilizando um am­

plificador ope­racional cria­se um amplificador inversor para um filtro passa­alta de
acordo com a Figura 6.4 (a). A função transferência deste tipo de filtro é:

J(w/ws,)
H =

1+j(w/w.)
sendo,

RoH,=­
R

1
RCWo

Para w/w, < 1 tem­se que H = H,j(w/wo), indicando que os sinais de
baixas frequências são atenuados, caso contrário, para w/w, >> 1 tem­se que H > H,,
indicando que altas frequências passam pelo filtro.
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passam através do filtro enquanto as demais frequências são atenuadas.

A função de transferência deste filtro é descrita a seguir:

—

J(uw/w)
= ForF Gu/nDE + ju/n2))

(a)

O
+

Vo

Figura 6.6: (a) Circuito do filtro passa­faixa, (b) Diagrama de bode do filtro passa­faixa.

ver [Fra98].
Para maiores detalhes sobre tipos de filtro, bem como projetos de filtros,

4 5 6
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