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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho ¢ apresentar a classe dos
‘os Lineares Gerais, conforme proposto por J. C. Butcher. Nessa
- de meétodos exploramos a subclasse dos métodos DIMSIM.
som propostos  por Butcher, com preocupacdo para aspectos
iatvos e computacionais, tais como a estabilidade e o
cssamento em  paralelo. Sdo apresentados varios exemplos de

meiodos DIMSIM, construidos através de técnicas propostas na teoria.
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ABSTRACT

The main objective of this work is to study the class of
General Linear Methods as proposed by J. C. Butcher. In this class of
methods we explore the subclass of DIMSIM methods, also proposed by
Butcher, which is concerned with the qualitative and computational
aspects, such as stability and parallel processing. We present several
examples of DIMSIM methods developed through the techniques

proposed in the theory.

AVA
AVAVA

1 2 3 4 5 6 i unespwll 12 13 14 15 1e¢ 17 18



INDICE

INTRODUCAO

1 PRELIMINARES

1.1 INTRODUCAO
1.2 TEORIA DE MATRIZES

2 METODOS DE INTEGRACAO NUMERICA

2.1 INTRODUCAO
2.2 A CLASSE DOS METODOS DE DISCRETIZAGCAO
2.3 ALGUNS CONCEITOS QUALITATIVOS

3 METODOS DE RUNGE-KUTTA E LINEARES DE PASSO MULTIPLO

3.1 INTRODUCAO

3.2 METODO DE RUNGE-KUTTA

3.3 ESTABILIDADE LINEAR

3.4 METODOS LINEARES DE PASSO MULTIPLO.......ccoovvteruerusreesreeniessessessesisnenesnes

4 METODO LINEAR GERAL
4.1 INTRODUCAO
4.2 METODO LINEAR GERAL ...ttt oot stessessesessssses e esesesesemsssessesnenenan 30
4.3 O METODO DE RUNGE-KUTTA COMO METODO LINEAR GERAL
4.4 OS METODOS LINEARES DE PASSO MULTIPLO COMO METODO LINEAR
GERAL

5 GENERALIZACAO DO METODO LINEAR GERAL
5.1 INTRODUCAO
5.2 OS MLG (A, B,C) NA FORMA (A4, B)

AVA
AVAVA

2 3 4 5 6 i unespwll 12 13 14 15 1o

17

18



5:3 GENERALIZACAQ DOS METODOS [A, B ) cunnunssiiassi i
5. BT AT AR TURTIBATR e ssscossonessssossass s s s omde s e ocs s

6 15TODO DE INTEGRACAO COM MULTIPLO ESTAGIO E DIAGONALMENTE

MPLICITO (DIMSIM)
6.1 INTRODUGAO. ... eeee ettt een s eneae
6:2 ACLASSEDOS METODOS DIMSIM....o.vsuisiiiniiriiiiimisissasitaie
6.3 CONDICOES DE ORDEM.........ooooiiiiieieieeeeeeeeeseeeeeeeeo s sssesse e s esssnssse s

7 CONSTRUCAO DE ALGUNS METODOS DIMSIM
7.1 INTRODUGAO. ...ttt ss et ssasas s ssssss s sss st siss s s b s ssssssesens

B L ) 0 I —

* DIMSIM TIPO 2

£ DIMSIM TIPO 3iooeiioieeoeeeeeseeeeeeseeses s sesess s sesesnessessssaness s st nsssans o

"LASSE DE DIMSIM
} DI TRIODI O AIDY oo s s s vses v e o s B A
¥ CONSTRUINDO DIMSIM TIPO'] ICOM F= 55 P= Susmmmrasnwsssmssmi

Q ONSIDERACOES FINAIS

"ERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

AVA
AVAVA

11 12 13 14 15 16 17 18

cm 1 Z 3 4 5 6 7 unesp



INTRODUCAO

Dificuldades na determinagdo da solucdo exata de muitas
equacoOes diferenciais ordindrias, embora garantida sua existéncia e
unicidade, quando fixada uma condi¢do inicial, tem estimulado a
utilizagdo de técnicas que permitam gerar aproximacoes para a solucdo
exata, com o menor esforco computacional possivel. Assim, algumas
classes de métodos tem se mostrado eficientes e estimulado novas
investigacdes. Merecem destaque os Métodos lineares de passo multiplo,
de Runge-Kutta, Hibridos e os Pseudo-Runge-Kutta, entre outros. A
abordagem tedrica dessas classes de métodos numa mesma linguagem,
conforme proposto por Butcher(1966) em [4], introduzindo a classe de
Métodos Lineares Gerais, tem se constituido numa linha muito

interessante de pesquisa e obten¢do de resultados.

Neste trabalho, apresentaremos essa nova classe de métodos
e mostraremos como os Métodos de Runge-Kutta e os Métodos lineares
de passo multiplo podem ser escritos como um Método Linear Geral. A
seguir mostraremos como tais métodos podem ser considerados,
analisando, segundo essa nova abordagem, os principais conceitos
qualitativos relacionados com essas duas classes de métodos. Esse € o

conteido dos quatro primeiros capitulos de nossa dissertag@o.

No capitulo 5, apresentaremos uma generalizagdo da classe

dos Métodos lineares gerais.
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Atualmente, a procura de métodos de integracdo que possam

se beneficiar da computagdo em paralelo tem sido uma linha importante

de investigagdo. As dificuldades encontradas nesse tipo de

implementagdo dos métodos cldssicos j4 existentes, levou Butcher(1993)
[6] a propor uma nova classe de métodos de integracio, denominados
Métodos de integracdo numérica com multiplo estigio e
diagonalmente implicitos (DIMSIM). Como o nome sugere, esses
métodos possuem uma estrutura muito semelhante & dos métodos de
Runge-Kutta diagonalmente-implicitos, introduzidos por Roger(1977)
[20].

Os métodos DIMSIM superam algumas desvantagens
apresentadas pelos métodos de integragdo ja’existentes, tais como, o alto
custo computacional dos Métodos de Runge-Kutta implicitos, a
dificuldade apresentada por muitos métodos para se determinar uma
estimativa para o erro de truncamento local e a utilizagdo em problemas
que apresentam saida densa. Podemos também mencionar a dificuldade
em se trabalhar com Métodos lineares de passo miltiplo que tenham

ordem elevada e sejam A-estdveis.

No capitulo 6 e 7, apresentaremos a classe dos DIMSIM,
que podem subdividir-se em quatro subclasses, denominadas por Butcher
de DIMSIM Tipo 1, Tipo 2, Tipo 3 e Tipo 4. Analisaremos os principais
conceitos qualitativos relacionados com essa nova classe e
apresentaremos os resultados de Butcher, em [6], [7] e [8], que mostram
os procedimentos para obtengdo desses métodos, sendo em determinados
casos um mais conveniente que o outro. Para cada um dos quatro tipos de

métodos DIMSIM construiremos um exemplo.
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Considerando-se o trabalho de Christiano e Martins [11],

raremos. no capitulo 8, dois procedimentos para obten¢do de uma

wsse de DIMSIM Tipo 1, onde r=s= p=3, sendo que num dos

:dimentos iremos considerar resultados importantes mostrados por

Buicher [6] e por Butcher e Jackiewicz [9].
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 INTRODUCAO

Apresentaremos, neste capitulo, alguns conceitos e
resultados da teoria de matrizes, que serdo utilizados no desenvolvimento

deste trabalho.

1.2 TEORIA DE MATRIZES

Para toda matriz quadrada A de ordem n , as trés sentencas

abaixo sdo equivalentes:
(i) det(A)=0.

(ii) Existe veC"ndo nulo, tal que Av = 6, onde 8¢ o vetor

nulode C".

(iii) Existem x,yeC" com x# y tal que Ax=y.
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Definicao 1.1 : Uma matriz A, , é dita ter auto-valor A< C,
«istir um vetor nao nulo ve C" tal que Av= Av. Dizemos que v serd
ato-vetor de A associadoa A.

Definicdo 1.2 : Denominamos espectrum de A ao conjunto

de odos os auto-valores de A e denotamos por G(A).

A relagdo Av= Av é equivalente a equacido (A— Al )v = 0.

aue terd solucdo nao-nula v se e, somente se:
det(A — Al)=0. (1.1)

Observe que det(A— Al) ¢ um polindmio de grau n em A,

ninado pelinémio caracteristico de A. que denotamos por p(A).

Ainda, a equacdo (1.1) é denominada equacdo caracteristica

Definicdo 1.3 : Denominamos raio espectral de A, ao

]
| A

p(A)= max

Aeat Al

|
LF
il

Ao considerarmos numericamente um vetor x € C" torna-se
mente necessdria a utilizagdo de um conceito de medida. Para isso
¢ fundamental o conceito que introduziremos a seguir.
Definicdo 1.4 : Para qualquer vetor x € C", denominamos
orma de x e denotamos | x| ao nuimero real que satisfaz as
sintes condigdes:

i) x>0 se x#86




(ii) para qualquer escalar A e qualquer vetor x,

Il A 1= 1AL x ],
(iii) para quaisquer vetores x e y, [x + y| <[l x |+ y |

Podemos definir vdrias normas de um vetor, a mais usual é a

: 5 n )2

norma Euclidiana, denotada por | . [,, e definida por | x|, =] Yx7 | ,
i=l

para.rz(.r] xﬂ)r.

Outras normas também consideradas sdo:
lxl, = Zlfx ;

| x | = max] x, |

1<isn

Na verdade, podemos considerar essas trés defini¢des de

norma como casos particulares de:

Ix1,=($] [} P2l

De maneira andloga, podemos definir uma norma para

matrizes quadradas de ordem n, associada a uma norma de vetor.

Definicao 1.5 : Dada uma matriz A , denominamos

norma de A subordinada a uma norma de vetor e denotamos por ||A| o

numero real:

|All= sup|Ax].

I xi=1

Vale observar que o supremo € considerado sobre o conjunto

de todos os vetores com norma unitaria.

h‘A:
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As mais usuais normas de uma matriz sio:

.Ir 3

|Al, = max 2}@

- S

.!j‘

Al —m(m Z‘a ‘._HA”|

A" ¢ a matriz transposta de A.

Neste trabalho, a menos que se faca necessdrio. nao

-cificaremos a norma a que estamos nos referindo.

Teorema 1.6 : Para qualquer norma de matriz definida por

emos.
p(A) <Al

Coroldrio 1.7 : Para uma matriz 4,,, qualquer, p(A) <1 se,

mente se. |All < 1.

Definicdo 1.8 : Duas matrizes A e B sdo ditas similares se
uma matriz ndo singular S tal que A=SBS™', ou
ventemente, B=S'AS. A matriz S é denominada matriz da

rmacdo de similaridade.

Pode ser facilmente verificado que o polindmio

wcteristico de A e B € o mesmo.

De fato, seja A auto-valor e v um auto-vetor de A associado a
BS'v=S8"Av=AS""v, isto é A serd também auto-valor de B e

m auto-vetor associado.

h‘A:
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Definicdo 1.9 : Uma matriz A € dita convergente se

lam ”w — 0 quando m—co ,ou seja, as poténcias de A sdo limitadas.

O Teorema que enunciaremos a seguir, nos fornece duas

alternativas de condic¢Ges necessdrias e suficientes para a convergéncia

de A.

Teorema 1.10 : Para toda matriz A,,,, as trés sentengas sao

nxn?

equivalentes:
() A éconvergente.
(i) p(A)<1.

(iii) Existe uma matriz B, similar a A tal que |B]|_ < 1.

Definico 1.11 : Um polindmio P é dito satisfazer a

condicdo de raiz se todas as suas raizes pertencerem ao disco unitdrio

fechado e toda raiz ndo simples estiver no disco unitério aberto.

Definicdo 1.12 : Uma matriz A € estdvel se existir uma

constante ¢ tal que |A"|_ < ¢ paratodo m=1.2,...

Podemos agora estabelecer condigdes necessdrias e

suficientes para que A seja estdvel.
Teorema 1.13 : Para toda matriz A, as trés sentengas sao

equivalentes:
(i) A é estavel.
(ii) O polinémio minimal de A satisfaz a condigdo de raiz.

(iii) Existe uma matriz B, similar a A, tal que |B]_ < 1.

AVA
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Registramos que o conceito de polindmio minimal. ndo
Lciinido neste capitulo, pode ser encontrado por exemplo em Butcher([5],
Um produto interessante entre matrizes, que serd utilizado

neste trabalho € o que a seguir definiremos.

Definicao 1.14 : Sejam A e B, , matrizes quaisquer,

mxm 1

derinimos produto direto entre A e B, denotado por A ® B, a matriz de

‘2m mn X mn, dada por:

(a“B
B

A® B=l

|

ka,;,B

a,

21
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CAPITULO 2

METODOS DE INTEGRACAO
NUMERICA

2.1 INTRODUCAO

Equacodes Diferenciais Ordindrias aparecem freqlientemente
em diversas areas, tais como: mecanica de fluidos, simulacio de circuitos
elétricos, fluxo de calor, reagdes quimicas e nucleares, etc.... Sabemos
que para muitas equagdes diferenciais, embora tenhamos garantia de
existéncia da solucdo, esta ndo pode ser conhecida analiticamente.

Devido a essa dificuldade, a utilizacio de técnicas
numeéricas, que permitem gerar aproximacdes para a solucdo exata da

equacdo diferencial € um procedimento bastante considerado.

Neste capitulo, apresentaremos uma formulacdo para os
métodos de integracdo numeérica, conforme proposto por Lambert[16],

bem como os principais conceitos qualitativos a eles relacionados.
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2.2 A CLASSE DOS METODOS DE DISCRETIZACAO

Consideremos o problema de valor inicial (pvi):

y'=f(x,y),

y@)=n, @5

m 2 m T » ~
com fRXR" > R" e n=("m"n,..."n) cuja solucio y(x)
admitiremos existir de maneira tnica no intervalo [a,b], isto é, valem as

hipdteses do teorema que enunciaremos a seguir.
Teorema 2.1 : Sejam f:RXxR" — R" definida e continua
em D= {(1\] a<x<b, —oo<'y<+oo, t=1(1)m, com aeb ﬁnitos} e L

constante tal que :

lf ey - eyl L]y-y)

acontece para todo (x,y) e (x,y") em D.
Entdo, para todo n € R™ existe uma unica solugdo y(x) para
o pvi (2.1), continua e diferencidvel em D.

A condigdo (2.1) é conhecida como condigdo de Lipschitz e

L ¢ a constante de Lipschitz.

O pvi dado por (2.2) pode também ser representado na sua

forma autdbnoma, ou seja:

y'=fy),
y(a)=y,,

com f:R" = R,

A utilizacdo de técnicas numéricas para obtencdo de

aproximacdes para a solugdo de (2.1) ou (2.3) requer que o intervalo

11

AVA
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continuo [a,b] seja discretizado, ou seja, dele serd considerado apenas
um conjunto discreto de pontos { x, } definidos por x, =a +nh, n=0(1)N,

b—a

para N =
h

. O parametro h € denominado argumento ou tamanho

do passo. Podemos também considerar o tamanho do passo, variando a

cada uma ou mais integracoes.

Denotaremos por y, a toda aproximacdo para a solugdo

exata y(x) de (2.1) ou (2.3) nos pontos x = x,,ousejay, = y(x,).

Vamos aqui considerar métodos numéricos dados na forma
de uma equacdo de diferencas, envolvendo um nimero de aproximacdes
j = 0(1)k para ke N, onde as k primeiras

consecutivas  y,, i,

aproximacoes estdo disponiveis e y,,, € a aproximacdo a ser determinada

através da equacdo de diferencas. O valor de k define o nimero de
passos do método, assim se k=1 teremos métodos ditos de passo um, se

k > 1 métodos de passo multiplo ou simplesmente passo-k.

Podemos representar tais métodos numa forma geral:
k

_zafy”*'f' = h¢f (ynﬂc ? yn+k—1 LA y,, ’xn;h)a (2.4)

Jj=0

onded, ¢ uma expressdo que, através da funcdo f(x,y) depende de

g

exde x,

]
n+k

Dentre as classes de métodos de integracdo numérica dadas
por (2.4), duas sao bastante consideradas, a dos métodos de Runge-Kutta
e a dos métodos Lineares de Passo Miiltiplo ou Passo-k. Para cada uma

delas temos, hoje, uma teoria qualitativa bem elaborada. Vamos




arresentar, a seguir, os principais conceitos e resultados envolvendo

esus duas classes de métodos, definidos por (2.4).

ILGUNS CONCEITOS QUALITATIVOS

Consideremos a solucdo numérica do pvi (2.1), obtida
atraves de um método definido por (2.4), considerando-se valores iniciais
aczauados. Isto €, a solugdo € obtida utilizando:

k
za‘p.\’n‘r} = h@; (.}'!n+k * .\‘m-i-l AN .\‘az “rn”h)" (2.53)

j=0
y, =n,(h) . i=0()k-1). (2.5b)

Definicdo 2.2: Dizemos que um método definido por (2.5) é
ergente. se para todo pvi satisfazendo as hipéteses do Teorema 2.1

que:

lim y = y(x),
h=0 l
x=a+nh

vece para todo xe[a,b] e toda solucdo {y,} de (2.5), com

hy=n para i=0(1)(k -1).

Alternativamente, podemos dizer que o método (2.5) €
convergente se, para todo pvi satisfazendo as hipoteses do Teorema 2.1

temos que HI(L\‘H_\’(I”) —y,| — 0 quando /1 — 0.
snsN

Observe que a convergéncia ¢ uma propriedade bastante
forre. que pode ser satisfeita pelo método e independe do pvi onde é
apticado. Porém, a verificacdo da convergéncia a partir da defini¢do ou

pcdo alternativa apresenta dificuldades.




Vamos entdo introduzir alguns conceitos que permitem, de

forma prética, avaliar a convergéncia.

Defini¢do 2.3 : Denomina-se erro de truncamento local do

método definido por (2.5) em x=x,,,, ao valor residual R ,, definido

n+k

por:

k
Rm-k = Zajy(xn”) - h(Df (y(xn+k )’ y(xn+k—1 )" ) y(xn )"xn;h’)' (2'6)

j=0

Pensando na convergéncia do método (2.5) devemos esperar

que R ., —0 quando h» -0 . Porém, adiantamos que apenas essa

n+k
condi¢do ndo nos garantird a convergéncia.
Definicao 2.4 : O método (2.5) é dito ser consistente se,

para todo pvi satisfazendo as hip6teses do Teorema 2.1 tivermos:

lim R, =0. @2.7)

Conforme Lambert [16] , p.28, a condi¢do (2.7) se verifica

6. (Y)Y s YN 0) (}_;ioja,.) = f(x,y(x).  (2.8b)

Defini¢do 2.5 : Sejam §,e &, , n = O(1)N perturbagdes
quaisquer de (2.1), com z, e z, as respectivas solugdes perturbadas.

n

Dizemos que o método (2.5) € zero-estavel se existem constantes S e h,

tal que para todo he (O,h{,] tivermos:
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mpre que 16” ~ 5?:[ <&, n=0(1)N.

A partir da expressao que aparece no lado esquerdo de (2.5a)

.emos definir o polindmio:

pE)=2a

denominado primeiro polinomio caracteristico do método.

Dai. considerando (2.8), facilmente, concluimos que uma

.icdo necessaria e suficiente para que o método (2.5) seja consistente

p(1)=0, - (2.10a)
B Ay VAR D yeeny 30, S i) L 9°(1) == F (0 V(265 0 (2.10b)

Definicdo 2.6 : O método (2.5) é dito satisfazer a condigdo
caiz se todas as raizes de p(&) tiverem moédulo menor ou igual a 1 e

‘uetas de modulo 1 forem simples.

Teorema 2.7 : Uma condi¢cdo necessdria e suficiente para o
netodo (2.5) ser zero-estavel, quando aplicado a um pvi que satisfaz a

ndicdo de Lipschitz, € que ele satisfaca a condicdo de raiz.

A partir dos conceitos de zero-estabilidade e de
consisténcia. que conforme podemos constatar através dos conceitos e
resultados  aqui  introduzidos, sdo de fdcil verificacdo, podemos

abelecer uma condi¢@o necessdria e suficiente para a convergéncia

(cerinicdo 2.2) de um método de discretizacdo dado por (2.5).
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Teorema 2.8 : Uma condig¢do necessdria e suficiente para a

convergéncia do método (2.5) € que ele seja consistente e zero-estavel.
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CAPITULO 3

VIETODOS DE RUNGE - KUTTA E
LINEARES DE PASSO MULTIPLO

NTRODUCAO

Neste capitulo, introduziremos duas importantes classes de
0s da forma definida em (2.5), os métodos de Runge-Kutta e os
s lineares de passo multiplo.

Para cada uma dessas classes, analisaremos os conceitos

ativos introduzidos  no  capitulo  anterior, agora ajustados




3.2 METODO DE RUNGE-KUTTA

Os métodos de Runge - Kutta constituem uma das classes de

métodos de passo um, definidos através de (2.5), onde
o, ==le @ (y,,x:h)=Dbk .
i=l
Assim, podemos formalmente defini-los como segue.

quando aplicados a (2.1).

Definicdo 3.1 : Denominamos de método de Runge-Kutta

(MRK) com s estagios a todo método de passo um dado por:

k.= f(x, +ch,y, + hzagk;—), para i=1(I)s, (3.1a)
j=1

Vs V+h2bk =010 (3.1b)

onde c¢.a,, b eR ey, sdo aproximagdes para y(x)emx=x +ch,

Com

0<c¢ <1 para i=1(1)s. (3.2b)

Observe que, se considerarmos o pvi na forma autdnoma

(2.3), podemos obter uma representacdo equivalente para o MRK

definido por (3.1) como:

a‘A
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Y=y, +h¥a, f(Y), i=1(Ds, (3.3a)

Vou = Vo 43D F(Y), n=012...., (3.3b)
=1

Podemos caracterizar um MRK através de seus coeficientes

e b. considerando uma forma matricial. devida a Butcher:

a,,

a,,

>ntdo. se definirmos as matrizes ¢ = (c, )y'LAT = (a;) e b' = (b,), com,

5. 0s coeficientes do MRK podem ser matricialmente representados

cl| A
5t (3.4b)

Podemos subdividir os MRK em subclasses, em funcdo dos

res assumidos pelos coeficientes da matriz A™. Isto €, dizemos que

um MRK é:

- Luxplicito se a;=0, paraj>i, j=1(l)s, ou seja, a matriz A" ¢
estritamente triangular inferior.

- Semi-implicito  se a, =0, paraj>i. j=1(1)s, ou seja, quando A" for

triangular inferior.
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- Implicito quando a; #0, para algum j2i, j=1(1)s, isto é: a
matriz A" ndo é estritamente triangular inferior.

Alguns autores consideram uma classe especial de métodos
semi-implicitos quando a; =0, paraj>i, j=1(l)s, e a,=MAeR),
i=I(1)s, denominados métodos de Runge-Kutta diagonalmente

implicitos (DIRK).

Da Defini¢do 2.3, concluimos que o erro de truncamento

local, de um método de Runge-Kutta em x=x , nada mais é do que o

n+l

valor:

T, =y(x,.,)=y(x)=ho, (y(x,)x,;h),

com ¢, (y(x,,),y(x,),x,;h)= Zb,.k‘., isto é, k. definido por (3.1a) mas

considerando-se y, = y(x,).

Definicao 3.2 : Seja p um nimero inteiro e positivo.
Dizemos que um MRK tem ordem de consisténcia p, se este for o maior

inteiro positivo tal que:
I = 0h™).

Ainda, dizemos que um MRK ¢é consistente com pvi

satisfazendo as hip6teses do Teorema 2.1, se p > 1.

Considerando-se as condigdes de consisténcia dadas em
(2.8), facilmente podemos concluir que um MRK serd consistente se, e

somente se:
o, (¥(x,),¥(x,),x,;0) = f (x,,¥y(x,)),

o que € equivalente a:




(3.5)

Por hipétese vamos sempre trabalhar com MRK em que
.31 ¢ satisfeita, isto €, estaremos sempre trabalhando com métodos

consistentes.

Vamos admitir que em x=x, tenhamos a hipétese local
v(x,) e anotar por ¥,,, a aproximacdo dai gerada pelo MRK para

; - "

Logo, podemos reescrever o erro de truncamento local

TJ+I = .v('rnﬂ ) - .‘{;H'\‘-i' n= O-L:--.. .

l

Bl

Neste caso, para alguns autores. o erro de truncamento local

‘mplesmente denominado erro local.

E importante observar que o primeiro polinomio

caracteristico de um MRK serd sempre dado por:

p&)=¢ -1
Logo, os MRK sempre satistazem a condicdo de raiz
(detinicdo 2.6) e portanto serdo sempre zero-estdveis (defini¢do 2.5). Dai,

podemos concluir que os MRK serdo convergentes quando (3.5) se

Um MRK terd ordem p, se satisfizer a um conjunto de
condicoes, denominadas condicdes de ordem. Por exemplo, as seguintes
cunacoes definem condigoes de ordem:

5

db =1,

=1
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(3.6b)

(3.6¢)

(3.6d)

Sabemos que (3.6a) define a classe dos métodos com ordem
1 e, se em adicao também se verificar (3.6b) garantimos ordem 2 ao
método. Incluindo (3.6¢) e (3.6d) teremos a classe de métodos de Runge-

Kutta com ordem 3.

Para alcancarmos ordem 4, além das condi¢des (3.6) outras
quatro condicoOes se fazem necessdrias. Se desejarmos garantia de ordem
5, além dessas oito, mais nove condi¢des serdo necessarias. Isto nos
mostra que a obtencdo de métodos de Runge-Kutta tem um grau de

complexidade que cresce com p.

3.5 ESTABILIDADE LINEAR

A fim de desenvolver, para os MRK, alguns conceitos da
teoria da estabilidade linear, vamos considerar a equagao escalar teste:
y' = Ay, 3D

onde Ae C e Re(A)<0 cuja solugdo exata serd y(x)=e'h.

Aplicando o MRK dado por (3.1) ao problema teste (3.7)

obtemos uma equacdo de diferencas da forma y,,,=R(z)y,, onde

g A,

AVA |
| e
cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp 11 12 13 14 15 16 17



R(z) € denominada funcdo de estabilidade do método.

Ainda, y, =0 quando n —  se e, somente se:

|R(z)|<1. (3.8)

Os valores de z para os quais (3.8) ocorre definirdo a regido
do plano complexo onde o MRK ¢ dito ser absolutamente estdvel, que

anotaremos por N ,.

A fim de investigar como se expressa matematicamente R(z)
consideremos a aplicacdo do MRK escrito na forma (3.3) ao problema

teste (3.7), obtendo:

J}f =y + zza”Y}, para i=1(1)s,
=1

Y=y, + (XbY, n=012..."

Definindo Y:(K Y, - Y\)T e

podemos reescrever (3.9) na forma:
Y=ye+zA'Y, (3.10a)
Vi =3, +2zb'Y, n=0L2,..... (3.10b)

Resolvendo (3.10a) com relacdo a Y e substituindo em

(2.10b) obtemos:

y . =[1+zb"(I-24")"¢] v,

onde / é a matriz identidade sxs.

De (3.11) concluimos que a funcdo de estabilidade do MRK

¢ dada por:




R(z)=[1+zb"(1-zA")"é]. (3.12)

Uma forma alternativa para R(z) é construida por Dekker e
Verwer(1984) em [12], que serd a seguir ilustrada considerando a classe

dos MRK com s = 2 estdgios.

Podemos escrever (3.9) como:

= + Z(a”}’: + alzyz)’
J Y =Y. F Z(anYl +a23};)’
[v =y, +2bY, +b.Y),

e dai, numa forma equivalente:

(l_zan)Yi _Zaizyz =yn’

_Zan": +(l_a22)yz a yn’

\_ZbIY: - Zb.‘!Y; + yn+| - -vn.

Usando notagdo matricial, podemos reescrever (3.13) como:

Supondo que D =det(B) # 0, pela regra de Cramer podemos

: . N
determinar y,,,, ouseja, y,,, =

Vo B onde:

(l—zaIl +zb, -za, +ab, O)
=det| —za, + zbI 1—Za, .+ zb, 0
t -zb -zb

1 2 “n

'}I




| 1=z, +2b, =za.+zh

~za, +zb l-za_ +2b,

b b,
0 1) %a, a,) b b, )"

[stoé: N =

Concluindo-se que N =det(/ —zA" +z¢b")y. .
Num processo andlogo, temos que D=det(/— :A').\'H
Logo. pode-se concluir que:

det(/ — zA™ + zéb")
R(z)= det(7 —zA")

(3.14)

Do raciocinio desenvolvido podemos concluir que R(z) pode
¢ definida por (3.14) para s estdgios (s=2), como uma expressao

uivalente a (3.12). No entanto, em (3.14) ndo hd necessidade de se

‘cterminar (7 —zA")". As expressdes (3.12) e (3.14), sdo ambas

aplicdvels para determinar a regido de estabilidade absoluta do método.

. dependendo da situagdo, uma pode ser mais conveniente que a

1 VIETODOS LINEARES DE PASSO MULTIFLO

Vamos agora analisar uma outra classe de métodos de
mtegracdo numérica, definida através de (2.5) com k > 1, denominados
Victodos Lineares de Passo Multiplo ou alternativamente Métodos
Lineares de Passo k£ . Devemos lembrar que nos Métodos Lineares de

P

=50 & (MLPK) precisamos de algum modo dispor das aproximagoes
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YosYis+++» Y- Usando a notagdo f,,; = f(x,,;,Y,,;), J=0(1)k , para os

MLPK temos em (2.5) que:

¢j' (yrwk’“"yn!xn;h) = ioﬁjfm-j .
j=

Podemos reescrever (2.4) por:

(3.16)

onde a;e B ; sdo constantes. Vamos também considerar, neste trabalho,

o, =1 e lembramos que para garantirmos que o método tenha k passos

devemos considerar:
oty | +[Bo| %0

Quando B,=0, o MLPK serd denominado explicito, caso
contrdrio implicito.

Por conveniéncia, dependendo da situagdo, vamos
considerar como aproximagao final y,,, € entao, y,,Y,_,---, Y+ SErdo as
aproximacoes iniciais.

Para a classe de MLPK dados por (3.15) vamos verificar

alguns conceitos qualitativos.

Definicdo 3.3 : Definimos por operador diferencial linear L
associado ao MLPK (3.15) o operador definido por:
k

Llz(x);h]= Xla z(x + jh) = hB 2'(x + jh)],

j=0

onde por hipdtese admitiremos que z(x) € qualquer fungdo

suficientemente derivadvel, para todo x e [a,b].




Considerando os desenvolvimentos numa vizinhanga de x de
“(x+jh) e Z(x+ jh) em série de Taylor, e agrupando-se

convenientemente em funcdo das derivadas para j=1(1)k obtemos:
Liz(x);h]= Coz(x) + Chz'" (x) + C,h*z® (x)+- +C h'z' (x)+--, (3.17)

com C, assumindo valores constantes dados por:

¢,=Ya,, (3.18a)
C=Yjo, -2 (3.18b)

1=0

C =k j'e, ~ani™ B, ¢=23m.. (3.18¢)

i
j=0

Definicdo 3.4 : Denominamos erro de truncamento local do

ViILPKem x=x,, aovalor L[y(x,,, )], onde y(x) € a solugdo exata do

n+k

2l Yo

k i
Note que se Za)_\'(.‘c“ +/I)=»’IZ/3,..\"(-\',, + jh)+ Ll y(x,,,):h],
j=0

i=0

podemos concluir que neste caso, o residuo R, definido em (2.6) serd
dado por R,,, = L[y(x,,.);h].

Definicdo 3.5 : Dizemos que um MLPK € consistente se
tiver ordem p 2 1.

Definicdo 3.6 : Dizemos que o MLPK associado ao
operador  diferenca linear L[z(x);h] terd ordem p se

~=C,=0e C,, #0. Ainda, a constante C,,,, denomina-se

constante de erro do MLPK.




De (3.17), observamos que um MLPK seré consistente se, e

somente se:
C,=C =0. (3.19)

Dai, considerando-se (3.18a), (3.18b) e (3.19), podemos
facilmente concluir que uma condi¢do necessdria e suficiente para que o

método seja consistente é :

k
D=0,
j=0

k k
_ZO jo,=2B,. (3.20b)
=

Jj=0

De (2.9) temos que o primeiro polindmio caracteristico de

um MLPK ¢é dado por:
p&)= ;afé . (3.21a)

Para os MLPK torna-se interessante definir um outro
polindmio, denominado de segundo polinémio caracteristico, dado

por:

o()= ;5,-5*" : (3.21b)

Considerando-se (3.21), podemos obter uma condi¢do
necessdria e suficiente para que um MLPK seja consistente, dada pelo

resultado a seguir.
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Teorema 3.7 : O MLPK dado em (3.16) é dito ser

consistente se, e somente se:
p(H)=0 p'(H=0().

Observe que, para métodos consistentes se ¢(1) =0 teremos
p’(1)= p(l). Logo, o método ndo satisfaz a condicdo de raiz(definicao
2.6). portanto nao serd zero-estavel. Dai, se o(1)#0, podemos concluir
que o MLPK dado em (3.16) serd sempre zero-estavel.

Enunciaremos um resultado fundamental para os MLPK,

cuja demonstragcdo pode ser encontrado em [16].

Teorema 3.8 : Um MLPK serd convergente se for

consistente e zero-estavel.

Observe que, a consisténcia ¢ uma condi¢do necessdria mas

ndo suficiente para a convergéncia.
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CAPITULO 4

METODO LINEAR GERAL

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresentaremos uma classe de métodos
numéricos para a integragcdo de (2.1), definidos por Butcher em [4] e [5],
por ele denominados Métodos Lineares Gerais. Conforme mostraremos a
seguir, essa classe contém, entre outras, as dos Métodos Lineares de
Passo Miultiplo (MLPK) e dos Métodos de Runge-Kutta (MRK).
Analisaremos os principais conceitos qualitativos relacionados com essa
nova classe de métodos, mostrando a possibilidade de se considerar

numa sO abordagem tedrica os MRK e os MLPK.

4.2 METODO LINEAR GERAL

Para a integracao numérica de problemas de valor inicial

definidos por (2.3), num intervalo onde se tem garantia da existéncia e

30
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unicidade da solugdo y(x), podemos considerar a classe de métodos que a

seguir definiremos.
Definicao 4.1 : Sejam A= (a“g.),;é': (5{.}.) eC= (¢,) matrizes
quadradas de ordem N. Definimos por Método Linear Geral (MLG) a

todo método numérico para a obten¢do de aproximagdes y!"' para a

solu¢do de um pvi dado por (2.3), dados por:

2 = Xa, i+ h2E,F G +hEE F O, i=ION, @.1)

[n]

onde y;" sdo aproximacdes para y(x) no n-ésimo passo de integragdo e

Jn=1]

y; " s@o aproximagdes do passo anterior. Observe que um MLG pode

ser caracterizado pelas matrizes A, B e C. Assim, por conveniéncia,

vamos anotar um MLG dado por (4.1) como um método (12‘;, é,é ). Ainda,

quando tivermos C=6 podemos identificar o método simplesmente por

Definindo Y, =( yir. yﬁ;")r podemos escrever (4.1) na

Y =(A® DY _ +h(BONFY,)+HC®IF(Y,,),
para “®“ definido por (1.3).
Definicao 4.2 : (Butcher [5]) Um método (ﬁ,ﬁ',é‘) € estdvel
se a matriz A é estdvel (Definigdo 1.12).

Podemos enunciar, através do teorema que enunciaremos a
seguir, uma condicao necessdria e suficiente para que o método (A, B,C)

seja estavel.
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Teorema 4.3 : Um método (A, B,C) é estdvel se, e somente
se, 0 polindmio caracteristico da matriz A ndo tiver raiz com valor

absoluto, maior do que um e as de tamanho um sao simples.

Definicdo 4.4 : Um método (A,B,C) é dito ser pré-

consistente se:
Aé=e¢e,
onde é é o vetor de dimensio N com valor 1 em cada uma de suas

componentes.

Se, em adicdo, para algum vetor ve R" tivermos:

o método (zi, B : 6 ) sera consistente.

Vale observar que o vetor v € conhecido como vetor de

consisténcia do método (ﬁ,é,é).

Podemos verificar que a pré-consisténcia nos permite
assumir que a aproximagdo gerada a cada passo pelo MLG, bem

representa para a da equagao escalar

y'=0, (4.2a)
sua solucao exata:

y(x)=1. (4.2b)

Para simplificar a constatacdo dessa observagdo, vamos

considerar um MLG com N = 2, isto é:
; 2 Z; f;]: f(_\':ﬂl) 12 ][f()ﬂn-”)} (4 3)
[- 2 ]_( 2 2 72 ]+ " (53 6:: J (f(-\"{lnl )]-’- : [ 2 n f(ygn—ll)
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Pela equagdo (4.2a) temos que f(y!")=f(y!)=
FOM )= FlylFN )= e pela equacido (4.2b)

Jgn) — L In) L [n=1) [n-1]

yi =y, =y =Yy, =1 Logo, teremos (4.3) dado por:

0 (4, &,)1
e a i (4.4)

Logo, podemos reescrever (4.4) usando nota¢do matricial

Aé=¢ (4.5)

De maneira andloga, podemos constatar que a consisténcia

]

nos permite assumir que cada aproximagdo y"' representa num ponto

proximo de x,, por exemplo x +ch, com Q<c <1, para a equagio:

(4.6a)

a solucdo exata:

yx)y=x (4.6b)

Considerando-se que y!"'=x, +ch, ¥'=x +c,h e as

equacoes (4.6a) e (4.6b), podemos reescrever (4.3), como:

X, +ch . dy Gy | eyt el bl bS]
(I" + Czh]_(é,_,l é:z }(IH_I + Czh +h b;l b;z 1) (4‘7)

onde b/ =b, +¢,,

ij=1,2.

Observe que podemos convenientemente reescrever (4.7)
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{Clh = (Iill(xn—-l - xn) P &Ilclh + 612(xn-l i xn) . 3 &lzczh cx h(bﬁ + bl’z)
ch=a,(x,_, —x,)+a,c,h+ad,,(x,_, —x,)+ad,c,h+hbj +b,)’

que € equivalente a:
G| a, a,\fc-1 b, bj, (1
[C: }_(éu §22](('3_1)+(b;1 bzfz 1 (4.8)
Dai, usando (4.5) podemos reescrever (4.8) numa forma

matricial como:

Av+(B+C)é=v+é, (4.9)

onde v= (c1 cz)r.

Um outro conceito qualitativo importante, que pode ser
considerado para a classe dos MLG € a convergéncia, pois nos permite
avaliar quao bem a solu¢do numérica representa a solucdo exata quando o
nimero de passos de integragdo cresce. Considerando-se o pvi dado em
(23) e o vetor Y, cujas componentes sdo os valores iniciais

[0] ,10] 0]

Vi .Yy s..y Yy s podemos defini-la.

Defini¢cao 4.5 : Um MLG dado por (4.1) € convergente para
o pvi (2.3) sobre [a,b] se, para qualquer x,,x € [a,b] e para Y, (h) tal que
| vh) = y(x,) | = 0 quando h— 0 para i=1(1)N, pudermos garantir

que H y!((x = x4) I n) = y(x) "—)0 quando n — oo, i=1(1)N.

Defini¢do 4.6 : Um MLG ¢é dito ser convergente, se ele for
convergente sobre qualquer intervalo e qualquer pvi satisfazendo a

condicado de Lipschitz.

Teorema 4.7 : Um MLG é convergente se e, somente se for

consistente e estavel.
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4.3 O METODO DE RUNGE-KUTTA COMO METODO LINEAR
GERAL

Conforme ja observamos um MRK com s estagios definido

através de (3.3), pode ser reescrito como:

Y =y, +hYa f(Y), parai=1()s,
j=1

yrl :yrl—]+hzbjf(yj)a n=192939"- .
. j=1

Se considerarmos em (4.1) N=s+1, y" =Y, para i=1(1)s e
v =y podemos reescrever o0 MRK na forma de um método (A, B,C),
como definido em (4.1):
¥ = Y hlag f )+ an f O+ el f O,
vl =y hlag, f (0 + ay f (D ag, f (7D,

y= vt a0 +an f (" Aa f ()
v =y AL b, () + A f ()

oM For
FeM) Pl

Ffii G
ol Flel™
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A ~ (A" ]6
A matriz B pode ser representada por B =[bT OIJ’ onde

A" e b" sido respectivamente constituidas pelos coeficientes a; e b de

(4.11) com 6, :(0 O)Te que caracterizam juntamente com O vetor
¢ um método de Runge-Kutta.

Logo, temos em (4.12) a classe dos MRK com s estdgios
reescrita na forma (4.1), isto é, como um método (ﬁ,};’,é). Observe que
(4.12) nos permite caracterizar como um MLG todas as subclasses de
MRK definidas no pardgrafo 3.2. Como ilustragdo, vamos considerar o

MRK implicito com s=2 dado por:

Entdo, escrevendo-o na notacao (4.10) temos:

Y=y +hsfE)-+f X)),
Y,=y_ +hlifX)+5f ()],
y, =y, +hlz f @) +3f )],

Logo,N =s+1=3 e definindo y™ =Y, " =Y,,y}" =y,

obtemos a forma (4.11):
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W=y RO =3 £ (),
Y=y R M)+ £ ),
W= SR OV £ O,

~ ~

cujas matrizes A, B e C sdo:

;l'n 4—||

= |

Observe que a matriz A é limitada, ou seja A= A" para

Ainda;
(i) o polinémio caracteristico de A possui uma raiz simples
as demais iguais a zero, logo satisfaz o Teorema 4.3, e

portanto. podemos concluir que o MLG ¢€ estdvel.
| A] =1
(iii) Aé=2¢, 0 que nos garante a pré-consisténcia
(iv) Av+ Bé=v +¢, isto é o MRK serd consistente

Dai, pelo Teorema 4.7, concluimos a convergéncia do MRK

considerando-o como um método (A, B,C).

Teorema 4.8 : Sejam as matrizes A, B e C dadas em (4.13).

5
Dizemos que um MRK € consistente se e, somente se Y b, =1.

=]

Ainda, o vetor de consisténcia v ¢ dado por:




onde ¢, = Za;.:. para i=1(1)s.
j=1

Demonstragao:

De fato, por (4.9) temos:

. - ﬂM

-

a

5

a,

5

C
|

N

c, +a,+-+a, =c +1, (4.14a)

b, 0

5

(a.‘l
|a;1
+1 .

o -

c. ta to+a,=c,+1, (4.14b)

Cin +b| +“'+bs =Gy T L.

Por (4.14s) concluimos que Zb‘. =1.

Sabendo-se que y"'=y podemos concluir que c,, =1,

s+1

logo ¢, = Za; para i=1(1)s.

=1
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4.4 OS METODOS LINEARES DE PASSO MULTIPLO COMO
METODO LINEAR GERAL

Vamos agora considerar a classe dos MLPK dado em (3.16)

e mostrar que eles também podem ser escritos na forma de um método
(A,B,C). Para 1isso, vamos utilizar uma definicio mais

convenientemente, dada por Butcher em [5], isto é:
Vo =0 Y+ O Yt A Y, B f () + B f () 4B f(3,)] (415)
Neste caso, o MLPK (4.15) serd explicito se f,=0, caso
contrdrio, implicito.
Considerando-se 0 MLG (4.1) e assumindo para (4.15) que
yW=y ,.., e y=y_ , podemos representar os

MLPK na forma de um método (ﬁ,é,é). De fato, observando que

(i _ |, ln=1] (n] _ | [n=1] ;
M=y, ey =y podemos escrever:

W = A0 BB f () HLBLS () + B f G+ B L)

Dai, definindo as matrizes:

ﬁ[] O

o, Wy B ey a,]
1 0 - 0 0

(
|
|
o T
[ .
\

0 0




podemos reescrever um MLPK, implicito ou explicito, como um MLG.
Observe que, para a classe dos MLPK explicitos teremos B=0, isto &, as

matrizes A e C caracterizam essa classe de métodos.

Como ilustracdo, vamos considerar o MLP3 explicito dado

—ty Hiy L +3y HAEfO )+if(y, )]l (4.17)

Considerando N=k=3, y"=y ,y"=y e y=y,, ,

podemos reescrever (4.17) como:

y:n] = __};yiu—!] +%y;n—|} + ,}yaml] & h[%f(y,”'”) + %f(_y;”_”)]s

(n] — (=11
v’n _yln '

[n=1]

[n] —
.v_z_ _y3 ’

ou seja:

(}':"' : f(:vl"'”)]
Y = Y2 £ 1
e for")

onde as matrizes A, B

(4.18)

Observe que a matriz A de (4.18) é limitada, ainda podemos

facilmente verificar que:

(i) o polinémio caracteristico de A satisfaz o Teorema 4.3.

Logo, o MLG dado por (4.18) € estavel.
(i) Aé=é, o que nos garante a pré-consisténcia.

(iii) ﬁv+£§é:v+é‘, isto €, o método (4.18) serd consistente.

| !
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Pode-se entdo, concluir pelo Teorema 4.7, a convergéncia do

ML PK considerado como um método (/ﬁi, éé)

Teorema 4.9 : O MLPK caracterizado pelas matrizes de

(4.16) serd consistente se:

k
Za;:l,

i=1

k k
i, =Y B, (4.19b)
1 =0

e o vetor de consisténcia v € dado por:
.
y=l-1, <2, o —GED] -

Demonstracdo:
Considerando-se a Definicio 4.4 e as matrizes

A. Be Cdadas em (4.16), podemos concluir que, o MLPK serd pré-
(a, a, - «a

| ] @ « ©
consistente RC:! 0 1 0

=1

] 1
k
. |='| L > ou seja, Do =1.
1

I
HE 1Y

Por outro lado, sera consistente se:

Sl D (il (abaals

ook

onde obtemos:

| !
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(a,v[ +oL,V,+ 4o, v, + B+ B+ -+

| "

|

oy, +o,v,+-+o,v, + B+ B+

ou seja,

v,=v, -1,

Note que,
oy, +o,(v,—-D++a,(v,-k)+ B, + B, + B,++B, =v, +1,
isto é:
(a, + o, ++o v, —a, =20, — (=k)a, + B, + B, + B,+-+B,=v,+1.  (4.20)

Substituindo (4.19a) em (4.20), podemos concluir que

k k
Yic, =) B,. Considerando v, =-1, concluimos que o vetor de
i=l i=0

consisténcia v € dado por [—1, =2, e —(k+1)]r.
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CAPITULO 5

GENERALIZACAO DO METODO
LINEAR GERAL

5.1 INTRODUCAO

Butcher apresenta em [5], uma generalizagdo da classe dos
Vétodos Lineares Gerais, reescrevendo-os através de uma unica matriz
particionada. Considerando essa nova representacao, apresentaremos 0s
principais conceitos qualitativos, obtendo assim uma teoria unificada

para os MLG que serd de grande importancia para os proximos capitulos.

5.2 OSMLG (A,B,C) NA FORMA (A, B)

Conforme observamos no capitulo anterior, na classe dos
VMILG (A,B,C) também sdo considerados os métodos com C=6, que
Butcher denomina caso standard e por simplificacdo de notacdo

representa tais métodos por (A, B).
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Vamos, a seguir, mostrar que independente da nulidade ou

ndo da matriz C podemos escrever um MLG (A, B,C) na forma (A,B).

Usando as aproximagdes y™, i=1(1)N, geradas pelo MLG
(/i‘é,é') dado em (4.1) sejam:

o (WY se isN LN

J = —

}I’ [n-1] " ? l ( ) ’
Yi_n se i>N

e as matrizes A = (Ea‘) e B= (%) quadradas de ordem 2N. Dai, podemos

definir a classe dos MLG (A, B) dada por:

2N AN
W= 23,5+ h2by £ (7)),
j:] j:

_ (A @ _ (B C
A= e B= X
/I 6 6 6

com / sendo a matriz identidade e @ a matriz nula, ambas de ordem N.

Para ilustragdo, vamos considerar um particular MRK
explicito com 3 estdgios:

Usando a notagao (2.13), podemos escrever o método como:

Y =Y.

Y, =y, +3zhf (X)),

Y=y, +hl-f (X)) +2hf (Y))],

Yo =You HHEF X))+ 30 L) + 5 F (B)]
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DefinindoN =s+1=4 e identificando y" =Y, y"=Y,,
yH=Y, y¥=1y . teremos:

yil =yt

¥ = I (),
W=+ H=f ) + 21 G,
v“” — v[n-ll + [+ f(y‘”])+ f(y“”)+ f(y[nl 1,

a partir dos quais definimos:

\"["] o] y[n} o, Y ?[n] s v[ﬂ‘i]
\, [n] — y[nl s Y _'N] — vir! ll
nl s ylni - Y v'n} — v[n 1]
lr] — yLn] =Y., —'rrl — y[n II.

Logo;

)= y{ﬂl i \:n 1] vin-l],
ysn] — vln | § pre— }}[n-l]
s -1 e
yérr} - y1 ; S v 1 I]

5ln)l — y(a=1] _ (n-1]
yi' =Yy =Y
=[n] — +,[n=11 — =[n=1]
ys ) v-; - .\?4 ’

o

e escrevendo na forma (5.1), obtemos:

=[n-1]
Y
—[[I 1]

fG&M

AGE
FGM

fGM
S
FGN
£
fGM

[0

Tgu 1]

—[ra 1]
- -1

o
gl
;i

o O O ol © © O
o O O Ol ©O o O
o O O olo © o O
o O © Ol O o o
o ©o ©O ol ©O o O

o © © ol © ©o O
o © O Ol © O O

o O O Ol © O O

o O O ol © © O

I
I
1
1
0
0
0
1

cujas matrizes A e B sdo:
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o ©oO = Ol © O O
o - O Ol © © o
o ©O O Ol O ©o o
©C O © ol © ©o o
o O © Oo|© © © o
©C © O ol © o O
©C O O ol © o O
©C O O ol © o O
o O O oo © ©o o

—_ O O Ol o

Logo, obtemos a representacdo do MRK definido em (5.2)
na forma (A, B) dado em (5.1).

Definicao 5.1 : Um método (A, B) é dito ser pré-consistente

se Aé=¢ e consistente se Av+ Bé=v+é,onde é,ve R*".

5.3 GENERALIZACAO DOS METODOS (A,B)

Vamos agora considerar uma outra forma de se gerar os

métodos (A,B), baseada numa particio das matrizes A e B de ordem

6 §—9 B,
0/ w8 Byl

Tais particOes consideram separadamente os estdgios do

2N x 2N, da forma:

método que sdo utilizados apenas como informag@o no passo presente €
os estdgios cuja informacao sdo repassadas como dados de entrada para o
passo seguinte.

Assim para r e s, tal que N=r+s sejam y"™" ... y"" os

estdgios cujas informacdes sdao passadas de um passo ao outro e
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" T T
Sejam Y:(Yl Y, - YS) ’ yl"’=(y§"1 y;"l y‘[*ﬂ) e
C.

C“ C‘l2 ] Onde Cll = BZZ’ C'I2 = AZI’ Czl = BIZ = C22 = A
21 22

1

a matriz C=(

Entao, podemos caracterizar o método simplesmente através
da matriz C e, de maneira andloga a representacdo (4.2) do MLG

(A,B,0), podemos reescrevé-lo na forma:
Y=(C, ® DhF(Y)+(C, ® I)y"", (5.3a)
Y =(C, ® DhF(Y)+(C, ® I)y"™. (5.3b)

Observe que essa representacdo € algo meramente formal,

indicando que um método (A,B) pode sempre ser escrito como um

. .. B A
método particionado, com 2N estigios, com C =(§ T onde
conseguimos separar os estdgios para os quais f € aplicada e aqueles
com a func¢do apenas de passar informagdes de um passo ao outro, que

podem ser substituidas por qualquer conjunto ndo-singular de

combinacdes lineares delas.

E 6bvio que essa nova representacdo do método €
equivalente a representacdo (A,B) no sentido usual, mas nio podemos
garantir necessariamente que ele estd escrito de forma a satisfazer as
condicoes de consisténcia e estabilidade.

[n] [n]

Para isso, sejam z",z;",...,z" o novo conjunto de

informagGes e T~ a matriz dos coeficientes desse novo conjunto. Isto €,

para T =(t,) temos:

=2, =l
j=1
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Substituindo em (5.3) obtemos:
Y=(C, ® DhF(Y)+[(C,T)® Iz"™", (5.4a)
" =[(T"C,)®INhFY)+[(T"C,T)® I1z"", (5.4b)

onde agora a matriz do método sera:

C C_“ az C, C.T
g 621 C‘zz - T_lcu T-IszT .

Conforme registramos no capitulo anterior, o método (A,B)
sera estavel se " A" " for limitada, agora, a estabilidade estard garantida
se tivermos a limitagdo de || C,," |, pois tal limitacdo ocorre se e somente

se H c.' “ for limitada, uma vez que C,, ndo serd afetada pela matriz 7.

Podemos entao definir:

Definicdo 5.2 : Um MLG particionado, com matriz

% ]é estavel se sup{ H Cy | =124,

Vamos agora analisar a consisténcia do método em sua

formulagdo generalizada.
Para o método (A,B) suponhamos que o vetor de
. A~ . . P J— T #
consisténcia seja particionado como (w w) e que o vetor de pré-

. ~ . . - . . —_— ~ r —~
consistencia seja também part1c10nad0 como (8 €) . Entdo, as

condi¢oes de consisténcia serdo:

A
A,




ou seja:

(5.6a)
(5.6b)
(5.6¢)
(5.6d)

Considerando que A,=C,,A,, =C,,B,=C, e B,,=C,, ¢

definindo u=T"'e, v=T"w, podemos reescrever as condi¢des de

consisténcia dos MLG dadas em (5.6a), (5.6b) e (5.6¢) por:

JU=U,

2”’ ’

wtCe=v+u,

onde u serd denominado vefor de pré-consisténcia, e v de vetor de

consisténcia do método C.

Agora, podemos formalmente definir a pré-consisténcia e a

consisténcia do método.

Defini¢do 5.3 : Um Método Linear Geral com matriz

particionada C € pré-consistente , com vetor de pré-consisténcia u

se:
C,u=u, (5.7a)

C,u=2e, (5.7b)
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e consistente se, em adi¢do, para algum vetor v tivermos:
C,é+C,v=u+v. (5.7¢)
A fim de facilitar a nota¢do, podemos considerar, conforme

Butcher em [6], C,,=A, C,, =B, C,=U e C,=V. Logo, obtemos

AU
C= [ BV ) onde a representacao (5.3) podera ser reescrita como:

Y=(A® DhF(Y)+ U ®I)y"", (5.8a)

Yy =(BRhFY)+VRI)y"". (5.8b)
Portanto, podemos também reescrever (5.7) como:

Vu=u,

Uu=é,

Vv+Bé=u+v.

5.4 ESTABILIDADE LINEAR

Para desenvolver alguns conceitos da teoria de estabilidade
linear para os MLG dados em (5.3), Butcher[5] considera a equacdo

escalar:
yr - /"L},. (5.9)

Aplicando o MLG dado por (5.8), ao problema teste (5.9)

obtemos y"’ =M(z)y""”, onde denominamos M(z) de matriz de

estabilidade do método.




A fim de investigar como serd M(z) vamos considerar um

00
particular MLG com r=s=2, A:[a

0], U=l e Ve=eé; onde

v
v} Assim, o MLG escrito na forma de (5.8) sera:

Y 11" 1]

b= haf(Y)+y[ H

= b, f (1) + b, f (T + (1= )+ vyl
'v[ﬁ"] = h[bzlf(x) + bllf(Yz)] +(1- ‘v’)_\-’f"'“ + vyg"‘”,

(5.10)

que aplicado a equagdo (5.9) nos fornece:

F=gih, (5.11a)

= haAy!"™" (5.11b)
yi*= Hb AyP ™+ by Ahaiy " + yr )]+ (1= v)y + vy (5.11¢)
yio! = by, Ay + by Al haAy?™ + y )]+ (1= v) yim +vyle, (5.11d)

Assumindo que z=hA, podemos reescrever as equagdes

(5.11¢) e (5.11d), na forma:
yi =[zb,, + z2ab, + A=)y " +[zb, +vIyy ™, (5.12a)
W =[zb,, + z2ab, + (1= V)]y"" +[zb,, +v]yy . (5.12b)
Dadas equagdes (5.11a) e (5.11b) temos:
£ He 305
Y, ) \za 1)\ yr"

e das equacoes (5.12a) e (5.12b) teremos:
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1 0
Sabendo-se que [za 1]: (I -=zA)™ temos que (5.13) pode

ser escrito como:

y® =[V+zB(I-zA)"'U] y*™, (5.14)

(.v{n] vl[n—u
onde y™ =" ,le y* =" 4|
Y2 Y2

Portanto, a matriz de estabilidade do método (5.8) sera:
M(z)=V +zB(I-zA)"'U. (5.15)

Podemos garantir que em (5.14) teremos uma seqiiéncia

estavel, se a matriz de estabilidade M(z) possui poténcias limitadas.

Em [6], [7] e [8] podemos ve_n'ﬁcar que o polinomio de

estabilidade de um método definido por (5.8), sera dado por:
p(w,z) =det(wl — M(z)), (5.16)

A regido de estabilidade definida por (5.16) serd um

conjunto de pontos do plano complexo obtido por:
{ze C: p(w,2)=0=|w<1}.

Definicao 5.4 : Um MLG (5.8) é A-estdvel se a regido de

estabilidade contem o semi-plano negativo.

Teorema 5.5 : Um MLG (5.8) é A-estdvel se e somente se,

paratodo z € C*,I—zA € ndo-singular e M(z) € uma matriz estavel.
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CAPITULO 6

METODO DE INTEGRACAO COM
MULTIPLO ESTAGIO E
DIAGONALMENTE IMPLICITO
(DIMSIM)

6.1 INTRODUCAO

Conforme apresentamos no capitulo anterior, podemos

representar os MLG na forma (5.8), onde as matrizes A = (a,), B=(b,),
U=(u,)eV=(v,) podem ser consideradas como uma parti¢cdo de uma

certa matriz C com dimensdo r+s, dada por (5.3). Explorando
caracteristicas especiais de cada uma dessas matrizes, podemos gerar

classes especiais de MLG.

Em particular, Butcher [6] considera uma subclasse de
métodos (5.8), que apresentaremos neste capitulo, denominados
DIMSIM, onde A € triangular inferior com um valor constante na

diagonal principal, a aproximagdo final e os estdgios auxiliares tem a




mesma ordem, V satisfaz a propriedade de estabilidade forte e as

matrizes B e U tem caracteristicas que permitem estimar o erro local,

gerar interpolantes e efetuar mudanga do tamanho do passo de

integracao.

6.2 A CLASSE DOS METODOS DIMSIM

Visando dispor de métodos que tivessem boa precisio e
caracteristicas fortes de estabilidade, sem exigir um esforgo
computacional excessivo, Roger(1977) construiu métodos de Runge-
Kutta diagonalmente implicitos (DIRK), isto €, assumindo um valor
constante para todos os elementos da diagonal principal e que sao A-
estaveis. Tais métodos demonstraram ser eficientes quando aplicados a
problemas stiff. Butcher, em [6], considera a partir de tais métodos uma

subclasse de MLG, utilizando a representacgao (5.8).

Denominamos métodos DIMSIM a uma subclasse dos
métodos de discretizacdo para a integracdo numérica de (2.3), cujo

algoritmo € dado por (5.8) e apresenta as seguintes caracteristicas:

a) A matriz A € triangular inferior com um valor constante

na diagonal principal

b) A matriz V deverd possuir um auto valor simples igual a 1

e os demais iguais a 0, ou seja, satisfaz a propriedade de estabilidade.
¢) A ordem dos estdgios e a ordem global sdo iguais.

Quatro casos especiais de métodos DIMSIM tornam-se

bastante interessantes, sob o ponto de vista computacional:

h‘A:
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I) DIMSIM Tipo 1, explicito com A estritamente triangular

inferior - devemos considerar processamento seqiiencial.

IT) DIMSIM Tipo 2, implicito com A triangular inferior e
tendo um valor constante na diagonal principal - também aqui devemos

considerar processamento seqiiencial.
III) DIMSIM Tipo 3, explicito com A =6 - neste caso todas

as aproximagdes geradas pelos estdgios, K:Zu‘jyﬁ"'”, para i=1(1)s
j=1

podem ser estimadas simultaneamente (ou em qualquer ordem). Logo,
podemos melhorar o desempenho do processamento, implementando o

algoritmo de forma a considerar processamentos em paralelo.

IV) DIMSIM Tipo 4, implicito com A=AI,ondel € a
matriz identidade de ordem s - os valores de estdgio ainda podem ser
calculados simultaneamente, embora para a obten¢do de cada um deles

seja necessdria a utilizagdo de um método iterativo, devido a nao

linearidade de y(x). Isto é, Y, =hlf()’f)+2u!}.y5”_”, i =1(1)s, podendo,
J=1

assim. ter niveis intermedidrios de paralelismo.

Podemos portanto, em funcio da matriz A, subdividir a

classe dos métodos DIMSIM em 4 subclasses.

A ilustracio a seguir nos mostra a melhor indicacgio de cada
um dos tipos de métodos DIMSIM, em funcdo do pvi que se pretende
integrar ser ou nao do tipo stiff, bem como qual técnica computacional

pode ser considerada.
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Estrutura de A Tipo de problema Técnica computacional

ndo-stiff seqiiencial

seqiiencial

nao-stiff paralelo

6.3 CONDICOES DE ORDEM

Consideremos a ordem dos estdgios e do método DIMSIM
iguais a p e assumamos que no primeiro passo os valores iniciais passam

ser escritos na forma:

YO = D,y (eI +O™), = 1(Dr, (6.1)

onde: &, € R e y™* sdo derivadas de ordem k da solucdo de y(x). Ainda,
os numeros ¢, devem ser escolhidos afim de que os valores de estdgio,
que sdo aproximagdes para a solu¢do nos pontos x, +hc, , com 0<c, <1

para i=1(1)s , possam ser expressados por:

C.k
y = ;ﬁy(“(xo)hk +O(h™), para i=1(1)s,

e os valores calculados no final do 1° passo, sdo da forma:

AVA
AVAYAY '

1 2 3 4 5 6 7 unespw 11 12 13 14 15 16

1L



il ;‘,a&y‘“u,)h* +O0(h™),

=0
onde x,=x,+h.

O teorema a seguir nos permite observar que os valores de
estdgio dados em (6.2) e a aproximagdo para y(x,) dada em (6.3) podem
ser expressados de maneira mais simples.

Teorema 6.1: Os nimeros «,, i=11)r, k=0(1)p em (6.1)
e as matrizes A,B,UeV satisfazem as equagdes (6.2) e (6.3) se e
somente se:

e =zAe“ +Uw+ 0(z™), (6.4)

e‘w=zBe“ +Vw+ 0(z"" ), (6.5)

; F
onde c“'=(e‘” "-‘:) e w=(w] “"r) com:

=2.0,7" para i=1(1)r e zeC.
k=0

Demonstracao:

No primeiro passo de integracdo, isto é, para n

representacdo (5.8) do método DIMSIM nos fornece:

Y, =hYa,f(¥)+ 2u, v, i=1(Ds, (6.72)

Y =hXb f(Y)+ 2y, i=1(Dr. (6.7b)
j=1 j=1

Vamos, a seguir, determinar Y, hf (Y), y'* e y!" para

substituir em (6.7a) e (6.7b).

Sabemos por (6.2) que:
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Vs iﬁy‘“(xo)h*ﬁ—O(h””) para i=1(l)s.

k=0

Considerando o desenvolvimento em série de Taylor da
funcdo y(x) em torno do ponto x, com incremento Ac,, € sabendo-se que

Y, sdo aproximacodes de y(x) nestes pontos, podemos concluir que:
Y, = y(x, + hc,) + O(h*).

Como y(x)=f(y(x)) ento y'(x,+hc,)=f()+Oh"),

que multiplicando por /4 obtemos:

hf (Y) = hy'(x, + he,) + O(h™?), (6.8)

mas y(x, +hc,) = i v y* (x,)h* , logo:

“ p+l
}__;{"‘” +)"3'CIJ:}m(xu)‘*‘l—th(xu)h‘+‘2_}’f3)(x0) T C l.0+2)(x0)hp+l +O(hp+2).

(p+D!

Substituindo y’(x, + hc,) em (6.8) teremos:

W (1) = S iy o)kt + O(h*™) (6.92)

i T D,ym(xo)h* +O(h"™). (6.9b)

De (6.3) sabemos que para i=1(l)r,
=0,y (x,) + 0,y (x )t 0,y P (x,)R? + O(h™'), (6.10a)

vy =0y (%) 0, Y (X)) ht 0,y (x,)R" + O(h™),(6.10b)

.\"i” = aruym (x1) + arlym (xl )h+ ) '+arpy(m (xt )hﬂ + O(h;”l )(6.10[‘)

Ainda :
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(p)

v:t)}(x)_ (Ol(xo)_'_vtl}(xo)h_'_ +v (xo)h; +O(hp+l)
Entéo,

1
: tl:(,L )—)’l”(xo)'i'y( }(10)h+ +1 vtp+1](x0)h,r +O(h!;+l)

‘ : : L ,
Y 060) = Y2 () + O (v (0, )k + O(h™),

1
Y (x.) =99 (x,) +y*" (x,) bt +p yR (x Yh? + O(h™).

Substituindo em (6.10) obtemos:

: —22 Il? !y‘“(x Yt + O(h™"), para I=1(1)7 (6.11)

=0 =0

Substituindo as equagdes (6.1), (6.2) e (6.9) em (6.7a) e as
equacoes (6.1), (6.10) e (6.11) em (6.7b) teremos:

li;
Z Eafcj ' — Zuqa}kk‘ v‘“(),o)%zouw“), i=1(l)s,  (6.12a)

ik

k=1 2 J(k) hk +1 .
Zb}c; k= 2v,00, k) y* (x,) 77 = O(h™™), i =1(1)r.(6.12b)
No entanto, na equagdo (6.12a), para que os estdgios tenham
LK)

k; “~h* para k=0(1)p devem ser nulos.

ordem p os coeficientes de =

k

F(Z e C) teremos:

Logo, igualando-os a zero e multiplicando por

0.2"

Tor (auct' +a, '+ +acl') — 2°(u,00, + U0yt )= 0, (6.13a)

h‘A:
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it l.z
T = T @ +a,c0+ e +a,cl) -z (U0 + U0, + tu,a,) = 0, (6.13b)

CJ-::: 2-53
N a1 (a,c, +a,cy + - +a.ch) — 22 (U Oty + Uy Oy -4, 0,) = O, (6.13¢c)

APl -P
('l B i P""

| pT

p (allcrnl + ailc?{?‘l +.“+aiscf_l ) ez Zp(u“alp a5 u12a29+.'l+uirarp) = O ,(6.13p)

Somando as equagdes de (6.13), e aproximando

CO:() C,-Z CI-PZP

0! +1—!+---+ Pl por e“ para i=1(l)s, concluimos que a equagdo

(6.12a) é equivalente a:

eV = 2261;;6“” _Euijwj = O(ZPH)" = 1(1).5', (6'14)
=1 j=1

wo=Yaz, i=Ir. (6.15)
k=0

Analogamente, obtemos que a equagdo (6.12b) € equivalente

ew, - Xzbe - Yv,w, =0, i=1(r. (6.16)

J=

Entdo, as equacdes (6.14), (6.16) e (6.15) sdo equivalentes
respectivamente, as equacdes (6.4), (6.5) e (6.6). o que completa a

demonstrac¢ao.

Logo, podemos considerar como condi¢des de ordem para a

classe dos métodos DIMSIM equagdes (6.14), (6.15) e (6.16).

Observe que tais equagdes sdo também equivalentes as

equacoes (6.1) e (6.2), respectivamente.

h‘A:
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CAPITULO 7

CONSTRUCAO DE ALGUNS
METODOS DIMSIM

7.1 INTRODUGCAO

[lustraremos neste capitulo, a construcio de algumas

subclasses dos métodos DIMSIM Tipol, Tipo 2, Tipo3 e Tipo4.

7.2 DIMSIM TIPO 1

Usando as condi¢cOes de ordem (6.14), (6.15) e (6.16),
estabelecidas através do Teorema 6.1, vamos desenvolver os passos
necessdrios para a determinacao dos coeficientes de um DIMSIM Tipo 1,

Butcher [6].

Consideremos r=s=3 e p=35, suponhamos U =1, ¢, =0

. para facilitar os célculos .
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o
Seja V=Lv1 , Vs J satisfazendo as propriedades de

V) 2 Vs

estabilidade.

Entdo, as equacdes (6.14) e (6.16) serio:

3 3
et,‘-z a2 zzal}eqz _Zug—w!‘ -_ O(Zé)’
j=1 J=1

\
ew, — Zzbjjeqz - ivijwj = O(Zﬁ)a
j=1

j=1

onde w,.=2a&z", i=1(1)3.
k=0

Da equacao (7.1), obtemos:

w, =e? —za, + 0(z°),

w, =e¥ — z(a,, +a,e®)+ 0(z°),
e da equagao (7.2) teremos:
e’ =z(b, +b,e* +b,e*) + (v,w, +v,w, + v,w,) + 0(z°),
e'w, =z2(b,, +b,,e* +be™) + (vyw, + v,w, +v,w,) + 0(2°),
e*w; = 2(b;, + by,e™ +b,e™) + (vw, + v,w, + v,w,) + 0(z°).

Subtraindo a equacdo (7.6) da equacdo (7.7), teremos:

e*(w, —1)=2z(b, = b,,) + 2(b,, — b,,)e* + z(b,, —b,,)e™ + O(z°). (7.9)

Dividindo a equacdo (7.9) por z e substituindo w, dado em

(7.4), vamos obter:
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- = azle: + (bn - bn) + (bgg - blz )eq: + (b:s = b”)e“" + O(ZG). (7.10)

Para eliminar a,, b, —b,,, b, —b,,, b,, —b,, vamos aplicar
em (7.10) o operador diferencial D(D-1)(D-c,)(D-c,), em relacdo a z;
isto é:

(I+c2)z __

0. (7.11)

-

D(D" 1)(D_ Cz)(D_C?.)(

. e{lﬂ'gu — e: .
Se desenvolvermos a fungio ———— em série de Taylor

e

em torno do ponto z=0, teremos:

(I-e2)z _ L2

e _
=8, +8,2+8,2°++8, 2" +0(z"),

Z

onde:

! :(1+c3)"-1

. i!

para i=1, 2,3, .... (7.12b)
Logo, aplicando o operador D(D - 1)(D —¢,)(D —¢,) em
(7.12a) obtemos:
281 -5y 4236 — 62+ 348 - 8 41, (7.13a)
onde:
8 =i8, i —B;es, (7.13b)
612 =iglll —8!"c,. (7.13¢)

Por outro lado, temos que a equacdo (7.11) sera igual a

equacio (7.13a) se 267 -1 =0 e substituindo §{*' e §}* teremos:
65" -25M(c, +1)+8i¢, = 0.

Por (7.13b) e (7.12b) obtemos:
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1 5. I 4_1]
(-f-c;) l—(1+c2+c3{(1+ci) lJ

[a+¢,)°-1]  [d+¢)*-1]
+(cy +¢3 +cy04 1TJ - c3c2[TJ =0;
o que nos fornece ¢, em funcdo de c¢,. Podemos verificar que a
expressao obtida € equivalente a:

I+¢9

fx(x— D(x—c,)(x—c;y)dx=0. (7.14)

Considerando entdo (7.14) , podemos também determinar o

valor de ¢, em fungdo de c,(c, #0), isto é :

__30+30¢; + 5, 3¢,
©“=7730+10c, - 5¢2

Por um procedimento andlogo, podemos determinar
os valores de a,, b, —-b,, b, —b,, b, —b,, usando respectivamente
0s operadores D(D-c,)(D-c,)),(D=-1)(D-c,)(D-c,),
D(D-1)(D-c¢,) e DD-1)(D-c,), na equagdo (7.10) e
considerando z = 0. De maneira equivalente, como no caso anterior,
esses valores podem também ser encontrados através de integrais

adequadas, isto é€:

I+¢2
Xlx—¢cC, - dx
Jxx-ete-en (2466, =) ~26,6,6= <)

(I-c,)1=-¢y) 12(1-¢,)(1-c;)

(cy,c5 #1)»

I+¢2

— Jx=Dx=c.)x—-
I{r )(x = ¢,y )(x—cy)dx c,(=6—2c, +¢;) +¢,¢,(6—-2c,)

_ 2~ 2 = (c;c; #0)>
c,C 12c,

1+¢a

Jate-nee-eax ¢,(6+8¢, +3¢}) =, 2(3+2c;)
T es(e—10e;—6,) 12(c, = 1)(c, —¢;)

(e, #1, ¢, #¢4)>




1+¢2
Jl.-x(x— D(x—c,)dx c;(6+2c,-c3)

— 5 X L
@ -DE—c) - 12e(c,~Diey—cpy S FH G FLa#6)

by —byy'=

Analogamente, se subtraimos a equacdo (7.6) da equacdo

(7.8), vamos obter:

2 o2 ) %63 €22
————=aye +(by —bdtage” ™ #(B;~byle (7.15)

<

+(byy, —by)e¥ +0(2°)
Para. determinar a,, @y, byy=by by =b, € by,—b,,
aplicamos 0s operadores D(D-1-c¢,)(D=c,)D-c,),

D(D-1)(D-c¢c,)(D-c,), (D-1)(D-1-c¢c,)(D=-c,)(D-c,),
D(D-1)(D-1-c,)(D-c,) e

respectivamente em (7.15), logo:

= j‘x(x —l=¢,)(x-c,)}(x—¢, )dx

! c,(1-¢c,)(1-c,)
B 60c,c, (1—c,) +30ci (=14 2¢,) +10c; (=3+ ¢, +¢; ) +5¢; (1= 2¢,) +3c;
) 60c,(1-c,)(1-c,) ’

l+c3

_[-x(x - D(x=c,)(x=c,)dx
el bt K +65—E5)

- 30c;(1—c,) +10c; (3—c,)+5¢; (1+¢,) = 3c;
B 60c, (1+c,)(1+¢c, —c,) ’
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l+c3

[x=D(x=1=c,)(x=c;)(x—c,)dx
b3| _bll =—

ec(l+e)

_ 30c;¢6;(=1+e,) +10c; (2—3¢, ~¢; ) + 105 (1 +¢,) = 3¢5
60c,(1+c,)

bl

l+¢3
- jx(x— D(x=1-c,)(x=c,)dx
bsz -b,= :

¢, (e, —1)e, =1¢,)

_ _”Oca,zc2 +10c; (2 +¢,) +5¢; (-2 —¢,) + 3¢
60c,(c, = 1)(c, —¢;) J

I+c3
Jx(x -D)(x=1-c,)(x—c,)dx
1

b,y — by, = ]
13 13 CS(C3 - 1)((;3 —l—Cg )(C3 _Cz)

_15¢,¢,(=1+¢,)+10c; (1-3c, + ) +15¢;(1-c,) + 6¢;
30(c, — )(c, —1-¢,)(c, —¢,) '

Finalmente, para determinar V,, V,, Vs, b, b, € b, ,
vamos usar a equagao (7.6), isto é:

e’ = [V| + (bn — Va4, — v3a3|)z] + [vz ¥ (blz — Vydy, )z]eq:

+[v, + b;zle™® + O(Z°). (2:16)

Neste caso, para se determinar b, —v,a,, —v,a;, Usaremos o
operador D(D-c,)*(D-c;)* em (7.16) e a seguir consideramos fazendo

z=0, obtendo:

(1-¢,)*(1-¢,)*
Ge '

b, —v,a, —v,a; = (7.17)

Agora, aplicando o operador (D—c,)*(D—c,)* em (7.16) e

novamente considerando z=0 determinaremos v,, obtendo:
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 (2¢, +6,)[by, —v,a,, —v,a,] i (1-¢,)*(1-c,)?

: 2 2
GG Cy 6y

(7.18)

1

Substituindo (7.17) em (7.18), obtemos:

_(=c)*(d=¢)[e5(2+¢,) +26,]

3.3
;65

Vi

De modo andlogo, usando 0s operadores
D*(D-c,) D-c,)?*, D’*(D-c,)’,D*(D-c,)*(D-c,) e D’(D-c,)’

podemos determinar respectivamente b,, — v.a.,, v,, b,; € v,, ou seja:

(I_Cg)(l_c_';)z

(6 —6)"

by, —vyas, =

_(1=¢)’[e,(3¢, =2) +4¢, =5¢;]

3
gle,~6le

2

=(1—c2)”(1—c3),

by,

2 2
G (e, —1c,)

~ (1= ¢,)*[e3(-3c, =4) +2¢, +5¢;]

ci(c; —¢,)’

.

3

7.3 DIMSIM TIPO 2

Podemos, através do exemplo apresentado, concluir que a
determinac¢do dos coeficientes de um método DIMSIM, utilizando os
operadores diferenciais ndo é uma tarefa muito simples. Devido a essa
dificuldade, Butcher em [8] apresenta um outro procedimento para
determinar os coeficientes do método, utilizando nas condi¢des de ordem
do método, o desenvolvimento em série de Taylor das componentes do

vetor ¢“ e da func¢do e°, na vizinhanga do ponto zero.
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Para ilustragdo desse procedimento, considerando r=s=2,

A 0
p =3 vamos construir um DIMSIM Tipo 2, ou seja A:[a l) Por
21

I-v v

U x )
conveniéncia, vamos supor que c:(O cz) , U=l e V:[ , b cujo

1-v

espectrum é o(V) ={0,1}.

Consideremos c¢,=2 e A=, que segundo Butcher [8] nos
garante a A-estabilidade do método. Logo, as condi¢cbes de ordem do

método serdo:
e” =zAe“ + Uw+ 0(z"), (7.19)
e‘'w=zBe™ +Vw+ 0(z*). (7.20)
De (7.19) temos para w:(wl ' wz)r que:

w,=1-3z+0(z") (7.21a)

g, 5,
W, = ¢ -[a._,i +ie? )z+0(z4). (7.21b)

e de (7.20) obtemos:
gz:
e‘'w, =z(b, +b,e?" )+ (1-v)w, +ww, + oY), (7.22a)

3,
e'w, =z(b,, +be? )+ (1= v)w, +vw, + 0(z*), (7.22b)
Considerando o desenvolvimento em série de Taylor da

fungdo e> em (7.21b), teremos:

Wy = 1+(%—a21)z—%z3+0(z4).
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Substituindo (7.21a) e (7.23) em (7.22) e considerando-se os

3
desenvolvimentos de e e e?* vamos obter expressdes em poténcias de z,

que devidamente agrupadas nos fornecem:

(1-b,, = by, —2v+ayv)z+(-L-2b,)2% +(-5-2b, +3v)2* +0(z*), (7.24a)
e

(2-ay —by —by —3v+ayy)z+(3-ay —3by)2 +(E-1ay, -$by +5v)2* +0(2*).(7.24D)

Como desejamos um método com ordem p=3, igualando a
zero os coeficientes de z, z> e z° em (7.24) teremos:
1-b,-b,-3v+a,v=0,

1 3 =
_T_Ebu = Oa

B i
<_24_8b12+3zv—0,

3 - - 3 —
3—a, —by, —b, —3v+a,v=0,
5

3 —
4‘“21_2b22 =0,

25 9 9
L6 — 24, _Ebzz +3V= 0,
para todo z.

Resolvendo 0 sistema (7.25) obtemos:
, Ay =%, b,=3, b,=-%, b, =% e b, =-1L. Assim, o método

proposto por Butcher [8] terd como matriz:

"
4
21

C= 3.
27
2
27

Lembrando que o polindmio de estabilidade é dado por

p(w,z) =det(wl — M(z)), com M(z)=V +zB(I —zA)™'U , ou seja:
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400-60z-36972
)= 1 v 2+18z
“I 7 27(—4 +37)| 2(200-111z-5492%) i
( ) e 2+99z

encontramos:

p(w,2) = (% Pyt pawT Ps""’z)a

(—4 + 32)?
onde : p, =—-172% =32z,

2.5
p, =22 +%z-16,

P3 =972 -24z+16.

7.4 DIMSIM TIPO 3

Apresentaremos agora, um DIMSIM Tipo

l—v

r=s5=p=2 onde consideramos A=0, U=l 1% :[

1-v
. \T ; ; "
c=10 1) . Num processo andlogo ao exemplo anterior, da equacdo

(6.14) obtemos:
wy =1, (7.26a)
W, = 1+:,+%;2 +0(2). (7.26b)

Substituindo (7.26) em (6.16) vamos obter expressdes em

poténcias de z, que devidamente agrupadas e igualando as poténcias de z
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2
€ Z" a zero, teremos:
l—b“ —b12 —'VZO,
1—2b12 V= 0,

Q—bzl —bzz —V:O,

cuja solucdo sera:

(7.28)

Observe que neste caso, a solucdo do sistema (7.27) nos

fornece a matriz B, em fun¢do de V. Logo, a matriz do método sera:

Isto €, para qualquer escolha de v teremos um método

DIMSIM Tipo 3 com ordem p=2.

Sabendo-se que a matriz de estabilidade do método (7.29) é

dada por M(z) =V + zBU , encontramos:

M(Z)_{l—v—(%—%v)z

l—v+%vz

logo, podemos determinar o polindmio de estabilidade de (7.29), que

sera:

detiwl = M(2)=w’ +w(=1-3z+vz)—vz+(1-v)Z .
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Note que, em (7.29) se considerarmos V=7, obtemos o

método dado pela matriz:

cujo polindmio de estabilidade sera:
p(w,2) = w2 —~(l+%z)—%(z+3zz).

Esse exemplo, proposto por Butcher(8], ¢ um DIMSIM Tipo

3. com r=s=p=2, cuja matriz é dada por (7.30), ou seja, € um

_—

particular método DIMSIM Tipo 3 cuja matriz geral C é dada em (7.29).

7.5 DIMSIM TIPO 4

Finalmente, considerando r=s=2 e p=3 e utilizando

procedimentos andlogos ao usados nos itens 7.3 e 7.4, podemos

construir um DIMSIM Tipo 4. Se escolhermos C=(O I)T, teremos um

sistema com seis equagdes a seis incégnitas, cuja solucao nos fornece o

DIMSIM Tipo 4, tendo como matriz:

o

s OOl | I

qlq —-l—- H-J‘u

[
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CAPITULO 8§

UMA CLASSE DE DIMSIM

8.1 INTRODUCAO

Em [6], Butcher desenvolve um caminho para obtengdo de

métodos DIMSIM, com r = s = p que afirma ser equivalente a considerar
I+¢;

B=B,- AB,-VB, +VA onde B,= _[Ij(x)dx, B, =1;(I+c,) e 32=J1j(x)dx,
0 0

no qual /,(x), j = 1(1)s sdo os polindmios interpoladores de Lagrange.

Neste capitulo, mostraremos como gerar métodos da classe

dos DIMSIM Tipo 1 através desse procedimento.

8.2 DIMSIM COM r=s=p

Ao considerarmos um método DIMSIM, os coeficientes das

matrizes A e V sdo escolhidos de forma que o método tenha uma boa

73
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regiao de estabilidade. Apresentamos, a seguir, um resultado que nos

fornece um procedimento para a determinagdo dos coeficientes da matriz

B.

Teorema 8.1: Seja r=s=p. Entdo o DIMSIM com matriz

A I
C:( B V] e Ve =eé, terd ordem e ordem de estdgio igual a p se, e se

somente se, B= B, — AB, — VB, + VA, onde os elementos de B,, B, ¢ B,
sdo obtidos por:

144

B, = 1 (x)dx, B=l(+c) e B,=]l(xdr
0 0

no qual /,(x), j=1(1)s sdo os polindmios interpoladores de Lagrange.
Demonstracao:

Sabemos pelo Teorema 6.1 que e — zAe™ =Uw(z) + O(z""),
sendo U =1 teremos: w(z)=(I —zA)e“ + O(z").

Substituindo w(z) em (6.5) obtemos:

(B—=VA)ze® =™ —Ve* — Aze™* + O(z""). (8.1)

Observe que para z = 0 temos que e“ =(l l)T teremos

realmente que Ve=e.

Seja qb}(x):li[(.r—ck) e considerando 'Pj(x): _[Q’)j(t)dr,
k=1 0

k#j

i =1(1)s, teremos:
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D‘\' D\ 1 5 DJ 2 5 5 DJ—} ¥ 5
lPJ(D)_—. S [ZC’*IJ o 2(2% Z Ck] [ch Z Ck z ck3}"'+

k=1 ky=kp+1 s—3 k=l ka=kp+l k3=kp+1

s 5=(s=1)
=1 —{Z"-n 2 Chy- D i }, +(_1)H]'[c,q L , ki #j,

k=l kp=kj+l k, ki_p+1 =1 | §—(s=1)

onde D € denominado operador diferencial em relagdo a z.
Aplicando 'I‘} (D) em (8.1) teremos:
(B-VA)¥ (D)ze" :‘I’J(D)e”““ ~V¥ (D)e™ — A'P}.(D)ze““” +0(z""). (8.2)
Sabendo-se que D' € a derivada de ordem i, i= 1(1)s,
considerando ¢ = (c, c, < cs)r podemos facilmente concluir que:
D' (ze) = i6i~1e 4 gie+O)z.
Di (97 = (14 8)i 1492
D'(ze™*) =i(1+ )" e™” + (1+¢)' ze™,

Di(ec‘z) — Eiec',

d), @+ =(A+e) (U+e) - (+c))
)"

Definindo ci:(q ci)T para i=2(l)s, assumindo

que z=0, e utilizando a expressdo determinada para ¥ (D) vamos obter:
¥, (D)(ze™) = (G—-B)~E @ e~ )0 —E). (8.3a)

(e+c) (e+c)sl :

Zcﬁ +: +(€+C)HCL , (8.3b)

) i=1
i#] ::;

‘f’ (D)( (1+¢)z )|
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W, (D)(ze™%)|_ = (@+E=T) (6 +E=C, )@ +E=Cp) (6 +8—F,)(8.3¢)

. & e
Y (D)) _ =—- (8.3d)
z 5
onde ¢, =¢; para i=1(1)s
Substituindo (8.3) em (8.2) teremos
-Vo! - Ao/, para j#k (8.4)

(B-VA),0/ =0/
onde ¢/, o!/,0/ e o’ sdo dados respectivamente pelo lado direito das

ke | P 2 3
expressoes (8.3a), (8.3b), (8.3c) e (8.3d)
Observando que os vetores ¢/, 0,,0, e 0, sdo da forma

T
o ) , podemos

y T
[ _ . J J={epi i
3 3 5 0'3“] c 4 (Uu 0-42
reescrever (8.4) através dos elementos das matrizes que a define, ou seja

s g, & 0O

b —E,v,a = "—E,al —
1j Fhat/] J i
i=1 (o} j i=1 ' GI;

(o 38 Z ol
— s e E Vv
2i J 2i
1 O-U i=1

5
sz — Z‘viia* =
i=

qu a;=

para j=1(l)s, j#k,.
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Seja e, um vetor da base candnica do R°, entdo (8.5)
poderé ser dada por:
J 3]

) oy
;"'V J,J

(B-—VA—O_ )é‘j.:O, para j=1(1)sej#k, (8.6)

Podemos facilmente verificar que:

O'I{i = (Dj(cj)a

T
0y, = 0qb),-(x)abc,

03, =0,(1+c)),
Gl = J‘@j(x)dx,

para i=1(l)s, j=1D)sej#k.

Concluimos entdao, que os sistemas (8.2) e (8.6) sdo
j j j
. " 2j 3j 4
equivalentes. Considerando B,=—-, B,.=—- e B,=—-  podemos
O-J' ] 0—]!}

1j 1j

entdo, reescrever (8.6) como:
B=B,— AB,-VB, +VA. (8.8)

j
¢,(c;)

de Lagrange. Assim, podemos concluir que:

Observe que =] j(x), onde [ j(x) sao0 os polinémios

1+ 1) C;
B, = Jlj(x)dx, B,=1,(1+c,) B,= 1, (x)dr,
0

0

0 que completa a demonstragao.
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Utilizando o resultado desse teorema podemos determinar os
elementos da matriz B em funcido dos elementos da matriz A e V. O
resultado a seguir, devido a Butcher e Jackiewicz [9] nos permite
completar a determinagdo dos coeficientes do método.

Teorema 8.2 : Seja V , tal que Vu=u e P’(1)#0, onde
P ¢ o polindmio caracteristico de V . Supondo que os coeficientes
o, de (6.1) existem e que as aproximagdes y” e Y dadas em (6.1)
e (6.2) terdo ordem p, e assumindo que para a matriz de estabilidade

M(z) dada por:

M(2)=V+zB(I-zA)"U , (8.9)
eremios:

det(e*l — M (2)) = O(z"*).

Entdo, a aproximagdo y'" de (6.1) terd ordem p.

8.3 CONSTRUINDO DIMSIM TIPO I COM r=s=p=5

Utilizando resultados de Butcher [6], [7] e [8]; e de Butcher
e Jackiewicz [9], e de Christiano e Martins [11], construimos um método

da classe DIMSIM Tipo 1 explicito, com r=s= p=3.

Vi "’3)
I

Por exemplo, seja c=(0 € c;)r, ‘V=l|vu1

Vi V3J

L’;(’)\:é\('l'i = l'—"r'g—"r’3) € U=I.
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Através da Teorema 8.1 obtemos as matrizes B, B, € B, e

dai os coeficientes de B em func¢ao de A, Ve ¢, dados por:

1 1 CyV, czzv, C3V4
+ ta, —————+——+ay vV,
2¢; 3c,c; Hr 2 6, M2

3 2 2 3
127

6c,(c, —¢4)

b 2—3.c2-i-cgv:+362c32v3—2c§’v3
13

?

—6c5(c, —3)

2 3
=

6c,c4

2 2 3
6a21C263V?_ = 3C2 C}V: + 6a31CEC3V3 - 36263 V3 + C3 v3

6c,C4

2

bEZ - ‘_6(.'2 (Cz T C3)

3 2 2 3
QCEVE = 3C:C3v2 _6a32C2V3 +6a32C263V3 _C3V3

?

—6¢, (¢, —C3)

2 3
2—6a,, +3c, +6a,,c, — 3 +civ, +3c,c3v5 — 203 v;

by =
= 6c,c4

2_ 3.3 2 2 3
3c,¢5 — €3 4 C3Vy +6a,,0,C4V, —3C5¢3V, +624,6,03V3 = 3¢,63V5 +C3V5

*

6c,yc4

2
=2+ 6a4, +6asy, +12a3,¢, +6a5,¢; —3c3 —6a3,c3 —6as,¢3 —6a3,¢,¢5
31 32 32C2 3262 3 3163 5

32~

—6¢, (¢, —¢3)

3 2 2 3
€3 +2¢3v, —3c3cyv, —6a3,Cy V3 +6a3,¢,C3V3 = C3V5
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8o . 3.8 2
—3c,¢5 +2¢35 +¢3v, + 30,03V — 2¢3v5

—6c,(cy =¢cy)

Construindo a matriz de estabilidade M(z) definida por (8.9),
obtemos:

det(M(z)):a1z+(x2z2 +a3z3, (8.11)

onde que os coeficientes ¢, dependem dos coeficientes do método e

deverdo ser nulos para i=1(1)3. Dai, determinamos os coeficientes de A,
obtendo:

3 2 2 2
0 = C3(¢; +3ay6,65 —2¢,¢5 — 2a,,65) + ¢,c,
31T

v 3
C,

G ~E4E)

a,, 2 s G,#0 € ¢ #c (8.13)

Uma particular classe de métodos DIMSIM Tipo 1 dadas por

onde

(8.11) e (8.12) pode ser obtida para cada escolha de c,, c,

, I
vi+vy+vy=1. Por exemplo, escolhendo c; =3, c¢3=1, v,=7 e
v, = vy =7, obtemos:
2
3

0

~—
jor
Il
P

wlz o« ol-

8
3

Consequentemente, teremos:
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as|

+—5+

431
4 48
et 8
4

1  4s

8 +

53
48 — 221

431 , 431 53
5 + 2 —a3 + ‘1'3“031—36132)

e utilizando (8.12) e (8.13) obtemos que a,, =1-4a, e a,=2 com

a,, qualquer.

O determinante da matriz de estabilidade sera:

2 17a, 13a, 19ay;,  Saya 2 3 1la, a 13a3, 19a3a3; | 3
det(M(2))=B -+ % -+ A +(F -+ T R+ 22,

cujos coeficientes sao nulos para todo valor de a,,, isto €, det(M(z))=0,

obtendo-se assim, uma particular classe de métodos DIMSIM Tipo 1 com

r=s=p=3.

Dai, amatriz C dessa classe de métodos € dada por:

o 0 0 1 0 O

53
16~ N1

59
—1_6‘+402]

O polindmio de estabilidade de (8.15) sera:

pw,2)=w’+ pw’ + p,w,

7a2| 3
2+
24 4

1a; ; 113 Ta,

2
L
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- ?azl ”3 i 3+7a'.’.1 2 1_15 2 +7a2| E
=042 T16° T4 T a8t Ty T T

Pelo Teorema 8.1 temos que det(e*/ — M(z)) = 0(z*). De

58,
det(e T - M(2) =" 6”-25. (8.16)

Como a,=2, concluimos que det(e’l — M(z))=-9:2", 0

que nos garante que o método dado em (8.15) tem ordem 3.

Em (8.16), se considerarmos a;, = %, obtemos um DIMSIM
Tipo 1 onde r =s=3 mas agora com p =4, isto €:
0 0

0

5

48

3
336

265
336

Vale observar que as matrizes B,,B, € B, sdio as mesmas
para os métodos (8.15) e (8.17).

Podemos também determinar os coeficientes da matriz B
utilizando-se apenas das condi¢des de ordem do método, como

apresentado no capitulo anterior, que sao:
e® = z4e“ +Uw+0(z"), (8.18)
e‘w=zBe“ +Vw+0(z"). (8.19)

Escolhendo c¢=(0 1 1)7,de (8.18) e (8.19), obtemos:
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(8.202)
= za, +0(%), (8.20b)

1
wy = e° —2a4, — z2a5,e? +0(z*), (8.20¢)

1
e'w, =z(b,, +b,e? +b,e’) + 1w, +3w, +1w,, (8.21a)

1
e'w, = 2(b,, + bye? +bye’) +iw, +3w, +Tws, (8.21b)

1
e'wy = z(by, + by,e? +bye’) +Tw, +3w, + 1w, (8.21c)

Considerando o desenvolvimento em série de Taylor das
i
funcdes e° e e?’, podemos reescrever (8.20b) e (8.20c):

w, =1+ (G —a,)z+12* +%2° +0(z*), (8.22a)

wy=1+(—ay —a,)z+ G —3a,)7" +(F—3a,)7 + 0(z").(8.22b)

Substituindo (8.20a) e (8.22) em (8.21) e ai considerando

1,
novamente os desenvolvimentos de e° e e?" obtemos uma expressao em

A . . . » 2
poténcias de z. Agora, igualando os coeficientes de z, z° e z° a zero

obtemos:
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% +iay —1hy, =b;3 =0,

36 +35as - sbia 2513 =0,

1+ ay +5as —by —by —by; =0,

#—ay +§ay, —1by —by =0,

% —Tay +3a3 - §by —3by =0,

6+2a,, —3a,, —3ay, —4by, —4by, —4by; =0,

29 _ 1 X _
6 —d3 — g a3y —72b3; —b33 =0,

|41-16ay, - 35a,, — 4by, — 16by; = 0.

Resolvendo-se o sistema (8.23) obtemos a matriz B dada em
(8.14). Observe que esse processo € andlogo ao utilizado por Butcher em
[8] . No entanto, encontramos apenas os coeficientes da matriz B em
funcdo da matriz A, e ndo todos os coeficientes do método, como ocorreu

utilizando os resultados dos Teoremas 8.1 ¢ 8.2 .
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CAPITULO 9

CONSIDERACOES FINAIS

Conforme pudemos constatar, os Métodos Lineares Gerais
(MLG) propostos por Butcher, em [4}] e [5], apresentam como
caracteristicas basicas a formulacdo multi-estdgio, em analogia aos
Métodos de Runge-Kutta, bem como a necessidade de se dispor a cada
passo de aproximagdes para a solu¢do em mais do que um ponto anterior,
como acontece com os Métodos lineares de passo muiltiplo. A
incorporacao dessas duas caracteristicas num s60 método podem ser
encontradas nos métodos Pseudo-Runge-Kutta [10], [17] e [18], nos
métodos de passo multiplo generalizados [3], [14], [15 ] e nos métodos
de passo miiltiplo compostos [13]. Sob o ponto de vista qualitativo,
podemos considerar na sua construgao as propriedades para a garantia de
estabilidade e consisténcia. Isto é, considera-se a limitacao das poténcias
da matriz A e a existéncia de vetores u e v tal que Vu=u, Uu=¢é e

Bé+Vv=u+v.

Uma outra condi¢do que também pode ser considerada e

que aparece incorporada a filosofia dos MLG € que os estdgios
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intermedidrios do método também tenham ordem elevada, e ndo apenas o
estdgio final. Essa € hoje uma propriedade importante sob o ponto de
vista qualitativo e € também considerada por Albrecht [1], [2], que
propdés uma classe de métodos com formulagdo matricial, muito
semelhante a dos MLG. Essa formula¢do também permite a construgao
de um teoria unificada para classes de métodos como os de Runge-Kutta
e os lineares de passo muiltiplo. Um estudo comparativo dessas duas

teorias parece-nos algo muito interessante e util.

Na busca de MLG com caracteristicas favoraveis sob o
ponto de vista computacional, Butcher definiu o que denominou de
métodos DIMSIM. Em tais métodos podemos identificar alguns

principios: a matriz A apresenta uma estrutura que permite avaliar os

estdgios intermedidrios a um baixo custo computacional; o espectrum da

matriz V é dado pelo conjunto {0,1}; a ordem dos estdgios intermedidrios

€ muito proxima do estdgio final.

Dos quatros tipos de métodos DIMSIM propostos por
Butcher consideramos os do Tipo 4 (Butcher [7]) muitos interessantes,
pois sdo voltados para problemas do tipo stiff e possuem uma matriz A

que permite explorar o processamento em paralelo.
Na constru¢cdo de métodos DIMSIM a matriz U deve ser
escolhida convenientemente, por exemplo, se r=s= p, isto €, temos que

U é uma matriz quadrada, o mais usual serd considerarmos U=I. Essa foi
a opc¢do que consideramos na constru¢cdo de métodos dos quatros tipos,

apresentados no capitulo 7.

Butcher e Jackiewicz [9], ao construir métodos DIMSIM

com r=s+ 1=g(ordem dos estdgios intermedidrios) € p=q ou p =g+l
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ou quando r+1=s=¢qg e p=q ou p=g+l, isto é, onde U ndo é uma
matriz quadrada, consideram como U a matriz identidade completada

com valores nulos ou valores cuja a soma por linha sejam iguais a um.

Os métodos DIMSIM Tipo 1 que apresentamos no capitulo 7
foram construidos usando operadores diferenciais adequados, conforme
proposto por Butcher [6]. Ao consideramos r=s=3 e p=35, ndo
conseguimos determinar os elementos das matrizes A, B e V

explicitamente, isto é, sdo apresentados através de relacOes entre eles.

Tentamos resolver o mesmo problema através de outro
procedimento, isto é, considerando as expressdes em série de Taylor das
fungdes e° e e“(componente a componente). Porém, por esse caminho
ndo chegamos a solugdo do sistema de equagdes gerado, constituido por

15 equagdes a 15 incégnitas.

Usando o mesmo procedimento, mas agora considerando
pré-definido o vetor e o escalar A da diagonal principal da matriz A,

geramos um método do Tipo 2, quando r=s=2 e p=3.

Para o caso DIMSIM Tipo 3 (A=0), com r=s=p=2

obtivemos uma familia de métodos a um parametro, considerando o

mesmo procedimento utilizado no caso anterior.

Embora no trabalho tenhamos exibido um particular método

de DIMSIM Tipo 4, r=s=2 e p =23, devemos registrar que sem grandes

dificuldades podemos chegar a métodos com essas caracteristicas, mas

sem fixar o componente ¢, do vetor c.

Construimos também métodos DIMSIM Tipo 4 com

r=s=p=3 mas que deixamos de apresentar no trabalho por que os

87

AVA |
AVAVEY

2 3 4 5 6 7 unespw 11 12 13 14 15 16 17



elementos da matriz C do método sdo expressdes extensas, envolvendo A

e as componentes do vetor c.

No capitulo 8, apresentamos outros resultados obtidos por
Butcher em [6] que permitam construir uma subclasse de métodos
DIMSIM para o caso r=s= p. Neste caso, determinamos a matriz B
através dos polindmios interpoladores de Lagrange, expressados em

funcao dos elementos das matrizes A, V e do vetor c. A seguir, usando a

matriz de estabilidade M(z) determinamos os elementos da matriz A em

funcao do vetor c¢. Com isso, chegamos a familia de métodos, tendo os

elementos da matriz C em fungéo de elementos de A e de c.

Os elementos da matriz B podem também ser determinados

através do mesmo procedimento considerado no capitulo anterior.

Ilustramos todas essas situagOes através de um exemplo

apresentado ao final do capitulo 8.

Esperamos que este trabalho se constitua em uma
contribui¢do tedrica aos interessados na teoria desenvolvida por Butcher.
Reconhecemos sua importincia, em especial ao explorarmos os métodos
DIMSIM, mas devemos registrar as dificuldades de assimilacdo que a

teoria apresenta.
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