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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é apresentar a classe dos

Métodos Lineares Gerais, conforme proposto por J. C. Butcher. Nessa

classe de métodos exploramos a subclasse dos métodos DIMSIM,

tamoem propostos por Butcher, com preocupação para aspectos

quatitativos e computacionais, tais como a estabilidade e o

precessamento em paralelo. São apresentados vários exemplos de

étodos DIMSIM, construídos através de técnicas propostas na teoria.
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ABSTRACT

The main objective of this work is to study the class of

General Linear Methods as proposed by J. C. Butcher. In this class of

methods we explore the subclass of DIMSIM methods, also proposed by

Butcher, which is concerned with the qualitative and computational

aspects, such as stability and parallel processing. We present several

examples of DIMSIM methods developed through the techniques

proposed in the theory.
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INTRODUÇÃO

Dificuldades na determinação da solução exata de muitas

equações diferenciais ordinárias, embora garantida sua existência e

unicidade, quando fixada uma condição inicial, tem estimulado a

utilização de técnicas que permitam gerar aproximações para a solução

exata, com o menor esforço computacional possível. Assim, algumas
classes de métodos tem se mostrado eficientes e estimulado novas

investigações. Merecem destaque os Métodos lineares de passo múltiplo,

de Runge­Kutta, Híbridos e os Pseudo­Runge­Kutta, entre outros. À

abordagem teórica dessas classes de métodos numa mesma linguagem,

conforme proposto por Butcher(1966) em [4], introduzindo a classe de
Métodos Lineares Gerais, tem se constituído numa linha muito

interessante de pesquisa e obtenção de resultados.

Neste trabalho, apresentaremos essa nova classe de métodos

e mostraremos como os Métodos de Runge­Kutta e os Métodos lineares

de passo múltiplo podem ser escritos como um Método Linear Geral. À
seguir mostraremos como tais métodos podem ser considerados,

analisando, segundo essa nova abordagem, os principais conceitos

qualitativos relacionados com essas duas classes de métodos. Esse é o
conteúdo dos quatro primeiros capítulos de nossa dissertação.

No capítulo 5, apresentaremos uma generalização da classe

dos Métodos lineares gerais.
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Atualmente, a procura de métodos de integração que possam
se beneficiar da computação em paralelo tem sido uma linha importante
de investigação. As dificuldades encontradas nesse tipo de
implementação dos métodos clássicos Já existentes, levou Butcher(1993)
[6] a propor uma nova classe de métodos de integração, denominados
Métodos de integração numérica com múltiplo estágio e
diagonalmente implícitos (DIMSIM). Como o nome sugere, esses
métodos possuem uma estrutura muito semelhante à dos métodos de

Runge­Kutta diagonalmente­implícitos, introduzidos por Roger(1977)
[20].

Os métodos DIMSIM superam algumas desvantagens
apresentadas pelos métodos de integração já“existentes, tais como, o alto

custo computacional dos Métodos de Runge­Kutta implícitos, a

dificuldade apresentada por muitos métodos para se determinar uma

estimativa para o erro de truncamento local e a utilização em problemas

que apresentam saída densa. Podemos também mencionar a dificuldade

em se trabalhar com Métodos lineares de passo múltiplo que tenham

ordem elevada e sejam A­estáveis.

No capítulo 6 e 7, apresentaremos a classe dos DIMSIM,

que podem subdividir­se em quatro subclasses, denominadas por Butcher

de DIMSIM Tipo 1, Tipo 2, Tipo 3 e Tipo 4. Analisaremos os principais

conceitos — qualitativos relacionados com essa nova classe e
apresentaremos os resultados de Butcher, em [6], [7] e [8], que mostram

os procedimentos para obtenção desses métodos, sendo em determinados

casos um mais conveniente que o outro. Para cada um dos quatro tipos de

métodos DIMSIM construiremos um exemplo.
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Considerando­se o trabalho de Christiano e Martins [11],

mostraremos, no capítulo 8, dois procedimentos para obtenção de uma

succiasse de DIMSIM Tipo 1, onde r=s=p=3, sendo que num dos

pr :cedimentos iremos considerar resultados importantes mostrados por
Burcher [6] e por Butcher e Jackiewicz [9].
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

1.1 INTRODUÇÃO

Apresentaremos, neste capítulo, alguns conceitos e

resultados da teoria de matrizes, que serão utilizados no desenvolvimento
deste trabalho.

1.2 TFORIA DEMATRIZES

Para toda matriz quadrada A de ordem n , as três sentenças

abaixo são equivalentes:

(1) det(A)=O.

(1) Existe ve C" não nulo, tal que Av = 0, onde 9 é o vetor

nulo de CC”.

(li) Existem x,yeC" com x*7y tal que Ax=y».
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Definição 1.1 : Uma matriz A,,,, é dita ter auto­valor Ae C,

2 2xistir um vetor não nulo ve C" tal que Av= Av. Dizemos que v será

 .auto­vetor de A associadoa A.

Definição 1.2 : Denominamos espectrum de À ao conjunto

de "odos os auto­valores de A e denotamos por (A).

A relação Av=Av é equivalente à equação (A­ MM )vu = O,
aque terá solução não­nula v se e, somente se:

det(A — AI )=0O. (1.1)

Observe que det(A— A!) é um polinômio de grau n em À,

“cosminado polinômio característico de A, que denotamos por p(À).

Ainda, a equação (1.1) é denominada equação característica

Definição 1.3 : Denominamos raio espectral de A,,, ao

P(A)=max| A |.
AÁEOIA)N

Ao considerarmos numericamente um vetor x e O" torna­se

geralmente necessária a utilização de um conceito de medida. Para isso

erna­se fundamental o conceito que introduziremos a seguir.

Definição 1.4 : Para qualquer vetor x e CC", denominamos

norma de x e denotamos ||x| ao número real que satisfaz às

“evuintes condições:

(dlx|l>O0 se xz=0 eloil=o,

AS
AVAVAN

1 2 3 4 5 6 7 unesp 11 12 13 14 15 16 17



(ii) para qualquer escalar 4 e qualquer vetor x,
Vaxll=lAlllx|,

(ll) para quaisquer vetores x e y, lx + | <|x|l+ | y |.

Podemos definir várias normas de um vetor, a mais usual é a
1

n 2norma Euclidiana, denotada por ||. |,, e definida por | x|, =(+) ;
1=!|

Tpara x=Í(x, XxX, 0 x).
Outras normas também consideradas são:

n

­

Ixl.=max|x,|.
ISi<n

Na verdade, podemos considerar essas três definições de

norma como casos particulares de:

1

xl, =(Elx), p20
De maneira análoga, podemos definir uma norma para

matrizes quadradas de ordem n, associada a uma norma de vetor.

Definição 1.5 : Dada uma matriz  A,, , denominamos

norma de A subordinada a uma norma de vetor e denotamos por IA o
número real:

lAali=supl4x].
lil

Vale observar que o supremo é considerado sobre o conjunto
de todos os vetores com norma unitária.
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As mais usuais normas de uma matriz são:

n

Al, = max >, aj),
= ja

1

n n
—

— TAl = max 2 a, i= 1a
i, TA :

“ue À é a matriz transposta de A.

Neste trabalho, a menos que se faça necessário, não

escecificaremos a norma a que estamos nos referindo.

Teorema 1.6 : Para qualquer norma de matriz definida por
(ot. temos:

P(A) <IAl.
Corolário 1.7 : Para uma matriz A,., qualquer, p(A) <1 se,nxn

2 «somente se, [Al< 1.

Definição 1.8 : Duas matrizes À e B são ditas similares se

uma matriz não singular S tal que A=SBS', ou
egquivalentemente, B=S" AS. A matriz S é denominada matriz da

transformação de similaridade.

Pode ser facilmente verificado que o polinômio

curacreristico de À e B é o mesmo.

De fato, seja 4 auto­valor e v um auto­vetor de À associado a

— Então. BS v=S 'Av=AS v, isto é À será também auto­valor de B e

7" um auto­vetor associado.
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Definição 1.9 : Uma matriz A é dita convergente se

1a” B — O quando m—>co ,ou seja, as potências de À são limitadas.

O Teorema que enunciaremos a seguir, nos fornece duas

alternativas de condições necessárias e suficientes para a convergência

de A.

Teorema 1.10 : Para toda matriz A,.,, as três sentenças sãonxn?

equivalentes:

(1) A é convergente.

(11) p(A) <L.

(iii) Existe uma matriz B, similar a A tal que |Bl., <1.

Definição 1.11 : Um polinômio P é dito satisfazer à

condição de raiz se todas as suas raízes pertencerem ao disco unitário
fechado e toda raiz não simples estiver no disco unitário aberto.

Definição 1.12 : Uma matriz A é estável se existir uma

constante c tal que IA". <c para todo m=1,2,....

Podemos agora estabelecer condições necessárias e

suficientes para que À seja estável.

Teorema 1.13 : Para toda matriz A,,, as três sentenças são

equivalentes:

(1) A é estável.

(il) O polinômio minimal de À satisfaz à condição de raiz.

(iii) Existe uma matriz B, similar a A, tal que Bl, <1.
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Registramos que o conceito de polinômio minimal, não

uerinido neste capítulo, pode ser encontrado por exemplo em Butcher[5],

Um produto interessante entre matrizes, que será utilizado

neste trabalho é o que a seguir definiremos.

Definição 1.14 : Sejam A, e Bnxn mxm? matrizes quaisquer,

derinimos produto direto entre A e B, denotado por A& BB, à matriz de

riem mn x mn, dada por:

A
a, B

2h |

“a o)

AAA
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CAPÍTULO 2

MÉTODOS DE INTEGRAÇÃO
NUMÉRICA

2.1 INTRODUCÃO

Equações Diferenciais Ordinárias aparecem frequentemente

em diversas áreas, tais como: mecânica de fluidos, simulação de circuitos

elétricos, fluxo de calor, reações químicas e nucleares, etc.... Sabemos

que para muitas equações diferenciais, embora tenhamos garantia de

existência da solução, esta não pode ser conhecida analiticamente.

Devido a essa dificuldade, a utilização de técnicas

numéricas, que permitem gerar aproximações para a solução exata da

equação diferencial é um procedimento bastante considerado.

Neste capítulo, apresentaremos uma formulação para os

métodos de integração numérica, conforme proposto por Lambert[16],

bem como os principais conceitos qualitativos a eles relacionados.
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2.2 A CLASSEDOSMÉTODOSDEDISCRETIZAÇÃO

Consideremos o problema de valor inicial (pvi):

Y= f(x,y),

Y(a)=n, &D

com fRXRNºNR" e n=(nºn,.."n)' cuja solução y(x)
admitiremos existir de maneira única no intervalo [a,b], isto é, valem as

hipóteses do teorema que enunciaremos a seguir.

Teorema 2.1 : Sejam f:RxR" — R" definida e contínua

em D= f(x,7)| a<x<b, —co<'y <+oo, t=1(1)m, com aeb finitos) eL
constante tal que :

a

fx=fls, (2.2)

acontece para todo (x,y) e (x,y)em D.

Então, para todo n é R” existe uma única solução y(x) para

o pvi (2.1), contínua e diferenciável em D.

A condição (2.1) é conhecida como condição de Lipschitz e

L é a constante de Lipschitz.

O pvi dado por (2.2) pode também ser representado na sua

forma autônoma, ou seja:

Yy=/O),,
Y(a)=>X,,

com FIN — RH :

A utilização de técnicas numéricas para obtenção de

aproximações para a solução de (2.1) ou (2.3) requer que o intervalo

11

AS
AVAVAN

1 2 3 4 5 6 7 unesp 11 12 13 14 15 16 17



contínuo [a,b] seja discretizado, ou seja, dele será considerado apenas

um conjunto discreto de pontos (x, ) definidos por x, =a +nh, n=0(1)N,
b­a

h

do passo. Podemos também considerar o tamanho do passo, variando a

. O parâmetro /h é denominado argumento ou tamanho

cada uma ou mais integrações.

Denotaremos por y, a toda aproximação para a solução

exata y(x) de (2.1) ou (2.3) nos pontos x= x,, ou seja y, = Y(x,).

Vamos aqui considerar métodos numéricos dados na forma

de uma equação de diferenças, envolvendo um número de aproximações

consecutivas y,.,, J=0(1)k para ke Nº, onde as k primeiras
*

aproximações estão disponíveis e y,,, é a aproximação a ser determinada

através da equação de diferenças. O valor de &k define o número de

passos do método, assim se k=1 teremos métodos ditos de passo um, se

k > 1 métodos de passo múltiplo ou simplesmente passo­f.

Podemos representar tais métodos numa forma geral:

k

20 Yi hos Ortiz In ts), (2.4)
1=

ondeó, é uma expressão que, através da função f(x,y) depende de

NY, , y o Yn+k e de X, "n+1ºº**

Dentre as classes de métodos de integração numérica dadas

por (2.4), duas são bastante consideradas, a dos métodos de Runge­Kutta

e a dos métodos Lineares de Passo Múltiplo ou Passo­k. Para cada uma

delas temos, hoje, uma teoria qualitativa bem elaborada. Vamos
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apresentar, a seguir, os principais conceitos e resultados envolvendo

ssus duas classes de métodos, definidos por (2.4).

2.3 ALGUNS CONCEITOS QUALITATIVOS
À

Consideremos a solução numérica do pvi (2.1), obtida

através de um método definido por (2.4), considerando­se valores iniciais

aúzsquados. Isto é, a solução é obtida utilizando:

k

20 Dn = ho, (Yrsk a Ynskz199o Dn X, 5h), (2.5a)

y, =1,(h) ,1= 0(1D(Kk­1). (2.5b)

Definição 2.2: Dizemos que um método definido por (2.5) é

convergente, se para todo pvi satisfazendo às hipóteses do Teorema 2.1

temos que:

lim y, = (x),
h—0
x=a+nh

acontece para todo xel[a,b] e toda solução (y,) de (2.5), com

lim í/)=n7 para [= 0(D(k­l).
Ei)

Alternativamente, podemos dizer que o método (2.5) é

convergente se, para todo pvi satisfazendo às hipóteses do Teorema 2.1

temos que max y,) — y,| > O quando /1 > O.
O<nSN

Observe que a convergência é uma propriedade bastante

forte. que pode ser satisfeita pelo método e independe do pvi onde é

aplicado. Porém, a verificação da convergência a partir da definição ou

da opção alternativa apresenta dificuldades.
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Vamos então introduzir alguns conceitos que permitem, de

forma prática, avaliar a convergência.

Definição 2.3 : Denomina­se erro de truncamento local do

método definido por (2.5) em x=x,,,, ao valor residual R,, definido

por:

Rutk = 2.0 IXr1)) = ho; (Y(X,1x » Y(Xnux­ ... ; Y(X, LX, ;h) . (2.6)

Pensando na convergência do método (2.5) devemos esperar

que R.,—­ 0 quando h—­O0 . Porém, adiantamos que apenas essan+k

condição não nos garantirá a convergência.

Definição 2.4 : O método (2.5) é dito ser consistente se,

para todo pvi satisfazendo às hipóteses do Teorema 2.1 tivermos:

lim+4R,,=0. (2.7)

Conforme Lambert [16] , p.28, a condição (2.7) se verifica

6, GA) IA), IA) A, 0)/ (E ja)= fa. y(5,). (2.8b)

Definição 2.5 : Sejam 6,e 5, , n = O(I)N perturbações

quaisquer de (2.1), com z,e z, as respectivas soluções perturbadas.

Dizemos que o método (2.5) é zero­estável se existem constantes S e h,

tal que para todo h e (0,4,] tivermos:
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z, TZ |<Se,

sempre que ló, —Ô,|<e, n=0(DN.

A partir da expressão que aparece no lado esquerdo de (2.5a)

podemos definir o polinômio:

pré)=Xaé,
denominado primeiro polinômio característico do método.

Daí, considerando (2.8), facilmente, concluímos que uma

Cuicição necessária e suficiente para que o método (2.5) seja consistente
é:

pP(D=O0, ' (2.10a)

O, (YO), YO, ),. a Y(X,),X,50)/ p'(D= fXx,,Y(X,)). (2.10Db)

Definição 2.6 : O método (2.5) é dito satisfazer à condição

[o sais se todas as raízes de p(É) tiverem módulo menor ou igual a 1 e

auueias de módulo 1 forem simples.

Teorema 2.7 : Uma condição necessária e suficiente para o

método (2.5) ser zero­estável, quando aplicado a um pvi que satisfaz à

condição de Lipschitz, é que ele satisfaça à condição de raiz.

A partir dos conceitos de zero­estabilidade e de

consistência, que conforme podemos constatar através dos conceitos e

resultados aqui introduzidos, são de fácil verificação, podemos

estabelecer uma condição necessária e suficiente para a convergência

(úsnição 2.2) de um método de discretização dado por (2.5).
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Teorema 2.8 : Uma condição necessária e suficiente para a

convergência do método (2.5) é que ele seja consistente e zero­estável.

AS
AVAVAN

1 2 3 4 5 6 7 unesp 11 12 13 14 15 16 17



CAPÍTULO 3

METODOS DE RUNGE ­ KUTTA E
LINEARES DE PASSO MÚLTIPLO

3.1 INTRODUÇÃO

Neste capítulo, introduziremos duas importantes classes de

métcdos da forma definida em (2.5), os métodos de Runge­Kutta e os

míétodos lineares de passo múltiplo.

Para cada uma dessas classes, analisaremos os conceitos

qualitativos introduzidos no capítulo anterior, agora ajustados
convenientemente.
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38.2 MÉTODO DE RUNGE­KUTTA

Os métodos de Runge ­ Kutta constituem uma das classes de

métodos de passo um, definidos através de (2.5), onde

La,=­1e0,(X,x,;h)=Xbk,.
i=)

Assim, podemos formalmente defini­los como segue,

quando aplicados a (2.1).

Definição 3.1 : Denominamos de método de Runge­Kutta

(MRK) com s estágios a todo método de passo um dado por:

k, = f(x, +ech,y, + hXak), para i=1l(1)s, (3.1a)
j=)

E

Yu =X, +hDbk,, n=012,., (3.1D)
jel

onde c, a, beRNey, são aproximações para y(x)emx=x +ch,ij]

com:

O<c,<1 para i=1(1)s. (3.2b)

Observe que, se considerarmos o pvi na forma autônoma

(2.3), podemos obter uma representação equivalente para o MRK

definido por (3.1) como:
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Y=y, +hXa,f(Y), i=s1O)s, (3.3)

ES

Podemos caracterizar um MRK através de seus coeficientes

c.a, e b, considerando uma forma matricial, devida a Butcher:

C

C,
&

ou então, se definirmos as matrizes c = (e), A = (a,) e b'= (b,), com,
j=!111)s., os coeficientes do MRK podem ser matricialmente representados/

por:

cl A
* (3.4b)

Podemos subdividir os MRK em subclasses, em função dos

valores assumidos pelos coeficientes da matriz A . Isto é, dizemos que
um MRK é:

­ Explícito se a,=0, para j>i, j=1(1)s, ou seja, a matriz A é
estritamente triangular inferior.

­ Semi­implícito se a, =0, para j>i, j=1(1)s, ou seja, quando A' for
triangular inferior.
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­ Implícito quando a,%*0, para algum j>i, j=1(0)s, isto é: a
matriz A' não é estritamente triangular inferior.

Alguns autores consideram uma classe especial de métodos

semi­implícitos quando a,=0,paraj>i, j=1(1)s, e a,=A4eEN),

i=l1(1)s, denominados métodos de Runge­Kutta diagonalmente
implícitos (DIRK).

Da Definição 2.3, concluímos que o erro de truncamento

local, de um método de Runge­Kutta em x=x , nada mais é do que on+l

valor:

Tu =X) = (x, hb, MG) X,;h),

com d, (Y(Xx.),>(x,),x,;h)=Xbk, isto é, k, definido por (3.1a) mas
considerando­se y, = y(x,).

Definição 3.2 : Seja p um número inteiro e positivo.

Dizemos que um MRK tem ordem de consistência p, se este for o maior

inteiro positivo tal que:

T,=O(h").

Ainda, dizemos que um MRK é consistente com pvi

satisfazendo às hipóteses do Teorema 2.1, se p>1.

Considerando­se as condições de consistência dadas em

(2.8), facilmente podemos concluir que um MRK será consistente se, e
somente se:

dr Y(X,), Y(X,),X,;0) = f (x,,7(X,)),

o que é equivalente a:
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(3.5)

Por hipótese vamos sempre trabalhar com MRK em que
PP

­(­.5) é satisfeita, isto é, estaremos sempre trabalhando com métodos
consistentes.

Vamos admitir que em x=x, tenhamos a hipótese local

y,=x(x,) e anotar por X,,, à aproximação daí gerada pelo MRK para

Logo, odemos reescrever o erro de truncamento local&

COMO:

n+l Y(X,41) Yn+Hl 9, n= O.1,2.,... .
Ed

Neste caso, para alguns autores, o erro de truncamento local

é *“implesmente denominado erro local.
z

E importante observar que o primeiro polinômio

característico de um MRK será sempre dado por:

Pp(S)=5­1

Logo, os MRK sempre satisfazem à condição de raiz

(definição 2.6) e portanto serão sempre zero­estáveis (definição 2.5). Daí,

podemos concluir que os MRK serão convergentes quando (3.5) se
Verifica.

Um MRK terá ordem p, se satisfizer a um conjunto de

condições, denominadas condições de ordem. Por exemplo, as seguintes

eguações definem condições de ordem:

i=|
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(3.6b)

(3.6c)

(3.6d)

Sabemos que (3.6a) define a classe dos métodos com ordem

| e, se em adição também se verificar (3.6b) garantimos ordem 2 ao

método. Incluindo (3.6c) e (3.6d) teremos a classe de métodos de Runge­

Kutta com ordem 3.

Para alcançarmos ordem 4, além das condições (3.6) outras

quatro condições se fazem necessárias. Se desejarmos garantia de ordem

5, além dessas oito, mais nove condições serão necessárias. Isto nos

mostra que a obtenção de métodos de Runge­Kutta tem um grau de

complexidade que cresce com p.

35.5 ESTABILIDADELINFAR

A fim de desenvolver, para os MRK, alguns conceitos da

teoria da estabilidade linear, vamos considerar a equação escalar teste:

yY=ÀAy, (3.7)

onde Ae C e Re(A)<O cuja solução exata será y(x)=e".

Aplicando o MRK dado por (3.1) ao problema teste (3.7)

obtemos uma equação de diferenças da forma y»,,=R(2)y, onde

z= Ah.
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R(z) é denominada função de estabilidade do método.

Ainda, y, O quando n— co se e, somente se:

| R(2) |<1. (3.8)

Os valores de z para os quais (3.8) ocorre definirão a região

do plano complexo onde o MRK é dito ser absolutamente estável, que
anotaremos por Na.

A fim de investigar como se expressa matematicamente R(z)

consideremos a aplicação do MRK escrito na forma (3.3) ao problema
teste (3.7), obtendo:

Y=y,+ za, para 1=I(])s,
=|

[31 =), +ZDbY, n=0,1,2,... ­
TDefinindo Y=(y Y Y) e

SJ

podemos reescrever (3.9) na forma:

Y=y 2+z2A'YV, (3.10a)

Ya =X, +tzb'Y, n=01,2,... (3.10b)

Resolvendo (3.10a) com relação a Y e substituindo em

(3.10b) obtemos:

uu =l+zbI=2A)ê]y,, (3.11)

onde / é a matriz identidade sxs.

De (3.11) concluímos que a função de estabilidade do MRK

é dada por:
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R(2) =[1+zb"(1=2A") é]. (3.12)

Uma forma alternativa para R(z) é construída por Dekker e

Verwer(1984) em [12], que será a seguir ilustrada considerando a classe

dos MRK com s = 2 estágios.

Podemos escrever (3.9) como:

' =), Tt za, X, +apL),Y=y,+zla,Y +axL),
[5 =>, +z(bX, +b,L),

e daí, numa forma equivalente:
Pr

(1­za,)Y, za, h, =),
—za, +(1­a,)Y, ­ Jo
72h X "” zb,P, T DATE AL

Usando notação matricial, podemos reescrever (3.13) como:

l­za, ­za, O Y Y,

za, l­za, 0) É |=

VT zb, — zb, | ) Jn+1 A

B

Supondo que D = det(B) * O, pela regra de Cramer podemos
N

=— onde:determinar y,.,, ou seja, y,, D

| l­za, +zb za, + zb,
=det| ­za, +zb” 1­za, +zb| | —zb —zb

1 2

2



1— za, + zb, —za,, + zb,
= — ­ ­ >, :za, + zb, 1­—­ za, + zb,

to é: =
.

so €
O ad, +? b, b, 2,

Concluindo­se que N =det(] — zA” + zêb”)y,.

Num processo análogo, temos que D= det(7 — zAº )y,
Logo, pode­se concluir que:

det(I] — zA* + zêb”)

det(I — zA”)R(2) = (3.14)

Do raciocínio desenvolvido podemos concluir que R(2) pode

>«r definida por (3.14) para s estágios (s22), como uma expressão
cquivalente a (3.12). No entanto, em (3.14) não há necessidade de se

dererminar (/­=24")". As expressões (3.12) e (3.14), são ambas
aplicáveis para determinar a região de estabilidade absoluta do método,

onde. dependendo da situação, uma pode ser mais conveniente que a

Outra.

2.4 MÉTODOS LINEARES DEPASSO MÚLTIPLO

Vamos agora analisar uma outra classe de métodos de

integração numérica, definida através de (2.5) com k > 1, denominados

Métodos Lineares de Passo Múltiplo ou alternativamente Métodos

Lineares de Passo k . Devemos lembrar que nos Métodos Lineares de

Passo k (MLPK) precisamos de algum modo dispor das aproximações
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YorY1:+­»4: Usando a notação f,,=f (Xi Ynj) J=O(Dk , para os
MLPK temos em (2.5) que:

Ô, Oui ts LB fo º
Podemos reescrever (2.4) por:

k k

LOun; =hLBifuj (3.16)
j=0 j=0

onde a, e PD, são constantes. Vamos também considerar, neste trabalho,

a, =] e lembramos que para garantirmos que o método tenha &k passos

devemos considerar:

lal+|Balz0.

Quando D,=0, o MLPK será denominado explícito, caso

contrário implícito.

Por conveniência, dependendo da situação, vamos

considerar como aproximação final y,,, e então, y,,Y, 1...» XYnsi41 SETÃO àS

aproximações iniciais.

Para a classe de MLPK dados por (3.15) vamos verificar

alguns conceitos qualitativos.

Definição 3.3 : Definimos por operador diferencial linear L

associado ao MLPK (3.15) o operador definido por:

Lz(x);h)= 210, ,2(x+ jh) = hB ,2Gx+ jh),

onde por hipótese admitiremos que z(x) é qualquer função

suficientemente derivável, para todo xe [a,b].
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Considerando os desenvolvimentos numa vizinhança de x de

su+jh) e zZ(x+jh) em série de Taylor, e agrupando­se

convenientemente em função das derivadas para j=1(1)k obtemos:

List); = Ca(x) + Che (x) + ChZOO (x)++Ch'Z(X)+s, (317)

com C, assumindo valores constantes dados por:

(3.182)

k k

C=2ja,­2B,, (3.18b)
j= j=0

C,=2Hja, vmb qe23... (3.180)

Definição 3.4 : Denominamos erto de truncamento local do

MLPKem x=x,, aovalor L[y(x,,,);h], onde y(x) é a solução exata do

pri t2.D).

k k

Note que se 2.0 (x, +h)=h2,B,y(, + jh) + Ly(x,,,);h),
j=o j=0

podemos concluir que neste caso, o resíduo R,,, definido em (2.6) será

dado por R.,,=LyXx,,,);hl.

Definição 3.5 : Dizemos que um MLPK é consistente se

tiver ordem p> 1.

Definição 3.6 : Dizemos que o MLPK associado ao

operador diferença linear L[z(xX);h] terá ordem Pp se

C =C =­=C,=0 e C,,*0. Ainda, a constante C,,, denomina­se
constante de erro do MLPK.
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De (3.17), observamos que um MLPK será consistente se, e

somente se:

C,=C,=0. (3.19)

Daí, considerando­se (3.18a), (3.18b) e (3.19), podemos

facilmente concluir que uma condição necessária e suficiente para que o

método seja consistente é :

k

20, =0,
j=0

2 jo, =2,. (3.20b)

De (2.9) temos que o primeiro polinômio característico de

um MLPK é dado por:

pé) =X0,8. (3.21a)
17

Para os MLPK torna­se interessante definir um outro

polinômio, denominado de segundo polinômio característico, dado

por:

o0(5)= BE : (3.21Db)

Considerando­se (3.21), podemos obter uma condição

necessária e suficiente para que um MLPK seja consistente, dada pelo

resultado a seguir.
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Teorema 3.7 : O MLPK dado em (3.16) é dito ser

consistente se, e somente se:

pP1)=0 e p'(D=o().

Observe que, para métodos consistentes se o(1) =O teremos

P'(D= p(1). Logo, o método não satisfaz à condição de raiz(definição

2.6), portanto não será zero­estável. Daí, se o(1) *= O, podemos concluir
que o MLPK dado em (3.16) será sempre zero­estável.

Enunciaremos um resultado fundamental para os MLPK,

cuja demonstração pode ser encontrado em [16].

Teorema 3.8 : Um MLPK será convergente se for

consistente e zero­estável.
=

Observe que, a consistência é uma condição necessária mas

não suficiente para a convergência.
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CAPÍTULO 4

MÉTODO LINEAR GERAL

4.1 INTRODUÇÃO

Neste capítulo apresentaremos uma classe de métodos

numéricos para a integração de (2.1), definidos por Butcher em [4] e [5],

por ele denominados Métodos Lineares Gerais. Conforme mostraremos a

seguir, essa classe contém, entre outras, as dos Métodos Lineares de

Passo Múltiplo (MLPK) e dos Métodos de Runge­Kutta (MRK).

Analisaremos os principais conceitos qualitativos relacionados com essa

nova classe de métodos, mostrando a possibilidade de se considerar

numa só abordagem teórica os MRK e os MLPK.

4.2 MÉTODO LINEAR GERAL

Para a integração numérica de problemas de valor inicial

definidos por (2.3), num intervalo onde se tem garantia da existência e

30
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unicidade da solução y(x), podemos considerar a classe de métodos que a
seguir definiremos.

Definição 4.1 : Sejam A =(ã,), B=(b,) e C=(0,) matrizes
quadradas de ordem N. Definimos por Método Linear Geral (MLG) a

todo método numérico para a obtenção de aproximações 7»y"" paraa
solução de um pvi dado por (2.3), dados por:

N N. &

j=l jl jo

onde y!"
1 são aproximações para y(x) no n­ésimo passo de integração e

yi"" são aproximações do passo anterior. Observe que um MLG pode
ser caracterizado pelas matrizes A, B e C. Assim, por conveniência,

EA

vamos anotar um MLG dado por (4.1) como um método (A,B,Ô). Ainda,
quando tivermos C=0 podemos identificar o método simplesmente por

Definindo Y =(ym e. yu)” podemos escrever (4.1) na

Y, =(A&SDY,+h(BOSNDFY)+H(COSDF(XY,),

para “&“ definido por (1.3).

Definição 4.2 : (Butcher [5)]) Um método (A, B,C) é estável
se a matriz À é estável (Definição 1.12).

Podemos enunciar, através do teorema que enunciaremos a

seguir, uma condição necessária e suficiente para que o método (A,B,C)

seja estável.
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Teorema 4.3 : Um método (A,B,C) é estável se, e somente
se, o polinômio característico da matriz À não tiver raiz com valor

absoluto, maior do que um e as de tamanho um são simples.
A A A

Definição 4.4 : Um método (A,B,C) é dito ser pré­
consistente se:

A

Aê=dê,

onde éê é o vetor de dimensão N com valor ] em cada uma de suas

componentes.

Se, em adição, para algum vetor ve RN” tivermos:

Av+(B+O) ê=v+ê,

o método (A,B,C) será consistente.

Vale observar que o vetor v é conhecido como vetor de

consistência do método (A,B,C).

Podemos verificar que a pré­consistência nos permite

assumir que a aproximação gerada a cada passo pelo MLG, bem

representa para a da equação escalar

y'=0O, (4.22)

sua solução exata:

y(x)=1. (4.2b)

Para simplificar a constatação dessa observação, vamos

considerar um MLG com N =2, isto é:

w) bi ba (FOI), fê es) ­
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Pela equação (4.2a) temos que f(JYl)=f(Y')=
SOM =foT)=0 e pela equação (4.2b)

[n=1] [n­1]=), =», =l.Logo, teremos (4.3) dado por:

1 (à, às (1 (as1 à, x, | | |

Logo, podemos reescrever (4.4) usando notação matricial

Aê=ê (4.5)

De maneira análoga, podemos constatar que a consistência
]nos permite assumir que cada aproximação 7y""' representa num ponto

próximo de x,, por exemplo x, +ch, com Q<c, S1, para a equação:

y=1, (4.6a)

a solução exata:

Y(x)=x (4.6b)

Considerando­se que y"=x,+ch, y"=x,+ch e as
equações (4.6a) e (4.6b), podemos reescrever (4.3), como:

x, +eh) (4, Go (x +ch bi, br, (1

ij=1,2.onde bh! =b, +Cij

Observe que podemos convenientemente reescrever (4.7)
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(e = A (XxX, " X,) T+ á, ch + â, (X11 = X,) + á,c,h + h(b,, + bi.)ch=âã,(X,,=X,)+Anoh+ãd,(x,,=x,)+âápch+h(bs, +bs,)'

que é equivalente a:

(08 ã, a, (e ­1 bi bo (1

Daí, usando (4.5) podemos reescrever (4.8) numa forma
matricial como:

Av+(B+ÔOê=v+ê, (4.9)

onde y = (e, e).

Um outro conceito qualitativo importante, que pode ser

considerado para a classe dos MLG é a convergência, pois nos permite

avaliar quão bem a solução numérica representa a solução exata quando o

número de passos de integração cresce. Considerando­se o pvi dado em

(23) e o vetor Y, cujas componentes são os valores iniciais

yiNyo, y8, podemos defini­la.

Definição 4.5 : Um MLG dado por (4.1) é convergente para

o pvi (2.3) sobre [a,b] se, para qualquer x,,x€E [a,b] e para Y (4h) tal que

| y (Ah)= y(x,) ­ 0 quando h—O0O para i=1(1)N, pudermos garantir

que | (xx) /n)= y(x) |>o quando n — eo, i=1(1)N.

Definição 4.6 : Um MLG é dito ser convergente, se ele for

convergente sobre qualquer intervalo e qualquer pvi satisfazendo à

condição de Lipschitz.

Teorema 4.7 : Um MLG é convergente se e, somente se for

consistente e estável.
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4,3 O MÉTODO DE RUNGE­KUTTA COMO MÉTODO LINFAR
GERAL

Conforme já observamos um MRK com s estágios definido

através de (3.3), pode ser reescrito como:

r

=X" +h2.0,50X), para i =1(D)s,
<

”

Y, =) 4 FIDbS(Y), n=123,...
Vt j=l

Se considerarmos em (4.1) N=s+1, y""=Y para i=l(1)s e

y!ll=7y, podemos reescrever o MRK na forma de um método (A,B,ÔÕ),
como definido em (4.1):

E

Yi=yM + hanFO +ayfOS).+aFOM)),

yi'=y""+ha,f1) + a,f(Y)+...+a,fO,
sathaisO") +a f()+.. trazfO,
"= Im FIFOI+b FO) + 2 +bFO,

FO) FO)

SÍ7) f57)'
fon) for
FOR SOR)

AAA
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R
A “OA matriz B pode ser representada por B ­(& O ) onde

A' e b” são respectivamente constituídas pelos coeficientes a, e b, de
T(4.11) com O, = (o e. O) e que caracterizam juntamente com o vetor

c um método de Runge­Kutta.

Logo, temos em (4.12) a classe dos MRK com s estágios
reescrita na forma (4.1), isto é, como um método (A,B,Ô). Observe que
(4.12) nos permite caracterizar como um MLG todas as subclasses de
MRK definidas no parágrafo 3.2. Como ilustração, vamos considerar o

MRK implícito com s=2 dado por:

Então, escrevendo­o na notação (4.10) temos:

Y=y,, +hE fF(Y)­3S (E),
Y=y,, +hEf(Y)+ES(E)),
Y, =X), FI F(L) +39 SO),

[ [n)Logo,N = s +1=3 e definindo y"=Y,y"=YE,y"=yx,

obtemos a forma (4.11):
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W' =" +hEfOM) 3/0078),
7 = +AESf OS) +éFO),
sy+OS +20),

A

cujas matrizes A, B e C são:

Ainda;

(1) o polinômio característico de À possui uma raiz simples

igual a | e as demais iguais a zero, logo satisfaz o Teorema 4.3, e

portanto, podemos concluir que o MLG é estável.

ai | A | =1

(iii) Aê =, O que nos garante a pré­consistência

(1v) Av+ Bê=v+ê , 1sto é o MRK será consistente

Daí, pelo Teorema 4.7, concluímos a convergência do MRK

considerando­o como um método (A,B,C).

Teorema 4.8 : Sejam as matrizes Ã, B e C dadas em (4.13).
Ss

Dizemos que um MRK é consistente se e, somente se Y bh =|.
i=)

Ainda, o vetor de consistência v é dado por:

Tvale & o 1),
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onde c, = Ya para i=1(1)s.
j=l

Demonstração:

De fato, por (4.9) temos:

1e Lda| í
Cc. Fat t+a,=c +,

­

C FA+ THA, =C, + 1,

Por (4.14s) concluímos que Y'b,=1.
i=1

[1]
s+iSabendo­se que »

logo c,; =X "a; para i=1(1)s.
j=l

AAA
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(4.14a)

=y, podemos concluir que c,..,

14

(4.14b)

15

=1,

16 17



4.4 OS MÉTODOS LINEARES DE PASSO MÚLTIPLO COMO
MÉTODO LINEAR GERAL

Vamos agora considerar a classe dos MLPK dado em (3.16)

e mostrar que eles também podem ser escritos na forma de um método

(A,B,YC). Para isso, vamos utilizar uma definição mais

convenientemente, dada por Butcher em [5], isto é:

Y, AY,FAZIA+. HAI, FINLBS(O, + BF OF. HBO] (4.15)

Neste caso, o MLPK (4.15) será explícito se , =0, caso

contrário, implícito.

Considerando­se o MLG (4.1) e assumindo para (4.15) que

N=k, yl=y,, yY'=y,,.., 6 Y'=y,/% , podemos representar os

MLPK na forma de um método (A,B,Ô). De fato, observando que
yiley, ..., =" podemos escrever:

Xsara,3 + RB OP) +HLB OM +BOM.+ BL OMI,
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podemos reescrever um MLPK, implícito ou explícito, como um MLG.

Observe que, para a classe dos MLPK explícitos teremos B=0, isto é, as
matrizes À e C caracterizam essa classe de métodos.

Como ilustração, vamos considerar o MLP3 explícito dado

IN, FTENA FINA FEIA FHESO) +FifO,)L  A17)
Considerando N=k=3, y"=y,,y=»y ,e yY=Y,,

podemos reescrever (4.17) como:

Macy + +iy + SOM + if OM),
[1] — [11]XY, = XX ,

[1­1][1] —
DA =>, ,

ou seja:

ym | [4 (> FO)
yr l=l1 o ol for |1

y o) o) yr FO)

A A

onde as matrizes A, B e C são:

dd
4

1 B=0 e Ê= À (4.18)
0

Observe que a matriz Á de (4.18) é limitada, ainda podemos
facilmente verificar que:

(1) o polinômio característico de À satisfaz o Teorema 4.3.
Logo, o MLG dado por (4.18) é estável.

(ii) Áé=ê, o que nos garante a pré­consistência.

(1) Âv+Bê=v+ê, isto é, o método (4.18) será consistente.
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Pode­se então, concluir pelo Teorema 4.7, a convergência do

MLPK considerado como um método ( rs B,C).

Teorema 4.9 : O MLPK caracterizado pelas matrizes de

(4.16) será consistente se:

(4.19D)

e o vetor de consistência v é dado por:

v=[­1, —2, +, (k+D).
Demonstração:

Considerando­se a Definição 44 e as matrizes

A, Be Cdadas em (4.16), podemos concluir que, o MLPK será pré­
a [A e... [AXSARAÉo) ! eeNi.)[ OU SEJA, 20,=1.

Por outro lado, será consistente se:

CANA so o
o

consistente se:

| 2

onde obtemos:
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[am tamerraç+Bo+BrrrB, v,+1l
v, v, +1

­

O v, HA v, + +A v, + By + B++ +B,=v,+1,
v,=v,­|1,

ou seja,

v,=v,­2,

Lt

Note que,

av, +,(v,— D+ +a,(v,—­k)+ By + B, + D+: +B,=v, +,

isto é:
2

(A, +, + +Aa,)v, —a, ­ 20, ­ (ha, + By + B, + BB, + +B,=v+l1 (4220)

Substituindo (4.192) em (4.20), podemos concluir que
k k

Yia=YX> Bb. Considerando v=­1, concluímos que o vetor de
i=1 i=0

consistência v é dado por [­1, —2, e, —(k+D]”.
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CAPÍTULO 5

GENERALIZAÇÃO DO MÉTODO
LINEAR GERAL

5.1 INTRODUÇÃO

Butcher apresenta em [5], uma generalização da classe dos

Métodos Lineares Gerais, reescrevendo­os através de uma única matriz

particionada. Considerando essa nova representação, apresentaremos os

principais conceitos qualitativos, obtendo assim uma teoria unificada

para os MLG que será de grande importância para os próximos capítulos.

5.º OSMLG(A,B,Ô) NA FORMA (A,B)

Conforme observamos no capítulo anterior, na classe dos

MLG (A,B,C) também são considerados os métodos com C=0, que

Butcher denomina caso standard e por simplificação de notação

representa tais métodos por (A,Ê).
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Vamos, a seguir, mostrar que independente da nulidade ou

não da matriz C podemos escrever um MLG (À, B,Ô) na forma (A,B).

Usando as aproximações y""', i=1(1)N, geradas pelo MLG
(A4,B,Ô) dado em (4.1) sejam:

MM se j<N31) —­V , i=1(1)2N,Yi
;

' yYT' se i>N

e as matrizes À =(4,) e B= (b;) quadradas de ordem 2N. Daí, podemos
definir a classe dos MLG (A,B) dada por:

2N3 =20,7"In DD SOS,
j=1

— (ÃO — (B
A = e B=

,13) GS)
com / sendo a matriz identidade e 6 a matriz nula, ambas de ordem N.

Para ilustração, vamos considerar um particular MRK

explícito com 3 estágios:

Usando a notação (2.13), podemos escrever o método como:

É =X,
É =X, +2hf (XY),
6 =X, +hrf(X)+2hf (E),
NY, =X Fhls FM) + (E) + S (YE).
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DefinindoN=s+1=4 e identificando y"=Y, y=Y,

vii=Y, y!"!=y, , teremos:

y"=— yn
Y=y"+7hfO7),
= +hefo) +2f07)),
YU =+hEfOSN)+ f OS) + f OM),

a partir dos quais definimos:

[n­nTm —=y" == Y, yi'== ”
==, ay,
y'== y'=— r, yJil=— yrn
FW EYTE), | FEIO,

Logo;

JW =y=y7=y0,
DA =""==3"",
sy =y,
=yT=y,
yo = y== ymr",

e escrevendo na forma (5.1), obtemos:

mneo
[11

SO)
SFG)
FO)
SOM)
SO)
FG)
FO)
SFG)

sn)
Y3
sn)
Ya
sn)
Ys
sn!)
Y6
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1

1

1

0

O

0

1 (n=1)Yg

cujas matrizes A e B são:
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nm

Logo, obtemos a representação do MRK definido em (5.2)

na forma (A,B) dado em (5.1).

Definição 5.1: Um método (A,B) é dito ser pré­consistente

se Aê=dê e consistente se Av+ Bê=vy+&ê, onde é,ve Rº”*.

E

5.3 GENERALIZAÇÃO DOSMÉTODOS (A,B)

Vamos agora considerar uma outra forma de se gerar os

métodos (A,B), baseada numa partição das matrizes A e B de ordem
2N x 2N, da forma:

Tais partições consideram separadamente os estágios do

método que são utilizados apenas como informação no passo presente e

os estágios cuja informação são repassadas como dados de entrada para o

passo seguinte.

Assim para r e s, tal que N=r+s sejam y""....,y""" os

estágios cujas informações são passadas de um passo ao outro e
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Sejam Y=(y YE = MS yY") e
C, C,
C C onde C, = B,, C, = À, C», = B, e C» = Àr­

2 2
a matriz C = |

Então, podemos caracterizar o método simplesmente através

da matriz C e, de maneira análoga à representação (4.2) do MLG

(AA,BÔÕ, podemos reescrevê­lo na forma:

Y=(C, O DhF(V)+(C, O8Dy"”, (5.3a)

=(C, O DhF(Y)+(C, O Dy"”. (5.3b)

Observe que essa representação é algo meramente formal,

indicando que um método (A,B) pode sempre ser escrito como um
E B Amétodo particionado, com 2N estágios, com CCE ) onde

conseguimos separar os estágios para os quais f é aplicada e aqueles

com a função apenas de passar informações de um passo ao outro, que

podem ser substituídas por qualquer conjunto não­singular de

combinações lineares delas.

É óbvio que essa nova representação do método é
equivalente à representação (A,B) no sentido usual, mas não podemos
garantir necessariamente que ele está escrito de forma a satisfazer às

condições de consistência e estabilidade.

Para isso, sejam —z2z",2/”,...,2/” O novo conjunto de

informações e T” a matriz dos coeficientes desse novo conjunto. Isto é,

para T =(t,) temos:

y==>,dm, ielDr

AAA
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Substituindo em (5.3) obtemos:

Y=(C, &S DhF(Y) +[(C,T) S&S 12”, (5.4a)

2" =[(T'C,) SIIF(Y)+[(TºC,TD) O 27", (5.4b)

onde agora a matriz do método será:

C= C, C, — C, C,T
C, C, TC, TPCQT |

Conforme registramos no capítulo anterior, o método (A,B)

será estável se | A" || for limitada, agora, a estabilidade estará garantida
se tivermos a limitação de | C, |, pois tal limitação ocorre se e somente
se | C,,” | for limitada, uma vez que C,, não será afetada pela matriz 7.

*

Podemos então definir:

Definição 5.2 : Um MLG particionado, com matriz

C
21 22

C, C, ,
2 nC= é estável se sup( | C» |: n=1,2,...) <o.

Vamos agora analisar a consistência do método em sua

formulação generalizada.

Para o método (A,B) suponhamos que o vetor de
. A . + e. — T 2consIStência seja particionado como (w w) e que o vetor de pre­
. A . . P ... — A T

­consistência seja também particionado como (e ê). Então, as
condições de consistência serão:

KHÀ»
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ou seja:

(5.62)

(5.6b)

(5.60)

(5.6d)

Considerando que A, =Cy,A,=C,,B,=C, e B,=C, e

definindo u=T"e6, v=T"w, podemos reescrever as condições de

consistência dos MLG dadas em (5.6a), (5.6b) e (5.6c) por:
*”

Chu=e,

nV+C ê=v+u,

onde u será denominado vetor de pré­consistência, e v de vetor de

consistência do método C.

Agora, podemos formalmente definir a pré­consistência e a
consistência do método.

Definição 5.3 : Um Método Linear Geral com matriz

particionada C é pré­consistente , com vetor de pré­consistência u

se:

C,u =, (5.7a)

Cuu=ê, (5.7b)
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e consistente se, em adição, para algum vetor v tivermos:

CL ê+C yv=utv. (5.7c)

A fim de facilitar a notação, podemos considerar, conforme

Butcher em [6], C,=A, C,=B, C,=U e C,=V. Logo, obtemos

A UC= |B ) onde a representação (5.3) poderá ser reescrita como:
Y=(A&S DhF(Y) +(U & D)y"", (5.8a)

y"=(BOS DhF(Y)+(VOSND)y"". (5.8b)

Portanto, podemos também reescrever (5.7) como:

Vu=u,

Uu=ê,

Vv+ Bê=ut+v.

5.4 ESTABILIDADFLINEAR

Para desenvolver alguns conceitos da teoria de estabilidade

linear para os MLG dados em (5.3), Butcher[5] considera a equação

escalar:

y'=Ay. (5.9)

Aplicando o MLG dado por (5.8), ao problema teste (5.9)

obtemos y“”=M(z)y"", onde denominamos M(z) de matriz de

estabilidade do método.



A fim de investigar como será M(z) vamos considerar um

0 0particular MLG com r=s=2, a­(? o) U=Il e Vê­=ê:; onde
l—­v vV= É —y ) Assim, o MLG escrito na forma de (5.8) será:

Y= yr,1

Y, =haf (Y) + 7”,
Yi=hb, SA) +b,SIN+ Av)" +vy7o,
y1º = Mb, FOX) + by SONAV) + uy,

(5.10)

que aplicado à equação (5.9) nos fornece:

Pay (5.11a)

= haAyi + y1, (5.11Db)

yi!! = h[b,, Ay + b,Ahady + yr)]J+ (1 vu) +vy"L(S.11o)

yíl== h[b,MAY" +b, Mhady""+ yo" + (a = v)y"" +vys, (5.11d)

Assumindo que z=hA, podemos reescrever as equações

(5.110) e (5.110), na forma:

y!" =[zb, + z/ab, + (1— v)]y"" +[zb, +v]y/", (5.122)

y!" =[zb,, + 2/ab,, + 1— v))yi""" +[zb, +vIy7O. (5.12b)

Dadas equações (5.11a) e (5.11b) temos:

(las 1)E) za 1)

e das equações (5.12a) e (5.12b) teremos:

yM | l­v v b, bo (1 o(y
y =lli­y v JE b, br jiza 1 |

[1­1]E) es
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1 OSabendo­se que (2a 4%. (IT —zA)” temos que (5.13) pode
ser escrito como:

yº =[V+zB(I =2A)'U] JO, (5.14)

In(1) — Ç " )“DJ

Portanto, a matriz de estabilidade do método (5.8) será:

M(2)=V+zBUI­z2AY'U. (5.15)

Podemos garantir que em (5.14) teremos uma seqiiência

estável, se a matriz de estabilidade M(z) possui potências limitadas.

Em [6], [7] e [8] podemos verificar que o polinômio de
estabilidade de um método definido por (5.8), será dado por:

Pp(Ww,2) = det(wl — M(2)), (5.16)

A região de estabilidade definida por (5.16) será um

conjunto de pontos do plano complexo obtido por:

(ze CO: pIw,) =0=>]| wW<1.

Definição 5.4 : Um MLG (5.8) é A­estável se a região de

estabilidade contem o semi­plano negativo.

Teorema 5.5 : Um MLG (5.8) é A­estável se e somente se,

para todo z e O ,I—zA é não­singular e M(z) é uma matriz estável.
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CAPÍTULO 6

MÉTODO DE INTEGRAÇÃO COM
MULTIPLO ESTÁGIO E

DIAGONALMENTE IMPLÍCITO
— (DIMSIM)

6.1 INTRODUÇÃO

Conforme apresentamos no capítulo anterior, podemos

representar os MLG na forma (5.8), onde as matrizes A = (a), B= (&.),
U=(u)eV=(v,) podem ser consideradas como uma partição de uma

certa matriz C com dimensão r+s, dada por (5.3). Explorando

características especiais de cada uma dessas matrizes, podemos gerar

classes especiais de MLG.

Em particular, Butcher [6] considera uma subclasse de

métodos (5.8), que apresentaremos neste capítulo, denominados

DIMSIM, onde A é triangular inferior com um valor constante na

diagonal principal, a aproximação final e os estágios auxiliares tem a

53
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N .mesma ordem, V satisfaz à propriedade de estabilidade forte e as

matrizes B e U tem características que permitem estimar o erro local,

gerar interpolantes e efetuar mudança do tamanho do passo de
integração.

6.2 A CLASSE DOS MÉTODOS DIMSIM

Visando dispor de métodos que tivessem boa precisão e

características fortes de estabilidade, sem exigir um esforço

computacional excessivo, Roger(1977) construiu métodos de Runge­

Kutta diagonalmente implícitos (DIRK), isto é, assumindo um valor

constante para todos os elementos da diagonal principal e que são A­

estáveis. Tais métodos demonstraram ser eficientes quando aplicados a

problemas stiff. Butcher, em [6], considera a partir de tais métodos uma

subclasse de MLG, utilizando a representação (5.8).

Denominamos métodos DIMSIM a uma subclasse dos

métodos de discretização para a integração numérica de (2.3), cujo

algoritmo é dado por (5.8) e apresenta as seguintes características:

a) À matriz A é triangular inferior com um valor constante

na diagonal principal

b) À matriz V deverá possuir um auto valor simples igual a 1

e os demais iguais a O, ou seja, satisfaz à propriedade de estabilidade.

c) À ordem dos estágios e a ordem global são iguais.

Quatro casos especiais de métodos DIMSIM tornam­se

bastante interessantes, sob o ponto de vista computacional:
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1) DIMSIM Tipo 1, explícito com A estritamente triangular

inferior ­ devemos considerar processamento seqiiencial.

ID) DIMSIM Tipo 2, implícito com A triangular inferior e

tendo um valor constante na diagonal principal ­ também aqui devemos

considerar processamento seqiiencial.

III) DIMSIM Tipo 3, explícito com A = 6 ­ neste caso todas

as aproximações geradas pelos estágios, =X, para i=1(1)s
podem ser estimadas simultaneamente (ou em qualquer ordem). Logo,

podemos melhorar o desempenho do processamento, implementando o

algoritmo de forma a considerar processamentos em paralelo.

IV) DIMSIM Tipo 4, implícito com A=A1,ondel éa

matriz identidade de ordem s ­ os valores de estágio ainda podem ser

calculados simultaneamente, embora para a obtenção de cada um deles

seia necessária a utilização de um método iterativo, devido à não

linearidade de y(x). Isto é, Y =hAf (YE) + XD u,y/", i=1(1)s, podendo,
jal

y

assim, ter níveis intermediários de paralelismo.

Podemos portanto, em função da matriz A, subdividir a

classe dos métodos DIMSIM em 4 subclasses.

A ilustração a seguir nos mostra a melhor indicação de cada

um dos tipos de métodos DIMSIM, em função do pvi que se pretende

integrar ser ou não do tipo stiff, bem como qual técnica computacional

pode ser considerada.
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Estrutura eA Tipo de problema BR Técnica computacional *

não­stiff sequencial

seqiiencial

não­stiff paralelo

paralelo

6.3 CONDIÇÕES DE ORDEM

Consideremos a ordem dos estágios e do método DIMSIM

iguais a p e assumamos que no primeiro passo os valores iniciais passam
ser escritos na forma:

Yº =X a, (x)h' + O(A"), i=10Dr, (6.1)
k=0

onde: a, € RN e y“* são derivadas de ordem k da solução de y(x). Ainda,

os números a, devem ser escolhidos afim de que os valores de estágio,

que são aproximações para a solução nos pontos x, +hc, , com O<c, <1

para i=1(1)s , possam ser expressados por:

ctY = 3 YO(x,)h' + O(A"), para i=1Cs,
k=0 .

e os valores calculados no final do 1º passo, são da forma:
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yl = Sa,” (x )h" + O(h"*),
k=0

onde x, =x,+Ah.

O teorema a seguir nos permite observar que os valores de

estágio dados em (6.2) e a aproximação para y(x,) dada em (6.3) podem

ser expressados de maneira mais simples.

Teorema 6.1: Os números a,, i=1(1)r, k=O0(Dp em (6.1)

e as matrizes A,B,UeV satisfazem às equações (6.2) e (6.3) se e

somente se:

e“ =2A4e“ + Uw+ O(Z""), (6.4)

e'w=zBe“ +Vw+ O(2”"), (6.5)

onde eº =(e ee em) e w=flw, e. w) com:
W,; =X az para i=1(1)r e zeC.

k=0

Demonstração:

No primeiro passo de integração, isto é, para n

representação (5.8) do método DIMSIM nos fornece:

Y= hda,FO) + 2yº, j=1(Ds, (6.7a)

Y" =hXb Ff) + XD v,yº, i=10r. (6.7p)
j=l 1!

Vamos, a seguir, determinar Y, hf(Y), yº ex" para

substituir em (6.7a) e (6.7Db).

Sabemos por (6.2) que:
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r=X>EO (x)! + O(h”"), para i=1(D)s.
Considerando o desenvolvimento em série de Taylor da

função y(x) em torno do ponto x, com incremento /hrc,, e sabendo­se que

Y, são aproximações de y(x) nestes pontos, podemos concluir que:

= y(x, + hc,) + O(h"").

Como Y(x)=f/f(XY(x) ento y'(x,+hc)=fS(Y)+O(h""),

que multiplicando por h obtemos:

hf (6) =hy'(x, + he) + O(h"º), (6.8)

mas y(x, +hc)= s&a | yP(x,)h', logo:
­.

2 p+Hl

yY (x, +hc,) = yO 9) +25? Cxo)h+S IOCMPTEA(x )RP" + O(h”*)­
Substituindo y'(x, + hc,) em (6.8) teremos:

hf(E)= AD y(x,)h" + O(h"?) (6.9a)

=X o) + OM). (6.96)

De (6.3) sabemos que para 1=1(1)r,

1 = AIO (x) + ayº (x))ht++on,y (x,)h? + O(h”'), (6.10a)

y3) = AI” (x) + Ay” (x ))h+ º +O (x,)h" + O(h"" ),(6.10b)

yr= a, (x) +, y" (x) ht +0,,y"”x )h? + O(h”").(6.10r)
Ainda:

AAA
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(p)

YO (Xx)=37(Xx,)+y(x,)h++ ST (x,)hº + O(h”"").
Então,

1

yO(x)= yO (x,) + YO o) o x) + O(ht*),
,

|

yº(Xx)=37º(x,)+yO(x,)ht+:PIO(x,)h? + O(h"*),
1

YA) = yP O) + YAGo)htr+ 99 Co)? + O(A).

Substituindo em (6.10) obtemos:

a;y'=Ly (x,)h! + O(h""), para i=1(1)r. (6.11)

Substituindo as equações (6.1), (6.2) e (6.9) em (6//a) e as

equações (6.1), (6.10) e (6.11) em (6.7b) teremos:

hº>(ct—Xacr'k— 2,0akV(x) TE O(A"), is 10),

kvoDaobet'k— 2v,a k!) YO (x) = O(A"), is 10Dr (6.126)Í jk&lZ A

No entanto, na equação (6.12a), para que os estágios tenham

y(Yo),ordem p os coeficientes de———KI para k=0O(1)p devem ser nulos.

k

Logo, igualando­os a zero e multiplicando por Fiz € O) teremos:
ND) 0ci” Ozmor or (aCc+ac+ora,or) — ZU 006, +uatoru,aç= 0, (6.132)
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: lz
DOT (a cf +ancd+ ­ +acl) —z (ua, +u a, + +ua,) = O, (6.13b)

2º 22
TERSNCTE (acl +ano+ + +ac!) —Z (UA FUZAZW+F TUAS) = O, (6.13c)us

cz” pz”
­ ­ ­SI ZPE (go +aper +etaço ) = 2º (UM, +uç A”,+o+uçd,) = 0.(6.13p)

Somando as equações de (6.13) e aproximando

iO +Ap+ro+ Pp! por e“* para i=1(1)s, concluímos que a equação
(6.12a) é equivalente a:

e — DN za,e” —Xujyw, = O(2""), i=1l(Ds, (6.14)
jo ja

E

w=Xa, i=l10r. (6.15)
k=0

Analogamente, obtemos que a equação (6.12b) é equivalente

e'Ww — DN zh,e" — YDvyw, = O(z""), i=1(Dr. (6.16)
j=l j=Hl

Então, as equações (6.14), (6.16) e (6.15) são equivalentes

respectivamente, às equações (6.4), (6.5) e (6.6). o que completa a

demonstração.

Logo, podemos considerar como condições de ordem para a

classe dos métodos DIMSIM equações (6.14), (6.15) e (6.16).

Observe que tais equações são também equivalentes as

equações (6.1) e (6.2), respectivamente.
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CAPÍTULO 7

CONSTRUÇÃO DE ALGUNS
METODOS DIMSIM

7.1 INTRODUÇÃO

Ilustraremos neste capítulo, a construção de algumas

subclasses dos métodos DIMSIM Tipol, Tipo 2, Tipo3 e Tipo4.

1.2 DIMSIM TIPO 1

Usando as condições de ordem (6.14), (6.15) e (6.10),

estabelecidas através do Teorema 6.1, vamos desenvolver os passos

necessários para a determinação dos coeficientes de um DIMSIM Tipo 1,

Butcher [6].

Consideremos r=s=3 e p=5, suponhamos U =/, c,=0

, para facilitar os cálculos .
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q” vz "|
Seja ih VV, Vg ) satisfazendo às propriedades denm vv

estabilidade.

Então, as equações (6.14) e (6.16) serão:
3e — Diza,e“ uy, = O(z”),

j=l j=l

e'w,— SD zh,e% — Syyw, = O(z),
ES jl

onde w =X 0,24, i=1(D3.
k=0

Da equação (7.1), obtemos:  *

w,=|1,

W, = e* — za, + O(z”),

w, = e — z(a, + ae?) + O(z),

e da equação (7.2) teremos:

e =z(b, + bre” +b je?) + (Vw, + vw, + v,w,) + O(zó),

e*w, = Z(b,, + bye” +bie)+ (vw, + vw, +v,w,) + O(zó),

e*w, = z(b,, + bre? +be) + (Vw, + vw, + v,w,) + O(z”).

Subtraindo a equação (7.6) da equação (7.7), teremos:

e” (w, — D=z(b, — by) +z(b, — b,)e* + z(b, —b;3)e + O(z”). (7.9)

Dividindo a equação (7.9) por z e substituindo w, dado em

(7.4), vamos obter:
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—

=a,e* +(b, —b)+(b, —b,)e% +(b,­b, Jet +O(2). — (710)

Para eliminar a,, b, —b,, b, br, b;—­b; Vamos aplicar

em (7.10) o operador diferencial D(D­D(D­c,(D­c,)), em relaçãoa z;

isto é:

(Ho)CO=00. (711)DID=DID=eND­=eY
(1+c2)z z

2 e —e o
Se desenvolvermos a funçãoZem série de Taylor

em torno do ponto z=O0, teremos:

1­0)Z  ze e

"
= 6, +6,2+632 ++, 2 +O(2"), (7.122)

—U+co)'­!
Fa

5,
1 para 1 =1,2,3,.... (7.12b)

Logo, aplicando o operador D(D­D(D­c,(D­c,) em

(7.12a) obtemos:

(281 = 5P +2667 = PI z+3(467 = SPD Z2A+oo, (7.132)

EM =is, ­8o, (7.13b)

E =i6Nl = 6o,. (7.130)

Por outro lado, temos que a equação (7.11) será igual a

equação (7.13a) se 261 ­ 51? =0 e substituindo 61º e 63º! teremos:

661! 261(c, +D+6I'c,=0.

Por (7.13b) e (7.12b) obtemos:
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1+c,)5 ­ Faroe]Vo (tata) |
[a+c)=1) [Tarot]

+(C7 +C3 + qu) ——|­ 2 a =0O;

o que nos fornece c, em função de c, Podemos verificar que a

expressão obtida é equivalente a:

1+c7

Íxx­ D(x­c,(x­c3)dr=O0. (7.14)
1

Considerando então (7.14) , podemos também determinar o

valor de c, em função de c,(c, = O), isto é :

— 30+30c, + 5c, — Bco)
3 30+10c,­5e2

E

Por um procedimento análogo, podemos determinar

os valores de a,,b,—b,,b,—by,b;­b; usando respectivamente

OS operadores D(D—­c)(D­c) (D­D(D­c)(D­cy,

D(D­D(D­c) e D(D­D(D­c), na equação (7.10) e

considerando z = O. De maneira equivalente, como no caso anterior,

esses valores podem também ser encontrados através de integrais

adequadas, isto é:

o

­ —c,)dxÊ af cx) e (12+60,­c3)­20,0,(6­ 03)
(1­c)l­c,) 121­c,)l­c,)

(c,,C; *)D,

l+c7

— Ja­DaraNanadE 62, +c3)+c,o,(6—­20,)
CC; 12c;

(cc; *0),

+o7

fuc= DO 0)d . c,(6+ 8, +3c2) — c,0,2(3+20,)
— elo­Dle,­o) 12(c, — D(c, —=c,)

(0, 1, 0, EC),
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l+co7

—­Di(x­c,)d

|
i xa x­C,) e c(6+20, ­c3)

20 1, o, É23 13 c;(c; = Díc;­c,) " 12c0;(0; —D(c;—c,) (Cc; c;ÉlLC, Cc):
Analogamente, se subtraímos a equação (7.6) da equação

(7.8), vamos obter:

eos — e?

7 = a, e“ +(b,, —b ) +anet? + (bz, —b Je” (7.15)
+(b,, =b,)e* +O(7*)

Para determinar a,,adv,b,­b,,b,­b, e b,­b13º

aplicamos OS operadores D(D—1­c,))(D—­c,(D—c,),

D(D­D(D­ e, D­ Cc), (D­D(D­l1­c,)(D­c,)(D­c,y,

D(D­D(D­1­c,)(D­—c,) e D(D­D(D­1­c(D­c,),
respectivamente em (7.15), logo:

ltre3

­ fx(x=1­0,)(x­c,)(x­c,)dx
ce (1­c)1­c;)

— 600,0, (1­c,) +30ci (­1+2c,) +10c;(3+c, +c3) +5ci (1 20,) + 3ci
60c, (1­c,)(1­c,) '

t+o3

xx—D(x—­c,)(x—c,)dx
a, =

c(1+c,)(l+c,­c,)

— 30c;Ul­c,)+10ci(3­c,)+5e3(1+c,) —3c)
" 60c, (1I+c,)(1+c,­c,) '
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1+c3

fa­D(x=1­0,)(x­c,)(x—c,)dx
b, ­b,=

ce,(1+c,)

— 3000, (­1+c,) +10c7 (2—­3c, —c2) +10c3(1+c,) —3c3
60c,(1+c,)

1

+63— xx = D(x—­l1—c,)(x—c,)dx
b,, bz = !

c.(c, — D(c, —c,)

— 30cic, +1003(—2+c,) +5ci(—2—c,) +3c)
60c, (c, — D(c, — cz)

'

fx—D(x—­1—­c,)(x—c,)dx
= —

=bb; = a

c;(e, = D(c, ­1—­c,)(c;=C,)

—15cye, (1 +c,) +10c] (1— 3c, +c3) +15c3(1—c,) +6c7
30(c; — D(c;, = 1­c,)(c; = Cc)

|

Finalmente, para determinar v,,v,,v3, bn, bp e ba,

vamos usar a equação (7.6), Isto é:

e* =[v, + (b, — v4a, — v;a,)z]+[v, + (by — va, )zle”
+[v, + byzJe? + O(”). (7.16)

Neste caso, para se determinar bh, va, va, usaremos o

operador D(D­c,)º(D­c,)* em (7.16) e a seguir consideramos fazendo

z=0, obtendo:

2 2

bb, = Vas, = Via ­ Ae) Ee1 2721 3731 cics
(7.17)

Agora, aplicando o operador (D­c,)(D­c,)' em (7.16) e

novamente considerando z=0 determinaremos v,, obtendo:
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­ (20, + cb, — va, = vz,] + 1­c) Ac)?
ce; cx

(7.18)1

Substituindo (7.17) em (7.18), obtemos:

Are) Ad­c)loe(2+c,)+20,]
3,3

C2C3
4

De modo análogo, usando os operadores

D'(D­ceD­c)), Dº(D­c,, D'(D­c,)(D­c,) e D'(D­c,
podemos determinar respectivamente b,, — v3d3, v,, b; E v,, OU Seja:

(1­c)l1­c,
2c7(c; e)

”bo = va =

" (1— c,)º[0,(3c, — 2) +40, —5c3]
3 2c2(0; CC).Vs ,

A­e)UA­c)
cil(e;, = c,)*b; HH)

—A­ c,)º lc; (—3c, — 4) +2c, +5ci]
2 = 3 2c3(0; =)

7.35 DIMSIM TIPO 2

Podemos, através do exemplo apresentado, concluir que a

determinação dos coeficientes de um método DIMSIM, utilizando os

operadores diferenciais não é uma tarefa muito simples. Devido a essa

dificuldade, Butcher em [8] apresenta um outro procedimento para

determinar os coeficientes do método, utilizando nas condições de ordem

do método, o desenvolvimento em série de Taylor das componentes do

vetor e“ e da função e”, na vizinhança do ponto zero.
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Para ilustração desse procedimento, considerando r=s=2,

A Op=3 vamos construir um DIMSIM Tipo 2, ou seja a­(; > Por
21

Aa
T l­v yv

:conveniência, vamos supor que c=(0 Cc) ,U=l e v[ y ") cujo
espectrum é o(V) = (0,1).

Consideremos c,=2 e A4=+3, que segundo Butcher [8] nos

garante a A­estabilidade do método. Logo, as condições de ordem do
método serão:

e* =2Ae* + Uw+ O(zº), (7.19)

e*w=zBe“ +Vw+ O(z”). (7.20)

EDe (7.19) temos para w= (w, w,) que:

w =1­32+ O(z”) (7.21a)

3
a 37w, =e? laj+te! roxo. (7.21b)

e de (7.20) obtemos:

E”
e*w, =z(b, +bpe? )+(1—v)w + vw, + O(z”), (7.222)

E”
e“w, =z(b, + bye? )+(1—v)w +vw, + O(zº), (7.22b)

Considerando o desenvolvimento em série de Taylor da
3,

função e? em (7.21b), teremos:

w, =1+(2­a,Ja ­&2+0(2”).

AS
AVAVAN

2 3 4 5 6 7 unesp 11 12 13 14 15 16 17



Substituindo (7.21a) e (7.23) em (7.22) e considerando­se os
3

. nz ” A .desenvolvimentos de e* e e? vamos obter expressões em potências de z,

que devidamente agrupadas nos fornecem:

(1­b, br ­ivr+ra+(4­3b,)e +(d­ tb, +&v)+o('), (7.24a)

e

(E­ax, by bx —ivt+agviz+li­an, —3by)zº +($­3a, — br +8v)2 +O(z*) .(7.24Db)

Como desejamos um método com ordem p=3, igualando a

zero os coeficientes de z, 2º e z* em (7.24) teremos:
rf

3
"1­b,­b, =2v+a v=0,

: 37 ­2b, =0O,
Ss

1

2 2 1y—2a — O, Fav=0O, *
3

—— a, bb, ­2v+a,v=0,
Fl 3 —4 a, ­7b,=0,
25 À Ha 2d2,y7—(9 —24,, = 3b, tav=0O,

para todo z.

Resolvendo o sistema (7.25) obtemos:

v=3, a,=%, by=2, by=­1, by=7 e b,=­1. Assim, o método
proposto por Butcher [8] terá como matriz:

0

1

1

(
2 2
1 A

2 2
27 UNco

l
a
f

foo
l?

e
o

Lembrando que o polinômio de estabilidade é dado por

p(w,z) = det(wI — M(2)), com M(2) =V +zB(I ­zA)"U , ou seja:
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2400­602—­369z
+37 2+18z

27(­4 +32) | 2(200­1112­54922)( ) ti 2+99z
Mí(z)= ,

encontramos:

p(w,2) = (1p,+p.w+pw"),(4 +32)?

onde : py ==172" —322,

p., =22º +X$z—16,

p;=92" —247+16.

7.4 DIMSIM TIPO 5

E

Apresentaremos agora, um DIMSIM Tipo 3 com
l­v yr=s=p=2 onde consideramos A=0, U=I, vl ) e—yv v

T ; ; >c=(0 1). Num processo análogo ao exemplo anterior, da equação

(6.14) obtemos:

wi=|l, (7.26a)

wa =I+z+32º +O(2?). (7.26b)

Substituindo (7.26) em (6.16) vamos obter expressões em

potências de z, que devidamente agrupadas e igualando as potências de z
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2
ez a zero, teremos:

1­ bj — bia —yV =0O,

1—­ 2h", —vy=O,
<

2—Dba — bar —vy=oO,

[4­ 265, =v=0O,

cuja solução será:

(7.28)

Observe que neste caso, a solução do sistema (7.27) nos

fornece a matriz B, em função de V. Logo, a matriz do método será:

(o fo)

Isto é, para qualquer escolha de v teremos um método

DIMSIM Tipo 3 com ordem p=2.

Sabendo­se que a matriz de estabilidade do método (7.29) é

dada por M(z)=V + zBU , encontramos:

I­v­G­3v)z va
M(2)= I­v+tvz RI)

logo, podemos determinar o polinômio de estabilidade de (7.29), que
será:

det(wl — M(9))=wW +w(—l—­3z+va)—­vz+(l—v)Z.
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Note que, em (7.29) se considerarmos v=+72, obtemos o

método dado pela matriz:

cujo polinômio de estabilidade será:

p(w,2) = w"­(1+22)­L(2+32º).

Esse exemplo, proposto por Butcher[8], é um DIMSIM Tipo

3. com r=s=p=2, cuja matriz é dada por (7.30), ou seja, é um

particular método DIMSIM Tipo 3 cuja matriz geral C é dada em (7.29).

E À

7.5 DIMSIM TIPO 4

Finalmente, considerando r=s=2 e p=3 e utilizando

procedimentos análogos ao usados nos itens 7.3 e 7.4, podemos

construir um DIMSIM Tipo 4. Se escolhermos c=f(o 1), teremos um
sistema com seis equações a seis incógnitas, cuja solução nos fornece o

DIMSIM Tipo 4, tendo como matriz:

O |1

o

5

5
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CAPÍTULO 8

UMA CLASSE DE DIMSIM

8.1 INTRODUÇÃO

Em [6], Butcher desenvolve um caminho para obtenção de

métodos DIMSIM, com r= s= p que afirma ser equivalente a considerar
le; Cc

o o

no qual /,(x), j=1(1)s são os polinômios interpoladores de Lagrange.

Neste capítulo, mostraremos como gerar métodos da classe

dos DIMSIM Tipo 1 através desse procedimento.

8.2 DIMSIM COMr=s=p

Ao considerarmos um método DIMSIM, os coeficientes das

matrizes A e V são escolhidos de forma que o método tenha uma boa

73
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região de estabilidade. Apresentamos, a seguir, um resultado que nos

fornece um procedimento para a determinação dos coeficientes da matriz
b.

Teorema 8.1: Seja r=s=p. Então o DIMSIM com matriz

A 1ed B y) e Vê=eê, terá ordem e ordem de estágio igual a p se, e se
somente se, B= B,— AB, — VB, +VA, onde os elementos de B,, B, e B,

são obtidos por:

lei Cj

B, = fd, B=l(l+c) e B,= Í1,c9dx,
o o

no qual /,(x), j=1(1)s são os polinômios interpoladores de Lagrange.
”

Demonstração:

Sabemos pelo Teorema 6.1 que e“ — zAe“ = Uw(z) + O(z"),

sendo U =] teremos: —w(í2)=(I—zA)e* +O(z2"").

Substituindo w(z) em (6.5) obtemos:

(B— VA)ze“ = e" — Ve? — AzePR + O(zZ""*). (8.1)

TObserve que para z = 0 temos que e“ =(1 e. 1) teremos
realmente que Vê=e,.

Seja g,()=II(x­c) e considerando (x)= Í6,(Mdr,
k=|l okej

i =l(1)s, teremos:
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NaDD"Tl £s )E Ea > “)ao Y e Yohks! ka=kh+Hl ­3 hslo ka=kj+l ka=ka+1

kg=k[+1 ek i=1 ­(s­D'
Ss p* ts| Zen > Cxa' > Cr; T+ sort (­D)oTehis

17

onde D é denominado operador diferencial em relação a z.

Aplicando ; (D) em (8.1) teremos:

(B—VAYP.(D)ze“ ="F, (Dje"t VE(D)e"*­ A P(D)ze" + O(2”'). (8.2)

Sabendo­se que D' é a derivada de ordem 1, i= 1(D)s,
. AN

t
* *considerando Cc =f(c, Cc c.) podemos facilmente concluir que:

D' (ze) =i6 le? + çieNto,

D'(20) (1+ô'ere)

D'(ze"o) —= i++ 0) ettoz + (1+ &)' ze,

D'(e*) = Cie”,

ci)", (ex =(+o)' dro) + (QA+ec))'
1)”.

Definindo c.=Í(c, e. e) para i=2(1)s, assumindo
que z=0, e utilizando a expressão determinada para P.(D) vamos obter:

Tr, (D)(ze*) 7=0 = (& = Cc) (C = Cc; )( = Cc.) ( = C;), (8.32)

(E+C) EO DA +.+e+olla,; (8.3b)s—= 1=ij ij
(Det) =

AAA
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1 (6 + Ci) (E+ê—c) (8 3c)

(8.3d)

PD)(ze9) =(E+6­T)­(ê
asl Ss

C, + .+êIllc,
õ—

a

S s­1X
|

it)

PD),

onde c, =c; para i=1(1)s

Substituindo (8.3) em (8.2) teremos

(B—VA),0/ =0] ­—­Vo] — Aoj, para j*k (8.4)

onde 0”, 0/,0] e O são dados respectivamente pelo lado direito das1 2?

expressões (8.3a), (8.3b), (8.3c) e (8.3d)

Observando que os vetores oi ; O, o' e oO” são da forma

ANTo! ) , podemos[o ÍA jO; =, O oi eo,
reescrever (8.4) através dos elementos das matrizes que a define, ou seja

j

Da, = Xv,ng Vu jo
jo A ist O,

SsbiLa, ==
i=l

4ib,, = Yv.a,== " daDigijo >», j
i=1

j
i=1 ;

Ss

i=|

para j=1(1)s, j*k,.
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Seja e, um vetor da base canônica do N', então (8.5)

poderá ser dada por:

O; SMO(B­VA­— + A Vo7 8, =0O, para j=11)sejzKk, (8.6)Y o 1
Podemos facilmente verificar que:

=Ó,(c,),
Ho;

07,= 16,0) dx,
o

O;, = d,(l1+c,),

para i=1(1)s, j=l(N)sej*k.

Concluímos então, que os sistemas (8.2) e (8.6) são

O, oi, ;

equivalentes. Considerando BE B,E e B =" podemos
1

então, reescrever (8.6) como:

B=B,­ AB, ­VB, +VA. (8.8)

x

Observe que =/.(x), onde /.(x) são os polinômios$,(c)
de Lagrange. Assim, podemos concluir que:

B, = ft, cas, B=L(1+c) B,=)1,()dx,
o o

o que completa a demonstração.
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Utilizando o resultado desse teorema podemos determinar os
elementos da matriz B em função dos elementos da matriz A e V. O

resultado a seguir, devido a Butcher e Jackiewicz [9] nos permite

completar a determinação dos coeficientes do método.

Teorema 8.2 : Seja V, tal que Vu=u e P'(1) <O, onde

P é o polinômio característico de V . Supondo que os coeficientes

a,, de (6.1) existem e que as aproximações y"” e Y dadas em (6.1)

e (6.2) terão ordem p, e assumindo que para a matriz de estabilidade

Mí(z) dada por:

M(z)=V+zB(UI­zA)'U, (8.9)

teremos:

det(e?I — M(2)) = O(z"*).

Então, a aproximação y!" de (6.1) terá ordem p.

8.3 CONSTRUINDO DIMSIM TIPO 1 COMr=s5=p=3

Utilizando resultados de Butcher [6], [7] e [8]; e de Butcher

e Jackiewicz [9], e de Christiano e Martins [11], construímos um método

da classe DIMSIM Tipo 1 explícito, com r=s=p=3.

:
"

:

TPor exemplo, seja c=(o C, Cc) , Van
Lv

Vê =eê(v, =1|­v,­v3)e U=l.
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Através da Teorema 8.1 obtemos as matrizes B,, B, e B, e

daí os coeficientes de B em função de A, Ve c, dados por:

2
| 1 Cv, CC Cv,  C3V3

+ +AgzV3 =X AE+,
2c; 3Bc1C, 2 Cc

3 2 2 3bo = 2—3c3 — 2c37va +3c3Cv, + Oaz5037va — OAzZ5C.CaV3 + C3V3
127 ,

b 2—3c, +civ, +3c,c3v, —2civ,
137 H)

b 2— 6a, + 3c, +6a,1,03; = c3 —3c7 +6a cz Baco, + 3c3c; +Cciv,
217 6c,C3

2 36a,,C2C3Vo —= 3cêc3v, + 643,05 C3V3 = 3C4C3 Vv3 + Ca7V3
,

6c,C,
Ed

2

br =

2 3

H

22— 6a,, + 3c, + 6a,Cc, — Cc +civ, +3c.c3va —2civ;
b; = ,

31 7 6c,C3

2 343 2 2 33c,c3 — c3 + Cava + 6a caC3va — 3czc3v, + Oaz,c4C3v3 — BCaC3va +C3va
H

6c,C3

ba: = —6c, (Cs — C3)

2 3ci +2civ, — 3c3C3va — 092505 v3 + OAz9C2C3V3 — C3V3
Hd
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2 3,13 2 3—3c,c3 + 203 + cava +Becivz = 2C03V,
—6c3 (Ca —C3)

Construindo a matriz de estabilidade M(z) definida por (8.9),
obtemos:

det(M(2))=A Z+A,Z +AL, (8.11)1 2 3

onde que os coeficientes &, dependem dos coeficientes do método e

deverão ser nulos para i=1(1)3. Daí, determinamos os coeficientes de A,

obtendo:

3 2 2 2a. = C3(C7 + 3a ce, 2070; —2aCe3) +Cye,
31 E

C,

2c;(—c, +c,)
a ET 6,620 e oto (8.13)

Uma particular classe de métodos DIMSIM Tipo 1 dadas por

(8.11) e (8.12) pode ser obtida para cada escolha de c,, c; onde

Vv, +Y, +v;=1. Por exemplo, escolhendo c, =, c;=1, v=2 e
v, = v, =, obtemos:

|
+ fo 0 i
3 m

|, BE, —3 do10
E)

3 8 6

Consequentemente, teremos:
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a a19, 1 312

(16 2 T4 7932

e utilizando (8.12) e (8.13) obtemos que a, =1­4a

a, qualquer.

O determinante da matriz de estabilidade será:

17a, 3a 19a 5 11 3a 19 3det(M(2))= (Ra+ oro oO HBO TD Do ao
cujos coeficientes são nulos para todo valor de a,, isto é, det(M(2))=0O,

obtendo­se assim, uma particular classe de métodos DIMSIM Tipo 1 com

r=s=p=3.

Daí, a matriz C dessa classe de métodos é dada por:

o O [o 1 0 0

42)

11­40,

3 om
48 2

23 Ex

48 2?

EM

167 D1

5936+ 447)21

2

O polinômio de estabilidade de (8.15) será:

P(Ww,2)=w + pw +p,w,

T7a,, 74 Ta,, 722 113Pia 4
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3 7a, z? 13 , lan 2­1.Ta, à; 7 +16º à 48 2 AaPena?

Pelo Teorema 8.1 temos que det(e“I— M(2))= O(zº). De

5—­3a

det(e'I — M(2))= 6 Az, (8.16)

Como a,=2, concluímos que det(e*I1 ­ M(2))=­252º, o
que nos garante que o método dado em (8.15) tem ordem 3.

Em (8.16), se considerarmos az, =, obtemos um DIMSIM
Tipo | onde r=s=3 mas agora com p=4, isto é:

0 O

o o

3
3

2 3 L
112 4 48

73 — 37
336 12 336

55 29 26
112 12 336

Vale observar que as matrizes B,,B, e B, são as mesmas

para os métodos (8.15) e (8.17).

Podemos também determinar os coeficientes da matriz B

utilizando­se apenas das condições de ordem do método, como

apresentado no capítulo anterior, que são:

e“ =2zAe“ +Uw+ O(z), (8.18)

e*w=zBe* +Vw+O(z). (8.19)

Escolhendo c=(o +34 1)7,de(8.18)e(8.19), obtemos:
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w =], (8.20a)

dzw, =e? za, + O(z5), (8.20b)

1
w3 = e* — za, ­zaze? + O(z), (8.20c)

dz
e'w =z(b, +bre? +bae)+iW +IW, +IW3, (8.212)

1;e*w, =z(b,, +bue? +bue)+iWw +2W, +EW3, (8.21b)

1

e Ww; = z(bz, + be?” + b;3e”) + TW, + TW, + TW;. (8.21c)

Considerando o desenvolvimento em série de Taylor das
”

funções e“ e e? , podemos reescrever (8.20b) e (8.20c):

W, =1+(3­an)I+37'+ + O(z”), (8.222)

w, =1+(1—­a, ­a,):z+E­da,)Z +(E­ia,)z + O(z).(8.22Db)

Substituindo (8.20a) e (8.22) em (8.21) e aí considerando
1

. 32 ­novamente os desenvolvimentos de e“ e e? obtemos uma expressão em

potências de z. Agora, igualando os coeficientes de 2,2 ez a zero

obtemos:
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16+$932 ba —bh3=0,
d6 + 33932 — gb, —3b3=0,
1+3a47 +343, buy, bh ­b3=0,
16 9421 +$432 bo, —b3=0,
36 — 2921 + 35932 gb 32h33 =0O,
60+2a,, — 3az, — 3az5 —4b7, — 46h77 — 46h73 =O0,
2. —un 1 —16 431 — “8 432 = 2033 =b33=0,
[41 1603, — 3503, — 463, — 1663; =0.

Resolvendo­se o sistema (8.23) obtemos a matriz B dada em

(8.14). Observe que esse processo é análogo ao utilizado por Butcher em

[8] . No entanto, encontramos apenas os coeficientes da matriz B em

função da matriz A, e não todos os coeficientes do método, como ocorreu

utilizando os resultados dos Teoremas 8.1 e 8.2.
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CAPÍTULO 9

CONSIDERAÇÕES FINAIS

Conforme pudemos constatar, os Métodos Lineares Gerais

(MLG) propostos por Butcher, em [4] e [5], apresentam como
características básicas a formulação multi­estágio, em analogia aos

Métodos de Runge­Kutta, bem como a necessidade de se dispor a cada

passo de aproximações para a solução em mais do que um ponto anterior,

como acontece com os Métodos lineares de passo múltiplo. A

incorporação dessas duas características num só método podem ser

encontradas nos métodos Pseudo­Runge­Kutta [10], [17] e [18], nos

métodos de passo múltiplo generalizados [3], [14], [15 ] e nos métodos

de passo múltiplo compostos [13]. Sob o ponto de vista qualitativo,

podemos considerar na sua construção as propriedades para a garantia de

estabilidade e consistência. Isto é, considera­se a limitação das potências

da matriz À e a existência de vetores uev tal que Vu=u, Uu=ê e

Bê+Vv=u+v.

Uma outra condição que também pode ser considerada e

que aparece incorporada à filosofia dos MLG é que os estágios
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intermediários do método também tenham ordem elevada, e não apenas o
estágio final. Essa é hoje uma propriedade importante sob o ponto de

vista qualitativo e é também considerada por Albrecht [1], [2], que

propôs uma classe de métodos com formulação matricial, muito

semelhante à dos MLG. Essa formulação também permite a construção

de um teoria unificada para classes de métodos como os de Runge­Kutta

e os lineares de passo múltiplo. Um estudo comparativo dessas duas

teorias parece­nos algo muito interessante e útil.

Na busca de MLG com características favoráveis sob o

ponto de vista computacional, Butcher definiu o que denominou de
métodos DIMSIM. Em tais métodos podemos identificar alguns

princípios: a matriz A apresenta uma estrutura que permite avaliar os
estágios intermediários a um baixo custo computacional; o espectrum da
matriz V é dado pelo conjunto (0,1); a ordem dos estágios intermediários

é muito próxima do estágio final.

Dos quatros tipos de métodos DIMSIM propostos por

Butcher consideramos os do Tipo 4 (Butcher [7]) muitos interessantes,

pois são voltados para problemas do tipo stiff e possuem uma matriz A

que permite explorar o processamento em paralelo.

Na construção de métodos DIMSIM a matriz U deve ser

escolhida convenientemente, por exemplo, se r=s= p, isto é, temos que

U é uma matriz quadrada, o mais usual será considerarmos U=/. Essa foi

a opção que consideramos na construção de métodos dos quatros tipos,

apresentados no capítulo 7.

Butcher e Jackiewicz [9], ao construir métodos DIMSIM

com r=s+l=qg(ordem dos estágios intermediários) e p=qg ou p=a+l1

86

AS
AVAVAN

2 3 4 5 6 7 unesp 11 12 13 14 15 16 17



ou quando r+l=s=qg e p=q ou p=q+l, isto é, onde U não é uma

matriz quadrada, consideram como U a matriz identidade completada

com valores nulos ou valores cuja a soma por linha sejam iguais a um.

Os métodos DIMSIM Tipo 1 que apresentamos no capítulo 7

foram construídos usando operadores diferenciais adequados, conforme

proposto por Butcher [6]. Ao consideramos r=s=3 e p=5, não

conseguimos determinar os elementos das matrizes A, B e YV

explicitamente, isto é, são apresentados através de relações entre eles.

Tentamos resolver o mesmo problema através de outro

procedimento, isto é, considerando as expressões em série de Taylor das

funções e* e e“(componente a componente). Porém, por esse caminho

não chegamos à solução do sistema de equações gerado, constituído por

15 equações à 15 incógnitas.

Usando o mesmo procedimento, mas agora considerando

pré­definido o vetor e o escalar À da diagonal principal da matriz A,

geramos um método do Tipo 2, quando r=s=2 e p=3.

Para o caso DIMSIM Tipo 3 (A=60), com r=s=p=2

obtivemos uma família de métodos a um parâmetro, considerando o

mesmo procedimento utilizado no caso anterior.

Embora no trabalho tenhamos exibido um particular método

de DIMSIM Tipo 4, r=s=2 e p=3, devemos registrar que sem grandes

dificuldades podemos chegar a métodos com essas características, mas

sem fixar o componente c, do vetor c.

Construímos também métodos DIMSIM Tipo 4 com

r=s=p=3 mas que deixamos de apresentar no trabalho por que os
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elementos da matriz C do método são expressões extensas, envolvendo 4

e as componentes do vetor c.

No capítulo 8, apresentamos outros resultados obtidos por

Butcher em [6] que permitam construir uma subclasse de métodos

DIMSIM para o caso r=s=p. Neste caso, determinamos a matriz B

através dos polinômios interpoladores de Lagrange, expressados em

função dos elementos das matrizes A, V e do vetor c. À seguir, usando a

matriz de estabilidade M(z) determinamos os elementos da matriz A em
função do vetor c. Com isso, chegamos à família de métodos, tendo os

elementos da matriz C em função de elementos de A e de c.

Os elementos da matriz B podem também ser determinados

através do mesmo procedimento considerado no capítulo anterior.

Ilustramos todas essas situações através de um exemplo

apresentado ao final do capítulo 8.

Esperamos que este trabalho se constituia em uma

contribuição teórica aos interessados na teoria desenvolvida por Butcher.

Reconhecemos sua importância, em especial ao explorarmos os métodos

DIMSIM, mas devemos registrar as dificuldades de assimilação que a

teoria apresenta.
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