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RESUMO 

 

Neste trabalho aborda-se o estudo de momentos fletores em fundações tipo radier em concreto 

armado, visando considerar a comparação destes momentos entre uma teoria de placas 

analítica e uma simulação numérica computacional. Ressaltam-se os detalhamentos dos 

estudos da teoria analítica bem como o processo, passo a passo, de um programa que tem 

como base o método dos elementos finitos. A teoria de placas tem grande importância no 

estudo de radiers e toma como base algumas hipóteses fundamentais, onde a superfície média 

da placa é considerada plana e indeformável, os pontos que estão normais ao plano médio 

permanecem normais após a flexão, e a tensão normal transversal ao plano médio é 

desconsiderada, devido sua intensidade irrelevante perante as demais. Os programas 

computacionais oferecem bons resultados quando aplicados de maneira correta, resolvendo 

inúmeras funções em um pequeno intervalo de tempo. Tem-se como objetivo ressaltar a 

importância dos momentos fletores, seus pontos de máximo e mínimo, a fim de realizar um 

bom dimensionamento de armadura para uma estrutura em concreto armado. Além disso, 

pode propiciar uma economia de aço nas regiões menos solicitadas, antes dimensionadas para 

uma carga distribuída em toda a superfície da placa, de mesma intensidade. 

 

PALAVRAS-CHAVE: Momento fletor. Flecha de uma placa. Estrutura de fundação tipo 

radier.   
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ABSTRACT 

 

It aims the comparison of these moments between an analytical plates theory and a 

computational numerical simulation. It is accented the details of studies about analytical 

theory as well the process, step by step, of a program that has as an influence the method of 

finite elements. The theory of plates has an extremely importance when it is talked about slabs 

and it takes as a base some fundamental hypotheses (that the middle point of the plate is 

considered flat and under formable) the points that are normal in relation to the middle 

surface is not considered because of its intensity that is irrelevant in comparison to the rest. 

The computational programs offer good results when they are applied in a correct way and, it 

resolves numerous functions in a short period of time. The objective is to highlight the 

importance of bending moments, its points of maximum and minimum, that has the objective 

of realize a good reinforcement sizing for a reinforced concrete. Furthermore, it can propitiate 

an economy in places that is demanded a small quantity of steel, before dimensioned for a 

load that is distributed in all the surface of the plate, at the same intensity. 

  

KEYWORDS: Bending moments. Arrow of plate. Slab foundation. 
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1 INTRODUÇÃO 

No estudo de Teoria de Placas, as propriedades de flexão dependem principalmente da 

espessura da placa analisada, podendo assim ser dividivas em três grupos: placas finas com 

pequenas flechas, placas finas com grandes flechas e placas grossas.    

Neste trabalho foi tomado como base uma estrutura de fundação cujo nome é radier, 

onde uma de suas dimensões(espessura) é de ordem muito inferior as outras duas(largura e 

comprimento). O radier é uma estrutura de fundação rasa que consiste em uma placa contínua 

em toda área da construção, como se fosse uma laje apoiada no terreno, com o objetivo de 

distribuir a carga em toda superfície. Geralmente feito em concreto armado, com armadura de 

aço nas duas direções, tanto na parte superior como na parte inferior(armadura dupla) e sendo 

simplesmente apoiado no solo, o radier transmite as cargas nele atuantes para o terreno. Seu 

uso é indicado para solos fracos e cuja espessura da camada é profunda. 

Ao executar o radier de forma planejada e eficiente, algumas vantagens são relevantes 

mediante outros tipos de fundação, tais como: 

• Economia: redução de custos podendo chegar a 30%; 

• Agilidade: maior velocidade na execução; 

• Praticidade: redução na mão de obra; 

• Satisfação: posicionamento das paredes a critério do cliente; 

• Elimina escavação; 

• Elimina viga baldrame; 

• Elimina contra-piso. 

Para entender o princípio básico do funcionamento de um radier, deve-se levar em 

consideração um solo muito úmido. Se você pisar neste solo, certamente seu pé irá afundar, 

porém, se for colocado uma chapa de metal ou até mesmo de madeira, você poderá pisar 

tranquilamente, pois esta chapa, que neste estudo seria a nossa placa, irá distribuir a carga 

aplicada de modo que a chapa não afunde.  



 
 

Como as flechas obtidas nos radiers são pequenas em relação a sua espessura, observa-

se que estas estruturas se enquadram no primeiro grupo citado acima, placas finas com 

pequenas flechas, que levam em conta algumas hipóteses fundamentais que serão detalhadas 

mais adiante, como: 

• Não há deformação no plano médio da placa; 

• Os pontos situados em uma normal ao plano médio da placa permanenem normais ao 

plano médio após a flexão da placa; 

• Não são consideradas as tensões normais transversais a placa, pois são irrelevantes 

quando comparadas as tensões normais. 

 

2 DESENVOLVIMENTO  

2.1 Flexão pura de placas  

Ao estudar as pequenas flechas de uma placa, deve-se inicialmente considerar um 

plano xy antes da flexão, denominado plano médio. Durante a flexão da placa, partículas que 

se encontravam no plano xy sofrem pequenos deslocamentos perpendiculares a este  

representados por w. A sucessão destes deslocamentos w irão compor a flecha da placa. 

Se é considerado um plano normal a placa paralelo ao plano xz, conforme  Figura 1, 

consegue-se obter o raio de giração segundo ao eixo x através de: 

                                                                (1) 

e igualmente para um plano normal a placa paralelo ao plano yz, temos: 

                                                               (2) 



 
 

 

Figura 1 – Pendente da superfície média na direção do eixo x (TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS, 1975). 

Agora, se for tomada uma direção qualquer(an) no plano xy, e sendo  o ângulo que 

esta direção faz com o eixo x, a diferença entre as flechas de dois pontos próximos conforme 

Figura 2 resulta na seguinte equação: 

                                            (3) 

que é a pendente correspondente ao ângulo . 



 
 

 

Figura 2 – Vista superior da direção an no plano xy (TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS, 1975). 

Para determinar a curvatura da superfície de uma placa, considera-se que a tangente do 

ângulo da flecha com o plano xy  é  igual para todas as pendentes, já que as flechas são muito 

pequenas e elevando-as ao quadrado seriam praticamente desprezíveis. Sendo assim, a 

curvatura de uma superfície em um plano paralelo ao plano xz é igual a: 

                                            (4) 

e da mesma forma para o plano yz: 

                                             (5) 



 
 

o sinal negativo é justificado pela derivada segunda de w em relação aos respectivos eixos. 

Considera-se a curvatura positiva se a superfície for convexa para baixo. Estas equações são 

idênticas as de uma viga flexionada, relacionando a curvatura com a flecha. 

 Para a curvatura de superfície média segundo uma direção qualquer(an) tem-se: 

                                                (6) 

e arranjando a equação (3) com a equação (6) chega-se no seguinte resultado: 

                           (7) 

onde se vê que pode-se calcular a curvatura em uma direção an, se é conhecido suas 

curvaturas e sua torção em determinado ponto. A torção toma como referência os dois eixos e 

é representada pela fórmula abaixo: 

                                                          (8) 

 

2.2 Relação entre momentos fletores e curvaturas na flexão pura de placas 

 Para se obter bons resultados na flexão de barras prismáticas, que neste caso seria uma 

retangular(radier), considera-se a hipótese de que as seções transversais da placa permanecem 

planas durante a flexão e apenas giram de modo a estar sempre normais a superfície média, 

como dito anteriormente. A combinação da flexão em duas direções perpendiculares nos leva 

a flexão pura de placas. O termo “pura” é utilizado sempre quando desprezamos o esforço 

cortante. 

 A Figura 3 apresenta a distribuição uniforme dos momentos fletores em uma placa 

retangular, sendo os eixos x e y dois dos bordos da placa. Também é possível observar na 

Figura 3 os sentidos positivos dos momentos, que são aqueles que produzem compressão na 

superfície superior da placa e tração na superfície inferior. Os momentos fletores  atuam 

no bordo paralelo ao eixo y e os momentos fletores  atuam no bordo paralelo ao eixo x. 



 
 

 

Figura 3 – Distribuição uniforme de momentos fletores positivos (TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS, 1975). 

Ao considerar um elemento de superfície da Figura 3, na qual sua espessura é pequena 

demais comparado com as outras dimenções e que suas seções xz e yz permanecem planas na 

flexão, ou seja, apenas giram de modo a manterem-se normais a superfície média, pode-se 

concluir que a superfície média não sofre nenhuma variação de dimensão. 

 Este elemento citado acima é ilustrado na Figura 4, onde nele é considerado um plano 

abcd paralelo a superfície média e distante de z da mesma. Através deste elemento consegue-

se descobrir as deformações longitudinais com respeito aos eixos x e y dividindo a distância z 

pelo seu respectivo raio de curvatura: 

        e                                               (9) 

como a carga que atua na placa é normal a superfície e as flechas são muito pequenas quando 

comparadas com a espessura, pode-se desprezar as deformações no plano médio da placa 

considerando que os bordos estejam livres para se movimentar. As condições de bordo serão 

esclarecidas mais adiante.   



 
 

 

Figura 4 – Elemento isolado da placa (TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS, 1975). 

Ainda na Figura 4,  as tensões normais distribuidas nos planos xz e yz do elemento 

podem ser reduzidas a pares de forças, cujos valores são os mesmos dos momentos externos 

 e : 

                         (10) 

                          (11) 

onde D representa a rigidez da placa a flexão, e é dada por: 

                                                    (12) 

 



 
 

2.3 Equação diferencial da deformada 

 Voltando a considerar um elemento da placa, com o plano médio xy e o eixo z 

perpendicular a este plano, a Figura 5 nos mostra que além dos momentos fletores e 

momentos torsores considerados na flexão pura de placas, existem esforços cortantes verticais 

que atuam nas faces do elemento. Estes esforços são dados por: 

                                  (13) 

 

Figura 5 – Momentos fletores, torsores e esforços cortantes em dois planos (TEORIA DE PLACAS Y 

LAMINAS, 1975). 

A Figura 6 e a Figura 7 representadas mais adiante nos mostram que os momentos e os 

esforços cortantes são funções das coordenadas x e y, assim como suas respectivas divisões 

elementares dx e dy. As direções observadas fazem referência aos sinais positivos dos 

esforços, afim de manter o equilibrio do elemento. Também é considerado uma carga 

distribuida q atuando na superficie superior da placa, cujo valor da carga que atua no 

elemento das Figura 6 e Figura 7 é dado por qdxdy. 



 
 

 

Figura 6 – Momentos positivos no plano médio (TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS, 1975). 

 

Figura 7 – Forças positivas no plano médio (TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS, 1975). 



 
 

Projetando as forças que atuam no elemento representado anteriormente no eixo z, se 

obtem a seguinte equação de equilibrio: 

                                              (14) 

 Agora considerando todos os esforços que atuam sobre os eixos x e y neste elemento, 

chegam-se nas seguintes equações, respectivamente: 

                     (15) 

 Considerando que não existem forças nos sentidos de x e de y nem momentos com 

relação ao eixo z, consegue-se então o equilibrio do elemento. Isolando Qx e Qy nas equações 

(15) e posteriormente os substituindo na equação (14) obtem-se o resultado a seguir: 

                                    (16) 

 Para chegar ao objeto principal do estudo em questão, devem-se considerar as flechas 

w da placa na equação (16). Sendo assim, são aceitas as hipóteses em que se desprezam os 

esforços cortantes Qx e Qy e também a tensão  devido a carga q. 

 Utilizando as equações (10) e (11) e considerando que: 

                                    (17) 

chega-se a equação abaixo, que através de sua integração consegue-se resolver o problema de 

flexão de placas para baixas cargas transversais: 

                                        (18) 

 

2.4 Condições de contorno 

 Primeiramente leva-se em conta neste estudo placas retangulares, aos quais dois de 

seus bordos coincidem com os eixos x e y. Existem três tipos de condições, bordo engastado, 

bordo simplesmente apoiado e bordo livre, onde cada uma delas possuem características 



 
 

próprias. Para entender melhor estas condições, foi considerado um bordo a que coincide com 

o eixo x. 

 Se o bordo da placa está engastado, obviamente não existe flecha w ao longo deste 

bordo e também percebe-se que sua tangente coincide com o plano médio. Portanto as 

condições de contorno para este caso são: 

                                              (19) 

Se o bordo da placa está simplesmente apoiado, a flecha w ao longo deste bordo 

também deve ser nula, e como ele pode girar livremente não existem momentos fletores. Para 

este caso as condições são: 

                                (20) 

Se o bordo da placa está livre, logicamente não existem momentos fletores nem 

esforços cortantes nem momentos torsores atuantes neste bordo. Então as condições de 

contorno são: 

                               (21) 

porém, Kirchhoff provou que três condições de contorno são excessivas, sendo duas 

sulficientes para a completa determinação das flechas w que satisfazem a Equação 18. Sendo 

assim, o momento torsor se une ao esforço cortante para que existam apenas duas condições 

de contorno. 

 

2.5 Placas sobre base elástica 

 Uma placa carregada transversalmente, por uma carga qualquer, pode se apoiar sobre 

uma base elástica, como por exemplo uma pista de aterrizagem ou uma estrada em concreto 

armado. A base por sua vez recebe reações pequenas do terreno em que está se apoiando, 

sendo proporcional as flechas que a placa possui quando submetida a flexão, e com 

intensidade kw. Esta reação possui um coeficiente de recalque k, expresso em quilogramas 

por centímetro cúbico.  



 
 

 O valor numérico do coeficiente depende em grande parte das propriedades do terreno 

de apoio, que no caso de uma fundação rasa do tipo radier, com grande extenção, pode ser 

estimado através da Figura 8: 

 

Figura 8 – Diagrama do coeficiente de recalque (TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS, 1975). 

 Pode-se dizer então que a superfície inferior da placa está carregada com reações 

elásticas do solo, que se subtraem a carga distribuída aplicada na superfície superior, 

chegando assim na seguinte expressão: 

                                            (22) 

 

2.6 Placa retangular parcialmente carregada 

 Considerando um elemento retangular(prst) de uma placa, com a zona hachurada de 

lados u e v, indicados na Figura 9, sujeito a flexão simétrica, devido uma carga q 

uniformemente distribuída, observa-se que ele se desenvolve através de uma série que 

representa a carga atuante no elemento. Esta série é descrita da seguinte forma: 

        (23) 



 
 

 

Figura 9 – Carga distribuída sobre retângulo hachurado (TEORIA DE PLACAS Y LAMINAS, 1975). 

e a flecha da placa correspondente a zona prst é obitida através de: 

                  (24) 

Sendo a flecha decomposta em duas direções, temos: 

                                                         (25) 

onde  e  são soluções particulares da equação (24), independentes das variáveis y e x, 

respectivamente. Fazendo essas considerações, para o caso de , a equação (24) transforma-

se em: 



 
 

                             (26) 

e integrando esta equação com respeito ao eixo x, obtem-se: 

                            (27) 

 O mesmo deve ser feito com relação ao eixo y, para que se possa compor a flecha da 

zona prst da placa. 

 

2.7 Simulação Computacional 

 As simulações numéricas e computacionais destinadas à previsão de comportamento 

do radier analisado neste trabalho foram feitas com o apoio do programa de análise por 

elementos finitos denominado ELPLA 9.1 (ELASTIC PLATE), em sua versão Demo e 

limitada em trezentos nós. Resumidamente, o programa analisa radiers de formas arbitrárias e 

com modelo real de subsolo, utilizando o método dos elementos finitos para a solução 

matemática do problema. Em sua versão profissional, pode analisar diferentes tipos de 

modelos de subsolo, especialmente o modelo contínuo tridimensional que considera qualquer 

número de camadas irregulares, além de possibilitar a escolha de fundação flexível, elástica 

ou rígida a fim de compará-las. 

 Para efeito de comparação, da simulação computacional com o método analítico 

apresentado anteriormente, considerou-se um radier com dimensões de 15,00m x 10,00m x 

0,15m (comprimento x largura x espessura). Os dados utilizados para esta simulação foram: 

•  = 20 MPa; 

•  = 500 Mpa; 

•  = 3 cm; 

• Aço: CA-50; 

•  = 100 kN/m³; 



 
 

•  = 200 kN/m²; 

•  = 0,20; 

•  = 21287 x 10³ kN/m²; 

•  = 10 kN/m²; 

•  = 500 kN/m². 

Primeiramente, inicia-se o programa ELPLA 9.1 e escolhe-se a opção realizar um 

novo projeto, aparecendo a seguinte tela: 

 

Figura 10 - Página inicial do ELPLA 9.1 (ELPLA 9.1). 

Selecionando o ícone analises de fundação radier, deve-se escolher qual método de 

cáculo que será utilizado. Neste trabalho foi considerado o ítem 2/3 da Figura 11 adiante, que 

considera constante as variações de reação do subsolo e que devem ser definidas pelo usuário: 



 
 

 

Figura 11 - Definições de variações do subsolo (ELPLA 9.1). 

 Depois de escolhidos os métodos de cálculos que serão utilizados, deve-se identificar 

o projeto com nome do autor, data e  título, que será posteriormente representado no carimbo 

juntamente com os resultados finais. 

 Com o projeto devidamente identificado, o próximo passo é estabelecer as dimensões 

e o tipo de radier que será considerado neste trabalho atarvés da seguinte janela: 



 
 

 

Figura 12 - Tipos e dimensões do radier (ELPLA 9.1). 

 Dando sequência ao projeto em questão, escolhe-se o tipo de malha que deseja-se 

utilizar. Lembrando que o número de nós e o espaçamento que existe entre esses nós em cada 

direção, x e y, deve ser adotado pelo usuário de forma que a malha não ultrapasse o número de 

300 nós limitados por ser uma versão Demo. Alguns tipos de malhas estão disponíveis para 

utilização, sendo o primeiro modelo escolhido conforme mostrado a seguir: 



 
 

 

Figura 13 - Escolha do tipo de malha (ELPLA 9.1). 

 Para o melhor aproveitamento da versão Demo do programa, foi feito um cálculo para 

descobrir o número de nós e o número de cada espaçamento, tanto na direção x, como na 

direção y. Primeiramente deve-se tomar ciência de que o número de espaços(  e ) vezes 

o comprimento de cada espaço(  e ) devem ser iguais as dimensões da placa(  e ). 

Considerando que o máximo número de nós possíveis é 300 e que eles são de uma unidade 

superior ao número de espaços, chegou-se na seguinte equação: 

                                            (28) 

que também pode ser escrita assim: 

                                            (29) 

 Para que a malha fique com um aspecto de melhor visualização, forçou-se a equação 

acima para que ambos os lados fiquem com a mesma intensidade, ou seja,  

tomando a seguinte forma: 



 
 

                                                     (30) 

 Desenvolvendo a Equação (30) e considerando que a somatória  é igual a uma 

constante  e que a multiplicação  é igual a uma constante , temos: 

                                                 (31) 

 Resolvendo essa equação que possui  e , chegamos no valor de 

 m. Agora, dividindo o comprimento de cada lado pelo resultado encontrado 

descobre-se o número de nós: 

     e                                (32) 

onde foram adotados os números inteiros 20 e 13. E o valor de cada espaçamento foi 

calculado da seguinte forma: 

00 m    e      m                                  (33) 

a fim de tornar a malha com divisões próximas a quadrados. Estes dados foram colocados na 

Figura 14 a seguir: 



 
 

  

Figura 14 - Dimensionamento da malha (ELPLA 9.1). 

 Após a definição da malha do radier, as propriedades do solo devem ser definidas, 

como a capacidade última de suporte de carga e o coeficiente de recalque do subsolo, 

representadas a seguir: 

 

Figura 15 - Definições das propriedades do solo (ELPLA 9.1). 



 
 

 Em seguida deve-se fazer as considerações com respeito a fundação tipo radier, como 

módulo de eslaticidade, coeficiente de Poisson e espessura, retirados da “NBR 6118 – Projeto 

de estruturas de concreto” e mostrados adiante: 

 

Figura 16 - Definições das propriedades da fundação (ELPLA 9.1). 

 As próximas considerações a serem feitas estão ligadas a estrutura em concreto 

armado: 



 
 

 

Figura 17 -  ,  e cobrimento (ELPLA 9.1). 

Depois de feitas todas as considerações necessárias, devem-se ser colocadas as cargas 

que simulam os carregamentos existentes em uma estrutura de fundação tipo radier, como 

paredes, pilares, etc. Como esta versão Demo está limitada a apenas 300 nós e que cada tipo 

de carregamento gera uma infinidade de valores, será considerado apenas uma parede e um 

pilar neste trabalho, afim de verificar os momentos máximos que estas cargas geram na placa 

em questão. A seguir, mostra-se como a parede e o pilar foram gerados pelo usuário: 



 
 

 

 Figura 18 - Locação da parede (ELPLA 9.1). 

 

Figura 19 - Locação do pilar (ELPLA 9.1). 



 
 

 Finalmente após todas essas considerações, o radier é gerado conforme mostra a 

Figura 19, onde observa-se a malha gerada e os dois carregamentos devidamente localizados 

na placa: 

 

Figura 20 - Malha com os carregamentos criados (ELPLA 9.1). 

 Fazendo o ELPLA 9.1 calcular o radier criado, ele nos fornece inúmeras informações 

de muita importância para o dimensionamento da armadura de uma futura estrutura de 

fundação. Neste estudo em questão, as informações principais para a comparação com os 

resultados dos cálculos analíticos são apresentados a seguir, com o detalhamento gerado pelo 

programa em anexos indicados: 

•  = 6,785 kN.m/m (ANEXOS A, B e C); 

•  = 5,812 kN.m/m (ANEXOS D, E e F); 

•  = 1,88 cm²/m (ANEXO G e H); 

•  = 1,60 cm²/m (ANEXO I e J); 
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