IFT Instituto de Fisica Teodrica
Universidade Estadual Paulista

DISSERTACAO DE MESTRADO IFT-D.009/11

Caos e Termalizacao na Teoria de Yang-Mills com Quebra
Espontanea de Simetria

Marcio Woitek Junior

Orientador

Prof. Dr. Gastao Indacio Krein

Setembro de 2011



Agradecimentos

Ao Prof. Gastao Krein, pela confianca na minha capacidade de trabalho.

Aos meus pais, por terem criado as condigoes necessarias para eu realizar um tra-

balho como este.

A CAPES, pelo suporte financeiro.



Resumo

Uma das caracteristicas mais importantes das teorias de gauge nao-Abelianas é a
nao-linearidade das equagoes de campo classicas. Mostra-se no contexto da teoria de
Yang-Mills que essa caracteristica pode fazer com que o campo de gauge apresente
comportamento cadtico. Isso pode acontecer mesmo quando estivermos conside-
rando a dinamica do campo na auséncia de fontes, isto é, o vacuo da teoria de
Yang-Mills. Discutimos a relagao entre os comportamentos cadtico e ergédico. Em
seguida, introduzimos a formulagao de Berdichevsky da Mecanica Estatistica Clas-
sica para sistemas dinamicos Hamiltonianos que sao ergddicos e possuem poucos
graus de liberdade. A Mecanica Estatistica de Berdichevsky ¢ usada para estudar
a situacao mais simples numa teoria de gauge nao-Abeliana onde as varidaveis de
campo sao cadticas e o espaco de fase correspondente tem a propriedade geométrica
necessaria. Mostramos que, para os propédsitos desse estudo, um par de campos
escalares complexos deve ser incluido no problema. Mais precisamente, analisa-
mos o modelo de Higgs nao-Abeliano; a Lagrangiana da teoria considerada possui
uma simetria SU(2). A transi¢cdo de uma descri¢do dinamica do sistema de Yang-
Mills-Higgs (fora do equilibrio termodinamico) para uma descrigdo termodinamica
(quando ele atingiu o equilibrio) é investigada numericamente. Mostra-se que de-
pois de um tempo suficientemente longo as solugoes numeéricas se comportam de tal
maneira que o sistema pode ser descrito de um jeito mais simples através de gran-
dezas como a temperatura, calculadas de acordo com as prescricoes da Mecanica
Estatistica de equilibrio. Estas sao previstas analiticamente para comparacao com
os resultados numéricos. Verifica-se que ha concordancia entre as previsoes anali-
ticas e as numéricas, de modo que a termalizacao do sistema de Yang-Mills-Higgs
pode ser explicada com o auxilio da Mecanica Estatistica de Berdichevsky. Uma
abordagem dinamica ao estudo da termalizacao em teorias de gauge nao-Abelianas
— como a utilizada neste trabalho — pode se mostrar til, por exemplo, na andlise

da termalizacao do Plasma de Quarks e Glions.

Palavras-chave: Caos, Temperatura, Quebra Espontanea de Simetria.

Areas do conhecimento: Dinamica Nao-linear, Mecanica Estatistica, Teoria de

Gauge.
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Abstract

One of the most important features of non-Abelian gauge theories is the non-linearity
of the classical field equations. In the context of Yang-Mills theory it is shown that
this feature can cause the gauge field to show chaotic behavior. That can happen
even when we are considering the field dynamics in the absence of sources, i.e.,
the vacuum of the Yang-Mills theory. We discuss the connection between chaotic
and ergodic behaviors. Then we introduce Berdichevsky’s formulation of Classical
Statistical Mechanics for Hamiltonian dynamical systems that are both ergodic and
low-dimensional. Berdichevsky’s theory of Statistical Mechanics is used to study the
simplest situation in a non-Abelian gauge theory where the field variables are chaotic
and the corresponding phase space has the necessary geometric property. We show
that, for the purposes of this study, a pair of complex scalar fields must be intro-
duced in the problem. More precisely, we analyse the so-called non-Abelian Higgs
model; the Lagrangian of the theory we are considering has a SU(2) symmetry. The
transition from a non-equilibrium dynamical description of the Yang-Mills-Higgs
system to a thermodynamical description when it reaches equilibrium is numerically
investigated. It is shown that after a sufficiently long time the numerical solutions
behave in such a manner that the system can be described by quantities like the
temperature, determined in accordance with the prescriptions of equilibrium Statis-
tical Mechanics. These are predicted analytically for comparison with the numerical
results. It is verified that there is agreement between analytical and numerical pre-
dictions so that the thermalization of the Yang-Mills-Higgs system can be explained
with the aid of Berdichevsky’s Statistical Mechanics. A dynamical approach to the
study of thermalization in non-Abelian gauge theories — like the one we try in this
work — can prove itself useful, for instance, for the analysis of the Quark-Gluon

Plasma’s thermalization.
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Capitulo 1

Introducao

Mecanica Estatistica

E um dos principios da teoria de Boltzmann da Mecanica Estatistica Classica (MEC)
que as propriedades dinamicas e as termodinamicas de um sistema fisico estao conec-
tadas e podem ser descritas no contexto de uma mesma teoria. Boltzmann buscava
uma descri¢ao para sistemas termodinamicos tipicos, como um gas. Analisando um
sistema desse tipo no contexto da formulacao Hamiltoniana da Mecanica Cléssica,
podemos descreve-lo num espago de fase 6/N-dimensional, cujas dire¢oes independen-
tes estao relacionadas aos 3N pares de varidveis canonicamente conjugadas (g;, p;)
(j = 1,...,3N) associados as N particulas que integram o sistema!. Além disso,
esses sistemas sao constituidos por um ntimero muito grande de particulas, da ordem

de magnitude do nimero de Avogadro.

Como o numero de graus de liberdade é consideravelmente grande, Boltzmann pos-
tulou que a dinamica de um sistema desse tipo deveria ser ergddica. Para explicar o
conceito de ergodicidade, consideraremos o exemplo de um gas classico. Nesse caso,
dizer que a dinamica é ergodica significa que as colisoes entre os constituintes do gas
ocorrem, por hipdtese, com tanta frequéncia que, se esperarmos por um intervalo
de tempo suficientemente longo, cada particula recebera todo tipo de transferéncia
de momentum e visitara cada ponto acessivel do espaco de configuracao. Portanto,
se considerarmos a evolucao do sistema por um tempo grande o bastante para que
ele atinja o equilibrio termodinamico — isto é, para que ele deixe de passar por
mudancas macroscopicamente observaveis —, o sistema de N particulas vai visitar
todos os pontos fisicamente acessiveis do espago de fase, cobrindo essa regiao uni-

formemente. Desse modo, no equilibrio, as médias temporais de variaveis dinamicas

!Note que cada particula precisa de 3 coordenadas generalizadas para ser localizada no espaco de
configuracao tridimensional.



refletem o comportamento médio do sistema no espaco de fase. Essa hipdtese, a

chamada hipdtese ergodica, ¢ um dos pilares conceituais da MEC.

Apesar da MEC ser uma teoria construida para descrever sistemas com muitos graus
de liberdade, o que nos permite introduzir uma hipotese ergddica, alguém poderia se
perguntar: o que é fundamental para o sucesso da MEC? Muitos graus de liberdade
ou uma dinamica ergddica? Essa pergunta foi considerada pela primeira vez por
Berdichevsky [1].

Ele argumentou que a ergodicidade é o elemento que garante a validade das leis
da MEC e considerou a possibilidade de construir uma formulacao dessa teoria para
sistemas com poucos graus de liberdade, mas cuja dinamica é ergédica. Ele concluiu
que, se o sistema for ergddico nas superficies de energia — definidas pela condicao
H = E, onde H ¢é a Hamiltoniana do sistema e E > 0 é uma constante — e se estas
encerrarem regioes do espaco de fase com volume finito, é possivel estender a MEC
a sistemas ergddicos com poucos graus de liberdade. Note que essa construcao exige
que a fungao de Hamilton seja uma constante de movimento. Em outras palavras,

portanto, além de ergddico, o sistema também deve ser autonomo.

Como o préprio Berdichevsky discute, essa “nova formulacao” da MEC ja era co-
nhecida por Gibbs e Hertz [1]. Sendo assim, vale a pena notar que as férmulas
usadas por Berdichevsky para estender a MEC sao tais que a formulagao usual para
sistemas com muitos graus de liberdade é recuperada naturalmente quando o nu-
mero de graus de liberdade N tende a infinito [2, 3|. Isso significa que as expressoes
consideradas por Berdichevsky e aquelas tradicionalmente usadas para construir a
formulagao usual da MEC [4] fornecem os mesmos resultados no limite de infinitos

graus de liberdade.

Curiosamente, por haver essa liberdade para escolher uma formulagao dentre va-
rias possiveis, aquela que se aplica apenas a sistemas com muitos graus de liberdade
ganhou preferéncia. Entao, se adotarmos a visao de que a ergodicidade é o elemento
que garante a validade das leis da MEC, podemos exigir que a teoria seja aplica-
vel a sistemas ergédicos com um ntimero arbitrario®de graus de liberdade. Isso nos
permite escolher apenas uma das varias formulacoes possiveis da MEC, removendo
uma das arbitrariedades existentes na formulagao dessa teoria, como discutido em

[5]. Certas grandezas, como a entropia, ainda continuam definidas a menos de uma



constante aditiva, mas a dependéncia delas nas quantidades geométricas associadas

ao espaco de fase é bem determinada.

Plasma de Quarks e Glions

Atualmente, acredita-se que as interacoes fortes sao descritas pela teoria conhecida
como Cromodinamica Quantica (QCD, do inglés “Quantum Chromodynamics”) [6].
Essa é uma teoria de gauge nao-Abeliana cujo grupo de simetria é SU(3). Por sim-
plicidade, fazemos como é comum na literatura (como, por exemplo, na Ref. [7]) e
buscamos entender alguns dos fenomenos caracteristicos da QCD através do estudo
da teoria de Yang-Mills (YM), que tem SU(2) como grupo de gauge®. Dessa maneira,
evitamos uma dificuldade técnica associada a maior complexidade da estrutura de
grupo de SU(3) em comparacao com a de SU(2) sem, por outro lado, remover certas
caracteristicas da QCD que tém origem na exigéncia de invariancia de gauge. Um
exemplo de uma tal caracteristica é a nao-linearidade das equacoes de campo classi-
cas, que pode induzir um comportamento cadtico por parte das variaveis de campo

envolvidas no problema.

No contexto da QCD, uma possivel nova fase da matéria tem sido objeto de grande
interesse, tanto tedrico quanto experimental. Trata-se do chamado Plasma de Quarks
e Glions (QGP, do inglés “Quark-Gluon Plasma™) [8]. Esse é um sistema fisico que
deve ter existido no principio do Universo e que, espera-se, pode ser produzido ex-
perimentalmente através de colisoes (ultra-)relativisticas de fons pesados. Nucleos
atomicos sao acelerados até que os valores das suas energias cinéticas sejam muito
maiores do que os das suas energias de repouso e a colisao entre eles é provocada. A
energia associada ao processo de colisao ¢é tao alta que espera-se observar a chamada
fase de desconfinamento da QCD. Sob condig¢oes extremas, como aquelas existentes
em colisoes de fons pesados, quarks e gliions podem se manifestar como objetos livres
(no sentido de que os quarks, que interagem por intermédio dos glions, nao estao
confinados, formando hadrons), o sistema do qual eles fazem parte apresentando
quasi-neutralidade de cor*e comportamento coletivo, ou seja, formando um plasma

[9]. Uma questao importante para a compreensao desse sistema estd relacionada

2 Arbitrario desde que maior ou igual a 2. Como discutiremos no Capitulo 3, a exigéncia de
ergodicidade exclui os sistemas com apenas 1 grau de liberdade.

3E comum ver a denominagao “teoria de YM” sendo usada para indicar uma teoria de gauge nao-
Abeliana com grupo de simetria SU(NN), onde N é um inteiro tal que N > 2. De acordo com essa
terminologia, a QCD é um exemplo de teoria de YM. No entanto, esclarecemos que, no contexto
do presente trabalho, “teoria de YM” é como chamaremos a teoria de gauge cujo grupo de simetria

é 0 SU(2).



com a redistribui¢ao da energia que é usada para produzi-lo (correspondendo, essen-
cialmente, a energia cinética dos ions pesados envolvidos na colisao necessaria para

essa producao).

Basicamente, é importante saber como o QGP, que, quando produzido, estara fora
do equilibrio termodinamico, chega a este. Em particular, atencao tem sido dada
ao tempo caracteristico que esse sistema leva para atingir o equilibrio termodina-
mico. O conhecimento da escala de tempo de equilibracao é importante, uma vez
que ela nao apenas fornece uma informacao a respeito da confiabilidade da hipdtese
de equilibrio termodinamico local feita em muitas abordagens dinamicas (como, por
exemplo, a hidrodinamica), como ela também entra formalmente nos célculos de

coeficientes de transporte.

Termalizacao em Teorias de Gauge

O presente trabalho tem como objetivo estudar, utilizando uma abordagem dina-
mica, como sistemas cadticos em teorias classicas de gauge alcancam o equilibrio
termodinamico. Comegamos analisando um sistema de campos de gauge SU(2)
numa situacao em que ha quebra espontanea da simetria de gauge. Por conta desse
fato, o boson de gauge da teoria, isto é, o quantum do campo de gauge adquire uma

certa massa de repouso nao-nula [10].

Esclarecemos que esse nao é bem o caso existente na QCD. Nessa teoria, a inva-
ridncia sob transformagoes de gauge SU(3) locais da Lagrangiana livre dos glions
estd associada a simetria de cor, que é exata, nao sendo, portanto, quebrada. Justifi-
camos o estudo do problema onde a simetria de gauge é espontaneamente quebrada
dizendo que esse caso representa uma situagao suficientemente mais simples tal que

a proposta de uma abordagem dinamica pode ser testada.

O modelo que consideramos ¢ um sistema dinamico Hamiltoniano (SDH) com ape-
nas 2 graus de liberdade. No entanto, apesar da dimensionalidade relativamente
baixa do espaco de fase, a dinamica do campo de gauge com quebra espontanea de
simetria é rica o bastante e tem as boas propriedades necessarias para permitir uma
andlise estatistica. Apesar da diferenca conceitual entre o problema que nés con-

sideramos e o andlogo na QCD, a dinamica do sistema de campos de gauge SU(2)

4Cor é a “carga” nao-Abeliana da QCD e desempenha no contexto das interacoes fortes um papel
analogo aquele desempenhado pela carga elétrica na Eletrodinamica.



também possui a caracteristica da nao-linearidade existente na QCD, associada a

auto-interacao do campo dos glions.

O nosso estudo estd baseado na formulacao da MEC para sistemas dindamicos Ha-
miltonianos (SDHs) auténomos e ergédicos proposta por Berdichevsky [1]. Uma
abordagem baseada nessa formulagao tem a vantagem de nos permitir calcular tem-
peraturas dinamicamente, ou seja, a medida que as equacgoes classicas de movimento
sao resolvidas numericamente, de maneira que sabemos que o sistema nao esta mais
fora do equilibrio termodinamico quando os resultados numéricos para essas tempe-
raturas assumem os valores previstos teoricamente para essas grandezas no equilibrio
termodinamico. O problema de mostrar como um dado sistema fisico alcanca o equi-
librio termodinamico é o que chamaremos de problema da termalizacdo; por razoes
que ficarao evidentes mais adiante, quando um processo de termalizacao puder ser
explicado no contexto da MEC de sistemas com poucos graus de liberdade, usaremos
dizer que houve termaliza¢ao caotica. Enfatizamos que possivelmente a termaliza-
¢ao do QGP pode ser entendida como uma termalizacao cadtica, no sentido de que
uma abordagem numérica como a que acabamos de descrever pode ser utilizada com

Sucesso.

Organizacao e Convencoes

Esta dissertacao esta organizada da maneira que descreveremos. No Capitulo 2,
os métodos numeéricos que serao empregados neste trabalho sao introduzidos. A
formulagao de Berdichevsky da MEC é apresentada no Capitulo 3. O Capitulo 4
¢ dedicado a uma discussao sobre as teorias de gauge e o comportamento cadtico
no contexto destas. O assunto que justifica a escolha do titulo deste trabalho —
ou seja, a termalizacao cadtica no modelo de Higgs nao-Abeliano — é discutido no
Capitulo 5. E aqui que os nossos resultados sao apresentados. As consideracoes

finais sao feitas no Capitulo 6.

Neste trabalho, adotaremos o sistema natural de unidades, ou seja, tomaremos a
velocidade da luz ¢, a constante de Planck reduzida h e a constante de Boltzmann
kg iguais a 1: ¢ = h = kg = 1. Também utilizamos uma convencao de soma sobre
indices repetidos. Fazemos isso mesmo quando ambos estao sobrescritos, por exem-
plo; o posicionamento dos indices deve, no entanto, sempre ser observado. A menos
que mencionemos o contrario, os indices de “cor” (letras latinas do inicio do alfa-

beto: a, b, c,...) variam entre 1 e 3 e os indices de Lorentz (letras gregas: p, v, A, ...)



variam entre 0 e 3. Para manipular objetos matematicos com indices de Lorentz
(tensores do espago-tempo de Minkowski), adotamos a seguinte convencao para as
componentes covariantes do tensor métrico de acordo com uma base Cartesiana:
g = diag(+1,—1,—-1,—1).



Capitulo 2

Métodos Numéricos

2.1 Introducao

O estudo da MEC de acordo com as prescri¢oes de Berdichevsky envolve a anélise da
evolugao de sistemas fisicos descritos por sistemas nao-lineares de equacgoes diferen-
ciais ordinarias. Como, em geral, equagoes diferenciais nao-lineares nao podem ser
resolvidas por meio de métodos analiticos, temos a necessidade de utilizar métodos
numéricos para obter as suas solugoes e estudar as informacoes que estas fornecem.
Sendo assim, o objetivo do presente capitulo é introduzir os métodos numéricos em-

pregados neste trabalho.

Na Secgao 2.2, apresentamos o método simplético de integracao de SDHs, usado neste
contexto sempre que precisarmos estudar numericamente a evolucao dos nossos sis-

! Em seguida, introduzimos os dois métodos numéricos

temas fisicos de interesse
cujos resultados fornecem a justificativa para analisarmos um dado SDH com pou-
cos graus de liberdade a luz da MEC de Berdichevsky. O primeiro deles, discutido
na Secao 2.3, é a determinacao numérica do Expoente Maximo de Lyapunov. A
aplicagao desse método vai nos permitir dizer se a evolugao dos sistemas fisicos con-
siderados pode ser cadtica. E, finalmente, na Secao 2.4, é discutida a técnica da secao
de Poincaré. Como veremos, a aplicacao desta vai nos fornecer uma informacao a

respeito da ergodicidade de um dado SDH.

'Exceto, como discutiremos mais adiante, quando esse estudo é feito com o propésito de determinar
o Expoente Maximo de Lyapunov.



2.2 Integradores Simpléticos

2.2.1 Construcao do Algoritmo

O objetivo da presente secao é introduzir um método numérico bastante eficiente
para a integracao numérica de sistemas de equacoes diferenciais que podem ser
derivados de uma Hamiltoniana. Sendo assim, considere o SDH com s graus de

liberdade (s inteiro, s > 1). A Hamiltoniana H é, portanto, uma fungao de s

coordenadas generalizadas ¢, . . ., ¢s e dos seus respectivos momenta canonicamente
conjugados p1, ..., ps, onde estes sao dados em termos da funcao Lagrangiana L do
sistema por [11]
oL
T 2.1
onde j=1,...,s¢€
dg,

denota a j-ésima componente da velocidade generalizada se ¢t denotar o parametro
de evolucao do sistema. A evolucao das variaveis candnicas é determinada pelas

equacoes de Hamilton:

oH
Gi = — (2.3a)
J 8]9]'
0H
o 2.3b
p] aqj ( )
onde, mais uma vez, o ponto denota diferenciacao em relacao ate j=1,...,s.

Suporemos, por simplicidade, que H nao depende explicitamente de ¢, o que, em
termos fisicos, significa supor que o sistema ¢é conservativo. Essa simplificacao é
justificada pelo fato de que todos os SDHs considerados nos nossos estudos da MEC
podem ser descritos no ensemble microcanonico, tendo a Hamiltoniana como uma
constante de movimento. Denotamos, dessa maneira, a dependéncia de H nas coor-

denadas q = (qi, . .., qs) e nos momenta p = (py,...,ps) por H = H(q,p)*

Para obter um esquema que vai nos permitir integrar numericamente um SDH, pri-

meiro obtemos uma solucao formal das equagoes de Hamilton, Eq. (2.3). Com esse

2Note-se, porém, que também é possivel obter um método simplético de integracdo para sistemas
dinamicos cuja Hamiltoniana depende explicitamente de t através de um termo de energia poten-
cial [12]. Estender a construcao que faremos para contemplar tais sistemas nao representa uma
dificuldade e, sim, uma generalizagao desnecessaria no contexto do presente trabalho.



objetivo, comegamos reescrevendo as equagoes de movimento. Introduza o parénte-
ses de Poisson de duas variaveis dinamicas A = A(q, p;t) e B = B(q, p;t) através

de
_ 0408 040D

A B = _ =
{ } 8(]]' 3pj 8pj aq]'

onde ha uma soma implicita sobre o indice repetido j e este varia no mesmo intervalo

(2.4)

considerado nos paragrafos acima. Em termos do parénteses de Poisson, a equagao

que determina a evolucao da funcao A é dada por

dA 0A

onde as equagoes de movimento (2.3) foram usadas para derivar a férmula acima.

Em particular, a Eq. (2.5) fornece para as varidveis canonicas o seguinte resultado:

G; = {a;, H} (2.6a)
p; =A{p;, H} (2.6b)
Em termos da m-ésima componente do vetor z = (qi, ..., qs, P1,- - -, Ps), a8 equacoes
de Hamilton se escrevem como
Zm = {zm, H} (2.7)
onde m =1,...,2s. Formalmente, portanto:
z={z,H} (2.8)

A questao agora é: como integrar o sistema de equagoes acima? Com o intuito de
responder essa pergunta, fazemos uma breve digressao. Sabe-se que o problema de

determinar a fungao y = y(x) que satisfaz a equagao diferencial

dy _

_ 2.
o =y (2.9)

onde o é um parametro real que independe de z, com a condigao y(z = xy) = yo

tem a sua solucao dada por

y(x) = exp [a(z — x0)]Yo (2.10)



O procedimento formal para integrar a Eq. (2.8) estd baseado numa analogia com o

caso acima. Defina antes o operador diferencial Dg através da relacao
DgF = {F,G} (2.11)

onde F' e GG sao duas variaveis dinamicas bem comportadas arbitrarias. Dg é con-

siderado um operador diferencial, pois possui a propriedade linear
DG()\lFl + )\QFQ) - )\1DGF1 + )\QDGFQ (212)

onde A\ sao constantes reais arbitrarias e [} sao duas variaveis dinamicas quaisquer

(k=1,2). Além disso, vale uma regra de Leibniz para Dg:
Da(FiFy) = (DgF1)Fy + F\ DG Fy (2.13)

As duas ultimas propriedades estabelecem Dg como um operador diferencial. Outra
propriedade desse operador que serd importante para a construcao do algoritmo
simplético é a seguinte:

Dp +p, = Dp, + Dp, (2.14)

Retornando agora a integracao formal das equagoes de Hamilton na forma da Eq. (2.8),

note que esta se escreve em termos de Dy da seguinte forma:
z=Dpyz (2.15)

Por analogia com o caso mais simples da Eq. (2.9), escrevemos prontamente a solu¢ao
formal da Eq. (2.15) quando a evolugao do respectivo SDH é considerada desde ¢t = 0
até t =

z(1) = exp (1Dy)z(0) (2.16)

Aqui é conveniente revisitar o que noés entendemos por uma solucao das equagoes
de Hamilton. Normalmente, pensamos numa solu¢ao como uma curva integral, ou
seja, vemos a prescri¢ao z = z(t) como dando uma curva no espaco de fase parame-
trizada por t. Se a solugdo z(t) for continua, visualizamos, portanto, a evolugao do
respectivo sistema dinamico desde ¢t = t; até t = t; como o tracejar de uma linha
continua ligando os estados fisicos inicial z(t = ty) e final z(t = t1). Usaremos, no
entanto, a expressao formal (2.16) para propor uma nova interpretacao das solugoes
como mapeamentos que mandam o estado fisico z(0) do sistema em ¢ = 0 no estado

z(7) em t = 7. Analisando a Eq. (2.16), é possivel interpretar um tal mapeamento
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como sendo implementado através da atuagao do operador exp (7Dy). Enfatizamos
que, fisicamente, a atuacao deste é equivalente a considerar a evolucao de um sis-
tema que pode ser obtido da Hamiltoniana H desde t = t, até t = ty + 7. Essas
observagoes irao se mostrar fundamentais para a construcao do algoritmo simplético

de integracao.

Procedemos com a nossa discussao utilizando a expressao formal (2.16) para desen-
volver o esquema numeérico desejado. De um ponto de vista computacional, estudar
a dinamica do sistema da Eq. (2.15) desde t = ¢y até t = ty exige a discretizagao
do intervalo ty < t < ty. Isso significa que este é dividido em N subintervalos de
mesmo comprimento

, _ v —to

= (2.17)

(N inteiro, N > 1). Consideramos entao os valores de ¢ dados por t = t,, onde

tn =to+mnh (n=0,...,N). Una maneira de integrar numericamente a Eq. (2.15)
é através da construcao de um mapeamento que leva o estado do sistema fisico de
z(to) em z(t1), de z(t1) em z(3) e assim por diante até o sistema chegar ao estado
z(ty). Levando em consideragao o fato de que t,41 —t, =h (n=0,...,N—1) ea
discussao feita no pardgrafo anterior sobre a interpretagao da Eq. (2.16), chegamos

a conclus@o de que o mapeamento que buscamos é dado por exp (hDpy).

Antes de dar seguimento, fazemos uma simplificacdo. Mais precisamente, iremos

nos limitar a consideracao de SDHs cuja funcao Hamiltoniana tem a forma

H(q,p) =T(p)+V(a) (2.18)

onde T' representa a energia cinética do sistema e V' denota a energia potencial.
Restringir a discussao ao caso de Hamiltonianas com a forma da Eq. (2.18) pode
parecer uma simplificacao arbitraria neste ponto, mas todos os SDHs considerados
no presente trabalho tém essa forma particular. Para tais sistemas, o operador

exp (hDy) se escreve
exp (hDy) = exp (hDp1v) = exp [h(Dr + Dy )] (2.19)

onde utilizamos a propriedade (2.14). A dltima expressdo é bastante util, pois
vai nos permitir escrever de maneira aproximada o mapeamento exp (hDy) como

uma composicao de mapeamentos. Estes sdo da forma exp (d;hDy) ou da forma
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exp (¢;hDr), onde ¢; e d; sao constantes reais e j = 1,..., k. O ndmero inteiro k > 1
é o que chamaremos de numero de estagios de integracao. Isso é conveniente, pois,
por exemplo, a atuagao do operador exp (¢;hDr) sobre um estado fisico z, = z(t,)
corresponde a considerar a evolugao desde t = t,, até t = t,,,1 de um sistema fisico

cuja Hamiltoniana é H; = ¢;T(p), uma vez que
exp (hDp,) = exp (hD.,r) = exp (¢;hDr) (2.20)

Agora note que, dada a simplicidade da Hamiltoniana H;, é possivel integrar ana-
liticamente as respectivas equacoes de Hamilton, de maneira que o mapeamento
exp (¢;hDy) é obtido. Para ver como isso pode ser feito, considere as equagoes de

movimento associadas a fungao de Hamilton H;:

. 0H, )

_ — ci—[T 2.21
n =52 =i (TP (221a)
. OH;

Como, nesse caso, as componentes do momentum sao constantes de movimento, a
relacao
P(tns1) = p(tn) (2.22)

segue imediatamente. Para integrar a equagao de Hamilton para as coordenadas,

defina primeiro a variavel dinamica A tal que:

dA 0

o Cjasz[T(p)] (2.23)

Substituindo a definigdo acima na Eq. (2.21a) e integrando os dois lados desta desde

t=t, atét =t,.1 =t, + h, prova-se a seguinte relagao:

dA
t=tn
onde foi utilizada a aproximacao
dA(t) - A(t+ h) — A1) (2.25)

dt h

que encontra justificativa no fato de que, por construcao, h < 1. Mostra-se, por-

tanto, que, em termos das coordenadas q e dos seus respectivos momenta canonica-
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mente conjugados p, a relagao

Zn+1 = exp (¢;hDr)zy (2.26)
¢ escrita como
0
G+l = Gmn + he; 8_[T(p>] (2.27a)
pm t=ty
Pmn+1 = Pmpn (227b)
onde m =1,...,s se s representar o nimero de graus de liberdade do sistema.

A mesma andlise pode ser feita para os operadores do tipo exp (d;hDy). Nesse

caso, o mapeamento andlogo ao da Eq. (2.27) é dado por

dmmn+1 = 9mn (228&)
0
Prni1 = Pmn — bl ——[V(q)] (2.28D)
Om =t
A construcao do algoritmo simplético de integracao consiste em obter de maneira
aproximada o mapeamento exp (hDy) como uma certa composicao de mapeamentos

dos tipos (2.27) e (2.28).

Vamos mostrar agora como essa composicao de mapeamentos é construida mate-
maticamente. Considere entao dois operadores diferenciais Oy = Dy, e O = Dy,
associados as Hamiltonianas H; e H,, respectivamente. Além disso, introduza um
parametro real 7 > 0 que obedece a condicao 7 < 1. Afirmamos agora que o

operador exp [7(O; + O9)] pode ser fatorado da seguinte maneira:

exp [7(01 + O9)] = H exp (¢;701) exp (d;70q) + O(T™) (2.29)

j=1

onde k é o nimero de estagios de integracao e deve ser enfatizado que a expressao
acima é aproximada, estando correta até a n-ésima ordem em 7. Diz-se que um
integrador simplético obtido a partir da tltima férmula é um integrador de n-ésima

ordem.

Nés provamos que uma construgao tal qual a da Eq. (2.29) pode ser feita para
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alguns casos através da construcao explicita desse produto. Considere, por exem-
plo, a fatoracao do tipo (2.29) correta até a primeira ordem em 7. Fazendo uso da

férmula aproximada

exp (1O) ~ 1+ O1 + O(7?) (2.30)

onde O é um operador diferencial qualquer, é direto mostrar que
exp [7(01 + O03)] = exp (70;) exp (7O02) + O(7?) (2.31)

A expressao acima claramente tem a forma da Eq. (2.29) com k=1ec¢; =d; = 1.

No entanto, estaremos interessados em integradores simpléticos cuja construgao
exige que saibamos fatorar exp [7(O; + O,)| até ordens mais altas em 7. Gosta-
riamos de ilustrar uma maneira de obter tais fatoracoes derivando a fatoracao do
tipo (2.29) correta até a segunda ordem em 7. Utilizando a expansao de exp (7O)

correta até segunda ordem em 7:
2
exp (TO) = 1+ 70 + ?(’)2 +0(7°) (2.32)
¢ possivel verificar que a seguinte féormula ¢é valida:

1 1 1
exp [7'(01 + OQ)] ~ 1+ 7'01 + 7'02 + 57’20% + 57’20102 -+ 57202014—

1
+ 57205 +O(7?) (2.33)

Como ficara provado na sequéncia, para reconhecer a equacao acima como tendo a
forma da Eq. (2.29), é necesséario tomar k = 2. Fazendo repetido uso da Eq. (2.32)

e preservando apenas os termos de ordem 2 ou menor, é direto concluir que

exp (ca7O1) exp (doTO2) exp (1701 ) exp (d1702) = 1 + (¢1 + ¢2)TO1 + (dy + do)TO2+
1 1
+ 5(01 + 02)27'20% + §(d1 + d2)27'203 + (Cldl -+ ngg + Czd1)720102+
+ ¢1dy7* 0201 + O(7?) (2.34)

Comparando as duas ultimas equagoes, vé-se que teremos determinado a fatoragao

aproximada do tipo (2.29) para o caso sob considera¢ao quando encontrarmos as
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constantes reais c1, o, di e dy satisfazendo o seguinte sistema de equacgoes:

cgte=1 (2.35a)
dy+dy =1 (2.35b)
1
Cldl -+ ngg + Cle = 5 (2350)
CldQ = % (235d)

Note como a iltima equacao exclui a possibilidade de termos uma fatoracao com
k = 1. Nesse caso, precisariamos ter co = dy = 0, mas a Eq. (2.35d) mostra que nao
pode haver solugoes para o nosso problema com d, = 0. Uma escolha das constantes

¢, d; (j =1,2) tal que as equagoes do sistema (2.35) sdo verificadas é dada por

1
Cl = Cy = 5 (236&)
dy =0 (2.36b)
dy =1 (2.36¢)

de tal forma que a fatoracao aproximada do tipo (2.29) correta até a ordem n = 2

em 7 é
exp [T(O1 + O2)] = exp <%Ol> exp (102) exp <%Ol> + O(7?) (2.37)

O objetivo da exposi¢ao acima era mostrar como produtos da forma da Eq. (2.29)
podem ser construidos. Deve ficar claro que, se escolhermos abordar o problema
de construir as fatoragoes aproximadas (2.29) da maneira ilustrada acima no caso
n = 2 para uma ordem n qualquer (n > 1), a solu¢do sempre virda da resolugao
de um sistema de equagoes andlogo ao da Eq. (2.35). No entanto, a medida que
consideramos esse problema para valores de n cada vez maiores, a complexidade
do sistema de equagoes para c;,d; aumenta consideravelmente. O produto (2.29)
correto até a ordem n = 4 em 7 ainda pode ser determinado de modo relativamente
simples através do esquema ilustrado acima para n = 2 [12]. Para ordens mais altas
do que n = 4, por outro lado, é necessario utilizar estratégias mais sofisticadas para
determinar as constantes c;, d;. Essa ¢ uma discussao puramente técnica e sera dei-
xada de fora da nossa exposicao. O leitor interessado deve consultar o trabalho de

Yoshida, Ref. [13], para ver uma solugao elegante desse problema.
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Uma vez que a obtencao de um algoritmo simplético passa pelo problema de encon-
trar a fatoragdo aproximada (2.29) correspondente, devemos fazer algum comentario
sobre a solucao deste no caso geral. Antes de abordar esse assunto, observamos o se-
guinte: para construir um integrador simplético com a propriedade de reversibilidade
temporal das equacoes de Hamilton, sempre estaremos interessados no problema de
encontrar a fatoragao aproximada (2.29) correta até ordem n, onde n = 2,4,6, .. .,
ou seja, para n par. Yoshida mostrou na Ref. [13], através da obtengao explicita
das solugoes, que a construcao da Eq. (2.29) sempre pode ser feita para os casos de
interesse em que n é par. Mais precisamente, se n é par, entao sempre existe uma
escolha de k, ¢; e d; (j = 1,...,k) tal que a fatoracao aproximada da Eq. (2.29)

pode ser construida.

Falta agora mostrar como a solu¢ao desse problema matematico pode ser usada para
obter um esquema de integracao numérica de SDHs. Em primeiro lugar, lembre-se de
que, como argumentamos, a construcao do algoritmo simplético passa pela obtencao
do mapeamento

Zni1 = exp (hDp)zy (2.38)

que leva o sistema do estado fisico z,, em t = t,, ao estado fisico z,,; em t =1t,,1 =
tn + h, onde h < 1. Além disso, note que o operador exp (hDy) tal como dado
na Eq. (2.19) pode ser fatorado da maneira indicada na Eq. (2.29) se fizermos as
identificacoes 7 = h, O; = Dy e Oy = Dy:

exp [h(Dr + Dy)] = [ [ exp (¢;hDr) exp (d;hDy) + O(h'*) (2.39)

j=1

de maneira que podemos escrever

k
Zni1 N H exp (cjhDr) exp (djh Dy )zg + O(R'T) (2.40)

J=1

A equacao acima nos diz que uma iteragao do integrador simplético de [-ésima ordem,
que corresponde a deixar o SDH evoluir durante um intervalo de tempo h, o chamado
comprimento do passo de integracao, ¢ implementada através da composicao de 2k
mapeamentos. Esse procedimento fornece o resultado correto até termos da ordem
da [-ésima poténcia do passo de integracdo. A Eq. (2.40) revela ainda que, no j-

ésimo estagio de integragao (j = 1,...,k), o atual estado do sistema, z, onde z é
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dado por?
-1

z = H exp (emhDr) exp (dy,h Dy )zy (2.41)

m=1
¢ mapeado primeiro por (2.28) e depois por (2.27). Dessa maneira, temos que, em
termos das coordenadas q e dos seus respectivos momenta p, o j-ésimo estagio de
integragao consiste em mapear o estado atual do sistema (g, p) no estado (¢, p’)

através da composicao de (2.27) e (2.28):

p—p =p—hd;V4V(q) (2.42a)
q—dq =q+he;V,T(p) (2.42b)
onde Ve oV
q q
= .. 2.4
qu(q) I aql ) ) aqs | ( 3)
e
0T (p) IT(p) |
T = . 2.44
v,rp) = | G0 2 (2.44)

Note que, uma vez que os operadores exp (¢;hDr) e exp (d;hDy) nao necessaria-
mente comutam, a ordem na Eq. (2.42) deve ser respeitada. Isso significa que os

momenta p devem ser mapeados antes das coordenadas q.

Construimos, portanto, o algoritmo simplético de integracao de SDHs. O princi-
pio do seu funcionamento estd resumido na Eq. (2.40): uma iteragao do integrador
é feita em k estagios, sendo que o j-ésimo estdgio de integracao é equivalente a sub-

meter o estado atual do sistema ao mapeamento da Eq. (2.42).

Finalizamos a discussao sobre o algoritmo simplético de integracao com um exemplo
da utilizacao deste. O SDH considerado é o chamado oscilador quartico. Ele é um

sistema com dois graus de liberdade que pode ser obtido da seguinte Hamiltoniana:

1l -«

1 1
H =3t +p3) + 5016 +
onde nos restringimos ao caso a = 0,99. Como discutiremos mais adiante na Se-
¢ao 4.4, a fungao de Hamilton acima pode ser empregada num estudo de termalizagao
em teoria de YM. Neste momento, no entanto, a nossa atencao estd na integragao

numérica do sistema de equacoes correspondente. E direto verificar que este é dado

: . ~ 0 - g
3Estamos utilizando a convencéao de que I1,,—1 0m =1, onde os fatores 6,,, sdo arbitréarios.
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por

g1 =

Go = P2

. g a—14
P1=—q1q5 + qu
. a—1
Po = —qoq; + qu’

q
(=]

-6 L !

0 2000 4000 6000 8000
t

(2.46a)
(2.46b)

(2.46¢)

(2.46d)

Figura 2.1: Comportamento dinamico da coordenada generalizada ¢; do oscilador
quartico numa situacao em que a energia H = E do sistema é dada por E = 1.

Nas Figs. 2.1 e 2.2 estao os resultados numéricos da integracao do oscilador quartico.

A Fig. 2.1 mostra a evolucao da coordenada generalizada ¢; numa situacao em que

a energia H = FE do sistema ¢ dada por £ = 1. O comportamento dinamico do

momentum p; na mesma situacao pode ser visto na Fig. 2.2. As duas figuras foram

geradas com o auxilio de um integrador simplético de 4* ordem.
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t

Figura 2.2: Comportamento dinamico do momentum p; do oscilador quértico numa
situacao em que a energia H = FE do sistema é dada por FF = 1.

2.2.2 Mapeamentos Simpléticos

Nos paragrafos acima, desenvolvemos um esquema de integracao de equacoes di-
ferenciais derivadas de uma funcao Hamiltoniana. Esse esquema foi chamado de
um algoritmo simplético de integracao. Gostariamos agora de explicar o motivo de
tal denominacao. Essa discussao também revelara porque o algoritmo simplético é
superior a outros métodos numéricos de resolugao de equagoes diferenciais, como o

amplamente usado método de Runge-Kutta de 4 ordem.

De acordo com o que ja foi discutido, fazer uma iteracao do integrador simplé-
tico corresponde a transformar o estado (q,p) do SDH através de uma composigao

de mapeamentos do tipo

q—d =q+he;VT(p) (2.47a)

p—p=p (2.47D)
e do tipo

q—dq=q (2.48a)

p—p =p—hd;V4V(q) (2.48b)
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O algoritmo que apresentamos é, portanto, dito simplético, pois os mapeamentos
das duas ultimas equacoes sao mapeamentos simpléticos. Ha mais de uma maneira
de introduzir os mapeamentos simpléticos; para uma discussao completa e bastante
didética sobre as véarias abordagens a essa questao, o leitor interessado pode consul-
tar a Ref. [14]. Para os nossos propdsitos, sera conveniente considerar a defini¢ao de

um mapeamento simplético apresentada abaixo.

Seja 1) um mapeamento que leva o estado do sistema (q, p) num novo estado (q’, p’),
isto é, se s é o nimero de graus de liberdade do problema, entao 1 é a funcgao
P R% — R? tal que

Y1(q, p)
) = : (2.49)
V25(q, P)

Supondo que as funcoes ¢, : R* — R (m = 1,...,2s) sdo devidamente bem
comportadas de um ponto de vista matematico, é possivel definir a matriz Jacobiana
J, uma matriz 2s x 2s, associada ao mapeamento 1 como aquela cujos elementos

Jim sao dados por

s
Jim = —— 2.50
. (2.50)
onde i,m = 1,...,2s e, como sempre, z = (q,p). Com base nessa definigao, de-

finimos o mapeamento ¢ como sendo um mapeamento simplético se a sua matriz

Jacobiana satisfizer a condigao
JIM T = M (2.51)

onde JT denota a transposta da matriz Jacobiana e

-1 0 _]s
M= [[s . ] (2.52)

denota a matriz inversa associada a chamada matriz simplética ou matriz de Poisson

M = [ 0 [8] (2.53)

Nas defini¢oes acima, 0 denota a matriz s X s com todas as suas entradas nulas e I

representa a matriz identidade s x s.
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Antes de falar sobre a vantagem de trabalhar com mapeamentos que possuem a
propriedade simplética, Eq. (2.51), gostariamos de apresentar as condigdes que ga-
rantem que um dado mapeamento ¢ simplético em termos das variaveis canonicas
q e p. Essa discussao tem o objetivo de introduzir um esquema mais direto de ve-

rificar se mapeamentos como (2.47) e (2.48) sao simpléticos como afirmamos que sao.

Utilizando a defini¢ao dos elementos da matriz Jacobiana, Eq. (2.50), é direto verifi-

car que a matriz J associada a ¥ da Eq. (2.49) pode ser escrita da seguinte maneira:

A C
J = (2.54)
B D
onde A, B, C e D sao matrizes s X s dadas por
A=Vq (2.55a)
B =V4p' (2.55b)
C=Vyd (2.55¢)
D =V,p (2.55d)

A notacao usada na tltima equacgao significa, por exemplo, que o elemento A;; da

matriz A é dado por
aq.

Ay = (2.56)
J aq]
parai,j = 1,...,s. Se fizermos agora uso do fato de que a matriz transposta JI é
dada por
AT BT
T _
J' = ot pr (2.57)

é possivel mostrar que a condigao de que a transformacao v seja simplética, Eq. (2.51),

¢ equivalente ao conjunto de condigoes

BTA=A"B (2.58a)
DT'C =C"D (2.58b)
DT'A—-C'B =1, (2.58¢)
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Usando a forma das matrizes A, B, C' e D dada na Eq. (2.55), mostra-se que as trés

condigoes acima podem ser escritas como

(qul>T(vqp/) = (vqpl)T(qu/) (2.59a)
(qu/>T(vpp,) = (vpp/)T<qu/) (2.59b)
(qu’)T(VPp’) - (vqpl)T(qu,) = I (2.59¢)

ou ainda, em termos das componentes das coordenadas q, q’ e das componentes dos

momenta p,p’:

op; dq;  Oq; 0_]9;

— =0 2.60
0Gm 0¢n O 0gy, (2.602)
0y 04, _ 04 00y _ (2.60b)
Op; 045 04, 98 _ 5 (2.60¢)

Opm 04y Opm ¢

onde todos os indices nas equacoes acima variam entre 1 e s. Portanto, para mostrar
que os mapeamentos (2.47) e (2.48) tém a propriedade simplética, basta mostrar que
as relacoes dadas na Eq. (2.60) sdo obedecidas por esses mapeamentos. Apesar do
fato de que essa demonstragao é bastante direta, esta nao é particularmente esclare-
cedora e omitiremos os seus detalhes. Limitamo-nos a dizer que cada mapeamento
do tipo (2.47) ou do tipo (2.48) envolvido numa iteragao do integrador simplético é

um mapeamento simplético, no sentido de que as relacoes acima sao obedecidas.

Por fim, lembre que uma iteracao do integrador é feita através de uma composi-
cao de mapeamentos, que, agora sabemos, sao simpléticos. Isso nao é um problema,
pois, como ¢é possivel provar, o mapeamento obtido por meio de uma composicao de
mapeamentos simpléticos é também um mapeamento simplético. Essa é a explica-
¢ao da denominacao escolhida para o algoritmo apresentado ao longo da subsec¢ao
anterior: uma iteracao do integrador, que leva o sistema do estado z, até o estado

Zni1, ¢ um mapeamento simplético de z, em z, 1.

Para encerrar a nossa discussao sobre os integradores simpléticos, gostariamos de
mostrar que é a propriedade do algoritmo discutida no paragrafo anterior que ga-
rante a sua superioridade em relacao, por exemplo, ao método de Runge-Kutta de 4¢
ordem. Seja H a funcao de Hamilton de um SDH autonomo arbitrario. Para um tal

sistema, sempre existe a nocao de uma superficie de energia, ou seja, de uma super-
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ficie formada pelos pontos (q, p) do espago de fase tais que o vinculo H(q,p) = E
de constancia da Hamiltoniana é respeitado. Agora pense em cada um desses pon-
tos como uma réplica do SDH derivavel de H cujo estado fisico num determinado
instante de tempo é (q, p). Mais ainda: imagine que cada uma dessas réplicas evolui
no tempo a partir desse instante de acordo com a Hamiltoniana H. Aplicando o
teorema de Liouville [11] & situagdo que estamos considerando, é possivel concluir
que, apesar dos pontos (g, p) se deslocarem no espago de fase a medida que o tempo
passa, o volume I'(F) da regiao encerrada pela superficie H(q,p) = E é preservado.
Provaremos que o esquema numérico para integrar SDHs que apresentamos é con-

sistente com esse resultado.

Denote por M o espago de fase do SDH derivavel de H. Seja D C M uma certa

regiao do espago de fase. O volume desta é dado por

/ dqdp = / dqy ...dgsdpy ... dp, (2.61)
D D

onde s é o numero de graus de liberdade do SDH em questao. Submeta as variaveis
canonicas (q,p) & acdo de um mapeamento 1) como o da Eq. (2.49). Sob a agao de
Y, a regiao D é mapeada em D’ = ¢(D). Em termos das novas variaveis (¢, p’), o

volume da regiao D' é

/ dq' dp' = / dqy ...dq.dp .. .dp. (2.62)

Fazendo uma mudanca de varidveis na integral acima, podemos escrever

/ dq/dp’:/ | det J|dq dp (2.63)
D D

onde J denota a matriz Jacobiana associada ao mapeamento .

Agora faremos a suposicao de que o mapeamento ¢ é simplético, ou seja, supo-
remos que J tem a propriedade da Eq. (2.51). Antes de seguir, lembramos que o

determinante possui as seguintes propriedades:

det (AB) = (det A)(det B) (2.64a)
det (A") = det A (2.64b)
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onde A e B s@o matrizes r X r arbitrarias (r inteiro, r > 2). Além disso, é direto
verificar que det (M~!) = 1, de tal modo que, calculando o determinante dos dois
lados da Eq. (2.51), chega-se a

|det J| =1 (2.65)

Portanto, mapeamentos simpléticos estao de acordo com o teorema de Liouville, pois

o volume da regiao D é preservado sob a acao de :

/ dq’dp’:/dqdp (2.66)
$(D) D

Em particular, o resultado acima ¢é valido para o mapeamento ; que utilizamos
para fazer uma iteragao do algoritmo simplético. Esse mapeamento é definido de tal

maneira que a expressao formal (2.40) é equivalente a
Zni1 ~ Yr(zyn) + O(RT) (2.67)

Em termos simples, portanto, podemos dizer que integradores simpléticos preservam

volumes.

Em geral, nao ha razao para esperar que um esquema numérico para integrar SDHs
obtido sem levar em consideracao a estrutura Hamiltoniana das equacgoes também
preserve volumes. Um exemplo de método de integracao que nao preserva volumes
¢ o integrador de Runge-Kutta de 4* ordem. Um problema associado a tais integra-
dores é a dissipacao numérica. Formalmente, podemos associar um erro 6I' a um
célculo hipotético de I'(E) baseado numa simulagao feita com um integrador que
nao preserva volumes. Além disso, é possivel encarar a variacao do volume de I'(E)
para I'(E)+ 6T como o resultado da variacao da energia de E para E+0E. Supondo

que as variagoes sao pequenas, o erro 0 F no calculo da energia pode ser estimado

dr\ !
6E~<E> 6T (2.68)

com o auxilio da férmula

Para explicar como isso afetaria as simulagoes da dinamica dos nossos sistemas de
interesse, introduzimos uma nova hipotese. Especificamente, vamos supor que o

volume I'(E) é uma funcao estritamente crescente de E:

dl’
—_— E 2.
o >0, VE>0 (2.69)
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Os SDHs considerados na MEC usual sao exemplos de sistemas para os quais essa
suposicao é valida, pois, do contrario, nao seria possivel obter uma temperatura ab-
soluta positiva usando a férmula de Boltzmann para a entropia. A hipétese (2.69)

também é valida para o SDH cuja MEC estudaremos no Capitulo 5.

Entao considere, por exemplo, a situacao em que 6" < 0, ou seja, em que os volumes
diminuem. Usando (2.69), é direto concluir que E < 0, de tal forma que o inte-
grador “dissipa” parte da energia £ do SDH que, por hipotese, é conservativo. A
dissipacao da energia é, portanto, um efeito espirio causado pelo integrador, o que
explica a denominacao “dissipacao numérica”. Integradores simpléticos sao superi-
ores em relacao aos que nao preservam volumes, pois aqueles conservam a energia
(a menos de um erro inerente ao procedimento computacional), minimizando o erro

numérico.

2.3 Caos no Sentido de Lyapunov

Como discutiremos no préximo capitulo, é o comportamento cadtico das solugoes de
um dado SDH com poucos graus de liberdade que vai justificar o estudo da MEC
deste. Precisamos, dessa maneira, de um meio para quantificar o caos das solu-
¢oes de um dado sistema dinamico, ou seja, de um critério de acordo com o qual
o comportamento das solugoes pode ser sistematicamente classificado como cadtico
ou regular. O objetivo da presente secao é apresentar o critério que nds usaremos
para determinar se um dado sistema dinamico é cadtico ou nao. Especificamente,

queremos introduzir o conceito do Ezpoente Mdzimo de Lyapunov (EML).

Grosso modo, dizer que um certo sistema dinamico pode apresentar comportamento
cadtico é o mesmo que dizer que o comportamento de uma solugao particular desse
sistema depende fortemente das condicoes iniciais as quais ela esta associada. Sendo
assim, considere duas solugoes particulares de um dado sistema dinamico associadas
a condicoes iniciais ligeiramente diferentes. Quando o sistema for cadtico, devido
a sensibilidade deste a escolha de uma condicao inicial, se deixarmos essas duas
solugoes evoluirem por um tempo suficientemente longo, veremos que os seus com-

portamentos se tornaram bastante distintos.

Agora gostarfamos de mostrar como essas ideias podem ser desenvolvidas mate-

maticamente. Para isso, considere o sistema autonomo de equacgoes diferenciais
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ordinérias

dz

—=F 2.70

% ¥ (2.70)
onde t é o parametro de evolucdo (tempo), z = z(t) = [z1(t),...,2,(¢)]T € R

(n inteiro, n > 1) e F(z) é uma fun¢ao devidamente bem comportada de z. A
determinacao de uma solugao particular do sistema dinamico acima depende da
especificacao de uma condicao inicial z(t = ty) = w, onde ¢y é um determinado valor
no intervalo de definicao do parametro de evolucao e w € R™ é um vetor coluna
independente de ¢. Denotaremos por ¢(t; w) a solucao do problema de valor inicial

que acabamos de definir, ou seja,

T 1o(t:w)) = Flo(tw)l. (i = tow) = w (271)

De acordo com a discussao feita acima, queremos obter uma informagao a respeito
da caoticidade de um dado sistema dinamico estudando a divergéncia de solugoes
particulares inicialmente préoximas, no sentido de que as suas condigoes iniciais di-
ferem pouco. Sendo assim, considere duas solugoes particulares z; e z, do sistema
sob consideracao. Além disso, suponha que essas solucoes correspondem a condigoes

iniciais ligeiramente diferentes:

z1 = ¢P(t;w) (2.72a)
zo = ¢(t; W + ow) (2.72Db)

onde dw € R™ é um vetor coluna independente de t e |dw| < |w|, com |-| denotando
a norma Euclidiana do R™. A separacao entre as duas solucoes é dada em termos
do vetor 0z(t), definido por

0z(t) = 29 — 21 = P(t; W + 0w) — ¢p(t; W) (2.73)

Em primeiro lugar, precisamos saber a equacao que determina a evolucao da se-
paracao 0z(t). Uma vez que 0w = 0z(t = ty) representa uma pequena separagao
inicial, utilizamos a seguinte aproximagao para a solu¢do z,; (em termos das suas

componentes):
205 = ¢i(t; W+ 0w) & ¢;(t; W) + [Vwoi(t; w)] - 0w (2.74)

onde j = 1,...,n e a aproximagao acima deixa de fora termos da ordem de |dw|*

ou superior. Dessa maneira, a aproximacao feita é sempre razoavel desde que a
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separacao inicial seja suficientemente pequena. Na Eq. (2.74), Vy¢;(t; w) denota o

vetor T’
00;(t;w 0¢;(t;w
Vasiltiw) = |24 G0 (2.75)

Agora substituimos a Eq. (2.74) na defini¢ao (2.73) para obter
0zi(t) = 225 — 215 = [Vwo;(t; w)] - ow (2.76)

Diferencie os dois lados da expressao acima em relagao ao parametro de evolucao t:

d d
S55(0] % 5 AIVuoi(w)] - owh = VuBlgtw)] -dw  (277)

onde fizemos uso do fato de que dw independe de ¢, assumimos que ¢;(t;w) é

suficientemente bem comportada de maneira que

{vw, %} b5t w) = 0 (2.78)

e utilizamos a Eq. (2.71). As componentes de V., F;[¢(t; w)| podem ser facilmente

calculadas através do uso da regra da cadeia:

OF[p(t;w)] _ 0F;(x) P (t; W)
= - (2.79)
owy, 0Ty, |, S(tw) owy,
onde £ = 1,...,n. Substituindo a equacao acima na expressao que determina a
evolucao de 0z(t), chegamos a
d OF;(x) Obm(t; W)
—[0z:(t)] = =L —1 2
dt[ ZJ( )] axm rmbltw) awk Wi,
~ My [t W)]02n (1) (2.80)
onde OF ()
(x
M |@(t; w)] = —* (2.81)
O x=¢(t;w)

¢ a matriz Jacobiana associada a F avaliada sobre a solucao z;. O sistema de equa-
¢oes (2.80) determina a evolugao da separacao 0z(t) entre as solugoes inicialmente
proximas z; e zo; esse sistema é conhecido como o sistema variacional associado ao

sistema dinamico (2.70).

Podemos introduzir agora o EML. Tendo em mente que este sera calculado nu-
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mericamente, introduzimos antes as seguintes variaveis dinamicas:

£(t)= lim ozt)

2.82
162(0)| =0 [0z (0)| ( )

onde, por simplicidade, tomamos ¢y, = 0. Essa troca de varidveis é conveniente do
ponto de vista computacional, pois a maneira apropriada de especificar numerica-
mente uma separacao inicial dz(0) “pequena o suficiente” nao é ébvia. Por outro
lado, como ¢é possivel concluir a partir da Eq. (2.82), o vetor £(¢) sempre estd norma-
lizado no instante inicial t = 0: [£(0)] = 1. Além disso, o limite na defini¢do acima
garante a validade das aproximagoes usadas na derivacao do sistema da Eq. (2.80).
Em termos das novas varidveis dadas acima, o sistema variacional da Eq. (2.80) pode

ser posto na forma
£(t) = M()&(t) (2.83)

Lembramos que o propédsito de definir o EML é obter uma informacao a respeito
da divergencia de solucoes inicialmente “proximas”, no sentido discutido mais de-
talhadamente acima. Abordando essa questdao com um olhar mais matematico,
observamos primeiro que a separagao 0z(t) é um vetor no R". Como estava impli-
cito na nossa construcao, existe uma base ortonormal de R", formada pelos versores

e,...,e,, tal que dz(t) pode ser escrito como
0z(t) = 0z;(t)e; (2.84)

onde ha uma soma sobre o indice repetido i, que varia entre 1 e n. Grosso modo, se
estamos considerando a possibilidade das solugoes inicialmente préximas divergirem,
nao hé razao para esperar que essa divergéncia ocorra da mesma maneira nas n
dire¢oes independentes do R™. Mais precisamente, admitimos a possibilidade de cada
uma das n fungoes dz;(t) (i = 1,...,n) crescer a uma taxa exponencial média \;.
Sem perda de generalidade, supomos que essas taxas exponenciais estao relacionadas
da seguinte maneira:

M > >\, (2.85)

Para introduzir o EML, utilizamos a suposicao de que o crescimento exponencial da
norma |0z(t)| do vetor dz(t) acontece a uma taxa dada por A\ = A. Esta é o que
convencionaremos chamar de Expoente Méximo de Lyapunov (EML). Formalmente,

este é definido em termos de & através de

A= lim %lnlﬁ(t)\ (2.86)

t—-+o00
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O valor deste nos permite classificar um dado comportamento como cadtico se A > 0.
Isso estd de acordo com o que foi discutido no inicio da presente secao, pois significa
que as solugoes inicialmente proximas divergem. Quando o sistema dinamico consi-

derado apresenta comportamento regular, o EML é dado por A = 0.

Basicamente, a determinacao computacional do EML consiste em resolver nume-
ricamente o sistema dinamico (2.70) juntamente com o sistema variacional corres-
pondente — na forma da Eq. (2.83) — e estimar o valor do limite da equagao acima
com base nos resultados das simulagoes. Dizemos que uma “estimativa” ¢ feita, pois
A nao pode ser determinado numericamente no limite ¢ — 4o00. Consideramos a

evolucao do sistema dinamico (2.70) por um tempo ¢ longo, porém finito.

Outro fato que deve ser observado sobre o esquema numérico descrito acima é que o
integrador simplético nao pode ser usado para determinar o EML quando o sistema
dinamico for Hamiltoniano. Isso é verdade, pois as equagoes do sistema variacional
nao possuem a forma de equacoes de Hamilton. Portanto, nao ha como construir
um algoritmo simplético de integracao para elas. Neste trabalho, os célculos numé-
ricos necessarios para estimar o EML foram feitos com o auxilio do integrador de
Runge-Kutta de 4* ordem.

Mais detalhes sobre a determinacao numérica do EML podem ser encontrados nas
Refs. [15] e [16]. Limitamo-nos a dizer que o calculo do EML diretamente a partir
da sua defini¢ao, Eq. (2.86), pode nao ser conveniente. Como existe a possibilidade
de encontrarmos nos nossos problemas variaveis dinamicas que crescem a uma taxa
exponencial, ha o risco da ocorréncia de erros de overflow, por exemplo. Sendo as-
sim, calcular o EML através da sua definicao exige um “truque”. Este é devido a
Benettin e colaboradores e estd devidamente explicado na Ref. [16]. O resultado da
aplicacao do esquema desenvolvido por esses autores é que o EML pode ser estimado

com o uso da seguinte formula:

1 N
A~ nzlln &(t)] (2.87)

onde utilizamos a mesma notacao da Segao 2.2 quando discutimos a discretizagao

do tempo.

Como fizemos na se¢ao anterior, encerramos a nossa discussao com um exemplo

29



de utilizagao do método numérico introduzido. Mais uma vez, o sistema dinamico
considerado é o oscilador quartico. As equacoes de movimento deste ja foram apre-
sentadas e sao dadas pela Eq. (2.46). Pode-se demonstrar que o sistema variacional

associado é

& =26 (2.88a)
L=64 (2.88b)
&= [(a—1)q — ¢3l6 — 21025 (2.88¢)
€1 = 201261 + (@ — 1)g2 — )&, (2.88d)
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Figura 2.3: Determinacao numérica do EML para o oscilador quartico. A fungao
x(t) = $1n[€(t)] ¢ aquela cujo valor no limite ¢ — +o0 ¢ o EML do sistema.

A Fig. 2.3 mostra a fungao x(t) = % In |£(t)| para o oscilador quartico, ou seja, aquela
cujo valor no limite t — +o00 é o EML desse sistema. Essa figura corresponde a uma
situacao em que o valor da energia H = F do oscilador é dado por E = 1. Nesse caso,
o resultado da nossa estimativa do EML é A = 0,391. Como esse valor é positivo,
o exemplo que demos é o de um sistema dinamico que apresenta comportamento

caotico.

2.4 Secao de Poincaré

Na secao anterior, discutimos a no¢ao do EML e argumentamos que a determinagao

numérica deste para um dado sistema dinamico nos permite classificar a dinamica
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do sistema como “regular” ou “cadtica”. Essa é a primeira técnica numérica da qual
precisaremos para discutir os nossos resultados na Secao 5.4. O objetivo da pre-
sente se¢ao é apresentar a outra técnica numérica que empregaremos para justificar
a discussao sobre a MEC de SDHs com poucos graus de liberdade. Especificamente,
introduziremos a chamada técnica da superficie de secao de Poincaré ou, simples-

mente, a técnica da secao de Poincaré.

Antes de falar sobre a técnica que desejamos apresentar, cabe uma breve discus-
sao sobre o que buscamos entender através da aplicacao desta. Afirmamos que a
secao de Poincaré vai nos fornecer uma informacao a respeito da ergodicidade de
um dado SDH. Mais precisamente, usaremos os resultados numéricos obtidos atra-
vés da construcao computacional da secao de Poincaré para definir o significado de

“ergodicidade” no contexto deste trabalho.

Com relagao a nocao de “ergodicidade”; observamos que esta ¢ definida num sen-
tido matemaético preciso no contexto da teoria conhecida como “teoria ergddica’.
Para uma introducao bastante didatica a esse assunto e uma discussao sobre os seus
conceitos em conexao com as teorias de gauge, o leitor pode consultar a Ref. [17].

Enfatizamos que a nossa abordagem é numérica.

Obter éxito na busca por SDHs ergddicos e com um espaco de fase de baixa dimen-
sionalidade*para os quais podemos estender a MEC passa pela nossa capacidade
de “testar” a validade da hipdtese ergédica. Na MEC usual, isso nunca pode ser
feito diretamente, pois, em primeiro lugar, nao ha como representar num grafico um
espago de fase com uma dimensionalidade suficientemente alta (no caso em questao,
da ordem do ntimero de Avogadro) e, segundo, porque na pratica a tarefa de des-
crever completamente a dinamica de um sistema termodinamico tipico no espaco de
fase nao pode ser realizada nem com o auxilio de um computador. Dessa maneira,
a ergodicidade na MEC usual é uma hipdtese cuja validade é verificada a posteriori

e que é, no nosso ponto de vista, justificada pelo sucesso da teoria de Boltzmann.

No caso de sistemas com poucos graus de liberdade, por outro lado, é possivel usar
um computador para estudar completamente (no sentido de que todas as varidveis
dinamicas sdo conhecidas durante todo o periodo de evolucao considerado) a dina-

mica dos sistemas de interesse e representar graficamente porgoes do espacgo de fase

4Como argumentaremos no Capitulo 3, o niimero minimo de dimensdes é 4.
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através da chamada técnica da secao de Poincaré. Essa técnica é aplicavel a sistemas
com 2 graus de liberdade (isto é, sistemas cuja descri¢ao é feita com base em 2 coor-
denadas generalizadas ¢, g2 € nos respectivos momenta canonicamente conjugados
p1,P2) € consiste em escolher uma superficie no espago de fase, como, por exemplo,
a superficie ¢; = 0, deixar o sistema evoluir no tempo a partir de um estado inicial
que pertence a superficie escolhida e registrar os pares ordenados (g2, p2) cada vez
que o estado do sistema cruzar a superficie de Poincaré com o momentum p; tendo
um determinado sinal (por exemplo, p; > 0). Somos, portanto, capazes de represen-
tar graficamente o que acontece em regioes bidimensionais da superficie de energia
tridimensional (em geral), formada pelos estados fisicos que um SDH auténomo com

um espago de fase quadridimensional pode acessar.

A determinacao computacional da secao de Poincaré nos permite “testar” a hipotese
ergddica, pois, em termos simples, com aquela podemos olhar para uma regiao do
espaco de fase fisicamente acessivel do sistema considerado. Quando a figura ob-
tida através da representagao grafica dos pares ordenados do paragrafo acima tem
uma densidade grande de pontos, convencionaremos chamar o sistema dinamico de
ergodico. Mais detalhes sobre a interpretacao da ergodicidade que acabamos de
descrever sao apresentados no Capitulo 3, onde discutimos a conexao entre caos e

ergodicidade.
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Capitulo 3

Mecanica Estatistica de Berdichevsky

3.1 Caos e Ergodicidade

A formulacao da MEC esta fundamentada na descrigao de Hamilton da Mecanica
Classica. Dessa maneira, quando falamos em estender a teoria usual da MEC para
sistemas com poucos graus de liberdade, estamos considerando a possibilidade de
construir uma teoria estatistica para SDHs ergodicos com poucos graus de liberdade.
Ao considerar uma tal possibilidade, primeiro devemos responder duas questoes:
existem SDHs que ao mesmo tempo sao ergddicos e tém um espacgo de fase de baixa
dimensionalidade? E, se tais sistemas existirem, qual é o mecanismo responsavel

pela dinamica ergddica desses sistemas?

A primeira pergunta parece, a principio, ter uma resposta negativa. Afinal de contas,
a maior parte dos SDHs com poucos graus de liberdade tratados nos textos intro-
dutérios (como, por exemplo, o oscilador harménico simples) tem uma dindmica
regular. De fato, existe um teorema devido a Arnold [18] sobre a integrabilidade
de SDHs que nos permite concluir que todos os SDHs para os quais o espaco de
fase é bidimensional (ou seja, que sao descritos através de apenas um par de varia-
veis canonicamente conjugadas) e que tém a Hamiltoniana como uma constante de
movimento sao integraveis. Como a dinamica de um sistema integravel é regular,
isso significa que devemos considerar SDHs com pelo menos 2 graus de liberdade
se quisermos encontrar um sistema com a capacidade de apresentar uma dinamica
ergddica e que pode ser descrito estatisticamente de acordo com as prescricoes de
Berdichevsky!.

Os primeiros candidatos a modelos que admitem um estudo baseado nessa “nova”

'Lembre que o sistema deve ser auténomo.
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formulacao da MEC sao aqueles para os quais a técnica da secao de Poincaré foi
testada pela primeira vez, pois, como discutimos, esta nos permite dizer algo sobre
a ergodicidade de um dado SDH. Um trabalho muito importante no contexto dos
SDHs autonomos é devido a M. Hénon e C. Heiles [19]. O sistema considerado
por eles consiste num par de osciladores harmonicos simples acoplados através de
termos cubicos nas coordenadas generalizadas. Hénon e Heiles aplicaram a técnica
da secao de Poincaré ao seu sistema de osciladores acoplados e mostraram que, de-
pendendo do valor constante da energia deste, nao sé o seu espaco de fase exibe
regioes de dinamica ergddica como essas regioes podem coexistir com outras onde o
sistema apresenta uma dinamica regular. Numa situacao desse tipo, usaremos dizer
que o sistema apresenta uma dinamica “quase ergédica”. Enfatizamos, no entanto,
que existe uma faixa de valores de energia para os quais a dinamica é ergodica no
sentido de Boltzmann (as regides de dinamica regular desaparecem e um estado do
sistema pode percorrer o espaco de fase acessivel, cobrindo uniformemente a secao

de Poincaré).

Queremos aproveitar a discussao do pardgrafo acima para esclarecer porque uti-
lizamos a definicao de ergodicidade do capitulo anterior. Mais precisamente, gosta-
riamos de provar que o sistema de Hénon-Heiles é ergddico no sentido que definimos.

A func¢ao de Hamilton deste é dada por

1 1 1
H =507 +p3) + 5000 + &) + 612 — 562 (3.1)
As equagoes dinamicas derivadas dessa Hamiltoniana sao
G1=p1 (3.2a)
G2 = P2 (3.2b)
pr=—q(2¢2 + 1) (3.2¢)
Po=a5 — @2 — i (3.2d)

A Fig. 3.1 mostra a segao de Poincaré do sistema introduzido acima no caso em que
H=F = %. Note como o plano mostrado estd preenchido por pontos. Isso nos
permite inferir que um estado fisico do sistema de Hénon-Heiles visita uma parte do
espaco de fase com volume comparavel ao da maior regiao fisicamente acessivel. Esse
SDH é, portanto, um exemplo de sistema ergddico de acordo com a nossa definicao

de ergodicidade. O leitor é direcionado a Ref. [20] para uma anélise da MEC do
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sistema de Hénon-Heiles. O sucesso de um tal estudo indica que a definicao de

ergodicidade utilizada neste trabalho é razoavel.

Figura 3.1: Secao de Poincaré do sistema de Hénon-Heiles no caso em que H = F =
1

6

O sistema de Hénon-Heiles é, portanto, um exemplo de SDH com poucos graus de
liberdade capaz de apresentar dinamica ergddica. Permanece, no entanto, a questao
da origem da ergodicidade em casos assim. Para discutir esse assunto, considere mais
uma vez o caso do oscilador quartico. Este, assim como o sistema de Hénon-Heiles,
pode exibir um comportamento dinamico tal que regioes de movimento regular co-
existem no espaco de fase com regioes de movimento ergédico. Para ver a secao de
Poincaré desse sistema, o leitor é direcionado ao trabalho de Bannur e colaboradores
[2]. Como mostramos num exemplo do Capitulo 2, o oscilador quartico é um SDH
capaz de apresentar comportamento cadtico. Sendo assim, a origem da ergodicidade
é, nesse caso, a nao-linearidade das equacoes de movimento, que se manifesta aqui
através do comportamento cadtico das solucoes consideradas. O mesmo pode ser
dito sobre o sistema de Hénon-Heiles. Dessa maneira, as duas questoes que nos

fizemos parecem ter sido respondidas:

Existem SDHs que, ao mesmo tempo, sao ergédicos e possuem um espaco de fase de
baixa dimensionalidade. Dois exemplos sao o oscilador quartico e o de Hénon-Heiles,
ambos com espagos de fase quadridimensionais, os de dimensao mais baixa no caso
de sistemas Hamiltonianos onde ergodicidade pode ser observada. Além disso, o

mecanismo responsavel pela dinamica ergodica desses sistemas é a nao-linearidade
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das respectivas equacoes de movimento, que se manifesta através do comportamento
caotico das solucoes destas. Grosso modo, portanto, é o caos que assume na MEC
com poucos graus de liberdade o papel que as colisoes desempenham na MEC ordi-

naria.

3.2 Formulacao de Berdichevsky da Mecéanica Estatistica

Hipdteses

Seja H a funcao Hamiltoniana de um SDH autonomo e ergédico. Como foi discutido
na Secao 2.2, o fato de que o sistema é autonomo decorre da inexisténcia de uma

dependéncia explicita de H no parametro de evolugao t. Sendo assim, temos que

dH OH
—=—=0 (3.3)
dt ot

de modo que a Hamiltoniana de um SDH autonomo é uma constante de movimento.
Dessa maneira, a importancia da hipétese de que o sistema dinamico considerado é

autonomo esta na nocao de que ha uma energia conservada na sua descri¢ao.

A hipotese de que o sistema dinamico considerado é ergddico é necessaria pelos
motivos discutidos no Capitulo 1: o estado do sistema visita todos os pontos fisi-
camente acessiveis do espaco de fase; sendo assim, médias temporais de variaveis

dinamicas podem ser calculadas como médias no espaco de fase.

Grandeza Fundamental

Denote por E o valor constante que a funcao de Hamilton assume. De um ponto de
vista geométrico, a condic¢ao de constancia de H restringe os pontos (estados fisicos)
acessiveis no espago de fase do sistema a chamada superficie de energia, definida
pela condicao

H(q,p)=FE (3.4)

onde q e p sao as coordenadas generalizadas e os momenta canonicamente conjuga-

dos do sistema, respectivamente.

A grandeza fundamental da formulagao de Berdichevsky [1] da MEC é o volume
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I'(E) encerrado pela superficie de energia:

I(E) - hi /H _dadp (3.5)

onde s (s inteiro, s > 1) é o nimero de graus de liberdade do sistema, dq = dg; . . . dgs
e dp = dpy...dps. Na Eq. (3.5), h é uma constante com dimensao de coordenada
vezes momentum. Na pratica, sempre escolheremos as escalas das grandezas fisicas
de tal forma que h = 1, mas a sua presenga em (3.5) é necessiria para que as

equacoes que apresentaremos a seguir estejam dimensionalmente corretas.

Formulacao de Boltzmann

Precisamos explicar porque a quantidade definida na Eq. (3.5) é tdo importante.
Para fazer isso, primeiro consideramos a formulacao de Boltzmann da MEC. De
acordo com essa formulagao, a entropia S, de um sistema que esta em equilibrio

termodinamico é dada por

Su(E) = InQ(E) (3.6)

onde (E) denota a drea da superficie de energia H(q,p) = E. Como ¢é usual na
MEC [5], definimos a area Q(E) de tal forma que

[(E + §E) — T(E) = Q(E)0E (3.7)

onde temos em mente o limite §F — 0T. Isso é equivalente a seguinte equacao:

OI'(E)
QF)= —— 3.8
(B) = == (33)
Note que, da maneira como definimos a drea da superficie de energia, esta é uma
quantidade com dimensao de inverso da energia. Isso significa que a definicao de
Q(F) dada acima nao esta inteiramente correta, pois, para que a Eq. (3.6) tenha
sentido, Q(FE) deve ser adimensional. Esse problema poderia ser facilmente resol-
vido através da inclusao de um fator constante com dimensao de inverso da energia
no lado direito da Eq. (3.7). Em outras palavras, poderiamos definir uma “area
adimensional” €),(F) usando a seguinte relagao:
OT(E)

Qu(E) =h SE (3.9)
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onde a poténcia r é escolhida de tal maneira que [Q2,(F)] = 1. Por exemplo, para
o SDH derivavel da fungdo de Hamilton (5.43), que discutiremos no Capitulo 5,
tomariamos r = %. No entanto, como é possivel concluir a partir da Eq. (3.6), a
substituigao de Q(E) por ,(FE) nessa férmula fornece uma defini¢ao equivalente de
Su(F), uma vez que a entropia na MEC estd definida a menos de uma constante

aditiva arbitraria. Portanto, é justificavel escrever simplesmente

(3.10)

Fisicamente, Q(FE) representa o nimero de microestados associados ao macroestado
de energia constante £. Chega-se a essa conclusao através da observacao de que
um ponto sobre a superficie de energia pode ser encarado como um estado fisico
consistente com o vinculo H(q, p) = E. Sendo assim, o célculo da drea da superficie
em questao corresponde a uma contagem dos pontos sobre ela, ou seja, dos micro-

estados caracterizados pela energia .

A férmula de Boltzmann estabelece uma relagao entre a entropia S,(E) e o ni-
mero de microestados 2(E). A proposta de uma tal relagao pode ser justificada
através da observagao de que a entropia definida na Eq. (3.6) possui todas as pro-
priedades da entropia definida na Termodinamica [5]. Especificamente, S,(E) na
Eq. (3.6) é uma grandeza extensiva e estd de acordo com a restrigdo imposta pela
segunda lei da Termodinamica. Sendo assim, podemos interpretar a primeira afir-
macao feita neste paragrafo dizendo que a férmula de Boltzmann estabelece uma
conexao entre a dindmica (representada pela area no espago de fase que fornece o

nimero de microestados) e a Termodinamica (representada pela entropia).

A relagao dada na Eq. (3.6) é considerada uma das mais importantes da Fisica,
pois, como o leitor pode ver na Ref. [5], permite que nés derivemos a primeira e
a segunda leis da Termodinamica. Em particular, para provar que a primeira lei é
valida utilizando os principios da MEC, também ¢é necessario definir a temperatura
e a pressao em termos do numero de microestados. Vamos nos concentrar na defini-
¢ao de temperatura. E possivel demonstrar que, para que .S, possa ser reconhecida

como a entropia termodinamica, a temperatura absoluta T, deve ser dada por

198,

T, OF

(3.11)
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Equivalentemente, podemos escrever

T,(E) = {a% [m (g_g)} }_1 (3.12)

A expressao acima corresponde a definicao usual da temperatura na MEC. A sua

validade esta muito bem estabelecida para SDHs com um nimero grande de graus
de liberdade.

Como ja foi discutido no Capitulo 1, estaremos interessados em calcular tempe-
raturas dinamicamente, isto é, a medida que as equagoes de movimento do SDH sao
integradas numericamente. Sendo assim, introduzimos agora a nocao de uma tem-
peratura dinamica. Seja T" a temperatura — de acordo com uma definicao qualquer
— de um dado SDH que se encontra no equilibrio termodinamico. Formalmente, de-
finimos a temperatura dinamica correspondente Ty;,, = Ty (t) como sendo a fungao
do tempo tal que

T = lim Ty,(t) (3.13)

t——+o00
Dizemos que essa é uma construcao formal, pois o limite na equacao acima sé é

necessario para garantir que o SDH tenha tido tempo para atingir o equilibrio.

A temperatura dinamica 7, 4;,, associada a temperatura 7T;, é

1
T din = ) (3.14)

onde (f) denota a média temporal de f, definida por

=1 [ (3.15)

e a funcao ¢ ¢é dada por

= (o) (3.16)

Na ultima equacao, V representa o gradiente no espaco de fase. Por exemplo, para
o 0
dq’ dp
detalhada sobre a temperatura dinamica 7T}, 4, pode ser encontrada na Ref. [21].

um SDH com apenas 1 grau de liberdade, temos V = < > Uma discussao mais
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Formulagao de Berdichevsky

Como ja foi discutido, Berdichevsky considerou a possibilidade de estender a formu-
lacao de Boltzmann da MEC para SDHs autonomos, ergédicos e com poucos graus
de liberdade. Antes de falar sobre a necessidade de reformular essa teoria para con-
templar sistemas com um espago de fase de baixa dimensionalidade, gostariamos de
analisar mais cuidadosamente a questao de como a entropia deve ser definida na
MEC. Na Ref. [1], Berdichevsky comeca observando que a definigdo de Boltzmann
para S = S,, Eq. (3.6), nao estd em total acordo com a entropia considerada na

Termodinamica.

Considere o exemplo de um gés classico confinado num recipiente com paredes adia-
baticas, ou seja, tais que o gas nao troca calor com o resto do Universo. Se o volume
V' do recipiente permanecer fixo (de modo que nao ha trabalho sendo realizado),
entao, de acordo com a primeira lei da Termodinamica, a energia interna £ do gas
nao se altera. Agora imagine que nés variaremos lentamente o volume V. Trabalho
sera realizado e a energia E do gas mudara. No entanto, devido a natureza das pare-
des do recipiente, esse é um processo adiabatico. De acordo com a Termodinamica,
existe uma grandeza chamada entropia que permanece constante durante o processo

descrito acima.

A luz da Fisica do processo termodinamico discutido no paragrafo anterior, revi-
sitamos a definicao de entropia na MEC. Para fazer isso, analisamos uma situagao
mais abstrata. Considere um SDH autonomo e ergddico cuja funcao de Hamilton H
depende, como antes, das coordenadas generalizadas q e dos respectivos momenta
p; além disso, vamos supor que a Hamiltoniana desse sistema tem uma dependéncia
num conjunto de parametros externos, que denotaremos por (. Portanto, quando
afirmamos que o SDH ¢é autonomo, queremos dizer que, para parametros externos
fixos ( = (y, a Hamiltoniana é uma constante de movimento. Sendo assim, a condi-

cao H(q,p;¢ = (p) = E define uma superficie de energia do sistema.

Agora considere a questao de definir a entropia para o SDH do pardgrafo acima.
Da mesma maneira que Boltzmann fez ao escrever a férmula (3.6), propomos que a

entropia S = S(F, () deve ser dada por uma relagao do tipo

S(E,¢) = nG(E,() (3.17)
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onde G(E, () denota uma certa quantidade geométrica associada ao espago de fase
do SDH. Assim como fizemos no caso em que G(F,() é a area Q2(FE, () da super-
ficie de energia H(q,p;() = E, interpretamos G(F,() no caso geral como uma
medida do nimero de microestados correspondentes ao macroestado caracterizado
por E e (. Sendo assim, G(F, () deve ser uma funcao estritamente positiva dos seus

argumentos:

G(E,() >0, YE>0,C (3.18)

A desigualdade acima também deve ser verdadeira para que a entropia S(E, () esteja
bem definida matematicamente. Outra condi¢ao que a funcao G(F, () deve respeitar
é a seguinte:

oG

— E 1
8E>O’ VE > 0,( (3.19)

A restrigdo acima precisa ser imposta, pois iremos querer utilizar a relagao (3.17)

para definir a temperatura absoluta 1" do sistema através de
- = — (3.20)

em analogia ao que foi feito usando a féormula de Boltzmann para a entropia. A
desigualdade (3.19) é o que garante que a temperatura absoluta definida através da

ultima equacgao sempre sera positiva quando o SDH tiver uma energia nao-nula.

A contribuicao de Berdichevsky foi ter notado que, para que a entropia definida
na Eq. (3.17) tenha um comportamento tao semelhante ao da entropia termodina-
mica quanto possivel, existe uma terceira restricao que deve ser imposta a funcao
G(F,(). Em analogia com o caso discutido acima de um gés cldssico confinado
num recipiente com paredes adiabaticas, exige-se que, se variarmos lentamente os
parametros externos ¢, a entropia S(F, () permaneca constante. Obviamente, isso
serd verdade somente se a fungao G(F, () apresentar esse mesmo comportamento.
Usando o jargao da teoria de sistemas Hamiltonianos, exige-se, portanto, que a quan-
tidade geométrica G(F, () associada ao espaco de fase do SDH seja um invariante

adiabdtico.

Finalmente, somos capazes de explicar porque a quantidade definida na Eq. (3.5) é a
grandeza fundamental da formulacao de Berdichevsky da MEC. Supondo, sem perda
de generalidade, que a constante h seja estritamente positiva, o volume I'(F, () en-

cerrado pela superficie de energia H(q, p;() = E possui todas as boas propriedades
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que exigimos de G(F, ¢). Para ver uma demonstracao de que I'( £, ¢) é um invariante
adiabatico, o leitor pode consultar a Ref. [22]. A férmula de Berdichevsky para a en-
tropia Sg(E, () é obtida a partir da Eq. (3.17) quando tomamos G(E, () = I'(E, ():

Sp(E,¢) =InT(E, ) (3.21)

Como discutiremos mais detalhadamente na préxima secao, a férmula acima nos
permite obter uma descricao estatistica para SDHs autonomos, ergodicos e com
poucos graus de liberdade que estd de acordo com os resultados das simulacoes
computacionais. Além disso, observamos que o volume I'( E') para os SDHs estudados

no contexto da MEC usual tem uma dependéncia em E do tipo
I'(E) < E7® (3.22)

onde v é uma certa constante real estritamente positiva da ordem de 1 e s denota
o numero de graus de liberdade do sistema?. Sendo assim, uma vez que para esses

sistemas, por hipdtese, temos s > 1, podemos escrever
QE) x B =~ B (3.23)
Desse modo, para SDHs com muitos graus de liberdade, vale a seguinte aproximacao:
Sp(E, () ~ Su(E,¢), s>1 (3.24)

Isso significa que é possivel obter os resultados bem estabelecidos da MEC usual atra-
vés da férmula (3.21) para a entropia Sp. Portanto, a formulacao de Berdichevsky
da MEC é realmente uma extensao da formulagao de Boltzmann, pois aquela se
aplica a todos os SDHs autonomos e ergddicos, independentemente do nimero de

graus de liberdade.

A partir da Eq. (3.21), diferenciando a entropia em relagao a energia, é direto obter

a temperatura de Berdichevsky Tp. Esta é dada por

To(E) = {%[lnF(E)]}_ (3.25)

2Um exemplo bastante conhecido para o qual uma relacdo desse tipo é valida é o gds classico
1

ideal [5]. Nesse caso, prova-se que y = 3.
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Berdichevsky demonstrou na Ref. [1] que a temperatura dada na equagao acima é

consistente com um teorema de equiparticao da energia. Dessa maneira, temos 2s

)

definicoes equivalentes Tg para a temperatura dinamica associada a temperatura

,din
e oOH
T = <zi£> L oi=1,...,2s (3.26)
onde z = (q, p)-

As hipdteses e expressoes consideradas por Berdichevsky foram testadas numeri-
camente por Berdichevsky e Alberti para o sistema de Hénon-Heiles num artigo
subsequente [20]. Eles mostraram que as previsoes dessa MEC estendida se confir-

mam a menos de um erro associado ao procedimento numérico.

Bannur foi o primeiro a comparar as duas definicoes de temperatura através de
simulagoes computacionais [7]. Ele considerou as diferentes defini¢goes para o os-
cilador quartico e para o sistema de Hénon-Heiles. Nos dois casos considerados,
a definicao usual de temperatura fornece resultados maiores em comparagao com
aqueles obtidos através da definicao de temperatura devida a Berdichevsky. Em
particular, Bannur mostrou que para o oscilador quartico a temperatura usual é
trés vezes maior do que a temperatura de Berdichevsky. Obviamente, esse é um

fenomeno caracteristico de SDHs com poucos graus de liberdade.

3.3 Exemplo: Oscilador Quartico

Para mostrar que a formulacao de Berdichevsky da MEC fornece as previsoes corre-
tas para um SDH com poucos graus de liberdade no equilibrio termodinamico, con-
sideramos novamente o exemplo do oscilador quartico. Em primeiro lugar, a partir
da expressao para a Hamiltoniana desse sistema, Eq. (2.45), é possivel concluir que
esse é um SDH autonomo. Além disso, num exemplo do Capitulo 2, provamos que o
oscilador quartico é um sistema capaz de exibir comportamento cadtico. Apesar de
nao termos mostrado a secao de Poincaré correspondente neste trabalho®, argumen-
tamos que nesse caso o caos pode se manifestar através de uma dinamica ergddica
por parte do oscilador. Sendo assim, o oscilador quartico ¢ um SDH autonomo e
ergodico, de tal forma que, em principio, pode ter a sua MEC de equilibrio descrita

com o auxilio da formulacao de Berdichevsky dessa teoria.
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O que garante a aplicabilidade das féormulas propostas por Berdichevsky ao caso do
oscilador quértico é o fato de que o volume I'(F) é finito para energias E > 0 finitas.

De fato, Bannur demonstrou na Ref. [7] que para o sistema sob consideracao temos
I'(E)=CE3? (3.27)

onde C independe da energia E, mas é uma funcao do parametro a que aparece
na funcado de Hamilton (2.45). Como veremos abaixo, a forma de C' = C(a) néo
¢ importante para os calculos de temperatura. Observamos, no entanto, que C'(«)
diverge no limite o — 17. Em outras palavras, a MEC do oscilador quartico nao

pode ser estudada no caso em que o parametro o é o = 1.

Conhecendo a expressao para o volume encerrado pela superficie de energia H(q, p) =
E, Eq. (3.27), é direto calcular as temperaturas do sistema quando este se encontra
em equilibrio termodinamico. Calculando a temperatura T, (F) do oscilador quértico

de acordo com a definicao usual dessa grandeza, obtemos

nimy= {2 [ ()]} - s

A temperatura T(FE) de acordo com a defini¢ao de Berdichevsky é dada por

0 R
Tg(FE) =< —=[InT'(E =-F 3.29
() = {spmren} =2 (3.20)
Observe que a temperatura (3.28), calculada utilizando a definigao usual, é realmente
trés vezes maior do que a temperatura de Berdichevsky (3.29), como foi afirmado

no final da ultima secao.

A validade da Eq. (3.29) é garantida pelo resultado das simula¢oes numéricas. Con-
sidere, por exemplo, a situacao em que £ = 1. Nesse caso, a Eq. (3.29) nos permite
concluir que, se esperarmos por um tempo longo o bastante para que o SDH sob

consideracao atinja o equilibrio termodinamico, a seguinte relagao sera verdadeira:

OH\ 5, 2
(np ) = =3, i=1.2 (3:30

3A secao de Poincaré para o oscilador quértico numa situacao em que o comportamento deste é
ergddico pode ser vista na Ref. [2].
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Para testar a validade da ultima equagao, podemos integrar numericamente as equa-

¢oes de movimento para o oscilador quartico tomando £ = 1. Em posse das solugoes

numéricas das equagoes para p; e pg, somos capazes de calcular as temperaturas di-
P ®n 2 @ _ 2 = :

namicas T g, = (P1) € T i, = (p3). Entao basta verificar se, a menos de um erro

inerente ao calculo numérico, a seguinte equacgao é valida:

lim 79, =2 i=1,2 (3.31)

2

totoo  Bidin T g0

onde o limite indica que a evolugao do oscilador é considerada por um tempo longo.
Observamos que esse esquema também nos permite testar a validade da hipdtese
ergbdica para o SDH que estamos analisando. Isso é verdade, pois a Eq. (3.30) é
obtida encarando as médias nessa expressao como médias no espaco de fase, enquanto
que realizamos a determinag¢ao numérica destas como médias temporais. Sendo
assim, se demonstrarmos — usando o esquema descrito acima — que a Eq. (3.30)
¢ valida, também teremos demonstrado para esse caso particular que, no equilibrio

termodinamico, médias no espaco de fase e médias temporais sao equivalentes.
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Figura 3.2: Resultados do calculo dinamico da temperatura de acordo com a defini-
cao de Berdichevsky.

A Fig. 3.2 mostra os resultados do calculo das temperaturas dinamicas T](;Zlm e Tgilm
do oscilador quartico no caso em que E = 1. Lembramos que o valor atribuido
ao parametro « para a realizacao das simulacoes necessarias é a = 0,99. Para o
intervalo de tempo considerado, as temperaturas dinamicas T](;’()im e ngﬁn convergem

para 0,672 e 0,661, respectivamente. Isso significa que a féormula de Berdichevsky

45



para a temperatura, Eq. (3.29), prevé corretamente o resultado das simulagoes — a

menos de um erro percentual inferior a 0,9% nos dois calculos realizados.

3.4 Termalizacao em Teorias de Gauge

Agora que a aplicabilidade das ideias desenvolvidas pelos autores mencionados acima
esta estabelecida através de andlises tedricas e computacionais para o caso do osci-
lador quartico, gostariamos de aplica-las ao estudo de sistemas para os quais uma
descricao estatistica é mais do que mera curiosidade tedrica. Portanto, surge a
seguinte questao: existem SDHs com poucos graus de liberdade cuja descrigao esta-

tistica é interessante por razoes fisicas?

Uma classe de sistemas fisicos para os quais a MEC de SDHs autonomos e ergo-
dicos com poucos graus de liberdade é aplicavel e pode fornecer informagoes qua-
litativas a respeito das teorias que os descrevem vem da teoria classica de campos.
Mais precisamente, existem alguns sistemas vindos das teorias classicas de gauge
(as teorias sdo classicas no sentido de que nao foram submetidas a um procedimento
de quantizacao) que parecem fornecer uma resposta afirmativa para o nosso ultimo
questionamento. Esse é o tema do presente trabalho: aplicagoes da MEC de Berdi-
chevsky a SDHs cadticos com um espago de fase de baixa dimensionalidade e que

surgem da consideragao de sistemas representativos em teorias classicas de gauge.

No entanto, antes de apresentar o modelo que estudaremos e os nossos resultados,

precisamos introduzir as teorias de gauge. Esse é o assunto do proximo capitulo.
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Capitulo 4

Caos em Teorias Classicas de Gauge

4.1 Lei de Conservacao do Isospin

O conceito de conservacao do spin isotopico é uma das bases da teoria fundamental
das interacoes fortes, a QCD. A nocao de spin isotépico ou isospin foi discutida
pela primeira vez em 1932, por Werner Heisenberg [23]. Ele utilizou essa ideia para

descrever os dois estados de carga de um ntcleon, isto é, o néutron e o préton.

Esses estados deveriam ser iguais a menos de um certo nimero quantico, ao qual
foi associada uma nova grandeza, o spin isotopico. Esse nome vem de uma analogia
com o spin, no sentido de que néutrons e protons passavam a ser vistos como estados

de isospin up e down. O nicleon é, portanto, uma particula de spin isotdpico %

A possibilidade de o néutron e o proton corresponderem a estados distintos de uma
mesma particula foi considerada naquela época, em primeiro lugar, devido ao fato
de que as suas massas de repouso tém valores muito préximos. A massa de repouso
do néutron é aproximadamente 939,6 MeV /c?, enquanto que no caso do préton o
valor correspondente é 938,3 MeV/c?. Outra indicacdo de que essa descri¢io era
aceitavel vinha do fato de que os nicleos leves, pares e estaveis possuem a mesma

quantidade de néutrons e prétons.

Em 1937, Breit, Condon e Present analisaram dados provenientes de experimen-
tos de espalhamento préton-préton [24]. O resultado dessa analise foi a conclu-
sao de que existe uma igualdade aproximada entre as intensidades das interagoes
néutron-préton e préton-préton. Nas palavras de B. Cassen e E. Condon [25]: “A
suposigao mais simples para a lei de interagao [entre nicleons] é aquela que implica
a igualdade entre as forgas de interacao proton-préton e proton-néutron ... em con-

cordancia com o conhecimento empirico dessas interagoes no presente momento.”
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Grosso modo, portanto, neutrons e protons experimentam o mesmo tipo de forca no

contexto das interagoes fortes.

Com tantas indicacoes de que o néutron e o préton corresponderiam a estados di-
ferentes da mesma particula, diferindo apenas por um nimero quantico de isospin,
chegava-se ao conceito de um spin isotépico total, que é conservado em interagoes
nicleon-nicleon. Sabemos, do teorema de Noether [26], que leis de conservacao es-
tao diretamente relacionadas com invariancias da acao de um sistema fisico. A lei
de conservagao do spin isotépico corresponde a invariancia de todas as interagoes
sob rotagoes de isospin. Em termos fisicos, isso equivale a dizer que a diferenciagao
entre um néutron e um préton é um processo arbitrario; se todos os néutrons de um
sistema fossem trocados por prétons e vice-versa, as interagoes entre os constituintes
desse sistema permaneceriam as mesmas. Experimentos relacionados aos niveis de
energia de nicleos leves foram uns dos primeiros a sugerir que essa suposicao estava

mesmo correta [27].

Yang e Mills [28] implementaram essa ideia matematicamente argumentando que
o nucleon deveria ser descrito por um dubleto de isospin, da mesma forma que o
elétron na Mecanica Quantica Nao-Relativistica [29] é descrito por um dubleto de
spin, ou seja, uma funcao de onda com 2 componentes, uma associada ao spin up
e a outra ao spin down. A contribuicao de Yang e Mills foi ter construido uma
densidade de Lagrangiana com a propriedade desejada de invariancia para descrever

o comportamento dessas fungoes de onda com uma estrutura interna.

Curiosamente, no entanto, a teoria de YM na sua forma original se mostrou de
pouca utilidade. Como demonstraremos, a construcao dessa teoria exige a introdu-
¢ao de 3 particulas vetoriais (isto é, de spin 1) com massas de repouso nulas. Sendo
assim, para a teoria ser bem sucedida, era necessario identificar os candidatos para
essas particulas. No contexto das interacoes fortes, os uinicos candidatos eram os mé-

sons p, mas as suas massas de repouso estao longe de ser nulas (M, = 770 MeV /c?).

A importancia da teoria de YM vem do fato de que esta representa o exemplo
mais simples de uma classe de teorias fisicas conhecidas como teorias de gauge nao-
Abelianas. Quando estas finalmente encontraram aplicacao na descricao da Natu-
reza, foi em conexao com a simetria de cor das interacoes fortes e na teoria de

Weinberg-Salam das interagoes eletrofracas [26].
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4.2 Teorias de Gauge

A descoberta das teorias de gauge representa um dos grandes avancos da Fisica
contemporanea. Atualmente, existe o paradigma de que as teorias que descrevem
as quatro interagoes fundamentais da Natureza, a saber: a interacao gravitacional,
a eletromagnética e as interagoes fraca e forte, podem ser formuladas através de um
principio de invariancia sob transformagoes locais pertencentes a um determinado

grupo (no sentido matematico preciso).

O objetivo da presente secao é transpor para uma linguagem matematica as ideias
sobre isospin apresentadas na secao anterior. Essa discussao vai culminar na teoria
de YM. Mostraremos que esta pode ser obtida através da utilizagao de um principio
de gauge, que adotaremos como um “novo” principio fundamental da Fisica. No en-
tanto, antes de discutir a teoria de YM, achamos esclarecedor introduzir o principio
de gauge numa situacao mais simples, a da Eletrodinamica, que, como veremos, é

uma teoria de gauge U(1).

4.2.1 Eletrodinamica
Acoplamento Minimo

Considere o problema de descrever uma particula eletricamente carregada a interagir
com o campo eletromagnético. Este foi formulado pela primeira vez da seguinte
maneira [30]: as variagoes temporais e espaciais dos campos elétrico E e magnético
B sao determinadas pelas equacoes de Maxwell, que em unidades de Heaviside-

Lorentz sao dadas por

V-E=p (4.1a)
V-B=0 (4.1b)
0B

E=-" 4.1

V x 5 (4.1c)
OE

B=— 4.1d

V x 5 +J (4.1d)

onde p, J sao as densidades de carga e de corrente associadas a particula, respecti-

vamente. Além disso, a dinamica desta é determinada pela lei de forca de Lorentz

Ccii_ff) =q(E+v xB) (4.2)
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onde ¢, v e p sao a carga elétrica, a velocidade e o momentum da particula, respec-

tivamente.

Posteriormente, percebeu-se que a formulacao desse problema apresentada acima
pode ser obtida através de uma prescricao que ficou conhecida como acoplamento
minimo. Mais precisamente, mostrou-se que a Hamiltoniana H que descreve o sis-

tema sob consideracao, dada por
H = Hgy + Hy + Hipy (4.3)

onde Hpys denota a Hamiltoniana do campo eletromagnético livre, H, denota a
Hamiltoniana da particula livre e H;,; representa a Hamiltoniana de interacao, pode

ser obtida através do seguinte esquema:
1. Escreva a Hamiltoniana H, que descreve a particula livre.

2. Nessa expressao, troque o momentum p canonicamente conjugado a posicao

da particula da seguinte maneira':

P—p-—qA (4.4)

onde A denota o potencial vetor do campo eletromagnético. A expressao
obtida através dessa troca corresponde a soma H, + Hp;. E aqui, portanto,

que a interacao € introduzida.

3. Some a expressao do passo 2 a Hamiltoniana Hpgys, que descreve o campo

eletromagnético livre.

Para ver uma demonstracao de que o esquema apresentado acima fornece realmente

a Hamiltoniana H, o leitor pode consultar a Ref. [30].

FEletrodinamica Espinorial

Agora queremos mostrar como a prescricao do acoplamento minimo é implemen-
tada numa teoria de campos relativistica, onde as particulas nao sao vistas como
sendo puntiformes e, sim, como campos. Mais precisamente, vamos fazer uso das
ideias desenvolvidas acima para derivar a Lagrangiana que descreve um férmion de

spin % eletricamente carregado a interagir com o campo eletromagnético. O nosso

!Sem perda de generalidade, estamos trabalhando no gauge de Coulomb. Este é definido pela
condicao ¢ = 0, onde ¢ denota o potencial escalar.
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ponto de partida é a Lagrangiana que descreve o campo fermionico livre, ou seja, a

Lagrangiana de Dirac:

Lo = D079, — m) (4.5)
onde 1 denota o campo espinorial de Dirac com 4 componentes, ¥* sao as matrizes
de Dirac, 1 = 114% é 0 adjunto de 1) e m é a massa de repouso da particula. Note
que nessa expressao nao ha qualquer referéncia ao fato de que a particula possui

carga elétrica nao-nula.

E bastante simples verificar que a Lagrangiana (4.5) é invariante sob a transfor-

macao

Y(@) = ¥ (x) = exp (—1ga)y () (4.62)
U(@) = 9/ (2) = ¥() exp (1ga) (4.6b)

onde ¢ é, nesse ponto, apenas um parametro real e o é uma constante real arbitraria.
Diz-se que L ¢é invariante sob uma transformacao de gauge global, onde a palavra
“global” reflete o fato de que o parametro a que caracteriza a transformacao é uma

constante.

Agora introduzimos o chamado principio de gauge. Em outras palavras, exigimos
que a teoria sob consideragao também seja invariante sob a transformacgao (4.6) no
caso em que o parametro « é uma fungao das coordenadas do espaco-tempo. E

simples verificar que a Lagrangiana L£p nao ¢ invariante sob a transformacao

(x) = ¢ (2) = exp [~go(z)]Y(z) (4.7a)

Y(z) — ' (x) = ¥(x) exp [iga(z)] (4.7b)

onde x denota o ponto do espago-tempo onde os campos estao sendo avaliados. Isso
reflete o fato de que a lei de transformacgao da derivada 0,1 nao possui a mesma
forma daquela para ¢». Uma maneira de tornar a teoria invariante sob transforma-
¢oes do tipo (4.7) é trocar a derivada 0,1 na Lagrangiana (4.5) por uma derivada
covariante de gauge V1, que sob a transformacao (4.7) se transforma de acordo

Vub(z) = V' (x) = exp [-1ga(x)]V ) (2) (4.8)

ou seja, da mesma maneira que o campo .
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A questao que precisamos responder agora é: como construir a derivada covari-
ante de gauge V,7 Para obter a expressao desejada, somos obrigados a introduzir
um campo vetorial A* que, quando ¥ se transforma de acordo com a Eq. (4.7), tem

a seguinte lei de transformacao:
Au(r) = Al (r) = Ay(z) — dua() (4.9)
Tendo introduzido esse campo vetorial, a forma explicita de V, é dada por
V,=0,—1q4, (4.10)

Submetendo o campo espinorial ¢ a transformacgao (4.7), o campo vetorial A4, a
transformagao (4.9) e usando a forma explicita da derivada V,, Eq. (4.10), é direto

verificar que a Eq. (4.8) é vélida.

Vamos resumir o procedimento que acabamos de descrever. Partimos da Lagrangi-
1

ana Lp, Eq. (4.5), que descreve um campo de spin ;. Isso corresponde ao passo 1

descrito anteriormente. Essa Lagrangiana possui a propriedade de invariancia sob

transformagoes de gauge globais, Eq. (4.6). Propusemos estender a invariancia em

questao para o caso em que o = «(x). Entao a teoria que passamos a considerar é

aquela que pode ser derivada da Lagrangiana £/, dada por

Ly =PV, —m) (4.11)

Essa Lagrangiana é invariante sob a transformacao combinada

() = ' (x) = exp [—ga(z)]y(z) (4.12a)
U(@) = P (x) = @( ) exp [1gor(z)] (4.12b)
Ay(r) = Al (r) = Au(x) — dua(x) (4.12¢)

que chamaremos de uma transformacao de gauge local, onde a palavra “local” re-
flete o fato de que o parametro a nao é mais uma constante e, sim, uma funcao
das coordenadas do espaco-tempo. Nessa linguagem, adotar o principio de gauge
significa exigir que a teoria sob consideracao seja invariante sob transformacoes de

gauge locais.

Como discutido na Ref. [31], a imposigao da invariancia sob transformagoes de gauge
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locais é a maneira de implementar no formalismo Lagrangiano da teoria de campos
o equivalente do passo 2 do formalismo Hamiltoniano apresentado acima. Para
que isso seja verdade, sera necessario identificar o parametro ¢ da transformagao
de gauge local, Eq. (4.7), com a carga elétrica da particula descrita pelo campo de
spin % Além disso, o campo vetorial A, introduzido juntamente com a derivada
covariante de gauge V,, Eq. (4.10), terd de ser identificado com o campo eletromag-
nético. Note, portanto, como a exigéncia de que a Lagrangiana Lp, Eq. (4.5), seja
invariante sob a transformagao (4.7) levou a introducao de uma “carga” através da
qual a particula interage com um certo campo vetorial. Essa é a implicagao fisica

do principio de gauge.

Dessa maneira, precisamos agora implementar o equivalente do passo 3, ou seja,
precisamos somar a Lagrangiana da Eq. (4.11) o termo que descreve o comporta-
mento do campo eletromagnético na auséncia de fontes. Essa situagao corresponde

a tomar p = 0 e J = 0 nas equagoes de Maxwell (4.1):

V-E=0 (4.13a)
V-B=0 (4.13b)
0B

E=—— 4.1

V x 5 (4.13c¢)
OE

B=""=— 4.13d

V X 5 (4.13d)

Sabemos que, na auséncia ou nao de fontes do campo eletromagnético, os campos
elétrico E e magnético B admitem uma descricao em termos de potenciais eletro-

magnéticos. Isso significa que existem funcoes ¢ e A tais que

Ez—V@—%% (4.14a)

B=VxA (4.14D)

Identificando os potenciais ¢ e A com as componentes de A*, isto é, usando que
AP = (¢, A), é possivel provar que as equagoes de Maxwell no espago livre dadas

acima podem ser derivadas da seguinte densidade de Lagrangiana [30]:

1
Lis = = F* Fu (4.15)
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onde o chamado tensor do campo eletromagnético tem as suas componentes covari-

antes dadas por
F.=0,A,—0,A, (4.16)

Uma verificagao direta dessa afirmacao consiste em escrever as equagoes de Euler-
Lagrange [26] para Lg), derivar as equagdes de campo correspondentes e usar as

relagbes (4.14) para provar que aquelas sao equivalentes a (4.13).

Perceba que o tensor de campo F),, ¢ invariante sob a transformacao
Au(r) = Al (r) = Au(x) — dua(x) (4.17)

de tal forma que Lg), também é invariante sob uma tal transformacao. Em termos
dos campos E e B, essa invariancia reflete o fato bastante conhecido em Eletrodi-
namica Classica de que existe uma ambiguidade na descricao dos campos elétrico e

magnético em termos de p e A, pois a transformacao dos potenciais eletromagnéticos

o
= — — 4.1
pore = (4.18a)
A=A =A+Va (4.18b)

nao tem qualquer efeito sobre E e B.

Finalmente, somando a Lagrangiana Lg,;, que descreve o campo eletromagnético

livre, & Lagrangiana £,, que descreve uma particula com massa de repouso m, carga
1
2
L da teoria completa:

elétrica ¢ e spin = a interagir com o campo eletromagnético, obtemos a Lagrangiana

1 _
L= _ZFWFW + Y(y*V,, — m)y (4.19)

A Lagrangiana £ é invariante sob a transformagao de gauge local da Eq. (4.12).

Terminologia da Teoria de Grupos

Uma vez que o campo de Dirac se transforma de acordo com

(x) = ¢ (z) = exp [—1go(z)][Y(z) (4.20)
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e o conjunto das transformagoes de fase locais exp [—1ga(x)] forma um grupo (com
a operagao de grupo sendo a multiplicagdo), chamado de U(1), as transforma-
coes (4.12) sao ditas transformagoes de gauge U(1). Notando que, para duas fungoes

reais arbitrarias a; e as das coordenadas do espaco-tempo, vale a relagao

exp [—1gon ()] exp [—igas(x)] = exp [—igas(x)] exp [—1gon (z)] (4.21)

chegamos a conclusao de que o grupo U(1) é comutativo ou Abeliano. Fazendo uso
dessa terminologia, é usual dizer que a Eletrodinamica é uma teoria de gauge Abe-
liana. Neste ponto, a introducao dessa terminologia pode parecer uma sofisticagao
desnecessaria. No entanto, como veremos na sequéncia, ¢ através da consideragao
de grupos de transformacoes com uma estrutura de grupo mais complexa do que a

de U(1) que podemos construir a Lagrangiana da teoria de YM e a Lagrangiana da

QCD.

O grupo de transformacoes ou grupo de gauge associado a teoria de YM é o SU(2),
o grupo das matrizes unitdrias 2x2 com determinante igual a +1 (a operagao de
grupo sendo a multiplicagdo de matrizes); a QCD tem como grupo de gauge o
grupo SU(3), definido de maneira analoga ao grupo SU(2). Podemos ver que SU(2)
e SU(3) tém, de fato, uma estrutura de grupo mais complexa do que a de U(1)
notando, por exemplo, que aqueles sao grupos nao-comutativos ou nao-Abelianos.
A teoria de YM e a QCD sao, portanto, exemplos das chamadas teorias de gauge
nao-Abelianas. Grosso modo, esse é um reflexo da nao-comutatividade da operacao
de multiplicacao de matrizes. Consideremos agora a construcao da Lagrangiana da
teoria de YM.

4.2.2 Teorias de Gauge Nao-Abelianas
Teoria de Yang-Mills

Depois de ter provado que a Lagrangiana da Eletrodinamica pode ser obtida através
da imposicao de um principio de invariancia sob transformacoes de gauge locais, es-
tamos prontos para transpor para uma linguagem matematica as ideias sobre isospin

apresentadas na Secao 4.1.
Da mesma maneira que no caso da Eletrodinamica, onde partimos da Lagrangi-

ana livre de um campo de spin % para obter a descricao de um férmion carregado a

interagir com o campo eletromagnético, partimos aqui da Lagrangiana das particu-

95



las livres que carregarao isospin, o néutron e o préton. Essas particulas sao férmions

de spin %, de maneira que a Lagrangiana que as descreve numa situagao onde nao

ha interagao é dada por
L = (170, — my) 1 + o (170, — ma)thy (4.22)

onde ¥ e 19 denotam, por exemplo, o campo do néutron e o do préton. Da mesma
forma, m; e my representam as massas de repouso das particulas correspondentes.
De acordo com o que foi discutido na Sec¢ao 4.1, encaramos o néutron e o préton

como estados distintos de uma mesma particula; com isso em mente, introduzimos

%] (4.23)

a notagao

U =
(0

isto é, organizamos os campos ¥; e 15 num vetor coluna com duas componentes. O

campo ¥ pode, portanto, ser visto como o campo do nicleon. Usando a defini¢ao

acima, podemos reescrever a Lagrangiana (4.22) da seguinte maneira:

L=V, — M)V (4.24)
onde o adjunto ¥ é dado por
U= [751 152] (4.25)
e M denota a chamada matriz de massa:
0
M = lml ] (4.26)
0 mo

Utilizando agora o fato experimental de que a massa de repouso do néutron é apro-
ximadamente igual a do préton, ou seja, que m; =~ ms = m, a Lagrangiana (4.24)
pode ser posta na forma

L~ V("o —m)¥ (4.27)

A Lagrangiana acima possui a mesma forma da Lagrangiana de Dirac de 1 particula.
No entanto, ¥ é um vetor coluna com duas componentes, de maneira que podemos
submeter esse campo a transformacoes mais complexas do que a simples multiplica-

¢ao por um fator de fase, como era feito no caso da Eletrodinamica. Por exemplo,
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considere a transformacao global

— U'(x) = S¥(x) (4.28a)
U(x) = V(z) = U(z)ST (4.28b)

onde S é uma matriz unitéria 2x2 arbitrdria. E bastante conhecido o fato de que
essas matrizes formam um grupo, o chamado grupo U(2). Pode-se mostrar que a

matriz S sempre pode ser escrita na forma
S =exp (1H) (4.29)

onde H é uma certa matriz 2x2 Hermitiana (H = H'). Sendo assim, o elemento
mais geral de U(2) corresponde a matriz H com a forma mais geral. A matriz

Hermitiana 2x2 mais geral tem a forma

H= [Cl Cz] (4.30)
GG

onde (; e (3 sao numeros reais e (5 é, em geral, um nimero complexo. Reescreva as

entradas dessa matriz da seguinte maneira:

G=0+as (4.31a)
G = a1 —1as (4.31b)
G=0-a3 (4.31c)

onde 0, a, € R (k= 1,2,3). Fazendo isso, prova-se que a matriz H pode ser escrita
como

H =01+ ay01 + a0y +azo3 =01 +a-o (4.32)

onde I denota a matriz identidade 2x2 e oy (k = 1,2, 3) s@o as matrizes de Pauli

(0 1
o = 4.33a
=15 0] (4.332)
_0 -
7y = Z] (4.33b)
K 0
10
05 = 4.33c
=y _1] (4.33¢)
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Substituindo a Eq. (4.32) na Eq. (4.29), vemos que um elemento arbitrario do grupo

U(2) pode ser expresso como
S = exp (10) exp (1a - o) (4.34)

Levando em consideragao que, grosso modo, o efeito do fator exp (26) é introduzir as
interacoes eletromagnéticas e que a teoria de YM foi concebida como uma tentativa
de descrever as interagoes fortes, restringimos a discussao a elementos do U(2) com

a forma

S=exp(la-o) (4.35)

Pode-se mostrar que as matrizes unitarias 2x2 com essa forma tém determinante

igual a +1. As matrizes com a forma dada na equagao acima formam o grupo co-
nhecido como SU(2).

Dessa maneira, estaremos considerando transformacoes do tipo

U(z) = ¥'(z) = SU(x) (4.36a)
U(z) = V(z) = U(zx)ST (4.36b)
com
S =exp (b - 1) € SU(2) (4.37)
onde g é a chamada de constante de acoplamento de gauge e utilizamos as seguintes
definicoes:
a=7p (4.38)
2
e
o
E —_— 4'
T=S (4.39)

Estamos considerando as transformacoes globais, ou seja, aquelas para as quais b
é um vetor constante. E direto verificar que a Lagrangiana (4.27) é invariante sob
tais transformagoes. Agora, a exemplo do que foi feito quando discutimos a Ele-
trodinamica, a proposta ¢é exigir que essa invariancia persista quando considerarmos
transformacoes locais, isto é, aquelas para as quais b é uma funcao das coordenadas

do espaco-tempo. Explicitamente, considere transformagoes do tipo

U(z) = U'(z) = S(x)V(x) = exp tgb(z) - 7]V () (4.40a)
— U'(z) = U(2)ST(2) = U(x) exp [~2gb () - 7] (4.40Db)

o8



De maneira andloga ao caso eletromagnético, a Lagrangiana (4.27) tal como estd
nao é invariante sob a transformacao local acima. De fato, sob (4.40) a Lagrangiana

se transforma de acordo com
L— L =L+2051"(0,S)V (4.41)

Como na Eletrodinamica, esse resultado é uma consequéncia do fato de que sob (4.40)
a derivada 0,V tem uma lei de transformagao com uma forma diferente daquela para

o campo V.

Contornamos a dificuldade acima da mesma maneira que fizemos no caso da Eletro-
dinamica, ou seja, introduzindo uma derivada covariante de gauge V, de tal forma

que, sob a transformacao (4.40), V,¥ se transforma de acordo com:
V¥ () = V, V' (2) = S(x)V,¥(x) (4.42)

Em posse de uma forma explicita para V,, podemos obter uma Lagrangiana inva-
riante sob transformagoes de gauge SU(2) locais a partir da Eq. (4.27), fazendo a
substituicao 9, — V;:

L=V0y"V, —m)¥ (4.43)

A expressao para a derivada covariante de gauge também pode ser construida com
base no que tinhamos na Eletrodinamica. No entanto, devido a maior complexidade
matematica de S = exp [tgb(x) - 7] em comparacao com as transformagoes de fase
locais exp [—1qa(x)] da Eletrodinamica, ao invés de introduzir apenas um campo
vetorial A,, devemos considerar trés novos campos vetoriais A}L, Ai e Ai. Em
termos de A, = (A, A% A3), a derivada V, é dada por

V,=0,—1w7-A, (4.44)

Mas a lei de transformacao do campo A, sob (4.40) ndo pode ser qualquer, pois
queremos que a Eq. (4.42) seja valida. E direto verificar que se tivermos a lei de

transformacao

T-A, =T A, =S(T-A,)S + %(G#S)Sl (4.45)

entao a Eq. (4.42) se verifica.
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A Lagrangiana da teoria completa pode ser obtida a partir de (4.43) através da in-
clusao de um termo que corresponde a Lagrangiana livre do campo A,,. Denotando
essa Lagrangiana por L, propomos uma expressao analoga aquela que descreve o

campo eletromagnético livre:

1 luv 1 1 2uv 12 1 3uv 3 — 1 v
£A:_ZFHFHV_ZFMF#V_ZFMFHV:_ZFM 'F/“, (446)
ou seja, cada um dos campos vetoriais Aj que introduzimos ¢ descrito por uma
densidade de Lagrangiana £, com a forma

1 apy ra
£a:_ZF'uFMZ,

(4.47)
(sem soma sobre o indice a), que descreve um campo vetorial sem massa. Observe
que esse ¢ o caso na Eletrodinamica, pois os fétons (quanta do campo eletromag-
nético) viajam com a velocidade ¢ da luz. Justificamos o fato de que os campos
considerados sao nao-massivos observando que a inclusao de um termo de Proca na
Lagrangiana £, resultaria na adi¢do de um termo proporcional a A*- A, a Eq. (4.46),
0 que comprometeria a invariancia de gauge da teoria que estamos tentando cons-
truir. Para verificar esse resultado, considere o caso mais simples das transformacoes

de gauge infinitesimais. Se |b| < 1, entao podemos escrever

S~1+wb- -1 (4.48a)
Sta~1—igb- -7 (4.48Db)
9,8 ~19(0,b) - T (4.48c¢)

Dessa maneira, substituindo as expressoes (4.48) na lei de transformacao (4.45),
chega-se a
T A, =T A, +T-9b+gb-T,A,-T] (4.49)

As matrizes de Pauli satisfazem a relacio de comutacio [0, 0’] = 21f%c°, onde
fa% representa as componentes do tensor de Levi-Civita, que também podem ser
identificadas com as chamadas constantes de estrutura do grupo SU(2). Usando essa

relacao e a definicao das matrizes 7, prova-se que
Vv -T,w-T|] =11 (VXW) (4.50)

para quaisquer v, w € R?. Fazendo uso da férmula acima para calcular o comutador

no dltimo termo da expressao para 7-AJ,, Eq. (4.49), chegamos a lei de transformagao
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infinitesimal para A,
A, A, ~A,+9,b—gbxA, (4.51)

Usando a Eq. (4.51), é direto verificar que, sob uma transformacao de gauge infini-

tesimal, A* - A, se transforma de acordo com
AF-A, — AT A’H ~ A" A, +2(0,b) - A* (4.52)

o que mostra claramente o fato de que a inclusao de um termo de massa na Lagran-
giana (4.46) destréi a invariancia de gauge da teoria. Isso prova a afirmagao feita na
Secao 4.1 de que 3 particulas vetoriais sem massa — os quanta dos 3 novos campos

vetoriais — precisam ser introduzidas na teoria.

A questao que precisa ser respondida agora é: qual é a forma explicita do tensor de
campo de YM F,,, que devemos usar para ter £ invariante sob transformacoes de
gauge? Poderiamos mais uma vez proceder em analogia com o caso da Eletrodina-
mica: como o tensor do campo eletromagnético possui a forma F,, = 0,4, — 0,A,,
a nossa primeira tentativa para a forma de ¥, ¢ ¥, = 0,A, — 9,A,,. No entanto,
se submetermos o campo de gauge A, a transformacao infinitesimal (4.51), depois
de um célculo direto porém tedioso, concluiremos que essa escolha para F,, nao da

origem a uma Lagrangiana £, invariante sob transformagoes de gauge.

Insistimos, porém, na analogia com a Eletrodinamica. Usando a expressao para
a derivada covariante eletromagnética, Eq. (4.10), prova-se a seguinte relagao de
comutacao

V., V,| =—wF,, 4.53
7 I

Agora nos perguntamos qual é a relacao correspondente na teoria de YM, ou seja,

quando a derivada covariante V,, é dada pela Eq. (4.44). Nesse caso, mostra-se que
V.. Vo] = —1g9(0,A, —0,A, +9gA, X A))-T (4.54)

Desse modo, comparando as duas 1ltimas equacoes, vemos que esta sugere a seguinte
forma para F,:
F,=0,A -0A,+gA, xA, (4.55)
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Essa ¢é a expressao para o tensor de campo de YM que procuramos. Ha duas manei-
ras de verificar que a densidade de Lagrangiana (4.46) com F,,, dado pela Eq. (4.55)
satisfaz a exigéncia de invariancia de gauge. Primeiro considere o caso das transfor-
macoes de gauge infinitesimais. E possivel provar que, quando o campo de gauge
A, se transforma de acordo com (4.51), o tensor de campo (4.55) se transforma da
seguinte maneira:

F, — F;W =F,, +9(F,. xb) (4.56)

Claramente £ ¢é invariante sob tal transformacao, uma vez que F,,, - (F* x b) = 0.
Note que nesse caso, ao contrario do que acontece no caso da Eletrodinamica, o

préprio tensor de campo nao €, em geral, invariante sob transformacoes de gauge.

A outra maneira de verificar a invariancia de gauge da Lagrangiana (4.46) consiste

em observar que esta pode ser reescrita da seguinte forma:
1 u
La= —éTr[(T -F*) (1 - F L) (4.57)
onde, para derivar a equagao acima, fizemos uso da férmula
a, b 1 ab
Tr(7%7°) = 5(5 (4.58)

Além disso, usamos a lei de transformagao (4.45) para 7 - A, em conjunto com a

definicao (4.55) para mostrar que 7 - F,, se transforma de acordo com
7-Fy,—7-F,=57-F,)S™" (4.59)

Usando a lei de transformagao acima e a propriedade ciclica do traco, a invariancia
de gauge de L para uma transformacao de gauge SU(2) arbitraria segue imediata-

mente.

Tendo estabelecido a invariancia de gauge SU(2) da Lagrangiana La, podemos so-
mar a expressao desta aquela dada na Eq. (4.43), que descreve um par de campos

de spin % a interagir com o campo de gauge A, para obter a Lagrangiana completa
L da teoria de YM:

1 _
L=~ F" Fy+ U(1y'V, —m)¥ (4.60)
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A Lagrangiana da equacao acima representa uma generalizacao da Eletrodinamica,
que é uma teoria de gauge Abeliana cujo grupo de gauge é o U(1), para teorias de

gauge nao-Abelianas.

QCD

A Lagrangiana da QCD pode ser obtida através de um procedimento inteiramente
analogo ao apresentado acima para a teoria de YM. Obviamente, deve ser conside-
rado o fato de que o grupo de gauge da QCD é o SU(3). Em primeiro lugar, isso
significa que a derivacao da Lagrangiana da QCD poderia partir da Lagrangiana
Ly que descreve trés campos de spin % nao-interagentes e com massas de repouso
iguais. Observamos que, no contexto da QCD, essa igualdade entre as massas nao é
apenas aproximada como na teoria de YM. Em outras palavras, a simetria de isospin
é aproximada, enquanto que a simetria SU(3) de cor da QCD é exata. No entanto,
deve ser levado em consideracao o fato de que, na QCD, os quarks — descritos pelo
trio de espinores de Dirac com a mesma massa — possuem seis sabores. Dessa ma-
neira, o ponto de partida da derivacao dessa teoria é, na verdade, uma soma de seis

termos do tipo da Lagrangiana L.

Além disso, a derivacao também deve ser adaptada para levar em conta o fato
de que o papel desempenhado pelas matrizes de Pauli & = (01,02, 03) na hora de
expressar os elementos do grupo SU(2) é desempenhado aqui pelas chamadas matri-
zes de Gell-Mann A = (Aq, ..., Ag). Isso implica que as transformagoes SU(3) tém a

forma

S =exp (ng . %) (4.61)

onde g é a constante de acoplamento da QCD, b = b(z) = [bi(x),...,bs(x)] e a
derivada covariante de gauge da QCD é dada por

A
V,=0,— Wy A, (4.62)

onde foi necessério introduzir 8 campos vetoriais A, = (A}, ..., A%), que descrevem
os glions. Levadas em conta as modificacoes indicadas acima, a Lagrangiana da
QCD pode ser obtida através de uma argumentacao semelhante aquela utilizada

por nos para obter a Lagrangiana da teoria de YM.

A semelhanca das derivacoes indica uma similaridade formal entre a teoria de YM e

a QCD. De fato, exploramos essa semelhanca, como é comum na literatura, através
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do uso da teoria SU(2) para entender aspectos qualitativos da teoria SU(3), evi-
tando assim uma dificuldade puramente técnica associada a maior complexidade da

estrutura de grupo de SU(3).

4.3 Caos em Teorias de Gauge Nao-Abelianas

O objetivo da presente secao é discutir uma nova caracteristica das teorias de gauge
nao-Abelianas em comparagao com a Eletrodinamica: a nao-linearidade das equa-
¢oes classicas de movimento para o campo de gauge. Reservamos, no entanto, os
detalhes matematicos para o final da secao, onde desenvolveremos a chamada Me-
canica Classica de YM. Nesse contexto, as consequéncias dessa nao-linearidade sao
exploradas e mostraremos, utilizando as técnicas apresentadas no Capitulo 2, que a
dindmica nao-linear do campo de gauge SU(2) pode se revelar caética, de tal forma

que o comportamento deste pode ser ergédico.

Nao-linearidade

E um fato bastante conhecido na Eletrodinamica Cldssica o de que as equagoes de
Maxwell, Eq. (4.1), formam um sistema linear de equagoes diferenciais. De fato,
muitas das técnicas matematicas de resolucao de problemas em Eletrodinamica fa-
zem uso da validade do chamado principio de sobreposi¢ao [30], uma consequéncia

direta da linearidade das equacoes de campo dessa teoria.

Como foi discutido nos pardgrafos acima, a teoria de Maxwell no espago livre (isto

é, na auséncia de fontes do campo eletromagnético) pode ser obtida da Lagrangiana
Lo
Lpy = _ZF F (4.63)

onde F,, = 0,A, — 0,A,. Posteriormente, quando consideramos o problema de
construir a Lagrangiana que desempenha na teoria de YM um papel andlogo ao que

L gy desempenha na Eletrodinamica, tentamos uma expressao com a forma

1
La=—F" F, (4.64)

onde F,, = 9,A, — J,A,,. No entanto, essa expressao foi descartada quando exigi-
mos que a Lagrangiana fosse invariante sob transformacoes de gauge SU(2) locais.
Uma maneira de interpretar esse resultado ¢ dizendo que o requisito de invariancia

de gauge exclui a possibilidade de construirmos uma teoria de YM linear aos moldes
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da teoria de Maxwell.

Diante da dificuldade descrita acima, ndés provamos que a Lagrangiana da teoria
de YM pode, sim, ser escrita na forma da Eq. (4.64) se o tensor de campo for dado
por

F,=0,A —-0A,+gA, xA, (4.65)

Note que, devido a invariancia de gauge, o termo gA, x A, precisou ser adicionado
a expressao que consideramos anteriormente para o tensor F,,,. Como discutiremos
mais detalhadamente abaixo, a presenca desse termo dé origem a termos nao-lineares
nas equacoes de campo da teoria de YM. Como consequéncia da semelhanca formal
entre a teoria de gauge SU(2) e a SU(3) que jé discutimos, o mesmo é verdadeiro para
a QCD. Interpretamos esse resultado da seguinte maneira: os glions sao portadores
das cargas nao-Abelianas da QCD, conhecidas como cargas de cor, podendo interagir
entre si. Grosso modo, portanto, os termos nao-lineares nas equacoes de campo
da QCD que descrevem os glions refletem a auto-interacao destes. Compare essa
situacao com aquela existente na Eletrodinamica, onde os fétons possuem carga
elétrica nula e, portanto, nao interagem entre si. Isso se reflete na linearidade das

equacoes de Maxwell.

Dinamica do Campo de Gauge no Vicuo

Na Secao 4.2.2, desenvolvemos a teoria de YM partindo de uma Lagrangiana que

descrevia dois campos de spin % nao-interagentes. Como consequéncia disso, a
Lagrangiana que obtivemos no final da nossa construcao continha um termo que
descrevia o campo de gauge SU(2) livre e um termo que descrevia tanto a dinamica

livre dos férmions originais quanto a interacao destes com o campo A,,.

Daqui em diante, por outro lado, estaremos interessados na dinamica do sistema
fisico formado exclusivamente pelos campos de YM. Uma justificativa pratica para
restringir o nosso interesse de tal maneira vem da observacao de que o campo A, é
o verdadeiro ingrediente nao-linear da teoria de YM. Fisicamente, o nosso procedi-
mento encontra justificativa na observagao de que muitos dos aspectos qualitativos
da QCD, a teoria que estamos tentando emular usando a teoria de YM, refletem a

dinamica caracteristica dos glions.

Considere, portanto, a teoria que descreve os campos de YM na auséncia de fontes.
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Esta pode ser derivada da densidade de Lagrangiana L4, Eq. (4.46):

1 1
La= _ZFW -F = _ZFQWFZ/
onde, na ultima igualdade, expressamos a dependéncia da Lagrangiana no tensor
de campo F,, em termos das suas componentes F}, (a =1,2,3), de tal forma que
existe uma soma implicita sobre o indice repetido a na equacao acima. Usando a

expressao que derivamos na secao anterior para F,,, Eq. (4.55), e observando que
(A, x A" = [ Ab AC (4.66)
é direto concluir que as componentes do tensor de campo sao dadas por
Fi, = 0,A% — 0,A% + gf*" AL AL (4.67)

Lembramos que f%¢ sao as constantes de estrutura do grupo de gauge. No caso da
teoria de YM, f®¢ corresponde as componentes do tensor de Levi-Civita. Lembre
também que essas constantes foram introduzidas na teoria quando consideramos as

relagoes de comutagao entre as matrizes de Pauli.

Queremos mostrar agora que as equagoes de campo da teoria que estamos consi-
derando sao nao-lineares nas varidveis de campo Aj. O procedimento para obter as
equacoes de campo da teoria de YM é o procedimento padrao: construimos a agao

Sa do sistema, definida por

Sp = / d*rLa (4.68)

onde d*z denota o elemento de volume no espaco de Minkowski e a integracao é feita
sobre a totalidade dos eventos associados a evolucao do sistema; em seguida, fazemos
uso do chamado principio de agao minima [26], que nos diz que a evolugao do sistema
ocorre de tal forma que a acao é extremizada. Uma maneira de implementar essa
ideia matematicamente é impor que a variacao 05a na agao que resulta de pequenas
variagoes 0 A7, e 5(8,,AZ) nos campos e nas suas derivadas, respectivamente, é tal
que, em primeira ordem nas variacoes, 054 = 0. O resultado do procedimento acima
aplicado a Lagrangiana Lo = LA (A, 0, Af) sao as equagoes de Euler-Lagrange
0L 0L

Y O A =0 (4.69)
oAz "V 9(9,Aq)
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Usando a Eq. (4.67) para F 4» Podemos concluir através de um célculo direto que

a apy rra aoc pAc aAAV
o (P FL) = 49f PCAC PN (4.70)
A
e que
9
————~ (F""F},) = 46" F** (4.71)
0(0aA%) "

Fazendo uso dos dois ultimos resultados para calcular as derivadas de £ que apare-
cem nas equacoes de Euler-Lagrange, obtemos que as equacoes de campo da teoria

sao dadas por

(60, + gf ALY FH =0 (4.72)

E possivel ver que estas sao nao-lineares analisando, por exemplo, o segundo termo
no lado esquerdo da equacao acima. A expressao para as componentes do tensor de
campo, Eq. (4.67), mostra que esse termo da Eq. (4.72) possui termos proporcionais
a AP A% A evidenciando a nao-linearidade dessa equagao. Enfatizamos que um

resultado andlogo ¢ vélido para campos de gauge SU(3).

Mecanica Cldssica de Yang-Mills

Tendo derivado as equagoes de campo da teoria de YM, podemos introduzir a teo-
ria conhecida como Mecanica Cléssica de YM. Para isso, primeiro utilizamos uma

condicao de fixacao de gauge. Escolhemos trabalhar no gauge de Weyl, definido por
A; =0, Va (4.73)

Neste ponto, ao fixar o gauge, apenas nos livramos dos graus de liberdade esptrios
da teoria de YM. Em outras palavras, nenhuma hipdtese fisica foi feita. A suposi¢ao
que faremos sobre a Fisica do sistema tem a ver com a dependéncia espacial do
campo de gauge SU(2). Especificamente, utilizaremos a hipétese de que o campo de
YM ¢é uniforme, dependendo apenas do tempo ¢ de acordo com observadores num

certo referencial de Minkowski:
A =0, i,k=1,2,3 (4.74)

Como discutido na Ref. [32], um campo de YM uniforme é uma boa aproximacao
quando a densidade do nimero de quanta de campo é alta. Sendo assim, a sim-
plificacao que faremos ¢ justificada pelo fato de que o QGP — sistema com alta

densidade de glions — é um exemplo de sistema fisico relevante que pode ser estu-
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dado com essa aproximagcao.

Portanto, daqui em diante estaremos interessados em situacoes consistentes com
o gauge de Weyl e com a suposicao de campo uniforme. O caso particular da teoria
de YM que acabamos de definir através das Eqgs. (4.73) e (4.74) recebe o nome de
Mecanica Cldssica de YM.

Queremos agora explorar essa teoria computacionalmente. Entao considere a parte
temporal (isto é, a componente p = 0) da Eq. (4.72); é direto verificar que, com as

hipéteses introduzidas nos pardgrafos acima, ela é dada por
AVAS — ACAb =0 (4.75)

A equacgao acima é a chamada lei de Gauss. Ela recebe esse nome, pois é equiva-
lente a equagao que dé a divergéncia (em termos da derivada covariante de gauge) do
campo cromoelétrico [26]. Em outras palavras, a Eq. (4.75) desempenha no presente

contexto um papel andlogo ao da lei de Gauss da Eletrodinamica, Eq. (4.1a).

As equagbes que estudaremos numericamente correspondem a parte espacial (isto é,
as componentes p = ¢, onde i = 1,2, 3) da Eq. (4.72). E direto verificar que elas sao
dadas por

1a 2 A4b Ab pa 2 Aa Ab b __

Afirmamos que as equagoes acima sao aquelas que resolveremos computacional-
mente, pois a lei de Gauss, Eq. (4.75), ndo representa um vinculo dinamico. Isso
significa que, se a Eq. (4.75) for satisfeita no instante inicial (por exemplo, em t = 0),
entao as varidveis de campo A¢ vao evoluir de acordo com a Eq. (4.76) de tal forma
que a lei de Gauss sera obedecida em todos os instantes. Na prética, portanto, para
estudar computacionalmente a Mecanica Classica de YM, basta resolver numerica-

mente a Eq. (4.76) com condigoes iniciais consistentes com a lei de Gauss.

Agora que conhecemos as equacgoes dinamicas da Mecanica Classica de YM, poderia-
mos proceder a integracao numérica delas. Para fazer isso, gostariamos de empregar
o algoritmo simplético apresentado no Capitulo 2. Como discutimos, no entanto, a
aplicacao do método simplético de integracao pode ser feita apenas quando o sis-
tema dinamico a ser integrado for Hamiltoniano e exige o conhecimento da fungao

de Hamilton correspondente. Sendo assim, antes de prosseguir com um estudo com-
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putacional, precisamos derivar a Hamiltoniana da teoria que estamos considerando.

O ponto de partida da nossa derivagao é a Lagrangiana que descreve no caso mais
geral o campo de gauge SU(2) na auséncia de fontes, Eq. (4.46). Nessa expres-
sao, substituimos as equagoes que definem a Mecanica Classica de YM, Eqgs. (4.73)

e (4.74). O que resulta desse procedimento é a Lagrangiana L dessa teoria:
1 ja Aa 1 2 pabe pede fa Ad Ab pe

Identificamos as varidveis de campo A¢ com as coordenadas generalizadas do sis-
tema que estamos considerando. Dessa maneira, o momentum m} canonicamente

conjugado a coordenada A¢ é dado por

oL _ Al (4.78)
0AY

™

a
)

Para obter a Hamiltoniana H da Mecanica Classica de YM, basta submeter a La-

grangiana da Eq. (4.77) a uma transformacao de Legendre [11]:

H=mlAl— L
1 a,.a 1 aoc rcae a €
= 5T T Zg2f b et AT AT AL A, (4.79)

Utilizando uma notacao vetorial para indicar as somas sobre indices de cor e usando

a identidade ,

ferefele AT ALY AL = Y (A x Ay)? (4.80)

J,k=1

podemos escrever H na forma mais compacta

3 3
1 2 1 2 2

J,k=1

Essa é a Hamiltoniana da Mecanica Classica de YM. Obviamente, as equagcoes de
movimento derivadas dessa funcao de Hamilton sao equivalentes aquelas dadas na
Eq. (4.76). No entanto, a lei de Gauss nao pode ser obtida a partir da especifica¢ao
de H e, neste contexto, precisa ser imposta; o vinculo da Eq. (4.75) “desapareceu”
quando substituimos as Egs. (4.73) e (4.74) diretamente na Lagrangiana da teoria
de YM na auséncia de fontes. Sendo assim, do ponto de vista do formalismo de

Hamilton, a Mecanica Classica de YM ¢ a teoria derivavel da Hamiltoniana (4.81)

69



e cujas variaveis canonicas A{ e m¢ estao sujeitas ao vinculo
Abre — ASmb =0 (4.82)
i i = -

Observamos que na Eletrodinamica a situagao analoga a da Mecanica Classica de
YM ¢ trivial. No caso da teoria de Maxwell, as componentes do potencial vetor A
do campo eletromagnético satisfazem a equacdo A; = 0 (i = 1,2,3) [33]. Sendo
assim, a “Mecanica Classica de Maxwell” corresponde a uma situagao onde o campo

elétrico E é constante: A; = —Ejt.

Agora podemos realizar um estudo computacional da dinamica do campo de gauge
SU(2) no presente contexto. Especificamente, vamos justificar o titulo desta se¢ao
mostrando que pode haver comportamento cadtico na Mecanica Classica de YM.
Além disso, provaremos que o caos é um elemento presente na teoria sob conside-
racao mesmo quando a configuracao de campo é bastante simples. Para fazer isso,

consideraremos a configuracao do chamado Ansatz do ourigo [34]:

1
Aia(t) = EOiaqa(t), i, a = ]., 2, 3 (483)

onde nao ha soma sobre o indice a. Na expressao acima, O;, sao os elementos de

uma matriz ortogonal 3x3 arbitraria O que independe do tempo.

A configuragao de campo da Eq. (4.83) é mais simples, pois, ao invés de lidar com
as 9 coordenadas generalizadas do caso geral, precisamos estudar apenas o com-
portamento das 3 novas fungoes ¢,(t) (a = 1,2,3). Além disso, é possivel verificar
que a lei de Gauss é trivialmente obedecida quando utilizamos o Ansatz do ourico.
Para ver uma discussao sobre a interpretagao fisica dessa configuracao em termos

dos campos cromoelétrico e cromomagnético, o leitor pode consultar a Ref. [33].
Substituindo a Eq. (4.83) na equagao que determina a evolugdo das variaveis de

campo A¢, Eq. (4.76), e utilizando a relagao de ortogonalidade O;,0y, = dyp, €

direto verificar que a dinamica das fungoes ¢,(t) é determinada por

o+ (¢ =) =0, a=12,3 (4.84)
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onde

@ = Zqz (4.85)

a=1
Equivalentemente, podemos escrever
i1+ (65 + 43)qn = 0 (4.862)
G + (61 + 43)g2 = 0 (4.86b)
Gs + (47 + 43)gs = 0 (4.86c)

E possivel mostrar que o sistema dindmico dado na Eq. (4.86) é Hamiltoniano,

podendo ser derivado da seguinte funcao de Hamilton:

1 1
Hpg = é(pf +p5+p3) + 5(61?(13 + G4+ GBE) (4.87)

onde identificamos as funcoes ¢, com as coordenadas generalizadas do sistema cor-
respondente, de modo que as variaveis p, sao os respectivos momenta canonicamente
conjugados. Apesar de, por simplicidade, nao termos utilizado esta abordagem, po-
derfamos ter motivado o estudo do SDH (4.86) mostrando que a Hamiltoniana da
Mecéanica Classica de YM, Eq. (4.81), pode ser reescrita de tal forma que esta possui
um termo proporcional®a Hpg [35]. De fato, esse termo é o principal responsavel pela
riqueza da dinamica do campo de gauge SU(2) na teoria que estamos analisando; o
SDH derivavel de (4.87) é dito, portanto, o subsistema fundamental (“fundamental
subsystem”) da Mecanica Classica de YM [17].

Antes de apresentar o estudo do caos na Mecanica Clédssica de YM, precisamos in-
troduzir a escala fisica no problema. Em outras palavras, temos que dizer qual é
a ordem de magnitude dos valores que atribuiremos a Hamiltoniana Hpg — cujo
valor é o Unico parametro do modelo — para simular situacoes de interesse fisico.
Com esse objetivo, primeiro fazemos algumas consideragoes dimensionais. Denote
por L a dimensao de comprimento. Entao, como as coordenadas ¢, na Eq. (4.87)

sao originalmente variaveis de campo, as dimensoes das grandezas fisicas envolvidas

2Observamos que a nossa escolha de coordenadas generalizadas difere daquela feita pelos autores
da Ref. [35]. Em termos das varidveis g, que estamos utilizando como coordenadas, as fungoes
z, y e z consideradas em [35] sao dadas por x = g7 q1, y = g7 g2 e 2 = g7 '¢3. Dessa maneira,

pode-se verificar que o fator de proporcionalidade é g—2.
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no problema sao

lga) = L7 (4.88a)
[pa] = L2 (4.88b)
[Hps] = L~ (4.88¢)

onde tomamos a velocidade da luz ¢ = 1. Perceba que a Hamiltoniana (4.87) nao

tem dimensdo de energia®e, sim, de densidade de energia.

Para introduzir a escala fisica no problema, observamos que um valor caracteristico
de densidade de energia ¢ aquele relevante nos processos de colisao de ions pesados:
E.=1 GeV fm3 [8]. Como esperamos que estudos como o apresentado aqui pos-
sam ter alguma relevancia para a compreensao das propriedades do QGP, medimos
Hps = E em unidades de F,, ou seja: F = oF,, onde 0 < o < 10, de maneira que
o é um numero real estritamente positivo da ordem de 1. Esclarecemos que uma
especificacao de o serd feita na forma da equacdo £ = 0. A menos que mencionemos
o contrario, as consideragoes feitas neste paragrafo se aplicam a todos os SDH que

discutiremos em conexao com as teorias de gauge.
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Figura 4.1: Comportamento dinamico da coordenada generalizada ¢; do SDH da
Eq. (4.86) numa situagao em que a energia Hpg = E do sistema é dada por E = 1.

Finalmente, apresentamos o estudo numérico da Mecanica Classica de YM. Nas
Figs. 4.1 e 4.2 estao os resultados da integracao do SDH da Eq. (4.86). A Fig. 4.1

3Tomando ¢ = 1, temos que a dimensdo de energia é L~!.
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mostra a evolugao da coordenada generalizada ¢; numa situagao em que a energia
Hprs = FE do sistema é dada por £ = 1. O comportamento dinamico do momentum

p1 na mesma situacao pode ser visto na Fig. 4.2.

_1’5 Il Il Il Il J
0 2000 4000 6000 8000 10000

t

Figura 4.2: Comportamento dinamico do momentum p; do SDH da Eq. (4.86) numa
situacao em que a energia Hpg = F do sistema ¢é dada por £ = 1.

Para encerrar a presente secao, mostramos que hé situagdes em que o campo de
YM pode exibir comportamento cadtico. Mais precisamente, provamos que a dina-
mica das varidveis ¢, — relacionadas com as componentes A;, do campo através
da Eq. (4.83) — pode ser tal que um célculo numérico do EML para o SDH da
Eq. (4.86) fornece um resultado positivo. Como discutimos, para realizar a deter-
minacao do EML, também precisamos resolver numericamente o sistema variacional

associado ao da Eq. (4.86). E direto verificar que as equagoes daquele sao

51 = —(5 + $)& — 2q1 (& + ¢:63) (4.89a)
&= —(q} + )& — 20(q1&1 + :&3) (4.89b)
3= —(07 + 2)& — 2g3(q &1 + gao) (4.89¢)

A Fig. 4.3 mostra a funcao x(f) = ;In|£(t)] para o SDH derivavel da Hamilto-
niana (4.87), ou seja, aquela cujo valor no limite t — +oo é o EML. Essa figura
corresponde a uma situagao em que o valor da energia Hpg = E do sistema ¢ dado
por E = 1. Nesse caso, o resultado da nossa estimativa do EML é A = 0, 189.
Como esse valor ¢ positivo, provamos que o SDH sob consideracao pode apresentar

comportamento cadtico, de maneira que pode haver caos na teoria de YM.
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Figura 4.3: Determinacao numérica do EML para o SDH derivavel da Hamiltoni-
ana (4.87). A funcao x(t) = +In[€(¢)| ¢ aquela cujo valor no limite ¢ — 400 ¢ o
EML do sistema.

4.4 Modelos de Termalizacao

O SDH autonomo e ergdédico mais simples que pode ser derivado das equacoes de

campo da teoria de YM ¢é aquele obtido da seguinte Hamiltoniana:

1 1
Hpg = 5(1?? +p3) + 5(13615 (4.90)

onde p; ¢ o momentum canonicamente conjugado a coordenada generalizada g;
(j = 1,2). Essa fungao de Hamilton pode ser obtida a partir da Eq. (4.87) se
supusermos que a coordenada generalizada g3 se anula identicamente: g3 = 0. Faze-
mos essa simplificacao para poder analisar a questao da ergodicidade na Mecanica
Classica de YM usando a técnica da se¢ao de Poincaré. A Fig. 4.4 mostra o resul-
tado da aplicac¢do dessa técnica ao SDH derivével de (4.90) no caso em que a energia
Hps = E do sistema é E = 1; vemos que a dinamica do sistema ¢é ergédica como
afirmamos. Perceba como o comportamento dinamico do campo de gauge SU(2)
pode ser altamente irregular mesmo quando consideramos um caso particular bas-

tante simples da teoria de YM.
O SDH derivavel de (4.90), apesar de ergddico no sentido que definimos, nao satisfaz

uma das exigéncias da formulagao de Berdichevsky da MEC, a saber, o volume no

espaco de fase encerrado por uma superficie de energia qualquer nao é finito [32].
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Essa é uma consequéncia do fato de que o movimento do sistema no espaco de fase
nao estd restrito a uma regiao limitada do seu espago de configuracao, de maneira
que a integral (3.5) diverge logaritmicamente. Esse SDH nao admite, portanto, uma
descrigao estatistica tal qual Berdichevsky e Alberti fizeram para o celebrado sistema
de Hénon-Heiles [19, 20].

Figura 4.4: Secao de Poincaré do SDH derivavel da Hamiltoniana (4.90) no caso em
que Hpg = E = 1.

Uma maneira de contornar essa dificuldade foi proposta por Bannur [7]. Ele consi-

derou o SDH que pode ser derivado da Hamiltoniana

11—«

Hp = %(pf +p3) + %(ﬁqg +
onde o T 1*¢ um parametro adimensional. Essa Hamiltoniana ¢ tal que a fungio
de Hamilton obtida diretamente da teoria de YM, Eq. (4.90), é recobrada no limite
a — 17. A introducao de um termo envolvendo a quarta poténcia das coordenadas
generalizadas tem o efeito de regularizar a divergéncia do volume (3.5) e a vantagem
de tornar o sistema fisico original formalmente semelhante ao oscilador quartico, que
nao apenas admite uma descrigao estatistica como esta pode ser feita completamente

de maneira analitica [2].

Apesar dessas qualidades, o modelo de Bannur nao é obtido através de uma argu-

4Especificamente, o valor do parametro « utilizado por Bannur é a = 0, 99.
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mentagao fisica. A unica justificativa para a introducao do termo

gt +ad)
na Eq. (4.90) é a de que a contribuigao deste é pequena em comparacao com a dos
demais no limite @« — 17. Além disso, esse artificio nao muda o fato de que, para
0s 1n0ssos propositos, a Hamiltoniana (4.91) tem um problema quando o = 1. De
um ponto de vista pratico, isso significa que o modelo proposto por Bannur se torna
numericamente instavel a medida que a dinamica deste é simulada com valores de «
cada vez mais proximos de 1. Sentimos, portanto, a necessidade de considerar um

SDH derivavel de uma teoria classica de gauge (dessa maneira, com forte motivacao

fisica) e que nao possui problemas quando analisado computacionalmente.
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Capitulo 5

Termalizacao Cadtica na Teoria de Yang-Mills-Higgs

5.1 Quebra Espontanea de Simetria

Em geral, nao ha razao para esperar que uma invariancia da Hamiltoniana de um
sistema também seja uma invariancia do seu estado fundamental. Isso tem con-
sequencias nao-triviais se considerarmos sistemas que possuem extensao espacial
infinita. Um exemplo que ilustra essas ideias é o sdlido ferromagnético de Heisen-
berg, uma rede infinita de dipolos magnéticos com interagoes entre primeiros vizinhos
tais que estes tendem a se alinhar. Apesar da Hamiltoniana desse sistema ser rota-
cionalmente invariante, o seu estado fundamental nao é. Este é um estado em que
cada um dos dipolos estd alinhado numa direcao arbitraria. Além disso, o estado

fundamental do sélido de Heisenberg € infinitas vezes degenerado.

Um pequeno observador vivendo dentro de um tal sélido no estado fundamental
teria dificuldade para detectar a invariancia rotacional das “leis da Natureza”. To-
dos os seus experimentos seriam corrompidos pelo campo magnético externo (de
cuja influéncia nenhum sistema fisico realista esta realmente livre). Se o seu apa-
rato interagisse fracamente com o campo externo, ele poderia detectar a invariancia
rotacional como uma simetria aproximada. Se o seu aparato interagisse fortemente
com o campo externo, ele poderia afirmar que nao héa simetria rotacional. Em qual-
quer caso, ele nao teria motivo para imaginar que a invariancia rotacional fosse uma

simetria exata.

Além disso, o pequeno observador nao seria capaz de detectar diretamente que o
estado fundamental no qual ele se encontra é apenas uma realizagao de um estado
infinitas vezes degenerado. Uma vez que ele possui extensao espacial finita, o pe-
queno observador pode mudar de uma vez a direcao de apenas um numero finito de

dipolos magnéticos. No entanto, para ir de um estado fundamental do sélido para
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outro, ele precisa mudar a direcao de um numero infinito de dipolos, uma tarefa

impossivel para ele.

A principio, nao ha nada nessa situagado que nao pode ser generalizado para uma
teoria de campos relativistica. A Hamiltoniana do sélido de Heisenberg pode ser
substituida pela Hamiltoniana de uma teoria de campos. A invariancia rotacional
pode ser substituida por alguma simetria interna. O estado fundamental do sélido
ferromagnético pode ser substituido pelo estado de vacuo da teoria de campos. E,
finalmente, o pequeno observador pode ser substituido por nés. Ou seja, conjectu-
ramos que as leis da Natureza podem possuir simetrias que nao se manifestam para
nos, pois o estado de mais baixa energia nao € invariante sob as transformacoes de
simetria correspondentes. Quando isso acontecer, usaremos dizer que houve quebra

espontanea de simetria.

5.2 Teoria de Yang-Mills-Higgs

Na Secao 4.4, discutimos dois SDHs com dois graus de liberdade que podem apresen-
tar uma dinamica cadtica e, em consequéncia disso, sao ergodicos ou quase ergddicos
na superficie de energia. O primeiro sistema dinamico, que apresentamos e discuti-
mos na Secao 4.3, é derivado diretamente das equagoes de campo de YM, mas tem
o problema de que as superficies de energia nao encerram regides de volume finito
no espaco de fase. O segundo sistema ¢, por outro lado, engendrado para que este
se veja livre do problema da divergéncia dos volumes. No entanto, o procedimento
utilizado para construir a Hamiltoniana desse sistema carece, na nossa opiniao, de
motivagao fisica, sendo nada mais do que um artificio matematico. O objetivo do
restante do presente capitulo é, portanto, apresentar um modelo simplificado que,
da mesma maneira que o da Secao 4.3, pode ser derivado diretamente das equacoes
de campo de uma teoria classica de campos e que, assim como o modelo de Bannur

do oscilador quartico, nao possui o problema dos volumes infinitos no espaco de fase.

Construgao da Lagrangiana Invariante

Com a intencao de atingir o objetivo descrito no paragrafo acima, consideraremos
um sistema fisico que consiste de campos de YM a interagir com um par de campos
escalares complexos. A Lagrangiana que descreve os dois campos escalares numa

situacao em que eles auto-interagem sem, por outro lado, interagir um com o outro
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é dada por

Lo = (0"¢1)"(Oupr) — migier — M(01p1)” + (0"92)" (Oup2) — 130302 — Aa(@302)°

(5.1)
onde ¢ e py denotam os dois campos escalares complexos, p ¢ um parametro re-
lacionado com a massa do campo ¢y, tal que i < 0 e Ay > 0 é uma constante
que mede a intensidade da auto-interagao de ¢, (k = 1,2). Essa é a Lagrangiana
correta, pois as equagoes de movimento correspondentes tém a forma de equagoes

de Klein-Gordon para os campos .

Considere agora a situagao em que iy = s = it € Ay = Ay = A. Suponha ainda que

a Lagrangiana de interagao entre os campos escalares complexos é dada por

‘Cwl—@z = _2A90{901<P;902 (52)

Dessa maneira, a Lagrangiana que descreve os campos na situagao em que um tam-

bém interage com o outro é

Lo= Lo+ Lo, = (0"01) (Oup1) + (0"02)" (Ouip2) — 1 (piep1 + P3p2)—
— A[(@e1)? + (5p2)* + 205 10500] (5.3)

Da mesma maneira que fizemos com os dois campos de Dirac na Secao 4.2.2, organi-

zaremos 0s campos @1 € s num vetor coluna com duas entradas, que denotaremos

por :
o= [901] (5.4)
P2

Usando essa notagao, a Lagrangiana £, pode ser reescrita da seguinte maneira:
L, = (0"0)'(0up) — 1290 — Me'p) (5.5)

O procedimento para obter uma teoria invariante sob transformacoes de gauge SU(2)
¢ o mesmo que utilizamos na Secao 4.2.2 para construir a Lagrangiana da teoria de
YM. E direto verificar que a Lagrangiana (5.5) é invariante sob a transformagao

global

p(z) = ¢ () = Sp(x) (5.6a)
pl(a) = ¢(z) = ¢! (2)S! (5.6b)
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onde S € SU(2). Agora a proposta ¢ estender essa invariancia de £, para o caso das
transformacoes locais, ou seja, para o caso em que a matriz de transformacao S é
uma func¢ao das coordenadas do espaco-tempo onde os campos estao sendo avaliados.

E possivel verificar que, submetendo os campos a uma transformacao da forma

p(z) = ¢ () = S(x)p(z) (5.7a)
pl(w) = ¢M(x) = ¢! (2)SH(2) (5.7b)

onde z denota um ponto do espago-tempo, a Lagrangiana (5.5) se transforma de

acordo com
L, — L, =Ly + o (0"S1)(0,9)p + ¢ (0"57)S0.0 + (0%¢)1ST(0,9)e  (5.8)

o que mostra claramente que £, nao ¢ invariante sob uma tal transformacao local.
Sabemos da Segao 4.2.2, no entanto, que essa Lagrangiana pode ser feita invariante
sob transformagoes SU(2) locais através da substitui¢ao 0, — V,, onde V, é a

derivada covariante de gauge introduzida anteriormente:
V,=0,—1w9A, T (5.9)
Como antes, desde que A, - T se transforme de acordo com

1
AM-T—>A;-T:S(AM-T)S_lnL@(@MS)S_l (5.10)

teremos a lei de transformacao
Vup(z) = V¢ (z) = S(z)V,up(x) (5.11)

de maneira que a Lagrangiana
L, = (V') (Vup) — 10T — Mep'p)? (5.12)

é invariante sob transformacoes de gauge SU(2), como querfamos. A Lagrangiana £
da teoria completa é obtida através da inclusao do termo invariante sob transforma-
¢oes de gauge SU(2) L, que introduzimos na Se¢ao 4.2.2 e que descreve a dinamica

livre do campo de gauge A;:

1
L=La+Ly=—7F" Fu+ (V*o) (V) — 120 0 — AT p)? (5.13)
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A Lagrangiana (5.13) descreve um par de campos escalares complexos interagindo
com o campo de YM. Essa teoria representa a generalizacao nao-Abeliana do modelo
de Higgs considerado na Ref. [36], que consiste de um campo escalar complexo
interagindo com um campo de gauge U(1). Daqui em diante, portanto, iremos

chamar essa teoria de teoria de Yang-Mills-Higgs (YMH).

Quebra Espontanea da Simetria

O nosso objetivo agora que a Lagrangiana da teoria foi construida é usar o fato
de que, uma vez que p? < 0, o estado de vdcuo da teoria nao é tinico para defi-
nir as variaveis de campo apropriadas e, em seguida, por a Lagrangiana da teoria

numa forma conveniente para obter o SDH cuja MEC estudaremos. Entao defina a

()" -

Utilizando o fato de que a inclusao de um termo constante na Lagrangiana (5.13)

constante v > 0 por

nao altera a sua dinamica, é possivel concluir que a Lagrangiana da teoria de YMH

¢é equivalente a

2\ 2
.y 1.
£= (V) (V) = el - Mool <A (o) = P Fu G19)
ou, reagrupando os termos:
1
L= (V79)/ (V) - Melp — o) — 0 E,, (5.10

Como discutido na Ref. [37], a configuragdo de campo correspondente ao vécuo é
aquela para a qual o termo de “energia potencial” A\(¢f¢ — v?)? se anula. Portanto,
escrever a Lagrangiana de YMH na forma da Eq. (5.16) torna evidente o fato de que
o vacuo da teoria € infinitas vezes degenerado, sendo definido pela condi¢ao

|2

lo1]* + Jipo]* = ? (5.17)

Observamos que a condi¢ao acima preserva a sua forma quando submetemos os cam-
pos ¢ e ¢ a transformagoes de gauge SU(2) locais. Isso significa que o vacuo da
teoria que estamos considerando é invariante sob tais transformacoes. Utilizamos
agora a suposicao de que, na realidade, o vacuo nao possui essa propriedade e im-

plementamos a quebra da simetria de gauge SU(2). Para tanto, o que fazemos é
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selecionar uma das varias configuracoes do campo ¢ associadas ao vacuo da teoria
em questao, ou seja, que respeitam a condi¢ao (5.17) e introduzir novas variaveis de
campo que medem o desvio de ¢ em relagao a configuracao de vacuo escolhida. Uma

maneira de implementar esse esquema ¢ a seguinte: considere o estado de vacuo para

Yo = [O] (5.18)

v

o qual ¢ = g, onde

e introduza a variagao n em relacao a esse vacuo:

1 |y + J
p=—— |t (5.19)
V2 | x — s
Nesse caso, escrevemos o campo ¢ da seguinte maneira:
1 ZJ1 + Jz
U 5.20
LR V2 ﬂv—i—x—zjj ( )

Para os nossos propositos, o conteido fisico do assunto da presente secao ja foi
explorado. Portanto, o que fazemos na sequéncia é esquematizar a derivacao da
expressao para a Lagrangiana (5.16) em termos das varidveis de campo x e J,
(a =1,2,3). Usando a expressao para @, Eq. (5.20), verifica-se facilmente que ¢! é
dado por

1

=— | +Js V204 x+J 5.21

% \/5 1 2 X 3 ( )
onde também usamos o fato de que as varidveis y e J, sao reais. Dessa maneira, é

possivel concluir que a expressao para 'y é a seguinte:
1
©lp= §(JaJa + 20 + x4+ V8uy) (5.22)

onde a soma sobre o indice repetido a esta implicita. Em posse da ultima relagao,
mostra-se através de um calculo direto porém tedioso que a seguinte equacao é
valida:

1

T Jadadids + Y+ 802 4 4vV20x 3 + 20, 0% + 4V2J, J,0x)

(plp —v?)?
2

- [%JaJa + (%X + v)2 - v2] (5.23)
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A Eq. (5.23) determina, portanto, o segundo termo da Lagrangiana (5.16). A de-
terminacao do primeiro termo é ligeiramente mais complicada, devido a forma da
derivada V ,p:

Ve =00 —1gA, - Ty (5.24)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (5.24) é facilmente obtido a partir da
expressao para o campo ¢, Eq. (5.20):

(5.25)

1 [20,J1 + 0,
aﬂ(p:ﬂlul nee

V2 Oux — 10, J3

Para reescrever o termo 1gA,, - T, primeiro relembre a definicao de 7 em termos

das matrizes de Pauli o,

o
= — 5.26
=2 (5.26)
ou, equivalentemente:

1o 1
h=2 5.27a
o 2

1 [o —1
TP =z 5.27b
1N (32

11 o
8=z 5.27¢
5 o _1] (5.27¢)

Usando a forma explicita dos geradores 7 do grupo de gauge SU(2), é direto mostrar

que

1
AH'T:AiTl—i-AiTQ—i-Ai 325

A3 AL =142

i

(5.28)
AL + zAi —Ai

Multiplicando o vetor coluna da Eq. (5.20) pela matriz na Eq. (5.28), obtemos a

seguinte expressao:

1

= (5.29)

A, Tp= A3y + Jo) + (AL — 1 A2) (V20 + x — ZJ3)]

(A +2A%)(0Jy + Jp) — Ai(ﬁv +x —1J3)
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Substituindo o resultado acima e aquele dado pela Eq. (5.25) na expressao que

determina a derivada V¢, Eq. (5.24), temos

AS 1y + Jo) + (A}, —1A2) (V20 + x —1J5)

(A, +2A2)(0J1 + J2) — Ai(\/ﬁv +x —J3)
(5:30)

Para completar o célculo do primeiro termo da Lagrangiana de YMH, Eq. (5.16),

g

V8

v - 1 Za,ujl + (9/“]2
we V2 Oux —10,J3

procederiamos com a obtencdo da férmula para (VHp)l a partir da Eq. (5.30) e,
posteriormente, com o cdlculo de (V*)1(V ). Limitamo-nos a escrever o resultado
final:

1 1
(V') (V) = 50" S0 Jo + 0"X8,ux) + 59[A™ JaDux + FACAN 0, S

1 X 2
§Jbe + (E -+ U)

Entao, finalmente, fazendo uso das Eqgs. (5.23) e (5.31), reescrevemos a Lagrangiana

1
— (X + V20) A", J,] + 0P (AT AL) (5.31)

da teoria, Eq. (5.16), da forma desejada:

1 1 1
L= =P B+ 50" 0, o+ O XO) + 59AM TDx + [ A 1,0,

4
a 1 a a 1 X ?

4

2

1 1 2
— A §JaJa + <EX + U) — 122 (532)

Essa é a Lagrangiana que usaremos para derivar o SDH cuja MEC estudaremos na
Secao 5.4. Ela tem origem na Lagrangiana invariante sob transformagoes de gauge
SU(2) locais, Eq. (5.16), e na posterior quebra dessa simetria através da introducao

das varidveis de campo x e J, na Eq. (5.20).

5.3 Mecanica Classica de Yang-Mills-Higgs

Da mesma maneira que fizemos quando discutimos a dinamica do campo de gauge
SU(2) na auséncia de fontes, fazemos agora a passagem para a formulacao Ha-
miltoniana do problema. Novamente, isso vai envolver a introducao de hipoteses
simplificadoras. A explicacao sobre a necessidade dessa passagem e a justificativa
para a utilizacao de certas hipoteses ja foram apresentadas no capitulo anterior;

nesta secao, portanto, apenas esquematizamos a derivagao dos principais resultados
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necessarios para reformular o problema de maneira conveniente.

Comecamos derivando o equivalente da lei de Gauss no contexto da teoria de YMH. E

direto verificar que as seguintes relagoes sao validas para a Lagrangiana da Eq. (5.32):

oL 1
94— gf ™ EerAD + 59[Jdapx + f®e 0,000, — (V20 + x)0° Ja] +
P
Lo ap |1 X :
oL
oo = I 34
D(OrAL) (5.34)

Com esses resultados, pode-se mostrar que as equagoes de campo para A}, sao dadas

por
oNF = gpabipeon gty Loy y g g, — o (X 4 ) o0
A =49 m 29 d0" X a0 Jb V2 v d
1 X 2
§Jb<]b + (E + U)

Vamos supor que as variaveis de campo Af se anulam identicamente para a = 1,2, 3.

1
b AT (5.35)

Além disso, introduzimos a hipdtese de que todos os campos que restaram sao unifor-
mes. O caso particular que acabamos de definir da teoria derivavel da Lagrangiana

L na Eq. (5.32) é o que chamaremos de Mecanica Cldssica de YMH.

Utilizando essas suposicoes e o fato de que a lei de Gauss corresponde a compo-

nente p = 0 da Eq. (5.35), deduzimos que esse vinculo é

v 1 . .
— T+ =(xJ, — Jx — [T, 5.36
NG 2(x X — [ Je) (5.36)

Como no caso da Mecanica Cléassica de YM, a validade da lei de Gauss precisa

abc Ab Ac
fobe At de =

ser imposta quando estudamos este problema a luz do formalismo de Hamilton.
A 1ltima relacao deve suplementar a especificagao da Hamiltoniana da Mecanica
Classica de YMH, que gostariamos de obter agora. Mais uma vez, partimos da
Lagrangiana que descreve o comportamento dos campos na situagao mais geral,

Eq. (5.32). Utilizando as hip6teses que definem a teoria que estamos apresentando,
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verifica-se que a Lagrangiana L desta é dada por

1 . . 1
L = Lyy + §(JaJa +x°) + ZQQ(AakAZ)

1 X ? 2
—/\[2JaJa+<\/§+v) -

onde Lyjs denota a Lagrangiana da Mecanica Clédssica de YM, Eq. (4.77). Nova-

1 X 2
§Jb<]b + (E + U)

2

(5.37)

mente, identificamos as variaveis de campo que aparecem na equacao acima com
as coordenadas generalizadas do problema. Sendo assim, é direto mostrar que os

momenta canonicamente conjugados sao

oL

¢ = o A (5.38a)
L .
=L _ (5.38h)
0.,
oL .
b= X (5.38¢)

A funcao de Hamilton H que buscamos pode ser obtida a partir da Lagrangiana L,
Eq. (5.37), através de uma transformacao de Legendre. Neste caso, essa transfor-
macao ¢ dada por

H=r{A}+ P J.+Px—L (5.39)

Usando a relacao acima, mostra-se que a Hamiltoniana da Mecanica Classica de
YMH é

1 1 a pa
H = Hyu + 5(PaPy+ P) + 19° (A A7) +

4

1 X 2
“hy+ | —F=+v
i ()

+A (5.40)

1 X ? 2
—J,J,+ | =+v] —v
2 (ﬁ )

onde Hy ) denota a Hamiltoniana da Mecanica Classica de YM, Eq. (4.81). Por-
tanto, do ponto de vista do formalismo Hamiltoniano, a Mecanica Cléssica de YMH é
a teoria derivdvel da fun¢ao de Hamilton (5.40) e cujas varidveis canonicas respeitam

o vinculo

v 1
fereAlms = ﬁpa + §(Xpa — J.P, — fJ,P.) (5.41)
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No entanto, da mesma maneira que fizemos no caso da Mecanica Classica de YM,
nao estudamos o caso mais geral no presente contexto. Para introduzir a simplifica-
¢ao que utilizaremos, lembramos que na teoria de YM um comportamento dinamico
cadtico por parte do campo de gauge SU(2) pode ser observado se considerarmos a
configuracao de campo do Ansatz do ourico, Eq. (4.83). Uma vez que a matriz iden-
tidade 3x3 é uma matriz ortogonal, uma realizacao dessa configuragao tem O;, = d;,
(1,a = 1,2,3). Nesse caso, as unicas componentes do campo de YM que nao se anu-
lam identicamente sdao A}, A2 e A3. Lembramos também que, para poder analisar a
questao da ergodicidade na Mecanica Classica de YM usando a técnica da secao de
Poincaré, estudamos a situacao simplificada em que g3 = 0. Para a forma particu-

lar do Ansatz do ourigo que estamos considerando, isso corresponde a tomar A3 = 0.

Portanto, a simplificagdo que faremos consiste em supor que, exceto por Al e A2,
todas as variaveis de campo do problema se anulam identicamente. Utilizando
essa hipotese, é direto verificar que a Hamiltoniana da Mecanica Cléssica de YMH,
Eq. (5.40), se reduz a

2.2 2

1 1 1
H= 5(19? +p3) + 59 4 + ZQQUQ(Qf +43) (5.42)

onde definimos A} = ¢; e A2 = ¢, como as coordenadas generalizadas do sistema
e p1, P2 sao os respectivos momenta canonicamente conjugados. Também notamos
que, para a configuracao dos campos que estamos considerando, a lei de Gauss,
Eq. (5.41), é trivialmente satisfeita. Sendo assim, o SDH cuja MEC estudaremos é

o que pode ser derivado da funcao de Hamilton acima.

5.4 Resultados

Nos paragrafos acima, consideramos a construcao de um SDH que resulta das equa-
¢oes de campo da teoria de YM nao na auséncia de fontes e, sim, na presenca de
um par de campos escalares complexos. O sistema de campos de gauge com quebra
espontanea da simetria SU(2) é estudado numa situagao tal que as componentes do
campo Al = ¢ e A3 = ¢, sdo as Unicas varidveis de campo do problema que nao se
anulam identicamente. Além disso, estas dependem apenas do tempo t de acordo
com observadores num certo referencial de Minkowski. O sistema de equagoes que

determina a dinamica desse sistema fisico pode ser obtido da funcao de Hamilton

1 1 1
Hy = 5(1)? +p3) + 59241?613 + 192v2(qf +43) (5.43)
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onde g é a constante de acoplamento de gauge e v é o valor esperado no véacuo do

campo de Higgs, isto é, do campo ¢ da Secao 5.2.

Fazendo a seguinte mudanca de variaveis:

G — vq (5.44a)

G2 — Vg2 (5.44b)
1

t— —t (5.44c)
qu

¢ possivel mostrar que o sistema dinamico derivavel de H,; possui a mesma dinamica

intrinseca que o sistema dinamico derivavel de

1 1 1
H= 5(29? +p3) + §qu§ + Z(Q? +43) (5.45)

Os valores constantes das Hamiltonianas (5.43) e (5.45) estao relacionados através
de

Hy, 1
H=—=— 5.46
g2t 4k (5.46)
onde ot
_ 5.47
5= (5.47)

¢ um parametro introduzido por Matinyan e colaboradores cujo valor variamos para

simular situagoes dinamicas diferentes [38].

Uma das afirmagoes feitas na Ref. [38] é a de que a introducdo do par de cam-
pos escalares complexos tem o efeito de “regularizar” o comportamento cadtico do
SDH derivavel de (4.90) (note que as duas Hamiltonianas diferem apenas pelo tltimo
termo na Eq. (5.45)). O valor de k para o qual ocorre a transigdo comportamento

regular-comportamento caético foi fornecido: Kk = k. =~ 0, 15.

Equacoes de Movimento

Estudaremos as equagoes de movimento que sao obtidas de (5.45), uma vez que
elas possuem as caracteristicas intrinsecas (isto é, independentes de parametros) do
sistema de YMH (5.43). Enfatizamos, porém, que a fun¢ao de Hamilton derivada
diretamente de um problema em teoria de campos é dada pela Eq. (5.43). Isso é
importante, pois as consideracoes dimensionais feitas anteriormente — usadas para

introduzir a escala fisica em problemas como o que estamos considerando — nao se
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aplicam as varidveis na Eq. (5.45), uma vez que [v] = L™!. No entanto, as simulagoes
feitas com base na Hamiltoniana (5.45) podem fornecer os resultados “dependentes
de parametros” — para os quais as nossas consideragoes dimensionais sao vélidas

— se fizermos a transformagao inversa de variaveis relativamente a Eq. (5.44).

Escrevendo as equacoes de Hamilton correspondentes a H, chegamos diretamente

ao sistema

G =nm (5.48a)
G2 = D2 (5.48b)
. 1

pr=—5a26+1) (5.48c)
. 1

P2 = —592(261% +1) (5.48d)

q

0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 5.1: Comportamento dinamico da coordenada generalizada ¢; do sistema de
YMH numa situacao em que a energia H = E é dada por F = 5.

onde os pontos denotam diferenciagoes em relagao ao parametro de evolucao t. Esse
sistema de equagoes foi integrado numericamente com o auxilio de um algoritmo
simplético de quarta ordem [13]. O comportamento das varidveis canonicas para
k = 0,05 esta representado através da solucao para a coordenada generalizada ¢,
e para o momentum p; nas Figs. 5.1 e 5.2. Perceba como a evolucao das variaveis

consideradas ¢ altamente irregular.
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0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 5.2: Comportamento dinamico do momentum p; do sistema de YMH numa
situacao em que a energia H = F é dada por F = 5.

Caos

Em primeiro lugar, estabelecemos o SDH em questao como um sistema cujo com-
portamento pode se revelar cadtico. Entendemos o caos no sentido de Lyapunov, o
que significa que chamaremos uma solugao do sistema de equagoes (5.48) de cadtica
se o EML calculado com esta como trajetoria fiducial for positivo. Calculamos nu-
mericamente o EML para o sistema (5.48) e mostramos que hé valores de x para os
quais o resultado é positivo. Isso significa que duas solugoes de (5.48) associadas a
condigoes iniciais ligeiramente diferentes, quando encaradas como curvas no espacgo

de fase, divergem de tal forma que a separagao entre elas cresce exponencialmente.

Lembramos que o EML A é o valor assintético da funcao x(¢) = +1n|€(¢)|, deter-
minada computacionalmente quando estudamos a evolucao da separacao das duas
solucoes mencionadas acima:

A= lim x(t) (5.49)

t——+o00
Como discutimos no Capitulo 2, essa determinacao exige que nés integremos nume-

ricamente o sistema variacional associado ao da Eq. (5.48). E direto verificar que
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aquele é dado por

& =46 (5.50a)
L=4 (5.50D)
& = _%(1 +205)&1 — 210262 (5.50¢)
&= 2010261 — %(1 +2¢7)& (5.50d)

Na Fig. 5.3, exibimos o grafico da fungao x(t) para o sistema (5.48) no caso em que
o valor do parametro x é k = 0,05. Claramente, x(¢) tende nesse caso a um valor
positivo, de maneira que A é positivo. Estimamos que o valor deste é A = 0, 465.
Sendo assim, mostramos, através da consideragao de um caso especifico, que o SDH

derivado de (5.45) pode exibir solugbes cadticas no sentido de Lyapunov.

0,48
0,475 "
0,47

= 0,465

0,46

0,45

0 20000 40000 60000 80000 100000
t

Figura 5.3: Determinagao numérica do EML para o sistema de YMH. A fungao
x(t) = $In|€(¢)| é aquela cujo valor no limite ¢ — +oo0 ¢ 0 EML do sistema.

Ergodicidade

Agora que estabelecemos a caoticidade do sistema de YMH (5.48), temos elementos
para suspeitar que o caos pode induzir um comportamento tao irregular por parte
das solugoes que o sistema pode vir a se revelar ergddico na superficie de energia.
Para considerar computacionalmente essa questao, empregamos a técnica da se¢ao
de Poincaré. Como discutimos no Capitulo 2, olhar para a figura formada pelos

pares ordenados (gq, p2) nos permite fazer uma afirmacao a respeito da ergodicidade
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do sistema.

Quando o SDH for integravel, o movimento deste no espaco de fase estara limitado
a superficie de um toroide [15]. Sendo assim, os pontos onde a sua curva integral
cruza a superficie de secao estao distribuidos sobre uma curva fechada. Esperamos
observar um fenémeno parecido mesmo quando o comportamento dinamico do sis-
tema desviar pouco do de um SDH integravel, ou seja, quando a dinamica daquele
for regular, apesar do sistema em questao nao ser integravel. Note como isso estd
de acordo com a noc¢ao de que um comportamento cadtico é capaz de dar origem a
uma dinamica ergddica. Por outro lado, se o sistema for ergddico na superficie de
energia, entao os pontos obtidos com a técnica da secao de Poincaré vao preencher

densamente uma regiao de area finita do plano ¢ — ps.

P2

2

Figura 5.4: Pontos obtidos usando a técnica da secao de Poincaré para o sistema de
YMH no caso em que xk = 0,49749844.

As Figs. 5.4, 5.5 e 5.6 mostram no plano ¢g; — ps 0s pontos obtidos usando a técnica
da secao de Poincaré para o sistema de YMH. A Fig. 5.4 corresponde ao valor do
parametro x dado por kK = 0,49749844. Nesse caso, uma vez que os pontos estao
sobre uma curva fechada, o comportamento do sistema desvia pouco em relacao ao

de um sistema integravel e dizemos que a dinamica é regular.
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Figura 5.5: Pontos obtidos usando a técnica da se¢ao de Poincaré para o sistema de
YMH no caso em que k = 0,49749843.

A Fig. 5.5 é obtida com k = 0,49749843. Ela mostra que é para esse valor que o
comportamento do sistema diverge consideravelmente do de um sistema integravel e
os primeiros sinais de ergodicidade comecam a aparecer. Esse é um valor mais pre-
ciso para o parametro critico k. do que o fornecido por Matinyan e colaboradores.
Atribuimos a diferenca significativa entre o nosso resultado e o da Ref. [38] & maior

precisao dos nossos calculos numéricos.

Para garantir uma maior confiabilidade de uma abordagem mecanico-estatistica,
deveremos considerar situagoes em que os pontos obtidos com a técnica da secao de
Poincaré cobrem uniformemente uma regiao do plano ¢, —ps. A Fig. 5.6 mostra uma
tal situacao; o valor do parametro é k = 0,05. Para uma maior clareza na discussao
dos nossos resultados, daqui em diante sempre usaremos esse valor de x, para o qual
o sistema (5.48) ¢é ergédico no sentido definido neste trabalho. Note que esse é o
mesmo valor usado acima no nosso célculo do EML, de maneira que a ergodicidade

do sistema deve ter relacao com a sua caoticidade.
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Figura 5.6: Pontos obtidos usando a técnica da secao de Poincaré para o sistema de
YMH no caso em que xk = 0, 05.

Volumes no FEspaco de Fase

Gostariamos de fazer a andlise da MEC de equilibrio termodinamico do sistema (5.48)
de acordo com as prescri¢oes de Berdichevsky. O primeiro passo é calcular o volume
['(E) encerrado pela superficie de energia H = E e mostrar que, para energias fi-
nitas, o resultado desse célculo ¢ finito. Do contrério, nao é possivel seguir com a

analise que queremos fazer.

Ao contrario do que acontece no caso da Hamiltoniana Hpg, Eq. (4.90), a inte-

gral (3.5) nao diverge no caso que estamos considerando:

47 2VE

4F — x2)3
r(E) = — /H dudpidp, = 3 [ s UE — 2
<

222 + 1

. 3 ), (5.51)
A integral (5.51) foi calculada numericamente para h = 1. A Fig. 5.7 mostra o
resultado desse calculo para valores da energia H = FE pertencentes ao intervalo
1,6667 < E < 10, que corresponde a uma faixa de valores do parametro s para os
quais o comportamento do sistema é predominantemente ergodico. Como a figura
mostra, o volume I'(F) é finito, de maneira que o sistema (5.48) estd apto a ser
estudado no contexto da MEC de Berdichevsky.
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Figura 5.7: Volume I'(E£) no espago de fase encerrado pela superficie de energia H =
E. Exibimos tanto o resultado da integracao numérica da expressao na Eq. (5.51)
quanto a nossa curva de ajuste, Eq. (5.52).

A integral na Eq. (5.51) nao pode ser resolvida analiticamente. Apesar de pre-
cisarmos recorrer a métodos numéricos, achamos conveniente ter o volume (5.51)
expresso numa forma analitica que melhor aproxima os nossos resultados computa-
cionais. Fazemos a suposicao de que o volume I' tem uma dependéncia na energia
FE do tipo

I'(E) = aE® (5.52)

onde a e b sao coeficientes de ajuste. Para a faixa de energias considerada, deter-
minamos que a &~ 30,759 ([a] = L) e b ~ 1,746 = 552 (b adimensional). A nossa

curva de ajuste pode ser comparada com a curva “exata” na Fig. 5.7.

Mecanica FEstatistica: Termalizacao

Em posse dos resultados acima, podemos estudar a termalizacao do sistema de YMH.
A definigao usual de temperatura (no equilibrio termodinamico) fornece o seguinte

resultado:
E N 500

T b—1 373

A Fig. 5.8 mostra o resultado da determinacao dinamica da temperatura de acordo

T,(E) (5.53)

com a definicao usual desta. O valor da energia utilizado nessa simulagao é con-
sistente com um valor de x dado por k = 0,05. Sendo assim, o valor tedrico da

temperatura é T,, = 6,702. Como pode ser visto na Fig. 5.8, a temperatura calcu-
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lada dinamicamente converge para um dado valor. Este ¢ dado por T, 4, = 7,045,
de maneira que o resultado da determinacao numérica difere ligeiramente do valor

tedrico. O erro percentual cometido é igual a 5, 118%.

10,5

Temperatura T, 4y,

6,5 I I I I

0 20000 40000 60000 80000 100000

Figura 5.8: Resultados do cédlculo dinamico da temperatura de acordo com a defini-
¢ao usual.

Tentamos explicar esse erro consideravel. O cdlculo numérico dos coeficientes de
ajuste a e b da Eq. (5.52) foi realizado com a precisao adequada. Isso significa que a
nossa curva de ajuste, Eq. (5.52), é capaz de prever com um erro percentual pequeno

o resultado da integracao numérica da expressao dada na Eq. (5.51).

Além disso, a resolugao numérica do SDH em questao foi feita com o auxilio de
integradores simpléticos. Devido a alta eficiencia do método de integracao utilizado
nessas simulacoes, é razoavel supor que o erro atribuido ao algoritmo é pequeno.
Uma maneira de tornar essa nocao quantitativa é a seguinte: ao final de uma si-
mulagao, calculamos a energia e comparamos o valor obtido com aquele que essa
grandeza tinha no instante inicial, ou seja, com o valor que fixamos diretamente no
cédigo do programa envolvido na simulagao. Como o SDH em questao é autonomo
e, portanto, conservativo, o desvio no valor da energia fornece uma medida do erro
associado ao algoritmo. Para a simulagao que deu origem a Fig. 5.8, por exemplo, o
erro introduzido pelo integrador simplético é igual a 4,744 x 10~7%. Isso confirma

que o algoritmo utilizado também fornece a precisao adequada.

Levando os fatos do paragrafo acima em consideracao, é razoavel supor que o erro
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percentual encontrado nos calculos da temperatura usual tem relacao com a forma
complexa da funcao ®. Nesse caso, complexidade significa um nimero grande de
operacoes matematicas que o computador precisa realizar para determinar ®. Cada
operacao introduz um erro, pois o seu resultado nao é determinado exatamente, uma
vez que o computador sé é capaz de armazenar uma quantidade finita dos digitos de
um numero. A precisao que um computador pode oferecer é, em geral, aceitavel, mas
sempre existe um erro introduzido da maneira que acabamos de descrever. Quando
o numero de operacoes matematicas realizadas é grande, no entanto, o erro total
cometido (isto ¢, o erro devido a totalidade das operagoes) pode ser consideravel.
Afirmamos que isso pode explicar a ligeira diferenca entre os valores tedricos e os
das simulacoes observada nos nossos estudos numéricos da temperatura do sistema
de YMH de acordo com a definicao usual dessa grandeza. Conclui-se, portanto, que

a temperatura usual também nao é a escolha ideal para uma analise computacional.

Também consideramos os calculos de temperatura de acordo com a definicao de
Berdichevsky. A previsao analitica para essa grandeza no equilibrio termodinamico
¢ 1 500
Tp(F)=-F~ —

s(B)=7E~ 53

Da mesma forma que fizemos para a temperatura de acordo com a definicao usual,

(5.54)

apresentamos os resultados numéricos dos calculos das temperaturas dinamicas no
presente caso. A Fig. 5.9 mostra o resultado da determinacao dinamica da tempe-
ratura de acordo com a definicao de Berdichevsky desta. Mais uma vez, o valor da
energia utilizado é consistente com um valor de k dado por k = 0,05. Neste caso,

portanto, o valor previsto analiticamente para a temperatura ¢ Tp = 2, 864.

Como a definicao de Berdichevsky ¢ consistente com um teorema de equiparticao da
energia, calculamos aqui duas temperaturas dinamicas. Uma delas esta associada
com a média temporal do quadrado do momentum pq; a outra é definida de maneira
analoga, mas em termos do momentum p,. Como pode ser visto na Fig. 5.9, cada
uma das temperaturas calculadas dinamicamente converge para um dado valor. Es-
ses valores sao dados por nglm = 2,889 e ngh.n = 2,858, onde o indice superior
indica a componente do momentum correspondente. Dessa maneira, os resultados da
determinacao numérica diferem ligeiramente do valor tedrico. Os respectivos erros
percentuais sao iguais a 0,891% e 0,191%. Observe que esses valores sao menores
do que aquele obtido com a definicao usual de temperatura. Isso reforca a nossa

afirmacao de que trabalhar com a temperatura de acordo com a prescricao usual
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nao ¢ a melhor escolha do ponto de vista computacional.
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Figura 5.9: Resultados do calculo dinamico da temperatura de acordo com a defini-
cao de Berdichevsky.
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Capitulo 6

Conclusao e Perspectivas Futuras

Neste trabalho, discutimos uma caracteristica bastante importante das teorias de
gauge nao-Abelianas, a nao-linearidade das respectivas equacoes de campo classi-
cas. Utilizando a suposicao de que as varidveis de campo sé dependem do tempo
de acordo com observadores num certo referencial de Minkowski e analisando confi-
guragoes de campo simples, mostramos que essa nao-linearidade pode se manifestar
através da evolucao cadtica do sistema fisico correspondente. Essa andlise foi feita
tanto no contexto da teoria de YM na auseéncia de fontes de campo quanto no da
teoria de YMH, que, além do campo de gauge SU(2), envolve um par de campos es-
calares complexos. Para realizar esses estudos, foi necessario o emprego de métodos
numéricos. Introduzimos e fizemos uso de integradores simpléticos para determinar
numericamente a evolucao dos sistemas fisicos considerados. Para caracterizar as
solucoes numéricas como caoticas, calculamos o EML e mostramos que este é po-
sitivo. Apesar de nao termos demonstrado esse resultado no contexto da QCD, a
semelhancga formal entre essa teoria e a de YM nos leva a especular que também

pode haver caos na QCD.

A possibilidade de observarmos comportamento cadtico em teorias de gauge nao-
Abelianas nos motivou a considerar um estudo mecanico-estatistico de SDHs com
espacos de fase de baixa dimensionalidade derivados de tais teorias. Como discuti-
mos, o caos na dinamica de SDHs com poucos graus de liberdade pode dar origem a
um comportamento ergédico por parte desses sistemas, o que justifica uma analise
destes baseada nos principios da MEC. Para verificar se um dado sistema apresen-
tava uma dinamica ergodica, explicamos e utilizamos a técnica da secao de Poincaré.
Esta nos permitiu representar graficamente uma certa regiao do espago de fase fi-
sicamente acessivel ao sistema, de maneira que obtivemos um critério visual para
dizer se ele acessa todos (ou grande parte) dos estados fisicos nessa regiao. Esse é o

critério utilizado neste trabalho para definir os sistemas como ergddicos.
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Devido ao fato de que os SDHs considerados por nés possuem poucos graus de liber-
dade, os nossos estudos da MEC estavam baseados na formulacao de Berdichevsky
dessa teoria. Essa extensao da MEC usual foi considerada por Berdichevsky, pois
a ergodicidade é o ingrediente dinamico que garante a validade de uma abordagem

estatistica a andlise de SDHs e, nao, um nimero grande de graus de liberdade.

Em seguida, realizamos o estudo dinamico da termalizacao na teoria de YMH. No
contexto da MEC de sistemas de baixa dimensionalidade, duas defini¢oes de tempe-
ratura foram consideradas. Uma delas corresponde a defini¢ao usual dessa grandeza
na MEC de sistemas com muitos graus de liberdade. A outra é consistente com as
ideias de Berdichevsky e com a validade de um teorema de equiparticao da energia.
Os valores de temperatura no equilibrio termodinamico de acordo com as duas defi-
ni¢oes foram determinados analiticamente. Além disso, foi feito um célculo numérico
das temperaturas dinamicas correspondentes do sistema de YMH fora do equilibrio.
Mostramos através de simulacoes que estas convergem para os respectivos valores
tedricos no equilibrio, de maneira que a transicao de uma descricao dinamica para
uma termodinamica pode ser observada. O sucesso da abordagem utilizada pode
ser quantificado através dos valores aceitaveis para os erros percentuais encontrados

nos calculos numéricos das temperaturas de equilibrio.

Com este trabalho, mostramos que o estudo da termalizacao do sistema de YMH
pode ser feito com o auxilio da formulagao de Berdichevsky da MEC. No entanto,
motivamos a analise da termalizacao cadtica em teorias de gauge nao-Abelianas fa-
lando sobre o QGP. O que devemos fazer na sequéncia deste trabalho é lidar com
modelos dinamicos para esse sistema. Mantendo a estratégia de analisar sistemas
com simetria SU(3) através das suas contrapartes com simetria SU(2), os modelos
para o QGP estao baseados nas chamadas equagoes de Wong [39]. Estas descrevem
classicamente uma particula puntiforme que carrega isospin e interage com o campo
de gauge SU(2). Uma tal particula representa o equivalente de um quark; o campo

de YM modela o comportamento do campo dos glions.

A dificuldade em trabalhar com modelos baseados nas equagoes de Wong é devida
ao fato de que nesses casos também existe uma dinamica associada as cargas nao-
Abelianas dos “quarks”. Além de termos um ntmero maior de equagoes diferenciais

para resolver numericamente, isso também introduz uma séria complicagao tedrica:
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os sistemas dinamicos derivados a partir das equagoes de Wong nao possuem uma
estrutura Hamiltoniana [34]. Uma consequéncia desse fato é que, como nao existe
uma funcao de Hamilton a partir da qual as equagoes de movimento podem ser
deduzidas, também nao hé a nocao de uma superficie de energia para esse tipo de
sistema dinamico. Como o volume das regioes encerradas pelas superficies de ener-
gia é a quantidade fundamental da MEC de Berdichevsky, sistemas cléssicos que

envolvem cargas nao-Abelianas nao podem ser estudados no contexto dessa teoria.

A inexisténcia de uma estrutura Hamiltoniana nos modelos baseados nas equacoes
de Wong reflete o fato de que a élgebra das cargas nao-Abelianas — quando enca-
radas como variaveis canonicas — nao é a mesma algebra de parénteses de Poisson
das varidveis associadas ao campo de gauge SU(2). Em termos mais simples, isso
significa que as cargas nao podem ser vistas como coordenadas generalizadas de um
certo SDH. Suspeitamos, no entanto, que a MEC de sistemas dinamicos com cargas
nao-Abelianas pode ser estudada se considerarmos que estes podem possuir uma
estrutura mais geral do que a Hamiltoniana. Essa possibilidade pode ser conside-
rada, pois certas propriedades do formalismo Hamiltoniano da Mecanica Classica
nao dependem da forma explicita do parénteses de Poisson com a qual as equagoes
de Hamilton sao consistentes. Sem perder essas caracteristicas do formalismo, po-
demos considerar definicoes do parénteses de Poisson mais gerais do que a usual,
Eq. (2.4), desde que elas possuam as mesmas propriedades que o parénteses tem de
acordo com esta. Exemplos de tais propriedades sao a anti-simetria do parénteses de
Poisson e a validade da chamada relacao de Jacobi. Diz-se que sistemas dinamicos
cujas equacoes de movimento sao consistentes com uma definicao mais geral do pa-
rénteses de Poisson tém estrutura de Poisson [18]. Possivelmente, seremos obrigados
a considerar uma forma mais complexa para o parénteses de Poisson se quisermos
superar a dificuldade discutida no inicio do presente paragrafo. Estruturas de Pois-
son podem ser necessarias para tratar as variaveis dinamicas em pé de igualdade nos

modelos para o QGP baseados nas equacoes de Wong [40].

Se a possibilidade discutida acima se concretizar, podemos investigar ainda a ques-
tao do estudo numérico de sistemas dinamicos com estrutura de Poisson. Da mesma
maneira que fizemos na Secao 2.2 para sistemas com estrutura Hamiltoniana, é pos-
sivel utilizar o fato de que um sistema possui estrutura de Poisson para construir
um algoritmo de integragao numérica mais eficiente para ele. Esse tipo de algoritmo

recebe o nome de integrador de Poisson [41].

101



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

3]

[4]

[5]
[6]

[7]

8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

V. Berdichevsky, “The Connection Between Thermodynamic Entropy and Pro-
bability,” J. Appl. Math. Mech. 52, 738 (1988).

V. M. Bannur, P. K. Kaw, and J. C. Parikh, “Statistical Mechanics of Quartic
Oscillators,” Phys. Rev. E 55, 2525 (1997).

S. Yan, Q. Wang, and S. Liu, “Towards a Dynamical Temperature of Finite
Hamiltonian Systems,” Physica A 388, 4943 (2009).

W. Greiner, L. Neise, and H. Stocker, Thermodynamics and Statistical Mecha-
nics (Springer, 1997).

K. Huang, Statistical Mechanics (Wiley, 1987).
T. Muta, Foundations of Quantum Chromodynamics (World Scientific, 1998).

V. M. Bannur, “Statistical Mechanics of Yang-Mills Classical Mechanics,” Phys.
Rev. C 72, 024904 (2005).

J. Letessier and J. Rafelski, Hadrons and Quark-Gluon Plasma (Cambridge
University Press, 2002).

F. F. Chen, Introduction to Plasma Physics and Controlled Fusion (Springer,
1984), Vol. 1.

S. Coleman, Aspects of Symmetry (Cambridge University Press, 1988).

H. Goldstein, C. P. Poole, and J. L. Safko, Classical Mechanics (Addison Wesley,
2001).

E. Forest and R. D. Ruth, “Fourth-Order Symplectic Integration,” Physica D
43, 105 (1990).

H. Yoshida, “Construction of Higher Order Symplectic Integrators,” Phys. Lett.
A 150, 262 (1990).

102



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

B. Leimkuhler and S. Reich, Simulating Hamiltonian Dynamics (Cambridge
University Press, 2005).

M. Tabor, Chaos and Integrability in Nonlinear Dynamics: An Introduction
(Wiley-Interscience, 1989).

G. Benettin, L. Galgani, and J. Strelcyn, “Kolmogorov Entropy and Numerical
Experiments,” Phys. Rev. A 14, 2338 (1976).

G. K. Savvidy, “Classical and Quantum Mechanics of Non-Abelian Gauge Fi-
elds,” Nucl. Phys. B 246, 302 (1984).

M. Dunajski, Solitons, Instantons, and Twistors (Oxford University Press,

2010).

M. Hénon and C. Heiles, “The Applicability of the Third Integral of Motion:
Some Numerical Experiments,” Astron. J. 69, 73 (1964).

V. L. Berdichevsky and M. v. Alberti, “Statistical Mechanics of Hénon-Heiles
Oscillators,” Phys. Rev. A 44, 858 (1991).

H. H. Rugh, “Dynamical Approach to Temperature,” Phys. Rev. Lett. 78, 772
(1997).

L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Mechanics (Butterworth-Heinemann, 1976).

W. Heisenberg, “Uber den Bau der Atomkerne I,” Zeitschrift fiir Physik 77, 1
(1932).

G. Breit, E. U. Condon, and R. D. Present, “Theory of Scattering of Protons
by Protons,” Phys. Rev. 50, 825 (1936).

B. Cassen and E. U. Condon, “On Nuclear Forces,” Phys. Rev. 50, 846 (1936).

M. Kaku, Quantum Field Theory: A Modern Introduction (Oxford University
Press, 1993).

F. Ajzenberg and T. Lauritsen, “Energy Levels of Light Nuclei V,” Rev. Mod.
Phys. 27, 77 (1955).

C. N. Yang and R. L. Mills, “Conservation of Isotopic Spin and Isotopic Gauge
Invariance,” Phys. Rev. 96, 191 (1954).

103



[29]

[30]
[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[40]

[41]

C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, and F. Lalog, Quantum Mechanics (Wiley-
Interscience, 2006), Vol. 2.

J. D. Jackson, Classical Electrodynamics (Wiley, 1998).
D. Griffiths, Introduction to Elementary Particles (Wiley, 1987).

T. S. Birg, S. G. Matinyan, and B. Miiller, Chaos and Gauge Field Theory
(World Scientific, 1995).

S. G. Matinyan, G. K. Savvidi, and N. G. Ter-Arutyunyan-Savvidi, “Classical
Yang-Mills Mechanics. Nonlinear Color Oscillations,” Sov. Phys. JETP 53, 421
(1981).

V. M. Bannur, “Fully Nonlinear Excitations of Non-Abelian Plasmas,” Phys.
Rev. C 76, 024913 (2007).

H. M. Asatryan and G. K. Savvidy, “Configuration Manifold of Yang-Mills
Classical Mechanics,” Phys. Lett. A 99, 290 (1983).

T. Cheng and L. Li, Gauge Theory of Elementary Particle Physics (Oxford
University Press, 1988).

F. Mandl and G. Shaw, Quantum Field Theory (John Wiley & Sons, 1984).

S. G. Matinyan, G. K. Savvidi, and N. G. Ter-Arutyunyan-Savvidi, “Stochasti-
city of Classical Yang-Mills Mechanics and Its Elimination by Using the Higgs
Mechanism,” JETP Lett. 34, 590 (1981).

S. K. Wong, “Field and Particle Equations for the Classical Yang-Mills Field
and Particles with Isotopic Spin,” Nuovo Cimento A 65, 689 (1970).

M. Woitek and G. Krein, in preparation (unpublished).

B. Karasozen, “Poisson Integrators,” Mathematical and Computer Modelling
40, 1225 (2004).

104



	Capa
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Capítulo 1 - Introdução
	Capítulo 2 - Métodos Numéricos
	2.1 Introdução
	2.2 Integradores Simpléticos
	2.3 Caos no Sentido de Lyapunov
	2.4 Seção de Poincaré

	Capítulo 3 - Mecânica Estatística de Berdichevsky
	3.1 Caos e Ergodicidade
	3.2 Formulação de Berdichevsky da Mecânica Estatística
	3.3 Exemplo: Oscilador Quártico
	3.4 Termalização em Teorias de Gauge

	Capítulo 4 - Caos em Teorias Clássicas de Gauge
	4.1 Lei de Conservação do Isospin
	4.2 Teorias de Gauge
	4.3 Caos em Teorias de Gauge Não-Abelianas
	4.4 Modelos de Termalização

	Capítulo 5 - Termalização Caótica na Teoria de Yang-Mills-Higgs
	5.1 Quebra Espontânea de Simetria
	5.2 Teoria de Yang-Mills-Higgs
	5.3 Mecânica Clássica de Yang-Mills-Higgs
	5.4 Resultados

	Capítulo 6 - Conclusão e Perspectivas Futuras
	Referências Bibliográficas

