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Universidade Estadual Paulista
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Espontânea de Simetria

Marcio Woitek Junior

Orientador

Prof. Dr. Gastão Inácio Krein

Setembro de 2011



Agradecimentos

Ao Prof. Gastão Krein, pela confiança na minha capacidade de trabalho.

Aos meus pais, por terem criado as condições necessárias para eu realizar um tra-
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Resumo

Uma das caracteŕısticas mais importantes das teorias de gauge não-Abelianas é a

não-linearidade das equações de campo clássicas. Mostra-se no contexto da teoria de

Yang-Mills que essa caracteŕıstica pode fazer com que o campo de gauge apresente

comportamento caótico. Isso pode acontecer mesmo quando estivermos conside-

rando a dinâmica do campo na ausência de fontes, isto é, o vácuo da teoria de

Yang-Mills. Discutimos a relação entre os comportamentos caótico e ergódico. Em

seguida, introduzimos a formulação de Berdichevsky da Mecânica Estat́ıstica Clás-

sica para sistemas dinâmicos Hamiltonianos que são ergódicos e possuem poucos

graus de liberdade. A Mecânica Estat́ıstica de Berdichevsky é usada para estudar

a situação mais simples numa teoria de gauge não-Abeliana onde as variáveis de

campo são caóticas e o espaço de fase correspondente tem a propriedade geométrica

necessária. Mostramos que, para os propósitos desse estudo, um par de campos

escalares complexos deve ser inclúıdo no problema. Mais precisamente, analisa-

mos o modelo de Higgs não-Abeliano; a Lagrangiana da teoria considerada possui

uma simetria SU(2). A transição de uma descrição dinâmica do sistema de Yang-

Mills-Higgs (fora do equiĺıbrio termodinâmico) para uma descrição termodinâmica

(quando ele atingiu o equiĺıbrio) é investigada numericamente. Mostra-se que de-

pois de um tempo suficientemente longo as soluções numéricas se comportam de tal

maneira que o sistema pode ser descrito de um jeito mais simples através de gran-

dezas como a temperatura, calculadas de acordo com as prescrições da Mecânica

Estat́ıstica de equiĺıbrio. Estas são previstas analiticamente para comparação com

os resultados numéricos. Verifica-se que há concordância entre as previsões anaĺı-

ticas e as numéricas, de modo que a termalização do sistema de Yang-Mills-Higgs

pode ser explicada com o aux́ılio da Mecânica Estat́ıstica de Berdichevsky. Uma

abordagem dinâmica ao estudo da termalização em teorias de gauge não-Abelianas

— como a utilizada neste trabalho — pode se mostrar útil, por exemplo, na análise

da termalização do Plasma de Quarks e Glúons.

Palavras-chave: Caos, Temperatura, Quebra Espontânea de Simetria.

Áreas do conhecimento: Dinâmica Não-linear, Mecânica Estat́ıstica, Teoria de

Gauge.
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Abstract

One of the most important features of non-Abelian gauge theories is the non-linearity

of the classical field equations. In the context of Yang-Mills theory it is shown that

this feature can cause the gauge field to show chaotic behavior. That can happen

even when we are considering the field dynamics in the absence of sources, i.e.,

the vacuum of the Yang-Mills theory. We discuss the connection between chaotic

and ergodic behaviors. Then we introduce Berdichevsky’s formulation of Classical

Statistical Mechanics for Hamiltonian dynamical systems that are both ergodic and

low-dimensional. Berdichevsky’s theory of Statistical Mechanics is used to study the

simplest situation in a non-Abelian gauge theory where the field variables are chaotic

and the corresponding phase space has the necessary geometric property. We show

that, for the purposes of this study, a pair of complex scalar fields must be intro-

duced in the problem. More precisely, we analyse the so-called non-Abelian Higgs

model; the Lagrangian of the theory we are considering has a SU(2) symmetry. The

transition from a non-equilibrium dynamical description of the Yang-Mills-Higgs

system to a thermodynamical description when it reaches equilibrium is numerically

investigated. It is shown that after a sufficiently long time the numerical solutions

behave in such a manner that the system can be described by quantities like the

temperature, determined in accordance with the prescriptions of equilibrium Statis-

tical Mechanics. These are predicted analytically for comparison with the numerical

results. It is verified that there is agreement between analytical and numerical pre-

dictions so that the thermalization of the Yang-Mills-Higgs system can be explained

with the aid of Berdichevsky’s Statistical Mechanics. A dynamical approach to the

study of thermalization in non-Abelian gauge theories — like the one we try in this

work — can prove itself useful, for instance, for the analysis of the Quark-Gluon

Plasma’s thermalization.
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2.2.2 Mapeamentos Simpléticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3 Caos no Sentido de Lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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4.1 Lei de Conservação do Isospin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2 Teorias de Gauge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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Caṕıtulo 1

Introdução

Mecânica Estat́ıstica

É um dos prinćıpios da teoria de Boltzmann da Mecânica Estat́ıstica Clássica (MEC)

que as propriedades dinâmicas e as termodinâmicas de um sistema f́ısico estão conec-

tadas e podem ser descritas no contexto de uma mesma teoria. Boltzmann buscava

uma descrição para sistemas termodinâmicos t́ıpicos, como um gás. Analisando um

sistema desse tipo no contexto da formulação Hamiltoniana da Mecânica Clássica,

podemos descrevê-lo num espaço de fase 6N -dimensional, cujas direções independen-

tes estão relacionadas aos 3N pares de variáveis canonicamente conjugadas (qj, pj)

(j = 1, . . . , 3N) associados às N part́ıculas que integram o sistema1. Além disso,

esses sistemas são constitúıdos por um número muito grande de part́ıculas, da ordem

de magnitude do número de Avogadro.

Como o número de graus de liberdade é consideravelmente grande, Boltzmann pos-

tulou que a dinâmica de um sistema desse tipo deveria ser ergódica. Para explicar o

conceito de ergodicidade, consideraremos o exemplo de um gás clássico. Nesse caso,

dizer que a dinâmica é ergódica significa que as colisões entre os constituintes do gás

ocorrem, por hipótese, com tanta frequência que, se esperarmos por um intervalo

de tempo suficientemente longo, cada part́ıcula receberá todo tipo de transferência

de momentum e visitará cada ponto acesśıvel do espaço de configuração. Portanto,

se considerarmos a evolução do sistema por um tempo grande o bastante para que

ele atinja o equiĺıbrio termodinâmico — isto é, para que ele deixe de passar por

mudanças macroscopicamente observáveis —, o sistema de N part́ıculas vai visitar

todos os pontos fisicamente acesśıveis do espaço de fase, cobrindo essa região uni-

formemente. Desse modo, no equiĺıbrio, as médias temporais de variáveis dinâmicas

1Note que cada part́ıcula precisa de 3 coordenadas generalizadas para ser localizada no espaço de
configuração tridimensional.
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refletem o comportamento médio do sistema no espaço de fase. Essa hipótese, a

chamada hipótese ergódica, é um dos pilares conceituais da MEC.

Apesar da MEC ser uma teoria constrúıda para descrever sistemas com muitos graus

de liberdade, o que nos permite introduzir uma hipótese ergódica, alguém poderia se

perguntar: o que é fundamental para o sucesso da MEC? Muitos graus de liberdade

ou uma dinâmica ergódica? Essa pergunta foi considerada pela primeira vez por

Berdichevsky [1].

Ele argumentou que a ergodicidade é o elemento que garante a validade das leis

da MEC e considerou a possibilidade de construir uma formulação dessa teoria para

sistemas com poucos graus de liberdade, mas cuja dinâmica é ergódica. Ele concluiu

que, se o sistema for ergódico nas superf́ıcies de energia — definidas pela condição

H = E, onde H é a Hamiltoniana do sistema e E ≥ 0 é uma constante — e se estas

encerrarem regiões do espaço de fase com volume finito, é posśıvel estender a MEC

a sistemas ergódicos com poucos graus de liberdade. Note que essa construção exige

que a função de Hamilton seja uma constante de movimento. Em outras palavras,

portanto, além de ergódico, o sistema também deve ser autônomo.

Como o próprio Berdichevsky discute, essa “nova formulação” da MEC já era co-

nhecida por Gibbs e Hertz [1]. Sendo assim, vale a pena notar que as fórmulas

usadas por Berdichevsky para estender a MEC são tais que a formulação usual para

sistemas com muitos graus de liberdade é recuperada naturalmente quando o nú-

mero de graus de liberdade N tende a infinito [2, 3]. Isso significa que as expressões

consideradas por Berdichevsky e aquelas tradicionalmente usadas para construir a

formulação usual da MEC [4] fornecem os mesmos resultados no limite de infinitos

graus de liberdade.

Curiosamente, por haver essa liberdade para escolher uma formulação dentre vá-

rias posśıveis, aquela que se aplica apenas a sistemas com muitos graus de liberdade

ganhou preferência. Então, se adotarmos a visão de que a ergodicidade é o elemento

que garante a validade das leis da MEC, podemos exigir que a teoria seja aplicá-

vel a sistemas ergódicos com um número arbitrário2de graus de liberdade. Isso nos

permite escolher apenas uma das várias formulações posśıveis da MEC, removendo

uma das arbitrariedades existentes na formulação dessa teoria, como discutido em

[5]. Certas grandezas, como a entropia, ainda continuam definidas a menos de uma
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constante aditiva, mas a dependência delas nas quantidades geométricas associadas

ao espaço de fase é bem determinada.

Plasma de Quarks e Glúons

Atualmente, acredita-se que as interações fortes são descritas pela teoria conhecida

como Cromodinâmica Quântica (QCD, do inglês “Quantum Chromodynamics”) [6].

Essa é uma teoria de gauge não-Abeliana cujo grupo de simetria é SU(3). Por sim-

plicidade, fazemos como é comum na literatura (como, por exemplo, na Ref. [7]) e

buscamos entender alguns dos fenômenos caracteŕısticos da QCD através do estudo

da teoria de Yang-Mills (YM), que tem SU(2) como grupo de gauge3. Dessa maneira,

evitamos uma dificuldade técnica associada à maior complexidade da estrutura de

grupo de SU(3) em comparação com a de SU(2) sem, por outro lado, remover certas

caracteŕısticas da QCD que têm origem na exigência de invariância de gauge. Um

exemplo de uma tal caracteŕıstica é a não-linearidade das equações de campo clássi-

cas, que pode induzir um comportamento caótico por parte das variáveis de campo

envolvidas no problema.

No contexto da QCD, uma posśıvel nova fase da matéria tem sido objeto de grande

interesse, tanto teórico quanto experimental. Trata-se do chamado Plasma de Quarks

e Glúons (QGP, do inglês “Quark-Gluon Plasma”) [8]. Esse é um sistema f́ısico que

deve ter existido no prinćıpio do Universo e que, espera-se, pode ser produzido ex-

perimentalmente através de colisões (ultra-)relativ́ısticas de ı́ons pesados. Núcleos

atômicos são acelerados até que os valores das suas energias cinéticas sejam muito

maiores do que os das suas energias de repouso e a colisão entre eles é provocada. A

energia associada ao processo de colisão é tão alta que espera-se observar a chamada

fase de desconfinamento da QCD. Sob condições extremas, como aquelas existentes

em colisões de ı́ons pesados, quarks e glúons podem se manifestar como objetos livres

(no sentido de que os quarks, que interagem por intermédio dos glúons, não estão

confinados, formando hádrons), o sistema do qual eles fazem parte apresentando

quasi-neutralidade de cor4e comportamento coletivo, ou seja, formando um plasma

[9]. Uma questão importante para a compreensão desse sistema está relacionada

2Arbitrário desde que maior ou igual a 2. Como discutiremos no Caṕıtulo 3, a exigência de
ergodicidade exclui os sistemas com apenas 1 grau de liberdade.

3É comum ver a denominação “teoria de YM” sendo usada para indicar uma teoria de gauge não-
Abeliana com grupo de simetria SU(N), onde N é um inteiro tal que N ≥ 2. De acordo com essa
terminologia, a QCD é um exemplo de teoria de YM. No entanto, esclarecemos que, no contexto
do presente trabalho, “teoria de YM” é como chamaremos a teoria de gauge cujo grupo de simetria
é o SU(2).
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com a redistribuição da energia que é usada para produzi-lo (correspondendo, essen-

cialmente, à energia cinética dos ı́ons pesados envolvidos na colisão necessária para

essa produção).

Basicamente, é importante saber como o QGP, que, quando produzido, estará fora

do equiĺıbrio termodinâmico, chega a este. Em particular, atenção tem sido dada

ao tempo caracteŕıstico que esse sistema leva para atingir o equiĺıbrio termodinâ-

mico. O conhecimento da escala de tempo de equilibração é importante, uma vez

que ela não apenas fornece uma informação a respeito da confiabilidade da hipótese

de equiĺıbrio termodinâmico local feita em muitas abordagens dinâmicas (como, por

exemplo, a hidrodinâmica), como ela também entra formalmente nos cálculos de

coeficientes de transporte.

Termalização em Teorias de Gauge

O presente trabalho tem como objetivo estudar, utilizando uma abordagem dinâ-

mica, como sistemas caóticos em teorias clássicas de gauge alcançam o equiĺıbrio

termodinâmico. Começamos analisando um sistema de campos de gauge SU(2)

numa situação em que há quebra espontânea da simetria de gauge. Por conta desse

fato, o bóson de gauge da teoria, isto é, o quantum do campo de gauge adquire uma

certa massa de repouso não-nula [10].

Esclarecemos que esse não é bem o caso existente na QCD. Nessa teoria, a inva-

riância sob transformações de gauge SU(3) locais da Lagrangiana livre dos glúons

está associada à simetria de cor, que é exata, não sendo, portanto, quebrada. Justifi-

camos o estudo do problema onde a simetria de gauge é espontaneamente quebrada

dizendo que esse caso representa uma situação suficientemente mais simples tal que

a proposta de uma abordagem dinâmica pode ser testada.

O modelo que consideramos é um sistema dinâmico Hamiltoniano (SDH) com ape-

nas 2 graus de liberdade. No entanto, apesar da dimensionalidade relativamente

baixa do espaço de fase, a dinâmica do campo de gauge com quebra espontânea de

simetria é rica o bastante e tem as boas propriedades necessárias para permitir uma

análise estat́ıstica. Apesar da diferença conceitual entre o problema que nós con-

sideramos e o análogo na QCD, a dinâmica do sistema de campos de gauge SU(2)

4Cor é a “carga” não-Abeliana da QCD e desempenha no contexto das interações fortes um papel
análogo àquele desempenhado pela carga elétrica na Eletrodinâmica.
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também possui a caracteŕıstica da não-linearidade existente na QCD, associada à

auto-interação do campo dos glúons.

O nosso estudo está baseado na formulação da MEC para sistemas dinâmicos Ha-

miltonianos (SDHs) autônomos e ergódicos proposta por Berdichevsky [1]. Uma

abordagem baseada nessa formulação tem a vantagem de nos permitir calcular tem-

peraturas dinamicamente, ou seja, à medida que as equações clássicas de movimento

são resolvidas numericamente, de maneira que sabemos que o sistema não está mais

fora do equiĺıbrio termodinâmico quando os resultados numéricos para essas tempe-

raturas assumem os valores previstos teoricamente para essas grandezas no equiĺıbrio

termodinâmico. O problema de mostrar como um dado sistema f́ısico alcança o equi-

ĺıbrio termodinâmico é o que chamaremos de problema da termalização; por razões

que ficarão evidentes mais adiante, quando um processo de termalização puder ser

explicado no contexto da MEC de sistemas com poucos graus de liberdade, usaremos

dizer que houve termalização caótica. Enfatizamos que possivelmente a termaliza-

ção do QGP pode ser entendida como uma termalização caótica, no sentido de que

uma abordagem numérica como a que acabamos de descrever pode ser utilizada com

sucesso.

Organização e Convenções

Esta dissertação está organizada da maneira que descreveremos. No Caṕıtulo 2,

os métodos numéricos que serão empregados neste trabalho são introduzidos. A

formulação de Berdichevsky da MEC é apresentada no Caṕıtulo 3. O Caṕıtulo 4

é dedicado a uma discussão sobre as teorias de gauge e o comportamento caótico

no contexto destas. O assunto que justifica a escolha do t́ıtulo deste trabalho —

ou seja, a termalização caótica no modelo de Higgs não-Abeliano — é discutido no

Caṕıtulo 5. É aqui que os nossos resultados são apresentados. As considerações

finais são feitas no Caṕıtulo 6.

Neste trabalho, adotaremos o sistema natural de unidades, ou seja, tomaremos a

velocidade da luz c, a constante de Planck reduzida � e a constante de Boltzmann

kB iguais a 1: c = � = kB = 1. Também utilizamos uma convenção de soma sobre

ı́ndices repetidos. Fazemos isso mesmo quando ambos estão sobrescritos, por exem-

plo; o posicionamento dos ı́ndices deve, no entanto, sempre ser observado. A menos

que mencionemos o contrário, os ı́ndices de “cor” (letras latinas do ińıcio do alfa-

beto: a, b, c, . . .) variam entre 1 e 3 e os ı́ndices de Lorentz (letras gregas: μ, ν, λ, . . .)

5



variam entre 0 e 3. Para manipular objetos matemáticos com ı́ndices de Lorentz

(tensores do espaço-tempo de Minkowski), adotamos a seguinte convenção para as

componentes covariantes do tensor métrico de acordo com uma base Cartesiana:

gμν = diag(+1,−1,−1,−1).

6



Caṕıtulo 2

Métodos Numéricos

2.1 Introdução

O estudo da MEC de acordo com as prescrições de Berdichevsky envolve a análise da

evolução de sistemas f́ısicos descritos por sistemas não-lineares de equações diferen-

ciais ordinárias. Como, em geral, equações diferenciais não-lineares não podem ser

resolvidas por meio de métodos anaĺıticos, temos a necessidade de utilizar métodos

numéricos para obter as suas soluções e estudar as informações que estas fornecem.

Sendo assim, o objetivo do presente caṕıtulo é introduzir os métodos numéricos em-

pregados neste trabalho.

Na Seção 2.2, apresentamos o método simplético de integração de SDHs, usado neste

contexto sempre que precisarmos estudar numericamente a evolução dos nossos sis-

temas f́ısicos de interesse1. Em seguida, introduzimos os dois métodos numéricos

cujos resultados fornecem a justificativa para analisarmos um dado SDH com pou-

cos graus de liberdade à luz da MEC de Berdichevsky. O primeiro deles, discutido

na Seção 2.3, é a determinação numérica do Expoente Máximo de Lyapunov. A

aplicação desse método vai nos permitir dizer se a evolução dos sistemas f́ısicos con-

siderados pode ser caótica. E, finalmente, na Seção 2.4, é discutida a técnica da seção

de Poincaré. Como veremos, a aplicação desta vai nos fornecer uma informação a

respeito da ergodicidade de um dado SDH.

1Exceto, como discutiremos mais adiante, quando esse estudo é feito com o propósito de determinar
o Expoente Máximo de Lyapunov.
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2.2 Integradores Simpléticos

2.2.1 Construção do Algoritmo

O objetivo da presente seção é introduzir um método numérico bastante eficiente

para a integração numérica de sistemas de equações diferenciais que podem ser

derivados de uma Hamiltoniana. Sendo assim, considere o SDH com s graus de

liberdade (s inteiro, s ≥ 1). A Hamiltoniana H é, portanto, uma função de s

coordenadas generalizadas q1, . . . , qs e dos seus respectivos momenta canonicamente

conjugados p1, . . . , ps, onde estes são dados em termos da função Lagrangiana L do

sistema por [11]

pj =
∂L

∂q̇j
(2.1)

onde j = 1, . . . , s e

q̇j ≡ dqj

dt
(2.2)

denota a j-ésima componente da velocidade generalizada se t denotar o parâmetro

de evolução do sistema. A evolução das variáveis canônicas é determinada pelas

equações de Hamilton:

q̇j =
∂H

∂pj
(2.3a)

ṗj = −∂H
∂qj

(2.3b)

onde, mais uma vez, o ponto denota diferenciação em relação a t e j = 1, . . . , s.

Suporemos, por simplicidade, que H não depende explicitamente de t, o que, em

termos f́ısicos, significa supor que o sistema é conservativo. Essa simplificação é

justificada pelo fato de que todos os SDHs considerados nos nossos estudos da MEC

podem ser descritos no ensemble microcanônico, tendo a Hamiltoniana como uma

constante de movimento. Denotamos, dessa maneira, a dependência de H nas coor-

denadas q = (q1, . . . , qs) e nos momenta p = (p1, . . . , ps) por H = H(q,p)2.

Para obter um esquema que vai nos permitir integrar numericamente um SDH, pri-

meiro obtemos uma solução formal das equações de Hamilton, Eq. (2.3). Com esse

2Note-se, porém, que também é posśıvel obter um método simplético de integração para sistemas
dinâmicos cuja Hamiltoniana depende explicitamente de t através de um termo de energia poten-
cial [12]. Estender a construção que faremos para contemplar tais sistemas não representa uma
dificuldade e, sim, uma generalização desnecessária no contexto do presente trabalho.
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objetivo, começamos reescrevendo as equações de movimento. Introduza o parênte-

ses de Poisson de duas variáveis dinâmicas A = A(q,p; t) e B = B(q,p; t) através

de

{A,B} ≡ ∂A

∂qj

∂B

∂pj
− ∂A

∂pj

∂B

∂qj
(2.4)

onde há uma soma impĺıcita sobre o ı́ndice repetido j e este varia no mesmo intervalo

considerado nos parágrafos acima. Em termos do parênteses de Poisson, a equação

que determina a evolução da função A é dada por

dA

dt
= {A,H}+ ∂A

∂t
(2.5)

onde as equações de movimento (2.3) foram usadas para derivar a fórmula acima.

Em particular, a Eq. (2.5) fornece para as variáveis canônicas o seguinte resultado:

q̇j = {qj, H} (2.6a)

ṗj = {pj, H} (2.6b)

Em termos da m-ésima componente do vetor z = (q1, . . . , qs, p1, . . . , ps), as equações

de Hamilton se escrevem como

˙zm = {zm, H} (2.7)

onde m = 1, . . . , 2s. Formalmente, portanto:

ż = {z, H} (2.8)

A questão agora é: como integrar o sistema de equações acima? Com o intuito de

responder essa pergunta, fazemos uma breve digressão. Sabe-se que o problema de

determinar a função y = y(x) que satisfaz a equação diferencial

dy

dx
= αy (2.9)

onde α é um parâmetro real que independe de x, com a condição y(x = x0) = y0

tem a sua solução dada por

y(x) = exp [α(x− x0)]y0 (2.10)
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O procedimento formal para integrar a Eq. (2.8) está baseado numa analogia com o

caso acima. Defina antes o operador diferencial DG através da relação

DGF = {F,G} (2.11)

onde F e G são duas variáveis dinâmicas bem comportadas arbitrárias. DG é con-

siderado um operador diferencial, pois possui a propriedade linear

DG(λ1F1 + λ2F2) = λ1DGF1 + λ2DGF2 (2.12)

onde λk são constantes reais arbitrárias e Fk são duas variáveis dinâmicas quaisquer

(k = 1, 2). Além disso, vale uma regra de Leibniz para DG:

DG(F1F2) = (DGF1)F2 + F1DGF2 (2.13)

As duas últimas propriedades estabelecem DG como um operador diferencial. Outra

propriedade desse operador que será importante para a construção do algoritmo

simplético é a seguinte:

DF1+F2
= DF1

+DF2
(2.14)

Retornando agora à integração formal das equações de Hamilton na forma da Eq. (2.8),

note que esta se escreve em termos de DH da seguinte forma:

ż = DHz (2.15)

Por analogia com o caso mais simples da Eq. (2.9), escrevemos prontamente a solução

formal da Eq. (2.15) quando a evolução do respectivo SDH é considerada desde t = 0

até t = τ :

z(τ) = exp (τDH)z(0) (2.16)

Aqui é conveniente revisitar o que nós entendemos por uma solução das equações

de Hamilton. Normalmente, pensamos numa solução como uma curva integral, ou

seja, vemos a prescrição z = z(t) como dando uma curva no espaço de fase parame-

trizada por t. Se a solução z(t) for cont́ınua, visualizamos, portanto, a evolução do

respectivo sistema dinâmico desde t = t0 até t = t1 como o tracejar de uma linha

cont́ınua ligando os estados f́ısicos inicial z(t = t0) e final z(t = t1). Usaremos, no

entanto, a expressão formal (2.16) para propor uma nova interpretação das soluções

como mapeamentos que mandam o estado f́ısico z(0) do sistema em t = 0 no estado

z(τ) em t = τ . Analisando a Eq. (2.16), é posśıvel interpretar um tal mapeamento
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como sendo implementado através da atuação do operador exp (τDH). Enfatizamos

que, fisicamente, a atuação deste é equivalente a considerar a evolução de um sis-

tema que pode ser obtido da Hamiltoniana H desde t = t0 até t = t0 + τ . Essas

observações irão se mostrar fundamentais para a construção do algoritmo simplético

de integração.

Procedemos com a nossa discussão utilizando a expressão formal (2.16) para desen-

volver o esquema numérico desejado. De um ponto de vista computacional, estudar

a dinâmica do sistema da Eq. (2.15) desde t = t0 até t = tN exige a discretização

do intervalo t0 ≤ t ≤ tN . Isso significa que este é dividido em N subintervalos de

mesmo comprimento

h =
tN − t0

N
(2.17)

(N inteiro, N � 1). Consideramos então os valores de t dados por t = tn, onde

tn = t0 + nh (n = 0, . . . , N). Uma maneira de integrar numericamente a Eq. (2.15)

é através da construção de um mapeamento que leva o estado do sistema f́ısico de

z(t0) em z(t1), de z(t1) em z(t2) e assim por diante até o sistema chegar ao estado

z(tN). Levando em consideração o fato de que tn+1 − tn = h (n = 0, . . . , N − 1) e a

discussão feita no parágrafo anterior sobre a interpretação da Eq. (2.16), chegamos

à conclusão de que o mapeamento que buscamos é dado por exp (hDH).

Antes de dar seguimento, fazemos uma simplificação. Mais precisamente, iremos

nos limitar à consideração de SDHs cuja função Hamiltoniana tem a forma

H(q,p) = T (p) + V (q) (2.18)

onde T representa a energia cinética do sistema e V denota a energia potencial.

Restringir a discussão ao caso de Hamiltonianas com a forma da Eq. (2.18) pode

parecer uma simplificação arbitrária neste ponto, mas todos os SDHs considerados

no presente trabalho têm essa forma particular. Para tais sistemas, o operador

exp (hDH) se escreve

exp (hDH) = exp (hDT+V ) = exp [h(DT +DV )] (2.19)

onde utilizamos a propriedade (2.14). A última expressão é bastante útil, pois

vai nos permitir escrever de maneira aproximada o mapeamento exp (hDH) como

uma composição de mapeamentos. Estes são da forma exp (djhDV ) ou da forma
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exp (cjhDT ), onde cj e dj são constantes reais e j = 1, . . . , k. O número inteiro k ≥ 1

é o que chamaremos de número de estágios de integração. Isso é conveniente, pois,

por exemplo, a atuação do operador exp (cjhDT ) sobre um estado f́ısico zn ≡ z(tn)

corresponde a considerar a evolução desde t = tn até t = tn+1 de um sistema f́ısico

cuja Hamiltoniana é Hj = cjT (p), uma vez que

exp (hDHj
) = exp (hDcjT ) = exp (cjhDT ) (2.20)

Agora note que, dada a simplicidade da Hamiltoniana Hj, é posśıvel integrar ana-

liticamente as respectivas equações de Hamilton, de maneira que o mapeamento

exp (cjhDT ) é obtido. Para ver como isso pode ser feito, considere as equações de

movimento associadas à função de Hamilton Hj:

˙qm =
∂Hj

∂pm
= cj

∂

∂pm
[T (p)] (2.21a)

˙pm = −∂Hj

∂qm
= 0 (2.21b)

Como, nesse caso, as componentes do momentum são constantes de movimento, a

relação

p(tn+1) = p(tn) (2.22)

segue imediatamente. Para integrar a equação de Hamilton para as coordenadas,

defina primeiro a variável dinâmica A tal que:

dA

dt
= cj

∂

∂pm
[T (p)] (2.23)

Substituindo a definição acima na Eq. (2.21a) e integrando os dois lados desta desde

t = tn até t = tn+1 = tn + h, prova-se a seguinte relação:

qm(tn+1)− qm(tn) = A(tn+1)− A(tn) ≈ h
dA

dt

∣∣∣∣
t=tn

(2.24)

onde foi utilizada a aproximação

dA(t)

dt
≈ A(t+ h)− A(t)

h
(2.25)

que encontra justificativa no fato de que, por construção, h � 1. Mostra-se, por-

tanto, que, em termos das coordenadas q e dos seus respectivos momenta canonica-
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mente conjugados p, a relação

zn+1 = exp (cjhDT )zn (2.26)

é escrita como

qm,n+1 = qm,n + hcj
∂

∂pm
[T (p)]

∣∣∣∣
t=tn

(2.27a)

pm,n+1 = pm,n (2.27b)

onde m = 1, . . . , s se s representar o número de graus de liberdade do sistema.

A mesma análise pode ser feita para os operadores do tipo exp (djhDV ). Nesse

caso, o mapeamento análogo ao da Eq. (2.27) é dado por

qm,n+1 = qm,n (2.28a)

pm,n+1 = pm,n − hdj
∂

∂qm
[V (q)]

∣∣∣∣
t=tn

(2.28b)

A construção do algoritmo simplético de integração consiste em obter de maneira

aproximada o mapeamento exp (hDH) como uma certa composição de mapeamentos

dos tipos (2.27) e (2.28).

Vamos mostrar agora como essa composição de mapeamentos é constrúıda mate-

maticamente. Considere então dois operadores diferenciais O1 ≡ DH1
e O2 ≡ DH2

associados às Hamiltonianas H1 e H2, respectivamente. Além disso, introduza um

parâmetro real τ > 0 que obedece a condição τ � 1. Afirmamos agora que o

operador exp [τ(O1 +O2)] pode ser fatorado da seguinte maneira:

exp [τ(O1 +O2)] ≈
k∏
j=1

exp (cjτO1) exp (djτO2) +O(τn+1) (2.29)

onde k é o número de estágios de integração e deve ser enfatizado que a expressão

acima é aproximada, estando correta até a n-ésima ordem em τ . Diz-se que um

integrador simplético obtido a partir da última fórmula é um integrador de n-ésima

ordem.

Nós provamos que uma construção tal qual a da Eq. (2.29) pode ser feita para
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alguns casos através da construção expĺıcita desse produto. Considere, por exem-

plo, a fatoração do tipo (2.29) correta até a primeira ordem em τ . Fazendo uso da

fórmula aproximada

exp (τO) ≈ 1 +Oτ +O(τ 2) (2.30)

onde O é um operador diferencial qualquer, é direto mostrar que

exp [τ(O1 +O2)] ≈ exp (τO1) exp (τO2) +O(τ 2) (2.31)

A expressão acima claramente tem a forma da Eq. (2.29) com k = 1 e c1 = d1 = 1.

No entanto, estaremos interessados em integradores simpléticos cuja construção

exige que saibamos fatorar exp [τ(O1 +O2)] até ordens mais altas em τ . Gosta-

ŕıamos de ilustrar uma maneira de obter tais fatorações derivando a fatoração do

tipo (2.29) correta até a segunda ordem em τ . Utilizando a expansão de exp (τO)

correta até segunda ordem em τ :

exp (τO) ≈ 1 + τO +
τ 2

2
O2 +O(τ 3) (2.32)

é posśıvel verificar que a seguinte fórmula é válida:

exp [τ(O1 +O2)] ≈ 1 + τO1 + τO2 +
1

2
τ 2O2

1 +
1

2
τ 2O1O2 +

1

2
τ 2O2O1+

+
1

2
τ 2O2

2 +O(τ 3) (2.33)

Como ficará provado na sequência, para reconhecer a equação acima como tendo a

forma da Eq. (2.29), é necessário tomar k = 2. Fazendo repetido uso da Eq. (2.32)

e preservando apenas os termos de ordem 2 ou menor, é direto concluir que

exp (c2τO1) exp (d2τO2) exp (c1τO1) exp (d1τO2) ≈ 1 + (c1 + c2)τO1 + (d1 + d2)τO2+

+
1

2
(c1 + c2)

2τ 2O2
1 +

1

2
(d1 + d2)

2τ 2O2
2 + (c1d1 + c2d2 + c2d1)τ

2O1O2+

+ c1d2τ
2O2O1 +O(τ 3) (2.34)

Comparando as duas últimas equações, vê-se que teremos determinado a fatoração

aproximada do tipo (2.29) para o caso sob consideração quando encontrarmos as
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constantes reais c1, c2, d1 e d2 satisfazendo o seguinte sistema de equações:

c1 + c2 = 1 (2.35a)

d1 + d2 = 1 (2.35b)

c1d1 + c2d2 + c2d1 =
1

2
(2.35c)

c1d2 =
1

2
(2.35d)

Note como a última equação exclui a possibilidade de termos uma fatoração com

k = 1. Nesse caso, precisaŕıamos ter c2 = d2 = 0, mas a Eq. (2.35d) mostra que não

pode haver soluções para o nosso problema com d2 = 0. Uma escolha das constantes

cj, dj (j = 1, 2) tal que as equações do sistema (2.35) são verificadas é dada por

c1 = c2 =
1

2
(2.36a)

d1 = 0 (2.36b)

d2 = 1 (2.36c)

de tal forma que a fatoração aproximada do tipo (2.29) correta até a ordem n = 2

em τ é

exp [τ(O1 +O2)] ≈ exp
(τ
2
O1

)
exp (τO2) exp

(τ
2
O1

)
+O(τ 3) (2.37)

O objetivo da exposição acima era mostrar como produtos da forma da Eq. (2.29)

podem ser constrúıdos. Deve ficar claro que, se escolhermos abordar o problema

de construir as fatorações aproximadas (2.29) da maneira ilustrada acima no caso

n = 2 para uma ordem n qualquer (n ≥ 1), a solução sempre virá da resolução

de um sistema de equações análogo ao da Eq. (2.35). No entanto, à medida que

consideramos esse problema para valores de n cada vez maiores, a complexidade

do sistema de equações para cj, dj aumenta consideravelmente. O produto (2.29)

correto até a ordem n = 4 em τ ainda pode ser determinado de modo relativamente

simples através do esquema ilustrado acima para n = 2 [12]. Para ordens mais altas

do que n = 4, por outro lado, é necessário utilizar estratégias mais sofisticadas para

determinar as constantes cj, dj. Essa é uma discussão puramente técnica e será dei-

xada de fora da nossa exposição. O leitor interessado deve consultar o trabalho de

Yoshida, Ref. [13], para ver uma solução elegante desse problema.
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Uma vez que a obtenção de um algoritmo simplético passa pelo problema de encon-

trar a fatoração aproximada (2.29) correspondente, devemos fazer algum comentário

sobre a solução deste no caso geral. Antes de abordar esse assunto, observamos o se-

guinte: para construir um integrador simplético com a propriedade de reversibilidade

temporal das equações de Hamilton, sempre estaremos interessados no problema de

encontrar a fatoração aproximada (2.29) correta até ordem n, onde n = 2, 4, 6, . . .,

ou seja, para n par. Yoshida mostrou na Ref. [13], através da obtenção expĺıcita

das soluções, que a construção da Eq. (2.29) sempre pode ser feita para os casos de

interesse em que n é par. Mais precisamente, se n é par, então sempre existe uma

escolha de k, cj e dj (j = 1, . . . , k) tal que a fatoração aproximada da Eq. (2.29)

pode ser constrúıda.

Falta agora mostrar como a solução desse problema matemático pode ser usada para

obter um esquema de integração numérica de SDHs. Em primeiro lugar, lembre-se de

que, como argumentamos, a construção do algoritmo simplético passa pela obtenção

do mapeamento

zn+1 = exp (hDH)zn (2.38)

que leva o sistema do estado f́ısico zn em t = tn ao estado f́ısico zn+1 em t = tn+1 =

tn + h, onde h � 1. Além disso, note que o operador exp (hDH) tal como dado

na Eq. (2.19) pode ser fatorado da maneira indicada na Eq. (2.29) se fizermos as

identificações τ = h, O1 = DT e O2 = DV :

exp [h(DT +DV )] ≈
k∏
j=1

exp (cjhDT ) exp (djhDV ) +O(hl+1) (2.39)

de maneira que podemos escrever

zn+1 ≈
k∏
j=1

exp (cjhDT ) exp (djhDV )zn +O(hl+1) (2.40)

A equação acima nos diz que uma iteração do integrador simplético de l-ésima ordem,

que corresponde a deixar o SDH evoluir durante um intervalo de tempo h, o chamado

comprimento do passo de integração, é implementada através da composição de 2k

mapeamentos. Esse procedimento fornece o resultado correto até termos da ordem

da l-ésima potência do passo de integração. A Eq. (2.40) revela ainda que, no j-

ésimo estágio de integração (j = 1, . . . , k), o atual estado do sistema, z, onde z é
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dado por3

z =

j−1∏
m=1

exp (cmhDT ) exp (dmhDV )zn (2.41)

é mapeado primeiro por (2.28) e depois por (2.27). Dessa maneira, temos que, em

termos das coordenadas q e dos seus respectivos momenta p, o j-ésimo estágio de

integração consiste em mapear o estado atual do sistema (q,p) no estado (q′,p′)

através da composição de (2.27) e (2.28):

p → p′ = p− hdj∇qV (q) (2.42a)

q → q′ = q+ hcj∇pT (p) (2.42b)

onde

∇qV (q) ≡
[
∂V (q)

∂q1
, . . . ,

∂V (q)

∂qs

]
(2.43)

e

∇pT (p) ≡
[
∂T (p)

∂p1
, . . . ,

∂T (p)

∂ps

]
(2.44)

Note que, uma vez que os operadores exp (cjhDT ) e exp (djhDV ) não necessaria-

mente comutam, a ordem na Eq. (2.42) deve ser respeitada. Isso significa que os

momenta p devem ser mapeados antes das coordenadas q.

Constrúımos, portanto, o algoritmo simplético de integração de SDHs. O prinćı-

pio do seu funcionamento está resumido na Eq. (2.40): uma iteração do integrador

é feita em k estágios, sendo que o j-ésimo estágio de integração é equivalente a sub-

meter o estado atual do sistema ao mapeamento da Eq. (2.42).

Finalizamos a discussão sobre o algoritmo simplético de integração com um exemplo

da utilização deste. O SDH considerado é o chamado oscilador quártico. Ele é um

sistema com dois graus de liberdade que pode ser obtido da seguinte Hamiltoniana:

H =
1

2
(p21 + p22) +

1

2
q21q

2
2 +

1− α

12
(q41 + q42) (2.45)

onde nos restringimos ao caso α = 0, 99. Como discutiremos mais adiante na Se-

ção 4.4, a função de Hamilton acima pode ser empregada num estudo de termalização

em teoria de YM. Neste momento, no entanto, a nossa atenção está na integração

numérica do sistema de equações correspondente. É direto verificar que este é dado

3Estamos utilizando a convenção de que
∏

0

m=1
θm ≡ 1, onde os fatores θm são arbitrários.
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por

q̇1 = p1 (2.46a)

q̇2 = p2 (2.46b)

ṗ1 = −q1q22 +
α− 1

3
q31 (2.46c)

ṗ2 = −q2q21 +
α− 1

3
q32 (2.46d)
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Figura 2.1: Comportamento dinâmico da coordenada generalizada q1 do oscilador
quártico numa situação em que a energia H = E do sistema é dada por E = 1.

Nas Figs. 2.1 e 2.2 estão os resultados numéricos da integração do oscilador quártico.

A Fig. 2.1 mostra a evolução da coordenada generalizada q1 numa situação em que

a energia H = E do sistema é dada por E = 1. O comportamento dinâmico do

momentum p1 na mesma situação pode ser visto na Fig. 2.2. As duas figuras foram

geradas com o aux́ılio de um integrador simplético de 4a ordem.
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Figura 2.2: Comportamento dinâmico do momentum p1 do oscilador quártico numa
situação em que a energia H = E do sistema é dada por E = 1.

2.2.2 Mapeamentos Simpléticos

Nos parágrafos acima, desenvolvemos um esquema de integração de equações di-

ferenciais derivadas de uma função Hamiltoniana. Esse esquema foi chamado de

um algoritmo simplético de integração. Gostaŕıamos agora de explicar o motivo de

tal denominação. Essa discussão também revelará porque o algoritmo simplético é

superior a outros métodos numéricos de resolução de equações diferenciais, como o

amplamente usado método de Runge-Kutta de 4a ordem.

De acordo com o que já foi discutido, fazer uma iteração do integrador simplé-

tico corresponde a transformar o estado (q,p) do SDH através de uma composição

de mapeamentos do tipo

q → q′ = q+ hcj∇pT (p) (2.47a)

p → p′ = p (2.47b)

e do tipo

q → q′ = q (2.48a)

p → p′ = p− hdj∇qV (q) (2.48b)
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O algoritmo que apresentamos é, portanto, dito simplético, pois os mapeamentos

das duas últimas equações são mapeamentos simpléticos. Há mais de uma maneira

de introduzir os mapeamentos simpléticos; para uma discussão completa e bastante

didática sobre as várias abordagens a essa questão, o leitor interessado pode consul-

tar a Ref. [14]. Para os nossos propósitos, será conveniente considerar a definição de

um mapeamento simplético apresentada abaixo.

Seja ψ um mapeamento que leva o estado do sistema (q,p) num novo estado (q′,p′),

isto é, se s é o número de graus de liberdade do problema, então ψ é a função

ψ : R2s → R
2s tal que

[
q′

p′

]
= ψ

([
q

p

])
=

⎡
⎢⎢⎣
ψ1(q,p)

...

ψ2s(q,p)

⎤
⎥⎥⎦ (2.49)

Supondo que as funções ψm : R
2s → R (m = 1, . . . , 2s) são devidamente bem

comportadas de um ponto de vista matemático, é posśıvel definir a matriz Jacobiana

J , uma matriz 2s × 2s, associada ao mapeamento ψ como aquela cujos elementos

Jim são dados por

Jim ≡ ∂ψi

∂zm
(2.50)

onde i,m = 1, . . . , 2s e, como sempre, z = (q,p). Com base nessa definição, de-

finimos o mapeamento ψ como sendo um mapeamento simplético se a sua matriz

Jacobiana satisfizer a condição

JTM−1J =M−1 (2.51)

onde JT denota a transposta da matriz Jacobiana e

M−1 =

[
0 −Is
Is 0

]
(2.52)

denota a matriz inversa associada à chamada matriz simplética ou matriz de Poisson

M :

M =

[
0 Is

−Is 0

]
(2.53)

Nas definições acima, 0 denota a matriz s× s com todas as suas entradas nulas e Is

representa a matriz identidade s× s.
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Antes de falar sobre a vantagem de trabalhar com mapeamentos que possuem a

propriedade simplética, Eq. (2.51), gostaŕıamos de apresentar as condições que ga-

rantem que um dado mapeamento é simplético em termos das variáveis canônicas

q e p. Essa discussão tem o objetivo de introduzir um esquema mais direto de ve-

rificar se mapeamentos como (2.47) e (2.48) são simpléticos como afirmamos que são.

Utilizando a definição dos elementos da matriz Jacobiana, Eq. (2.50), é direto verifi-

car que a matriz J associada a ψ da Eq. (2.49) pode ser escrita da seguinte maneira:

J =

[
A C

B D

]
(2.54)

onde A, B, C e D são matrizes s× s dadas por

A = ∇qq
′ (2.55a)

B = ∇qp
′ (2.55b)

C = ∇pq
′ (2.55c)

D = ∇pp
′ (2.55d)

A notação usada na última equação significa, por exemplo, que o elemento Aij da

matriz A é dado por

Aij =
∂q′i
∂qj

(2.56)

para i, j = 1, . . . , s. Se fizermos agora uso do fato de que a matriz transposta JT é

dada por

JT =

[
AT BT

CT DT

]
(2.57)

é posśıvel mostrar que a condição de que a transformação ψ seja simplética, Eq. (2.51),

é equivalente ao conjunto de condições

BTA = ATB (2.58a)

DTC = CTD (2.58b)

DTA− CTB = Is (2.58c)
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Usando a forma das matrizes A, B, C e D dada na Eq. (2.55), mostra-se que as três

condições acima podem ser escritas como

(∇qq
′)T (∇qp

′) = (∇qp
′)T (∇qq

′) (2.59a)

(∇pq
′)T (∇pp

′) = (∇pp
′)T (∇pq

′) (2.59b)

(∇qq
′)T (∇pp

′)− (∇qp
′)T (∇pq

′) = Is (2.59c)

ou ainda, em termos das componentes das coordenadas q,q′ e das componentes dos

momenta p,p′:

∂p′j
∂qm

∂q′j
∂qn

− ∂q′j
∂qm

∂p′j
∂qn

= 0 (2.60a)

∂p′j
∂pm

∂q′j
∂pn

− ∂q′j
∂pm

∂p′j
∂pn

= 0 (2.60b)

∂p′j
∂pm

∂q′j
∂qn

− ∂q′j
∂pm

∂p′j
∂qn

= δmn (2.60c)

onde todos os ı́ndices nas equações acima variam entre 1 e s. Portanto, para mostrar

que os mapeamentos (2.47) e (2.48) têm a propriedade simplética, basta mostrar que

as relações dadas na Eq. (2.60) são obedecidas por esses mapeamentos. Apesar do

fato de que essa demonstração é bastante direta, esta não é particularmente esclare-

cedora e omitiremos os seus detalhes. Limitamo-nos a dizer que cada mapeamento

do tipo (2.47) ou do tipo (2.48) envolvido numa iteração do integrador simplético é

um mapeamento simplético, no sentido de que as relações acima são obedecidas.

Por fim, lembre que uma iteração do integrador é feita através de uma composi-

ção de mapeamentos, que, agora sabemos, são simpléticos. Isso não é um problema,

pois, como é posśıvel provar, o mapeamento obtido por meio de uma composição de

mapeamentos simpléticos é também um mapeamento simplético. Essa é a explica-

ção da denominação escolhida para o algoritmo apresentado ao longo da subseção

anterior: uma iteração do integrador, que leva o sistema do estado zn até o estado

zn+1, é um mapeamento simplético de zn em zn+1.

Para encerrar a nossa discussão sobre os integradores simpléticos, gostaŕıamos de

mostrar que é a propriedade do algoritmo discutida no parágrafo anterior que ga-

rante a sua superioridade em relação, por exemplo, ao método de Runge-Kutta de 4a

ordem. Seja H a função de Hamilton de um SDH autônomo arbitrário. Para um tal

sistema, sempre existe a noção de uma superf́ıcie de energia, ou seja, de uma super-
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f́ıcie formada pelos pontos (q,p) do espaço de fase tais que o v́ınculo H(q,p) = E

de constância da Hamiltoniana é respeitado. Agora pense em cada um desses pon-

tos como uma réplica do SDH derivável de H cujo estado f́ısico num determinado

instante de tempo é (q,p). Mais ainda: imagine que cada uma dessas réplicas evolui

no tempo a partir desse instante de acordo com a Hamiltoniana H. Aplicando o

teorema de Liouville [11] à situação que estamos considerando, é posśıvel concluir

que, apesar dos pontos (q,p) se deslocarem no espaço de fase à medida que o tempo

passa, o volume Γ(E) da região encerrada pela superf́ıcie H(q,p) = E é preservado.

Provaremos que o esquema numérico para integrar SDHs que apresentamos é con-

sistente com esse resultado.

Denote por M o espaço de fase do SDH derivável de H. Seja D ⊆ M uma certa

região do espaço de fase. O volume desta é dado por

∫
D
dq dp =

∫
D
dq1 . . . dqs dp1 . . . dps (2.61)

onde s é o número de graus de liberdade do SDH em questão. Submeta as variáveis

canônicas (q,p) à ação de um mapeamento ψ como o da Eq. (2.49). Sob a ação de

ψ, a região D é mapeada em D′ = ψ(D). Em termos das novas variáveis (q′,p′), o

volume da região D′ é

∫
D′

dq′ dp′ =
∫
D′

dq′1 . . . dq
′
s dp

′
1 . . . dp

′
s (2.62)

Fazendo uma mudança de variáveis na integral acima, podemos escrever

∫
D′

dq′ dp′ =
∫
D
| det J |dq dp (2.63)

onde J denota a matriz Jacobiana associada ao mapeamento ψ.

Agora faremos a suposição de que o mapeamento ψ é simplético, ou seja, supo-

remos que J tem a propriedade da Eq. (2.51). Antes de seguir, lembramos que o

determinante possui as seguintes propriedades:

det (AB) = (detA)(detB) (2.64a)

det (AT ) = detA (2.64b)
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onde A e B são matrizes r × r arbitrárias (r inteiro, r ≥ 2). Além disso, é direto

verificar que det (M−1) = 1, de tal modo que, calculando o determinante dos dois

lados da Eq. (2.51), chega-se a

| det J | = 1 (2.65)

Portanto, mapeamentos simpléticos estão de acordo com o teorema de Liouville, pois

o volume da região D é preservado sob a ação de ψ:

∫
ψ(D)

dq′ dp′ =
∫
D
dq dp (2.66)

Em particular, o resultado acima é válido para o mapeamento ψI que utilizamos

para fazer uma iteração do algoritmo simplético. Esse mapeamento é definido de tal

maneira que a expressão formal (2.40) é equivalente a

zn+1 ≈ ψI(zn) +O(hl+1) (2.67)

Em termos simples, portanto, podemos dizer que integradores simpléticos preservam

volumes.

Em geral, não há razão para esperar que um esquema numérico para integrar SDHs

obtido sem levar em consideração a estrutura Hamiltoniana das equações também

preserve volumes. Um exemplo de método de integração que não preserva volumes

é o integrador de Runge-Kutta de 4a ordem. Um problema associado a tais integra-

dores é a dissipação numérica. Formalmente, podemos associar um erro δΓ a um

cálculo hipotético de Γ(E) baseado numa simulação feita com um integrador que

não preserva volumes. Além disso, é posśıvel encarar a variação do volume de Γ(E)

para Γ(E)+δΓ como o resultado da variação da energia de E para E+δE. Supondo

que as variações são pequenas, o erro δE no cálculo da energia pode ser estimado

com o aux́ılio da fórmula

δE ≈
(
dΓ

dE

)−1

δΓ (2.68)

Para explicar como isso afetaria as simulações da dinâmica dos nossos sistemas de

interesse, introduzimos uma nova hipótese. Especificamente, vamos supor que o

volume Γ(E) é uma função estritamente crescente de E:

dΓ

dE
> 0, ∀E > 0 (2.69)
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Os SDHs considerados na MEC usual são exemplos de sistemas para os quais essa

suposição é válida, pois, do contrário, não seria posśıvel obter uma temperatura ab-

soluta positiva usando a fórmula de Boltzmann para a entropia. A hipótese (2.69)

também é válida para o SDH cuja MEC estudaremos no Caṕıtulo 5.

Então considere, por exemplo, a situação em que δΓ < 0, ou seja, em que os volumes

diminuem. Usando (2.69), é direto concluir que δE < 0, de tal forma que o inte-

grador “dissipa” parte da energia E do SDH que, por hipótese, é conservativo. A

dissipação da energia é, portanto, um efeito espúrio causado pelo integrador, o que

explica a denominação “dissipação numérica”. Integradores simpléticos são superi-

ores em relação aos que não preservam volumes, pois aqueles conservam a energia

(a menos de um erro inerente ao procedimento computacional), minimizando o erro

numérico.

2.3 Caos no Sentido de Lyapunov

Como discutiremos no próximo caṕıtulo, é o comportamento caótico das soluções de

um dado SDH com poucos graus de liberdade que vai justificar o estudo da MEC

deste. Precisamos, dessa maneira, de um meio para quantificar o caos das solu-

ções de um dado sistema dinâmico, ou seja, de um critério de acordo com o qual

o comportamento das soluções pode ser sistematicamente classificado como caótico

ou regular. O objetivo da presente seção é apresentar o critério que nós usaremos

para determinar se um dado sistema dinâmico é caótico ou não. Especificamente,

queremos introduzir o conceito do Expoente Máximo de Lyapunov (EML).

Grosso modo, dizer que um certo sistema dinâmico pode apresentar comportamento

caótico é o mesmo que dizer que o comportamento de uma solução particular desse

sistema depende fortemente das condições iniciais às quais ela está associada. Sendo

assim, considere duas soluções particulares de um dado sistema dinâmico associadas

a condições iniciais ligeiramente diferentes. Quando o sistema for caótico, devido

à sensibilidade deste à escolha de uma condição inicial, se deixarmos essas duas

soluções evolúırem por um tempo suficientemente longo, veremos que os seus com-

portamentos se tornaram bastante distintos.

Agora gostaŕıamos de mostrar como essas ideias podem ser desenvolvidas mate-

maticamente. Para isso, considere o sistema autônomo de equações diferenciais

25



ordinárias
dz

dt
= F(z) (2.70)

onde t é o parâmetro de evolução (tempo), z = z(t) = [z1(t), . . . , zn(t)]
T ∈ R

n

(n inteiro, n ≥ 1) e F(z) é uma função devidamente bem comportada de z. A

determinação de uma solução particular do sistema dinâmico acima depende da

especificação de uma condição inicial z(t = t0) = w, onde t0 é um determinado valor

no intervalo de definição do parâmetro de evolução e w ∈ R
n é um vetor coluna

independente de t. Denotaremos por φ(t;w) a solução do problema de valor inicial

que acabamos de definir, ou seja,

d

dt
[φ(t;w)] = F[φ(t;w)], φ(t = t0;w) = w (2.71)

De acordo com a discussão feita acima, queremos obter uma informação a respeito

da caoticidade de um dado sistema dinâmico estudando a divergência de soluções

particulares inicialmente próximas, no sentido de que as suas condições iniciais di-

ferem pouco. Sendo assim, considere duas soluções particulares z1 e z2 do sistema

sob consideração. Além disso, suponha que essas soluções correspondem a condições

iniciais ligeiramente diferentes:

z1 = φ(t;w) (2.72a)

z2 = φ(t;w + δw) (2.72b)

onde δw ∈ R
n é um vetor coluna independente de t e |δw| � |w|, com | · | denotando

a norma Euclidiana do R
n. A separação entre as duas soluções é dada em termos

do vetor δz(t), definido por

δz(t) ≡ z2 − z1 = φ(t;w + δw)− φ(t;w) (2.73)

Em primeiro lugar, precisamos saber a equação que determina a evolução da se-

paração δz(t). Uma vez que δw = δz(t = t0) representa uma pequena separação

inicial, utilizamos a seguinte aproximação para a solução z2 (em termos das suas

componentes):

z2,j = φj(t;w + δw) ≈ φj(t;w) + [∇wφj(t;w)] · δw (2.74)

onde j = 1, . . . , n e a aproximação acima deixa de fora termos da ordem de |δw|2
ou superior. Dessa maneira, a aproximação feita é sempre razoável desde que a
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separação inicial seja suficientemente pequena. Na Eq. (2.74), ∇wφj(t;w) denota o

vetor

∇wφj(t;w) =

[
∂φj(t;w)

∂w1

, . . . ,
∂φj(t;w)

∂wn

]T
(2.75)

Agora substitúımos a Eq. (2.74) na definição (2.73) para obter

δzj(t) = z2,j − z1,j ≈ [∇wφj(t;w)] · δw (2.76)

Diferencie os dois lados da expressão acima em relação ao parâmetro de evolução t:

d

dt
[δzj(t)] ≈ d

dt
{[∇wφj(t;w)] · δw} = ∇wFj[φ(t;w)] · δw (2.77)

onde fizemos uso do fato de que δw independe de t, assumimos que φj(t;w) é

suficientemente bem comportada de maneira que

[
∇w,

d

dt

]
φj(t;w) = 0 (2.78)

e utilizamos a Eq. (2.71). As componentes de ∇wFj[φ(t;w)] podem ser facilmente

calculadas através do uso da regra da cadeia:

∂Fj[φ(t;w)]

∂wk
=
∂Fj(x)

∂xm

∣∣∣∣
x=φ(t;w)

∂φm(t;w)

∂wk
(2.79)

onde k = 1, . . . , n. Substituindo a equação acima na expressão que determina a

evolução de δz(t), chegamos a

d

dt
[δzj(t)] ≈ ∂Fj(x)

∂xm

∣∣∣∣
x=φ(t;w)

∂φm(t;w)

∂wk
δwk

≈Mjm[φ(t;w)]δzm(t) (2.80)

onde

Mjm[φ(t;w)] ≡ ∂Fj(x)

∂xm

∣∣∣∣
x=φ(t;w)

(2.81)

é a matriz Jacobiana associada a F avaliada sobre a solução z1. O sistema de equa-

ções (2.80) determina a evolução da separação δz(t) entre as soluções inicialmente

próximas z1 e z2; esse sistema é conhecido como o sistema variacional associado ao

sistema dinâmico (2.70).

Podemos introduzir agora o EML. Tendo em mente que este será calculado nu-
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mericamente, introduzimos antes as seguintes variáveis dinâmicas:

ξ(t) ≡ lim
|δz(0)|→0

δz(t)

|δz(0)| (2.82)

onde, por simplicidade, tomamos t0 = 0. Essa troca de variáveis é conveniente do

ponto de vista computacional, pois a maneira apropriada de especificar numerica-

mente uma separação inicial δz(0) “pequena o suficiente” não é óbvia. Por outro

lado, como é posśıvel concluir a partir da Eq. (2.82), o vetor ξ(t) sempre está norma-

lizado no instante inicial t = 0: |ξ(0)| = 1. Além disso, o limite na definição acima

garante a validade das aproximações usadas na derivação do sistema da Eq. (2.80).

Em termos das novas variáveis dadas acima, o sistema variacional da Eq. (2.80) pode

ser posto na forma

ξ̇(t) =M(t)ξ(t) (2.83)

Lembramos que o propósito de definir o EML é obter uma informação a respeito

da divergência de soluções inicialmente “próximas”, no sentido discutido mais de-

talhadamente acima. Abordando essa questão com um olhar mais matemático,

observamos primeiro que a separação δz(t) é um vetor no R
n. Como estava impĺı-

cito na nossa construção, existe uma base ortonormal de Rn, formada pelos versores

e1, . . . , en, tal que δz(t) pode ser escrito como

δz(t) = δzi(t)ei (2.84)

onde há uma soma sobre o ı́ndice repetido i, que varia entre 1 e n. Grosso modo, se

estamos considerando a possibilidade das soluções inicialmente próximas divergirem,

não há razão para esperar que essa divergência ocorra da mesma maneira nas n

direções independentes do Rn. Mais precisamente, admitimos a possibilidade de cada

uma das n funções δzi(t) (i = 1, . . . , n) crescer a uma taxa exponencial média λi.

Sem perda de generalidade, supomos que essas taxas exponenciais estão relacionadas

da seguinte maneira:

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn (2.85)

Para introduzir o EML, utilizamos a suposição de que o crescimento exponencial da

norma |δz(t)| do vetor δz(t) acontece a uma taxa dada por λ1 ≡ Λ. Esta é o que

convencionaremos chamar de Expoente Máximo de Lyapunov (EML). Formalmente,

este é definido em termos de ξ através de

Λ ≡ lim
t→+∞

1

t
ln |ξ(t)| (2.86)
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O valor deste nos permite classificar um dado comportamento como caótico se Λ > 0.

Isso está de acordo com o que foi discutido no ińıcio da presente seção, pois significa

que as soluções inicialmente próximas divergem. Quando o sistema dinâmico consi-

derado apresenta comportamento regular, o EML é dado por Λ = 0.

Basicamente, a determinação computacional do EML consiste em resolver nume-

ricamente o sistema dinâmico (2.70) juntamente com o sistema variacional corres-

pondente — na forma da Eq. (2.83) — e estimar o valor do limite da equação acima

com base nos resultados das simulações. Dizemos que uma “estimativa” é feita, pois

Λ não pode ser determinado numericamente no limite t → +∞. Consideramos a

evolução do sistema dinâmico (2.70) por um tempo t longo, porém finito.

Outro fato que deve ser observado sobre o esquema numérico descrito acima é que o

integrador simplético não pode ser usado para determinar o EML quando o sistema

dinâmico for Hamiltoniano. Isso é verdade, pois as equações do sistema variacional

não possuem a forma de equações de Hamilton. Portanto, não há como construir

um algoritmo simplético de integração para elas. Neste trabalho, os cálculos numé-

ricos necessários para estimar o EML foram feitos com o aux́ılio do integrador de

Runge-Kutta de 4a ordem.

Mais detalhes sobre a determinação numérica do EML podem ser encontrados nas

Refs. [15] e [16]. Limitamo-nos a dizer que o cálculo do EML diretamente a partir

da sua definição, Eq. (2.86), pode não ser conveniente. Como existe a possibilidade

de encontrarmos nos nossos problemas variáveis dinâmicas que crescem a uma taxa

exponencial, há o risco da ocorrência de erros de overflow, por exemplo. Sendo as-

sim, calcular o EML através da sua definição exige um “truque”. Este é devido a

Benettin e colaboradores e está devidamente explicado na Ref. [16]. O resultado da

aplicação do esquema desenvolvido por esses autores é que o EML pode ser estimado

com o uso da seguinte fórmula:

Λ ≈ 1

Nh

N∑
n=1

ln |ξ(tn)| (2.87)

onde utilizamos a mesma notação da Seção 2.2 quando discutimos a discretização

do tempo.

Como fizemos na seção anterior, encerramos a nossa discussão com um exemplo
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de utilização do método numérico introduzido. Mais uma vez, o sistema dinâmico

considerado é o oscilador quártico. As equações de movimento deste já foram apre-

sentadas e são dadas pela Eq. (2.46). Pode-se demonstrar que o sistema variacional

associado é

ξ̇1 = ξ3 (2.88a)

ξ̇2 = ξ4 (2.88b)

ξ̇3 = [(α− 1)q21 − q22]ξ1 − 2q1q2ξ2 (2.88c)

ξ̇4 = −2q1q2ξ1 + [(α− 1)q22 − q21]ξ2 (2.88d)
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Figura 2.3: Determinação numérica do EML para o oscilador quártico. A função
χ(t) ≡ 1

t
ln |ξ(t)| é aquela cujo valor no limite t→ +∞ é o EML do sistema.

A Fig. 2.3 mostra a função χ(t) ≡ 1
t
ln |ξ(t)| para o oscilador quártico, ou seja, aquela

cujo valor no limite t→ +∞ é o EML desse sistema. Essa figura corresponde a uma

situação em que o valor da energiaH = E do oscilador é dado por E = 1. Nesse caso,

o resultado da nossa estimativa do EML é Λ = 0, 391. Como esse valor é positivo,

o exemplo que demos é o de um sistema dinâmico que apresenta comportamento

caótico.

2.4 Seção de Poincaré

Na seção anterior, discutimos a noção do EML e argumentamos que a determinação

numérica deste para um dado sistema dinâmico nos permite classificar a dinâmica
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do sistema como “regular” ou “caótica”. Essa é a primeira técnica numérica da qual

precisaremos para discutir os nossos resultados na Seção 5.4. O objetivo da pre-

sente seção é apresentar a outra técnica numérica que empregaremos para justificar

a discussão sobre a MEC de SDHs com poucos graus de liberdade. Especificamente,

introduziremos a chamada técnica da superf́ıcie de seção de Poincaré ou, simples-

mente, a técnica da seção de Poincaré.

Antes de falar sobre a técnica que desejamos apresentar, cabe uma breve discus-

são sobre o que buscamos entender através da aplicação desta. Afirmamos que a

seção de Poincaré vai nos fornecer uma informação a respeito da ergodicidade de

um dado SDH. Mais precisamente, usaremos os resultados numéricos obtidos atra-

vés da construção computacional da seção de Poincaré para definir o significado de

“ergodicidade” no contexto deste trabalho.

Com relação à noção de “ergodicidade”, observamos que esta é definida num sen-

tido matemático preciso no contexto da teoria conhecida como “teoria ergódica”.

Para uma introdução bastante didática a esse assunto e uma discussão sobre os seus

conceitos em conexão com as teorias de gauge, o leitor pode consultar a Ref. [17].

Enfatizamos que a nossa abordagem é numérica.

Obter êxito na busca por SDHs ergódicos e com um espaço de fase de baixa dimen-

sionalidade4para os quais podemos estender a MEC passa pela nossa capacidade

de “testar” a validade da hipótese ergódica. Na MEC usual, isso nunca pode ser

feito diretamente, pois, em primeiro lugar, não há como representar num gráfico um

espaço de fase com uma dimensionalidade suficientemente alta (no caso em questão,

da ordem do número de Avogadro) e, segundo, porque na prática a tarefa de des-

crever completamente a dinâmica de um sistema termodinâmico t́ıpico no espaço de

fase não pode ser realizada nem com o aux́ılio de um computador. Dessa maneira,

a ergodicidade na MEC usual é uma hipótese cuja validade é verificada a posteriori

e que é, no nosso ponto de vista, justificada pelo sucesso da teoria de Boltzmann.

No caso de sistemas com poucos graus de liberdade, por outro lado, é posśıvel usar

um computador para estudar completamente (no sentido de que todas as variáveis

dinâmicas são conhecidas durante todo o peŕıodo de evolução considerado) a dinâ-

mica dos sistemas de interesse e representar graficamente porções do espaço de fase

4Como argumentaremos no Caṕıtulo 3, o número mı́nimo de dimensões é 4.
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através da chamada técnica da seção de Poincaré. Essa técnica é aplicável a sistemas

com 2 graus de liberdade (isto é, sistemas cuja descrição é feita com base em 2 coor-

denadas generalizadas q1, q2 e nos respectivos momenta canonicamente conjugados

p1, p2) e consiste em escolher uma superf́ıcie no espaço de fase, como, por exemplo,

a superf́ıcie q1 = 0, deixar o sistema evoluir no tempo a partir de um estado inicial

que pertence à superf́ıcie escolhida e registrar os pares ordenados (q2, p2) cada vez

que o estado do sistema cruzar a superf́ıcie de Poincaré com o momentum p1 tendo

um determinado sinal (por exemplo, p1 > 0). Somos, portanto, capazes de represen-

tar graficamente o que acontece em regiões bidimensionais da superf́ıcie de energia

tridimensional (em geral), formada pelos estados f́ısicos que um SDH autônomo com

um espaço de fase quadridimensional pode acessar.

A determinação computacional da seção de Poincaré nos permite “testar” a hipótese

ergódica, pois, em termos simples, com aquela podemos olhar para uma região do

espaço de fase fisicamente acesśıvel do sistema considerado. Quando a figura ob-

tida através da representação gráfica dos pares ordenados do parágrafo acima tem

uma densidade grande de pontos, convencionaremos chamar o sistema dinâmico de

ergódico. Mais detalhes sobre a interpretação da ergodicidade que acabamos de

descrever são apresentados no Caṕıtulo 3, onde discutimos a conexão entre caos e

ergodicidade.
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Caṕıtulo 3

Mecânica Estat́ıstica de Berdichevsky

3.1 Caos e Ergodicidade

A formulação da MEC está fundamentada na descrição de Hamilton da Mecânica

Clássica. Dessa maneira, quando falamos em estender a teoria usual da MEC para

sistemas com poucos graus de liberdade, estamos considerando a possibilidade de

construir uma teoria estat́ıstica para SDHs ergódicos com poucos graus de liberdade.

Ao considerar uma tal possibilidade, primeiro devemos responder duas questões:

existem SDHs que ao mesmo tempo são ergódicos e têm um espaço de fase de baixa

dimensionalidade? E, se tais sistemas existirem, qual é o mecanismo responsável

pela dinâmica ergódica desses sistemas?

A primeira pergunta parece, a prinćıpio, ter uma resposta negativa. Afinal de contas,

a maior parte dos SDHs com poucos graus de liberdade tratados nos textos intro-

dutórios (como, por exemplo, o oscilador harmônico simples) tem uma dinâmica

regular. De fato, existe um teorema devido a Arnold [18] sobre a integrabilidade

de SDHs que nos permite concluir que todos os SDHs para os quais o espaço de

fase é bidimensional (ou seja, que são descritos através de apenas um par de variá-

veis canonicamente conjugadas) e que têm a Hamiltoniana como uma constante de

movimento são integráveis. Como a dinâmica de um sistema integrável é regular,

isso significa que devemos considerar SDHs com pelo menos 2 graus de liberdade

se quisermos encontrar um sistema com a capacidade de apresentar uma dinâmica

ergódica e que pode ser descrito estatisticamente de acordo com as prescrições de

Berdichevsky1.

Os primeiros candidatos a modelos que admitem um estudo baseado nessa “nova”

1Lembre que o sistema deve ser autônomo.
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formulação da MEC são aqueles para os quais a técnica da seção de Poincaré foi

testada pela primeira vez, pois, como discutimos, esta nos permite dizer algo sobre

a ergodicidade de um dado SDH. Um trabalho muito importante no contexto dos

SDHs autônomos é devido a M. Hénon e C. Heiles [19]. O sistema considerado

por eles consiste num par de osciladores harmônicos simples acoplados através de

termos cúbicos nas coordenadas generalizadas. Hénon e Heiles aplicaram a técnica

da seção de Poincaré ao seu sistema de osciladores acoplados e mostraram que, de-

pendendo do valor constante da energia deste, não só o seu espaço de fase exibe

regiões de dinâmica ergódica como essas regiões podem coexistir com outras onde o

sistema apresenta uma dinâmica regular. Numa situação desse tipo, usaremos dizer

que o sistema apresenta uma dinâmica “quase ergódica”. Enfatizamos, no entanto,

que existe uma faixa de valores de energia para os quais a dinâmica é ergódica no

sentido de Boltzmann (as regiões de dinâmica regular desaparecem e um estado do

sistema pode percorrer o espaço de fase acesśıvel, cobrindo uniformemente a seção

de Poincaré).

Queremos aproveitar a discussão do parágrafo acima para esclarecer porque uti-

lizamos a definição de ergodicidade do caṕıtulo anterior. Mais precisamente, gosta-

ŕıamos de provar que o sistema de Hénon-Heiles é ergódico no sentido que definimos.

A função de Hamilton deste é dada por

H =
1

2
(p21 + p22) +

1

2
(q21 + q22) + q21q2 −

1

3
q32 (3.1)

As equações dinâmicas derivadas dessa Hamiltoniana são

q̇1 = p1 (3.2a)

q̇2 = p2 (3.2b)

ṗ1 = −q1(2q2 + 1) (3.2c)

ṗ2 = q22 − q2 − q21 (3.2d)

A Fig. 3.1 mostra a seção de Poincaré do sistema introduzido acima no caso em que

H = E = 1
6
. Note como o plano mostrado está preenchido por pontos. Isso nos

permite inferir que um estado f́ısico do sistema de Hénon-Heiles visita uma parte do

espaço de fase com volume comparável ao da maior região fisicamente acesśıvel. Esse

SDH é, portanto, um exemplo de sistema ergódico de acordo com a nossa definição

de ergodicidade. O leitor é direcionado à Ref. [20] para uma análise da MEC do
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sistema de Hénon-Heiles. O sucesso de um tal estudo indica que a definição de

ergodicidade utilizada neste trabalho é razoável.

p
2

q2

Figura 3.1: Seção de Poincaré do sistema de Hénon-Heiles no caso em que H = E =
1
6
.

O sistema de Hénon-Heiles é, portanto, um exemplo de SDH com poucos graus de

liberdade capaz de apresentar dinâmica ergódica. Permanece, no entanto, a questão

da origem da ergodicidade em casos assim. Para discutir esse assunto, considere mais

uma vez o caso do oscilador quártico. Este, assim como o sistema de Hénon-Heiles,

pode exibir um comportamento dinâmico tal que regiões de movimento regular co-

existem no espaço de fase com regiões de movimento ergódico. Para ver a seção de

Poincaré desse sistema, o leitor é direcionado ao trabalho de Bannur e colaboradores

[2]. Como mostramos num exemplo do Caṕıtulo 2, o oscilador quártico é um SDH

capaz de apresentar comportamento caótico. Sendo assim, a origem da ergodicidade

é, nesse caso, a não-linearidade das equações de movimento, que se manifesta aqui

através do comportamento caótico das soluções consideradas. O mesmo pode ser

dito sobre o sistema de Hénon-Heiles. Dessa maneira, as duas questões que nós

fizemos parecem ter sido respondidas:

Existem SDHs que, ao mesmo tempo, são ergódicos e possuem um espaço de fase de

baixa dimensionalidade. Dois exemplos são o oscilador quártico e o de Hénon-Heiles,

ambos com espaços de fase quadridimensionais, os de dimensão mais baixa no caso

de sistemas Hamiltonianos onde ergodicidade pode ser observada. Além disso, o

mecanismo responsável pela dinâmica ergódica desses sistemas é a não-linearidade
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das respectivas equações de movimento, que se manifesta através do comportamento

caótico das soluções destas. Grosso modo, portanto, é o caos que assume na MEC

com poucos graus de liberdade o papel que as colisões desempenham na MEC ordi-

nária.

3.2 Formulação de Berdichevsky da Mecânica Estat́ıstica

Hipóteses

Seja H a função Hamiltoniana de um SDH autônomo e ergódico. Como foi discutido

na Seção 2.2, o fato de que o sistema é autônomo decorre da inexistência de uma

dependência expĺıcita de H no parâmetro de evolução t. Sendo assim, temos que

dH

dt
=
∂H

∂t
= 0 (3.3)

de modo que a Hamiltoniana de um SDH autônomo é uma constante de movimento.

Dessa maneira, a importância da hipótese de que o sistema dinâmico considerado é

autônomo está na noção de que há uma energia conservada na sua descrição.

A hipótese de que o sistema dinâmico considerado é ergódico é necessária pelos

motivos discutidos no Caṕıtulo 1: o estado do sistema visita todos os pontos fisi-

camente acesśıveis do espaço de fase; sendo assim, médias temporais de variáveis

dinâmicas podem ser calculadas como médias no espaço de fase.

Grandeza Fundamental

Denote por E o valor constante que a função de Hamilton assume. De um ponto de

vista geométrico, a condição de constância de H restringe os pontos (estados f́ısicos)

acesśıveis no espaço de fase do sistema à chamada superf́ıcie de energia, definida

pela condição

H(q,p) = E (3.4)

onde q e p são as coordenadas generalizadas e os momenta canonicamente conjuga-

dos do sistema, respectivamente.

A grandeza fundamental da formulação de Berdichevsky [1] da MEC é o volume
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Γ(E) encerrado pela superf́ıcie de energia:

Γ(E) =
1

hs

∫
H≤E

dq dp (3.5)

onde s (s inteiro, s ≥ 1) é o número de graus de liberdade do sistema, dq = dq1 . . . dqs

e dp = dp1 . . . dps. Na Eq. (3.5), h é uma constante com dimensão de coordenada

vezes momentum. Na prática, sempre escolheremos as escalas das grandezas f́ısicas

de tal forma que h = 1, mas a sua presença em (3.5) é necessária para que as

equações que apresentaremos a seguir estejam dimensionalmente corretas.

Formulação de Boltzmann

Precisamos explicar porque a quantidade definida na Eq. (3.5) é tão importante.

Para fazer isso, primeiro consideramos a formulação de Boltzmann da MEC. De

acordo com essa formulação, a entropia Su de um sistema que está em equiĺıbrio

termodinâmico é dada por

Su(E) = lnΩ(E) (3.6)

onde Ω(E) denota a área da superf́ıcie de energia H(q,p) = E. Como é usual na

MEC [5], definimos a área Ω(E) de tal forma que

Γ(E + δE)− Γ(E) ≡ Ω(E)δE (3.7)

onde temos em mente o limite δE → 0+. Isso é equivalente à seguinte equação:

Ω(E) =
∂Γ(E)

∂E
(3.8)

Note que, da maneira como definimos a área da superf́ıcie de energia, esta é uma

quantidade com dimensão de inverso da energia. Isso significa que a definição de

Ω(E) dada acima não está inteiramente correta, pois, para que a Eq. (3.6) tenha

sentido, Ω(E) deve ser adimensional. Esse problema poderia ser facilmente resol-

vido através da inclusão de um fator constante com dimensão de inverso da energia

no lado direito da Eq. (3.7). Em outras palavras, podeŕıamos definir uma “área

adimensional” Ωa(E) usando a seguinte relação:

Ωa(E) ≡ hr
∂Γ(E)

∂E
(3.9)
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onde a potência r é escolhida de tal maneira que [Ωa(E)] = 1. Por exemplo, para

o SDH derivável da função de Hamilton (5.43), que discutiremos no Caṕıtulo 5,

tomaŕıamos r = 4
3
. No entanto, como é posśıvel concluir a partir da Eq. (3.6), a

substituição de Ω(E) por Ωa(E) nessa fórmula fornece uma definição equivalente de

Su(E), uma vez que a entropia na MEC está definida a menos de uma constante

aditiva arbitrária. Portanto, é justificável escrever simplesmente

Su(E) = ln
∂Γ(E)

∂E
(3.10)

Fisicamente, Ω(E) representa o número de microestados associados ao macroestado

de energia constante E. Chega-se a essa conclusão através da observação de que

um ponto sobre a superf́ıcie de energia pode ser encarado como um estado f́ısico

consistente com o v́ınculo H(q,p) = E. Sendo assim, o cálculo da área da superf́ıcie

em questão corresponde a uma contagem dos pontos sobre ela, ou seja, dos micro-

estados caracterizados pela energia E.

A fórmula de Boltzmann estabelece uma relação entre a entropia Su(E) e o nú-

mero de microestados Ω(E). A proposta de uma tal relação pode ser justificada

através da observação de que a entropia definida na Eq. (3.6) possui todas as pro-

priedades da entropia definida na Termodinâmica [5]. Especificamente, Su(E) na

Eq. (3.6) é uma grandeza extensiva e está de acordo com a restrição imposta pela

segunda lei da Termodinâmica. Sendo assim, podemos interpretar a primeira afir-

mação feita neste parágrafo dizendo que a fórmula de Boltzmann estabelece uma

conexão entre a dinâmica (representada pela área no espaço de fase que fornece o

número de microestados) e a Termodinâmica (representada pela entropia).

A relação dada na Eq. (3.6) é considerada uma das mais importantes da F́ısica,

pois, como o leitor pode ver na Ref. [5], permite que nós derivemos a primeira e

a segunda leis da Termodinâmica. Em particular, para provar que a primeira lei é

válida utilizando os prinćıpios da MEC, também é necessário definir a temperatura

e a pressão em termos do número de microestados. Vamos nos concentrar na defini-

ção de temperatura. É posśıvel demonstrar que, para que Su possa ser reconhecida

como a entropia termodinâmica, a temperatura absoluta Tu deve ser dada por

1

Tu
=
∂Su

∂E
(3.11)
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Equivalentemente, podemos escrever

Tu(E) ≡
{
∂

∂E

[
ln

(
∂Γ

∂E

)]}−1

(3.12)

A expressão acima corresponde à definição usual da temperatura na MEC. A sua

validade está muito bem estabelecida para SDHs com um número grande de graus

de liberdade.

Como já foi discutido no Caṕıtulo 1, estaremos interessados em calcular tempe-

raturas dinamicamente, isto é, à medida que as equações de movimento do SDH são

integradas numericamente. Sendo assim, introduzimos agora a noção de uma tem-

peratura dinâmica. Seja T a temperatura — de acordo com uma definição qualquer

— de um dado SDH que se encontra no equiĺıbrio termodinâmico. Formalmente, de-

finimos a temperatura dinâmica correspondente Tdin = Tdin(t) como sendo a função

do tempo tal que

T = lim
t→+∞

Tdin(t) (3.13)

Dizemos que essa é uma construção formal, pois o limite na equação acima só é

necessário para garantir que o SDH tenha tido tempo para atingir o equiĺıbrio.

A temperatura dinâmica Tu,din associada à temperatura Tu é

Tu,din =
1

〈Φ〉 (3.14)

onde 〈f〉 denota a média temporal de f , definida por

〈f〉 ≡ 1

t

∫ t

0

dt′ f(t′) (3.15)

e a função Φ é dada por

Φ = ∇ ·
( ∇H
|∇H|2

)
(3.16)

Na última equação, ∇ representa o gradiente no espaço de fase. Por exemplo, para

um SDH com apenas 1 grau de liberdade, temos ∇ =
(
∂
∂q
, ∂
∂p

)
. Uma discussão mais

detalhada sobre a temperatura dinâmica Tu,din pode ser encontrada na Ref. [21].
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Formulação de Berdichevsky

Como já foi discutido, Berdichevsky considerou a possibilidade de estender a formu-

lação de Boltzmann da MEC para SDHs autônomos, ergódicos e com poucos graus

de liberdade. Antes de falar sobre a necessidade de reformular essa teoria para con-

templar sistemas com um espaço de fase de baixa dimensionalidade, gostaŕıamos de

analisar mais cuidadosamente a questão de como a entropia deve ser definida na

MEC. Na Ref. [1], Berdichevsky começa observando que a definição de Boltzmann

para S = Su, Eq. (3.6), não está em total acordo com a entropia considerada na

Termodinâmica.

Considere o exemplo de um gás clássico confinado num recipiente com paredes adia-

báticas, ou seja, tais que o gás não troca calor com o resto do Universo. Se o volume

V do recipiente permanecer fixo (de modo que não há trabalho sendo realizado),

então, de acordo com a primeira lei da Termodinâmica, a energia interna E do gás

não se altera. Agora imagine que nós variaremos lentamente o volume V . Trabalho

será realizado e a energia E do gás mudará. No entanto, devido à natureza das pare-

des do recipiente, esse é um processo adiabático. De acordo com a Termodinâmica,

existe uma grandeza chamada entropia que permanece constante durante o processo

descrito acima.

À luz da F́ısica do processo termodinâmico discutido no parágrafo anterior, revi-

sitamos a definição de entropia na MEC. Para fazer isso, analisamos uma situação

mais abstrata. Considere um SDH autônomo e ergódico cuja função de Hamilton H

depende, como antes, das coordenadas generalizadas q e dos respectivos momenta

p; além disso, vamos supor que a Hamiltoniana desse sistema tem uma dependência

num conjunto de parâmetros externos, que denotaremos por ζ. Portanto, quando

afirmamos que o SDH é autônomo, queremos dizer que, para parâmetros externos

fixos ζ = ζ0, a Hamiltoniana é uma constante de movimento. Sendo assim, a condi-

ção H(q,p; ζ = ζ0) = E define uma superf́ıcie de energia do sistema.

Agora considere a questão de definir a entropia para o SDH do parágrafo acima.

Da mesma maneira que Boltzmann fez ao escrever a fórmula (3.6), propomos que a

entropia S = S(E, ζ) deve ser dada por uma relação do tipo

S(E, ζ) = lnG(E, ζ) (3.17)
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onde G(E, ζ) denota uma certa quantidade geométrica associada ao espaço de fase

do SDH. Assim como fizemos no caso em que G(E, ζ) é a área Ω(E, ζ) da super-

f́ıcie de energia H(q,p; ζ) = E, interpretamos G(E, ζ) no caso geral como uma

medida do número de microestados correspondentes ao macroestado caracterizado

por E e ζ. Sendo assim, G(E, ζ) deve ser uma função estritamente positiva dos seus

argumentos:

G(E, ζ) > 0, ∀E > 0, ζ (3.18)

A desigualdade acima também deve ser verdadeira para que a entropia S(E, ζ) esteja

bem definida matematicamente. Outra condição que a função G(E, ζ) deve respeitar

é a seguinte:
∂G

∂E
> 0, ∀E > 0, ζ (3.19)

A restrição acima precisa ser imposta, pois iremos querer utilizar a relação (3.17)

para definir a temperatura absoluta T do sistema através de

1

T
≡ ∂S

∂E
(3.20)

em analogia ao que foi feito usando a fórmula de Boltzmann para a entropia. A

desigualdade (3.19) é o que garante que a temperatura absoluta definida através da

última equação sempre será positiva quando o SDH tiver uma energia não-nula.

A contribuição de Berdichevsky foi ter notado que, para que a entropia definida

na Eq. (3.17) tenha um comportamento tão semelhante ao da entropia termodinâ-

mica quanto posśıvel, existe uma terceira restrição que deve ser imposta à função

G(E, ζ). Em analogia com o caso discutido acima de um gás clássico confinado

num recipiente com paredes adiabáticas, exige-se que, se variarmos lentamente os

parâmetros externos ζ, a entropia S(E, ζ) permaneça constante. Obviamente, isso

será verdade somente se a função G(E, ζ) apresentar esse mesmo comportamento.

Usando o jargão da teoria de sistemas Hamiltonianos, exige-se, portanto, que a quan-

tidade geométrica G(E, ζ) associada ao espaço de fase do SDH seja um invariante

adiabático.

Finalmente, somos capazes de explicar porque a quantidade definida na Eq. (3.5) é a

grandeza fundamental da formulação de Berdichevsky da MEC. Supondo, sem perda

de generalidade, que a constante h seja estritamente positiva, o volume Γ(E, ζ) en-

cerrado pela superf́ıcie de energia H(q,p; ζ) = E possui todas as boas propriedades
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que exigimos de G(E, ζ). Para ver uma demonstração de que Γ(E, ζ) é um invariante

adiabático, o leitor pode consultar a Ref. [22]. A fórmula de Berdichevsky para a en-

tropia SB(E, ζ) é obtida a partir da Eq. (3.17) quando tomamos G(E, ζ) = Γ(E, ζ):

SB(E, ζ) = ln Γ(E, ζ) (3.21)

Como discutiremos mais detalhadamente na próxima seção, a fórmula acima nos

permite obter uma descrição estat́ıstica para SDHs autônomos, ergódicos e com

poucos graus de liberdade que está de acordo com os resultados das simulações

computacionais. Além disso, observamos que o volume Γ(E) para os SDHs estudados

no contexto da MEC usual tem uma dependência em E do tipo

Γ(E) ∝ Eγs (3.22)

onde γ é uma certa constante real estritamente positiva da ordem de 1 e s denota

o número de graus de liberdade do sistema2. Sendo assim, uma vez que para esses

sistemas, por hipótese, temos s� 1, podemos escrever

Ω(E) ∝ Eγs−1 ≈ Eγs (3.23)

Desse modo, para SDHs com muitos graus de liberdade, vale a seguinte aproximação:

SB(E, ζ) ≈ Su(E, ζ), s� 1 (3.24)

Isso significa que é posśıvel obter os resultados bem estabelecidos da MEC usual atra-

vés da fórmula (3.21) para a entropia SB. Portanto, a formulação de Berdichevsky

da MEC é realmente uma extensão da formulação de Boltzmann, pois aquela se

aplica a todos os SDHs autônomos e ergódicos, independentemente do número de

graus de liberdade.

A partir da Eq. (3.21), diferenciando a entropia em relação à energia, é direto obter

a temperatura de Berdichevsky TB. Esta é dada por

TB(E) ≡
{
∂

∂E
[ln Γ(E)]

}−1

(3.25)

2Um exemplo bastante conhecido para o qual uma relação desse tipo é válida é o gás clássico
ideal [5]. Nesse caso, prova-se que γ = 1

2
.
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Berdichevsky demonstrou na Ref. [1] que a temperatura dada na equação acima é

consistente com um teorema de equipartição da energia. Dessa maneira, temos 2s

definições equivalentes T
(i)
B,din para a temperatura dinâmica associada à temperatura

TB:

T
(i)
B,din =

〈
zi
∂H

∂zi

〉
, i = 1, . . . , 2s (3.26)

onde z = (q,p).

As hipóteses e expressões consideradas por Berdichevsky foram testadas numeri-

camente por Berdichevsky e Alberti para o sistema de Hénon-Heiles num artigo

subsequente [20]. Eles mostraram que as previsões dessa MEC estendida se confir-

mam a menos de um erro associado ao procedimento numérico.

Bannur foi o primeiro a comparar as duas definições de temperatura através de

simulações computacionais [7]. Ele considerou as diferentes definições para o os-

cilador quártico e para o sistema de Hénon-Heiles. Nos dois casos considerados,

a definição usual de temperatura fornece resultados maiores em comparação com

aqueles obtidos através da definição de temperatura devida a Berdichevsky. Em

particular, Bannur mostrou que para o oscilador quártico a temperatura usual é

três vezes maior do que a temperatura de Berdichevsky. Obviamente, esse é um

fenômeno caracteŕıstico de SDHs com poucos graus de liberdade.

3.3 Exemplo: Oscilador Quártico

Para mostrar que a formulação de Berdichevsky da MEC fornece as previsões corre-

tas para um SDH com poucos graus de liberdade no equiĺıbrio termodinâmico, con-

sideramos novamente o exemplo do oscilador quártico. Em primeiro lugar, a partir

da expressão para a Hamiltoniana desse sistema, Eq. (2.45), é posśıvel concluir que

esse é um SDH autônomo. Além disso, num exemplo do Caṕıtulo 2, provamos que o

oscilador quártico é um sistema capaz de exibir comportamento caótico. Apesar de

não termos mostrado a seção de Poincaré correspondente neste trabalho3, argumen-

tamos que nesse caso o caos pode se manifestar através de uma dinâmica ergódica

por parte do oscilador. Sendo assim, o oscilador quártico é um SDH autônomo e

ergódico, de tal forma que, em prinćıpio, pode ter a sua MEC de equiĺıbrio descrita

com o aux́ılio da formulação de Berdichevsky dessa teoria.
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O que garante a aplicabilidade das fórmulas propostas por Berdichevsky ao caso do

oscilador quártico é o fato de que o volume Γ(E) é finito para energias E ≥ 0 finitas.

De fato, Bannur demonstrou na Ref. [7] que para o sistema sob consideração temos

Γ(E) = CE3/2 (3.27)

onde C independe da energia E, mas é uma função do parâmetro α que aparece

na função de Hamilton (2.45). Como veremos abaixo, a forma de C = C(α) não

é importante para os cálculos de temperatura. Observamos, no entanto, que C(α)

diverge no limite α → 1−. Em outras palavras, a MEC do oscilador quártico não

pode ser estudada no caso em que o parâmetro α é α = 1.

Conhecendo a expressão para o volume encerrado pela superf́ıcie de energiaH(q,p) =

E, Eq. (3.27), é direto calcular as temperaturas do sistema quando este se encontra

em equiĺıbrio termodinâmico. Calculando a temperatura Tu(E) do oscilador quártico

de acordo com a definição usual dessa grandeza, obtemos

Tu(E) ≡
{
∂

∂E

[
ln

(
∂Γ

∂E

)]}−1

= 2E (3.28)

A temperatura TB(E) de acordo com a definição de Berdichevsky é dada por

TB(E) ≡
{
∂

∂E
[ln Γ(E)]

}−1

=
2

3
E (3.29)

Observe que a temperatura (3.28), calculada utilizando a definição usual, é realmente

três vezes maior do que a temperatura de Berdichevsky (3.29), como foi afirmado

no final da última seção.

A validade da Eq. (3.29) é garantida pelo resultado das simulações numéricas. Con-

sidere, por exemplo, a situação em que E = 1. Nesse caso, a Eq. (3.29) nos permite

concluir que, se esperarmos por um tempo longo o bastante para que o SDH sob

consideração atinja o equiĺıbrio termodinâmico, a seguinte relação será verdadeira:

〈
pi
∂H

∂pi

〉
= 〈p2i 〉 =

2

3
, i = 1, 2 (3.30)

3A seção de Poincaré para o oscilador quártico numa situação em que o comportamento deste é
ergódico pode ser vista na Ref. [2].
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Para testar a validade da última equação, podemos integrar numericamente as equa-

ções de movimento para o oscilador quártico tomando E = 1. Em posse das soluções

numéricas das equações para p1 e p2, somos capazes de calcular as temperaturas di-

nâmicas T
(1)
B,din = 〈p21〉 e T (2)

B,din = 〈p22〉. Então basta verificar se, a menos de um erro

inerente ao cálculo numérico, a seguinte equação é válida:

lim
t→+∞

T
(i)
B,din =

2

3
, i = 1, 2 (3.31)

onde o limite indica que a evolução do oscilador é considerada por um tempo longo.

Observamos que esse esquema também nos permite testar a validade da hipótese

ergódica para o SDH que estamos analisando. Isso é verdade, pois a Eq. (3.30) é

obtida encarando as médias nessa expressão como médias no espaço de fase, enquanto

que realizamos a determinação numérica destas como médias temporais. Sendo

assim, se demonstrarmos — usando o esquema descrito acima — que a Eq. (3.30)

é válida, também teremos demonstrado para esse caso particular que, no equiĺıbrio

termodinâmico, médias no espaço de fase e médias temporais são equivalentes.
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Figura 3.2: Resultados do cálculo dinâmico da temperatura de acordo com a defini-
ção de Berdichevsky.

A Fig. 3.2 mostra os resultados do cálculo das temperaturas dinâmicas T
(1)
B,din e T

(2)
B,din

do oscilador quártico no caso em que E = 1. Lembramos que o valor atribúıdo

ao parâmetro α para a realização das simulações necessárias é α = 0, 99. Para o

intervalo de tempo considerado, as temperaturas dinâmicas T
(1)
B,din e T

(2)
B,din convergem

para 0,672 e 0,661, respectivamente. Isso significa que a fórmula de Berdichevsky
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para a temperatura, Eq. (3.29), prevê corretamente o resultado das simulações — a

menos de um erro percentual inferior a 0, 9% nos dois cálculos realizados.

3.4 Termalização em Teorias de Gauge

Agora que a aplicabilidade das ideias desenvolvidas pelos autores mencionados acima

está estabelecida através de análises teóricas e computacionais para o caso do osci-

lador quártico, gostaŕıamos de aplicá-las ao estudo de sistemas para os quais uma

descrição estat́ıstica é mais do que mera curiosidade teórica. Portanto, surge a

seguinte questão: existem SDHs com poucos graus de liberdade cuja descrição esta-

t́ıstica é interessante por razões f́ısicas?

Uma classe de sistemas f́ısicos para os quais a MEC de SDHs autônomos e ergó-

dicos com poucos graus de liberdade é aplicável e pode fornecer informações qua-

litativas a respeito das teorias que os descrevem vem da teoria clássica de campos.

Mais precisamente, existem alguns sistemas vindos das teorias clássicas de gauge

(as teorias são clássicas no sentido de que não foram submetidas a um procedimento

de quantização) que parecem fornecer uma resposta afirmativa para o nosso último

questionamento. Esse é o tema do presente trabalho: aplicações da MEC de Berdi-

chevsky a SDHs caóticos com um espaço de fase de baixa dimensionalidade e que

surgem da consideração de sistemas representativos em teorias clássicas de gauge.

No entanto, antes de apresentar o modelo que estudaremos e os nossos resultados,

precisamos introduzir as teorias de gauge. Esse é o assunto do próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Caos em Teorias Clássicas de Gauge

4.1 Lei de Conservação do Isospin

O conceito de conservação do spin isotópico é uma das bases da teoria fundamental

das interações fortes, a QCD. A noção de spin isotópico ou isospin foi discutida

pela primeira vez em 1932, por Werner Heisenberg [23]. Ele utilizou essa ideia para

descrever os dois estados de carga de um núcleon, isto é, o nêutron e o próton.

Esses estados deveriam ser iguais a menos de um certo número quântico, ao qual

foi associada uma nova grandeza, o spin isotópico. Esse nome vem de uma analogia

com o spin, no sentido de que nêutrons e prótons passavam a ser vistos como estados

de isospin up e down. O núcleon é, portanto, uma part́ıcula de spin isotópico 1
2
.

A possibilidade de o nêutron e o próton corresponderem a estados distintos de uma

mesma part́ıcula foi considerada naquela época, em primeiro lugar, devido ao fato

de que as suas massas de repouso têm valores muito próximos. A massa de repouso

do nêutron é aproximadamente 939,6 MeV/c2, enquanto que no caso do próton o

valor correspondente é 938,3 MeV/c2. Outra indicação de que essa descrição era

aceitável vinha do fato de que os núcleos leves, pares e estáveis possuem a mesma

quantidade de nêutrons e prótons.

Em 1937, Breit, Condon e Present analisaram dados provenientes de experimen-

tos de espalhamento próton-próton [24]. O resultado dessa análise foi a conclu-

são de que existe uma igualdade aproximada entre as intensidades das interações

nêutron-próton e próton-próton. Nas palavras de B. Cassen e E. Condon [25]: “A

suposição mais simples para a lei de interação [entre núcleons] é aquela que implica

a igualdade entre as forças de interação próton-próton e próton-nêutron . . . em con-

cordância com o conhecimento emṕırico dessas interações no presente momento.”
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Grosso modo, portanto, nêutrons e prótons experimentam o mesmo tipo de força no

contexto das interações fortes.

Com tantas indicações de que o nêutron e o próton corresponderiam a estados di-

ferentes da mesma part́ıcula, diferindo apenas por um número quântico de isospin,

chegava-se ao conceito de um spin isotópico total, que é conservado em interações

núcleon-núcleon. Sabemos, do teorema de Noether [26], que leis de conservação es-

tão diretamente relacionadas com invariâncias da ação de um sistema f́ısico. A lei

de conservação do spin isotópico corresponde à invariância de todas as interações

sob rotações de isospin. Em termos f́ısicos, isso equivale a dizer que a diferenciação

entre um nêutron e um próton é um processo arbitrário; se todos os nêutrons de um

sistema fossem trocados por prótons e vice-versa, as interações entre os constituintes

desse sistema permaneceriam as mesmas. Experimentos relacionados aos ńıveis de

energia de núcleos leves foram uns dos primeiros a sugerir que essa suposição estava

mesmo correta [27].

Yang e Mills [28] implementaram essa ideia matematicamente argumentando que

o núcleon deveria ser descrito por um dubleto de isospin, da mesma forma que o

elétron na Mecânica Quântica Não-Relativ́ıstica [29] é descrito por um dubleto de

spin, ou seja, uma função de onda com 2 componentes, uma associada ao spin up

e a outra ao spin down. A contribuição de Yang e Mills foi ter constrúıdo uma

densidade de Lagrangiana com a propriedade desejada de invariância para descrever

o comportamento dessas funções de onda com uma estrutura interna.

Curiosamente, no entanto, a teoria de YM na sua forma original se mostrou de

pouca utilidade. Como demonstraremos, a construção dessa teoria exige a introdu-

ção de 3 part́ıculas vetoriais (isto é, de spin 1) com massas de repouso nulas. Sendo

assim, para a teoria ser bem sucedida, era necessário identificar os candidatos para

essas part́ıculas. No contexto das interações fortes, os únicos candidatos eram os mé-

sons ρ, mas as suas massas de repouso estão longe de ser nulas (Mρ = 770 MeV/c2).

A importância da teoria de YM vem do fato de que esta representa o exemplo

mais simples de uma classe de teorias f́ısicas conhecidas como teorias de gauge não-

Abelianas. Quando estas finalmente encontraram aplicação na descrição da Natu-

reza, foi em conexão com a simetria de cor das interações fortes e na teoria de

Weinberg-Salam das interações eletrofracas [26].
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4.2 Teorias de Gauge

A descoberta das teorias de gauge representa um dos grandes avanços da F́ısica

contemporânea. Atualmente, existe o paradigma de que as teorias que descrevem

as quatro interações fundamentais da Natureza, a saber: a interação gravitacional,

a eletromagnética e as interações fraca e forte, podem ser formuladas através de um

prinćıpio de invariância sob transformações locais pertencentes a um determinado

grupo (no sentido matemático preciso).

O objetivo da presente seção é transpor para uma linguagem matemática as ideias

sobre isospin apresentadas na seção anterior. Essa discussão vai culminar na teoria

de YM. Mostraremos que esta pode ser obtida através da utilização de um prinćıpio

de gauge, que adotaremos como um“novo” prinćıpio fundamental da F́ısica. No en-

tanto, antes de discutir a teoria de YM, achamos esclarecedor introduzir o prinćıpio

de gauge numa situação mais simples, a da Eletrodinâmica, que, como veremos, é

uma teoria de gauge U(1).

4.2.1 Eletrodinâmica

Acoplamento Mı́nimo

Considere o problema de descrever uma part́ıcula eletricamente carregada a interagir

com o campo eletromagnético. Este foi formulado pela primeira vez da seguinte

maneira [30]: as variações temporais e espaciais dos campos elétrico E e magnético

B são determinadas pelas equações de Maxwell, que em unidades de Heaviside-

Lorentz são dadas por

∇ · E = ρ (4.1a)

∇ ·B = 0 (4.1b)

∇× E = −∂B
∂t

(4.1c)

∇×B =
∂E

∂t
+ J (4.1d)

onde ρ, J são as densidades de carga e de corrente associadas à part́ıcula, respecti-

vamente. Além disso, a dinâmica desta é determinada pela lei de força de Lorentz

dp

dt
= q(E+ v ×B) (4.2)
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onde q, v e p são a carga elétrica, a velocidade e o momentum da part́ıcula, respec-

tivamente.

Posteriormente, percebeu-se que a formulação desse problema apresentada acima

pode ser obtida através de uma prescrição que ficou conhecida como acoplamento

mı́nimo. Mais precisamente, mostrou-se que a Hamiltoniana H que descreve o sis-

tema sob consideração, dada por

H = HEM +Hp +Hint (4.3)

onde HEM denota a Hamiltoniana do campo eletromagnético livre, Hp denota a

Hamiltoniana da part́ıcula livre e Hint representa a Hamiltoniana de interação, pode

ser obtida através do seguinte esquema:

1. Escreva a Hamiltoniana Hp que descreve a part́ıcula livre.

2. Nessa expressão, troque o momentum p canonicamente conjugado à posição

da part́ıcula da seguinte maneira1:

p → p− qA (4.4)

onde A denota o potencial vetor do campo eletromagnético. A expressão

obtida através dessa troca corresponde à soma Hp + Hint. É aqui, portanto,

que a interação é introduzida.

3. Some à expressão do passo 2 a Hamiltoniana HEM , que descreve o campo

eletromagnético livre.

Para ver uma demonstração de que o esquema apresentado acima fornece realmente

a Hamiltoniana H, o leitor pode consultar a Ref. [30].

Eletrodinâmica Espinorial

Agora queremos mostrar como a prescrição do acoplamento mı́nimo é implemen-

tada numa teoria de campos relativ́ıstica, onde as part́ıculas não são vistas como

sendo puntiformes e, sim, como campos. Mais precisamente, vamos fazer uso das

ideias desenvolvidas acima para derivar a Lagrangiana que descreve um férmion de

spin 1
2
eletricamente carregado a interagir com o campo eletromagnético. O nosso

1Sem perda de generalidade, estamos trabalhando no gauge de Coulomb. Este é definido pela
condição ϕ = 0, onde ϕ denota o potencial escalar.
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ponto de partida é a Lagrangiana que descreve o campo fermiônico livre, ou seja, a

Lagrangiana de Dirac:

LD = ψ̄(ıγμ∂μ −m)ψ (4.5)

onde ψ denota o campo espinorial de Dirac com 4 componentes, γμ são as matrizes

de Dirac, ψ̄ = ψ†γ0 é o adjunto de ψ e m é a massa de repouso da part́ıcula. Note

que nessa expressão não há qualquer referência ao fato de que a part́ıcula possui

carga elétrica não-nula.

É bastante simples verificar que a Lagrangiana (4.5) é invariante sob a transfor-

mação

ψ(x) → ψ′(x) = exp (−ıqα)ψ(x) (4.6a)

ψ̄(x) → ψ̄′(x) = ψ̄(x) exp (ıqα) (4.6b)

onde q é, nesse ponto, apenas um parâmetro real e α é uma constante real arbitrária.

Diz-se que LD é invariante sob uma transformação de gauge global, onde a palavra

“global” reflete o fato de que o parâmetro α que caracteriza a transformação é uma

constante.

Agora introduzimos o chamado prinćıpio de gauge. Em outras palavras, exigimos

que a teoria sob consideração também seja invariante sob a transformação (4.6) no

caso em que o parâmetro α é uma função das coordenadas do espaço-tempo. É

simples verificar que a Lagrangiana LD não é invariante sob a transformação

ψ(x) → ψ′(x) = exp [−ıqα(x)]ψ(x) (4.7a)

ψ̄(x) → ψ̄′(x) = ψ̄(x) exp [ıqα(x)] (4.7b)

onde x denota o ponto do espaço-tempo onde os campos estão sendo avaliados. Isso

reflete o fato de que a lei de transformação da derivada ∂μψ não possui a mesma

forma daquela para ψ. Uma maneira de tornar a teoria invariante sob transforma-

ções do tipo (4.7) é trocar a derivada ∂μψ na Lagrangiana (4.5) por uma derivada

covariante de gauge ∇μψ, que sob a transformação (4.7) se transforma de acordo

com

∇μψ(x) → ∇′
μψ

′(x) = exp [−ıqα(x)]∇μψ(x) (4.8)

ou seja, da mesma maneira que o campo ψ.
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A questão que precisamos responder agora é: como construir a derivada covari-

ante de gauge ∇μ? Para obter a expressão desejada, somos obrigados a introduzir

um campo vetorial Aμ que, quando ψ se transforma de acordo com a Eq. (4.7), tem

a seguinte lei de transformação:

Aμ(x) → A′
μ(x) = Aμ(x)− ∂μα(x) (4.9)

Tendo introduzido esse campo vetorial, a forma expĺıcita de ∇μ é dada por

∇μ = ∂μ − ıqAμ (4.10)

Submetendo o campo espinorial ψ à transformação (4.7), o campo vetorial Aμ à

transformação (4.9) e usando a forma expĺıcita da derivada ∇μ, Eq. (4.10), é direto

verificar que a Eq. (4.8) é válida.

Vamos resumir o procedimento que acabamos de descrever. Partimos da Lagrangi-

ana LD, Eq. (4.5), que descreve um campo de spin 1
2
. Isso corresponde ao passo 1

descrito anteriormente. Essa Lagrangiana possui a propriedade de invariância sob

transformações de gauge globais, Eq. (4.6). Propusemos estender a invariância em

questão para o caso em que α = α(x). Então a teoria que passamos a considerar é

aquela que pode ser derivada da Lagrangiana L′
D dada por

L′
D = ψ̄(ıγμ∇μ −m)ψ (4.11)

Essa Lagrangiana é invariante sob a transformação combinada

ψ(x) → ψ′(x) = exp [−ıqα(x)]ψ(x) (4.12a)

ψ̄(x) → ψ̄′(x) = ψ̄(x) exp [ıqα(x)] (4.12b)

Aμ(x) → A′
μ(x) = Aμ(x)− ∂μα(x) (4.12c)

que chamaremos de uma transformação de gauge local, onde a palavra “local” re-

flete o fato de que o parâmetro α não é mais uma constante e, sim, uma função

das coordenadas do espaço-tempo. Nessa linguagem, adotar o prinćıpio de gauge

significa exigir que a teoria sob consideração seja invariante sob transformações de

gauge locais.

Como discutido na Ref. [31], a imposição da invariância sob transformações de gauge
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locais é a maneira de implementar no formalismo Lagrangiano da teoria de campos

o equivalente do passo 2 do formalismo Hamiltoniano apresentado acima. Para

que isso seja verdade, será necessário identificar o parâmetro q da transformação

de gauge local, Eq. (4.7), com a carga elétrica da part́ıcula descrita pelo campo de

spin 1
2
. Além disso, o campo vetorial Aμ introduzido juntamente com a derivada

covariante de gauge ∇μ, Eq. (4.10), terá de ser identificado com o campo eletromag-

nético. Note, portanto, como a exigência de que a Lagrangiana LD, Eq. (4.5), seja
invariante sob a transformação (4.7) levou à introdução de uma “carga” através da

qual a part́ıcula interage com um certo campo vetorial. Essa é a implicação f́ısica

do prinćıpio de gauge.

Dessa maneira, precisamos agora implementar o equivalente do passo 3, ou seja,

precisamos somar à Lagrangiana da Eq. (4.11) o termo que descreve o comporta-

mento do campo eletromagnético na ausência de fontes. Essa situação corresponde

a tomar ρ = 0 e J = 0 nas equações de Maxwell (4.1):

∇ · E = 0 (4.13a)

∇ ·B = 0 (4.13b)

∇× E = −∂B
∂t

(4.13c)

∇×B =
∂E

∂t
(4.13d)

Sabemos que, na ausência ou não de fontes do campo eletromagnético, os campos

elétrico E e magnético B admitem uma descrição em termos de potenciais eletro-

magnéticos. Isso significa que existem funções ϕ e A tais que

E = −∇ϕ− ∂A

∂t
(4.14a)

B = ∇×A (4.14b)

Identificando os potenciais ϕ e A com as componentes de Aμ, isto é, usando que

Aμ = (ϕ,A), é posśıvel provar que as equações de Maxwell no espaço livre dadas

acima podem ser derivadas da seguinte densidade de Lagrangiana [30]:

LEM = −1

4
F μνFμν (4.15)
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onde o chamado tensor do campo eletromagnético tem as suas componentes covari-

antes dadas por

Fμν = ∂μAν − ∂νAμ (4.16)

Uma verificação direta dessa afirmação consiste em escrever as equações de Euler-

Lagrange [26] para LEM , derivar as equações de campo correspondentes e usar as

relações (4.14) para provar que aquelas são equivalentes a (4.13).

Perceba que o tensor de campo Fμν é invariante sob a transformação

Aμ(x) → A′
μ(x) = Aμ(x)− ∂μα(x) (4.17)

de tal forma que LEM também é invariante sob uma tal transformação. Em termos

dos campos E e B, essa invariância reflete o fato bastante conhecido em Eletrodi-

nâmica Clássica de que existe uma ambiguidade na descrição dos campos elétrico e

magnético em termos de ϕ eA, pois a transformação dos potenciais eletromagnéticos

ϕ→ ϕ′ = ϕ− ∂α

∂t
(4.18a)

A → A′ = A+∇α (4.18b)

não tem qualquer efeito sobre E e B.

Finalmente, somando a Lagrangiana LEM , que descreve o campo eletromagnético

livre, à Lagrangiana L′
D, que descreve uma part́ıcula com massa de repousom, carga

elétrica q e spin 1
2
a interagir com o campo eletromagnético, obtemos a Lagrangiana

L da teoria completa:

L = −1

4
F μνFμν + ψ̄(ıγμ∇μ −m)ψ (4.19)

A Lagrangiana L é invariante sob a transformação de gauge local da Eq. (4.12).

Terminologia da Teoria de Grupos

Uma vez que o campo de Dirac se transforma de acordo com

ψ(x) → ψ′(x) = exp [−ıqα(x)]ψ(x) (4.20)
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e o conjunto das transformações de fase locais exp [−ıqα(x)] forma um grupo (com

a operação de grupo sendo a multiplicação), chamado de U(1), as transforma-

ções (4.12) são ditas transformações de gauge U(1). Notando que, para duas funções

reais arbitrárias α1 e α2 das coordenadas do espaço-tempo, vale a relação

exp [−ıqα1(x)] exp [−ıqα2(x)] = exp [−ıqα2(x)] exp [−ıqα1(x)] (4.21)

chegamos à conclusão de que o grupo U(1) é comutativo ou Abeliano. Fazendo uso

dessa terminologia, é usual dizer que a Eletrodinâmica é uma teoria de gauge Abe-

liana. Neste ponto, a introdução dessa terminologia pode parecer uma sofisticação

desnecessária. No entanto, como veremos na sequência, é através da consideração

de grupos de transformações com uma estrutura de grupo mais complexa do que a

de U(1) que podemos construir a Lagrangiana da teoria de YM e a Lagrangiana da

QCD.

O grupo de transformações ou grupo de gauge associado à teoria de YM é o SU(2),

o grupo das matrizes unitárias 2×2 com determinante igual a +1 (a operação de

grupo sendo a multiplicação de matrizes); a QCD tem como grupo de gauge o

grupo SU(3), definido de maneira análoga ao grupo SU(2). Podemos ver que SU(2)

e SU(3) têm, de fato, uma estrutura de grupo mais complexa do que a de U(1)

notando, por exemplo, que aqueles são grupos não-comutativos ou não-Abelianos.

A teoria de YM e a QCD são, portanto, exemplos das chamadas teorias de gauge

não-Abelianas. Grosso modo, esse é um reflexo da não-comutatividade da operação

de multiplicação de matrizes. Consideremos agora a construção da Lagrangiana da

teoria de YM.

4.2.2 Teorias de Gauge Não-Abelianas

Teoria de Yang-Mills

Depois de ter provado que a Lagrangiana da Eletrodinâmica pode ser obtida através

da imposição de um prinćıpio de invariância sob transformações de gauge locais, es-

tamos prontos para transpor para uma linguagem matemática as ideias sobre isospin

apresentadas na Seção 4.1.

Da mesma maneira que no caso da Eletrodinâmica, onde partimos da Lagrangi-

ana livre de um campo de spin 1
2
para obter a descrição de um férmion carregado a

interagir com o campo eletromagnético, partimos aqui da Lagrangiana das part́ıcu-
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las livres que carregarão isospin, o nêutron e o próton. Essas part́ıculas são férmions

de spin 1
2
, de maneira que a Lagrangiana que as descreve numa situação onde não

há interação é dada por

L = ψ̄1(ıγ
μ∂μ −m1)ψ1 + ψ̄2(ıγ

μ∂μ −m2)ψ2 (4.22)

onde ψ1 e ψ2 denotam, por exemplo, o campo do nêutron e o do próton. Da mesma

forma, m1 e m2 representam as massas de repouso das part́ıculas correspondentes.

De acordo com o que foi discutido na Seção 4.1, encaramos o nêutron e o próton

como estados distintos de uma mesma part́ıcula; com isso em mente, introduzimos

a notação

Ψ ≡
[
ψ1

ψ2

]
(4.23)

isto é, organizamos os campos ψ1 e ψ2 num vetor coluna com duas componentes. O

campo Ψ pode, portanto, ser visto como o campo do núcleon. Usando a definição

acima, podemos reescrever a Lagrangiana (4.22) da seguinte maneira:

L = Ψ̄(ıγμ∂μ −M)Ψ (4.24)

onde o adjunto Ψ̄ é dado por

Ψ̄ =
[
ψ̄1 ψ̄2

]
(4.25)

e M denota a chamada matriz de massa:

M =

[
m1 0

0 m2

]
(4.26)

Utilizando agora o fato experimental de que a massa de repouso do nêutron é apro-

ximadamente igual à do próton, ou seja, que m1 ≈ m2 ≡ m, a Lagrangiana (4.24)

pode ser posta na forma

L ≈ Ψ̄(ıγμ∂μ −m)Ψ (4.27)

A Lagrangiana acima possui a mesma forma da Lagrangiana de Dirac de 1 part́ıcula.

No entanto, Ψ é um vetor coluna com duas componentes, de maneira que podemos

submeter esse campo a transformações mais complexas do que a simples multiplica-

ção por um fator de fase, como era feito no caso da Eletrodinâmica. Por exemplo,
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considere a transformação global

Ψ(x) → Ψ′(x) = SΨ(x) (4.28a)

Ψ̄(x) → Ψ̄′(x) = Ψ̄(x)S† (4.28b)

onde S é uma matriz unitária 2×2 arbitrária. É bastante conhecido o fato de que

essas matrizes formam um grupo, o chamado grupo U(2). Pode-se mostrar que a

matriz S sempre pode ser escrita na forma

S = exp (ıH) (4.29)

onde H é uma certa matriz 2×2 Hermitiana (H = H†). Sendo assim, o elemento

mais geral de U(2) corresponde à matriz H com a forma mais geral. A matriz

Hermitiana 2×2 mais geral tem a forma

H =

[
ζ1 ζ2

ζ∗2 ζ3

]
(4.30)

onde ζ1 e ζ3 são números reais e ζ2 é, em geral, um número complexo. Reescreva as

entradas dessa matriz da seguinte maneira:

ζ1 = θ + a3 (4.31a)

ζ2 = a1 − ıa2 (4.31b)

ζ3 = θ − a3 (4.31c)

onde θ, ak ∈ R (k = 1, 2, 3). Fazendo isso, prova-se que a matriz H pode ser escrita

como

H = θI + a1σ1 + a2σ2 + a3σ3 ≡ θI + a · σ (4.32)

onde I denota a matriz identidade 2×2 e σk (k = 1, 2, 3) são as matrizes de Pauli

σ1 =

[
0 1

−1 0

]
(4.33a)

σ2 =

[
0 −ı
ı 0

]
(4.33b)

σ3 =

[
1 0

0 −1

]
(4.33c)
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Substituindo a Eq. (4.32) na Eq. (4.29), vemos que um elemento arbitrário do grupo

U(2) pode ser expresso como

S = exp (ıθ) exp (ıa · σ) (4.34)

Levando em consideração que, grosso modo, o efeito do fator exp (ıθ) é introduzir as

interações eletromagnéticas e que a teoria de YM foi concebida como uma tentativa

de descrever as interações fortes, restringimos a discussão a elementos do U(2) com

a forma

S = exp (ıa · σ) (4.35)

Pode-se mostrar que as matrizes unitárias 2×2 com essa forma têm determinante

igual a +1. As matrizes com a forma dada na equação acima formam o grupo co-

nhecido como SU(2).

Dessa maneira, estaremos considerando transformações do tipo

Ψ(x) → Ψ′(x) = SΨ(x) (4.36a)

Ψ̄(x) → Ψ̄′(x) = Ψ̄(x)S† (4.36b)

com

S = exp (ıgb · τ ) ∈ SU(2) (4.37)

onde g é a chamada de constante de acoplamento de gauge e utilizamos as seguintes

definições:

a ≡ g

2
b (4.38)

e

τ ≡ σ

2
(4.39)

Estamos considerando as transformações globais, ou seja, aquelas para as quais b

é um vetor constante. É direto verificar que a Lagrangiana (4.27) é invariante sob

tais transformações. Agora, a exemplo do que foi feito quando discutimos a Ele-

trodinâmica, a proposta é exigir que essa invariância persista quando considerarmos

transformações locais, isto é, aquelas para as quais b é uma função das coordenadas

do espaço-tempo. Explicitamente, considere transformações do tipo

Ψ(x) → Ψ′(x) = S(x)Ψ(x) = exp [ıgb(x) · τ ]Ψ(x) (4.40a)

Ψ̄(x) → Ψ̄′(x) = Ψ̄(x)S†(x) = Ψ̄(x) exp [−ıgb(x) · τ ] (4.40b)
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De maneira análoga ao caso eletromagnético, a Lagrangiana (4.27) tal como está

não é invariante sob a transformação local acima. De fato, sob (4.40) a Lagrangiana

se transforma de acordo com

L → L′ = L+ ıΨ̄S†γμ(∂μS)Ψ (4.41)

Como na Eletrodinâmica, esse resultado é uma consequência do fato de que sob (4.40)

a derivada ∂μΨ tem uma lei de transformação com uma forma diferente daquela para

o campo Ψ.

Contornamos a dificuldade acima da mesma maneira que fizemos no caso da Eletro-

dinâmica, ou seja, introduzindo uma derivada covariante de gauge ∇μ de tal forma

que, sob a transformação (4.40), ∇μΨ se transforma de acordo com:

∇μΨ(x) → ∇′
μΨ

′(x) = S(x)∇μΨ(x) (4.42)

Em posse de uma forma expĺıcita para ∇μ, podemos obter uma Lagrangiana inva-

riante sob transformações de gauge SU(2) locais a partir da Eq. (4.27), fazendo a

substituição ∂μ → ∇μ:

L = Ψ̄(ıγμ∇μ −m)Ψ (4.43)

A expressão para a derivada covariante de gauge também pode ser constrúıda com

base no que t́ınhamos na Eletrodinâmica. No entanto, devido à maior complexidade

matemática de S = exp [ıgb(x) · τ ] em comparação com as transformações de fase

locais exp [−ıqα(x)] da Eletrodinâmica, ao invés de introduzir apenas um campo

vetorial Aμ, devemos considerar três novos campos vetoriais A1
μ, A

2
μ e A3

μ. Em

termos de Aμ = (A1
μ, A

2
μ, A

3
μ), a derivada ∇μ é dada por

∇μ = ∂μ − ıgτ ·Aμ (4.44)

Mas a lei de transformação do campo Aμ sob (4.40) não pode ser qualquer, pois

queremos que a Eq. (4.42) seja válida. É direto verificar que se tivermos a lei de

transformação

τ ·Aμ → τ ·A′
μ = S(τ ·Aμ)S

−1 +
1

ıg
(∂μS)S

−1 (4.45)

então a Eq. (4.42) se verifica.
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A Lagrangiana da teoria completa pode ser obtida a partir de (4.43) através da in-

clusão de um termo que corresponde à Lagrangiana livre do campo Aμ. Denotando

essa Lagrangiana por LA, propomos uma expressão análoga àquela que descreve o

campo eletromagnético livre:

LA = −1

4
F 1μνF 1

μν −
1

4
F 2μνF 2

μν −
1

4
F 3μνF 3

μν ≡ −1

4
Fμν · Fμν (4.46)

ou seja, cada um dos campos vetoriais Aaμ que introduzimos é descrito por uma

densidade de Lagrangiana La com a forma

La = −1

4
F aμνF a

μν (4.47)

(sem soma sobre o ı́ndice a), que descreve um campo vetorial sem massa. Observe

que esse é o caso na Eletrodinâmica, pois os fótons (quanta do campo eletromag-

nético) viajam com a velocidade c da luz. Justificamos o fato de que os campos

considerados são não-massivos observando que a inclusão de um termo de Proca na

Lagrangiana La resultaria na adição de um termo proporcional aAμ·Aμ à Eq. (4.46),

o que comprometeria a invariância de gauge da teoria que estamos tentando cons-

truir. Para verificar esse resultado, considere o caso mais simples das transformações

de gauge infinitesimais. Se |b| � 1, então podemos escrever

S ≈ 1 + ıgb · τ (4.48a)

S−1 ≈ 1− ıgb · τ (4.48b)

∂μS ≈ ıg(∂μb) · τ (4.48c)

Dessa maneira, substituindo as expressões (4.48) na lei de transformação (4.45),

chega-se a

τ ·A′
μ ≈ τ ·Aμ + τ · ∂μb+ ıg[b · τ ,Aμ · τ ] (4.49)

As matrizes de Pauli satisfazem a relação de comutação [σa, σb] = 2ıfabcσc, onde

fabc representa as componentes do tensor de Levi-Civita, que também podem ser

identificadas com as chamadas constantes de estrutura do grupo SU(2). Usando essa

relação e a definição das matrizes τ , prova-se que

[v · τ ,w · τ ] = ıτ · (v ×w) (4.50)

para quaisquer v,w ∈ R
3. Fazendo uso da fórmula acima para calcular o comutador

no último termo da expressão para τ ·A′
μ, Eq. (4.49), chegamos à lei de transformação
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infinitesimal para Aμ:

Aμ → A′
μ ≈ Aμ + ∂μb− g(b×Aμ) (4.51)

Usando a Eq. (4.51), é direto verificar que, sob uma transformação de gauge infini-

tesimal, Aμ ·Aμ se transforma de acordo com

Aμ ·Aμ → A′μ ·A′
μ ≈ Aμ ·Aμ + 2(∂μb) ·Aμ (4.52)

o que mostra claramente o fato de que a inclusão de um termo de massa na Lagran-

giana (4.46) destrói a invariância de gauge da teoria. Isso prova a afirmação feita na

Seção 4.1 de que 3 part́ıculas vetoriais sem massa — os quanta dos 3 novos campos

vetoriais — precisam ser introduzidas na teoria.

A questão que precisa ser respondida agora é: qual é a forma expĺıcita do tensor de

campo de YM Fμν que devemos usar para ter LA invariante sob transformações de

gauge? Podeŕıamos mais uma vez proceder em analogia com o caso da Eletrodinâ-

mica: como o tensor do campo eletromagnético possui a forma Fμν = ∂μAν − ∂νAμ,

a nossa primeira tentativa para a forma de Fμν é Fμν = ∂μAν − ∂νAμ. No entanto,

se submetermos o campo de gauge Aμ à transformação infinitesimal (4.51), depois

de um cálculo direto porém tedioso, concluiremos que essa escolha para Fμν não dá

origem a uma Lagrangiana LA invariante sob transformações de gauge.

Insistimos, porém, na analogia com a Eletrodinâmica. Usando a expressão para

a derivada covariante eletromagnética, Eq. (4.10), prova-se a seguinte relação de

comutação

[∇μ,∇ν ] = −ıqFμν (4.53)

Agora nos perguntamos qual é a relação correspondente na teoria de YM, ou seja,

quando a derivada covariante ∇μ é dada pela Eq. (4.44). Nesse caso, mostra-se que

[∇μ,∇ν ] = −ıg(∂μAν − ∂νAμ + gAμ ×Aν) · τ (4.54)

Desse modo, comparando as duas últimas equações, vemos que esta sugere a seguinte

forma para Fμν :

Fμν = ∂μAν − ∂νAμ + gAμ ×Aν (4.55)
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Essa é a expressão para o tensor de campo de YM que procuramos. Há duas manei-

ras de verificar que a densidade de Lagrangiana (4.46) com Fμν dado pela Eq. (4.55)

satisfaz a exigência de invariância de gauge. Primeiro considere o caso das transfor-

mações de gauge infinitesimais. É posśıvel provar que, quando o campo de gauge

Aμ se transforma de acordo com (4.51), o tensor de campo (4.55) se transforma da

seguinte maneira:

Fμν → F′
μν = Fμν + g(Fμν × b) (4.56)

Claramente LA é invariante sob tal transformação, uma vez que Fμν · (Fμν×b) = 0.

Note que nesse caso, ao contrário do que acontece no caso da Eletrodinâmica, o

próprio tensor de campo não é, em geral, invariante sob transformações de gauge.

A outra maneira de verificar a invariância de gauge da Lagrangiana (4.46) consiste

em observar que esta pode ser reescrita da seguinte forma:

LA = −1

2
Tr[(τ · Fμν)(τ · Fμν)] (4.57)

onde, para derivar a equação acima, fizemos uso da fórmula

Tr(τaτ b) =
1

2
δab (4.58)

Além disso, usamos a lei de transformação (4.45) para τ · Aμ em conjunto com a

definição (4.55) para mostrar que τ · Fμν se transforma de acordo com

τ · Fμν → τ · F′
μν = S(τ · Fμν)S

−1 (4.59)

Usando a lei de transformação acima e a propriedade ćıclica do traço, a invariância

de gauge de LA para uma transformação de gauge SU(2) arbitrária segue imediata-

mente.

Tendo estabelecido a invariância de gauge SU(2) da Lagrangiana LA, podemos so-

mar a expressão desta àquela dada na Eq. (4.43), que descreve um par de campos

de spin 1
2
a interagir com o campo de gauge Aμ, para obter a Lagrangiana completa

L da teoria de YM:

L = −1

4
Fμν · Fμν + Ψ̄(ıγμ∇μ −m)Ψ (4.60)
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A Lagrangiana da equação acima representa uma generalização da Eletrodinâmica,

que é uma teoria de gauge Abeliana cujo grupo de gauge é o U(1), para teorias de

gauge não-Abelianas.

QCD

A Lagrangiana da QCD pode ser obtida através de um procedimento inteiramente

análogo ao apresentado acima para a teoria de YM. Obviamente, deve ser conside-

rado o fato de que o grupo de gauge da QCD é o SU(3). Em primeiro lugar, isso

significa que a derivação da Lagrangiana da QCD poderia partir da Lagrangiana

L0 que descreve três campos de spin 1
2
não-interagentes e com massas de repouso

iguais. Observamos que, no contexto da QCD, essa igualdade entre as massas não é

apenas aproximada como na teoria de YM. Em outras palavras, a simetria de isospin

é aproximada, enquanto que a simetria SU(3) de cor da QCD é exata. No entanto,

deve ser levado em consideração o fato de que, na QCD, os quarks — descritos pelo

trio de espinores de Dirac com a mesma massa — possuem seis sabores. Dessa ma-

neira, o ponto de partida da derivação dessa teoria é, na verdade, uma soma de seis

termos do tipo da Lagrangiana L0.

Além disso, a derivação também deve ser adaptada para levar em conta o fato

de que o papel desempenhado pelas matrizes de Pauli σ = (σ1, σ2, σ3) na hora de

expressar os elementos do grupo SU(2) é desempenhado aqui pelas chamadas matri-

zes de Gell-Mann λ = (λ1, . . . , λ8). Isso implica que as transformações SU(3) têm a

forma

S = exp

(
ıgb · λ

2

)
(4.61)

onde g é a constante de acoplamento da QCD, b = b(x) = [b1(x), . . . , b8(x)] e a

derivada covariante de gauge da QCD é dada por

∇μ = ∂μ − ıg
λ

2
·Aμ (4.62)

onde foi necessário introduzir 8 campos vetoriais Aμ = (A1
μ, . . . , A

8
μ), que descrevem

os glúons. Levadas em conta as modificações indicadas acima, a Lagrangiana da

QCD pode ser obtida através de uma argumentação semelhante àquela utilizada

por nós para obter a Lagrangiana da teoria de YM.

A semelhança das derivações indica uma similaridade formal entre a teoria de YM e

a QCD. De fato, exploramos essa semelhança, como é comum na literatura, através
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do uso da teoria SU(2) para entender aspectos qualitativos da teoria SU(3), evi-

tando assim uma dificuldade puramente técnica associada à maior complexidade da

estrutura de grupo de SU(3).

4.3 Caos em Teorias de Gauge Não-Abelianas

O objetivo da presente seção é discutir uma nova caracteŕıstica das teorias de gauge

não-Abelianas em comparação com a Eletrodinâmica: a não-linearidade das equa-

ções clássicas de movimento para o campo de gauge. Reservamos, no entanto, os

detalhes matemáticos para o final da seção, onde desenvolveremos a chamada Me-

cânica Clássica de YM. Nesse contexto, as consequências dessa não-linearidade são

exploradas e mostraremos, utilizando as técnicas apresentadas no Caṕıtulo 2, que a

dinâmica não-linear do campo de gauge SU(2) pode se revelar caótica, de tal forma

que o comportamento deste pode ser ergódico.

Não-linearidade

É um fato bastante conhecido na Eletrodinâmica Clássica o de que as equações de

Maxwell, Eq. (4.1), formam um sistema linear de equações diferenciais. De fato,

muitas das técnicas matemáticas de resolução de problemas em Eletrodinâmica fa-

zem uso da validade do chamado prinćıpio de sobreposição [30], uma consequência

direta da linearidade das equações de campo dessa teoria.

Como foi discutido nos parágrafos acima, a teoria de Maxwell no espaço livre (isto

é, na ausência de fontes do campo eletromagnético) pode ser obtida da Lagrangiana

LEM = −1

4
F μνFμν (4.63)

onde Fμν = ∂μAν − ∂νAμ. Posteriormente, quando consideramos o problema de

construir a Lagrangiana que desempenha na teoria de YM um papel análogo ao que

LEM desempenha na Eletrodinâmica, tentamos uma expressão com a forma

LA = −1

4
Fμν · Fμν (4.64)

onde Fμν = ∂μAν − ∂νAμ. No entanto, essa expressão foi descartada quando exigi-

mos que a Lagrangiana fosse invariante sob transformações de gauge SU(2) locais.

Uma maneira de interpretar esse resultado é dizendo que o requisito de invariância

de gauge exclui a possibilidade de construirmos uma teoria de YM linear aos moldes
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da teoria de Maxwell.

Diante da dificuldade descrita acima, nós provamos que a Lagrangiana da teoria

de YM pode, sim, ser escrita na forma da Eq. (4.64) se o tensor de campo for dado

por

Fμν = ∂μAν − ∂νAμ + gAμ ×Aν (4.65)

Note que, devido à invariância de gauge, o termo gAμ ×Aν precisou ser adicionado

à expressão que consideramos anteriormente para o tensor Fμν . Como discutiremos

mais detalhadamente abaixo, a presença desse termo dá origem a termos não-lineares

nas equações de campo da teoria de YM. Como consequência da semelhança formal

entre a teoria de gauge SU(2) e a SU(3) que já discutimos, o mesmo é verdadeiro para

a QCD. Interpretamos esse resultado da seguinte maneira: os glúons são portadores

das cargas não-Abelianas da QCD, conhecidas como cargas de cor, podendo interagir

entre si. Grosso modo, portanto, os termos não-lineares nas equações de campo

da QCD que descrevem os glúons refletem a auto-interação destes. Compare essa

situação com aquela existente na Eletrodinâmica, onde os fótons possuem carga

elétrica nula e, portanto, não interagem entre si. Isso se reflete na linearidade das

equações de Maxwell.

Dinâmica do Campo de Gauge no Vácuo

Na Seção 4.2.2, desenvolvemos a teoria de YM partindo de uma Lagrangiana que

descrevia dois campos de spin 1
2
não-interagentes. Como consequência disso, a

Lagrangiana que obtivemos no final da nossa construção continha um termo que

descrevia o campo de gauge SU(2) livre e um termo que descrevia tanto a dinâmica

livre dos férmions originais quanto a interação destes com o campo Aμ.

Daqui em diante, por outro lado, estaremos interessados na dinâmica do sistema

f́ısico formado exclusivamente pelos campos de YM. Uma justificativa prática para

restringir o nosso interesse de tal maneira vem da observação de que o campo Aμ é

o verdadeiro ingrediente não-linear da teoria de YM. Fisicamente, o nosso procedi-

mento encontra justificativa na observação de que muitos dos aspectos qualitativos

da QCD, a teoria que estamos tentando emular usando a teoria de YM, refletem a

dinâmica caracteŕıstica dos glúons.

Considere, portanto, a teoria que descreve os campos de YM na ausência de fontes.
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Esta pode ser derivada da densidade de Lagrangiana LA, Eq. (4.46):

LA = −1

4
Fμν · Fμν = −1

4
F aμνF a

μν

onde, na última igualdade, expressamos a dependência da Lagrangiana no tensor

de campo Fμν em termos das suas componentes F a
μν (a = 1, 2, 3), de tal forma que

existe uma soma impĺıcita sobre o ı́ndice repetido a na equação acima. Usando a

expressão que derivamos na seção anterior para Fμν , Eq. (4.55), e observando que

(Aμ ×Aν)
a ≡ fabcAbμA

c
ν (4.66)

é direto concluir que as componentes do tensor de campo são dadas por

F a
μν = ∂μA

a
ν − ∂νA

a
μ + gfabcAbμA

c
ν (4.67)

Lembramos que fabc são as constantes de estrutura do grupo de gauge. No caso da

teoria de YM, fabc corresponde às componentes do tensor de Levi-Civita. Lembre

também que essas constantes foram introduzidas na teoria quando consideramos as

relações de comutação entre as matrizes de Pauli.

Queremos mostrar agora que as equações de campo da teoria que estamos consi-

derando são não-lineares nas variáveis de campo Aaμ. O procedimento para obter as

equações de campo da teoria de YM é o procedimento padrão: constrúımos a ação

SA do sistema, definida por

SA ≡
∫

d4xLA (4.68)

onde d4x denota o elemento de volume no espaço de Minkowski e a integração é feita

sobre a totalidade dos eventos associados à evolução do sistema; em seguida, fazemos

uso do chamado prinćıpio de ação mı́nima [26], que nos diz que a evolução do sistema

ocorre de tal forma que a ação é extremizada. Uma maneira de implementar essa

ideia matematicamente é impor que a variação δSA na ação que resulta de pequenas

variações δAaμ e δ(∂νA
a
μ) nos campos e nas suas derivadas, respectivamente, é tal

que, em primeira ordem nas variações, δSA = 0. O resultado do procedimento acima

aplicado à Lagrangiana LA = LA(A
a
μ, ∂νA

a
μ) são as equações de Euler-Lagrange

∂LA

∂Aaμ
− ∂ν

∂LA

∂(∂νAaμ)
= 0 (4.69)
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Usando a Eq. (4.67) para F a
μν , podemos concluir através de um cálculo direto que

∂

∂Abλ
(F aμνF a

μν) = 4gfabcAcνF
aλν (4.70)

e que
∂

∂(∂αAbλ)
(F aμνF a

μν) = 4δabF aαλ (4.71)

Fazendo uso dos dois últimos resultados para calcular as derivadas de LA que apare-

cem nas equações de Euler-Lagrange, obtemos que as equações de campo da teoria

são dadas por

(δac∂ν + gfabcAbν)F
cμν = 0 (4.72)

É posśıvel ver que estas são não-lineares analisando, por exemplo, o segundo termo

no lado esquerdo da equação acima. A expressão para as componentes do tensor de

campo, Eq. (4.67), mostra que esse termo da Eq. (4.72) possui termos proporcionais

a AbνA
dμAeν , evidenciando a não-linearidade dessa equação. Enfatizamos que um

resultado análogo é válido para campos de gauge SU(3).

Mecânica Clássica de Yang-Mills

Tendo derivado as equações de campo da teoria de YM, podemos introduzir a teo-

ria conhecida como Mecânica Clássica de YM. Para isso, primeiro utilizamos uma

condição de fixação de gauge. Escolhemos trabalhar no gauge de Weyl, definido por

Aa0 = 0, ∀a (4.73)

Neste ponto, ao fixar o gauge, apenas nos livramos dos graus de liberdade espúrios

da teoria de YM. Em outras palavras, nenhuma hipótese f́ısica foi feita. A suposição

que faremos sobre a F́ısica do sistema tem a ver com a dependência espacial do

campo de gauge SU(2). Especificamente, utilizaremos a hipótese de que o campo de

YM é uniforme, dependendo apenas do tempo t de acordo com observadores num

certo referencial de Minkowski:

∂kA
a
i = 0, i, k = 1, 2, 3 (4.74)

Como discutido na Ref. [32], um campo de YM uniforme é uma boa aproximação

quando a densidade do número de quanta de campo é alta. Sendo assim, a sim-

plificação que faremos é justificada pelo fato de que o QGP — sistema com alta

densidade de glúons — é um exemplo de sistema f́ısico relevante que pode ser estu-
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dado com essa aproximação.

Portanto, daqui em diante estaremos interessados em situações consistentes com

o gauge de Weyl e com a suposição de campo uniforme. O caso particular da teoria

de YM que acabamos de definir através das Eqs. (4.73) e (4.74) recebe o nome de

Mecânica Clássica de YM.

Queremos agora explorar essa teoria computacionalmente. Então considere a parte

temporal (isto é, a componente μ = 0) da Eq. (4.72); é direto verificar que, com as

hipóteses introduzidas nos parágrafos acima, ela é dada por

AbiȦ
c
i − AciȦ

b
i = 0 (4.75)

A equação acima é a chamada lei de Gauss. Ela recebe esse nome, pois é equiva-

lente à equação que dá a divergência (em termos da derivada covariante de gauge) do

campo cromoelétrico [26]. Em outras palavras, a Eq. (4.75) desempenha no presente

contexto um papel análogo ao da lei de Gauss da Eletrodinâmica, Eq. (4.1a).

As equações que estudaremos numericamente correspondem à parte espacial (isto é,

às componentes μ = i, onde i = 1, 2, 3) da Eq. (4.72). É direto verificar que elas são

dadas por

Äai + g2AbjA
b
jA

a
i − g2AajA

b
jA

b
i = 0 (4.76)

Afirmamos que as equações acima são aquelas que resolveremos computacional-

mente, pois a lei de Gauss, Eq. (4.75), não representa um v́ınculo dinâmico. Isso

significa que, se a Eq. (4.75) for satisfeita no instante inicial (por exemplo, em t = 0),

então as variáveis de campo Aai vão evoluir de acordo com a Eq. (4.76) de tal forma

que a lei de Gauss será obedecida em todos os instantes. Na prática, portanto, para

estudar computacionalmente a Mecânica Clássica de YM, basta resolver numerica-

mente a Eq. (4.76) com condições iniciais consistentes com a lei de Gauss.

Agora que conhecemos as equações dinâmicas da Mecânica Clássica de YM, podeŕıa-

mos proceder à integração numérica delas. Para fazer isso, gostaŕıamos de empregar

o algoritmo simplético apresentado no Caṕıtulo 2. Como discutimos, no entanto, a

aplicação do método simplético de integração pode ser feita apenas quando o sis-

tema dinâmico a ser integrado for Hamiltoniano e exige o conhecimento da função

de Hamilton correspondente. Sendo assim, antes de prosseguir com um estudo com-
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putacional, precisamos derivar a Hamiltoniana da teoria que estamos considerando.

O ponto de partida da nossa derivação é a Lagrangiana que descreve no caso mais

geral o campo de gauge SU(2) na ausência de fontes, Eq. (4.46). Nessa expres-

são, substitúımos as equações que definem a Mecânica Clássica de YM, Eqs. (4.73)

e (4.74). O que resulta desse procedimento é a Lagrangiana L dessa teoria:

L =
1

2
Ȧai Ȧ

a
i −

1

4
g2fabcf cdeAajA

d
jA

b
kA

e
k (4.77)

Identificamos as variáveis de campo Aai com as coordenadas generalizadas do sis-

tema que estamos considerando. Dessa maneira, o momentum πai canonicamente

conjugado à coordenada Aai é dado por

πai ≡
∂L

∂Ȧai
= Ȧai (4.78)

Para obter a Hamiltoniana H da Mecânica Clássica de YM, basta submeter a La-

grangiana da Eq. (4.77) a uma transformação de Legendre [11]:

H = πai Ȧ
a
i − L

=
1

2
πai π

a
i +

1

4
g2fabcf cdeAajA

d
jA

b
kA

e
k (4.79)

Utilizando uma notação vetorial para indicar as somas sobre ı́ndices de cor e usando

a identidade

fabcf cdeAajA
d
jA

b
kA

e
k =

3∑
j,k=1

(Aj ×Ak)
2 (4.80)

podemos escrever H na forma mais compacta

H =
1

2

3∑
j=1

π2
j +

1

4
g2

3∑
j,k=1

(Aj ×Ak)
2 (4.81)

Essa é a Hamiltoniana da Mecânica Clássica de YM. Obviamente, as equações de

movimento derivadas dessa função de Hamilton são equivalentes àquelas dadas na

Eq. (4.76). No entanto, a lei de Gauss não pode ser obtida a partir da especificação

de H e, neste contexto, precisa ser imposta; o v́ınculo da Eq. (4.75) “desapareceu”

quando substitúımos as Eqs. (4.73) e (4.74) diretamente na Lagrangiana da teoria

de YM na ausência de fontes. Sendo assim, do ponto de vista do formalismo de

Hamilton, a Mecânica Clássica de YM é a teoria derivável da Hamiltoniana (4.81)
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e cujas variáveis canônicas Aai e πai estão sujeitas ao v́ınculo

Abiπ
c
i − Aciπ

b
i = 0 (4.82)

Observamos que na Eletrodinâmica a situação análoga à da Mecânica Clássica de

YM é trivial. No caso da teoria de Maxwell, as componentes do potencial vetor A

do campo eletromagnético satisfazem a equação Äi = 0 (i = 1, 2, 3) [33]. Sendo

assim, a “Mecânica Clássica de Maxwell” corresponde a uma situação onde o campo

elétrico E é constante: Ai = −Eit.

Agora podemos realizar um estudo computacional da dinâmica do campo de gauge

SU(2) no presente contexto. Especificamente, vamos justificar o t́ıtulo desta seção

mostrando que pode haver comportamento caótico na Mecânica Clássica de YM.

Além disso, provaremos que o caos é um elemento presente na teoria sob conside-

ração mesmo quando a configuração de campo é bastante simples. Para fazer isso,

consideraremos a configuração do chamado Ansatz do ouriço [34]:

Aia(t) =
1

g
Oiaqa(t), i, a = 1, 2, 3 (4.83)

onde não há soma sobre o ı́ndice a. Na expressão acima, Oia são os elementos de

uma matriz ortogonal 3×3 arbitrária O que independe do tempo.

A configuração de campo da Eq. (4.83) é mais simples, pois, ao invés de lidar com

as 9 coordenadas generalizadas do caso geral, precisamos estudar apenas o com-

portamento das 3 novas funções qa(t) (a = 1, 2, 3). Além disso, é posśıvel verificar

que a lei de Gauss é trivialmente obedecida quando utilizamos o Ansatz do ouriço.

Para ver uma discussão sobre a interpretação f́ısica dessa configuração em termos

dos campos cromoelétrico e cromomagnético, o leitor pode consultar a Ref. [33].

Substituindo a Eq. (4.83) na equação que determina a evolução das variáveis de

campo Aai , Eq. (4.76), e utilizando a relação de ortogonalidade OiaOib = δab, é

direto verificar que a dinâmica das funções qa(t) é determinada por

q̈a + (q2 − q2a)qa = 0, a = 1, 2, 3 (4.84)
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onde

q2 ≡
3∑

a=1

q2a (4.85)

Equivalentemente, podemos escrever

q̈1 + (q22 + q23)q1 = 0 (4.86a)

q̈2 + (q21 + q23)q2 = 0 (4.86b)

q̈3 + (q21 + q22)q3 = 0 (4.86c)

É posśıvel mostrar que o sistema dinâmico dado na Eq. (4.86) é Hamiltoniano,

podendo ser derivado da seguinte função de Hamilton:

HFS =
1

2
(p21 + p22 + p23) +

1

2
(q21q

2
2 + q21q

2
3 + q22q

2
3) (4.87)

onde identificamos as funções qa com as coordenadas generalizadas do sistema cor-

respondente, de modo que as variáveis pa são os respectivos momenta canonicamente

conjugados. Apesar de, por simplicidade, não termos utilizado esta abordagem, po-

deŕıamos ter motivado o estudo do SDH (4.86) mostrando que a Hamiltoniana da

Mecânica Clássica de YM, Eq. (4.81), pode ser reescrita de tal forma que esta possui

um termo proporcional2aHFS [35]. De fato, esse termo é o principal responsável pela

riqueza da dinâmica do campo de gauge SU(2) na teoria que estamos analisando; o

SDH derivável de (4.87) é dito, portanto, o subsistema fundamental (“fundamental

subsystem”) da Mecânica Clássica de YM [17].

Antes de apresentar o estudo do caos na Mecânica Clássica de YM, precisamos in-

troduzir a escala f́ısica no problema. Em outras palavras, temos que dizer qual é

a ordem de magnitude dos valores que atribuiremos à Hamiltoniana HFS — cujo

valor é o único parâmetro do modelo — para simular situações de interesse f́ısico.

Com esse objetivo, primeiro fazemos algumas considerações dimensionais. Denote

por L a dimensão de comprimento. Então, como as coordenadas qa na Eq. (4.87)

são originalmente variáveis de campo, as dimensões das grandezas f́ısicas envolvidas

2Observamos que a nossa escolha de coordenadas generalizadas difere daquela feita pelos autores
da Ref. [35]. Em termos das variáveis qa que estamos utilizando como coordenadas, as funções
x, y e z consideradas em [35] são dadas por x = g−1q1, y = g−1q2 e z = g−1q3. Dessa maneira,
pode-se verificar que o fator de proporcionalidade é g−2.
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no problema são

[qa] = L−1 (4.88a)

[pa] = L−2 (4.88b)

[HFS] = L−4 (4.88c)

onde tomamos a velocidade da luz c = 1. Perceba que a Hamiltoniana (4.87) não

tem dimensão de energia3e, sim, de densidade de energia.

Para introduzir a escala f́ısica no problema, observamos que um valor caracteŕıstico

de densidade de energia é aquele relevante nos processos de colisão de ı́ons pesados:

Ec = 1 GeV fm−3 [8]. Como esperamos que estudos como o apresentado aqui pos-

sam ter alguma relevância para a compreensão das propriedades do QGP, medimos

HFS = E em unidades de Ec, ou seja: E = σEc, onde 0 < σ < 10, de maneira que

σ é um número real estritamente positivo da ordem de 1. Esclarecemos que uma

especificação de σ será feita na forma da equação E = σ. A menos que mencionemos

o contrário, as considerações feitas neste parágrafo se aplicam a todos os SDH que

discutiremos em conexão com as teorias de gauge.
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Figura 4.1: Comportamento dinâmico da coordenada generalizada q1 do SDH da
Eq. (4.86) numa situação em que a energia HFS = E do sistema é dada por E = 1.

Finalmente, apresentamos o estudo numérico da Mecânica Clássica de YM. Nas

Figs. 4.1 e 4.2 estão os resultados da integração do SDH da Eq. (4.86). A Fig. 4.1

3Tomando c = 1, temos que a dimensão de energia é L−1.

72



mostra a evolução da coordenada generalizada q1 numa situação em que a energia

HFS = E do sistema é dada por E = 1. O comportamento dinâmico do momentum

p1 na mesma situação pode ser visto na Fig. 4.2.
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Figura 4.2: Comportamento dinâmico do momentum p1 do SDH da Eq. (4.86) numa
situação em que a energia HFS = E do sistema é dada por E = 1.

Para encerrar a presente seção, mostramos que há situações em que o campo de

YM pode exibir comportamento caótico. Mais precisamente, provamos que a dinâ-

mica das variáveis qa — relacionadas com as componentes Aia do campo através

da Eq. (4.83) — pode ser tal que um cálculo numérico do EML para o SDH da

Eq. (4.86) fornece um resultado positivo. Como discutimos, para realizar a deter-

minação do EML, também precisamos resolver numericamente o sistema variacional

associado ao da Eq. (4.86). É direto verificar que as equações daquele são

ξ̈1 = −(q22 + q23)ξ1 − 2q1(q2ξ2 + q3ξ3) (4.89a)

ξ̈2 = −(q21 + q23)ξ2 − 2q2(q1ξ1 + q3ξ3) (4.89b)

ξ̈3 = −(q21 + q22)ξ3 − 2q3(q1ξ1 + q2ξ2) (4.89c)

A Fig. 4.3 mostra a função χ(t) ≡ 1
t
ln |ξ(t)| para o SDH derivável da Hamilto-

niana (4.87), ou seja, aquela cujo valor no limite t → +∞ é o EML. Essa figura

corresponde a uma situação em que o valor da energia HFS = E do sistema é dado

por E = 1. Nesse caso, o resultado da nossa estimativa do EML é Λ = 0, 189.

Como esse valor é positivo, provamos que o SDH sob consideração pode apresentar

comportamento caótico, de maneira que pode haver caos na teoria de YM.
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Figura 4.3: Determinação numérica do EML para o SDH derivável da Hamiltoni-
ana (4.87). A função χ(t) ≡ 1

t
ln |ξ(t)| é aquela cujo valor no limite t → +∞ é o

EML do sistema.

4.4 Modelos de Termalização

O SDH autônomo e ergódico mais simples que pode ser derivado das equações de

campo da teoria de YM é aquele obtido da seguinte Hamiltoniana:

HFS =
1

2
(p21 + p22) +

1

2
q21q

2
2 (4.90)

onde pj é o momentum canonicamente conjugado à coordenada generalizada qj

(j = 1, 2). Essa função de Hamilton pode ser obtida a partir da Eq. (4.87) se

supusermos que a coordenada generalizada q3 se anula identicamente: q3 = 0. Faze-

mos essa simplificação para poder analisar a questão da ergodicidade na Mecânica

Clássica de YM usando a técnica da seção de Poincaré. A Fig. 4.4 mostra o resul-

tado da aplicação dessa técnica ao SDH derivável de (4.90) no caso em que a energia

HFS = E do sistema é E = 1; vemos que a dinâmica do sistema é ergódica como

afirmamos. Perceba como o comportamento dinâmico do campo de gauge SU(2)

pode ser altamente irregular mesmo quando consideramos um caso particular bas-

tante simples da teoria de YM.

O SDH derivável de (4.90), apesar de ergódico no sentido que definimos, não satisfaz

uma das exigências da formulação de Berdichevsky da MEC, a saber, o volume no

espaço de fase encerrado por uma superf́ıcie de energia qualquer não é finito [32].
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Essa é uma consequência do fato de que o movimento do sistema no espaço de fase

não está restrito a uma região limitada do seu espaço de configuração, de maneira

que a integral (3.5) diverge logaritmicamente. Esse SDH não admite, portanto, uma

descrição estat́ıstica tal qual Berdichevsky e Alberti fizeram para o celebrado sistema

de Hénon-Heiles [19, 20].

p
1

q1

Figura 4.4: Seção de Poincaré do SDH derivável da Hamiltoniana (4.90) no caso em
que HFS = E = 1.

Uma maneira de contornar essa dificuldade foi proposta por Bannur [7]. Ele consi-

derou o SDH que pode ser derivado da Hamiltoniana

HB =
1

2
(p21 + p22) +

1

2
q21q

2
2 +

1− α

12
(q41 + q42) (4.91)

onde α � 14é um parâmetro adimensional. Essa Hamiltoniana é tal que a função

de Hamilton obtida diretamente da teoria de YM, Eq. (4.90), é recobrada no limite

α → 1−. A introdução de um termo envolvendo a quarta potência das coordenadas

generalizadas tem o efeito de regularizar a divergência do volume (3.5) e a vantagem

de tornar o sistema f́ısico original formalmente semelhante ao oscilador quártico, que

não apenas admite uma descrição estat́ıstica como esta pode ser feita completamente

de maneira anaĺıtica [2].

Apesar dessas qualidades, o modelo de Bannur não é obtido através de uma argu-

4Especificamente, o valor do parâmetro α utilizado por Bannur é α = 0, 99.
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mentação f́ısica. A única justificativa para a introdução do termo

1− α

12
(q41 + q42)

na Eq. (4.90) é a de que a contribuição deste é pequena em comparação com a dos

demais no limite α → 1−. Além disso, esse artif́ıcio não muda o fato de que, para

os nossos propósitos, a Hamiltoniana (4.91) tem um problema quando α = 1. De

um ponto de vista prático, isso significa que o modelo proposto por Bannur se torna

numericamente instável à medida que a dinâmica deste é simulada com valores de α

cada vez mais próximos de 1. Sentimos, portanto, a necessidade de considerar um

SDH derivável de uma teoria clássica de gauge (dessa maneira, com forte motivação

f́ısica) e que não possui problemas quando analisado computacionalmente.
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Caṕıtulo 5

Termalização Caótica na Teoria de Yang-Mills-Higgs

5.1 Quebra Espontânea de Simetria

Em geral, não há razão para esperar que uma invariância da Hamiltoniana de um

sistema também seja uma invariância do seu estado fundamental. Isso tem con-

sequências não-triviais se considerarmos sistemas que possuem extensão espacial

infinita. Um exemplo que ilustra essas ideias é o sólido ferromagnético de Heisen-

berg, uma rede infinita de dipolos magnéticos com interações entre primeiros vizinhos

tais que estes tendem a se alinhar. Apesar da Hamiltoniana desse sistema ser rota-

cionalmente invariante, o seu estado fundamental não é. Este é um estado em que

cada um dos dipolos está alinhado numa direção arbitrária. Além disso, o estado

fundamental do sólido de Heisenberg é infinitas vezes degenerado.

Um pequeno observador vivendo dentro de um tal sólido no estado fundamental

teria dificuldade para detectar a invariância rotacional das “leis da Natureza”. To-

dos os seus experimentos seriam corrompidos pelo campo magnético externo (de

cuja influência nenhum sistema f́ısico realista está realmente livre). Se o seu apa-

rato interagisse fracamente com o campo externo, ele poderia detectar a invariância

rotacional como uma simetria aproximada. Se o seu aparato interagisse fortemente

com o campo externo, ele poderia afirmar que não há simetria rotacional. Em qual-

quer caso, ele não teria motivo para imaginar que a invariância rotacional fosse uma

simetria exata.

Além disso, o pequeno observador não seria capaz de detectar diretamente que o

estado fundamental no qual ele se encontra é apenas uma realização de um estado

infinitas vezes degenerado. Uma vez que ele possui extensão espacial finita, o pe-

queno observador pode mudar de uma vez a direção de apenas um número finito de

dipolos magnéticos. No entanto, para ir de um estado fundamental do sólido para
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outro, ele precisa mudar a direção de um número infinito de dipolos, uma tarefa

imposśıvel para ele.

A prinćıpio, não há nada nessa situação que não pode ser generalizado para uma

teoria de campos relativ́ıstica. A Hamiltoniana do sólido de Heisenberg pode ser

substitúıda pela Hamiltoniana de uma teoria de campos. A invariância rotacional

pode ser substitúıda por alguma simetria interna. O estado fundamental do sólido

ferromagnético pode ser substitúıdo pelo estado de vácuo da teoria de campos. E,

finalmente, o pequeno observador pode ser substitúıdo por nós. Ou seja, conjectu-

ramos que as leis da Natureza podem possuir simetrias que não se manifestam para

nós, pois o estado de mais baixa energia não é invariante sob as transformações de

simetria correspondentes. Quando isso acontecer, usaremos dizer que houve quebra

espontânea de simetria.

5.2 Teoria de Yang-Mills-Higgs

Na Seção 4.4, discutimos dois SDHs com dois graus de liberdade que podem apresen-

tar uma dinâmica caótica e, em consequência disso, são ergódicos ou quase ergódicos

na superf́ıcie de energia. O primeiro sistema dinâmico, que apresentamos e discuti-

mos na Seção 4.3, é derivado diretamente das equações de campo de YM, mas tem

o problema de que as superf́ıcies de energia não encerram regiões de volume finito

no espaço de fase. O segundo sistema é, por outro lado, engendrado para que este

se veja livre do problema da divergência dos volumes. No entanto, o procedimento

utilizado para construir a Hamiltoniana desse sistema carece, na nossa opinião, de

motivação f́ısica, sendo nada mais do que um artif́ıcio matemático. O objetivo do

restante do presente caṕıtulo é, portanto, apresentar um modelo simplificado que,

da mesma maneira que o da Seção 4.3, pode ser derivado diretamente das equações

de campo de uma teoria clássica de campos e que, assim como o modelo de Bannur

do oscilador quártico, não possui o problema dos volumes infinitos no espaço de fase.

Construção da Lagrangiana Invariante

Com a intenção de atingir o objetivo descrito no parágrafo acima, consideraremos

um sistema f́ısico que consiste de campos de YM a interagir com um par de campos

escalares complexos. A Lagrangiana que descreve os dois campos escalares numa

situação em que eles auto-interagem sem, por outro lado, interagir um com o outro
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é dada por

L0 = (∂μϕ1)
∗(∂μϕ1)− μ2

1ϕ
∗
1ϕ1 − λ1(ϕ

∗
1ϕ1)

2 + (∂μϕ2)
∗(∂μϕ2)− μ2

2ϕ
∗
2ϕ2 − λ2(ϕ

∗
2ϕ2)

2

(5.1)

onde ϕ1 e ϕ2 denotam os dois campos escalares complexos, μk é um parâmetro re-

lacionado com a massa do campo ϕk tal que μ2
k < 0 e λk > 0 é uma constante

que mede a intensidade da auto-interação de ϕk (k = 1, 2). Essa é a Lagrangiana

correta, pois as equações de movimento correspondentes têm a forma de equações

de Klein-Gordon para os campos ϕk.

Considere agora a situação em que μ1 = μ2 ≡ μ e λ1 = λ2 ≡ λ. Suponha ainda que

a Lagrangiana de interação entre os campos escalares complexos é dada por

Lϕ1−ϕ2
= −2λϕ∗

1ϕ1ϕ
∗
2ϕ2 (5.2)

Dessa maneira, a Lagrangiana que descreve os campos na situação em que um tam-

bém interage com o outro é

Lϕ = L0 + Lϕ1−ϕ2
= (∂μϕ1)

∗(∂μϕ1) + (∂μϕ2)
∗(∂μϕ2)− μ2(ϕ∗

1ϕ1 + ϕ∗
2ϕ2)−

− λ[(ϕ∗
1ϕ1)

2 + (ϕ∗
2ϕ2)

2 + 2ϕ∗
1ϕ1ϕ

∗
2ϕ2] (5.3)

Da mesma maneira que fizemos com os dois campos de Dirac na Seção 4.2.2, organi-

zaremos os campos ϕ1 e ϕ2 num vetor coluna com duas entradas, que denotaremos

por ϕ:

ϕ ≡
[
ϕ1

ϕ2

]
(5.4)

Usando essa notação, a Lagrangiana Lϕ pode ser reescrita da seguinte maneira:

Lϕ = (∂μϕ)†(∂μϕ)− μ2ϕ†ϕ− λ(ϕ†ϕ)2 (5.5)

O procedimento para obter uma teoria invariante sob transformações de gauge SU(2)

é o mesmo que utilizamos na Seção 4.2.2 para construir a Lagrangiana da teoria de

YM. É direto verificar que a Lagrangiana (5.5) é invariante sob a transformação

global

ϕ(x) → ϕ′(x) = Sϕ(x) (5.6a)

ϕ†(x) → ϕ′†(x) = ϕ†(x)S† (5.6b)
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onde S ∈ SU(2). Agora a proposta é estender essa invariância de Lϕ para o caso das

transformações locais, ou seja, para o caso em que a matriz de transformação S é

uma função das coordenadas do espaço-tempo onde os campos estão sendo avaliados.

É posśıvel verificar que, submetendo os campos a uma transformação da forma

ϕ(x) → ϕ′(x) = S(x)ϕ(x) (5.7a)

ϕ†(x) → ϕ′†(x) = ϕ†(x)S†(x) (5.7b)

onde x denota um ponto do espaço-tempo, a Lagrangiana (5.5) se transforma de

acordo com

Lϕ → L′
ϕ = Lϕ + ϕ†(∂μS†)(∂μS)ϕ+ ϕ†(∂μS†)S∂μϕ+ (∂μϕ)†S†(∂μS)ϕ (5.8)

o que mostra claramente que Lϕ não é invariante sob uma tal transformação local.

Sabemos da Seção 4.2.2, no entanto, que essa Lagrangiana pode ser feita invariante

sob transformações SU(2) locais através da substituição ∂μ → ∇μ, onde ∇μ é a

derivada covariante de gauge introduzida anteriormente:

∇μ = ∂μ − ıgAμ · τ (5.9)

Como antes, desde que Aμ · τ se transforme de acordo com

Aμ · τ → A′
μ · τ = S(Aμ · τ )S−1 +

1

ıg
(∂μS)S

−1 (5.10)

teremos a lei de transformação

∇μϕ(x) → ∇′
μϕ

′(x) = S(x)∇μϕ(x) (5.11)

de maneira que a Lagrangiana

Lϕ = (∇μϕ)†(∇μϕ)− μ2ϕ†ϕ− λ(ϕ†ϕ)2 (5.12)

é invariante sob transformações de gauge SU(2), como queŕıamos. A Lagrangiana L
da teoria completa é obtida através da inclusão do termo invariante sob transforma-

ções de gauge SU(2) LA, que introduzimos na Seção 4.2.2 e que descreve a dinâmica

livre do campo de gauge Aμ:

L = LA + Lϕ = −1

4
Fμν · Fμν + (∇μϕ)†(∇μϕ)− μ2ϕ†ϕ− λ(ϕ†ϕ)2 (5.13)
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A Lagrangiana (5.13) descreve um par de campos escalares complexos interagindo

com o campo de YM. Essa teoria representa a generalização não-Abeliana do modelo

de Higgs considerado na Ref. [36], que consiste de um campo escalar complexo

interagindo com um campo de gauge U(1). Daqui em diante, portanto, iremos

chamar essa teoria de teoria de Yang-Mills-Higgs (YMH).

Quebra Espontânea da Simetria

O nosso objetivo agora que a Lagrangiana da teoria foi constrúıda é usar o fato

de que, uma vez que μ2 < 0, o estado de vácuo da teoria não é único para defi-

nir as variáveis de campo apropriadas e, em seguida, pôr a Lagrangiana da teoria

numa forma conveniente para obter o SDH cuja MEC estudaremos. Então defina a

constante v > 0 por

v ≡
(−μ2

2λ

)1/2

(5.14)

Utilizando o fato de que a inclusão de um termo constante na Lagrangiana (5.13)

não altera a sua dinâmica, é posśıvel concluir que a Lagrangiana da teoria de YMH

é equivalente a

L = (∇μϕ)†(∇μϕ)− μ2ϕ†ϕ− λ(ϕ†ϕ)2 − λ

(−μ2

2λ

)2

− 1

4
Fμν · Fμν (5.15)

ou, reagrupando os termos:

L = (∇μϕ)†(∇μϕ)− λ(ϕ†ϕ− v2)2 − 1

4
Fμν · Fμν (5.16)

Como discutido na Ref. [37], a configuração de campo correspondente ao vácuo é

aquela para a qual o termo de “energia potencial” λ(ϕ†ϕ− v2)2 se anula. Portanto,

escrever a Lagrangiana de YMH na forma da Eq. (5.16) torna evidente o fato de que

o vácuo da teoria é infinitas vezes degenerado, sendo definido pela condição

|ϕ1|2 + |ϕ2|2 = v2 (5.17)

Observamos que a condição acima preserva a sua forma quando submetemos os cam-

pos ϕ e ϕ† a transformações de gauge SU(2) locais. Isso significa que o vácuo da

teoria que estamos considerando é invariante sob tais transformações. Utilizamos

agora a suposição de que, na realidade, o vácuo não possui essa propriedade e im-

plementamos a quebra da simetria de gauge SU(2). Para tanto, o que fazemos é
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selecionar uma das várias configurações do campo ϕ associadas ao vácuo da teoria

em questão, ou seja, que respeitam a condição (5.17) e introduzir novas variáveis de

campo que medem o desvio de ϕ em relação à configuração de vácuo escolhida. Uma

maneira de implementar esse esquema é a seguinte: considere o estado de vácuo para

o qual ϕ = ϕ0, onde

ϕ0 =

[
0

v

]
(5.18)

e introduza a variação η em relação a esse vácuo:

η =
1√
2

[
ıJ1 + J2

χ− ıJ3

]
(5.19)

Nesse caso, escrevemos o campo ϕ da seguinte maneira:

ϕ = ϕ0 + η =
1√
2

[
ıJ1 + J2√

2v + χ− ıJ3

]
(5.20)

Para os nossos propósitos, o conteúdo f́ısico do assunto da presente seção já foi

explorado. Portanto, o que fazemos na sequência é esquematizar a derivação da

expressão para a Lagrangiana (5.16) em termos das variáveis de campo χ e Ja

(a = 1, 2, 3). Usando a expressão para ϕ, Eq. (5.20), verifica-se facilmente que ϕ† é

dado por

ϕ† =
1√
2

[
−ıJ1 + J2

√
2v + χ+ ıJ3

]
(5.21)

onde também usamos o fato de que as variáveis χ e Ja são reais. Dessa maneira, é

posśıvel concluir que a expressão para ϕ†ϕ é a seguinte:

ϕ†ϕ =
1

2
(JaJa + 2v2 + χ2 +

√
8vχ) (5.22)

onde a soma sobre o ı́ndice repetido a está impĺıcita. Em posse da última relação,

mostra-se através de um cálculo direto porém tedioso que a seguinte equação é

válida:

(ϕ†ϕ− v2)2 =
1

4
(JaJaJbJb + χ4 + 8v2χ2 + 4

√
2vχ3 + 2JaJaχ

2 + 4
√
2JaJavχ)

=

[
1

2
JaJa +

(
1√
2
χ+ v

)2

− v2

]2

(5.23)
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A Eq. (5.23) determina, portanto, o segundo termo da Lagrangiana (5.16). A de-

terminação do primeiro termo é ligeiramente mais complicada, devido à forma da

derivada ∇μϕ:

∇μϕ = ∂μϕ− ıgAμ · τϕ (5.24)

O primeiro termo do lado direito da Eq. (5.24) é facilmente obtido a partir da

expressão para o campo ϕ, Eq. (5.20):

∂μϕ =
1√
2

[
ı∂μJ1 + ∂μJ2

∂μχ− ı∂μJ3

]
(5.25)

Para reescrever o termo ıgAμ · τϕ, primeiro relembre a definição de τ em termos

das matrizes de Pauli σ,

τ =
σ

2
(5.26)

ou, equivalentemente:

τ 1 =
1

2

[
0 1

1 0

]
(5.27a)

τ 2 =
1

2

[
0 −ı
ı 0

]
(5.27b)

τ 3 =
1

2

[
1 0

0 −1

]
(5.27c)

Usando a forma expĺıcita dos geradores τ do grupo de gauge SU(2), é direto mostrar

que

Aμ · τ = A1
μτ

1 + A2
μτ

2 + A3
μτ

3 =
1

2

[
A3
μ A1

μ − ıA2
μ

A1
μ + ıA2

μ −A3
μ

]
(5.28)

Multiplicando o vetor coluna da Eq. (5.20) pela matriz na Eq. (5.28), obtemos a

seguinte expressão:

Aμ · τϕ =
1√
8

[
A3
μ(ıJ1 + J2) + (A1

μ − ıA2
μ)(

√
2v + χ− ıJ3)

(A1
μ + ıA2

μ)(ıJ1 + J2)− A3
μ(
√
2v + χ− ıJ3)

]
(5.29)
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Substituindo o resultado acima e aquele dado pela Eq. (5.25) na expressão que

determina a derivada ∇μϕ, Eq. (5.24), temos

∇μϕ =
1√
2

[
ı∂μJ1 + ∂μJ2

∂μχ− ı∂μJ3

]
− ıg√

8

[
A3
μ(ıJ1 + J2) + (A1

μ − ıA2
μ)(

√
2v + χ− ıJ3)

(A1
μ + ıA2

μ)(ıJ1 + J2)− A3
μ(
√
2v + χ− ıJ3)

]

(5.30)

Para completar o cálculo do primeiro termo da Lagrangiana de YMH, Eq. (5.16),

procedeŕıamos com a obtenção da fórmula para (∇μϕ)† a partir da Eq. (5.30) e,

posteriormente, com o cálculo de (∇μϕ)†(∇μϕ). Limitamo-nos a escrever o resultado

final:

(∇μϕ)†(∇μϕ) =
1

2
(∂μJa∂μJa + ∂μχ∂μχ) +

1

2
g[AaμJa∂μχ+ fabcAaμJb∂μJc−

− (χ+
√
2v)Aaμ∂μJa] +

1

4
g2(AaμAaμ)

[
1

2
JbJb +

(
χ√
2
+ v

)2
]

(5.31)

Então, finalmente, fazendo uso das Eqs. (5.23) e (5.31), reescrevemos a Lagrangiana

da teoria, Eq. (5.16), da forma desejada:

L = −1

4
Fμν · Fμν +

1

2
(∂μJa∂μJa + ∂μχ∂μχ) +

1

2
g[AaμJa∂μχ+ fabcAaμJb∂μJc−

− (χ+
√
2v)Aaμ∂μJa] +

1

4
g2(AaμAaμ)

[
1

2
JbJb +

(
χ√
2
+ v

)2
]
−

− λ

[
1

2
JaJa +

(
1√
2
χ+ v

)2

− v2

]2

(5.32)

Essa é a Lagrangiana que usaremos para derivar o SDH cuja MEC estudaremos na

Seção 5.4. Ela tem origem na Lagrangiana invariante sob transformações de gauge

SU(2) locais, Eq. (5.16), e na posterior quebra dessa simetria através da introdução

das variáveis de campo χ e Ja na Eq. (5.20).

5.3 Mecânica Clássica de Yang-Mills-Higgs

Da mesma maneira que fizemos quando discutimos a dinâmica do campo de gauge

SU(2) na ausência de fontes, fazemos agora a passagem para a formulação Ha-

miltoniana do problema. Novamente, isso vai envolver a introdução de hipóteses

simplificadoras. A explicação sobre a necessidade dessa passagem e a justificativa

para a utilização de certas hipóteses já foram apresentadas no caṕıtulo anterior;

nesta seção, portanto, apenas esquematizamos a derivação dos principais resultados
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necessários para reformular o problema de maneira conveniente.

Começamos derivando o equivalente da lei de Gauss no contexto da teoria de YMH. É

direto verificar que as seguintes relações são válidas para a Lagrangiana da Eq. (5.32):

∂L
∂Adρ

= gfabdF aρμAbμ +
1

2
g[Jd∂

ρχ+ fdbcJb∂
ρJc − (

√
2v + χ)∂ρJd]+

+
1

2
g2Adρ

[
1

2
JbJb +

(
χ√
2
+ v

)2
]

(5.33)

∂L
∂(∂λAdρ)

= F dρλ (5.34)

Com esses resultados, pode-se mostrar que as equações de campo para Aaμ são dadas

por

∂λF
dρλ = gfabdF aρμAbμ +

1

2
g[Jd∂

ρχ+ fdabJa∂
ρJb −

√
2

(
χ√
2
+ v

)
∂ρJd]+

+
1

2
g2Adρ

[
1

2
JbJb +

(
χ√
2
+ v

)2
]

(5.35)

Vamos supor que as variáveis de campo Aa0 se anulam identicamente para a = 1, 2, 3.

Além disso, introduzimos a hipótese de que todos os campos que restaram são unifor-

mes. O caso particular que acabamos de definir da teoria derivável da Lagrangiana

L na Eq. (5.32) é o que chamaremos de Mecânica Clássica de YMH.

Utilizando essas suposições e o fato de que a lei de Gauss corresponde à compo-

nente ρ = 0 da Eq. (5.35), deduzimos que esse v́ınculo é

fabcAbjȦ
c
j =

v√
2
J̇a +

1

2
(χJ̇a − Jaχ̇− fabcJbJ̇c) (5.36)

Como no caso da Mecânica Clássica de YM, a validade da lei de Gauss precisa

ser imposta quando estudamos este problema à luz do formalismo de Hamilton.

A última relação deve suplementar a especificação da Hamiltoniana da Mecânica

Clássica de YMH, que gostaŕıamos de obter agora. Mais uma vez, partimos da

Lagrangiana que descreve o comportamento dos campos na situação mais geral,

Eq. (5.32). Utilizando as hipóteses que definem a teoria que estamos apresentando,
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verifica-se que a Lagrangiana L desta é dada por

L = LYM +
1

2
(J̇aJ̇a + χ̇2) +

1

4
g2(AakAak)

[
1

2
JbJb +

(
χ√
2
+ v

)2
]
−

− λ

[
1

2
JaJa +

(
χ√
2
+ v

)2

− v2

]2

(5.37)

onde LYM denota a Lagrangiana da Mecânica Clássica de YM, Eq. (4.77). Nova-

mente, identificamos as variáveis de campo que aparecem na equação acima com

as coordenadas generalizadas do problema. Sendo assim, é direto mostrar que os

momenta canonicamente conjugados são

πaj ≡
∂L

∂Ȧaj
= Ȧaj (5.38a)

Pa ≡ ∂L

∂J̇a
= J̇a (5.38b)

Pχ ≡ ∂L

∂χ̇
= χ̇ (5.38c)

A função de Hamilton H que buscamos pode ser obtida a partir da Lagrangiana L,

Eq. (5.37), através de uma transformação de Legendre. Neste caso, essa transfor-

mação é dada por

H = πaj Ȧ
a
j + PaJ̇a + Pχχ̇− L (5.39)

Usando a relação acima, mostra-se que a Hamiltoniana da Mecânica Clássica de

YMH é

H = HYM +
1

2
(PaPa + P 2

χ) +
1

4
g2(AajA

a
j )

[
1

2
JbJb +

(
χ√
2
+ v

)2
]
+

+ λ

[
1

2
JaJa +

(
χ√
2
+ v

)2

− v2

]2

(5.40)

onde HYM denota a Hamiltoniana da Mecânica Clássica de YM, Eq. (4.81). Por-

tanto, do ponto de vista do formalismo Hamiltoniano, a Mecânica Clássica de YMH é

a teoria derivável da função de Hamilton (5.40) e cujas variáveis canônicas respeitam

o v́ınculo

fabcAbjπ
c
j =

v√
2
Pa +

1

2
(χPa − JaPχ − fabcJbPc) (5.41)
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No entanto, da mesma maneira que fizemos no caso da Mecânica Clássica de YM,

não estudamos o caso mais geral no presente contexto. Para introduzir a simplifica-

ção que utilizaremos, lembramos que na teoria de YM um comportamento dinâmico

caótico por parte do campo de gauge SU(2) pode ser observado se considerarmos a

configuração de campo do Ansatz do ouriço, Eq. (4.83). Uma vez que a matriz iden-

tidade 3×3 é uma matriz ortogonal, uma realização dessa configuração tem Oia = δia

(i, a = 1, 2, 3). Nesse caso, as únicas componentes do campo de YM que não se anu-

lam identicamente são A1
1, A

2
2 e A

3
3. Lembramos também que, para poder analisar a

questão da ergodicidade na Mecânica Clássica de YM usando a técnica da seção de

Poincaré, estudamos a situação simplificada em que q3 = 0. Para a forma particu-

lar do Ansatz do ouriço que estamos considerando, isso corresponde a tomar A3
3 = 0.

Portanto, a simplificação que faremos consiste em supor que, exceto por A1
1 e A2

2,

todas as variáveis de campo do problema se anulam identicamente. Utilizando

essa hipótese, é direto verificar que a Hamiltoniana da Mecânica Clássica de YMH,

Eq. (5.40), se reduz a

H =
1

2
(p21 + p22) +

1

2
g2q21q

2
2 +

1

4
g2v2(q21 + q22) (5.42)

onde definimos A1
1 ≡ q1 e A2

2 ≡ q2 como as coordenadas generalizadas do sistema

e p1, p2 são os respectivos momenta canonicamente conjugados. Também notamos

que, para a configuração dos campos que estamos considerando, a lei de Gauss,

Eq. (5.41), é trivialmente satisfeita. Sendo assim, o SDH cuja MEC estudaremos é

o que pode ser derivado da função de Hamilton acima.

5.4 Resultados

Nos parágrafos acima, consideramos a construção de um SDH que resulta das equa-

ções de campo da teoria de YM não na ausência de fontes e, sim, na presença de

um par de campos escalares complexos. O sistema de campos de gauge com quebra

espontânea da simetria SU(2) é estudado numa situação tal que as componentes do

campo A1
1 ≡ q1 e A2

2 ≡ q2 são as únicas variáveis de campo do problema que não se

anulam identicamente. Além disso, estas dependem apenas do tempo t de acordo

com observadores num certo referencial de Minkowski. O sistema de equações que

determina a dinâmica desse sistema f́ısico pode ser obtido da função de Hamilton

HM =
1

2
(p21 + p22) +

1

2
g2q21q

2
2 +

1

4
g2v2(q21 + q22) (5.43)
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onde g é a constante de acoplamento de gauge e v é o valor esperado no vácuo do

campo de Higgs, isto é, do campo ϕ da Seção 5.2.

Fazendo a seguinte mudança de variáveis:

q1 → vq1 (5.44a)

q2 → vq2 (5.44b)

t→ 1

gv
t (5.44c)

é posśıvel mostrar que o sistema dinâmico derivável de HM possui a mesma dinâmica

intŕınseca que o sistema dinâmico derivável de

H =
1

2
(p21 + p22) +

1

2
q21q

2
2 +

1

4
(q21 + q22) (5.45)

Os valores constantes das Hamiltonianas (5.43) e (5.45) estão relacionados através

de

H =
HM

g2v4
≡ 1

4κ
(5.46)

onde

κ ≡ g2v4

4HM

(5.47)

é um parâmetro introduzido por Matinyan e colaboradores cujo valor variamos para

simular situações dinâmicas diferentes [38].

Uma das afirmações feitas na Ref. [38] é a de que a introdução do par de cam-

pos escalares complexos tem o efeito de “regularizar” o comportamento caótico do

SDH derivável de (4.90) (note que as duas Hamiltonianas diferem apenas pelo último

termo na Eq. (5.45)). O valor de κ para o qual ocorre a transição comportamento

regular-comportamento caótico foi fornecido: κ = κc ≈ 0, 15.

Equações de Movimento

Estudaremos as equações de movimento que são obtidas de (5.45), uma vez que

elas possuem as caracteŕısticas intŕınsecas (isto é, independentes de parâmetros) do

sistema de YMH (5.43). Enfatizamos, porém, que a função de Hamilton derivada

diretamente de um problema em teoria de campos é dada pela Eq. (5.43). Isso é

importante, pois as considerações dimensionais feitas anteriormente — usadas para

introduzir a escala f́ısica em problemas como o que estamos considerando — não se

88



aplicam às variáveis na Eq. (5.45), uma vez que [v] = L−1. No entanto, as simulações

feitas com base na Hamiltoniana (5.45) podem fornecer os resultados “dependentes

de parâmetros” — para os quais as nossas considerações dimensionais são válidas

— se fizermos a transformação inversa de variáveis relativamente à Eq. (5.44).

Escrevendo as equações de Hamilton correspondentes a H, chegamos diretamente

ao sistema

q̇1 = p1 (5.48a)

q̇2 = p2 (5.48b)

ṗ1 = −1

2
q1(2q

2
2 + 1) (5.48c)

ṗ2 = −1

2
q2(2q

2
1 + 1) (5.48d)
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Figura 5.1: Comportamento dinâmico da coordenada generalizada q1 do sistema de
YMH numa situação em que a energia H = E é dada por E = 5.

onde os pontos denotam diferenciações em relação ao parâmetro de evolução t. Esse

sistema de equações foi integrado numericamente com o aux́ılio de um algoritmo

simplético de quarta ordem [13]. O comportamento das variáveis canônicas para

κ = 0, 05 está representado através da solução para a coordenada generalizada q1

e para o momentum p1 nas Figs. 5.1 e 5.2. Perceba como a evolução das variáveis

consideradas é altamente irregular.
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Figura 5.2: Comportamento dinâmico do momentum p1 do sistema de YMH numa
situação em que a energia H = E é dada por E = 5.

Caos

Em primeiro lugar, estabelecemos o SDH em questão como um sistema cujo com-

portamento pode se revelar caótico. Entendemos o caos no sentido de Lyapunov, o

que significa que chamaremos uma solução do sistema de equações (5.48) de caótica

se o EML calculado com esta como trajetória fiducial for positivo. Calculamos nu-

mericamente o EML para o sistema (5.48) e mostramos que há valores de κ para os

quais o resultado é positivo. Isso significa que duas soluções de (5.48) associadas a

condições iniciais ligeiramente diferentes, quando encaradas como curvas no espaço

de fase, divergem de tal forma que a separação entre elas cresce exponencialmente.

Lembramos que o EML Λ é o valor assintótico da função χ(t) ≡ 1
t
ln |ξ(t)|, deter-

minada computacionalmente quando estudamos a evolução da separação das duas

soluções mencionadas acima:

Λ = lim
t→+∞

χ(t) (5.49)

Como discutimos no Caṕıtulo 2, essa determinação exige que nós integremos nume-

ricamente o sistema variacional associado ao da Eq. (5.48). É direto verificar que
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aquele é dado por

ξ̇1 = ξ3 (5.50a)

ξ̇2 = ξ4 (5.50b)

ξ̇3 = −1

2
(1 + 2q22)ξ1 − 2q1q2ξ2 (5.50c)

ξ̇4 = −2q1q2ξ1 − 1

2
(1 + 2q21)ξ2 (5.50d)

Na Fig. 5.3, exibimos o gráfico da função χ(t) para o sistema (5.48) no caso em que

o valor do parâmetro κ é κ = 0, 05. Claramente, χ(t) tende nesse caso a um valor

positivo, de maneira que Λ é positivo. Estimamos que o valor deste é Λ = 0, 465.

Sendo assim, mostramos, através da consideração de um caso espećıfico, que o SDH

derivado de (5.45) pode exibir soluções caóticas no sentido de Lyapunov.
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Figura 5.3: Determinação numérica do EML para o sistema de YMH. A função
χ(t) ≡ 1

t
ln |ξ(t)| é aquela cujo valor no limite t→ +∞ é o EML do sistema.

Ergodicidade

Agora que estabelecemos a caoticidade do sistema de YMH (5.48), temos elementos

para suspeitar que o caos pode induzir um comportamento tão irregular por parte

das soluções que o sistema pode vir a se revelar ergódico na superf́ıcie de energia.

Para considerar computacionalmente essa questão, empregamos a técnica da seção

de Poincaré. Como discutimos no Caṕıtulo 2, olhar para a figura formada pelos

pares ordenados (q2, p2) nos permite fazer uma afirmação a respeito da ergodicidade
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do sistema.

Quando o SDH for integrável, o movimento deste no espaço de fase estará limitado

à superf́ıcie de um toroide [15]. Sendo assim, os pontos onde a sua curva integral

cruza a superf́ıcie de seção estão distribúıdos sobre uma curva fechada. Esperamos

observar um fenômeno parecido mesmo quando o comportamento dinâmico do sis-

tema desviar pouco do de um SDH integrável, ou seja, quando a dinâmica daquele

for regular, apesar do sistema em questão não ser integrável. Note como isso está

de acordo com a noção de que um comportamento caótico é capaz de dar origem a

uma dinâmica ergódica. Por outro lado, se o sistema for ergódico na superf́ıcie de

energia, então os pontos obtidos com a técnica da seção de Poincaré vão preencher

densamente uma região de área finita do plano q2 − p2.

p
2

q2

Figura 5.4: Pontos obtidos usando a técnica da seção de Poincaré para o sistema de
YMH no caso em que κ = 0, 49749844.

As Figs. 5.4, 5.5 e 5.6 mostram no plano q2 − p2 os pontos obtidos usando a técnica

da seção de Poincaré para o sistema de YMH. A Fig. 5.4 corresponde ao valor do

parâmetro κ dado por κ = 0, 49749844. Nesse caso, uma vez que os pontos estão

sobre uma curva fechada, o comportamento do sistema desvia pouco em relação ao

de um sistema integrável e dizemos que a dinâmica é regular.
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p
2

q2

Figura 5.5: Pontos obtidos usando a técnica da seção de Poincaré para o sistema de
YMH no caso em que κ = 0, 49749843.

A Fig. 5.5 é obtida com κ = 0, 49749843. Ela mostra que é para esse valor que o

comportamento do sistema diverge consideravelmente do de um sistema integrável e

os primeiros sinais de ergodicidade começam a aparecer. Esse é um valor mais pre-

ciso para o parâmetro cŕıtico κc do que o fornecido por Matinyan e colaboradores.

Atribúımos a diferença significativa entre o nosso resultado e o da Ref. [38] à maior

precisão dos nossos cálculos numéricos.

Para garantir uma maior confiabilidade de uma abordagem mecânico-estat́ıstica,

deveremos considerar situações em que os pontos obtidos com a técnica da seção de

Poincaré cobrem uniformemente uma região do plano q2−p2. A Fig. 5.6 mostra uma

tal situação; o valor do parâmetro é κ = 0, 05. Para uma maior clareza na discussão

dos nossos resultados, daqui em diante sempre usaremos esse valor de κ, para o qual

o sistema (5.48) é ergódico no sentido definido neste trabalho. Note que esse é o

mesmo valor usado acima no nosso cálculo do EML, de maneira que a ergodicidade

do sistema deve ter relação com a sua caoticidade.
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2

q2

Figura 5.6: Pontos obtidos usando a técnica da seção de Poincaré para o sistema de
YMH no caso em que κ = 0, 05.

Volumes no Espaço de Fase

Gostaŕıamos de fazer a análise da MEC de equiĺıbrio termodinâmico do sistema (5.48)

de acordo com as prescrições de Berdichevsky. O primeiro passo é calcular o volume

Γ(E) encerrado pela superf́ıcie de energia H = E e mostrar que, para energias fi-

nitas, o resultado desse cálculo é finito. Do contrário, não é posśıvel seguir com a

análise que queremos fazer.

Ao contrário do que acontece no caso da Hamiltoniana HFS, Eq. (4.90), a inte-

gral (3.5) não diverge no caso que estamos considerando:

Γ(E) =
1

h2

∫
H≤E

dq1dq2dp1dp2 =
4π

3h2

∫ 2
√
E

0

dx

√
(4E − x2)3

2x2 + 1
(5.51)

A integral (5.51) foi calculada numericamente para h = 1. A Fig. 5.7 mostra o

resultado desse cálculo para valores da energia H = E pertencentes ao intervalo

1, 6667 ≤ E ≤ 10, que corresponde a uma faixa de valores do parâmetro κ para os

quais o comportamento do sistema é predominantemente ergódico. Como a figura

mostra, o volume Γ(E) é finito, de maneira que o sistema (5.48) está apto a ser

estudado no contexto da MEC de Berdichevsky.
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Figura 5.7: Volume Γ(E) no espaço de fase encerrado pela superf́ıcie de energia H =
E. Exibimos tanto o resultado da integração numérica da expressão na Eq. (5.51)
quanto a nossa curva de ajuste, Eq. (5.52).

A integral na Eq. (5.51) não pode ser resolvida analiticamente. Apesar de pre-

cisarmos recorrer a métodos numéricos, achamos conveniente ter o volume (5.51)

expresso numa forma anaĺıtica que melhor aproxima os nossos resultados computa-

cionais. Fazemos a suposição de que o volume Γ tem uma dependência na energia

E do tipo

Γ(E) = aEb (5.52)

onde a e b são coeficientes de ajuste. Para a faixa de energias considerada, deter-

minamos que a ≈ 30, 759 ([a] = Lb) e b ≈ 1, 746 = 873
500

(b adimensional). A nossa

curva de ajuste pode ser comparada com a curva “exata” na Fig. 5.7.

Mecânica Estat́ıstica: Termalização

Em posse dos resultados acima, podemos estudar a termalização do sistema de YMH.

A definição usual de temperatura (no equiĺıbrio termodinâmico) fornece o seguinte

resultado:

Tu(E) =
E

b− 1
≈ 500

373
E (5.53)

A Fig. 5.8 mostra o resultado da determinação dinâmica da temperatura de acordo

com a definição usual desta. O valor da energia utilizado nessa simulação é con-

sistente com um valor de κ dado por κ = 0, 05. Sendo assim, o valor teórico da

temperatura é Tu = 6, 702. Como pode ser visto na Fig. 5.8, a temperatura calcu-
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lada dinamicamente converge para um dado valor. Este é dado por Tu,din = 7, 045,

de maneira que o resultado da determinação numérica difere ligeiramente do valor

teórico. O erro percentual cometido é igual a 5, 118%.
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Figura 5.8: Resultados do cálculo dinâmico da temperatura de acordo com a defini-
ção usual.

Tentamos explicar esse erro considerável. O cálculo numérico dos coeficientes de

ajuste a e b da Eq. (5.52) foi realizado com a precisão adequada. Isso significa que a

nossa curva de ajuste, Eq. (5.52), é capaz de prever com um erro percentual pequeno

o resultado da integração numérica da expressão dada na Eq. (5.51).

Além disso, a resolução numérica do SDH em questão foi feita com o aux́ılio de

integradores simpléticos. Devido à alta eficiência do método de integração utilizado

nessas simulações, é razoável supor que o erro atribúıdo ao algoritmo é pequeno.

Uma maneira de tornar essa noção quantitativa é a seguinte: ao final de uma si-

mulação, calculamos a energia e comparamos o valor obtido com aquele que essa

grandeza tinha no instante inicial, ou seja, com o valor que fixamos diretamente no

código do programa envolvido na simulação. Como o SDH em questão é autônomo

e, portanto, conservativo, o desvio no valor da energia fornece uma medida do erro

associado ao algoritmo. Para a simulação que deu origem à Fig. 5.8, por exemplo, o

erro introduzido pelo integrador simplético é igual a 4, 744 × 10−7%. Isso confirma

que o algoritmo utilizado também fornece a precisão adequada.

Levando os fatos do parágrafo acima em consideração, é razoável supor que o erro
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percentual encontrado nos cálculos da temperatura usual tem relação com a forma

complexa da função Φ. Nesse caso, complexidade significa um número grande de

operações matemáticas que o computador precisa realizar para determinar Φ. Cada

operação introduz um erro, pois o seu resultado não é determinado exatamente, uma

vez que o computador só é capaz de armazenar uma quantidade finita dos d́ıgitos de

um número. A precisão que um computador pode oferecer é, em geral, aceitável, mas

sempre existe um erro introduzido da maneira que acabamos de descrever. Quando

o número de operações matemáticas realizadas é grande, no entanto, o erro total

cometido (isto é, o erro devido à totalidade das operações) pode ser considerável.

Afirmamos que isso pode explicar a ligeira diferença entre os valores teóricos e os

das simulações observada nos nossos estudos numéricos da temperatura do sistema

de YMH de acordo com a definição usual dessa grandeza. Conclui-se, portanto, que

a temperatura usual também não é a escolha ideal para uma análise computacional.

Também consideramos os cálculos de temperatura de acordo com a definição de

Berdichevsky. A previsão anaĺıtica para essa grandeza no equiĺıbrio termodinâmico

é

TB(E) =
1

b
E ≈ 500

873
E (5.54)

Da mesma forma que fizemos para a temperatura de acordo com a definição usual,

apresentamos os resultados numéricos dos cálculos das temperaturas dinâmicas no

presente caso. A Fig. 5.9 mostra o resultado da determinação dinâmica da tempe-

ratura de acordo com a definição de Berdichevsky desta. Mais uma vez, o valor da

energia utilizado é consistente com um valor de κ dado por κ = 0, 05. Neste caso,

portanto, o valor previsto analiticamente para a temperatura é TB = 2, 864.

Como a definição de Berdichevsky é consistente com um teorema de equipartição da

energia, calculamos aqui duas temperaturas dinâmicas. Uma delas está associada

com a média temporal do quadrado do momentum p1; a outra é definida de maneira

análoga, mas em termos do momentum p2. Como pode ser visto na Fig. 5.9, cada

uma das temperaturas calculadas dinamicamente converge para um dado valor. Es-

ses valores são dados por T
(1)
B,din = 2, 889 e T

(2)
B,din = 2, 858, onde o ı́ndice superior

indica a componente domomentum correspondente. Dessa maneira, os resultados da

determinação numérica diferem ligeiramente do valor teórico. Os respectivos erros

percentuais são iguais a 0, 891% e 0, 191%. Observe que esses valores são menores

do que aquele obtido com a definição usual de temperatura. Isso reforça a nossa

afirmação de que trabalhar com a temperatura de acordo com a prescrição usual
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não é a melhor escolha do ponto de vista computacional.
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Figura 5.9: Resultados do cálculo dinâmico da temperatura de acordo com a defini-
ção de Berdichevsky.
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Caṕıtulo 6

Conclusão e Perspectivas Futuras

Neste trabalho, discutimos uma caracteŕıstica bastante importante das teorias de

gauge não-Abelianas, a não-linearidade das respectivas equações de campo clássi-

cas. Utilizando a suposição de que as variáveis de campo só dependem do tempo

de acordo com observadores num certo referencial de Minkowski e analisando confi-

gurações de campo simples, mostramos que essa não-linearidade pode se manifestar

através da evolução caótica do sistema f́ısico correspondente. Essa análise foi feita

tanto no contexto da teoria de YM na ausência de fontes de campo quanto no da

teoria de YMH, que, além do campo de gauge SU(2), envolve um par de campos es-

calares complexos. Para realizar esses estudos, foi necessário o emprego de métodos

numéricos. Introduzimos e fizemos uso de integradores simpléticos para determinar

numericamente a evolução dos sistemas f́ısicos considerados. Para caracterizar as

soluções numéricas como caóticas, calculamos o EML e mostramos que este é po-

sitivo. Apesar de não termos demonstrado esse resultado no contexto da QCD, a

semelhança formal entre essa teoria e a de YM nos leva a especular que também

pode haver caos na QCD.

A possibilidade de observarmos comportamento caótico em teorias de gauge não-

Abelianas nos motivou a considerar um estudo mecânico-estat́ıstico de SDHs com

espaços de fase de baixa dimensionalidade derivados de tais teorias. Como discuti-

mos, o caos na dinâmica de SDHs com poucos graus de liberdade pode dar origem a

um comportamento ergódico por parte desses sistemas, o que justifica uma análise

destes baseada nos prinćıpios da MEC. Para verificar se um dado sistema apresen-

tava uma dinâmica ergódica, explicamos e utilizamos a técnica da seção de Poincaré.

Esta nos permitiu representar graficamente uma certa região do espaço de fase fi-

sicamente acesśıvel ao sistema, de maneira que obtivemos um critério visual para

dizer se ele acessa todos (ou grande parte) dos estados f́ısicos nessa região. Esse é o

critério utilizado neste trabalho para definir os sistemas como ergódicos.
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Devido ao fato de que os SDHs considerados por nós possuem poucos graus de liber-

dade, os nossos estudos da MEC estavam baseados na formulação de Berdichevsky

dessa teoria. Essa extensão da MEC usual foi considerada por Berdichevsky, pois

a ergodicidade é o ingrediente dinâmico que garante a validade de uma abordagem

estat́ıstica à análise de SDHs e, não, um número grande de graus de liberdade.

Em seguida, realizamos o estudo dinâmico da termalização na teoria de YMH. No

contexto da MEC de sistemas de baixa dimensionalidade, duas definições de tempe-

ratura foram consideradas. Uma delas corresponde à definição usual dessa grandeza

na MEC de sistemas com muitos graus de liberdade. A outra é consistente com as

ideias de Berdichevsky e com a validade de um teorema de equipartição da energia.

Os valores de temperatura no equiĺıbrio termodinâmico de acordo com as duas defi-

nições foram determinados analiticamente. Além disso, foi feito um cálculo numérico

das temperaturas dinâmicas correspondentes do sistema de YMH fora do equiĺıbrio.

Mostramos através de simulações que estas convergem para os respectivos valores

teóricos no equiĺıbrio, de maneira que a transição de uma descrição dinâmica para

uma termodinâmica pôde ser observada. O sucesso da abordagem utilizada pode

ser quantificado através dos valores aceitáveis para os erros percentuais encontrados

nos cálculos numéricos das temperaturas de equiĺıbrio.

Com este trabalho, mostramos que o estudo da termalização do sistema de YMH

pode ser feito com o aux́ılio da formulação de Berdichevsky da MEC. No entanto,

motivamos a análise da termalização caótica em teorias de gauge não-Abelianas fa-

lando sobre o QGP. O que devemos fazer na sequência deste trabalho é lidar com

modelos dinâmicos para esse sistema. Mantendo a estratégia de analisar sistemas

com simetria SU(3) através das suas contrapartes com simetria SU(2), os modelos

para o QGP estão baseados nas chamadas equações de Wong [39]. Estas descrevem

classicamente uma part́ıcula puntiforme que carrega isospin e interage com o campo

de gauge SU(2). Uma tal part́ıcula representa o equivalente de um quark; o campo

de YM modela o comportamento do campo dos glúons.

A dificuldade em trabalhar com modelos baseados nas equações de Wong é devida

ao fato de que nesses casos também existe uma dinâmica associada às cargas não-

Abelianas dos “quarks”. Além de termos um número maior de equações diferenciais

para resolver numericamente, isso também introduz uma séria complicação teórica:
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os sistemas dinâmicos derivados a partir das equações de Wong não possuem uma

estrutura Hamiltoniana [34]. Uma consequência desse fato é que, como não existe

uma função de Hamilton a partir da qual as equações de movimento podem ser

deduzidas, também não há a noção de uma superf́ıcie de energia para esse tipo de

sistema dinâmico. Como o volume das regiões encerradas pelas superf́ıcies de ener-

gia é a quantidade fundamental da MEC de Berdichevsky, sistemas clássicos que

envolvem cargas não-Abelianas não podem ser estudados no contexto dessa teoria.

A inexistência de uma estrutura Hamiltoniana nos modelos baseados nas equações

de Wong reflete o fato de que a álgebra das cargas não-Abelianas — quando enca-

radas como variáveis canônicas — não é a mesma álgebra de parênteses de Poisson

das variáveis associadas ao campo de gauge SU(2). Em termos mais simples, isso

significa que as cargas não podem ser vistas como coordenadas generalizadas de um

certo SDH. Suspeitamos, no entanto, que a MEC de sistemas dinâmicos com cargas

não-Abelianas pode ser estudada se considerarmos que estes podem possuir uma

estrutura mais geral do que a Hamiltoniana. Essa possibilidade pode ser conside-

rada, pois certas propriedades do formalismo Hamiltoniano da Mecânica Clássica

não dependem da forma expĺıcita do parênteses de Poisson com a qual as equações

de Hamilton são consistentes. Sem perder essas caracteŕısticas do formalismo, po-

demos considerar definições do parênteses de Poisson mais gerais do que a usual,

Eq. (2.4), desde que elas possuam as mesmas propriedades que o parênteses tem de

acordo com esta. Exemplos de tais propriedades são a anti-simetria do parênteses de

Poisson e a validade da chamada relação de Jacobi. Diz-se que sistemas dinâmicos

cujas equações de movimento são consistentes com uma definição mais geral do pa-

rênteses de Poisson têm estrutura de Poisson [18]. Possivelmente, seremos obrigados

a considerar uma forma mais complexa para o parênteses de Poisson se quisermos

superar a dificuldade discutida no ińıcio do presente parágrafo. Estruturas de Pois-

son podem ser necessárias para tratar as variáveis dinâmicas em pé de igualdade nos

modelos para o QGP baseados nas equações de Wong [40].

Se a possibilidade discutida acima se concretizar, podemos investigar ainda a ques-

tão do estudo numérico de sistemas dinâmicos com estrutura de Poisson. Da mesma

maneira que fizemos na Seção 2.2 para sistemas com estrutura Hamiltoniana, é pos-

śıvel utilizar o fato de que um sistema possui estrutura de Poisson para construir

um algoritmo de integração numérica mais eficiente para ele. Esse tipo de algoritmo

recebe o nome de integrador de Poisson [41].
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