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A minha Mae,

Dona Nelcinda e ao

meu namorado, Renato,

dedico.
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Vé esta mulher ?

Entretanto em tua casa, ndo me deste dgua para lavar os pés;

Esta, porém, regou meus pés com ldgrimas e os enxugou com seus cabelos.

Nao me beijastes; ela, entretanto, desde que entrei nao cessa de me beijar os pés.

Ndo me ungiste a cabega com dleo, mas esta com bdlsamo ungiu os meus pés.
Por isso te digo: perdoados lhe sdo os seus muitos pecados,

porque ela muito amou, mas aquele a quem pouco se perdoa, pouco ama.

Lucas, 7; 44 — 47
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Resumo

Os métodos classicos de Programagao Inteira usam o método Simplex para a resolucio
das relaxagdes lineares associadas. Nesta dissertagdo é abordado o uso dos métodos de Pontos
Interiores na solugdo da relaxagdo, buscando uma alternativa ao método Simplex.

Primeiramente sdo apresentados os métodos de Pontos Interiores: Reducido de
Potencial e Trajetéria Central. Num segundo momento s@o discutidas técnicas de adaptagio
destes algoritmos para os métodos de solugdo de Programagdo Inteira, em substituicdo ao
Simplex. Por fim, abordamos uma aplicagdo do método de Planos de Cortes com Pontos

Interiores para resolver o Problema de Ordenamento Linear.

Abstract

The classic methods of Integer Programming use the Simplex method for the
resolution of the linear relaxations that arise. In this dissertation we present Interior Point
methods as an alternative to Simplex method.

First of all we introduce Interior Point methods: Potential-Reduction and Path-
Following. Afterwards we present techniques to adapt these algorithms for solving the linear

relaxations that arise in the Cutting Plane and Branch and Cut methods. Finally, we consider

an application of Cutting Plane methods with Interior Point to solve the Linear Ordering

Problem.
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Capitulo

1

Introducao

P roblemas de Programagao Linear (PL) sdo problemas de maximizag¢@o ou minimizagao

de uma fungdo linear, denominada fungdo objetivo, sujeitos a um conjunto de equagdes
ou inequagdes lineares, denominado conjunto de restrigées, onde as varidveis usualmente
devem ter valores ndo-negativos. Quando estas varidveis devem ter valores inteiros, os
problemas levam o nome de Problemas de Programagdo Inteira (PI). Os (PI) sdo chamados
de puros quando todas as varidveis devem ser inteiras, e de mistos quando apenas algumas
varidveis sdo inteiras. E mais, quando as varidveis do problema puro ou misto estdo restritas a
tomarem valores O ou 1, chamamos de problemas puro zero-um (0-1) ou zero-um e misto
zero-um, respectivamente. Neste trabalho abordaremos o Problema de Programagdo Inteira

Puro, ou simplesmente Problema de Programagdo Inteira.

Os problemas de Programagdo Inteira tém uma grande variedade de aplicagdes, tais
como: distribui¢do de tarefas [HP - 1993], planejamento de produgdo, problemas de
armazenamento (estoques), entre outros. Sua aplicagdo se estende a 4reas de Combinatdria,

Teoria dos Grafos e Logica [Rangel - 1995].

Os métodos cldssicos na resolugdo de problemas de Programagdo Inteira sdo: o
Método de Planos de Cortes, o Método Branch-and-Bound e o Método Branch-and-Cut (que
é o0 “casamento” dos métodos de Planos de Cortes e Branch-and-Bound). A idéia basica destes
métodos consiste em retirar de (PI) a restricdo de integralidade e resolver o problema de
Programacgao Linear (PL) resultante, chamado de relaxagdo linear. Se a solugdo da relaxagao
linear for inteira o (PI) estd resolvido. Caso contrrio a relaxa¢do linear € iterativamente
melhorada na busca da solug@o 6tima do (PI). Assim, junto com as técnicas de cada método

particular de (PI), sdo usadas também técnicas de (PL) para resolver o problema.

A pedra fundamental da Programagédo Linear foi lancada em 1947, por G. B. Dantzig,

que desenvolveu o Método Simplex, o qual prevaleceu até 1979, quando L. G. Khachiyan
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propds o Método dos Elipséides para (PL) [Matumoto - 1996]. Este método mostrava que

(PL) pode ser resolvido com um nimero de operagdes limitadas por um polindmio

relacionado ao tamanho do problema. Entretanto, era ineficiente na pratica, apesar de

apresentar boas propriedades teéricas [Gonzaga - 1989].

Em 1984, N. Karmarkar publicou um algoritmo cuja complexidade teérica era bem
melhor que a do método dos Elipséides e, além disso, obteve resultados computacionais
melhores que os obtidos com o método Simplex [Gonzaga - 1989]. A partir dai houve intensa
pesquisa nesta drea surgindo uma nova classe de métodos, conhecida como Métodos de
Pontos Interiores. Na década seguinte, surgiram os Métodos Primais-Duais considerados os
mais importantes desta classe, mostrando excelentes propriedades tedricas, boa performance

pratica e facil compreensdo de suas idéias fundamentais [Wright - 1997].

Os métodos de (PI) foram originalmente desenvolvidos utilizando o método Simplex
para resolver as relaxagdes lineares envolvidas. A proposta deste trabalho € a de investigar o
uso do método Primal-Dual como alternativa ao método Simplex. A principal dificuldade a
ser resolvida quando se usa um Método de Ponto Interior em (PI) € a utilizagdo da solugdo
6tima de um problema linear como ponto de partida para a resolugdo de um problema
relacionado. Em contraste com o método Simplex, Pontos Interiores pode usar informagdes
do ponto corrente antes de atingida a otimalidade, e a sua reotimizagdo € possivel usando um
ponto de partida ndo-6timo. Este fato € o que possivelmente o tornard competitivo em relagdo
ao método Simplex. Suporemos que o leitor ja tenha uma certa intimidade com o método
Simplex. Boas referéncias para este tépico podem ser encontradas em [BJ - 1977] e

[Luenberger — 1989].

No capitulo 2 apresentamos o Método Primal-Dual para (PL), focalizando algumas
variantes desta classe. No capitulo 3 abordamos o Método dos Planos de Cortes utilizando o
Método Primal-Dual para a resolugdo dos problemas de (PL) associados. No capitulo 4
focalizamos o Método Branch-and-Bound e Branch-and-Cut, usando o Método Primal-Dual
para resolver os subproblemas envolvidos. No capitulo 5 apresenta-se uma aplicagdo do
Método de Planos de Cortes usando o método Primal-Dual, para resolver o problema de
Ordenacgdo Linear. Finalmente, apresentamos as conclusdes (capitulo 6) e as referéncias

usadas neste trabalho.
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2 Metodos de Pontos Interiores

ﬁ t€ hd pouco tempo problemas de Programagdo Linear eram resolvidos pelo Método
Simplex, que foi introduzido por Dantzig em 1947. Esse quadro se alterou em 1984

quando Karmarkar publicou um artigo que abriu uma nova fronteira na resolugdo de (PL)
[Gonzaga - 1989].

Karmarkar propés um método que busca a solugdo do (PL) através do interior da
regido vidvel, ao contrario do Método Simplex que o faz pela fronteira. Karmarkar também
provou que a complexidade de seu Algoritmo Projetivo, como era chamado, era polinomial,
portanto melhor que a do Simplex, porém sua implementacdo ndo estava disponivel
[Matumoto - 1996].

Karmarkar abriu um novo campo de pesquisa e, a partir dai, houve muitas
modificagcdes no método, permanecendo contudo a sua idéia bésica: a de caminhar pelo
interior da regido vidvel. Atualmente existem trés classes de métodos: os que consideram
apenas problemas no formato primal, outros apenas no formato dual e, finalmente métodos

que extraem informagao dos dois problemas, conhecidos como Métodos Primais-Duais.

Neste capitulo faremos uma breve revisaio dos métodos Primais-Duais devido a
intensidade com que estes vém sendo tratados nos Gltimos anos e a sua aplicagdo em
problemas de Programagao Inteira. No entanto, omitiremos a discussdo sobre a convergéncia
e complexidade dos métodos apresentados. Sugerimos que o leitor interessado recorra as

referéncias citadas ao longo do texto.




Capitulo 2 — Métodos de Pontos Interiores

2.1 Idéias de Programacao Linear e Notagdes

A maior parte do desenvolvimento teérico de algoritmos para (PL) € feita para

problemas com restri¢des do tipo igualdade, conhecidos como problemas no formato primal
ou no formato padrao. (PL) também pode ser formulado com restri¢des de desigualdade, que
se chama formato dual. Os dois problemas sdo relacionados por expressdes simples, que
permitem traduzir métodos desenvolvidos em um formato para o outro [Gonzaga - 1989].

Considere o problema no formato primal (ou padrio):

Min. ¢’ x
(PL) S.a Ax=b,
x20

onde AeR™",beR" e x,ceR".

Suporemos que a matriz de restrigdes A tenha posto completo. O conjunto de solugdes

vidveis do problema (PL) € definido por:

P={xeR"/Ax=b,x20}.

O interior de P definido por:

P“:{xeiR"!szb,x>0},

é o conjunto das solugdes interiores de (PL). Suporemos P° Q.

Todo ponto satisfazendo x € P° serd denominado de ponto interior.

Associado ao problema primal temos o problema dual, que consiste basicamente dos

mesmos dados organizados de maneira diferente:

Max. by
S.a A"y+z=c
z20
y irrestrito,

onde yeR™ e zeR". Neste caso, ja consideramos o problema dual no formato padrio pela

adigdo da varidvel z (varidvel de folga).

O conjunto de solugdes vidveis do problema (PD) € dado por:
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D:{(y,z)e‘.R’“x‘.R":‘ATy+z=c, zZO}.

O interior de D definido por:

D° ={(y,z)e R"xR"/A"y+z=c, z>0}

€ o conjunto das solugdes vidveis interiores de (PD). Novamente, suporemos que D° # & .

A teoria da dualidade nos mostra a relagdo entre os problemas (PL) e (PD), ou seja, o
conjunto de solugdes primais nos fornece informagdes sobre o conjunto de solugGes duais e
vice-versa. Por exemplo, dados quaisquer vetores de solugdes primais x para (PL) e (y,z) para

(PD), temos:

A fung¢do objetivo dual fornece um limite inferior para a fungdo objetivo primal, e a

func@o primal fornece um limite superior para a dual. As duas fun¢des objetivo coincidem no
valor, isto é: b"y* =c"x", se e somente se x" resolve (PL) e (y' , z‘) resolve (PD) [Wright -

1997].

As condi¢des de otimalidade tratadas neste trabalho sdo conhecidas como Condigées

de Karush-Kunh-Tucker (ou KKT), e estao definidas no teorema 1 abaixo.

Teorema 1: (Condicdes de Otimalidade de Karush-Kunh-Tucker - KKT) [FP - 1993]:

Considere os problemas (PL) e (PD) acima. O vetor x~ é uma solugdo 6tima do

problema (PL) e (y .z ) é solugdo 6tima de (PD) se, e somente se:
ATy+z=c, 220 (viabilidade dual)
Ax=b, x20 (viabilidade primal)
XZe=0 (folgas complementares)

onde X =diag(x,,x,,...,x,), Z =diag(z,,2;,...,2,) € € =(1,l,...,l)r.
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Do teorema 1, temos que o vetor (x', y',z') é solugdo 6tima do sistema (2.1) se, e

somente se x €& solugdo 6tima do (PL) e (y'.z') é solucdo 6tima do (PD). O vetor

(x' Y, z‘) é chamado de solugdo primal-dual.
O conjunto de solugdes vidveis primais-duais e seu interior podem ser definidos como:

Q={x,y,2)/Ax=b, ATy +z=c, (x,2)20}
0P ={(x,y,z)le=b, ATy+z=c, (x,z)>0},

respectivamente. Assumiremos Q° # & .

2.2 Método Primal-Dual

Os métodos primais-duais estdo estritamente relacionados ao consagrado Método de
Newton para solugoes de sistemas de equagdes, lineares ou ndo. Uma iteragdo primal-dual é,
em ultima instincia, uma iteragdo adaptada do método de Newton, proveniente das condigGes

de KKT (2.1).

Podemos escrever as condi¢gdes de KKT na forma de uma equagdo, em conjunto com
uma restri¢do. A equagdo provém das préprias condigdes de otimalidade e a restri¢ao continua

sendo a de ndo-negatividade. Obtemos entao:

Ax-b
F(x|y,3)= AT}’+Z—C =0s
XZe

(x,z)ZO,

com F:R¥™ 5 |y,

A equagdo (2.2 a) podemos aplicar o método de Newton para encontrar solugdes
vidveis (x', y', z ), porém respeitando o limite (2.2 b) estritamente, ou seja, (x, z) > 0, o que

garante estarmos no interior da regido viavel (QU).

O método de Newton consiste em gerar uma seqiiéncia de pontos {x" } que convirja

para a solugdo de uma dada equagdo G(x)=0, onde G:R" —>‘J‘1‘",GEC'(91") e xeR". 0




Capitulo 2 — Métodos de Pontos Interiores

método € baseado em uma expansdo em primeira ordem (série de Taylor) da funcdo

considerada:

G(x)~ G(x*) + J(x*)(x - x*)

com J sendo o Jacobiano de G. Desta forma, se x**' € solugdo da expansdo acima, entdo vale

kN k k ; :
J(x*)s* =-G(x*), com x**' = x* +s*. Portanto, 0 método de Newton consiste em gerar os
passos s* e usi-los para atualizar o ponto x*.

Uma iteragdo completa do método de Newton pode ser escrita como

xk+l - xk _ J_] (xk )G(xk ) .
Maiores referéncias sobre esse método podem ser encontradas em [MS - 1996].

Na aplicagdo do método de Newton surgem duas questdes: (i) a necessidade de uma
solucdo inicial e, (if) a necessidade de exercermos algum controle sobre os passos, ja que ele
pode convergir para solugdes de (2.2 a) mas que ndo satisfazem (2.2 b) estritamente (ditas
solugdes espiirias).

O item (i) serd motivo de estudos posteriores (se¢do 2.5.1); por isso, consideraremos

aqui que ja temos uma solugdo inicial vidvel.

O item (ii) é o responsdvel pelos diversos algoritmos que trabalham com a estrutura
primal-dual. Cada um deles possui uma maneira particular de limitar os passos de Newton, ou

de alterar sua dire¢do, mantendo a viabilidade da solugao.

Escrevendo-se uma iteragdo de Newton para a equagéo (2.2 a), obtemos:

x* + Ax* x*
= y" —J_](x*,yk,zk)F(xk,yk,Zk),
2% + Az -

ou ainda,
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pré-multiplicando por J (x" oyt gk ) :

Axk
J(xk’yk’zk) Ayt =_F(xk,yk,zk).

E imediato que:

Portanto, para obter uma iteragdio de Newton para a equagdo (2.2 a), rescrevemos

J(x*)s* ==G(x*) como:

A 0 0 ]AxX Ax* -b
0 A" I [Ay*|=—ATy* +7"-¢|.
Z, 0 X,|a X, Z¢e

Se o ponto corrente (x" vk, 2k ) é estritamente

(Ax" =b, ATy" +z8=ce (x, z) > 0), entdo o sistema acima toma a forma:

A 0 O0]Ax
0 AT I [ayf|=| O
Z, 0 X, |Aat| [-X,Z.e

Atualizando as varidveis (x, y, z) temos:

(xkn,ykn,Zul)z(xk’yt,zk)+ak(mk‘Ayk,Azk)'

vidvel

Os métodos primais-duais sdo variagdes do método de Newton obtidas a partir de

modifica¢des na maneira de calcular (Ax" ,AyF, AZF ) a diregdo de busca, e o, , 0 pardmetro

que controla o tamanho do passo em cada iteragdo. O valor de a, pode atuar no algoritmo de

dois modos:

e Mantendo o novo ponto no interior da regido vidvel e,
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Cuidando para que (x, z) permanega “longe” das fronteiras do quadrante nao-
negativo, (x, z) = 0. Direcoes calculadas a partir de pontos préximos a este

quadrante tendem a ser distorcidas levando a pouco, se algum, progresso [Wright
- 1997].

A idéia da trajetéria central desempenha um papel fundamental no tratamento das

questdes acima.

2.2.1 A Trajetodria Central

Uma das maneiras de manter o algoritmo do tipo primal-dual no interior da regidao
vidvel € fazer com que a trajetéria gerada pelo método de Newton esteja em alguma

vizinhanga da denominada trajetoria central [Wright - 1997].

Matematicamente, a trajetéria central C € um caminho de pontos estritamente viaveis,

(x.,y.,z.)e Cc Q°, parametrizado por um escalar t> 0, de modo que:
AT y+z=c (viabilidade dual) (2.4 a)

Ax=b (viabilidade primal) (2.4Db)
XZe=rt1e (folgas complementares) (24¢)
(x,2)>0.
Fica claro que a tinica diferenca entre (2.1) e (2.4) € a equagio (2.4 c), onde trocamos a

complementaridade (x,z, =0) pela exigéncia de que todos os produtos tenham o mesmo

valor (x;z; =1).

A trajetéria central é um recurso interessante pois quando t—>0, (2.4) — (2.1).
Entdo, se C converge para algum ponto, deve ser para uma solugdo primal-dual do (PL).

Desse modo, C atua como um guia, evitando solugdes espiirias pois mantém os produtos x,z;

estritamente positivos, mas tendendo a zero a mesma velocidade.

Mais ainda: a maioria dos algoritmos primais-duais tomam dire¢des em C com 1>0,
ou seja, diregdes dentro do quadrante positivo definido por (x,z)> 0. Essa escolha de dire¢des

permite que passos maiores sejam dados em relagdo as diregdes de Newton puras, sem violar

a condigdo de positividade, que chamaremos de diregdo de busca.
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Para descrever a dire¢do de busca modificada, introduziremos um pardmetro de

centralizacdo o €[0,1] e uma métrica dual p definida por:

ou seja, uma média entre os produtos x,;z;.

As equagdes de passo tomam agora a forma:

A 0 O0fAx 0
0 AT I|[My]= 0 (2.6)
Z 0 X|Az — XZe + cpe

Através do controle de o e 1 podemos gerar uma vizinhanga da trajetéria central em
que os novos passos calculados de acordo com (2.6) tenham melhor progresso do que os
passos de Newton puros. Mas, por enquanto, apresentaremos apenas um teorema que garante

a existéncia de um caminho central. Seu papel nos algoritmos ficaré claro mais a frente.
Considere um conjunto estritamente vidvel H °:
H= {(x, 2)/(x,y,z)e Q° paraalgum y e R™ },

e uma fung¢do de barreira (com propriedades melhor definidas na se¢do 2.3) definida por:

fulnd)=2x"2- 3 loglx.z,)

i=1

Teorema 2 [Wright - 1997]: Suponha Q° # @ e seja T um nimero positivo. Entdo f, tem

um tnico minimo local em H°, que satisfaz as condigdes de trajetéria central

(2.4).

A prova do Teorema 2 encontra-se na referéncia citada.

Retornando as equagdes de passo (2.6), podemos escrevé-las em forma de sistema,

como segue:
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ATAy+Az=0
AAx=0
ZAx + XAz = —XZe + cpe

Podemos isolar Azde (2.7 ¢) :

Az=-Ze+opX e— X "' ZAx.

Substituindo (2.7d) em (2.7a), temos:

ATAy-X"'ZAx=Ze-opX e

Escrevendo (2.7¢) e (2.7b) na forma matricial, com Az isolado temos:

[ i IR

Az =—Ze+opX “'e— X ' ZAx. (2.8b)

Como X e Z sdao matrizes diagonais e n3o-singulares, podemos isolar Ax de (2.8),

obtendo assim, um novo sistema equivalente:
AZ"'XAT Ay = A(Xe-opz™'e) (29 a)
hz==ATAy (2.9 b)
Ax=—Xe+U|J.Z"e—Z"XAz (2.9¢)
O passo mais dificil € calcular (2.9 a), mas o primeiro termo envolve uma matriz

definida positiva ((ADZAT ) onde D=2 2 X %2 ] , podendo entdo ser aplicada a Fatoragio de

Cholesky para resolver o sistema.
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2.2.2 Uma Estrutura Primal-Dual

Através dos conceitos estudados até aqui, podemos definir uma estrutura geral para os

algoritmos primais-duais. Os métodos abordados nas préximas seg¢des sdo casos especiais

desta estrutura.

Estrutura Primal-Dual [Wright - 1997]
Fase I

Passo 1: (Inicializagdo). Faga k = 0 e encontre (x° , yo,zo)e Q° uma solugio inicial.

Fase I1

Passo 2: (Verificando otimalidade). Se o ponto (x"‘,y",z") satisfaz os critérios de

otimalidade, pare.

k k
Passo 3: (Cdlculo da diregao de busca). Seja o, € [0,1] ey, = Lx_k Calcule:
n

AZ]'X, AT Ay = A(X e - 0,1, Z;"e)
Az* =-ATAy*
Ax* =—X,e+o,pn,Z;'e-Z;'X, A"
Passo 4: (Atualizagdo).
(x""',y“',z“l)=(x",y",z*)+ak(Axk,Ay*,Az").

Faga k =k +1 e volte ao passo 2.

Na Fase I do algoritmo calculamos uma solug@o inicial para o problema e, na Fase II,
calculamos a direcdo de busca e atualizamos a solugdo até obtermos a solugdo 6tima. No final
deste capitulo abordaremos uma estrutura mais “completa” para o algoritmo de Ponto Interior

Primal-Dual.
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Na préxima subse¢do — se¢@o 2.2.3 — faremos uma extensdo do método Primal-Dual
para Varidveis Canalizadas. Nas se¢Oes 2.3 e 2.4 apresentaremos as principais idéias dos
métodos de Redugdo de Potencial e Trajetéria Central, respectivamente. A anélise detalhada
destes métodos encontra-se nas referéncias citadas. E na se¢do 2.5 definiremos melhor os

critérios para encontrar uma solugdo incial e os critérios de parada do algoritmo.

2.2.3 Método de Pontos Interiores Primal-Dual para Variaveis

Canalizadas

Nesta se¢ao faremos uma extensdao do método Primal-Dual para varidveis canalizadas,

como s€gue.

Considere o problema primal:
Min. c"x
(PL) S.a Ax=b
0<x<u,

onde AeR™", beR", x,c,ueR". Observe que ndo impomos uma restricao do tipo
I < x < u pois ela pode ser facilmente transformada em 0 < x <u (ver discussdo ao final desta

se¢do).
Transformando a inequagdo x < u, rescrevemos o problema (PL) como segue:

Min. ¢"x

S.a Ax=b
X+s=u
x=0
s20.

O problema dual de (PPL) é:

Max. b"y—u"w
S.a ATy+z-w=c
z,w20

y irrestrito,

(PPD)

onde yeRR" e z,weR".

As condigdes de otimalidade de KKT para os problemas (PPL) e (PPD) s@o:
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(2.11 a)

(2.11 b)
2.11¢)

(2.11d)
SWe =0, (2.11e)
onde X, Z, S e W sdo matrizes diagonais, e =(1,...,1)" e p a métrica dual (2.5).

O conjunto solugdo, Q°, para os problemas (PPL) e (PPD) ser4 denotado aqui como:

° ={(x,y,s,w,z)fATy+z—w=c, Ax=b, x+s5=u, (x,s,w,z):»O}.

Supondo que as condi¢des de otimalidade (2.11) satisfagam a viabilidade primal e

dual, aplicamos os passos de Newton para encontrar a dire¢do de busca. Entdo, escrevendo

(2.11) em forma de fun¢ao temos:

F(x,y,s,w,z)=
SWe

XZe

Denotaremos por: r, = Ax—b,r. =A"y+z-w-cer, =x+s—u.

Respeitando os mesmos passos usados em (2.3), obtemos o sistema para os passos de

Newton, como segue:

—SWe + pe
0 Xe] | — XZe + pe |

A forma acima é pouco conveniente devido a estrutura esparsa e de blocos da matriz.

Portanto, resolvemos para cada Ax, As, Ay, Aw e Az separadamente:
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AAx* =-r, (2.12 a)
ATAY* +Az* —AW* =—r , (2.12b)

c

Axk +Asl =—r (2.12 C)

u

WeAs* + SeAw* = —SWe + pe , (2.12 d)

ZeAx* + XeAz* =-ZXe + pe. (2.12 ¢)

Tomando a i-ésima componente do vetor (2.12 c), temos:

Axf +As;t = —r; .
Para simplificar a notag@o, denotaremos por:
Ax=Ax!, As=As'e u=-r.
Tomando x + s = u, podemos escrever x como fungao de s: x(s) = u — s. Se calcularmos:
Ax=x(+As)—x(s)=u—-(s+As)—u+s=-As.
Portanto: Ax =-As, ou ainda:
As* =-Ax*.
Agora, vamos isolar Aw e Azde (2.12d) e (2.12 e) , respectivamente.

WeAs* + SeAw* = —-SWe + pe
Aw* =S5 (- SWe + pe —WeAs* ), (2.13 b)
ZeAx* + XeAz" = —-ZXe+pe
Az* = X;'(—XZe-i-pe—ZeAx* )
Substituindo (2.13 a) —(2.13¢) em (2.12 b) temos Ay e Ax:

ATAY* + Azt —AW* =—r,

(A6AT JAy* =—r, + AB(p(w)-r.), (2.13 d)

ATAyk +Azk _&wl’ =_r€
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Ax* =0(A7 Ayt —p(u)-r. ),

o=(x"z+s'w)',

p()=p(s™ =X " - -2)e.
Para pontos em (x,y,z)eQ°%, r, =0, r,=0e r, =0.
Resumindo (2.13) , temos:
As* =-Ax*,

Aw* = ST (- SWe + pe —WeAs* ),

Az* = X['(- XZe + pe - ZeAx* ),

(4047 Wyt =—r, + A6(p(n)-r.),

Ax* =0(AAy* —p(u)-r. )

Ap6és a discussdo acima podemos elaborar o algoritmo, que € dado abaixo.

Algoritmo de Pontos Interiores Primal-Dual para Variaveis
Canalizadas [BM -1992]

Fase I
Passo 1: (Inicializagao). Fagak =0 (x°,y%,5%,w°,2° Je Q°.
Fase I1

Passo 2: (Verificagio da Otimalidade). Se (x",y",s",w*,z*) satisfaz os critérios de

otimalidade, pare.

1 n
Passo 3: (Cdlculo de ). Calcule p, = —fo zf .
n

i=l

Passo 4: Calcule: 0=(X"Z+5"W)' e p(p)=p(s"'-X"f-(W-2Z)e.
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Passo 5: (Cdlculo dos passos do método de Newton). Calcule Ax, Ay, As, Aw e Az usando
(2.13) , ou seja:

Kok i Ak

Aw* = §;" (- SWe + pe - WeAs*),

AZ* = X' (- XZe + pe - ZeAx*),

(4647 JAy* =1, + A6(p(n) - 1. ),
Ax* =0(ATAy* —p(n)-7.).
Passo 6: (Cdlculo do tamanho do passo). Encontre o, tal que: x* +a,(Ax" >0,
s* +a, A5 >0, wh +a,Aw* >0 e zF +a,Az" >0,
Passo 7: (Atualizagdo). Seja:
(x’“’,s‘“',y"*',z:"“,w‘“')=(Jr",s",y",z:k,wJk )+ak(Ax*,As",Ay",Az",Aw*).

Faca k =k +1 e volte ao passo 2.

Variaveis Limitadas Inferiormente

No comego desta segdo foi citado que uma restricio do tipo [ <x<u pode ser

facilmente transformada em 0 < x <. Discutiremos aqui o porqué desta afirmagao.
A restri¢do [ < x <u pode ser “colocada” no problema da seguinte maneira:
xsu e xel.

A segunda restri¢dao € pouco conveniente devido a dificuldade computacional, entdo fazemos
uma transformagdo, e quando encontramos a solugdo 6tima aplicamos a transformag@o

inversa para os valores originais.
Seja Ax =b a matriz de restricdes e [ < x <u arestri¢do adicional. Entéo:
l<x<u=>1-I1<x-1<u-1=>0<x-I<u-I.
Tomando: u =u—-le x=x-lou x=x+I[,temos: 0<x<u.

Substituindo no problema original, teremos:
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Ax=b,0<x<i = A(X+l)=b = Ax=b-Al.

Observe que fazer este tipo de transformagao tem um custo de n” operagdes.

2.3 Método de Redugdo de Potencial (RP)

O Método de Redugao de Potencial é uma variante dos algoritmos que usam passos de

Newton. Uma caracteristica deste método € que os pontos evitam seguir a trajet6ria central,

ou seja, caminham independentemente da trajetéria central discutida na segdo 2.2.1.

Este método € parte de uma classe maior de métodos denominados Métodos de
Penalizagdo. De um modo bem geral, um método de penalizagdo modifica a fungdo objetivo
acrescentando um termo que (i) aumente muito seu valor quando determinada condig¢do de
controle € violada e (ii) tende a zero quando nos aproximamos da solugio 6tima. Este termo é

denominado usualmente de fungdo de barreira ou fungdo potencial [MS — 1996].

A vantagem do uso da fung¢do potencial em métodos de Pontos Interiores € que
podemos exercer um controle maior das iteragdes que geram a seqii€éncia de pontos interiores,
“estreitando” o caminho por onde a trajetéria gerada pode passar. Por isso ela tem
desempenhado um papel importante no desenvolvimento de algoritmos de Pontos Interiores.

Karmarkar usou uma fung¢@o potencial para a Programagao Linear sob a forma:

ploglc™x-L)- Z log x; ,

i=1

onde p=n+1 e L € um limite inferior para o valor da fungdo objetivo, provando sua

convergéncia e resultados de complexidade por mostrar que sua fun¢do diminui, pelo menos

um valor constante em cada iteragdo. Por exemplo, para o problema:

Min. x, +x,
S.a X, + x3 =1
x,+ x,=1
X, Xy, X5,%, 20
cujo politopo € um quadrado de lado 1 no plano (x,,xz), a fungdo de Karmarkar torna-se:

®(x,,x,)=3log(x, + x,)-logx, —logx,. Observe na figura 2.1 abaixo como a fungdo

decresce rapidamente na imediagdes do 6timo, x~ = (0,0).
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0 0.2 0.4

Figura 2.1 —A fung@o potencial e suas curvas de nivel.

Depois da publicagdio do algoritmo de Karmarkar, houve muitos avangos nos
algoritmos que usam esta fungdo; porém, a maioria das novas técnicas ainda baseava-se nos
valores das varidveis primais. A partir de 1987 os algoritmos passaram a utilizar de forma
mais balanceada varidveis primais e duais. Nessa linha temos a fungdo de potencial primal-

dual de Tanabe-Todd-Ye, definida por:

@, (x.z)=plogx"z- logxz; , (2.14)

i=1
para um parimetro p >n. O trabalho destes pesquisadores foi crucial no desenvolvimento
posterior dos métodos de RP [Wright - 1997].

Os algoritmos baseados em @, usam a fung@o potencial apenas para monitorar o
“progresso” e provar a convergéncia [Wright - 1997]. Este progresso refere-se ao potencial
atribuido a cada ponto de Q° por ®, e que diminui a medida que nos aproximamos da

solugdo. Como todos os algoritmos baseados na estrutura primal-dual, discutida na seg@o

anterior, o algoritmo de redugdo de potencial obtém sua dire¢ao de busca pela execugdo de

(2.10) para algum o, €(0,1). O tamanho do passo o, é escolhido para minimizar @ ao
longo da direcdo calculada.

Voltando & fungdo (2.14), vamos fazer algumas manipulagdes algébricas para

extrairmos algumas propriedades de @ ,. Primeiramente vamos somar e subtrair dois novos

termos, como segue:

AVA
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@, (x,z)=plogx"z-nlogx"z-) log x,z, +nlog x" z—nlogn+nlogn.

i=]
Aplicando as propriedades de logaritmo temos:

(Dp(x,z)=plogxrz—nlogxrz—[logx—’rz—'nﬂog xzrzz n+---+log x"f" n]+nlogn,

X-Z X Z X Z

=, (x,z)=(p-n)log x” z—Zlog Z/ +nlogn.
i=] Z n
Ou seja, podemos rescrever a fungdo (2.14) da seguinte maneira:

@, (x,z)=(p-n)logx"z - Zlog / +nlogn (2.15)
"z/n

i=1
De (2.15) percebemos que @ , faz o balanceamento entre dualidade e centralidade. Se

x"z é pequeno, favorecemos a dualidade e se nenhum x,z, é muito menor do que a média

T

X Z ;
n=——, favorecemos a centralidade.
n

Duas propriedades importantes podem ser entdo observadas:

T

: X Z .
1. ®, — +oose x;z; > 0, para algum i, mas p=—— néo tende a zero;
n

2. ®, - - se, e somente se (x, y, 2) -50°.
De acordo com as condigdes de KKT, s6 estaremos no 6timo se x”z = 0. Portanto, é

desejavel que o método aproveite a funcdo de barreira de modo a forgar p — 0.

A propriedade (1) € o efeito de barreira, pois para que p— 0, todas as componentes

de x"z devem ir a zero. Caso s6 algumas tendam a zero, ®_ — 40, funcionando entdo como
4]

uma barreira.

Por outro lado, o termo [ Zlog % /* +nlognJ tem um limite inferior [Wright -
i=l x"z/n

1997]. Portanto, ®, — — o se, e somente se (p—n)logx"z ——w, o que implica que

AVA
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x"z — 0. Entdo, o método de Redugio de Potencial gera iteragdes no sentido de levar p—0,

usando informagdes fornecidas por estas duas propriedades.

Algoritmo de Reducgao de Potencial Primal-Dual

Este algoritmo toma o, =£, onde p>n € o pardmetro de (2.15). O passo a, é
p

escolhido para minimizar @ p() ao longo da dire¢do de busca e mantendo a viabilidade.

Algoritmo RP [Wright - 1997]

Fase I

Passo 1: (Inicializacdo). Faga k=0, p > n e encontre (xo, y’, zD)e Q°;

Fase 11

Passo 2: (Verificando otimalidade). Se o ponto (xk,yk,zk) satisfaz os critérios de

otimalidade, pare.

Passo 3: (Cdlculo da dire¢ao de busca). Seja o, =2 ¢ resolva (2.10) para obter
p

(Ax*, Ay, Az*);
Passo 4: (Cdlculo do tamanho do passo). Calcule:
a,, =suploe [O,I]I(x, z)+a(Ax, Az) > 0},

eescolha o, de o, =arg min (Dp(x" +aAxt, 2t +ahzt);

(]'.E(O.ﬂ:mu
Passo 5: (Atualizagao).
(xhl, ym 7t )= (xk, yt 2 )+ a, (Axk,Ayk‘AZk );

Faca k =k +1 e volte ao passo 2.
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Como foi citado anteriormente, este algoritmo se diferencia da estrutura Primal-Dual,
da se¢do 2.2.2, pela mudanga no valor de o, e pela escolha do tamanho do passo a, , como

pode ser observado acima.

2.4 Método da Trajetdria Central

Os algoritmos do tipo Trajetéria Central (ou Path-Following, como sdo conhecidos),
restringem as suas iteragdes a uma vizinhanga da trajetéria central C (se¢do 2.2.1) [Gonzaga
- 1989]. A vizinhanga da Trajetéria Central elimina pontos (x, z) que estdo préximos da
fronteira da regido vidvel e calcula a dire¢do de busca de qualquer ponto da vizinhanga
fazendo, pelo menos, progresso na dire¢ao do conjunto solugao.

Nestes algoritmos, usaremos a métrica dual p=x"z/n, como definida em (2.5), para
definir o qudo desejavel € um ponto no espago de busca. Esta métrica dual p, (calculada a
cada iteragdo) € for¢ada a zero quando k — oo, e assim o ponto (xk,yk,zk) satisfaz as

condi¢des de KKT definidas em (2.1).
As duas vizinhangas mais importantes de C sio:

1. avizinhanga de norma-2, X,(8), definida por:

N, (0)={x, . 2) € Q° /| XZe — pe| < O}

para algum 0¢(0,1);

2. e avizinhanga de norma-co, X __(6), definida por:

N_(0)= {(x y,2)€Q°/x,z, 26p paratodo i=1,2,..., n}
para algumBe(O, 1).

Observe que na vizinhanga N__(0) os parimetros x,z, 26u sdo escolhidos de

maneira que n@o se aproximam da fronteira da regido vidvel.

A cor cinza na figura 2.2 abaixo ilustra duas possiveis regides:




Capitulo 2 — Métodos de Pontos Interiores

¥,(0.25) N_,(0.25)

Figura 2.2 — Exemplo de vizinhangas da Trajetéria Central

Os métodos da Trajetéria Central seguem a Estrutura Primal-Dual definida na se¢ao

2.2.2. Estes métodos selecionam uma das vizinhangas definidas em (2.16) e (2.17) e escolhem

o parametro de centralizag@o ¢ e o tamanho do passo o, para garantir que em cada iteragdo o

ponto (x", i ) esteja dentro da vizinhanga escolhida [Wright - 1997].

Nesta secdo descreveremos dois métodos da Trajetéria Central que utilizam a

vizinhanga N,(0): o Método da Trajetéria Central de Passo Curto, € o Método Preditor
Corretor. Abordaremos também um método que usa a vizinhanga N_W(B), 0 Método da

Trajetoria Central de Passo Longo, e uma variante deste Gltimo método, o Método de Ponto

Interior Invidvel.

2.4.1 Método da Trajetéria Central de Passo Curto (TCC)

Este método se caracteriza pela sua simplicidade: ele inicia no ponto

(xo, y°, zo)e N,(8) e usa valores uniformes a, =1 € o, =c, onde 0 e ¢ satisfazem a uma

certa relagdo, descrita no algoritmo abaixo. Em toda iteragdo o ponto (x" 5,2 ) situa-se em

NE(G), e a métrica dual p, converge linearmente para zero com razio constante 1 -oc.

AVA
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Algoritmo TCC [Wright - 1997]

Fase 1

Passo 1: (Inicializagdo). Fagak =0, 0 =0.4, c=1- 8 encontre (x° sz’ )e N,(0).

T

Fase II

Passo 2: (Verificando otimalidade). Se o ponto (x",y",z") satisfaz os critérios de

otimalidade, pare.

Passo 3: (Cdlculo da dire¢do de busca). Seja o, =c, resolva (2.10) para obter
(Ax*.Ay*,Azk);

Passo 4: (Atualizacado).
(5,2 )= o2 ot )
Volte ao passo 2.

De acordo com [Wright — 1997] os parametros 0 e o sdo escolhidos de modo a

garantir a convergéncia linear e global do método.

2.4.2 Método Preditor - Corretor (PC)

No algoritmo PC escolhemos o, = o estritamente O ou 1. Esta escolha tem a dupla

finalidade de melhorar a centralizagao e reduzir a métrica dual p em um tnico passo. O
algoritmo PC toma dois tipos diferentes de passos para alcangar cada um desses objetivos,

que sdo:
e Passo preditor (o, =0), para reduzir y;
e Passo corretor (5, =1), para melhorar a centralizagdo.

Uma outra caracteristica deste algoritmo € o par de vizinhangas N,, aninhadas uma

dentro da outra. As iteragdes de indices pares {(x", v, z"),comk par} ficam no interior da

vizinhanga, ao passo que as iteragdes de indices impares desviam-se para a vizinhanga
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externa. Podemos definir a vizinhanga interna como ¥, (0.25) e a externa como X, (0.5).

Outras escolhas podem ser feitas, se garantirmos que as duas vizinhangas estejam

relacionadas uma com a outra como no algoritmo abaixo [Wright - 1997].

Algoritmo PC [Wright - 1997]

Fase 1

Passo 1: (Inicializagao). Faga k = 0 e escolha (xc, y¥,2° )e N,(0.25).

Fase I1

Passo 2: (Verificando otimalidade). Se o ponto (x",y*,z") satisfaz os critérios de

otimalidade, pare.

Passo 3: (Passo preditor). Se k é par:
Resolva (2.10) com (o, =0) para obter (Ax*,Ay*,Az");
Escolha o, como o maior valor de a em [0, 1], tal que
(e, v, 24+, (Axk A% AZK )e R, (0.5);
V4 ao passo 5.

Passo 4: (Passo corretor). Se k é impar:
Resolva (2.10) com (o, =1) para obter (Ax",Ay",Az*);
V4 ao passo 5.

Passo 5: (Atualizagao).

Se k € par:
Faca (xm, yhHl, Zk )= (x* Lk, z* )+ a, (Ax.t’Ayk Azt );

Faca k =k +1 e volte ao passo 2.
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Se k € impar:
Faca (xk+l , ke, 2k )=(xk Ly, 2t )+ (Axk ,Ay*, Azt );

Faca k =k +1 e volte ao passo 2.

2.4.3 Método da Trajetoria Central de Passo Longo (TCL)

O algoritmo da Trajet6ria Central de Passo Longo gera uma seqiiéncia de pontos na

vizinhangaX __(6), com 0 pequeno (um valor tipico para este pardmetro é 0=107"),

reduzindo os seus elementos estritamente ao conjunto vidvel Q°.

Em cada iteragdo, escolnemos um parametro de centralizagdo o, que situa-se entre
dois valores fixos o, € 6, ,onde0< o, < o . <Il. Adiregdo de busca € calculada por
(2.10), como nos outros métodos, e escolnemos o tamanho do passo o, como o maior

possivel, localizando-se dentro de X __ (8).

Algoritmo (TCL) [Wright - 1997]

Fase I
Passo 1: (Inicializagcdo). Faga k = 0, escolha 0, o, , 6., com 6 e(O, 1), 0<o,;, <O <1, €

(x°,y°,z°)eN_(6).

Fase II

Passo 2: (Verificando otimalidade). Se o ponto (x",yk,z") satisfaz os critérios de

otimalidade, pare.

Passo 3: (Cdlculo da diregdo de busca). Escolha ¢, € [Gmin + O ax ];
Resolva (2.10) para obter (Ax",Ay".Az");
Passo 4: (Atualizacdo). Escolha o, como o maior valor de o em [0, 1] tal que:

(xk+|,yk+|,zk+l)= (xk,yk’zk )+ o, (&xk,AYk’Az" )e N_w(e);
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Faga (x.hl,yh-l’ s )=(xk’yk‘zk )+ a, (Axk,Ayk,Azk )
Faga k =k +1 e volte ao passo 2.

Os métodos discutidos nesta se¢do sdo variantes da estrutura Primal-Dual da segdo
2.2.2, e seguem explicitamente a trajetéria central C. Cada um dos algoritmos desta secdo se

diferencia por usar as vizinhangas X__(0) e N,(0) de maneira distinta.

2.4.4 Método de Pontos Interiores Inviavel (PII)

Para todos os métodos discutidos até aqui, supomos que temos um ponto inicial
(xo, yo,zo)e Q°. Contudo, para muitos problemas, um ponto inicial é muito dificil de ser
obtido. Podemos obté-lo pela reformulagdo do problema, porém esta estratégia pode trazer

distorgdes, tornando-o de dificil resolugao.

Na préxima sec¢do (se¢@o 2.5) veremos 0 Método M-Grande que é usado para obter um

ponto inicial. Aqui trataremos do Método de Pontos Interiores Invidvel, o qual requer apenas

0

que as varidveis x° e z° sejam estritamente positivas. A direcio de busca sofre uma

modifica¢do para mover-se em dire¢do a regido vidvel e obter uma centralizagdo. Porém, é
necessdria uma unica mudanga nas equagdes de (2.6). Definiremos os residuos para as duas

equagdes lineares:
rn=Ax-ber.=A"y+z-c.
Assim, (2.6) tem a forma:

k
Ax -,

0
1 =T
X

-X,Z,e+ocope
Seguindo os passos (2.7) e (2.9), obtemos as seguintes equagdes:
AZ7'XAT Ay = -1, + Alx=Z " Xr, ~opz '), (2.18 a)
Az=-r.—ATy (2.18 b)

Ax=-x+0opZ'e-Z"' XAz (2.18 ¢)
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A dire¢do de busca (2.18) € ainda um passo de Newton em dire¢do ao ponto
(x.,y.,z.)eC. O método tenta eliminar a inviabilidade em um tnico passo. Se tomarmos
a=1, os residuos r, e r, tornam-se zero, € todas as demais iteragGes permanecem
estritamente vidveis. Porém devemos respeitar duas condigdes importantes para a escolha de
o: (i) a quantidade na qual as restricdes Ax=b e AT y+z=c sdo violadas pelos residuos

precisam ser diminuidas tdo rdpido quanto p, e (ii) fazer p decrescer uma pequena quantia
prevista em cada iteragdo, usando, por exemplo, a condi¢io do tipo Armijo

(.., <(1-0.1a ), ).Ou seja, a condigdo de Armijo € imposta para garantir o decréscimo de p,
outros critérios podem ser usados, veja [Writght - 1997].
O método de Pontos Interiores Invidvel trabalha com uma vizinhanga da trajetdria

central X__(0,B), que é uma extensio de N_,(0), definida em (2.17), a qual inclui pontos

inviaveis. Esta vizinhanga € definida por:

(2.19)

0 0
”rb s Ve

N_,(6,B)=1(x, y,z)r‘"rb,rc"S — Bu, (x,2)>0,x;2; 20p,i=12,...,n},

onde 0€(0,1) e B=1 sdo pardmetros dados, (rf,:;“) e W, sdo calculados no ponto inicial

(xo. y°, zo). Note que:

B>1

garante que o ponto inicial (x“, yo, z”)e - (9, B).

Para todos os pontos na vizinhanga N__ (9, B), a inviabilidade € uniformemente
limitada por algum miiltiplo da métrica dual p. For¢ando p, tender a zero monotonicamente e
restringindo todas as iteragdes (x*, y*,z*) 2 vizinhanga X_,(6,B), o algoritmo de Pontos
Interiores Invidvel garante que rf —0 e r‘ —0, quando k —> . A outra condigdo de
(2.19), x,z, 26, tem a mesma finalidade que na vizinhanga N_m(e). Esta condi¢@o mantém
o balango entre os pares x,z, evitando dire¢des com componentes que aproximam-se de zero

prematuramente, o que distorceria as diregdes de Newton.

Um algoritmo para o método de Pontos Interiores Invidvel pode ser formulado como

segue.
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Algoritmo (PII) [Wright - 1997]

Fase I
Passo 1: (Inicializagdo). Faga k = 0. Escolha 0, B, o, , o, tal que 0e(0,1), B=1,

0< iy <O e <0.5; escolha (x°, y°, 2°) tal que (x°,2°)>0.

Fase 11

Passo 2: (Verificando otimalidade). Se o ponto (x",y",z") satisfaz os critérios de

otimalidade, pare.

Passo 3: (Cdlculo da dire¢do de busca). Escolha o, € [cm + O ax ];
Resolva (2.18) para obter (Ax",Ay*,Az" );
Passo 4: (Atualizacao). Escolha o, como o maior valor de o em [0, 1] tal que:

(e, % 2* o (o ap* A2k )e N, (0,B);

e a seguinte condigdo de Armijo seja satisfeita:

Hin S (1 -0. la)l"k

Faca (xhl,yh-l,zkﬂ )= (xk ,yk ZF )+ a, (Axk ,Ay",Az").

Faca k =k +1 e volte ao passo 2.

2.5 Comentarios Praticos sobre o Algoritmo de Pontos

Interiores Primal-Dual

Na se¢do 2.2.2 definimos uma estrutura geral para o algoritmo Primal-Dual, e nas
secdes 2.3 e 2.4 definimos algumas variantes desta estrutura. Porém, durante estas discussdes,
tomamos como conhecida uma solugdo inicial ¢ omitimos o critério de parada do algoritmo.

Trataremos nesta se¢do destes topicos, bem como de uma estrutura mais “completa” para o

algoritmo Primal-Dual.
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2.5.1 Solucao Inicial

Até aqui, discutimos sobre algoritmos de Pontos Interiores, supondo conhecida uma
solugdo inicial. A dificuldade em obter uma solug@o inicial é equivalente a de aplicar o
algoritmo até a solug@o 6tima; por isso, muitos algoritmos tedricos assumem a existéncia de
um ponto inicial e o usam para inicializar o algoritmo. O processo de encontrar uma solugio
inicial € conhecido como “Fase I” do algoritmo, e o processo de resolver o algoritmo até a
otimalidade, de “Fase II” [Levkovitz — 1992]. Entdo, nesta se¢do, abordaremos a Fase I do

algoritmo Primal-Dual.

Seja (xo,yo,zo) com (xo,z°)>0 uma solugdo primal-dual inicial invidvel. Para

obter uma solucao vidvel considere os seguintes problemas primal e dual artificiais:

Min. ¢"x+M,x,,,
S.a Ax+(b-Ax")x

n+l

=b

(ATyO +2° —c)r.lr+xﬂ+2 =M,
(% %15%,12) 20,

n+l?

Max. b y+M,y,.,

S.a ATy+(ATy°+z°—c y . +tZ=c
(b_Axo)Ty"'Zml =M,
Ymat +2n2=0
(20 2012 2002) 20,

onde x,,, € y,., sdo varidveis artificiais dos problemas primal e dual, respectivamente, com

seus coeficientes de custo artificiais M, e M. O coeficiente dessas varidveis na primeira
restri¢io de (PLA) e na primeira de (PDA) correspondem a uma medida de inviabilidade da
aproximagdo inicial. A varidvel x,,, corresponde a varidvel dual artificial y, ., € z,,,,2,,,
sdo as varidveis duais de folga correspondentes a x,,, € x,,,. Essas varidveis sdo necessarias

para manter a relagdo de dualidade entre os dois problemas.
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Fixando-se M, e M, com valores que dominam a fung¢do objetivo primal e dual,

garantimos que a dire¢do de busca é dominada pela direg@o vidvel. Se um ponto vidvel existe,
entdo durante o processo iterativo as varidveis artificiais gradualmente convergem para zero

[Levkovitz — 1992].

Podemos escolher M, e M , de maneira que:

M, > (b—AxO)T ¥,

MD>(ATy+z0—c)rx°, (2.210)

V]
n+2

entio (x°,x°,,,x’,,) e (yo,yﬂﬂ.z",zfﬂ,zgd) sdo solugdes vidveis para os problemas

artificiais (PLA) e (PDA), respectivamente.

Os valores de x,,,x2,,, ¥o.1. 200 € z0,, podem ser obtidos como segue.

Seja Ax+ (b - Ax° ler =b e tomemos x = x° . Entdo:
Ax +(b— Ax° ), =b, (2.22 a)
Ax°(1-x°,,)=b(1-x°,,). (2.22b)

Mas, (2.22 b) s6 sera verdadeira quando:

1-x°

0: s
Xnsl =1.

Procedendo analogamente para A" y + (AT yo+2° - c)yﬂd + 2 =c, obtemos:

0
ym+l =_1'

Das demais restri¢des obtemos:

0 T.0 0 T o
xn+1=MD"(Ay +2 "C)x’
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2, =M, -(b-Ax") y°, (2.25)

20, =1. (2.26)

A partir daqui, buscamos as solugdes de (PLA) e (PDA) de maneira que se relacionam
com os problemas originais (PL) e (PD), respectivamente, de acordo com o Teorema 3

abaixo.

Teorema 3 [FP - 1993]: Sejam x" e (y' ; z') solugdes 6timas dos problemas originais (PL) e

(PD), respectivamente. E além disso em (2.21), suponha que:

My>(ATy+2°—c) x°,

T -
M,>b-4x)y".
Entdo as duas afirmacgdes abaixo sao verdadeiras:

i. Uma solugdo vidvel (X,X,,,,X,,,) de (PLA) é um ponto de minimo se, e somente

se x resolve (PL)e x,,, =0.

ii. Uma solugdo viavel (¥,¥,.,,Z,Z,.>Z,.,) de (PDA) é um ponto de maximo se, e

somente se (¥,Z) resolve (PD) e ¥,,,, =0.

A prova deste teorema encontra-se na referéncia citada.
Devemos observar que este € exatamente o método do M-Grande, tradicionalmente

usado em associa¢do com o Simplex e aqui adaptado para os métodos primais-duais. Outros

valores para M, e M, foram sugeridos por pesquisadores como M. Kojima e Kevin A.

McShane [Levkovitz — 1992].




Capitulo 2 — Métodos de Pontos Interiores

2.5.2 Critério de Parada

Ao contrdrio do método Simplex, o algoritmo de Ponto Interior Primal-Dual nunca
encontra uma solu¢do exata para o problema de PL. Por isso, o algoritmo precisa usar um
critério de parada para decidir quando a iteragdo corrente estd préxima o suficiente da

solugdo 6tima [Wright - 1997].
Muitos algoritmos consideram uma boa solugdo aproximada a solugdo que possui 0s
residuos primal r, = Ax—b, dual r. =A"y+z—c e a métrica dual p suficientemente

pequenos. Para esse fim pode-se usar medidas relativas diminuindo os problemas de escala

dos dados [Wright - 1997]. Testes tipicos para uma solugio (x, Y, z) sao:

A
T T

(2.27 a)

Il _[A7y+2-o

- (2.27 b)
L+l 1+]d

=]

(2.27¢)

onde t, € a tolerancia. Naturalmente outros critérios podem ser adotados em concordincia

com a aplicagdo a um problema especifico. Para outros tipos de critério de parada, veja [FP -
1993] e [BM - 1992].
2.5.3 Algoritmo Primal-Dual

Como ltimo tépico deste capitulo, daremos uma estrutura mais ‘“completa” do

algoritmo primal-dual para uso no estudo dos préximos capitulos.
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Fase I

Passo 1: (Inicializagao). Faga k = 0, encontre (xo, y°,2° )e Q° uma solugdo inicial e defina

7, >0 uma tolerancia suficientemente pequena.

Fase 11

Passo 2: (Verificagao da otimalidade). Se

A
L+~ 1A

Il |

L+]d -

entao pare. A soluc¢do encontrada é 6tima.

Yk

Passo 3: (Cdlculo da diregdo do passo). Sejacy € [0, 1]e p, = X /% Calcule:
n

AZ]'X, ATAY* = A(X e - 0,1, Z] ")
Az* =—-AT AY*
Ax* =-X,e+o,n,Z'e-Z'X AZ"
Passo 4: (Atualizagao). Faga
(x“'.y'”',z*”)=(x",yk,z")+ak(Ax*,Ay*,Az").

Faca k =k +1 e volte ao passo 2.

No préximo capitulo, discutiremos como obter um plano de corte a partir de uma
solu¢cdo do método de Pontos Interiores € os ajustes necessdrios no método de Pontos

Interiores para a sua utiliza¢do no método de Planos de Cortes.




Capitulo
Planos de Corte e Pontos
3 Interiores

Método de Planos de Corte foi a primeira técnica sistemética desenvolvida para resolver

problemas de Programacido Inteira. A técnica é simples: é construida uma seqiiéncia de
problemas lineares pela adigdo sucessiva de inequagdes lineares que eliminem a solug@o 6tima
do problema linear anterior mas que ndo eliminem nenhum ponto vidvel inteiro. Este método foi
primeiro proposto por Dantzig et alii (1954) para resolugdo do problema do caixeiro viajante
[Rangel - 1995], mas ganhou notoriedade através do trabalho de Gomory [Gomory - 1958].

A idéia de Gomory entusiasmou muito a comunidade cientifica em principio, mas acabou
sendo considerada de pouca utilidade prética. Porém, mais recentemente outras maneiras de
gerar os cortes, em conjunto com desenvolvimentos mais recentes em Programacdo Linear e
Inteira reacenderam o interesse nos planos de cortes.

Em geral os problemas lineares envolvidos no método de planos de cortes sdo resolvidos
usando o método Simplex. O propésito deste capitulo é o de mostrar como resolver estes
problemas lineares usando o método de Pontos Interiores, como gerar planos de cortes (de

Gomory), reotimizar e recuperar a viabilidade do problema apés a adi¢io de planos de cortes .

3.1 Passos Iniciais

Antes de prosseguirmos, vejamos algumas defini¢des utteis.
Considere o problema de Programacdo Linear Inteira:
Min. ¢’ x
Sa Ax=b
x20

x inteiro,

(PD)

com AeZ™", bel™ e x,cel", onde Z ¢é o conjunto dos numeros inteiros e

Rl = {x €el"/Ax=b,x2 0}, o conjunto das solugdes vidveis de (PI).
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O problema relaxado de (PI) (chamado de relaxagdo linear) é o problema de
Programacgéo Linear obtido de (PI) eliminando a restrigdo de que a solug@o seja inteira, isto é:
Min. ¢"x
(PL) Sa Ax=b

x20.

O problema dual da relaxagdo de (PL) é:

Max. b"y
(PD) Sa A"y+z=c
z20, yirrestrito.
Denominamos inequagdo vdlida para (PI) a uma inequacgdo linear que € satisfeita por

todos os pontos vidveis do (PI), isto é:

agxsbo, vxe P!,

com a, e R" e b, e N.

Quando uma inequagdo vilida é adicionada a (PL) e ela elimina um ponto fracionario x"

de (PL), ou seja,
asx by
achamamos de plano de corte.

Naturalmente a inclusdo de uma inequa¢do a um (PL) tem uma série de implicagdes a
serem esclarecidas, por exemplo: como gerar inequagdes validas, como reotimizar o problema
ap6s a adi¢do e/ou eliminagdao de inequagdes, quando devemos gerar novos cortes € quando
podemos eliminar cortes que tornam-se desnecessdrios para o problema. Mas antes € instrutivo

termos uma primeira visdo de um algoritmo de Planos de Cortes.

Algoritmo de Planos de Corte [FW - 1996]

Passo 1: (Resolvendo a relaxagdo). Resolva a relaxagdo (PL) correspondente ao problema (PI).
Se o problema (PL) for invidvel ou ilimitado, entdo pare, (PI) € invidvel ou ilimitado. Se x" for

inteiro, entdo pare, resolvemos o (PI). Caso contrério, tome x  uma solugio 6tima de (PL).

Passo 2: (Problema de Separacdo). Encontre uma inequagdo vdlida com as seguintes
propriedades:

; T I
ayx >bye a,xsh,, Yxel.
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Passo 3: (Adicionando cortes). Acrescente esta nova inequagio ao conjunto de restrigdes e volte

ao passo 1.

3.2 Gerando Planos de Cortes de Gomory

Podemos gerar diferentes inequagdes validas (planos de cortes) satisfazendo as condigdes
do passo 2 do algoritmo de planos de cortes (se¢do 3.1). Nesta se¢cdo abordaremos o Corte de
Gomory, tendo por base o trabalho de Gomory [Gomory - 1958] e Ferreira e Wakabayashi [FW
- 1996].

O nome plano de corte vem do fato de que a cada iteragdo a solugdo 6tima de (PL)
corrente vai sendo cortada. Quando resolvemos a relaxagdo de (PI), ou seja, resolvemos (PL)
usando o algoritmo Simplex, podemos gerar cortes a partir de qualquer restricao associada a
varidvel bésica que tenha valor fraciondrio; e/ou da fungdo objetivo, usando os custos reduzidos
6timos, quando estes tém valor fracionério.

Seja uma parti¢do da matriz A = [B | N], tal que a submatriz B é uma matriz nao-singular

correspondente as varidveis bésicas x, e N a submatriz correspondente as varidveis ndo-basicas

x,. O valor da solugdo 6tima do (PL) serd denotada por ¢", ou seja, ¢ =c’x", A=B~'N,

. _ p-l -7 _ .T T
b=B"bec =cy—-czA.
Uma solugdo bésica, relativa a base B, pode ser escrita na forma:
_ n-l -1 i Tl
X, =B "b-B Nx, =b-Ax,.
Ou seja, considerando a i-ésima varidvel basica com valor fraciondrio temos:
(3.1

Considere a fungdo f, =a—|_aJ, onde |_aJ (fung@o piso) representa o maior inteiro
menor ou igual do que a, € a fungdo f, representa a parte fraciondria de a.

Uma inequagdo vélida para (PI) pode ser obtida considerando que como x>0, podemos

tomar a parte inteira do lado esquerdo da equagio (3.1) e obter:

5 Y|, k <x,, vieB. (3.2)

jeN
Subtraindo (3.2) de (3.1), obtemos:
f; =2, f:,x;50,VieB.

jeN

Rescrevendo (3.3), obtemos:
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Zfauszf-;‘, YieB. (3.4)

jeN
A inequagdo (3.4) € um plano de corte, mais precisamente, um plano de corte de Gomory
gerado de varidveis basicas com valores fracionarios.
Uma outra maneira de se gerar cortes é usando a fungao objetivo.
Rescrevendo a fungdo objetivo temos:
cih+Thx, =c'x,
c-‘;ngZE}.xj =c’x. 133)
jeN
Analogamente aos passos (3.1) — (3.4) acima, podemos obter um corte através da fungio
objetivo de (PL).
Sendo x>0, tomemos a parte inteira do lado esquerdo da equagdo (3.5) obtendo a
seguinte inequagao:
|3t J+ X[z, e, <™. (3.6)
jeN
Substituindo (3.5) em (3.6), temos:

B+ Sle, by s+ o

JeN JjeN

(].Cx'Bf.J_CiBf )+ Z(I_E,J_ Ej )Ij <0,

JeN

- fg5 = 2. fe, %, SO.

JeN
Multiplicando (3.7) por (-1), obtemos:
Fo+ D, %20, (3.7a)

jeN
Observe que a inequagd@o acima (3.7 a) tem que ser estritamente maior que zero, pois s6
geramos planos de cortes a partir dos custos relativos fraciondrios e a soma das partes

fraciondrias nunca serd igual a zero, portanto rescrevemos tal inequagédo como segue:

fap + 2. fz, x; >0 (3.8)

JeN
A validade das inequagdes (3.4) e (3.8) para (PI) pode ser resumida no Teorema 4,
abaixo, adaptado de [FW - 1996].
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Teorema 4: Considere o problema (PI), onde A e b sdo inteiros. Seja x* uma solugdo 6tima de
(PL) e B a base associada a solugdo x". Entdo as inequagdes:

2 fi,%2f;, VieB,

JeN
fc;g & Zfz:ﬁjxj >0,
JeN

sdo planos de cortes para a solugdo x°, caso b, ou ¢’ sejam fraciondrios,

[

respectivamente.

Os planos de cortes do teorema 4 sdo conhecidos como cortes de Gomory. Em geral,
estes cortes sdo gerados a partir do método Simplex, porém Mitchell [Mitchell - 1997] mostrou
que € possivel gerar cortes de Gomory usando o método de Pontos Interiores, o que serd motivo

de estudo na proxima subsecao.

3.3 Planos de Cortes Gerados a partir de Pontos Interiores

Até aqui vimos como gerar cortes a partir das restrigdes e/ou da fungdo objetivo do
problema quando estes tém valores fraciondrios e sdo obtidos através do método Simplex.
Apresentaremos aqui como gerar estes cortes quando trabalhando com Método de Pontos
Interiores.

Quando usamos um método de Pontos Interiores para resolver a relaxagdo (PL) é

necessario calcular, em cada iteragdo, a seguinte matriz definida positiva:
(ap2a7),
onde D=X72Z /2, € uma matriz diagonal nxn, com X, =x; e Z,; =z, matrizes diagonais

nxn (veja se¢do 2.2). Outros valores podem ser atribuidos a D, tais como X ou Z7',
dependendo do método de Ponto Interior utilizado; aqui estamos supondo o uso do método de

Ponto Interior Primal-Dual discutido no capitulo 2.

Esta matriz (ADzAT) pode ser usada para gerar um plano de corte. Este corte ¢

equivalente ao plano de corte de Gomory se a relaxagdo corrente for resolvida até a otimalidade
e for ndo-degenerada.

Mitchell [Mitchell - 1997] propde o uso da matriz M “ para gerar os planos de cortes:

M = DA (AD*A™ )" A.
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Esta matriz é facilmente construida, pois a cada iteragdo do método de Ponto Interior temos a
decomposi¢do de Cholesky de AD*A” . As linhas da matriz M “ podem ser geradas uma a uma
e servirdo para a criagdo dos cortes. A i-ésima linhade M, d,, pode ser obtida resolvendo-se

o sistema:

(3.9

(ADzAT )v,. = Dr.fal.,
onde:
a, — € ai-ésima coluna de A;
D’a, —éai-ésimalinhade D*A".
Portanto:
dl =V A.
O Teorema 5 a seguir [Mitchell - 1997] relaciona a otimalidade de (PL) com a solugdo

do método Simplex e com a matriz M .

Teorema 5: Suponha que (PL) seja ndo degenerado e que x; é uma varidvel bdsica em sua

solug¢@o 6tima. Conforme avangamos nas iteragdes de Pontos Interiores, a i-€sima

linha de M tende 2 linha correspondente 2 varidvel bésica x; da solugdo 6tima

obtida pelo método Simplex.

Prova: Particionaremos a matriz A em colunas bésicas B, e ndo bésicas N, e assumiremos, sem
perda de generalidade, que as primeiras m colunas de A serdo as colunas das variaveis basicas,

tal que A = [B | N]. Definiremos também como D, e D, as matrizes relativas a parti¢do da

matriz D correspondente a B e N, respectivamente. Entdo, na solugdo 6tima temos que D, =0,

pois D = X’VZZ_%, onde X, =x; e Z; = z; sdo matrizes diagonais n x n.

Rescrevendo a matriz M, de acordo com as parti¢gdes acima, teremos:

we % o % ]

Como D, =0, temos:
BT
| w
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Mw=[DiBT][[BD; O]L:’ZB-I[B N]

M“"=[D éoBT}(Bojsf)"[B N]=[B(:][B N]

e finalmente:

e | 1 B'N
1o o |

Isto €, as m primeiras linhas de M’ nos ddo o quadro Simplex 6timo do (PL). B

Para gerarmos o corte, partimos da relagdo d =v A, onde v, é dado por (3.9).

Multiplicando-se por x em ambos os lados temos
dl x=v] Ax,

i

lembrando que Ax =b, entdo a equagao acima fica:

d.Tx=v;"b. (3.10)

i
Podemos usar esta equagdo para gerar inequagdes vdlidas para o (PI) em qualquer
iteracdo. No limite da otimalidade esta inequag@o serd o corte de Gomory associado 2 varidvel

bésica x; . Este resultado estd enunciado no Teorema 6 [Mitchell - 1997] abaixo.

Teorema 6: Seja d, a i-ésima linha da matriz M e seja v, =D[.‘2.(AD2AT)‘1a{.. Entdo a

inequagao
fax2fa, (3.11)
¢ satisfeita para toda solugdo viavel de (PI). Se (PL) é nao degenerado entdo esta

restri¢do da o corte de Gomory para a varidvel x; quando (cTJ_c -b" ?) —0.

Prova: Temos que:

dx=vb, (3.12)

para cada x satisfazendo Ax=b. Entdo podemos tomar a parte inteira de (3.12), obtendo a
inequagao:

ld7 Je<vTb. (3.13)
Considerando que, para pontos inteiros vidveis, o valor do lado esquerdo da inequagédo (3.13)

deve ser um inteiro, podemos também tomar a parte inteira do lado direito, obtendo:
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ld7 Jx<|v7 |b. (3.14)
Subtraindo (3.14) de (3.12), obtemos:
fdrxzfvrb (315)

Na otimalidade a i-ésima componente de 4 tende a 1, e se o problema é nao degenerado,
i

entdo d, nos d4 exatamente a linha correspondente a varidvel basica x, do método Simplex. E
ainda mais, o valorde x, é v/b.H

Para gerar cortes de Gomory a partir da fungao objetivo partimos da propriedade de que
quando usamos um método de Pontos Interiores, as folgas duais estdao disponiveis e sdo iguais
aos custos reduzidos das varidveis primais na otimalidade.

Como vimos na segio 3.2, se o valor 6timo da fungdo objetivo, ¢ =c’ x", é fracionério,
entao a inequagao:

fL_55 +Zf€-.jx‘,. >0,

JeN
é vélida para o (PI) mas € violada pela solugdo 6tima de (PL), servindo portanto como um plano
de corte. E possivel gerar esta inequagdo através de qualquer par de solugdes primal-dual vidveis.

O Teorema 7 [Mitchell - 1997] abaixo nos mostra como obté-la.

Teorema 7: Sejam x e y solugdes primal e dual vidveis respectivamente € z a folga dual

correspondente. Suponha que existe um inteiro p tal que p<b'y<c'¥<p+1.

Entdo a restri¢ao:
(3.16)

fs+ zn:fzx,. >1
i=1

¢ vélida para (PI) mas violada por X . Mais ainda: se o (PL) for ndo-degenerado,

#

entdo esta restricio é equivalente ao corte de Gomory (3.8) no limite

(c"x-b"y)—>0.

Prova: Vamos mostrar inicialmente que a inequagdo (3.16) € vélida para toda solugdo de (PI).
De (PD) segue:
c"x=b"y+7'x (3.17 a)

Tx=[b7F ]+ £, +[27T ] £ (3.17 b)
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TE=bTF [+ [ZTE ¢ £+ o (3.17¢)

Seja x a solucdo 6tima do (PI). Como ¢’ x" € inteiro, f

sy + for. tem de ser inteiro e

seu valor tem de ser no minimo um, pois f,_ >0. Logo:

I +Zf5’x;. %1,
i=1

Agora vamos mostrar que o ponto X viola a inequagdo (3.16).
Seja:
b'y>p, (3.18 a)
by < p+l. (3.18 b)
Se tomarmos o piso de b” ¥ as inequagdes de (3.18) serdo:
75 )= p. 6199
1675 ]< p+1. (3.19 b)
Logo:
c"x<p+l=cx-p<l (3.20)
Substituindo (3.19 a) em (3.20), temos:
TE-[pTF]<1. (3.21)
De (3.17 b) temos que:
Tx-[b"5]= f, +77R. (3.22)
Substituindo (3.22) em (3.21) obtemos:
T, 42 %=1 (3.23)
Considerando apenas a parte fraciondria de z”7 X, temos:
fis % Jgre S Lirs 7Tx<l.
Portanto, o ponto X viola a inequagéo (3.16).
Finalmente, se o (PL) é ndo degenerado e se ¢'x=b"y, entdo Z, ¢ igual aos custos
reduzidos da varidvel X,, isto é Z, =¢,. Segue que o corte definido em (3.16) € o corte de

Gomory. ®
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3.4 Reotimizacao

Discutiremos agora algumas técnicas importantes do uso do método de Pontos Interiores
com Planos de Cortes, tais como: a reiniciagdo do algoritmo e recuperagdo da viabilidade do
problema apés a adi¢do de planos de cortes — reiniciando e recuperando a viabilidade primal, a
importancia da técnica de terminagdo antecipada — resolvendo a relaxagdo aproximadamente, e
a eliminagdo de inequagGes desnecessarias do conjunto de restricdes — gerando e eliminando

restrigoes.

Reiniciando o Algoritmo e Recuperando a Viabilidade Primal

Um ponto importante no uso de Planos de Cortes com método de Pontos Interiores é

como recuperar a viabilidade do problema ap6s a adi¢gao de novos cortes e reotimizé-lo.

Suponha que o plano de corte a; X <b, tenha sido adicionado ao problema, j4 com as
varidveis de folga (ag x = b, ). Entdo o problema tem agora a forma:

Min.c" x
Sa Ax=b
ajx= b,
x20
com dual correspondente:

Max.b" y+b,y,
(PD2) Sa A"y+ayy,+z=c
220, y,y, irrestrito.

Sabemos que a solugdo corrente % satisfaz Ax=b mas ndo satisfaz a] x =b,. O ponto
dual corrente §,Z € vidvel para (PD2) se tomarmos y, =0. Temos também que ¥>0,7>0 e

as folgas primal e dual sdo estritamente positivas, com exce¢do da folga associada a nova

restricdo. Reiniciar o problema deste ponto pode se tornar caro, pois como y, =0 ndo € um
ponto interior, o método de Pontos Interiores tentard primeiro gerar dire¢des para o centro do
politopo e depois diregdes que levem a solugdo. Uma maneira de se contornar este problema é
tomando y, =¢ (tornando o dual invidvel) e resolver o problema (PL2) usando um método de
Ponto Interior Invidvel. Também € benéfico levarmos a & qualquer varidvel com valor menor do

que €.
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Um certo cuidado pode ser tomado ao adotar este procedimento, pois ao tomando y, =¢
tornamos também o dual invidvel. Os parametros de controle do método de Pontos Interiores sdo
bem calculados para que haja um balango entre a busca pela otimalidade e pela viabilidade. Sem
este cuidado, o algoritmo pode acabar longe da otimalidade enquanto busca pela viabilidade.

Se a solugdo 6tima x de (PL2) satisfaz a restri¢do adicionada na igualdade, entdo y, serd
estritamente positivo (devido ao fato de que a maioria dos métodos de Pontos Interiores satisfaz
a complementaridade estrita — se¢do 2.2). Assim, o algoritmo aumenta y, de ¢ para um nimero

positivo, distanciando-se da face Yo =0.

Mais recentemente [Gondzio - 1998], foram desenvolvidas novas estratégias baseadas
em Centros Analiticos de Politopos onde a viabilidade — primal e dual — € recuperada mais
rapidamente, acelerando de modo geral o cédlculo da solugdao do problema, mas estas novas

técnicas fogem do escopo deste trabalho.

Resolvendo a Relaxagao Aproximadamente

Uma técnica que torna prético um algoritmo de Planos de Cortes e Pontos Interiores € a
terminagdo antecipada: a relaxagdo corrente € resolvida aproximadamente. Ou seja, a solugdo da
relaxag@o corrente linear é interrompida antes que a solug@o 6tima seja obtida e planos de cortes
sdo introduzidos para eliminar a solug@o aproximada.

Mitchell [Mitchell - 1995] faz algumas consideragbes a respeito das vantagens e
desvantagens deste procedimento. As principais vantagens sao:

e Na terminacdo antecipada, as solugdes iniciais para o préximo subproblema sdo mais
centradas; assim, poucas iteragdes sao requeridas para resolver o préximo subproblema.

e Poucas iteragdes sdo requeridas no problema corrente.

e A solugio antecipada estd mais préxima do centro da regido vidvel de (PL) do que da
solugdo 6tima, assim o algoritmo é capaz de encontrar cortes mais profundos, isto €,
cortes que eliminam mais a regido vidvel de (PL) e aproximam-se mais rapidamente do
envoltorio convexo de (PI).

Pode ocorrer que alguns cortes encontrados pela busca antecipada ndo sejam encontrados

até a proxima relaxagao, se a relaxagdo tiver sido resolvida até a otimalidade.

E as duas principais desvantagens sao:
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e Podemos ndo encontrar planos de corte: s6 ha a garantia de encontra-los se resolvéssemos
até a otimalidade. Assim, gastamos tempo procurando antecipadamente.

e Inversamente, pode ser que se resolvéssemos a relaxag@o corrente até a otimalidade, a
solugdo dtima de (PL) seria também solugdo do (PI); no entanto, usando a terminago
antecipada, a solugdo na iteragdo corrente pode estar fora do envoltério convexo da

regido vidvel, e assim a rotina de separacdo retorna cortes desnecessarios.

Para balancear as vantagens e desvantagens desta implementagdo ele usa uma tolerdncia

que se altera dinamicamente sobre o gap dual (ch—bT y): somente procuramos por planos de

cortes se a tolerdncia € menor que o gap dual. Assim, aumentamos o valor da tolerdncia quando
encontramos muitos planos de cortes e, diminuimos quando poucos (ou nenhum) planos de
cortes forem encontrados.

A terminagdo antecipada, quando bem dimensionada, serve para tornar o algoritmo
competitivo em relagdo ao Simplex com planos de corte. Este fato nos leva a perguntar se a
mesma idéia de terminar antecipadamente nao poderia ser utilizada no préprio Simplex. Mitchell
[Mitchell - 1995] apresenta algumas das razdes pelas quais isto ndo € apropriado. Em primeiro
lugar, o Simplex anda por pontos extremos, € por isso € provdvel que muitas varidveis sejam nao
fraciondrias (na verdade, nulas), e elementos vitais podem ser pivotados na base exatamente nas
dltimas iteragcdes. Em segundo lugar: pode acontecer de a solug@o da relaxagdo corrente resolver
o (PI), mas a terminagdo antecipada pode violar restrigdes mesmo que a solug@o 6tima ndo o
faca; isso levaria a uma adi¢do de planos de corte desnecessarios. E em terceiro lugar: temos a
comparacdo de tempo entre a procura por planos de corte violados pelo método de Pontos
Interiores e pelo método Simplex. Como as rotinas de separagdo sdo mais “caras” que as
iteragoes do Simplex, torna-se impraticdvel fazer a busca por planos de corte em cada iterag@o do

Simplex.

Gerando e Eliminando Restricoes

Na secdo 3.2 estivemos preocupados em como gerar os planos de cortes, porém quando
executamos a rotina para gerar tais cortes podemos encontrar diversas inequagdes violadas. A

adicdo destas restrigdes muda o problema para
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Min. ¢ x
S.a Ax=b

Agx = b,
x20

com dual

Max.b" y +b,y,
(PD1) Sa ATy+Ayy,+z=c
220, y,y, irrestrito

com A, a matriz de restri¢des adicionadas.
Admitindo uma “pequena” inviabilidade dual se para cada componente de y, atribuirmos

uma pequena quantia positiva, g, reotimizamos o problema usando, por exemplo, 0 método de
Pontos Interiores Invidvel. O fato € que a quantidade de restrigdes adicionadas pode ser muito
grande, o que traz algumas implicagdes, pois o grande nimero de restrigdes adicionadas pode
mudar tanto o problema relaxado (PL) e (PD), quanto a resolugdo do problema assim
modificado, tornando caro o processo de solugdo, tanto do ponto de vista do niimero de iteragdes
do método de Pontos Interiores, quanto do de algoritmos numéricos (decomposic¢do de Cholesky,
resolugdo de sistemas lineares, etc). Desse modo é aconselhdvel adicionar apenas um
subconjunto dos cortes encontrados, ou eliminar inequagdes inseridas anteriormente que tornam-
se desnecessdrias para o problema.

Um critério sugerido por Padberg e Rinaldi [PR - 1991], tomado inicialmente, é verificar
se o corte recém gerado ja foi gerado em outras iteragdes, evitando inequagdes duplicadas. Outro

critério ndo tdo imediato, € calcular o tamanho absoluto da violagdo na solug@o primal corrente

X, Oou seja, |a§ x —b0| . Quanto maior este nimero, mais profundo o corte [PR - 1991]. Os cortes

sdo assim classificados e do conjunto resultante de cortes, sdo usados apenas os p primeiros,

onde p € um pardmetro pré-estabelecido.

3.5 Planos de Corte com Pontos Interiores

Embora ja tenhamos abordado uma estrutura para o algoritmo de planos de cortes na

secdo 3.1, vamos aqui elaborar um algoritmo com base na discusséo feita até aqui. Porém, antes,

lembremos que Q° = {(x, Y, z)/Ax =b, ATy+z=c, (x, z)> 0} e gap=c'x-b"y.
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Algoritmo de Planos de Cortes com Pontos Interiores

Passo 1: (Inicializagao). Encontre x,y,zeQ°, defina as tolerancias T, (otimalidade), 1, > T,

(geragdo de cortes) e £>0.
Passo 2: (Resolvendo aproximadamente a relaxagdo). Execute uma iteragio do método de
Pontos Interiores escolhido.

(a) Se gap < 1,, tome x~ a sua solugdo. V4 ao passo 7.

(b) Se gap < t,, vd ao passo 3.

(c) Caso contrdrio, repita este passo.

Passo 3: (Procurando planos de corte). Tente gerar planos de cortes. Se nenhum for gerado,

reduza t, e volte ao Passo 2; caso contrdrio, va ao passo 4.

Passo 4: (Adicionando planos de corte). Do conjunto de cortes encontrados, selecione um

subconjunto para adi¢do ao problema. Se este subconjunto é muito grande aumente t,. Se for

muito pequeno, diminua t,.
Passo 5: (Eliminando planos de corte). Elimine restri¢des desnecessdrias.

Passo 6: (Modificando a iteragdo corrente). Faga as componentes x, y e z da solugdo menores do

que ¢ iguais a €. Volte ao passo 2.

Passo 7: (Finalize). Se x~ for inteiro, o problema (PI) foi resolvido. Caso contririo, (PL) nio

tem solugdo inteira.

Em [Mitchell - 1997b], o autor relata algumas experiéncias computacionais do uso do
método de Pontos Interiores em método de Planos de Cortes, para a resolugao de problemas
classicos da literatura, entre eles o Problema de Ordenagdo Linear que discutiremos com maiores
detalhes no capitulo 5.

Na se¢do seguinte, falaremos sobre o uso do método de Pontos Interiores na resolugdo

dos subproblemas gerados pelos métodos Branch and Bound e Brach and Cut.




Capitulo

Branch and Cut e Método de
4 Pontos Interiores

l l m outro método cldssico na resolugdo de problemas de Programagéo Inteira (PI) é o
Método Branch and Bound (BB).

Considere um problema de Programacgao Inteira:

Min. ¢ x

S.a Ax=b
x>0
x inteiro,

(PD)

com AeZ™", beZ"” e x,ceZ". O problema relaxado de (PI) — relaxagdo linear — é o

problema de Programacgdo Linear obtido de (PI) retirando-se a restri¢do de que as varidveis

devem ser inteiras, isto é:

Min. ¢"x
(PL) S.a Ax=b
x20.

O método BB € conceitualmente simples: primeiro resolvemos a relaxagdo (PL)
correspondente ao (PI). Se a sua solugdo for invidvel ou ilimitada, o (PI) também o €. Se a
solugdo for inteira, resolvemos o (PI). Caso contrdrio, o problema € particionado em
subproblemas disjuntos. Em seguida, selecionamos um dos subproblemas e repetimos o

processo. A solugdo da relaxagdo linear € usada para calcular limites para o valor da fun¢ao
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objetivo. Com estes limites podemos descartar ou criar novos subproblemas num processo

finito que converge a solugio do (PI), se houver.

Este método pode ser esquematizado por uma 4rvore de busca cuja raiz representa o

problema original e os demais nés os subproblemas criados a partir das parti¢des do problema

relaxado.

O primeiro algoritmo BB foi proposto por Land e Doig em 1960 [LD - 1960]. Em
1963 o método tornou-se popular depois de sua aplicagdo, por Little e alii [LMSK - 1963],

para resolver o problema do caixeiro viajante. O método BB passou entdo a ser utilizado para

resolver problemas de (PI) e € usado como base em muitos softwares comerciais [Rangel -

1995].

Neste capitulo, além de descrevermos com maiores detalhes o método Branch and
Bound, abordaremos também um método hibrido que combina o método de Planos de Cortes
e o método Branch and Bound, chamado de Método Branch and Cut (BC). Em geral os
subproblemas criados no método BB e BC sio resolvidos através do método Simplex. Neste
capitulo mostraremos como usar o método de Pontos Interiores para resolver estes
subproblemas, como obter um ponto de partida para o préximo subproblema € o uso da

técnica de terminagdo antecipada, onde se resolve a relaxagdo corrente aproximadamente.

4.1 O Método Branch and Bound

Como mencionamos no inicio deste capitulo, o método BB (também conhecido como
enumeracao implicita) € representado por uma arvore de busca. Cada n6 da 4rvore representa

um subproblema e a raiz esta associada a relaxagao (PL) de (PI).
Os conjuntos de solugdes de (PI) e (PL) sao

P'={xeZ"/Ax=b,x20} e

P={xeR"/Ax=b,x20},

2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16 17

18
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respectivamente. Dizemos que P,,j= 1,2, ..., k é uma divisio de P’ se Uk P, =P' . Uma
=

divisio serd chamada de particao quando P, NPk =0 Vi j=12..kel#j. O
subproblema associado ao né j da drvore de enumeragio é da forma:

Min. ¢"x

S.a xer

Denotaremos por ¢ =c"%/ o valor da fungdo objetivo calculada na solugdo do

subproblema j ( j =1,2,...,k), este valor serd usado como limite inferior para (PI) e por ¢ um

limite superior de (PI) obtido através de alguma solugdo inteira vidvel.

Divisao

Suponha que a divisao de (PI) € feita pela adigdo de restrigdes lineares. Uma maneira
de fazer esta divisdo é tomando-se P' =P, UP, com P =P' n{xeR"/d"x<d,} e
P,=P' n{xeR"/d"x2d,+1} sendo deZ" e d, € Z escolhidos de maneira adequada
paraque X € P, U P, se X é asolugdo 6tima de (PL), e mais, que a particio P’ = P, U P, ndo
elimine nenhum ponto de (PI). Com isso temos a possibilidade de que c;> ¢’ paraj=12e

go € o valor da fungio objetivo da relaxagdo de (PI).

Na prética usamos apenas escolhas especiais para d e d,,. Aqui estamos interessados
na escolha de varidveis dicotomicas, onde d =e, paraalgum ie N e d, = LE;J Entdo se X, é
fraciondrio, esta varidvel serd invidvel na relaxagdo linear associada. E portanto, de maneira

geral, uma parti¢ao de um subproblema P; € dada por P, =P, UP,,, onde:

P. =P m{xeiﬂffx; Sl_ffJ}

=P A{xeR/x 2% |+1}.

j*2

Outras escolhas para o par (d,d,) sdo sugeridas em [NW - 1988].
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Critérios de Poda

Suponha que a relaxagdo P, do né j da drvore de enumeragdo tenha uma solugio

6tima X’ . Nido havera necessidade de particionarmos este né, isto é, podamos este né quando

um dos critérios abaixo for verificado:

i. O problema P, € invidvel;

ii. A solugdo x’ de P, € viavel para (PI) ou

lii. ¢; 2¢, onde ¢ € o valor de alguma solugdo vidvel para (PI).

Selegao do N6

Conforme a particio vai sendo criada, os subproblemas gerados vdo sendo
armazenados em uma lista. Desse modo, dada uma lista de espera de subproblemas (que
denotaremos por L) chamados de nés ativos, devemos decidir que né serd examinado na
proxima iteragdo do algoritmo BB. Nemhauser ¢ Wolsey [NW - 1988] fazem algumas

sugestoes.

Uma regra comum para selecionar um subproblema da lista de espera é conhecido
como “depth first search plus backtracking”, ou LIFO (last in first out - o Gltimo a entrar, o
primeiro a sair). Se o n6 corrente (n6 pai) é ramificado, o préximo a ser considerado € uma de
suas ramificagdes (ou no filho). Backtracking acontece quando um né € podado e voltamos no
caminho do né corrente em dire¢do ao né raiz até encontrar o primeiro né (se houver) que
tenha uma ramificagdo que ndo tenha sido considerada. Esta regra tem duas vantagens

principais:

1. A relaxagao corrente do no filho € obtida da relaxagao linear do né pai, pela adig¢do de

uma restricdo de limite inferior ou superior para as varidveis;

ii. A segunda vantagem € que esta regra ajuda a encontrar solugdes vidveis, pois € mais

provdvel que elas estejam em um nivel mais profundo da arvore de enumeragdo. E

claro que esta vantagem desaparece assim que uma solug@o inteira € encontrada.
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Uma estratégia diferente € “breadth first search” onde todos os nés em um dado
nivel sdo examinados antes que qualquer né do préximo nivel seja considerado. O nivel de

um né na drvore de enumeragdo € o nimero de nés no tinico caminho entre ele € a raiz da

arvore. Esta regra tende a gerar poucos nés, embora nio seja muito prética quando se usa a

relaxagao linear.

Selecdo da Variavel a ser Ramificada

Um outro critério importante a ser considerado no algoritmo BB é o de decidir que

variavel serd selecionada para a criagdo de subproblemas, dado que a relaxagdo linear podera

fornecer mais de uma varidvel com valor fraciondrio. Nemhauser ¢ Wolsey [NW - 1988]

citam os critérios abaixo.

Dado um né i e a solugdo associada, X', a escolha da varidvel estd limitada ao

conjunto de indices N' = {j e N/Xx; énao inteira}. Evidéncias empiricas tém mostrado que a

escolha de um jeN' pode ter um resultado forte no tempo gasto pelo algoritmo.
Freqiientemente ha poucas varidveis que uma vez fixadas em valores inteiros retornam outras
variaveis inteiras na solugdo linear resultante. Contudo, ndo hd uma maneira robusta para
identificar estas varidveis. Uma maneira comum € escolher a varidvel de acordo com uma
dada prioridade. Quando nenhuma prioridade € estabelecida ou hd mais que uma varidvel
fraciondria com a maior prioridade, outros critérios tém de ser usados. Outros critérios
incluem a escolha da varidvel com a menor (ou maior) parte fracion4ria, ou ainda a escolha da
varidvel baseado no julgamento de quanto o limite inferior do n6é i aumentard quando esta

varidvel se tornar inteira.

Apos esta discussido, jd podemos elaborar um algoritmo. Denotaremos por L a lista de
espera de nds. O algoritmo € finalizado quando a lista de nés estd vazia. O algoritmo esta

baseado em [BM - 1992], [Rangel - 1995] ¢ [NW - 1988].

Algoritmo Branch and Bound

Passo 1: (Inicializagao). Seja L={PL}, cj=—oe cC=0,
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Passo 2: (Selecao do né). Se L=, pare, v4 ao passo 8. Caso contrdrio, selecione um

subproblema da lista L e remova-o.

Passo 3: (Resolva a relaxagao corrente). Resolva o subproblema

Min. ¢ x

S.a xer-

Passo 4: (Podando por inviabilidade). Se o problema corrente € invidvel, o n6 é podado e va

ao passo 2. Caso contrério, denote por c;= ¢" %7 o valor da solugdo 6tima do subproblema.

Passo 5: (Podando por integralidade). Se X’ é inteiro, o n6é é podado. Faga ¢ = min{c, ¢ }.

Volte ao passo 2.

Passo 6: (Podando pelo limite). Se ¢ ; 2 ¢, pode este né e volte ao passo 2.

Passo 7: (Ramificagdo). Escolha uma varidvel fraciondria X/ e particione P;. Adicione os

subproblemas a lista L e va ao passo 2.

Passo 8: (Término): Se ¢ =, o problema (PI) ndo tem solugdo. Se ¢ <o, a solugdo

associada € 6tima.

4.2 O Método Branch and Cut

O Método Branch and Cut (BC) se diferencia do método cldssico BB por usar em cada
né da drvore BB o método de Planos de Cortes, ou seja, o método BC adiciona inequagdes
vilidas no problema a fim de eliminar solugdes fraciondrias durante a fase BB do algoritmo e

assim melhorar a qualidade dos limitantes em cada né.

A eficiéncia do método Branch and Bound depende de qudo préximo estd a sua
relaxacdo (PL) de (PI) e como encontrar uma solugdo vidvel rapidamente. Se a relaxagdo do
(PL) € ruim, um nimero grande de nés serdo resolvidos independentemente da estratégia

usada para selecdo de subproblemas e varidvel. Por outro lado, se uma boa relaxagdo para
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(PL) € obtida, pode ser que o problema seja resolvido no né raiz. O método de Planos de

Cortes fornece uma boa alternativa para melhorar a relaxagido (PL).

A técnica BC foi proposta por Crowder, Johnson e Padberg (1983), embora eles

tenham usado os cortes somente no né raiz da drvore BB. O termo BC foi estabelecido por

Padberg e Rinaldi (1987, 1993) que generalizou a idéia e a aplicou com sucesso ao problema

do caixeiro viajante de larga escala [Rangel - 1995].

O algoritmo BC executa todos os passos do algoritmo BB, sem exceg¢ao, e incorpora
um novo passo fundamental: a geracdo dos planos de cortes. Assim, além da selecdo de
subproblemas e selecao de varidvel, surge um terceiro pardmetro a ser incorporado ao método,

que € a geragdo ou ndo de planos de corte.

Quando ha a necessidade de gerar cortes, € razodvel verificar se hd mudancgas
significativas no valor da fung¢do objetivo. Se nas ultimas k iteragdes (por exemplo, k = 10)
nao houve uma melhora na relaxacio linear corrente, de pelo menos p% (por exemplo, p =
0.01), a geragdo de planos de cortes ¢ interrompida e o subproblema € ramificado. Este
processo é conhecido como “Tailing-off’ [PR - 1991] e [Thienel - 1995].

A fase de separagdo (ou geragdo de cortes) € a parte central do algoritmo BC, pois
nesta fase tentamos encontrar inequagdes vdlidas para adicioné-las ao (PL). Dizemos que
estas desigualdades sdo vilidas globalmente se sdo vélidas para cada subproblema da arvore

BC. Caso contrario sdo validas localmente.

A seguir descreveremos um algoritmo BC, baseado em [BM- 1992], [Rangel - 1995]
e [NW - 1988].

Algoritmo Branch and Cut

Passo 1: (Inicializagdo). Seja L={PL}, ¢c; =—0 e ¢ =.

Passo 2: (Selecdo do nd). Se L=, pare, vd ao passo 10. Caso contrdrio, selecione um

subproblema da lista L e remova-o.

Passo 3: (Resolva a relaxagdo corrente). Resolva o subproblema
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Min. ¢’ x

S.a xePJ-'

Passo 4: (Podando por inviabilidade). Se o problema corrente é invidvel, o né é podado e v

ao passo 2. Caso contrdrio, denote por ¢, =c’ X’ o valor da solugdo 6tima do subproblema.

Passo 5: (Podando por integralidade). Se X’ é inteiro, o né é podado. Faga ¢ = min{c,c;}.

Volte ao passo 2.

Passo 6: (Podando pelo limite). Se ¢ ¢, pode este né e volte ao passo 2.

Passo 7: (Tailing-off). Se ha continuidade na geragdo de cortes, vé ao passo 8. Caso contrério,

vé a0 passo 9.

Passo 8: (Geragao de planos de cortes). Gere inequagdes globalmente validas para P’ que

sejam violadas por x’. Adicione os cortes a P, e volte ao passo 3.

Passo 9: (Ramificagdo). Escolha uma varidvel fraciondria X/ e particione P;. Adicione os

problemas a lista L e va ao passo 2.

Passo 10: (Término): Se ¢ =, o problema (PI) ndo tem solugdo. Se ¢ <00, a solucgdo

associada € 6tima.

Até aqui estivemos preocupados em revisar brevemente a estrutura basica dos métodos
BB e BC, sem mencionar qual método serd usado para resolver a relaxagdo de (PI). Na
préxima se¢do discutiremos quais mudangas devem ser feitas para o uso de método de Pontos

Interiores na resolugdo dos subproblemas.

4.3 Uso de Pontos Interiores no Método Branch and Cut

Abordaremos aqui alguns detalhes importantes do método BC quando usamos o
método de Pontos Interiores na resolugdo dos subproblemas. A eficiéncia do método de
Pontos Interiores neste caso depende da eficiéncia de sua implementagdo e também dos

critérios usados para decidir quando paramos a resolug@o da relaxag@o corrente € de como
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aproveitamos a solug¢do obtida como um ponto de partida para o préximo subproblema.

Uma heuristica primal também pode ser usada para verificar quando uma varidvel esti

tendendo a um valor fraciondrio.

Como usaremos planos de cortes apenas no né raiz o processo de reiniciagio do
algoritmo e de terminagdo antecipada estdo descritos no capitulo 3. Apresentaremos aqui
apenas as modificagdes necessdrias para aplici-las a0 método de Pontos Interiores na
resolucdo dos subproblemas associados a arvore BB. Ressaltamos também que a discussdo

abaixo baseia-se em problemas de (PI) zero-um.

Ponto de Partida no N6 da Arvore

O método usado para reiniciar o algoritmo no né j da drvore BB depende do algoritmo
de Pontos Interiores usado. Em Mitchell [Mitchell - 1995] o autor sugere o método de

Barreira Primal-Dual com os aspectos descritos a seguir.

Suponha que o subproblema gerado foi criado por fixar uma varidvel com valor

fracionério no seu limite superior ou inferior, em particular, por uma varidvel x, no problema

corrente, ou (PL pai):

- T - T
Min. ¢’ x+cyx, Min. ¢ x+cyx,
S.a Ax+ayx,=b S.a Ax+ayx,=b

(PL pai) Problema no formato
) x+s=e
padrao Xy +5, =1

X, X520,

onde AeZ™", a,,belZ™, x,cel", c,, x, sdo escalares e s, 5, sdo varidveis de folga

primais e e =(1,1,...,1)" . O problema gerado, ou (PL filho), tem a forma:

Min. ¢’ x

(PL filho) SliES Problema no formato
x<e

£>0, padrdo
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onde b =b-a, quando x, € fixo em 1. Uma solugdo aproximada x=x", x, =x, para o

(PL pai) € conhecida. Como criamos este subproblema (PL filho) particular, x, € fraciondrio,

e portanto, x" é invidvel para o (PL filho). Se examinarmos o problema dual corrente, ou (PD

pai):

T ;i
Max. b'y—e w-w,
S.a ATy+z-w=c
T -~
Ap Y+ 29 =Wy =¢
2,20, W,wy 20

y irrestrito,

Max. b"y—e"w
S.a ATy+z-w=c
z,w20

y irrestrito,

(PD filho)

notamos que a solu¢do aproximada y=y", z=z, w=w e w,=w, para o (PD pai) é
vidvel também para o (PD filho). Portanto, € possivel reiniciar o algoritmo usando o método

de Pontos Interiores Invidvel. E possivel que alguns componentes de x” estejam préximos do
valor de seus limites, e estes componentes podem ser modificados para pontos mais interiores,

ou seja, as componentes pequenas serdo aumentadas e as grandes diminuidas. Similarmente,
se alguns componentes das varidveis y', z° e w’ ou as varidveis de folga primal ou dual sdo
menores que alguma tolerancia, eles podem ser aumentados para a tolerancia dada. Assim,
podemos iniciar o método de Pontos Interiores no problema filho se temos armazenados x ",
y', z" e w’. E ttil usar um primeiro passo de centralizagio puro antes de atualizar a métrica

dual p de maneira apropriada.

Também pode-se iniciar a solu¢do do problema filho de uma solugio do (PL pai) que
foi encontrada antes de x . Esta solugdo antecipada serd mais distante da otimalidade para
(PL pai) quanto para x , mas ela serd uma solugdo inicial melhor para o (PL filho) pois é

mais centralizada, com o0s componentes ndo-bdsicos existentes relativamente grandes.




Capitulo 4 — Branch and Cut e Método de Pontos Interiores 59

Experimentos preliminares mostram que esta aproximagdo é promissora, mas necessita de

maiores investiga¢des [Mitchell - 1995].

Terminando a Relaxagao Corrente antecipadamente

A solugdo do subproblema corrente pode ser usada como um ponto de partida para o

proximo subproblema, mas para este propdsito o método de Pontos Interiores deve ter pontos

centrados, ou seja, bem localizados no interior da regido vidvel e, portanto, pode ser ftil

terminarmos a relaxagdo corrente antecipadamente.

Porém hd uma desvantagem ao pararmos a relaxagdo corrente antecipadamente: o

subproblema corrente podera ser divido em dois subproblemas, quando ele poderia ter sido
podado se tivéssemos resolvido até a otimalidade. Portanto, podemos incluir alguma protegio
para evitar esta situa¢@o, como por exemplo, usar o valor dos limites inferior e superior que
um subproblema fornece através da solugdo corrente primal dual. Este critério também pode

ser usado para regular a decisdo de ramificagao.

Mitchell [Mitchell - 1995] sugere trés testes para prevenir a ramifica¢do antecipada:
(i) a solucao dual tem de ser vidvel, (ii) a inviabilidade primal relativa tem de estar em torno
de 10%, e (iii) o valor da fungdo objetivo dual ndo pode aumentar rapidamente de iteragdo a
iteragao, pois € provavel que o subproblema seja sondado pelo limite dentro de uma ou duas

iteragoes.

A viabilidade dual pode ser mantida na drvore BB de modo que o primeiro critério €
basicamente técnico. Em toda ramificagdo uma varidvel € fixada e a inviabilidade primal pode
ser recuperada em poucas iteragdes. Portanto, note que se a iteragdo primal corrente € vidvel e
se seu valor objetivo € maior do que a do (PI) corrente, entdo este critério evita a ramificagdo
caso a diferenga entre as solugdes dual e primal correntes tenha sido reduzida em pelo menos

metade na dltima iteragao.

Heuristica Primal

Uma das maneiras de se acelerar um algoritmo do tipo BC (ou BB) € a utilizagdo de

uma heuristica primal. As heuristicas servem, por exemplo, para determinar se alguma das
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varidveis estd convergindo para um valor fraciondrio e assim ramificar o problema

antecipadamente.

Em [BM - 1992], os autores usaram uma heuristica deste tipo quando trabalhando com

método de Pontos Interiores Primal-Dual para varidveis canalizadas, em especifico, para

varidveis 0-1. Os autores baseiam-se no fato de que as razdes x/"'/x' e s'*'/s' tendemale

w /wk e zF'/zF tendem a zero conforme a solugdo aproxima-se da otimalidade. Ento,

eles definem que uma varidvel 0-1 ¢ fraciondria quando:

<0.1

Assim, usando o critério (4.1) podemos parar o algoritmo antecipadamente e seguir

para a geragdo de planos de cortes. Observe que s € a varidvel de folga primal.

Ap6s toda essa discussdo podemos propor um algoritmo BC supondo o uso do método
de Pontos Interiores para resolver as relaxagdes lineares. O algoritmo foi elaborado a partir de

[BM - 1992], [Rangel - 1995] ¢ [NW - 1988].

Algoritmo Branch and Cut

Passo 1: (Inicializagdo). Seja L={PL}, ¢; =— e € =00, encontre (x,y,2)e QP e defina

1, (otimalidade).
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Passo 2: (Resolva a relaxagdo linear). Remova o (PL) da lista e faca uma iteragao do

método de Pontos Interiores.

(a) Se o problema € invidvel, vé ao passo 8.

(b) Se gap < 1,, seja x° a sua solugdo. Se x° € inteiro, faga c, =c"x° e v4 ao passo 8.

Caso contrério, va ao passo 7.

(¢) (Tailing-off). Se ha continuidade na gerag@o de cortes, vd ao passo 3. Caso contrério,

va ao passo 7

Passo 3: (Geragao de Planos de Cortes). Gere inequagdes vélidas para P’ que seja violadas

pela solugdo da relaxagdo linear corrente x’. Adicione os cortes a P e volte ao passo 2.

Passo 4: (Selecao do no). Se L=, pare, va ao passo 8. Caso contrdrio, selecione um

subproblema da lista L e remova-o. V4 ao passo 5.

Passo 5: (Resolva o subproblema corrente). Faga uma iteragdo do método de Pontos

Interiores.
Passo 6: (Poda).

(a) (Inviabilidade). Se o problema corrente € invidvel, o né é podado. V4 ao passo

4. Caso contrario, denote por ¢ j = ¢’ x/ o valor da solugdo do subproblema.

(Heuristica Primal). Use uma heuristica para verificar se P, esta convergindo

para um valor fraciondrio. Se estiver, va ao passo 7.

(Integralidade). Se X’ é inteiro, o n6 é podado. Faga ¢ = min{E,gj }, e volte

ao passo 4.

(Limite). Se ¢ ; 2 ¢, pode este n6 e volte ao passo 4.

Caso contrdrio, volte ao passo 5.
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Passo 7: (Ramificagdo). Escolha uma varidvel fraciondria X/ e particione P;. Adicione os

problemas a lista L e va ao passo 4.

Passo 8: (Término): Se ¢ =, o problema (PI) ndo tem solugdo. Se ¢ <o, a solugdo

associada é 6tima.

No capitulo a seguir, veremos uma aplicagdo do uso de Pontos Interiores no método de

Planos de Cortes para a resolu¢ao do Problema de Ordenamento Linear.

AVA
AVAVA
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Capitulo
5 O Problema de Ordenacgao

Linear

N este capitulo apresentaremos uma aplicagdo do uso do Método de Planos de Cortes

com Pontos Interiores para resolver o problema de Ordenagdo Linear (Linear

Ordering) [MB - 1996] e [GJR - 1984].

O Problema de Ordenagdo Linear é um problema de otimizagdo combinatéria com

uma grande variedade de aplicagdes, como por exemplo:

Agregacdo de preferéncias: Suponha um conjunto de n investimentos, que serdo
oferecidos a um determinado grupo de pessoas. As pessoas podem ordenar estes
investimentos de acordo com graus de preferéncia. Contando-se o nimero de vezes
que cada pessoa preferiu o investimento { ao investimento j podemos juntar esta
informagdo em um problema de ordenacdo, cuja solu¢do fornece uma espécie de
“ordenagdo consistente”, ou seja, o ordenagdo que mais se aproxima dos desejos da

clientela.

Datacdo arqueolégica: Uma ordem cronolégica mais provdvel pode ser encontrada
para um conjunto de ceramicas, por exemplo: se a elas forem atribuidos pesos
representativos de se achar uma peca do tipo i em uma escavagdo mais profunda do
que uma pega do tipo j.

O problema de Ordenagdo Linear ¢ NP-Completo e ainda ndo foi obtida uma descrigdo

completa de seu envoltério convexo [MB - 1996].

5.1 Formulacao do Problema

Antes de apresentarmos a formulagdo do problema de Ordenagdo Linear vejamos

algumas definigdes.
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Grafo: um grafo G =[V, E] consiste de um conjunto finito e ndo vazio de vértices V
juntamente com um conjunto finito de arestas E, onde cada elemento e E € definido
como um par ndo-ordenado de vértices i e j em V, e = ij. Suporemos que G é um grafo
simples, isto €, ndao contém arestas do tipo e = ii. E mais, dizemos que um grafo é
completo se existe uma aresta para cada par de vértices ij (vide fig. 7). Um grafo pode ser
representado graficamente através de um diagrama onde os circulos numerados

representam os vértices e um segmento de reta entre dois vértices representa uma aresta
(vide fig. 1).

Digrafo: um digrafo D =[V, A] consiste de um conjunto ndo-vazio de vértices V
juntamente com um conjunto finito de arcos A que sdo pares ordenados de V. Se
G =[V, E] € um grafo, um digrafo D =[V, A] é chamado de uma orientagdo de G se, para
todo ij € E, A contém arcos (i, j) ou arcos (j, i), mas ndo ambos. Um digrafo é completo

se existe um arco (i, j) e (j, i) para cada par de vértices ij. Para representarmos

graficamente um digrafo, acrescentamos uma flecha indicando a orientag¢ao do arco (vide

fig. 2).

fig. 1 fig. 2

Di-caminho: um conjunto de arcos P ={(v,,v, (V2.3 s (Ve s Ve (Vs ve )} em

D=[V,A] com v,#v, para todo i# j € chamado de um (v,,v,)- di-caminho de
tamanho k-1 (vide fig. 4).

Diciclo: Se P éum (v,,v,)- di-caminho e (v,,v,)e A, C=PU{(v,,v,)} é um diciclo de
tamanho k ou k—diciclo (vide fig. 5).

Digrafo aciclico: um digrafo D =[V, A] que ndo contém nenhum diciclo € chamado de

aciclico (vide fig. 6).
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<@ «o

fig. 4: Di-caminho

S o
fig. 3:
El)?grafo o
Original fig. 6:
o Digrafo

aciclico
fig. 5: Di-ciclos

Torneio: um torneio € um digrafo D =[V, A] tal que para todo par de vértices i e j, o
conjunto A contém exatamente um dos dois arcos (i, j) ou (j, {). Assim, um torneio é uma

orientag¢do do grafo completo, que denotaremos por K, (vide fig. 8).

Torneio Aciclico: € um torneio que ndo contém diciclos. Observe que todo torneio aciclico
corresponde a uma permutagcdio ou ordenagdo dos vértices do grafo, e vice-versa.

Denotaremos um torneio aciclico por [V,T], onde V é o conjunto de vértices e T o

conjunto de arestas (vide fig. 9).
O e

Grafo Torneio Torneio
Completo Acilico

fig. 7 fig. 8 fig. 9
Uma ordenagdo linear de um conjunto finito V com M = p € uma fungdo bijetora

c: {1,2,...,p}—> V.Sei,jeV e o7'(i)<o7'(j), dizemos que i estd antes de j. Para todo par
de vértices i, jeV , associamos valores ¢; e c¢; que correspondem ao custo de se ter i antes

de j e j antes de i, respectivamente. Entdo o valor total de uma ordenagdo linear € dado por:

e

a"ir)cc"{jl

i




Capitulo 5 - O Problema de Ordenagio Linear 66

A solugdo do problema de Ordenagdo Linear consiste em encontrar o torneio aciclico

que tenha o menor custo total.

Dado uma ordenagdo linear dos vértices V do digrafo, o conjunto de arcos

{(;’, j)io () <o (j)} define um torneio aciclico sobre o digrafo, e similarmente todo torneio

aciclico sobre o digrafo induz a uma ordenaco linear sobre os vértices V. Assim, usando a

teoria de grafos podemos definir o problema de ordengao linear como segue.

Dado um digrafo completo D, =[V, ,A ] com valores ¢, para todos os arcos

(i,j)e A, encontre um torneio aciclico [V ,T] em D tal que:
P n P

(T)= Z c,

lig)eT
¢ minimizado.
Para ajudar na compreensio dos conceitos aqui envolvidos, faremos manualmente um

problema envolvendo apenas trés nés. Apesar de pequeno, cremos que este exemplo serd

esclarecedor.
Seja entdo o digrafo completo D, =[V,,A,], com conjunto de vértices VP ={1,23) e
arcos A, = {(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2)} . Os custos associados a termos o vértice i antes

de j estdo resumidos na tabela e digrafo abaixo.

O que temos de fazer agora é, com base no digrafo completo acima, gerar todos os
torneios (ou seja, combinar de todas maneiras possiveis os 6 arcos), excluir os ciclicos,

calcular o valor de cada ordenag@o resultante e finalmente escolher o de menor valor.

Exibamos primeiramente todos os torneios:
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Descartamos agora os torneios 7° e T°, pois sdo ciclicos. Dos torneios restantes,

extraimos as ordenagdes, resumidas na tabela abaixo:

Torneio Ordenacao Custo

(1,2,3) €y +Cp+C=T+6+4=17

(2,1,3) Cp+C3+Cyy =5+4+6=15
(2,3,1) Cpy+Cy +Cy =6+245=13
(1,3,2) CitCyte,=4+1+7=12
(3,1,2) Cy +Cp+Cy =247+1=10

(3:2:1) Cyp+Cy +Cyy =1+5+2=8
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Enfim, concluimos que o torneio 7T° é o 6timo, pois a ordenag@o (3,2,1) — possui o

menor custo entre todos.

Para utilizar as técnicas de Programagdo Matemdtica na solugdo do problema de
ordenagdo linear precisamos formular o mesmo em termos poliédricos, ou seja, definir o seu

conjunto de restri¢des.

Seja T, o conjunto de torneios aciclicos sobre o digrafo completo D, =[V,, A,]1de

tamanho p. Entdo o problema de ordenagdo linear pode ser primeiramente colocado como
min{c(T):T €T, .

Seja g o nimero de arcos em A, assim g:= p(p—1). Definiremos uma vari4vel
xeR? onde a cada componente de x corresponde um tnico arco (i, j)e A, . Escreveremos

x; para a componente de x correspondente ao arco (i, j). Considere um conjunto de arcos

Ac A,. O vetor de incidéncia x(A)e MY é definido da seguinte maneira:

wild)s {1 se (i) e A

0 selij)e A

O politopo de ordenagao linear P}, serd o envoltério convexo de todos os vetores do

conjunto de arcos dos torneios aciclicos em D, . Assim,
L =conv{x(T)e‘R‘*' :TeTP}. (5.1

Todo torneio aciclico corresponde a um vértice de PJ,, e vice-versa. Portanto,
resolvendo o (PL) min {ch. xe Pl } resolvemos o problema de Ordenag@o Linear. Contudo,
perceba que (PL) ndo estd numa forma conveniente para nenhum dos métodos cléssicos de
resolugdo (Simplex ou Pontos Interiores), pois ndo temos PJ, definido em termos de

inequagdes, mas sim em termos de seus pontos extremos.

Infelizmente ainda ndo é conhecida uma caracterizagdo satisfatéria de Pj, em termos

de suas facetas [MB — 1996]. Porém, aproximagdes razodveis de P}, ja sdo conhecidas,

como afirmam [GJR - 1984] e [MB - 1996]. Vejamos algumas destas aproximagdes.
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Seja D, =[V,,A,] o digrafo completo de ordem p, com p>3. Entdo a solugdo do

sistema de equagdes abaixo:

+x, =1, Vi,jeV, i=#j (5.2)

if gt
€ igual ao envoltério afim de PJ . O que estas inequagdes estdo expressando na verdade é o
fato de s6 admitirmos um arco de cada vez, (i;j) ou (j,i).

As inequagdes triviais

(5.3)

definem facetas de Pj; para todo (i, j) € A,. Cada inequagdo x, >0 ¢é equivalente a x; <1
(e vice-versa) e a nenhuma outra inequagao trivial.
O problema de Ordenagdo Linear estda associado a torneios aciclicos. Note que o fato

do torneio ser aciclico implica que ndo podem haver 3-diciclos no digrafo. Este fato pode ser

expresso pelo conjunto de inequagoes:

e’ x(C) <2 para todo 3-diciclo Ce A, , (5.4)

ou seja:

X, +x, +x,<2, paratodo3-dicicloCeA,, i#j#k,

que também definem facetas em Pj, . Ainda mais: nenhuma dessas inequagdes € equivalente

as constantes de (5.3). As inequagdes (5.4) sdo chamadas inequagaoes triangulares.

Definamos entdo os novos politopos:
P’ ={xe MR :x satisfaz (5.2) e (5.3)}
P/ ={xe R’ :x satisfaz (5.2),(5.3) e (5.4)}.
Entdo, P}, < P/ < B". Os politopos P,” e P, sdo na verdade aproximagdes para P, .
Pode ainda ser mostrado que [MB - 1996]:

Pl =conv{xe Pl :x inteiro}.
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Dessa maneira, se a solugdo 6tima do problema min{c’x:x e P} € inteira, entio é
também solugdo 6tima do problema de Ordenagdo Linear min{c’x:xe P/ }. Assim, temos

que:
min{c’x:xe P/}=min{c"x:xe P} },

e podemos dizer que P,” € uma boa aproximagao para o politopo do problema de Ordenagdo
Linear.

Finalmente, faremos as ultimas consideragdes que nos levardo a uma forma mais
“tratdvel” do problema de Ordenagdo Linear.

Perceba que da defini¢@o de torneio, ndao podemos ter a0 mesmo tempo os arcos (i, j)
e (j,i). Portanto, se x, =0, necessariamente x, =1 para todo ijeV,. Desta forma,
podemos eliminar metade das varidveis. Este fato também se justifica pelas equagdes (5.2), se

rescritas:

X;=l-x;, 1i<j<p.

Podemos entdo executar esta substitui¢do para todo x, tal que j < i em todas as inequagoes

e : vgL 3 - =1
do problema. Desta forma diminuimos o nimero de varidveis para g = ( 2J = % :

Esta substitui¢do, além de reduzir o nimero de varidveis do problema para a metade,
define também uma proje¢io de R?Y em R’. Desta forma, dado um politopo P? < R?
denotaremos sua proje¢io em R’ por P”. Através da projecio definida acima chegamos a

equivaléncia: dado um problema linear min{c’ x:xe P",P" cenvoltérioafimde Pj },

existe um problema linear equivalente min{¢’ x:xe P”} com Ep =ty —Cy ISi< JSp.

Esta proje¢do em especial é facilmente inversivel, bastando que se acrescente a R as
varidveis que foram retiradas na proje¢do. Concluimos entdo que esta projecao € na verdade

uma bije¢do, e que o valor de um ponto em P’ difere do valor de sua respectiva proje¢cdo em

P’ pela constante Zc,-j :

i>j
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Com base na discussdo prévia, vamos obter a proje¢do de P) . As inequagdes em
(5.3) podem ser rescritas como

D xpslclsi< 7S p

(5.7)

As inequagdes triangulares correspondentes aos 3-diciclos serdo rescritas com base em
um 3-diciclo geral: para cada tripla {i, j,k}eV

p?

com 1<i< j<k< p, ha duas facetas de
P/}, definidas por

X, +X, +x,; <2
XptX,+x, 2.

Usando-se a proje¢do acima definida, obtemos as duas facetas equivalentes em P},
correspondentes aos diciclos {i, j,k} e {k, j,i}:

X+ X =X <l (5.8)
~Xy ~ XX, S 0. (5.9)

Definimos de forma aniloga os politopos P” - satisfazendo (5.7) — e PP -
satisfazendo (5.7) a (5.9), ou seja:

Pt ={xeR7 : x satisfaz (5.7)},

P ={xe N7 : x satisfaz(5.7),(5.8)e(5.9)}.

Assim, no presente caso, para resolvermos o problema de Ordenagdo Linear,

resolvemos o seguinte problema linear min{c” x: x € P,”}, compreendendo [ } varidveis e

2[ p] + 2['0] restrigoes.
2 3

Voltando ao exemplo com trés vértices abordado acima, seu problema linear
equivalente tomaria a forma:
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Min. 7x,, +5x,, +4x,; +2x;, +6x,, + X3,
S X+x=1

X +xy, =1

X3+ x5, =1

X3+ X0+ Xy S2

X3 +Xy +x;,S2

0<x, <1 einteiros

O .
: i#j,
j=1,2,3

€ a sua projec¢ao:

Min. 2x,, +2x,; +5x,, +8
S, Xy+Xy—%,%1
—Xjp — Xy + X350
Xy 51
X, <1
X 51

Xi9:X33:%;3 =0 € inteiros.
De uma forma mais geral, o problema de Ordenagdo Linear pode ser formulado como:
Min.c" x

S.a Ax=b

X+s5=e

(PI)
x,5 20 e xinteiro

onde a matriz A é formada pelas inequagdes triangulares 3-diciclo, mais as folgas. As

componentes do vetor x sdo x; para 1<i< j<p, com respectivas folgas no vetor s e

e=(11,...,)7 de dimensdo apropriada.

A relaxacgdo linear de (PI) é:
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Para resolver o (PL) do problema discutido acima, Mitchell e Borches usaram o
Método de Ponto Interior Primal-Dual de Redugdo de Potencial discutido na se¢do 2.3 deste

trabalho.

Na préxima segdo discutiremos como resolver o problema de Ordenagdo Linear

usando o Método de Planos de Corte associado ao método de Pontos Interiores.

5.2 O Método de Planos de Cortes

A estratégia utilizada por [MB - 1996] para resolver o problema de ordenag@o linear é
aplicar o método de Planos de Cortes com Pontos Interiores. Para tanto, é utilizada uma

relaxacdo linear inicial do problema onde as restri¢des do tipo 3-diciclos sdo eliminadas. Em

cada estdgio do algoritmo de Planos de Cortes, uma relaxagdo do problema de Ordenagdo

Linear € resolvida aproximadamente usando o método de Redugdo de Potencial Primal Dual.
Se restri¢des do tipo 3-diciclo sdo violadas, um subconjunto destas restri¢gdes é adicionado a
relaxagdo e o problema aumentado € resolvido. Procedemos desta maneira até que nenhuma
restricdo violada seja encontrada. Terminamos quando encontramos uma ordenag@o que estd
dentro da tolerdncia do limite inferior dada pelo valor da iterag¢@o dual corrente.

Eliminando as retrigdes do tipo 3-diciclos de (PL), a relaxagao inicial do problema de

Ordenagao Linear assume a forma:

Min. ¢"x
(PLy) Sa x+s=e

x,5 20,

Este problema é chamado relaxagao primal inicial.

A relaxagao dual inicial é:

Max —-e'w
(PDy) S.a z-w=e¢,
z,w20,

onde cada um dos elementos de z e w € um par ordenado de vértices tal que i < j.

A solugao 6tima para (PLy) e (PDy) € dada por:
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1 sec; <0, 0 sec; <0,
X..

i 2w } #
0 caso contrario, 1 caso contrério,

¢, sec; 20, 0 sec; 20,

0 caso contrdrio, ' —c,; casocontrério,

Determinamos entdo restricdes 3-diciclos que sdo violadas pela solucdo 6tima da
relaxacdo inicial, e adicionamos um subconjunto de restri¢des arcos disjuntos (dois diciclos
sdo arcos disjuntos se eles ndo compartilham um arco). A relaxagdo passa entdo a ter a

seguinte forma padrao:

Min. ¢"x
S.a Ax=b
X+s=u

x,s20.

Aqui, A tem uma linha para cada restrigdo do tipo 3-diciclo adicionada (restrigdes (5.8) e
(5.9)). Os elementos de b sdo 0 ou 1, apropriadamente. Cada linha tem 4 elementos diferentes
de zero: trés para os arcos do diciclo e um para a varidvel de folga. Seja m o nimero de linhas
da matriz A. Assim, x tem um elemento diferente de zero para cada par ordenado de vértices

i<j, e m elementos para as varidveis de folga, portanto o nimero de colunas de A €

n =m+[2), onde p é o niimero de vértices; a dimensdo de s é definida similarmente. Como

ao vértice x foram incorporadas as varidveis de folga, temos que o limite superior de x serd
u,=1 se i corresponde a um arco e u,=2 se i corresponde a uma variavel de folga, pois o

maior valor que as varidveis de folga podem tomar na inequagdo (5.8) ou na inequagao (5.9) €

2. A relaxagao dual associada €:

Max. b"y—-u"w
S.a ATy+z-w=c
w20

y irrestrito.

A fim de se obter uma ordenacdo inicial, tomaremos o ordenagdo natural s, que serd

armazenado no vetor order e o valor da fun¢do objetivo associada em upper. Usaremos um
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ponto no interior de P,” quando recentralizarmos o algoritmo depois de adicionar os planos

de cortes. Este ponto € inicializado como x’ =0.5¢, onde e = (l, 1)“" .

Resolvendo a Relaxagao antecipadamente

-

Uma das maneiras de melhorar a eficiéncia deste problema é usando a terminagdo
antecipada. Neste caso, evitamos resolver a relaxagdo corrente até a otimalidade, reduzindo o
nimero de iteragdes gastas na relaxag@o corrente. Além disso, a préxima iteragao serd mais

centrada, o que significa que poucas iteragdes serdo necessdrias para a proxima relaxagdo.

Neste caso € possivel procurar inequagdes vdlidas em cada iteragdo, porém se
adicionarmos muitas inequag¢des o problema torna-se de dificil resolug@o e pouco progresso é
feito. Por isso, introduziremos um parametro através do gap dual de maneira que se o
algoritmo esta fornecendo muitas inequagdes, aumentamos sua tolerncia t,; por outro lado,
se poucas inequagdes sdo encontradas, diminuimos a tolerdncia. Como notamos, estaremos
trabalhando com uma tolerincia dindmica. Porém, antes de procurar por inequagdes validas 3-
diciclo, o algoritmo executard outros testes, como veremos a seguir em sua descri¢do, nos

passos 3 e 4.

Fixando uma ordenagao

O vetor da melhor ordena¢do encontrado é armazenado em order € seu valor
armazenado em upper. Podemos melhorar order arredondando a iteragdao corrente como

segue. Se x; > 0.6, entdo estabelecemos que i ¢ antes de j, se x; <0.4, entdo estabelecemos j
antes de i. Se este processo resulta em uma ordenagdo melhor que a melhor ordenag@o obtida

até o momento, atualizamos order apropriadamente.

Também €é necessdrio promover um “desempate” quando tentamos construir uma

ordenacio, devido a falta de preferéncias entre os pares. Isto € feito ocasionalmente.

Declara-se que uma solugdo é 6tima quando encontramos uma ordenagdo que estd

dentro do gap dual relativo, de 107®. H4 varias solugdes otimas para o problema de
Ordenacdo Linear. A iteragdo primal x converge para uma combinagdo convexa destas

solugdes, mas as heuristicas usadas no algoritmo escolherdo uma das ordenagdes.
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Gerando Planos de Cortes

Quando geramos restri¢des do tipo 3-diciclo para adicionar ao problema de ordenagao
linear, o conjunto de restrigdes adicionadas gera apenas um elemento diferente de zero em

cada coluna de A. Estas restricdes contribuem para a estrutura da matriz A, ajudando na

fatoragdo de Cholesky do produto AA”, reduzindo o tempo gasto para calcular as projecoes
em cada iteragdo. Porém, temos a desvantagem de que com o aumento do nimero de
restri¢des, aumenta o nimero de iteragdes, e esta desvantagem € mais significativa do que a
vantagem de diminir o tempo por iteragao.

Com isso € aconselhavel adicionar apenas um subconjunto destas restrigdes,

classificados de acordo com a sua violagdo. Também € benéfico usar o um pardmetro t,,

aumentando o seu valor se a mdxima violag¢@o estd pr6xima de um e muitas restricdes sdo
violadas, evitando assim, que a relaxacdo corrente seja resolvida exatamente; e diminuindo
seu valor se a méixima violag¢do estd proxima de zero e poucas restri¢des sdo violadas, pois

neste caso a iteragao corrente nao estd préxima o suficiente da solugao 6tima.

Atualizando um ponto em P,

O vetor x’** ¢ introduzido para armazenar pontos vidveis para P, e deve satisfazer

estritamente as restrigdes. O vetor x/*“ ¢ atualizado em cada iteragdo de x se x ndo é violado
por nenhuma restri¢do do problema. Se x violar qualquer restri¢do, entdo tentamos atualizar
feas

x’** tomando passos em dire¢io a nova iteragdo x, como segue. Seja d =x-x

Encontremos o maior valor de A tal que x’* +Ad esteja em P,. Se este valor A, € no
minimo 0.1, atualizamos x’* para x”* +0.9x,  d. Note que, A, pode ser encontrado

eficientemente se o procurarmos simultaneamente quando encontramos planos de cortes

violados por x.

Reiniciando o Algoritmo - Ponto de Partida

Usualmente, muitos planos de cortes sdo adicionados simultaneamente. Para

simplificar a exposi¢do, assumiremos que apenas uma restri¢do € adicionada.

Logo ap6s a adic¢do do plano de corte a, x < b,, a relaxagdo primal tem a forma:
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Min ¢’x
S.a Ax =h:
"
aU X+ 'rU . b(] 4
X +5 =u,
Xy +8, =1,

X, 820, Xyrsy 20,
e a relaxagdo dual é:

Max b y+byy, —u'w—uyw,
S.a Ay+ayy,+z-w =c,
Yoty -w, =0,

w20 z,,w,20.

O problema inicial tem uma restri¢io extra e a solugao primal anterior € invidvel para
o problema corrente. A id€ia € tentar reiniciar diretamente deste ponto. Isto € possivel com o
método de Redugdo de Potencial. Neste ponto, o algoritmo executa vérias iteragoes até tornar-
se vidvel, e as vezes pode ir para longe da solu¢do 6tima. Assim, € necessario resolver muitas

iteracOes da relaxacdo corrente do ponto de partida como se tivéssemos partido de um ponto

Jeas

qualquer. Podemos melhorar consideravelmente o ponto de partida usando o ponto x”* em

=Y . . . p 5 ~
P,”. Normalmente, atualiza-se os primeiros (2] elementos de x para x’“, e entdo as

varidveis de folga x,, s,, as varidveis de folga de x e os elementos de s sdo escolhidos para

garantir que a nova iteragdo seja primal vidvel. Finalmente, todos os componentes muito
pequenos de x sdo aumentados, e as correspondentes componentes de s sdo diminuidos na
mesma proporgdo. Isto poderd causar uma perda (numericamente pequena) da viabilidade
primal, mas melhorard a estabilidade numérica do algoritmo tdo bem quanto nos dard uma

itera¢do mais centrada.

A relaxacdo dual terd uma coluna extra e uma restrigdo correspondente a adigdo da
varidvel de folga primal x,. A solugdo dual anterior € ainda vidvel no problema corrente, com
vo =0 € w, =2z,. A fim de ter um ponto interior, tomemos w, =z, =0.1. E mais, todos os

componentes pequenos de w sdo aumentados, com os correspondentes componentes de z
aumentados na mesma quantia, a fim de manter a viabilidade dual. Esperamos que a nova

restricdo seja ativa na solug@o da nova relaxagdo, assim o valor 6timo de x, serd zero. Se a
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solugdo 6tima € ndo degenerada, o valor 6timo de z, serd positivo e o de w, serd zero.

Também € benéfico usar uma iteragdo de centralizagao imediatamente depois da adig¢do dos

planos de cortes.

Eliminando Restricoes

Se um subconjuto das restri¢cdes ndo sdao eliminadas, a matriz de restri¢do torna-se
muito grande e a fatoragdo de Cholesky de AA’ torna-se densa, assim o tempo gasto por
iteracdo € proibitivo. Portanto, € necessdrio eliminar restricdes que aparentam ser

desnecessdrias. Uma maneira de se fazer isso é se a varidvel de folga primal x;

correspondente a uma restricado maior que 0.4, entdo esta restricdo ndo € importante, e
podemos elimind-la. Intuitivamente, a condi¢do para decidir se eliminamos uma restrigdo

dependera das varidveis duais, assim como das varidveis primais.

Eliminar uma restricio nio afeta a viabilidade primal, mas tornard a iteragdo dual
invidvel. Contudo, a perda da viabilidade dual é pequena e o algoritmo a recupera

rapidamente.

O Algoritmo de Planos de Cortes

O algoritmo utilizado por [MB - 1996] esta descrito a seguir. Denota-se por maxadd o
parametro que controla o nimero méximo de planos de cortes adicionados ao problema, e por
lower, o melhor valor da fun¢do objetivo do problema dual. Os demais pardmetros ja foram

abordados no texto acima.

Algoritmo de Planos de Cortes

Passo 1: (Inicializacdo). Resolva a relaxagdo inicial (PLy). Do conjunto de restrigdes 3-
diciclo violadas, escolha um subconjunto de 3-diciclos arco disjuntos e monte A, b, c € u, de
acordo com as equagdes (5.7) a (5.9). Inicialize x, s, y, w, 2 € Q’ de acordo com a relaxagdo
assim criada. Defina tolerdncias 1, =10" (otimalidade), 1, =0.3 (geracdo de cortes) e

maxadd = 200. Tome lower =b" y—u"w, order o vetor de incidéncia da ordenagdo natural,

upper =c’ x"** e x*" =0.5¢.
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Passo 2: (Resolvendo aproximadamente a relaxagdo). Execute uma iteragdo do método de

Pontos Interiores escolhido (neste caso, do método de Redugdo de Potencial). Seja

VFO" =c"x, VFO? =b"y—u"w e gap =VFO" -VFO" .

a) Se a inviabilidade dual relativa é menor que 105 seja

upper —lower)
max {l,liowerl}

<1,, pare. A solu¢do é dada por order e

lower = max{!ower,VFOD } Se (

seu custo associado upper.

b) Se a inviabilidade dual relativa é maior que 10~ ou se i -t
max{i,‘VFODH

repita este passo.

Passo 3: (Atualizando order). Use heuristicas para obter uma ordenagdo para x. Se esta

ordenacgdo € melhor que a melhor ordenagao encontrado anteriormente, atualize order € upper

apropriadamente.

Passo 4: (Atualizando x”**). Seja d = x—x'**. Seja A,, o maior valor de A tal que

max

x’* +Ad satisfagca todas as inequagdes 3-diciclos. Se A, >0.1, entdo atualize

max

X% x* 109N, d .

Passo 5: (Procurando planos de corte). Se x satisfaz todas as inequagdes 3-diciclos, diminua

T, € retorne ao passo 2.

Passo 6: (Adicionando planos de corte). Escolha inequagdes 3-diciclos pelo tamanho da
violagdo. Tome as inequagdes violadas, adicione somente restricdes de arcos disjuntos,

adicione no maximo maxadd. Atualize 1, .

Passo 7: (Eliminado planos de corte). Examine as solu¢des primal e dual para certificar-se de

que alguma restricao pode ser eliminada.

feas

Passo 8: (Atualizando x, s, y, w, 7). Faga x = x” . Atribua aos componentes adicionados de x
correspondentes as varidveis de folga das restricdes adicionadas os valores apropriados de

modo a tornar x primal vidvel. Faga s=u—x. Atribua aos componentes adicionais de y o

valor zero. Se alguma componente de x é menor que 107, atribua-a 107, diminua os

componentes correspondentes de s de modo que x+s=u. Se alguma componente de z €
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-6 . pot
menor que 107, atribua-a 107, aumente os componentes correspondentes de w a fim de

manter a viabilidade dual. Tome um passo de centralizagdo. Atualize p. Retorne ao passo 2.

Mitchell e Borches [MB - 1996] exibem uma comparagdo interessante. Eles
resolveram uma série de problemas com uma implementagdo do método descrito feito em
Fortran, numa SPARC 10/30 e compararam com os resultados obtidos por Grétschel et alii
[GJR - 1984], que usou um IBM 370/168 e de Gerhard Reinelt, que usou uma SPARC 10/20,
usando o cédigo CPLEX. A comparagdo deles baseia-se em uma especulacdo acerca da

velocidade relativa de cada maquina.

O comentario mais imediato a ser feito € sobre a razdo de tempo entre o método de
Pontos Interiores € o método Simplex. Apesar da superioridade do Simplex, observou-se
claramente que ela cai com o aumento do tamanho do problema. Segundo Mitchell e Borches,

espera-se que em problemas maiores o método de Pontos Interiores venga a disputa.

Uma melhoria considerdvel no algoritmo também poderia ser obtida com rotinas de
dlgebra linear especificamente desenhadas para o método de Pontos Interiores, j4 que em

certos casos até 99% do tempo da execugdo € gasto nessas rotinas.

Os detalhes dos dados e dos resultados computacionais de cada problema (tamanho,
cortes adicionados, iteragdes, etc.) podem ser encontrados nas referéncias citadas, mas para
uma pequena ilustragdo, apresentamos na tabela 1 abaixo, retirada de [MB - 1996], o tempo
entre a implementagdo de Mitchell e Borches (SPARC 10/30 com Pontos Interiores), € uma

implementagdo de Gerhard Reinelt (SPARC 10/20 com CPLEX).

Vértices SPARC 10/30 SPARC 10/20
44 21.4 3
56 75.8 20
60 176.8 50

19 3208.2 1944

Tabela 1: Comparagdo do tempo médio (em segundos).

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18
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6

Conclusoes

I nicialmente devemos ressaltar que este trabalho teve um enfoque teérico a respeito do uso
de Métodos de Pontos Interiores em Programacio Inteira, embora discutissemos alguns
detalhes importantes a serem considerados na implementagdo computacional dos mesmos.

O método Primal-Dual abordado teve por base a estrutura sugerida por Wright
[Wright — 1997]. Os métodos de Reducdo de Potencial e Trajetéria Central citados nas se¢oes
2.3 e 2.4, respectivamente, sdo variantes da estrutura definida na secdo 2.2.2 — exceto pelo
método de Pontos Interiores Invidvel, o qual foi incluido devido a sua aplicagdo na
reotimizagao dos problemas de (PI) — e se diferenciam entre si pela escolha do pardmento de
centralizagido e do tamanho do passo adotado em cada iteragdo do algoritmo. Estes métodos
foram escolhidos a fim de ilustrar melhor a estrutura definida em 2.2.2 e pela suas aplicagdes
em (PI). A extensdo do método Primal-Dual para varidveis canalizadas foi incluida devido a
necessidade de aplica-lo em (PI), mais especificamente na resolu¢ao dos subproblemas que

surgem nos métodos Branch-and-Bound e Branch-and-Cut.

O método de Planos de Cortes tem sido muito estudado e aplicado a problemas de
Programagao Inteira em geral. O interesse pelo Corte de Gomory surgiu do fato de ter sido o
primeiro método a fornecer os fundamentos para uma teoria mais rigorosa [Dantzig - 1963] e,
atualmente, junto com novas técnicas de Programacdo Linear e Programacdo Inteira tem
despertado grande interesse [BCCN - 1996]. Outro fato importante € que o método de Planos
de Cortes aplicados em cada né da drvore do método Branch-and-Bound — o método Branch-

and-Cut — tem melhorado muito a efici€ncia do algoritmo.

Os capitulos 3, 4 e 5 foram baseados principalmente nos trabalhos de Borches e
Mitchell [BM - 1992] e [Mitchell - 1995]; Mitchell [Mitchell - 1997] e [Mitchell - 1995]; e

Mitchell e Borches [MB - 1996], respectivamente. Toda a busca que foi feita nesta drea de
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pesquisa levaram-nos aos trabalhos deste grupo, embora nio se tenha esgotado toda as fontes
de busca. Gondzio [Gondzio - 1998], propde o uso de métodos Primal-Dual que caminham
através de um Centro Analitico para se gerar planos de cortes, porém nao expde como obter
os planos de cortes, tratou apenas da questdo de como obter um ponto de partida para os
subproblemas ap6s a adi¢do de planos de cortes. Uma aplicagdo da técnica desenvolvida para
resolver problemas de fluxo de multiprodutos ndo-lineares de grande porte (large scale

nonlinear multicommodity network flow problems) é apresentada.

O uso de métodos de Pontos Interiores em Programagao Inteira ainda € muito recente e
tende a abrir um grande campo de pesquisa devido a freqiiéncia com que métodos de Pontos
Interiores vém sendo estudados. A sua vantagem esta associada ao fato que os métodos de
Pontos Interiores comegam a se mostrar Uteis para problemas de grande porte, conforme as
referéncias. O que se tem feito € usar métodos de Pontos Interiores em combinagao com o
método Simplex a fim de melhorar a performance do algoritmo de Planos de Cortes [Thienel

- 1995]. Mas esta darea ainda esta longe de se esgotar: hd uma aposta tacita de que estes

métodos podem ser competitivos com o Simplex, tudo depende de mais estudo.
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