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de Pós Graduação em Matemática do Instituto de Biociências,
Letras e Ciências Exatas da Universidade Estadual Paulista
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Resumo

Seja T : X → X uma transformação cont́ınua, onde X é um espaço métrico compacto.

Neste trabalho, provaremos a existência de uma medida de probabilidade de Borel µ que

é invariante por T . Este resultado é conhecido como Teorema de Krylov-Bogolyubov.

Palavras-chave: Medidas invariantes, medida de probabilidade, transformações

cont́ınuas.



Abstract

Let T : X → X be a continuous transformation, where X is a compact metric space. In

this work, we prove the existence of a Borel probability measure µ which is invariant under

T . This result is known as the Krylov-Bogolyubov Theorem.

Keywords: Invariant measures, probability measure, continuous transformations.
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Introdução

A Teoria Ergódica é o estudo matemático do comportamento médio de sistemas dinâmicos a

longo prazo. Para entender como surge este tipo de estudo, considere um sistema de k part́ıculas se

movimentando em R3 sob a ação de forças conhecidas. Suponha que o estado do sistema em um tempo

dado é determinado sabendo as posições e os momentos de cada uma das k part́ıculas. Então em um

tempo dado o sistema é determinado por um ponto em R6k. Ao longo do tempo, o sistema se altera de

acordo com as equações diferenciais que governam o movimento, as chamadas equações hamiltonianas.

Se tivermos uma condição inicial e se for posśıvel resolver unicamente as equações diferenciais, então

a solução correspondente nos dará todo o histórico do movimento do sistema, que é determinado por

uma curva em R6k.

A palavra “ergódico” foi introduzida por Boltzmann para descrever a ação das órbitas de um

determinado fluxo em uma superf́ıcie de energia, um tipo de problema que surge em mecânica

estat́ıstica. Boltzmann acreditava que as órbitas t́ıpicas de um fluxo preenchiam toda a superf́ıcia de

energia e chamou esta afirmação de hipótese ergódica. Posteriormente foi provado que tal afirmação

era falsa e a propriedade necessária para obter a igualdade entre as médias temporais e as médias

espaciais de um sistema foi chamada de ergodicidade. Sistemas dinâmicos para os quais vale esta

igualdade foram denominados ergódicos.

O principal objetivo da Teoria Ergódica é estudar o comportamento de sistemas dinâmicos

relativamente a medidas que permanecem invariantes sob a ação da dinâmica. Uma medida µ é

invariante por uma transformação mensurável T : X → X, onde X pode ser um espaço métrico ou um

espaço topológico, se µ(E) = µ(T−1(E)) para todo conjunto mensurável E. Além das aplicações nos

sistemas hamiltonianos e na mecânica estat́ıstica, entre outras áreas correlatas, o estudo das medidas

invariantes se faz necessário para obter informações intŕınsecas dos sistemas dinâmicos, tais como no

Teorema de Recorrência de Poincaré: ele afirma que a órbita de quase todo ponto, relativamente a

qualquer medida de probabilidade invariante, regressa arbitrariamente perto do ponto inicial.

Considere os exemplos seguintes. Sejam X = R munido da σ-álgebra de Borel na reta e f : X → X

10



Introdução 11

definida por f(x) = x + 1. Não é dif́ıcil ver que f deixa invariante a medida de Lebesgue na reta

(que é infinita). Por outro lado, podemos notar que nenhum ponto é recorrente para f . Usando a

versão topológica do Teorema de Recorrência de Poincaré, podemos concluir que f não pode admitir

uma medida invariante finita. Note que, neste caso, o espaço X não é compacto. Agora, considere

Y = [0, 1] munido da sua respectiva σ-álgebra de Borel e seja g : Y → Y dada por g(y) = y/2 se

0 < y ≤ 1 e g(0) = 1. Note que não existem pontos em (0, 1] recorrentes para g, pois a órbita de

qualquer um destes pontos converge para zero. Assim, se existe alguma probabilidade invariante m,

ela precisa dar peso total ao único ponto recorrente, que é y = 0. Em outras palavras, m precisa ser a

medida de Dirac, que é dada por δ0(A) = 1 se o ponto 0 está em A e δ0(A) = 0 se o ponto 0 não está

em A, onde A é um conjunto mensurável. No entanto, δ0 não é invariante por g. De fato, considerando

A = {0}, temos δ0(A) = 1, mas a sua pré-imagem g−1(A) é o conjunto vazio, que tem medida nula.

Portanto esta transformação não admite uma medida de probabilidade invariante. Observe que g é

uma função descont́ınua.

Neste trabalho, provaremos o Teorema de Krylov-Bogolyubov, o qual garante que sempre existe

uma medida de probabilidade de Borel invariante por uma transformação cont́ınua T : X → X num

espaço métrico compacto X. Foram estudadas duas formas de demonstrar este teorema de existência.

Na primeira demonstração, utilizamos duas ferramentas principais: o Teorema da Representação de

Riesz para medidas e o Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani. O Teorema da Representação

de Riesz garante que dado um funcional linear cont́ınuo positivo no espaço C(X) das funções reais

cont́ınuas definidas no espaço métrico compacto X, então existe uma medida em relação à qual

podemos representar o funcional dado. O Teorema de Markov-Kakutani garante a existência de

um ponto que é fixado por todos os elementos de uma famı́lia de transformações cont́ınuas afins.

Primeiramente, consideramos um espaço métrico X e denotamos por M(X) a coleção das medidas

de probabilidade de Borel em X. Equipamos M(X) com a menor topologia que torna cont́ınua a

aplicação de M(X) em R dada por µ 7→
∫
fdµ para cada f : X → R cont́ınua. Esta topologia que

definimos em M(X) é chamada de topologia fraca* em M(X). Quando X é compacto, M(X) é um

espaço metrizável. Usando o Teorema da Representação de Riesz, mostramos que o espaço M(X)

é compacto na topologia fraca* quando X é compacto. Feito isto, consideramos uma transformação

cont́ınua T : X → X num espaço métrico compacto e definimos a aplicação T∗ : M(X)→ M(X) por

(T∗µ)(B) = µ(T−1(B)), B ∈ B(X), que é a medida imagem da medida µ pela transformação T . A

aplicação T∗ é cont́ınua e afim. Assim, como T∗ : M(X)→M(X) é uma transformação cont́ınua afim

em um espaço compacto convexo, podemos usar o Teorema de Markov-Kakutani para mostrar que T∗

tem um ponto fixo. Desse modo, mostraremos que existe uma medida em M(X) que é invariante por
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T . A segunda demonstração do Teorema de Krylov-Bogolyubov é como segue. Sabendo que M(X) é

compacto na topologia fraca*, definimos uma sequência de medidas (µk)k≥1 em M(X). Assim, esta

sequência deve possuir algum ponto de acumulação, ou seja, existe uma subsequência que converge

para uma medida µ em M(X). Desse modo, provamos que essa medida satisfaz T∗µ = µ e, portanto,

µ é invariante por T .

Alguns resultados auxiliares que foram utilizados ao longo desta dissertação são lembrados no

caṕıtulo 1, tais como a aproximação de funções mensuráveis por uma sequência de funções simples, o

Teorema de Radon-Nikodym e o Teorema da Decomposição de Lebesgue. No caṕıtulo 2, desenvolvemos

a demonstração do Teorema da Representação de Riesz. No caṕıtulo 3, desenvolvemos a demonstração

do Teorema de Markov-Kakutani. O caṕıtulo 4 é dedicado à demonstração do principal teorema deste

trabalho. Na seção 4.1 apresentamos a definição de ergodicidade e algumas formas de caracterizar esta

definição. Na seção 4.2 estudamos algumas propriedades de medidas em espaços métricos, tais como

a regularidade das medidas de probabilidade e a metrizabilidade e compacidade do espaço M(X). Na

seção 4.3 demonstramos o Teorema de Krylov-Bogolyubov e algumas propriedades do conjunto das

medidas invariantes por uma transformação cont́ınua.



Caṕıtulo

1

Preliminares

Neste caṕıtulo serão lembrados os enunciados de alguns resultados que foram utilizados ao longo

deste trabalho, tais como o Teorema de Radon-Nikodym e o Teorema da Decomposição de Lebesgue.

1.1 Resultados auxiliares

Sejam X um conjunto não vazio eM uma σ-álgebra em X. Uma função f : X → R é uma função

simples se ela pode ser escrita na forma

n∑
i=1

aiχAi , onde ai ∈ R, Ai ∈ M para todo i = 1, . . . , n e os

conjuntos Ai são subconjuntos disjuntos de X. Funções simples são sempre mensuráveis. O teorema

a seguir garante que toda função mensurável não negativa pode ser aproximada por funções simples.

A demonstração deste fato se encontra em [4].

Teorema 1.1. Seja (X,M) um espaço mensurável. Se h : X → [0,∞] é mensurável, então existe

uma sequência (φn)n≥1 de funções simples tal que 0 ≤ φ1 ≤ φ2 ≤ · · · ≤ h, φn → h pontualmente, e

φn → h uniformemente em qualquer conjunto no qual h seja limitada.

Sejam (X,M) um espaço mensurável e µ, ν medidas positivas em (X,M). Dizemos que ν é

absolutamente cont́ınua com respeito à µ se ν(A) = 0 para todo A ∈ M com µ(A) = 0. Escrevemos

ν � µ para denotar que ν é absolutamente cont́ınua com respeito à µ. A importância do conceito

de continuidade absoluta entre medidas se expressa no Teorema de Radon-Nikodym, onde obtemos a

representação de uma medida com relação a outra através de uma função mensurável que é única em

quase todo ponto. A demonstração deste resultado se encontra em [2].

Teorema 1.2 (Teorema de Radon-Nikodym). Sejam (X,M) um espaço mensurável e µ, ν medidas

positivas σ-finitas em (X,M). Se ν é absolutamente cont́ınua com respeito à µ, então existe uma

13



1.1 Resultados auxiliares 14

função mensurável g : X → [0,∞) tal que vale

ν(A) =

∫
A
gdµ

para todo A ∈ M. Além disso, g é única em µ-quase todo ponto. A função g é chamada de derivada

de Radon-Nikodym de ν com respeito à µ e é denotada por
dν

dµ
.

Dado X um conjunto não vazio, seja B(X) a σ-álgebra dos subconjuntos de Borel de X. Duas

medidas de probabilidade µ,m em (X,B(X)) são mutuamente singulares se existe algum B ∈ B(X)

com µ(B) = 0 e m(X\B) = 0. O teorema de decomposição a seguir garante que uma medida de

probabilidade pode ser escrita de forma única em termos dos conceitos de continuidade absoluta e de

medidas mutuamente singulares.

Teorema 1.3 (Teorema da Decomposição de Lebesgue). Sejam µ,m duas medidas de probabilidade

em (X,B(X)). Existem um único p ∈ [0, 1] e únicas medidas de probabilidade µ1, µ2 em (X,B(X))

tais que

µ = pµ1 + (1− p)µ2,

onde µ1 � m e µ2 é mutuamente singular com respeito à m.

Sejam (M,d) um espaço métrico. No próximo resultado provaremos as principais propriedades da

distância de um ponto de M a um subconjunto não vazio de M e que serão de grande utilidade mais

adiante.

Lema 1.4. Se E é um subconjunto não vazio de um espaço métrico M , defina a distância de x ∈M

a E por

ρE(x) = inf
y∈E

d(x, y).

Então valem as seguintes propriedades:

(i) ρE(x) = 0 se, e somente se, x ∈ E;

(ii) ρE é uma função uniformemente cont́ınua em M .

Demonstração. (i) Seja x ∈ E. Então existe uma sequência (zn)n≥1 ⊂ E com zn → x quando

n → ∞. Dáı para todo ε > 0, existe um inteiro positivo N tal que d(x, zn) < ε para todo n ≥ N . Se

ρE(x) = δ > 0, tomando 0 < ε < δ, para todo n ≥ N temos

d(x, zn) < ε < δ = ρE(x) = inf
y∈E

d(x, y),
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o que é um absurdo. Portanto ρE(x) = 0. Reciprocamente, suponha ρE(x) = 0. Então para todo

ε > 0, existe z ∈ E tal que

d(x, z) < inf
y∈E

d(x, y) + ε = ρE(x) + ε = 0 + ε = ε,

isto é, d(x, z) < ε. Como ε > 0 é arbitrário, isto mostra que em qualquer vizinhança de x podemos

encontrar um ponto z ∈ E. Portanto x ∈ E.

(ii) Afirmamos que vale a desigualdade

|ρE(x)− ρE(y)| ≤ d(x, y)

para todo x, y ∈ M . De fato, para todo z ∈ E e para todo y ∈ M , pela desigualdade triangular para

x ∈M , temos

ρE(x) = inf
w∈E

d(x,w) ≤ d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Uma vez que z ∈ E é arbitrário, temos

ρE(x) ≤ d(x, y) + inf
z∈E

d(y, z) = d(x, y) + ρE(y),

o que implica ρE(x)−ρE(y) ≤ d(x, y). Analogamente, temos ρE(y)−ρE(x) ≤ d(x, y). Assim, obtemos

|ρE(x)− ρE(y)| ≤ d(x, y)

para todo x, y ∈ M , como queŕıamos. Dessa forma, dado ε > 0, tome δ = ε > 0. Logo se x, y ∈ M e

d(x, y) < δ, então

|ρE(x)− ρE(y)| ≤ d(x, y) < δ = ε,

ou seja, |ρE(x)− ρE(y)| < ε. Portanto ρE é uma função uniformemente cont́ınua em M .

O lema seguinte relaciona a topologia de um espaço métrico M com a convergência de uma

sequência de pontos neste espaço. A demonstração deste resultado se encontra em [7].

Lema 1.5. Um subconjunto F ⊂ M é fechado no espaço métrico M se, e somente se, F contém o

limite de cada sequência (xn)n≥1 ⊂ F que converge em M .



Caṕıtulo

2

O Teorema da Representação de Riesz

Sejam X um espaço métrico compacto e C(X) o espaço das funções reais cont́ınuas definidas em

X. Neste caṕıtulo provaremos o Teorema da Representação de Riesz para medidas, que afirma que

dado um funcional linear cont́ınuo positivo em C(X), então existe uma medida em relação à qual

podemos representar o funcional dado. Mais precisamente, este teorema garante que se L : C(X)→ R

é um funcional linear cont́ınuo positivo com L(1) = 1, então existe uma medida de probabilidade de

Borel µ tal que temos L(f) =

∫
fdµ para toda função f ∈ C(X).

2.1 Alguns resultados preliminares

Nesta seção apresentaremos as ferramentas e resultados que serão essenciais para provar o Teorema

da Representação de Riesz. Começaremos com a proposição a seguir, que nos diz que dois subconjuntos

compactos disjuntos de um espaço métrico sempre podem ser separados por abertos disjuntos.

Proposição 2.1. Seja X um espaço métrico e sejam K e L subconjuntos compactos disjuntos de X.

Então existem subconjuntos abertos disjuntos U e V de X com K ⊂ U e L ⊂ V .

Demonstração. Vamos assumir que os conjuntos K e L são ambos não vazios, pois caso contrário

podemos tomar os abertos como sendo ∅ e X. Começaremos com o caso onde K contém exatamente

um ponto. Seja x este ponto. Como K e L são disjuntos, então x 6= y para todo y ∈ L. Assim, como

X é um espaço métrico, para cada y ∈ L existem abertos disjuntos Uy e Vy com x ∈ Uy e y ∈ Vy.

Logo L ⊂
⋃
y∈L

Vy e, como L é compacto, segue que existem y1, ..., yn ∈ L tais que L ⊂
n⋃
i=1

Vyi . Então os

conjuntos U e V definidos por U =
n⋂
i=1

Uyi e V =
n⋃
i=1

Vyi são os abertos desejados. Agora consideremos

16



2.1 Alguns resultados preliminares 17

o caso onde K possui mais de um elemento. Acabamos de mostrar que para cada x ∈ K existem

abertos disjuntos, digamos Ux e Vx, com x ∈ Ux e L ⊂ Vx. Logo K ⊂
⋃
x∈K

Ux e, como K é compacto,

segue que existem x1, ..., xk ∈ K tais que K ⊂
k⋃
i=1

Uxi . Definindo os abertos U =

k⋃
i=1

Uxi e V =

k⋂
i=1

Vxi ,

temos K ⊂ U , L ⊂ V e U ∩ V = ∅.

Proposição 2.2. Sejam X um espaço métrico compacto, x ∈ X e U um aberto em X com x ∈ U .

Então existe um aberto V com x ∈ V ⊂ V ⊂ U e V compacto.

Demonstração. Como U é aberto em X e x ∈ U , temos que existe r > 0 tal que B(x, r) ⊂ U . Seja

V = B(x, r/2). Então temos

x ∈ V ⊂ V ⊂ B(x, r) ⊂ U.

Além disso, como V é fechado e X é compacto, temos V compacto.

Proposição 2.3. Sejam X um espaço métrico compacto, K um subconjunto compacto de X e U um

aberto em X com K ⊂ U . Então existe um aberto V com K ⊂ V ⊂ V ⊂ U e V compacto.

Demonstração. Seja x ∈ K. Então x ∈ U e, pela Proposição 2.2, temos que existe um aberto Vx com

x ∈ Vx ⊂ Vx ⊂ U e Vx compacto. Assim K ⊂
⋃
x∈K

Vx e, como K é compacto, segue que existem

x1, . . . , xn ∈ K tais que K ⊂
n⋃
i=1

Vxi . Definindo V =

n⋃
i=1

Vxi , temos

K ⊂ V ⊂ V =

n⋃
i=1

Vxi =

n⋃
i=1

Vxi ⊂ U.

Além disso, como V é fechado e X é compacto, temos V compacto.

Lembremos do conceito de normalidade em espaços topológicos. Como consequência da Proposição

2.1, obtemos o fato de que todo espaço métrico compacto é um espaço normal.

Definição 2.4. Seja X um espaço topológico Hausdorff. Dizemos que X é normal se para cada par

A,B de fechados disjuntos em X, existem abertos disjuntos U, V em X com A ⊂ U e B ⊂ V .

Proposição 2.5. Todo espaço métrico compacto é normal.

Demonstração. Seja X um espaço métrico compacto. Então X é Hausdorff. Se K,L são fechados

disjuntos em X, como X é compacto, então K,L são compactos disjuntos. Pela Proposição 2.1,

existem abertos disjuntos U, V com K ⊂ U e L ⊂ V . Isto mostra que X é normal.
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A seguir vamos recordar o enunciado do Lema de Urysohn, um dos resultados centrais da Topologia.

Ele nos diz que dois subconjuntos fechados disjuntos de um espaço topológico normal podem ser

separados por uma função cont́ınua. A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [8].

Teorema 2.6 (Lema de Urysohn). Seja X um espaço topológico normal e sejam A,B subconjuntos

fechados disjuntos de X. Então existe uma função cont́ınua f : X → [0, 1] satisfazendo f(x) = 0 para

todo x ∈ A e f(x) = 1 para todo x ∈ B.

Seja f uma função real definida em um espaço métrico compacto X. O suporte de f , denotado

por supp(f), é definido como sendo o conjunto {x ∈ X : f(x) 6= 0}. Note que, como X é compacto,

o suporte de f é sempre um subconjunto compacto. A proposição a seguir garante que dados um

subconjunto compacto K e um subconjunto aberto U de um espaço métrico compacto tal que K ⊂ U ,

então sempre existe uma função cont́ınua que é limitada pelas funções caracteŕısticas de K e U e cujo

suporte está contido no aberto U . Utilizaremos o Lema de Urysohn em sua demonstração.

Proposição 2.7. Sejam X um espaço métrico compacto, K um subconjunto compacto de X e U

um aberto em X com K ⊂ U . Então existe uma função cont́ınua f definida em X que satisfaz

χK ≤ f ≤ χU e supp(f) ⊂ U .

Demonstração. Pela Proposição 2.3, existe um aberto V em X com K ⊂ V ⊂ V ⊂ U , onde V é

compacto. Como K é compacto e X é um espaço métrico, segue que K é fechado. Além disso,

V \V = V ∩ V c é fechado. Note que K e V \V são subconjuntos disjuntos de V . Assim, pelo Teorema

2.6 (Lema de Urysohn) aplicado ao espaço métrico compacto V , temos que existe uma função cont́ınua

g : V → [0, 1] com g(x) = 1 para cada x ∈ K e g(x) = 0 para cada x ∈ V \V . Defina a função

f : X → [0, 1] por f = g em V e f = 0 em X\V . Note que f é cont́ınua em V e é constante, e portanto

cont́ınua, em X\V . Assim, segue a continuidade da função f . Além disso, temos χK ≤ f ≤ χU e

supp(f) = {x ∈ X : f(x) 6= 0} ⊂ V ⊂ U,

ou seja, supp(f) ⊂ U .

O lema seguinte é uma consequência da Proposição 2.1 e o utilizaremos para mostrar o último

resultado desta seção.

Lema 2.8. Sejam X um espaço métrico, K um subconjunto compacto de X e U1, U2 subconjuntos

abertos de X tais que K ⊂ U1 ∪ U2. Então existem conjuntos compactos K1 e K2 com K = K1 ∪K2,

K1 ⊂ U1 e K2 ⊂ U2.



2.1 Alguns resultados preliminares 19

Demonstração. Sejam L1 = K\U1 e L2 = K\U2. Então L1 e L2 são compactos. Além disso, L1 e

L2 são disjuntos. De fato, se x0 ∈ L1 ∩ L2, então x0 ∈ K, x0 /∈ U1 e x0 /∈ U2. Mas isto implica

x0 ∈ U1 ∪ U2 e x0 /∈ U1 ∪ U2, o que é um absurdo. Portanto L1 ∩ L2 = ∅. Assim, pela Proposição 2.1,

existem abertos V1 e V2 com V1 ∩V2 = ∅, L1 ⊂ V1 e L2 ⊂ V2. Sejam K1 = K\V1 e K2 = K\V2. Então

K1 e K2 são compactos. Além disso, temos

Ki = K ∩ V c
i ⊂ K ∩ Lci = K ∩ Ui ⊂ Ui

para i = 1, 2, ou seja, K1 ⊂ U1 e K2 ⊂ U2. Para finalizar a demonstração, basta observar que

K1 ∪K2 = (K ∩ V c
1 ) ∪ (K ∩ V c

2 ) = K ∩ (V c
1 ∪ V c

2 ) = K ∩X = K.

Proposição 2.9. Sejam X um espaço métrico compacto, f uma função em C(X) e U1, . . . , Un

subconjuntos abertos de X tais que supp(f) ⊂
n⋃
i=1

Ui. Então existem funções f1, . . . , fn em C(X)

tais que f = f1 +f2 + · · ·+fn e para cada i = 1, . . . , n o suporte de fi está contido em Ui. Além disso,

se f é não negativa, então cada fi pode ser escolhida como sendo não negativa.

Demonstração. Primeiro suponha n = 2. Usando o Lema 2.8, temos que existem conjuntos compactos

K1 e K2 tais que K1 ⊂ U1, K2 ⊂ U2 e supp(f) = K1 ∪K2. Pela Proposição 2.7, obtemos funções h1

e h2 em C(X) que satisfazem χKi ≤ hi ≤ χUi e supp(hi) ⊂ Ui para i = 1, 2. Defina as funções g1 e g2

por g1 = h1 e g2 = h2−min{h1, h2}. Então g1 e g2 são não negativas, seus suportes estão contidos em

U1 e U2, respectivamente, e satisfazem g1(x) + g2(x) = max{h1, h2}(x) = 1 para cada x em supp(f).

A prova para o caso n = 2 está completa definindo as funções f1 e f2 por fg1 e fg2, respectivamente.

O caso geral pode ser provado por indução e usando o que foi provado anteriormente para escrever f

como soma de duas funções tendo suportes contidos em

n−1⋃
i=1

Ui e em Un, respectivamente, e então usar

a hipótese de indução para decompor a primeira destas funções como soma de n− 1 funções.

2.2 Prova do Teorema da Representação de Riesz

Nesta seção vamos enunciar e provar o Teorema da Representação de Riesz. Primeiramente,

lembremos que uma medida exterior é uma função µ∗ : P(X) → [0,∞] definida na coleção dos

subconjuntos de um conjunto X satisfazendo: µ∗(∅) = 0, µ∗(A) ≤ µ∗(B) se A ⊂ B ⊂ X

(monotocidade) e µ∗

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ∗(An) para toda sequência (An)n≥1 de subconjuntos de X

(subaditividade enumerável). O teorema que enunciaremos a seguir é o fato principal na teoria de
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medidas exteriores e sua demonstração pode ser encontrada em [2]. Ele nos diz que sempre conseguimos

obter uma medida a partir de uma medida exterior.

Teorema 2.10. Sejam X um conjunto, µ∗ uma medida exterior em X e Mµ∗ a coleção dos

subconjuntos µ∗-mensuráveis de X. Então Mµ∗ é uma σ-álgebra e a restrição de µ∗ a Mµ∗ é uma

medida em Mµ∗.

Seja U um subconjunto aberto do espaço métrico compacto X. Escrevemos f ≺ U para indicar

que uma função f em C(X) satisfaz 0 ≤ f ≤ χU e supp(f) ⊂ U . Agora, enunciaremos e provaremos

o principal resultado deste caṕıtulo.

Teorema 2.11 (Teorema da Representação de Riesz). Seja X um espaço métrico compacto e seja

L : C(X) → R um funcional linear cont́ınuo tal que L é um operador positivo, isto é, f ≥ 0 implica

L(f) ≥ 0, e L(1) = 1. Então existe uma medida de probabilidade de Borel µ tal que temos

L(f) =

∫
fdµ

para toda função f ∈ C(X).

Demonstração. Defina a função µ∗ em cada subconjunto aberto U de X por

µ∗(U) = sup{L(f) : f ∈ C(X) e f ≺ U} (2.1)

e então defina µ∗ para cada subconjunto A de X por

µ∗(A) = inf{µ∗(U) : U é aberto e A ⊂ U}. (2.2)

Nos próximos resultados veremos que a função µ∗ é uma medida exterior em X e, então, a medida

µ desejada é obtida fazendo a restrição de µ∗ à B(X), lembrando que B(X) denota a σ-álgebra dos

subconjuntos de Borel de X.

Proposição 2.12. Sejam X e L como no enunciado do Teorema 2.11 e seja µ∗ definida por 2.1 e

2.2. Então µ∗ é uma medida exterior em X e todo subconjunto de Borel de X é µ∗-mensurável.

Demonstração. A relação µ∗(∅) = 0 e a monotocidade de µ∗ são claras. Precisamos verificar a

subaditividade enumerável de µ∗. Primeiro suponha que (Un)n≥1 é uma sequência de subconjuntos

abertos de X e vamos verificar que vale

µ∗

( ∞⋃
n=1

Un

)
≤
∞∑
n=1

µ∗(Un).
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Seja f uma função em C(X) e que satisfaz f ≺
∞⋃
n=1

Un. Então supp(f) ⊂
∞⋃
n=1

Un, onde supp(f) é um

subconjunto compacto. Logo existe um inteiro positivo N tal que supp(f) ⊂
N⋃
n=1

Un. Pela Proposição

2.9, existem funções f1, . . . , fN em C(X) tais que f = f1 + · · · + fN e fn ≺ Un para n = 1, . . . , N .

Como L(f) = L(f1 + · · ·+ fN ) =

N∑
n=1

L(fn) e L(fn) ≤ µ∗(Un) para n = 1, . . . , N , obtemos

L(f) =
N∑
n=1

L(fn) ≤
N∑
n=1

µ∗(Un) ≤
∞∑
n=1

µ∗(Un).

Assim,
∞∑
n=1

µ∗(Un) é uma cota superior para L(f). Pela equação 2.1, obtemos

µ∗

( ∞⋃
n=1

Un

)
≤
∞∑
n=1

µ∗(Un),

como queŕıamos. Agora suponha que (An)n≥1 é uma sequência arbitrária de subconjuntos de X. A

desigualdade µ∗

( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

µ∗(An) é claramente verdadeira se

∞∑
n=1

µ∗(An) = ∞. Então vamos

supor
∞∑
n=1

µ∗(An) <∞. Isto implica µ∗(An) <∞ para cada n ≥ 1. Seja ε > 0. Usando a equação 2.2,

para cada n ≥ 1 podemos escolher um aberto Un com An ⊂ Un e

µ∗(Un) ≤ µ∗(An) +
ε

2n
.

Logo
∞⋃
n=1

An ⊂
∞⋃
n=1

Un e, usando a monotocidade de µ∗, temos

µ∗

( ∞⋃
n=1

An

)
≤ µ∗

( ∞⋃
n=1

Un

)
≤
∞∑
n=1

µ∗(Un) ≤
∞∑
n=1

µ∗(An) + ε.

Como ε > 0 é arbitrário, obtemos µ∗

( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

µ∗(An). Isto prova a subaditividade enumerável

de µ∗. Portanto µ∗ é uma medida exterior.

Podemos mostrar que todo subconjunto de Borel de X é µ∗-mensurável verificando que todo

subconjunto aberto de X é µ∗-mensurável. Seja U ⊂ X aberto. Para mostrar que U é µ∗-mensurável,

basta verificar que vale

µ∗(A) ≥ µ∗(A ∩ U) + µ∗(A ∩ U c) (2.3)
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para todo A ⊂ X com µ∗(A) <∞. Seja A ⊂ X com µ∗(A) <∞ e seja ε > 0. Usando a equação 2.2,

podemos escolher um aberto V com A ⊂ V e µ∗(V ) ≤ µ∗(A) + ε. Se mostrarmos que vale

µ∗(V ) ≥ µ∗(V ∩ U) + µ∗(V ∩ U c)− 2ε, (2.4)

então vamos obter

µ∗(A) + ε ≥ µ∗(V ) ≥ µ∗(V ∩ U) + µ∗(V ∩ U c)− 2ε ≥ µ∗(A ∩ U) + µ∗(A ∩ U c)− 2ε,

ou seja,

µ∗(A) + ε ≥ µ∗(A ∩ U) + µ∗(A ∩ U c)− 2ε.

Como ε > 0 é arbitrário, vamos obter a desigualdade 2.3, mostrando que U é µ∗-mensurável. Assim,

devemos verificar que a desigualdade 2.4 é verdadeira. Seja f1 uma função em C(X) com f1 ≺ V ∩U

e L(f1) ≥ µ∗(V ∩U)− ε. Seja K = supp(f1). Como K é fechado, então V ∩Kc é aberto. Além disso,

como K = supp(f1) ⊂ V ∩U ⊂ U , temos V ∩U c ⊂ V ∩Kc. Então existe uma função f2 em C(X) que

satisfaz f2 ≺ V ∩Kc e L(f2) ≥ µ∗(V ∩Kc)− ε ≥ µ∗(V ∩U c)− ε. Como f1 + f2 satisfaz (f1 + f2) ≺ V

e L(f1 + f2) ≤ µ∗(V ), temos

µ∗(V ) ≥ L(f1 + f2) = L(f1) + L(f2) ≥ µ∗(V ∩ U) + µ∗(V ∩ U c)− 2ε

e a desigualdade 2.4 segue. Isto prova que U é µ∗-mensurável e a demonstração da proposição está

completa.

Lema 2.13. Sejam X e L como no enunciado do Teorema 2.11 e seja µ∗ definida por 2.1 e 2.2.

Suponha A ⊂ X e f ∈ C(X). Se χA ≤ f , então µ∗(A) ≤ L(f). Se 0 ≤ f ≤ χA e se A é compacto,

então L(f) ≤ µ∗(A).

Demonstração. Primeiro suponha χA ≤ f . Seja 0 < ε < 1 e defina Uε por

Uε = {x ∈ X : f(x) > 1− ε}.

Como f é cont́ınua, então Uε é aberto. Além disso, cada função g em C(X) que satisfaz g ≤ χUε

também satisfaz g ≤ 1

1− ε
f . Sendo L um funcional linear positivo e

1

1− ε
f − g ≥ 0, temos

0 ≤ L
(

1

1− ε
f − g

)
=

1

1− ε
L(f)− L(g),
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ou seja, L(g) ≤ 1

1− ε
L(f). Dáı a equação 2.1 implica

µ∗(Uε) ≤
1

1− ε
L(f).

Como A ⊂ Uε e como ε pode ser tomado arbitrariamente próximo de 0, segue que µ∗(A) ≤ L(f).

Agora suponha 0 ≤ f ≤ χA, onde A é compacto. Seja U um aberto com A ⊂ U . Então f ≺ U e

a equação 2.1 implica L(f) ≤ µ∗(U). Como U é um aberto arbitrário que contém A, a equação 2.2

implica L(f) ≤ µ∗(A).

Finalmente, a proposição a seguir nos garante que vale a igualdade que queremos obter no Teorema

2.11.

Proposição 2.14. Sejam X e L como no enunciado do Teorema 2.11 e seja µ∗ definida por 2.1 e

2.2. Seja µ a restrição de µ∗ à B(X) e seja µ1 a restrição de µ∗ à σ-álgebra Mµ∗ dos conjuntos

µ∗-mensuráveis. Então µ e µ1 são medidas e vale

∫
fdµ =

∫
fdµ1 = L(f)

para cada f ∈ C(X).

Demonstração. Como µ∗ é uma medida exterior, o Teorema 2.10 implica que µ1 é uma medida em

Mµ∗ . Pela Proposição 2.12, temos que todo subconjunto de Borel de X é µ∗-mensurável, ou seja,

B(X) ⊂ Mµ∗ . Assim, µ é uma medida em B(X). Vamos mostrar que valem as igualdades L(f) =∫
fdµ =

∫
fdµ1 para cada f ∈ C(X). Como cada função em C(X) é a diferença de duas funções

não negativas em C(X), podemos restringir nossa atenção para uma função não negativa f em C(X).

Seja ε > 0 e para cada inteiro positivo n defina a função fn por

fn(x) =


0 se f(x) ≤ (n− 1)ε,

f(x)− (n− 1)ε se (n− 1)ε < f(x) ≤ nε,

ε se f(x) > nε.

Então cada fn pertence a C(X) e temos f =
∑
n≥1

fn. De fato, seja x ∈ X fixo. Então existe n0 tal que

(n0 − 1)ε < f(x) ≤ n0ε e fn0(x) = f(x) − (n0 − 1)ε. Se n > n0, então fn(x) = 0 e se n < n0, então



2.2 Prova do Teorema da Representação de Riesz 24

fn(x) = ε. Assim, temos

∑
n≥1

fn(x) =
∑
n<n0

fn(x) + fn0(x) +
∑
n>n0

fn(x)

= (n0 − 1)ε+ f(x)− (n0 − 1)ε

= f(x).

Além disso, existe um inteiro positivo N tal que fn = 0 se n > N . Seja K0 = supp(f) e seja

Kn = {x ∈ X : f(x) ≥ nε} para cada inteiro positivo n. Então temos εχKn ≤ fn ≤ εχKn−1 para cada n.

Assim, pelo Lema 2.13 e usando propriedades básicas da integral, temos εµ(Kn) ≤ L(fn) ≤ εµ(Kn−1)

e εµ(Kn) ≤
∫
fndµ ≤ εµ(Kn−1) para cada n. Como f =

N∑
n=1

fn, obtemos as relações

N∑
n=1

εµ(Kn) ≤ L(f) ≤
N−1∑
n=0

εµ(Kn)

e
N∑
n=1

εµ(Kn) ≤
∫
fdµ ≤

N−1∑
n=0

εµ(Kn).

Isto mostra que L(f) e

∫
fdµ pertencem a um intervalo de comprimento

N−1∑
n=0

εµ(Kn)−
N∑
n=1

εµ(Kn) = εµ(K0) +

N−1∑
n=1

εµ(Kn)−
N−1∑
n=1

εµ(Kn)− εµ(KN )

= εµ(supp(f))− εµ(KN ).

Como este comprimento é, no máximo, igual a εµ(supp(f)) e como ε é arbitrário, L(f) e

∫
fdµ devem

coincidir. Além disso, é claro que

∫
fdµ1 =

∫
fdµ. Isto termina a demonstração da proposição. Para

finalizar a demonstração do Teorema 2.11, observe que

µ(X) =

∫
1dµ = L(1) = 1

e, portanto, µ é uma medida de probabilidade.



Caṕıtulo

3

O Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani

O objetivo deste caṕıtulo é enunciar e demonstrar o Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani,

que garante a existência de um ponto que é fixado por todos os elementos de uma famı́lia de

transformações cont́ınuas afins.

3.1 Prova do Teorema de Markov-Kakutani

Antes de enunciar e demonstrar o principal resultado deste caṕıtulo, vamos recordar alguns fatos

válidos para espaços topológicos em geral.

Proposição 3.1. Se X,Y são espaços topológicos, temos que valem as seguintes propriedades:

(i) se X é compacto e F ⊂ X é fechado, então F é compacto;

(ii) se f : X → Y é uma função cont́ınua e X é compacto, então f(X) é compacto;

(iii) se X é Hausdorff e K ⊂ X é compacto, então K é fechado.

Demonstração. (i) Seja C = (Cλ)λ∈L uma famı́lia de abertos em X com F ⊂
⋃
λ∈L

Cλ. Então D = C∪F c

é uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, existem λ1, λ2, . . . , λn ∈ L tais que

X = Cλ1 ∪ Cλ2 ∪ · · · ∪ Cλn ∪ F c.

Como F ⊂ X e F ∩ F c = ∅, obtemos F ⊂ Cλ1 ∪ Cλ2 ∪ · · · ∪ Cλn . Portanto F é compacto.

(ii) Seja C = (Cλ)λ∈L uma famı́lia de abertos em Y com f(X) ⊂
⋃
λ∈L

Cλ. Como f é cont́ınua, então

f−1(Cλ) é aberto em X para todo λ ∈ L. Além disso, X =
⋃
λ∈L

f−1(Cλ), ou seja, (f−1(Cλ))λ∈L é uma

25
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cobertura aberta de X. Como X é compacto, existem λ1, λ2, . . . , λn ∈ L tais que X =

n⋃
i=1

f−1(Cλi).

Então

f(X) = f

(
n⋃
i=1

f−1(Cλi)

)
⊂

n⋃
i=1

f(f−1(Cλi)) ⊂
n⋃
i=1

Cλi ,

ou seja, f(X) ⊂
n⋃
i=1

Cλi . Portanto f(X) é compacto.

(iii) Vamos mostrar que Kc é aberto. Seja p ∈ Kc. Então p 6= x para todo x ∈ K. Como X é

um espaço Hausdorff, para cada x ∈ K existem abertos disjuntos Gx e Hx com x ∈ Gx e p ∈ Hx.

Assim, K ⊂
⋃
x∈K

Gx. Como K é compacto, existem x1, x2, . . . , xn ∈ K tais que K ⊂
n⋃
i=1

Gxi . Seja

A = Hx1 ∩Hx2 ∩ · · · ∩Hxn . Então A é aberto e p ∈ A. Além disso, temos A ∩K = ∅, o que implica

A ⊂ Kc. Logo Kc é aberto e, portanto, K é fechado.

A seguir veremos o significado de uma famı́lia de subconjuntos ter a propriedade da interseção

finita e relacionaremos este conceito com compacidade.

Definição 3.2. Sejam X um conjunto e F = (Fi)i∈I uma famı́lia de subconjuntos de X. Dizemos que

F tem a propriedade da interseção finita se para qualquer conjunto finito de ı́ndices {i1, i2, . . . , ik} ⊂ I

temos

Fi1 ∩ Fi2 ∩ · · · ∩ Fik 6= ∅.

Teorema 3.3. Seja X um espaço topológico. Então X é compacto se, e somente se, para toda famı́lia

F = (Fλ)λ∈L de subconjuntos fechados de X com a propriedade da interseção finita temos
⋂
λ∈L

Fλ 6= ∅.

Demonstração. Vamos supor que exista uma famı́lia F = (Fλ)λ∈L de fechados em X com a propriedade

da interseção finita e
⋂
λ∈L

Fλ = ∅. Logo X =
⋃
λ∈L

F cλ, ou seja, (F cλ)λ∈L é uma cobertura aberta de X.

Como X é compacto, existem λ1, λ2, . . . , λn ∈ L tais que X = F cλ1 ∪ F
c
λ2
∪ · · · ∪ F cλn . Então

Fλ1 ∩ Fλ2 ∩ · · · ∩ Fλn = ∅,

o que contradiz o fato de que F tem a propriedade da interseção finita. Reciprocamente, seja C =

(Cλ)λ∈L uma cobertura aberta de X. Então X =
⋃
λ∈L

Cλ, o que implica
⋂
λ∈L

Ccλ = ∅. Assim, (Ccλ)λ∈L

é uma famı́lia de fechados em X que não tem a propriedade da interseção finita. Logo existem

λ1, λ2, . . . , λn ∈ L tais que Ccλ1 ∩ C
c
λ2
∩ · · · ∩ Ccλn = ∅, o que implica X = Cλ1 ∪ Cλ2 ∪ · · · ∪ Cλn e,

portanto, X é compacto.

Um espaço vetorial topológico é um espaço vetorial X munido de uma topologia relativamente à

qual as duas operações (adição de vetores e produto de um escalar por um vetor) são cont́ınuas. Um
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conjunto A em um espaço vetorial topológico X é limitado se dada qualquer vizinhança V da origem

de X existe ε > 0 tal que αA ⊆ V sempre que |α| < ε. O lema seguinte afirma que todo conjunto

compacto em um espaço vetorial topológico é limitado. Este fato será usado como argumento para

concluir a prova do Teorema de Markov-Kakutani e sua demonstração pode ser encontrada em [3].

Lema 3.4. Um subconjunto compacto de um espaço vetorial topológico é limitado.

O enunciado e a demonstração do resultado central deste caṕıtulo é como segue.

Teorema 3.5 (Teorema de Markov-Kakutani). Sejam K um subconjunto convexo compacto de um

espaço vetorial topológico Hausdorff X e F uma famı́lia de transformações cont́ınuas afins T : K → K.

Suponha que todos os elementos de F comutam. Então existe um ponto p ∈ K tal que T (p) = p para

cada T ∈ F , ou seja, existe um ponto p ∈ K que é fixado por todos os elementos de F .

Demonstração. Sejam n um inteiro positivo e T ∈ F . Defina

Tn =
1

n
(I + T + · · ·+ Tn−1).

Seja T = {Tn(K) : n ≥ 1 e T ∈ F}. Então cada elemento de T é convexo e compacto (pelo item (ii)

da Proposição 3.1). Como K é convexo, temos Tn(K) ⊆ K. Dados um inteiro positivo m e S ∈ F ,

defina Sm =
1

m
(I +S + · · ·+Sm−1). Como todos os elementos de F comutam por hipótese, então Tn

e Sm comutam. Assim, temos

Tn(Sm(K)) ⊆ Sm(K)

e

Tn(Sm(K)) = Sm(Tn(K)) ⊆ Tn(K),

ou seja, Tn(Sm(K)) ⊆ Tn(K) ∩ Sm(K). Isto mostra que toda subcoleção finita de elementos de T

possui interseção não vazia, onde Tn(K) é fechado para todo n ≥ 1 (pelo item (iii) da Proposição 3.1).

Pelo Teorema 3.3, obtemos ⋂
T∈F ,n≥1

Tn(K) 6= ∅.

Logo existe p ∈
⋂

T∈F ,n≥1
Tn(K). Se T ∈ F e T (p) 6= p, existe uma vizinhança U da origem de X tal

que T (p)− p /∈ U . Se n é um inteiro positivo arbitrário, como p ∈ Tn(K), existe q ∈ K tal que

p =
1

n
(I + T + · · ·+ Tn−1)(q).

Então T (p)− p =
1

n
(Tn − I)(q) /∈ U . Como Tn(q) ∈ K, então

1

n
(K −K) não é um subconjunto de U
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qualquer que seja n, onde K −K = {x− y : x, y ∈ K}. Logo K −K não é limitado em X. Por outro

lado, K −K = F (K ×K), onde F (x, y) = x − y, e então K −K é compacto. Mas isto contradiz o

Lema 3.4. Portanto T (p) = p para toda T ∈ F .



Caṕıtulo

4

O Teorema de Krylov-Bogolyubov

Neste caṕıtulo, estudaremos a existência de medidas invariantes por uma transformação cont́ınua

T : X → X em um espaço métrico compacto X.

4.1 Recorrência e ergodicidade

O propósito desta seção é apresentar o Teorema de Recorrência de Poincaré, um resultado que é

satisfeito por todas as transformações que preservam alguma medida de probabilidade e que enfatiza

a importância de mostrar que tais medidas existem. No que segue, caracterizaremos a ergodicidade

de uma transformação mensurável e isto nos será importante para estudar algumas propriedades do

conjunto das medidas invariantes.

Teorema 4.1 (Teorema de Recorrência de Poincaré). Seja T : X → X uma transformação mensurável

que preserva a medida de probabilidade m : B(X)→ [0, 1] e considere E ∈ B(X) com m(E) > 0. Então

quase todos os pontos de E retornam para E infinitas vezes sob iterações positivas de T , isto é, existe

F ⊂ E com m(F ) = m(E) tal que para cada x ∈ F existe uma sequência n1 < n2 < n3 < · · · de

números naturais com Tni(x) ∈ F para cada i.

Demonstração. Para N ≥ 0 seja EN =

∞⋃
n=N

T−n(E). Então

∞⋂
N=0

EN é o conjunto de todos os pontos

de X que entram no conjunto E infinitas vezes sob iterações positivas de T . Logo o conjunto F =

E ∩
∞⋂
N=0

EN consiste de todos os pontos de E que entram em E infinitas vezes sob iterações positivas

de T . Se x ∈ F , então existe uma sequência 0 < n1 < n2 < · · · de números naturais com Tni(x) ∈ E

para cada i. Além disso, para cada i temos Tni(x) ∈ F , pois Tnj−ni(Tni(x)) ∈ E para todo j.

Falta mostrar que vale m(F ) = m(E). Como T−1(EN ) = EN+1 e T preserva a medida m, temos

29
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m(EN ) = m(T−1(EN )) = m(EN+1) e, portanto, m(E0) = m(EN ) para todo N . Uma vez que

E0 ⊃ E1 ⊃ E2 ⊃ · · · , temos m

( ∞⋂
N=0

EN

)
= m(E0). Como E ⊂ E0, obtemos m(F ) = m(E ∩ E0) =

m(E).

Definição 4.2. Seja (X,B(X),m) um espaço de probabilidade. Dizemos que uma transformação

mensurável T : X → X que preserva a medida de probabilidade m : B(X) → [0, 1] é ergódica se os

únicos elementos B ∈ B(X) com T−1(B) = B satisfazem m(B) = 0 ou m(B) = 1.

Existem várias outras maneiras de caracterizar a ergodicidade de uma transformação mensurável

e vamos apresentar algumas delas no teorema a seguir.

Teorema 4.3. Se T : X → X é uma transformação mensurável que preserva a medida de probabilidade

m : B(X)→ [0, 1], então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) T é ergódica;

(ii) os únicos elementos A ∈ B(X) com m(T−1(A)4A) = 0 são aqueles com m(A) = 0 ou m(A) = 1;

(iii) para todo A ∈ B(X) com m(A) > 0, temos m

( ∞⋃
n=1

T−n(A)

)
= 1;

(iv) para todo A,B ∈ B(X) com m(A) > 0 e m(B) > 0, existe n > 0 com m(T−n(A) ∩B) > 0.

Demonstração. (i) =⇒ (ii) : Seja A ∈ B(X) com m(T−1(A)4A) = 0. Devemos construir um

conjunto B com T−1(B) = B e m(A4B) = 0. Para cada n ≥ 0 temos m(T−n(A)4A) = 0, pois

T−n(A)4A ⊂
n−1⋃
i=0

T−(i+1)(A)4T−i(A) =

n−1⋃
i=0

T−i(T−1(A)4A)

e, portanto, m(T−n(A)4A) ≤ nm(T−1(A)4A). Seja B =
∞⋂
n=0

∞⋃
i=n

T−i(A). Pelos fatos anteriores,

temos m

(
A4

∞⋃
i=n

T−i(A)

)
≤
∞∑
i=n

m(A4T−i(A)) = 0 para cada n ≥ 0. Como os conjuntos

∞⋃
i=n

T−i(A)

decrescem com n, temos m(B4A) = 0 e, portanto, m(B) = m(A). Além disso,

T−1(B) =

∞⋂
n=0

∞⋃
i=n

T−(i+1)(A) =

∞⋂
n=0

∞⋃
i=n+1

T−i(A) = B.

Portanto, obtemos um conjunto B com T−1(B) = B e m(B4A) = 0. Por ergodicidade, devemos ter

m(B) = 0 ou m(B) = 1. Portanto m(A) = 0 ou m(A) = 1.



4.1 Recorrência e ergodicidade 31

(ii) =⇒ (iii) : Sejam A ∈ B(X) com m(A) > 0 e A0 =

∞⋃
n=1

T−n(A). Então A0 é mensurável,

T−1(A0) ⊂ A0 e m(T−1(A0)) = m(A0). Dáı

m(T−1(A0)4A0) = m(T−1(A0)\A0) +m(A0\T−1(A0)) = m(∅) +m(A0)−m(T−1(A0)) = 0.

Por (ii) segue que m(A0) = 0 ou m(A0) = 1. Por outro lado, não podemos ter m(A0) = 0, pois

T−1(A) ⊂ A0 e m(T−1(A)) = m(A) > 0. Portanto m(A0) = 1, ou seja, m

( ∞⋃
n=1

T−n(A)

)
= 1.

(iii) =⇒ (iv) : Sejam A,B ∈ B(X) com m(A) > 0 e m(B) > 0. Pelo item (iii) temos

m

( ∞⋃
n=1

T−n(A)

)
= 1. Seja W =

∞⋃
n=1

T−n(A). Como

m(X\W ) = m(X)−m(W ) = 0

e B\W ⊆ X\W , segue que m(B\W ) = 0. Dáı

m(B) = m(B ∩W ) +m(B\W ) = m(B ∩W ).

Então

m

( ∞⋃
n=1

(B ∩ T−n(A))

)
= m

(
B ∩

∞⋃
n=1

T−n(A)

)
= m(B ∩W ) = m(B) > 0.

Se m(B ∩ T−n(A)) = 0 para todo n ≥ 1, então

m

( ∞⋃
n=1

(B ∩ T−n(A))

)
≤
∞∑
n=1

m(B ∩ T−n(A)) = 0

e isto implica m

( ∞⋃
n=1

(B ∩ T−n(A))

)
= 0, o que é uma contradição. Portanto

m(B ∩ T−n(A)) > 0

para algum n ≥ 1.

(iv) =⇒ (i) : Seja A ∈ B(X) com T−1(A) = A e suponha 0 < m(A) < 1. Então

m(X\A) = m(X)−m(A) = 1−m(A) > 0,
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T−n(A) = A para todo n ≥ 1 e

m(T−n(A) ∩ (X\A)) = m(A ∩ (X\A)) = m(∅) = 0

para todo n ≥ 1, o que contradiz (iv). Portanto m(A) = 0 ou m(A) = 1. Logo T é ergódica.

4.2 Medidas em espaços métricos

Nesta seção, nosso interesse é estudar as propriedades das medidas de probabilidade em espaços

métricos, a começar pela regularidade e algumas consequências. Para isso, vamos considerar um espaço

métrico X munido da métrica d e da σ-álgebra B(X) dos subconjuntos de Borel de X. Denotaremos

por M(X) a coleção das medidas de probabilidade de Borel em X, ou seja, M(X) é a coleção das

medidas de probabilidade definidas no espaço mensurável (X,B(X)).

Teorema 4.4. Uma medida de probabilidade de Borel m em um espaço métrico X é regular, isto é,

para todo B ∈ B(X) e para todo ε > 0, existem um aberto Uε e um fechado Cε com Cε ⊆ B ⊆ Uε e

m(Uε\Cε) < ε.

Demonstração. Vamos denotar por R a coleção de todos os conjuntos tais que a condição de

regularidade é satisfeita e mostremos que R é uma σ-álgebra. De fato, claramente temos X ∈ R,

pois dado ε > 0 basta tomar Uε = Cε = X. Dado A ∈ R, mostremos que Ac ∈ R. Para todo ε > 0

existem um aberto Uε e um fechado Cε tais que Cε ⊆ A ⊆ Uε e m(Uε\Cε) < ε. Dáı U cε ⊆ Ac ⊆ Ccε ,

onde U cε é fechado e Ccε é aberto. Além disso,

m(Ccε\U cε ) = m(Uε\Cε) < ε.

Portanto Ac ∈ R. Agora, mostremos que R é fechado com respeito à união enumerável. Sejam

(Aj)j≥1 ⊂ R, A =

∞⋃
j=1

Aj e ε > 0. Como Aj ∈ R para cada j ≥ 1, existem um aberto Uε,j e um

fechado Cε,j tais que Cε,j ⊆ Aj ⊆ Uε,j e

m(Uε,j\Cε,j) <
ε

3j
,

para cada j ≥ 1. Sejam Uε =

∞⋃
j=1

Uε,j e C̃ε =
∞⋃
j=1

Cε,j . Como m é uma medida de probabilidade, temos

lim
r→∞

m

 r⋃
j=1

Cε,j

 = m

 ∞⋃
j=1

Cε,j

 = m(C̃ε).
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Logo existe um inteiro positivo k tal que

m

C̃ε\ k⋃
j=1

Cε,j

 <
ε

2
.

Defina Cε =

k⋃
j=1

Cε,j e note que Cε é fechado. Assim, temos Cε ⊆ C̃ε ⊆ A ⊆ Uε. Além disso,

m(Uε\Cε) ≤ m(Uε\C̃ε) +m(C̃ε\Cε) ≤
∞∑
j=1

m(Uε,j\Cε,j) +m(C̃ε\Cε)

<

∞∑
j=1

ε

3j
+
ε

2
= ε,

ou seja, m(Uε\Cε) < ε. Portanto A =
∞⋃
j=1

Aj ∈ R. Isto prova que R é uma σ-álgebra.

Para completar a demonstração, vamos mostrar que R contém todos os subconjuntos fechados de

X. Sejam C fechado e ε > 0. Para cada n ≥ 1 defina

Un = {x ∈ X : d(C, x) < 1/n}.

Então temos U1 ⊇ U2 ⊇ · · · ⊇ Un ⊇ · · · . Pelo item (ii) do Lema 1.4, a função

ρC(x) = d(C, x) = inf
y∈C

d(y, x)

é uniformemente cont́ınua em X. Portanto Un é aberto para todo n ≥ 1. Além disso, temos

∞⋂
n=1

Un =

C. De fato, seja w ∈
∞⋂
n=1

Un. Então d(C,w) <
1

n
para todo n ≥ 1. Como

1

n
→ 0 quando n → ∞,

existe um inteiro positivo n0 tal que
1

n0
< ε. Assim, d(C,w) <

1

n0
< ε, ou seja, d(C,w) < ε. Como

ε > 0 é arbitrário, segue que d(C,w) = 0 e então, pelo item (i) do Lema 1.4, temos w ∈ C = C. Logo
∞⋂
n=1

Un ⊆ C. Reciprocamente, se w ∈ C = C, então d(C,w) = 0 <
1

n
para todo n ≥ 1. Portanto

w ∈
∞⋂
n=1

Un e C ⊆
∞⋂
n=1

Un. Escolha k tal que m(Uk\C) < ε e sejam Cε = C e Uε = Uk. Então

Cε ⊆ C ⊆ Uε, onde Cε é fechado e Uε é aberto. Isto mostra que C ∈ R. Portanto R contém todos os

subconjuntos fechados de X.
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Lema 4.5. Para uma medida de probabilidade de Borel m em um espaço métrico X, temos

m(B) = sup{m(C) : C é fechado e C ⊆ B}

e

m(B) = inf{m(U) : U é aberto e U ⊇ B}

para todo B ∈ B(X).

Demonstração. Seja B ∈ B(X) e defina os conjuntos Z = {m(C) : C é fechado e C ⊆ B} e W =

{m(U) : U é aberto e U ⊇ B}. Pelo Teorema 4.4, para todo ε > 0 existem um aberto Uε e um fechado

Cε com Cε ⊆ B ⊆ Uε e m(Uε\Cε) < ε. Assim, Z 6= ∅ e W 6= ∅. Além disso, Z é limitado superiormente

e W é limitado inferiormente. Logo existem o supremo de Z e o ı́nfimo de W . Como B\Cε ⊆ Uε\Cε,

temos m(B\Cε) ≤ m(Uε\Cε) < ε, o que implica m(B) − m(Cε) < ε. Assim, dado ε > 0 existe um

fechado Cε com Cε ⊆ B e

m(B)− ε < m(Cε) ≤ m(B).

Portanto m(B) = supZ. Por outro lado, como Uε\B ⊆ Uε\Cε, temos m(Uε\B) ≤ m(Uε\Cε) < ε, o

que implica m(Uε)−m(B) < ε. Assim, dado ε > 0 existe um aberto Uε com Uε ⊇ B e

m(B) ≤ m(Uε) < m(B) + ε.

Portanto m(B) = inf W .

Corolário 4.6. Para uma medida de probabilidade de Borel m em um espaço métrico X, temos

m(U) = sup{m(K) : K é compacto e K ⊆ U}

para todo subconjunto aberto U de X.

O próximo resultado nos diz que cada elemento m ∈ M(X) é determinado pela forma como ele

integra funções cont́ınuas.

Teorema 4.7. Sejam m e µ duas medidas de probabilidade de Borel em um espaço métrico X. Se∫
fdm =

∫
fdµ para toda f : X → R cont́ınua, então m = µ.

Demonstração. Pelo Lema 4.5, é suficiente mostrar que vale m(C) = µ(C) para todo fechado C ⊆ X.

Sejam C fechado e ε > 0. Pela regularidade da medida m (Teorema 4.4), existe um aberto U com
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C ⊆ U e m(U\C) < ε. Defina f : X → R por

f(x) =

 0 se x /∈ U
d(x,X\U)

d(x,X\U)+d(x,C) se x ∈ U.

Se x ∈ U , então x /∈ X\U = X\U e, pelo item (i) do Lema 1.4, segue que d(x,X\U) 6= 0. Logo f

está bem definida. Além disso, f é cont́ınua, f = 0 em X\U , f = 1 em C e 0 ≤ f(x) ≤ 1 para todo

x ∈ X. Assim,

µ(C) =

∫
χCdµ ≤

∫
fdµ =

∫
fdm =

∫
U
fdm+

∫
X\U

fdm =

∫
U
fdm

≤
∫
U

1dm

= m(U)

= m(U\C) +m(C)

< ε+m(C),

ou seja, µ(C) < ε + m(C). Como ε > 0 é arbitrário, obtemos µ(C) ≤ m(C). Analogamente, temos

m(C) ≤ µ(C). Portanto m(C) = µ(C) para todo fechado C ⊆ X e o resultado segue.

O próximo teorema a ser demonstrado garante a metrizabilidade de M(X) quando X é um espaço

métrico compacto. Para mostrar este resultado, vamos definir uma topologia em M(X). Lembremos

dos fatos de que o conjunto C(X) = {f : X → R : f é cont́ınua} é um espaço de Banach quando

munido da norma ||f || = sup
x∈X
|f(x)|, f ∈ C(X), e que este espaço é separável. Assim, C(X) admite

um subconjunto enumerável (fk)k≥1 de funções cont́ınuas com a propriedade de que (fk)k≥1 é denso

em C(X).

Definição 4.8. A topologia fraca* em M(X) é definida como sendo a menor topologia que torna a

aplicação µ 7→
∫
fdµ cont́ınua para cada f ∈ C(X). Uma base é dada pela coleção dos conjuntos da

forma

Vµ(f1, . . . , fk; ε) =

{
m ∈M(X) :

∣∣∣∣∫ fidm−
∫
fidµ

∣∣∣∣ < ε, 1 ≤ i ≤ k
}

(4.1)

onde µ ∈M(X), k ≥ 1, fi ∈ C(X) para todo 1 ≤ i ≤ k e ε > 0.

Proposição 4.9. A coleção {Vµ(f1, . . . , fk; ε)} é uma base para uma topologia sobre M(X).

Demonstração. Basta observar os dois fatos seguintes:
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(i) M(X) ⊆
⋃

µ,f1,...,fk,ε

{Vµ(f1, ..., fk; ε)};

(ii) se ν ∈ Vµ(φ1, ..., φn1 ; ε1) ∩ Vm(ϕ1, ..., ϕn2 ; ε2), então

Vν(φ1, ..., φn1 , ϕ1, ..., ϕn2 ; min{ε1, ε2}) ⊆ Vµ(φ1, ..., φn1 ; ε1) ∩ Vm(ϕ1, ..., ϕn2 ; ε2).

Notemos que a topologia definida em M(X) por 4.1 não depende da métrica colocada em X.

Teorema 4.10. Sejam X um espaço métrico compacto e (fk)k≥1 um subconjunto denso de C(X).

Para medidas m,µ ∈M(X), defina a função dM(X) : M(X)×M(X)→ R por

dM(X)(m,µ) =
∞∑
k=1

∣∣∫ fkdm− ∫ fkdµ∣∣
2k||fk||

.

Então o espaço M(X) é metrizável na topologia fraca* e dM(X) é uma métrica em M(X). Além disso,

tal métrica gera a topologia fraca*.

Demonstração. Primeiramente, mostremos que a função dM(X) é uma métrica em M(X). De fato,

claramente dM(X)(m,µ) > 0 se m 6= µ e dM(X)(m,µ) = dM(X)(µ,m) para quaisquer m,µ em

M(X). Se m = µ, então

∣∣∣∣∫ fkdm−
∫
fkdµ

∣∣∣∣ = 0 para todo k ≥ 1, o que implica dM(X)(m,µ) = 0.

Reciprocamente, se dM(X)(m,µ) = 0, então

∫
fkdm =

∫
fkdµ para todo k ≥ 1, onde (fk)k≥1 ⊂ C(X).

Pelo Teorema 4.7, obtemos m = µ. Assim, dM(X)(m,µ) = 0 se, e somente se, m = µ. Para verificar a

desigualdade triangular, observemos que para quaisquer µ1, µ2,m ∈M(X), temos

dM(X)(µ1, µ2) =

∞∑
k=1

∣∣∫ fkdµ1 − ∫ fkdµ2∣∣
2k||fk||

≤
∞∑
k=1

∣∣∫ fkdµ1 − ∫ fkdm∣∣+
∣∣∫ fkdm− ∫ fkdµ2∣∣

2k||fk||

=
∞∑
k=1

∣∣∫ fkdµ1 − ∫ fkdm∣∣
2k||fk||

+
∞∑
k=1

∣∣∫ fkdm− ∫ fkdµ2∣∣
2k||fk||

= dM(X)(µ1,m) + dM(X)(m,µ2),

ou seja, dM(X)(µ1, µ2) ≤ dM(X)(µ1,m) + dM(X)(m,µ2). Portanto dM(X) é uma métrica em M(X).

Considere o espaço métrico (M(X), dM(X)). Para cada k ≥ 1 fixo, a aplicação µ 7→
∫
fkdµ é cont́ınua
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em (M(X), dM(X)). De fato, de

∣∣∫ fkdm− ∫ fkdµ∣∣
2k||fk||

≤
∞∑
k=1

∣∣∫ fkdm− ∫ fkdµ∣∣
2k||fk||

= dM(X)(m,µ),

obtemos

∣∣∣∣∫ fkdm−
∫
fkdµ

∣∣∣∣ ≤ 2k||fk||dM(X)(m,µ). Assim, dado ε > 0, se m,µ ∈ M(X) e se

dM(X)(m,µ) < δ, onde 0 < δ <
ε

2k||fk||
, temos

∣∣∣∣∫ fkdm−
∫
fkdµ

∣∣∣∣ ≤ 2k||fk||dM(X)(m,µ) < 2k||fk||δ < ε.

Portanto a aplicação µ 7→
∫
fkdµ é uniformemente cont́ınua para cada k ≥ 1 e, em particular, é

cont́ınua para cada k ≥ 1. Agora, afirmamos que a aplicação µ 7→
∫
fdµ é cont́ınua em (M(X), dM(X))

para cada f ∈ C(X). De fato, dada f : X → R cont́ınua, como (fk)k≥1 é denso em C(X), para todo

k ≥ 1 existe nk > k tal que

|fnk(x)− f(x)| < 1

k

para todo x ∈ X. Assim, para toda medida ν ∈M(X), temos

∣∣∣∣∫ fnkdν −
∫
fdν

∣∣∣∣ ≤ ∫ |fnk − f |dν ≤ 1

k
ν(X) =

1

k
. (4.2)

Desse modo, para m,µ ∈M(X) e pela desigualdade obtida em 4.2, temos

∣∣∣∣∫ fdm−
∫
fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ fdm−
∫
fnkdm

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ fnkdm−
∫
fnkdµ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ fnkdµ−
∫
fdµ

∣∣∣∣
≤ 1

k
+

∣∣∣∣∫ fnkdm−
∫
fnkdµ

∣∣∣∣+
1

k

=
2

k
+

∣∣∣∣∫ fnkdm−
∫
fnkdµ

∣∣∣∣ . (4.3)

Fazendo m→ µ em 4.3, obtemos

lim
m→µ

∣∣∣∣∫ fdm−
∫
fdµ

∣∣∣∣ ≤ 2

k
,

uma vez que a aplicação µ 7→
∫
fkdµ é cont́ınua para cada k ≥ 1 e

∣∣∣∣∫ fnkdm−
∫
fnkdµ

∣∣∣∣→ 0 quando

m → µ. Como k é arbitrário, obtemos lim
m→µ

∫
fdm =

∫
fdµ e, portanto, a aplicação µ 7→

∫
fdµ é

cont́ınua em (M(X), dM(X)) para cada f : X → R cont́ınua.

Falta mostrar a relação entre a métrica dM(X) e a topologia fraca* dada pela base de vizinhanças
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da forma

Vµ(f1, . . . , fn; ε) =

{
m ∈M(X) :

∣∣∣∣∫ fkdm−
∫
fkdµ

∣∣∣∣ < ε, 1 ≤ k ≤ n
}
,

onde µ ∈M(X) e ε > 0. Afirmamos que Vµ(f1, . . . , fn; ε) é aberto em (M(X), dM(X)). De fato, como

Vµ(f1, . . . , fn; ε) =
n⋂
k=1

Ak

e Ak =

{
m ∈M(X) :

∣∣∣∣∫ fkdm−
∫
fkdµ

∣∣∣∣ < ε

}
é aberto em (M(X), dM(X)) para cada 1 ≤ k ≤

n, segue que Vµ(f1, . . . , fn; ε) é aberto em (M(X), dM(X)). Para mostrar a rećıproca, é suficiente

provar que cada bola {m ∈ M(X) : dM(X)(m,µ) < ε} em (M(X), dM(X)) contém um conjunto

Vµ(g1, . . . , gn; δ), onde n ≥ 1, gk ∈ C(X) para todo 1 ≤ k ≤ n e δ > 0. Se µ ∈ M(X) e ε > 0 são

dados, escolha N tal que

∞∑
k=N+1

2

2k
<
ε

2
.

Seja

δ =
ε

2

(
N∑
k=1

1

2k||fk||

)−1
.

Então temos Vµ(f1, . . . , fN ; δ) ⊂ {m ∈M(X) : dM(X)(m,µ) < ε}.

O resultado a seguir nos fornece propriedades equivalentes sobre a convergência de uma sequência

de medidas em M(X).

Proposição 4.11. Sejam X um espaço métrico compacto e (fj)j≥1 um subconjunto denso de C(X).

As seguintes propriedades para uma sequência (µk)k≥1 ⊂M(X) são equivalentes:

(i) lim
k→∞

dM(X)(µk, µ) = 0;

(ii) lim
k→∞

∫
fjdµk =

∫
fjdµ para todo j ≥ 1;

(iii) lim
k→∞

∫
fdµk =

∫
fdµ para toda f : X → R cont́ınua.

Demonstração. Para mostrar que (i) implica (ii), basta observar que para todo j ≥ 1 temos a

desigualdade

∣∣∣∣∫ fjdµk −
∫
fjdµ

∣∣∣∣ ≤ 2j ||fj ||dM(X)(µk, µ).
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Fazendo k → ∞, como lim
k→∞

dM(X)(µk, µ) = 0, obtemos

∣∣∣∣∫ fjdµk −
∫
fjdµ

∣∣∣∣ → 0 quando k → ∞, ou

seja, lim
k→∞

∫
fjdµk =

∫
fjdµ para todo j ≥ 1. Agora, mostremos que (ii) implica (iii). Seja ε > 0

dado. Por (ii) existe um inteiro positivo n0 tal que k ≥ n0 implica

∣∣∣∣∫ fjdµk −
∫
fjdµ

∣∣∣∣ < ε

3
(4.4)

para todo j ≥ 1. Dada f ∈ C(X), seja fj tal que ||fj−f || <
ε

3
. Para uma medida qualquer ν ∈M(X),

temos

∣∣∣∣∫ fjdν −
∫
fdν

∣∣∣∣ ≤ ∫ |fj − f |dν ≤ ∫ ||fj − f ||dν < ε

3
ν(X) =

ε

3
. (4.5)

Assim, pelas desigualdades 4.4 e 4.5, para todo k ≥ n0 temos

∣∣∣∣∫ fdµk −
∫
fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ fdµk −
∫
fjdµk

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ fjdµk −
∫
fjdµ

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ fjdµ−
∫
fdµ

∣∣∣∣
<

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Portanto lim
k→∞

∫
fdµk =

∫
fdµ para toda f : X → R cont́ınua, como queŕıamos.

Para finalizar a demonstração, mostremos que (iii) implica (i). Seja ε > 0 dado. Como a série
∞∑
j=1

1

2j
é convergente, temos que existe um inteiro positivo j0 tal que

∞∑
j=j0+1

1

2j
<
ε

4
. (4.6)

Devemos mostrar que existe um inteiro positivo n0 tal que k ≥ n0 implica dM(X)(µk, µ) < ε, onde

dM(X)(µk, µ) é dado por

dM(X)(µk, µ) =
∞∑
j=1

∣∣∫ fjdµk − ∫ fjdµ∣∣
2j ||fj ||

=

∞∑
j=1

1

2j

∣∣∣∣∫ fj
||fj ||

dµk −
∫

fj
||fj ||

dµ

∣∣∣∣
=

j0∑
j=1

1

2j

∣∣∣∣∫ fj
||fj ||

dµk −
∫

fj
||fj ||

dµ

∣∣∣∣+
∞∑

j=j0+1

1

2j

∣∣∣∣∫ fj
||fj ||

dµk −
∫

fj
||fj ||

dµ

∣∣∣∣ . (4.7)
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Notemos que para todo j ≥ 1, temos

∣∣∣∣∫ fj
||fj ||

dµk −
∫

fj
||fj ||

dµ

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ fj
||fj ||

dµk

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ fj
||fj ||

dµ

∣∣∣∣
≤

∫ |fj |
||fj ||

dµk +

∫ |fj |
||fj ||

dµ

≤
∫

1dµk +

∫
1dµ = µk(X) + µ(X) = 2. (4.8)

Assim, por 4.6 e pela desigualdade obtida em 4.8, vem

∞∑
j=j0+1

1

2j

∣∣∣∣∫ fj
||fj ||

dµk −
∫

fj
||fj ||

dµ

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
j=j0+1

2
1

2j
< 2

ε

4
=
ε

2
. (4.9)

Por (iii) temos lim
k→∞

∫
fj
||fj ||

dµk =

∫
fj
||fj ||

dµ para cada 1 ≤ j ≤ j0. Logo para cada 1 ≤ j ≤ j0

existe um inteiro positivo Nj tal que k ≥ Nj implica

∣∣∣∣∫ fj
||fj ||

dµk −
∫

fj
||fj ||

dµ

∣∣∣∣ < ε

2
. Tomando

n0 = max{N1, . . . , Nj0}, segue que k ≥ n0 implica

∣∣∣∣∫ fj
||fj ||

dµk −
∫

fj
||fj ||

dµ

∣∣∣∣ < ε

2
(4.10)

para todo 1 ≤ j ≤ j0. Se k ≥ n0, por 4.7 e pelas desigualdades 4.9 e 4.10, obtemos

dM(X)(µk, µ) <
ε

2
·
j0∑
j=1

1

2j
+
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Portanto lim
k→∞

dM(X)(µk, µ) = 0, como queŕıamos.

Finalizamos esta seção com o teorema que garante a compacidade do espaço M(X) quando X é

um espaço métrico compacto. Em sua demonstração faremos uso do Teorema da Representação de

Riesz.

Teorema 4.12. Se X é um espaço métrico compacto, então M(X) é compacto na topologia fraca*.

Demonstração. Por questão de simplicidade, vamos escrever µ(f) para denotar

∫
fdµ. Seja (fi)i≥1 ⊂

C(X) um subconjunto enumerável denso. Seja (µk)k≥1 uma sequência em M(X) e provemos que

ela admite uma subsequência convergente. Consideremos a sequência numérica (µk(f1))k≥1. Note

que |µk(f1)| ≤ ||f1|| para todo k ≥ 1, ou seja, esta sequência é limitada por ||f1||. Logo ela tem

uma subsequência convergente, a qual denotaremos por (µ
(1)
k (f1))k≥1. Consideremos a sequência

numérica (µ
(1)
k (f2))k≥1. Ela é limitada e, portanto, possui uma subsequência convergente (µ

(2)
k (f2))k≥1.

Note que (µ
(2)
k (f1))k≥1 também converge. Procedendo desta maneira, para cada i ≥ 1 obtemos uma
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subsequência (µ
(i)
k )k≥1 de (µk)k≥1 tal que

(µ
(i)
k )k≥1 ⊆ (µ

(i−1)
k )k≥1 ⊆ · · · ⊆ (µ

(1)
k )k≥1 ⊆ (µk)k≥1

e (µ
(i)
k (fj))k≥1 converge para cada 1 ≤ j ≤ i. Considere a diagonal (µ

(k)
k )k≥1. A sequência (µ

(k)
k (fi))k≥1

converge para todo i ≥ 1. Mostremos que (µ
(k)
k (f))k≥1 converge para toda f ∈ C(X). Dado ε > 0,

podemos escolher fi tal que ||f − fi|| <
ε

3
. Como (µ

(k)
k (fi))k≥1 converge, existe um inteiro positivo N

tal que se n,m ≥ N então

|µ(n)n (fi)− µ(m)
m (fi)| <

ε

3
.

Dáı se n,m ≥ N temos

|µ(n)n (f)− µ(m)
m (f)| ≤ |µ(n)n (f)− µ(n)n (fi)|+ |µ(n)n (fi)− µ(m)

m (fi)|+ |µ(m)
m (fi)− µ(m)

m (f)|

=

∣∣∣∣∫ fdµ(n)n −
∫
fidµ

(n)
n

∣∣∣∣+ |µ(n)n (fi)− µ(m)
m (fi)|+

∣∣∣∣∫ fidµ
(m)
m −

∫
fdµ(m)

m

∣∣∣∣
≤ ||f − fi||+ |µ(n)n (fi)− µ(m)

m (fi)|+ ||fi − f ||

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

e, portanto, a sequência (µ
(k)
k (f))k≥1 converge para toda f ∈ C(X). Assim, para cada f ∈ C(X)

defina L(f) = lim
k→∞

µ
(k)
k (f). Então L é linear e limitado, pois

L(c1f1 + c2f2) = lim
k→∞

∫
(c1f1 + c2f2)dµ

(k)
k = c1 lim

k→∞

∫
f1dµ

(k)
k + c2 lim

k→∞

∫
f2dµ

(k)
k

= c1L(f1) + c2L(f2)

para quaisquer f1, f2 ∈ C(X) e quaisquer constantes c1, c2 ∈ R e

|L(f)| =
∣∣∣∣ lim
k→∞

∫
fdµ

(k)
k

∣∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣∣∫ fdµ
(k)
k

∣∣∣∣ ≤ ||f ||
para toda f ∈ C(X). Além disso,

L(1) = lim
k→∞

∫
1dµ

(k)
k = lim

k→∞
µ
(k)
k (X) = 1

e f ≥ 0 implica L(f) ≥ 0. Pelo Teorema 2.11 (Teorema da Representação de Riesz), existe uma

medida µ ∈M(X) tal que L(f) =

∫
fdµ para toda f ∈ C(X). Portanto

lim
k→∞

∫
fdµ

(k)
k =

∫
fdµ
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para toda f ∈ C(X). Pela Proposição 4.11, segue que lim
k→∞

dM(X)(µ
(k)
k , µ) = 0, ou seja, a sequência

(µ
(k)
k )k≥1 converge para µ em M(X). Isto mostra que M(X) é compacto na topologia fraca*.

4.3 Existência de medidas invariantes

Seja T : X → X uma transformação cont́ınua num espaço métrico compacto X. Nesta seção

mostraremos que sempre existe uma medida µ ∈ M(X) invariante por T . Primeiramente, notemos

que T−1(B(X)) ⊂ B(X), uma vez que o conjunto {E ∈ B(X) : T−1(E) ∈ B(X)} é uma σ-álgebra e

contém os conjuntos abertos. Isto mostra que T é mensurável. Assim, para cada µ ∈ M(X), vamos

definir uma aplicação T∗ : M(X)→M(X) dada por

(T∗µ)(B) = µ(T−1(B)), B ∈ B(X).

Por questão de simplicidade, podemos escrever µ ◦ T−1 ao invés de T∗µ. Para cada µ ∈ M(X), note

que T∗µ = µ ◦ T−1 é uma medida e a chamamos de medida imagem da medida µ pela transformação

T . Observe que a aditividade enumerável de µ ◦ T−1 segue da aditividade enumerável de µ. No lema

a seguir mostramos que vale um resultado análogo à mudança de variáveis quando integramos em

relação à medida que acabamos de definir.

Lema 4.13. Para toda f : X → R cont́ınua, temos

∫
fd(µ ◦ T−1) =

∫
f ◦ Tdµ.

Demonstração. Se f é a função caracteŕıstica de um conjunto A ∈ B(X), temos

∫
χAd(µ ◦ T−1) = µ(T−1(A)) =

∫
χT−1(A)dµ =

∫
χA ◦ Tdµ.

Assim,

∫
hd(µ ◦ T−1) =

∫
h ◦ Tdµ se h é uma função simples. A mesma fórmula vale se h

for uma função mensurável não negativa, pois pelo Teorema 1.1 podemos tomar uma sequência

crescente (φn)n≥1 de funções simples que converge pontualmente para h. Portanto o caso geral segue

decompondo uma função cont́ınua f : X → R como diferença de funções não negativas.

Teorema 4.14. A aplicação T∗ : M(X)→M(X) é cont́ınua e afim.

Demonstração. Se f ∈ C(X), pelo Lema 4.13 temos

∫
fd(µ ◦ T−1) =

∫
f ◦ Tdµ.



4.3 Existência de medidas invariantes 43

Seja (µn)n≥1 uma sequência convergindo para µ em M(X). Pela Proposição 4.11, temos

lim
n→∞

∫
fd(µn ◦ T−1) = lim

n→∞

∫
f ◦ Tdµn =

∫
f ◦ Tdµ =

∫
fd(µ ◦ T−1).

Pela Proposição 4.11 novamente, segue que lim
n→∞

µn ◦ T−1 = µ ◦ T−1, ou seja, lim
n→∞

T∗µn = T∗µ.

Portanto a aplicação T∗ é cont́ınua. Além disso, se m,µ ∈M(X) e p ∈ [0, 1] temos

T∗(pm+ (1− p)µ)(A) = (pm+ (1− p)µ)(T−1(A))

= pm(T−1(A)) + (1− p)µ(T−1(A))

= pT∗(m(A)) + (1− p)T∗(µ(A))

= (pT∗(m) + (1− p)T∗(µ))(A)

para todo A ∈ B(X). Isto mostra que a aplicação T∗ é afim.

Como T∗ : M(X)→ M(X) é uma transformação cont́ınua afim de um espaço compacto convexo,

podemos usar o Teorema de Markov-Kakutani para mostrar que T∗ tem um ponto fixo. Desse modo,

mostraremos que existe uma medida em M(X) que é invariante por T e então vamos obter o Teorema

de Krylov-Bogolyubov.

Teorema 4.15 (Teorema de Krylov-Bogolyubov). Se T : X → X é uma transformação cont́ınua

definida no espaço métrico compacto X, então existe uma medida de probabilidade de Borel µ ∈M(X)

que é invariante por T .

Demonstração. A primeira parte da demonstração consiste em mostrar que M(X) pode ser

considerado um subconjunto compacto convexo do espaço

C(X)∗ = {h : C(X)→ R : h é funcional linear cont́ınuo}

munido da topologia induzida. Para ver isto, considere a aplicação F : M(X)→ C(X)∗ definida por

F (µ)(φ) =

∫
φdµ.

As seguintes afirmações são verdadeiras:

(i) F (µ) ∈ C(X)∗. De fato, F (µ) é linear. Além disso,

|F (µ)(φ)| =
∣∣∣∣∫ φdµ

∣∣∣∣ ≤ ||φ||
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para toda φ ∈ C(X). Portanto F (µ) ∈ C(X)∗.

(ii) F é afim. De fato, para quaisquer medidas m,µ ∈ M(X) e para todo 0 ≤ p ≤ 1, temos

pm+ (1− p)µ ∈M(X) e

F (pm+ (1− p)µ)(φ) =

∫
φd(pm+ (1− p)µ)

= p

∫
φdm+ (1− p)

∫
φdµ

= pF (m)(φ) + (1− p)F (µ)(φ).

A injetividade de F segue do Teorema 4.7. Assim, podemos identificar M(X) com a sua imagem

F (M(X)), que é um subconjunto convexo de C(X)∗. Ele também é compacto, pois a topologia

colocada em M(X) é herdada de C(X)∗. Assim, pelo Teorema 3.5 (Teorema de Markov-Kakutani),

a aplicação T∗ : M(X) → M(X) tem um ponto fixo, isto é, existe µ ∈ M(X) tal que T∗µ = µ. Logo

existe µ ∈M(X) com µ(T−1(A)) = µ(A) para todo A ∈ B(X) e, portanto, µ é invariante por T .

Uma outra forma de mostrar que uma transformação cont́ınua admite uma medida de probabilidade

de Borel invariante é dada pela demonstração a seguir.

Demonstração alternativa do Teorema de Krylov-Bogolyubov: Seja µ0 ∈ M(X) e defina a

sequência (µk)k≥1 por

µk =
1

k + 1

k∑
j=0

T j∗µ0,

onde T j∗µ0(A) = µ0(T
−j(A)) para A ∈ B(X) e j ≥ 0. Note que (µk)k≥1 ⊂ M(X), pois µk é uma

medida e

µk(X) =
1

k + 1

k∑
j=0

T j∗µ0(X) =
1

k + 1

k∑
j=0

µ0(T
−j(X)) =

1

k + 1

k∑
j=0

µ0(X) =
1

k + 1

k∑
j=0

1 = 1

para cada k ≥ 1. Como M(X) é compacto na topologia fraca*, temos que existe µ ∈ M(X) e uma

subsequência (µnk)k≥1 com

µ = lim
k→∞

µnk .
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Assim, temos

T∗µ = T∗

 lim
k→∞

1

nk + 1

nk∑
j=0

T j∗µ0

 = lim
k→∞

T∗

 1

nk + 1

nk∑
j=0

T j∗µ0


= lim

k→∞

1

nk + 1

nk+1∑
j=1

T j∗µ0

= lim
k→∞

1

nk + 1

 nk∑
j=0

T j∗µ0 − µ0 + Tnk+1
∗ µ0


= µ− lim

k→∞

1

nk + 1
µ0 + lim

k→∞

1

nk + 1
Tnk+1
∗ µ0.

Agora, afirmamos que lim
k→∞

1

nk + 1
µ0 = 0 e lim

k→∞

1

nk + 1
Tnk+1
∗ µ0 = 0. De fato, como µ0 é limitada e

1

nk + 1
→ 0 quando k → ∞, segue a primeira afirmação. Para a segunda afirmação, basta observar

que
1

nk + 1
Tnk+1
∗ µ0(E) =

1

nk + 1
µ0(T

−(nk+1)(E)) ≤ 1

nk + 1

para todo conjunto mensurável E ⊂ X. Como
1

nk + 1
→ 0 quando k →∞, a segunda afirmação está

provada. Logo obtemos T∗µ = µ, ou seja, µ ◦ T−1 = µ. Portanto µ é invariante por T . 2

Observe que a demonstração alternativa do Teorema de Krylov-Bogolyubov nos fornece um modo

bastante simples de obter medidas invariantes. Dados um espaço métrico compacto X e uma

transformação cont́ınua T : X → X, seja M(X,T ) = {µ ∈ M(X) : T∗µ = µ}. Ou seja, o conjunto

M(X,T ) consiste das medidas µ ∈ M(X) que são invariantes pela transformação T . O Teorema de

Krylov-Bogolyubov garante que M(X,T ) 6= ∅. Nos próximos resultados estabelecemos uma condição

para que uma medida em M(X) pertença à M(X,T ) e provamos algumas propriedades deste conjunto

e sua relação com ergodicidade.

Teorema 4.16. Se T : X → X é uma transformação cont́ınua num espaço métrico compacto X e

µ ∈M(X), então µ ∈M(X,T ) se, e somente se,

∫
f ◦ Tdµ =

∫
fdµ para toda f ∈ C(X).

Demonstração. Se µ ∈M(X,T ) então µ = T∗µ = µ ◦ T−1 e, pelo Lema 4.13, temos

∫
f ◦ Tdµ =

∫
fd(µ ◦ T−1) =

∫
fdµ

para toda f ∈ C(X). Reciprocamente, se

∫
f ◦ Tdµ =

∫
fdµ para toda f ∈ C(X), pelo Lema 4.13

temos

∫
fd(µ ◦ T−1) =

∫
fdµ para toda f ∈ C(X). Pelo Teorema 4.7, segue que µ ◦ T−1 = µ, ou
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seja, µ ∈M(X,T ).

Teorema 4.17. Se X é um espaço métrico compacto e T : X → X é uma transformação cont́ınua,

então valem as seguintes propriedades:

(i) M(X,T ) é um subconjunto compacto de M(X);

(ii) M(X,T ) é convexo;

(iii) µ é um ponto extremo de M(X,T ) se, e somente se, µ é uma medida ergódica com respeito à

transformação T ;

(iv) se µ,m ∈M(X,T ) são ambas ergódicas e µ 6= m, então elas são mutuamente singulares.

Demonstração. (i) Seja (µn)n≥1 uma sequência em M(X,T ) convergindo para µ ∈ M(X). Pela

Proposição 4.11 e pelo Lema 4.13, para toda f : X → R cont́ınua temos

∫
fd(µ ◦ T−1) =

∫
f ◦ Tdµ = lim

n→∞

∫
f ◦ Tdµn = lim

n→∞

∫
fd(µn ◦ T−1)

= lim
n→∞

∫
fdµn

=

∫
fdµ,

ou seja,

∫
fd(µ ◦T−1) =

∫
fdµ. Pelo Teorema 4.7, segue que µ ◦T−1 = µ e, portanto, µ ∈M(X,T ).

Pelo Lema 1.5, segue que M(X,T ) é fechado em M(X). Como M(X) é compacto na topologia fraca*,

temos que M(X,T ) é um subconjunto compacto de M(X).

(ii) Sejam m,µ ∈ M(X,T ). Então m(T−1(A)) = m(A) e µ(T−1(A)) = µ(A) para todo A ∈ B(X).

Assim, para todo 0 ≤ p ≤ 1, temos

(pm+ (1− p)µ)(T−1(A)) = pm(T−1(A)) + (1− p)µ(T−1(A))

= pm(A) + (1− p)µ(A)

= (pm+ (1− p)µ)(A)

para todo A ∈ B(X). Portanto pm+ (1− p)µ ∈M(X,T ) e M(X,T ) é convexo.

(iii) Suponha µ ∈ M(X,T ) e que µ não é ergódica. Então existe E ∈ B(X) com T−1(E) = E e

0 < µ(E) < 1. Para cada B ∈ B(X) defina as medidas µ1 e µ2 por

µ1(B) =
µ(B ∩ E)

µ(E)
e µ2(B) =

µ(B ∩ (X\E))

µ(X\E)
,
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respectivamente. Então

µ1(X) =
µ(X ∩ E)

µ(E)
=
µ(E)

µ(E)
= 1

e

µ1(T
−1(B)) =

µ(T−1(B) ∩ E)

µ(E)
=

µ(T−1(B) ∩ T−1(E))

µ(E)

=
µ(T−1(B ∩ E))

µ(E)

=
µ(B ∩ E)

µ(E)
= µ1(B)

para todo B ∈ B(X), ou seja, µ1 ∈M(X,T ). Analogamente, µ2 ∈M(X,T ). Além disso, µ1 6= µ2 e

µ(B) = µ(E)µ1(B) + (1− µ(E))µ2(B)

para todo B ∈ B(X). Portanto µ não é um ponto extremo de M(X,T ). Reciprocamente, suponha

que µ ∈ M(X,T ) é ergódica e µ = pµ1 + (1 − p)µ2, onde µ1, µ2 ∈ M(X,T ) e 0 < p < 1. Devemos

mostrar que µ1 = µ2. Seja A ∈ B(X) com µ(A) = 0. Então

pµ1(A) + (1− p)µ2(A) = µ(A) = 0,

onde 0 < p < 1, o que implica µ1(A) = µ2(A) = 0. Portanto µ1 � µ, ou seja, µ1 é absolutamente

cont́ınua com respeito à µ. Como µ1, µ são medidas positivas e σ-finitas, pelo Teorema 1.2 (Teorema

de Radon-Nikodym), a derivada de Radon-Nikodym
dµ1
dµ

existe e vale

µ1(A) =

∫
A

dµ1
dµ

dµ

para todo A ∈ B(X), onde
dµ1
dµ
≥ 0. Seja

E =

{
x ∈ X :

dµ1
dµ

(x) < 1

}
.
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Então E é mensurável e temos

∫
E∩T−1(E)

dµ1
dµ

dµ+

∫
E\T−1(E)

dµ1
dµ

dµ =

∫
E

dµ1
dµ

dµ

= µ1(E)

= µ1(T
−1(E))

=

∫
T−1(E)

dµ1
dµ

dµ

=

∫
T−1(E)∩E

dµ1
dµ

dµ+

∫
T−1(E)\E

dµ1
dµ

dµ,

o que implica

∫
E\T−1(E)

dµ1
dµ

dµ =

∫
T−1(E)\E

dµ1
dµ

dµ,

ou seja,

µ1(E\T−1(E)) = µ1(T
−1(E)\E). (4.11)

Além disso, temos
dµ1
dµ

< 1 em E\T−1(E),
dµ1
dµ
≥ 1 em T−1(E)\E e

µ(T−1(E)\E) = µ(T−1(E))− µ(T−1(E) ∩ E)

= µ(E)− µ(E ∩ T−1(E))

= µ(E\T−1(E)).

Suponha µ(E\T−1(E)) 6= 0. Então temos

µ1(E\T−1(E)) =

∫
E\T−1(E)

dµ1
dµ

dµ <

∫
E\T−1(E)

1dµ

= µ(E\T−1(E))

= µ(T−1(E)\E)

=

∫
T−1(E)\E

1dµ

≤
∫
T−1(E)\E

dµ1
dµ

dµ

= µ1(T
−1(E)\E),

isto é, µ1(E\T−1(E)) < µ1(T
−1(E)\E), o que contradiz 4.11. Portanto µ(E\T−1(E)) = 0 e,
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consequentemente, µ(T−1(E)\E) = 0. Assim,

µ(T−1(E)4E) = µ(T−1(E)\E) + µ(E\T−1(E)) = 0.

Como µ é ergódica com respeito à T , pelo Teorema 4.3 devemos ter µ(E) = 0 ou µ(E) = 1. Se

µ(E) = 1, então

µ1(X) =

∫
E

dµ1
dµ

dµ <

∫
E

1dµ = µ(E) = 1,

o que contradiz µ1(X) = 1. Portanto devemos ter µ(E) = 0. Analogamente, se

F =

{
x ∈ X :

dµ1
dµ

(x) ≥ 1

}
,

temos µ(F ) = 0. Assim,
dµ1
dµ

(x) = 1 para µ-quase todo ponto x ∈ X e µ1 = µ. Da equação

µ = pµ1 + (1− p)µ2,

segue que µ1 = µ2. Logo µ é um ponto extremo de M(X,T ).

(iv) Pelo Teorema 1.3 (Teorema da Decomposição de Lebesgue), existem únicas medidas de

probabilidade µ1, µ2 e um único p ∈ [0, 1] tais que µ = pµ1 + (1 − p)µ2, onde µ1 � m e µ2 é

mutuamente singular com respeito à m. Como µ ∈M(X,T ) e a aplicação T∗ é afim, temos

µ = T∗µ = T∗(pµ1 + (1− p)µ2) = pT∗µ1 + (1− p)T∗µ2.

Além disso, T∗µ1 � T∗m = m e T∗µ2 é mutuamente singular com respeito à T∗m = m. Pela unicidade

da decomposição de µ, devemos ter T∗µ1 = µ1 e T∗µ2 = µ2, ou seja, µ1, µ2 ∈ M(X,T ). Como µ é

ergódica, pelo item (iii) temos que µ é um ponto extremo de M(X,T ). Assim, devemos ter p = 0 ou

p = 1. Se p = 1, então µ = µ1 e µ � m. Fazendo um argumento análogo ao que foi feito no item

(iii) com a derivada de Radon-Nikodym
dµ

dm
, vamos obter µ = m, o que é uma contradição. Se p = 0,

então µ = µ2 e, portanto, µ é mutuamente singular com respeito à m.

Como consequência imediata da demonstração do item (iii) do teorema anterior, obtemos o

seguinte corolário.

Corolário 4.18. Sejam X um espaço métrico compacto e T : X → X uma transformação cont́ınua.

Se µ1, µ ∈M(X,T ), µ1 � µ e µ é ergódica com respeito à transformação T , então µ1 = µ.
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