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Resumo

Seja T': X — X uma transformacao continua, onde X é um espaco métrico compacto.
Neste trabalho, provaremos a existéncia de uma medida de probabilidade de Borel u que

é invariante por T'. Este resultado é conhecido como Teorema de Krylov-Bogolyubov.

Palavras-chave: Medidas invariantes, medida de probabilidade, transformacoes

continuas.



Abstract

Let T : X — X be a continuous transformation, where X is a compact metric space. In
this work, we prove the existence of a Borel probability measure p which is invariant under

T. This result is known as the Krylov-Bogolyubov Theorem.

Keywords: Invariant measures, probability measure, continuous transformations.
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Introducao

A Teoria Ergddica é o estudo matematico do comportamento médio de sistemas dinadmicos a
longo prazo. Para entender como surge este tipo de estudo, considere um sistema de k particulas se
movimentando em R3 sob a acéo de forcas conhecidas. Suponha que o estado do sistema em um tempo
dado é determinado sabendo as posicoes e os momentos de cada uma das k particulas. Entao em um
tempo dado o sistema é determinado por um ponto em R%. Ao longo do tempo, o sistema se altera de
acordo com as equacoes diferenciais que governam o movimento, as chamadas equagoes hamiltonianas.
Se tivermos uma condicao inicial e se for possivel resolver unicamente as equagoes diferenciais, entao
a solucao correspondente nos dard todo o histérico do movimento do sistema, que é determinado por
uma curva em R,

A palavra “ergédico” foi introduzida por Boltzmann para descrever a acao das érbitas de um
determinado fluxo em uma superficie de energia, um tipo de problema que surge em mecanica
estatistica. Boltzmann acreditava que as Orbitas tipicas de um fluxo preenchiam toda a superficia de
energia e chamou esta afirmacao de hipotese ergddica. Posteriormente foi provado que tal afirmacao
era falsa e a propriedade necessaria para obter a igualdade entre as médias temporais e as médias
espaciais de um sistema foi chamada de ergodicidade. Sistemas dindmicos para os quais vale esta
igualdade foram denominados ergddicos.

O principal objetivo da Teoria Ergddica é estudar o comportamento de sistemas dinamicos
relativamente a medidas que permanecem invariantes sob a acdo da dinamica. Uma medida u é
invariante por uma transformacao mensuravel 7' : X — X, onde X pode ser um espaco métrico ou um
espaco topolégico, se u(E) = u(T~1(FE)) para todo conjunto mensuravel E. Além das aplicacdes nos
sistemas hamiltonianos e na mecanica estatistica, entre outras areas correlatas, o estudo das medidas
invariantes se faz necessdrio para obter informacoes intrinsecas dos sistemas dindmicos, tais como no
Teorema de Recorréncia de Poincaré: ele afirma que a érbita de quase todo ponto, relativamente a
qualquer medida de probabilidade invariante, regressa arbitrariamente perto do ponto inicial.

Considere os exemplos seguintes. Sejam X = R munido da o-algebra de Borel naretae f: X — X

10



Introdugao 11

definida por f(z) = = + 1. Nao é dificil ver que f deixa invariante a medida de Lebesgue na reta
(que é infinita). Por outro lado, podemos notar que nenhum ponto é recorrente para f. Usando a
versao topologica do Teorema de Recorréncia de Poincaré, podemos concluir que f nao pode admitir
uma medida invariante finita. Note que, neste caso, o espaco X nao é compacto. Agora, considere
Y = [0,1] munido da sua respectiva o-dlgebra de Borel e seja g : Y — Y dada por ¢g(y) = y/2 se
0 <y <1eg(0)=1. Note que nao existem pontos em (0, 1] recorrentes para g, pois a érbita de
qualquer um destes pontos converge para zero. Assim, se existe alguma probabilidade invariante m,
ela precisa dar peso total ao tnico ponto recorrente, que é y = 0. Em outras palavras, m precisa ser a
medida de Dirac, que é dada por dp(A) = 1 se o ponto 0 estd em A e dp(A) = 0 se o ponto 0 nao estd
em A, onde A é um conjunto mensuravel. No entanto, §yp nao € invariante por g. De fato, considerando
A = {0}, temos Jp(A) = 1, mas a sua pré-imagem g~ (A4) é o conjunto vazio, que tem medida nula.
Portanto esta transformagao nao admite uma medida de probabilidade invariante. Observe que g é
uma funcao descontinua.

Neste trabalho, provaremos o Teorema de Krylov-Bogolyubov, o qual garante que sempre existe
uma medida de probabilidade de Borel invariante por uma transformacao continua 7' : X — X num
espaco métrico compacto X. Foram estudadas duas formas de demonstrar este teorema de existéncia.
Na primeira demonstragao, utilizamos duas ferramentas principais: o Teorema da Representacao de
Riesz para medidas e o Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani. O Teorema da Representagao
de Riesz garante que dado um funcional linear continuo positivo no espago C(X) das fungoes reais
continuas definidas no espago métrico compacto X, entao existe uma medida em relagdo a qual
podemos representar o funcional dado. O Teorema de Markov-Kakutani garante a existéncia de
um ponto que é fixado por todos os elementos de uma familia de transformacoes continuas afins.
Primeiramente, consideramos um espa¢o métrico X e denotamos por M (X) a colecao das medidas
de probabilidade de Borel em X. Equipamos M (X) com a menor topologia que torna continua a
aplicagdo de M(X) em R dada por p +— /fd,u para cada f : X — R continua. Esta topologia que
definimos em M (X) é chamada de topologia fraca®* em M (X). Quando X é compacto, M(X) é um
espaco metrizdvel. Usando o Teorema da Representagdo de Riesz, mostramos que o espago M (X)
é compacto na topologia fraca™ quando X é compacto. Feito isto, consideramos uma transformacao
continua 7' : X — X num espago métrico compacto e definimos a aplicacao Ty : M (X) — M(X) por
(Typ)(B) = w(T~Y(B)), B € B(X), que é a medida imagem da medida p pela transformacao 7. A
aplicagao T} é continua e afim. Assim, como T} : M (X) — M(X) é uma transformacao continua afim
em um espaco compacto convexo, podemos usar o Teorema de Markov-Kakutani para mostrar que T

tem um ponto fixo. Desse modo, mostraremos que existe uma medida em M (X) que é invariante por
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T. A segunda demonstracao do Teorema de Krylov-Bogolyubov é como segue. Sabendo que M (X) é
compacto na topologia fraca®, definimos uma sequéncia de medidas (ug)r>1 em M (X). Assim, esta
sequéncia deve possuir algum ponto de acumulagao, ou seja, existe uma subsequéncia que converge
para uma medida p em M (X). Desse modo, provamos que essa medida satisfaz T,y = u e, portanto,
u € invariante por 7.

Alguns resultados auxiliares que foram utilizados ao longo desta dissertacdo sdo lembrados no
capitulo 1, tais como a aproximagao de fungoes mensuraveis por uma sequéncia de fungoes simples, o
Teorema de Radon-Nikodym e o Teorema da Decomposigao de Lebesgue. No capitulo 2, desenvolvemos
a demonstragao do Teorema da Representagao de Riesz. No capitulo 3, desenvolvemos a demonstragao
do Teorema de Markov-Kakutani. O capitulo 4 é dedicado a demonstracao do principal teorema deste
trabalho. Na secao 4.1 apresentamos a defini¢ao de ergodicidade e algumas formas de caracterizar esta
definicao. Na secao 4.2 estudamos algumas propriedades de medidas em espagos métricos, tais como
a regularidade das medidas de probabilidade e a metrizabilidade e compacidade do espago M (X). Na
secao 4.3 demonstramos o Teorema de Krylov-Bogolyubov e algumas propriedades do conjunto das

medidas invariantes por uma transformacao continua.



CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo serdao lembrados os enunciados de alguns resultados que foram utilizados ao longo

deste trabalho, tais como o Teorema de Radon-Nikodym e o Teorema da Decomposicao de Lebesgue.

1.1 Resultados auxiliares

Sejam X um conjunto nao vazio e M uma o-algebra em X. Uma funcao f : X — R é uma funcao
n

simples se ela pode ser escrita na forma g ajxa;, onde a; € R, A; € M paratodoi=1,...,n e os
i=1

conjuntos A; sao subconjuntos disjuntos de X. Funcoes simples sdo sempre mensurdveis. O teorema

a seguir garante que toda funcao mensuravel nao negativa pode ser aproximada por funcoes simples.

A demonstragao deste fato se encontra em [4].

Teorema 1.1. Seja (X, M) um espago mensurdvel. Se h : X — [0,00] € mensurdvel, entdo existe
uma sequéncia (¢on)n>1 de fungoes simples tal que 0 < ¢y < ¢po < -+ < h, ¢y, = h pontualmente, e

¢n — h uniformemente em qualquer conjunto no qual h seja limitada.

Sejam (X, M) um espago mensuravel e p,r medidas positivas em (X, M). Dizemos que v é
absolutamente continua com respeito & u se v(A) = 0 para todo A € M com pu(A) = 0. Escrevemos
v < p para denotar que v é absolutamente continua com respeito & p. A importancia do conceito
de continuidade absoluta entre medidas se expressa no Teorema de Radon-Nikodym, onde obtemos a
representacao de uma medida com relacao a outra através de uma funcao mensuravel que é inica em

quase todo ponto. A demonstragao deste resultado se encontra em [2].

Teorema 1.2 (Teorema de Radon-Nikodym). Sejam (X, M) um espago mensurdvel e p,v medidas

positivas o-finitas em (X, M). Se v € absolutamente continua com respeito 4 u, entio existe uma

13



1.1 Resultados auxiliares 14

fungdo mensurdvel g : X — [0, 00) tal que vale

v(4) = [ gdu

para todo A € M. Além disso, g € unica em p-quase todo ponto. A funcdo g é chamada de derivada

de Radon-Nikodym de v com respeito a p e € denotada por d—y
1

Dado X um conjunto nao vazio, seja B(X) a o-dlgebra dos subconjuntos de Borel de X. Duas
medidas de probabilidade pu,m em (X, B(X)) sdo mutuamente singulares se existe algum B € B(X)
com pu(B) =0 e m(X\B) = 0. O teorema de decomposigao a seguir garante que uma medida de
probabilidade pode ser escrita de forma tnica em termos dos conceitos de continuidade absoluta e de

medidas mutuamente singulares.

Teorema 1.3 (Teorema da Decomposicao de Lebesgue). Sejam p, m duas medidas de probabilidade
em (X,B(X)). Ezistem um unico p € [0,1] e unicas medidas de probabilidade py,pe em (X, B(X))
tais que

p=pp1 + (L —p)pus,

onde py K m e pug € mutuamente singular com respeito ¢ m.

Sejam (M, d) um espago métrico. No préximo resultado provaremos as principais propriedades da
distancia de um ponto de M a um subconjunto nao vazio de M e que serao de grande utilidade mais

adiante.

Lema 1.4. Se E € um subconjunto ndo vazio de um espago métrico M, defina a distancia de x € M

a E por

— inf d .
pE(T) inf (z,y)

Entao valem as sequintes propriedades:
(i) pr(x) =0 se, e somente se, x € E;
(1) pp € uma func¢ao uniformemente continua em M.

Demonstracdo. (i) Seja x € E. Entdo existe uma sequéncia (z,),>1 C E com z, — z quando
n — oo. Dai para todo € > 0, existe um inteiro positivo N tal que d(z, z,,) < € para todo n > N. Se

pE(z) =0 >0, tomando 0 < € < §, para todo n > N temos

d(x,z,) < € <0 =pg(r) = inf d(z,y),
yelr
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o que é um absurdo. Portanto pg(x) = 0. Reciprocamente, suponha pg(z) = 0. Entao para todo

€ > 0, existe z € E tal que
d(z,z) < infEd(x,y)+e:pE(x)—|—6:0+6:6,
ye

isto é, d(x,z) < e. Como e > 0 é arbitrério, isto mostra que em qualquer vizinhanca de x podemos
encontrar um ponto z € FE. Portanto x € E.

(ii) Afirmamos que vale a desigualdade

lpE(r) — pE(Y)| < d(2,9)

para todo z,y € M. De fato, para todo z € E e para todo y € M, pela desigualdade triangular para
x € M, temos

pi(e) = inf d(z,w) < d(z,2) < d(z,y) + d(y,2)

Uma vez que z € E é arbitrario, temos

pe(r) < d(r,y) + inf d(y, z) = d(z,y) + pe(y),

o que implica pg(x) — pr(y) < d(z,y). Analogamente, temos pg(y) — pr(r) < d(z,y). Assim, obtemos

lpe(z) — pE(Y)| < d(z,y)

para todo x,y € M, como queriamos. Dessa forma, dado ¢ > 0, tome d = ¢ > 0. Logo se x,y € M e
d(z,y) < 9§, entao

lpE(r) = pE(Y)| < d(z,y) <5 =¢
ou seja, |pe(r) — pe(y)| < e. Portanto pg é uma fungao uniformemente continua em M. O

O lema seguinte relaciona a topologia de um espaco métrico M com a convergéncia de uma

sequéncia de pontos neste espago. A demonstragao deste resultado se encontra em [7].

Lema 1.5. Um subconjunto F' C M ¢é fechado no espago métrico M se, e somente se, F' contém o

limite de cada sequéncia (zn)n>1 C F que converge em M.



CAPITULO

O Teorema da Representacao de Riesz

Sejam X um espago métrico compacto e C(X) o espago das fungoes reais continuas definidas em
X. Neste capitulo provaremos o Teorema da Representagdao de Riesz para medidas, que afirma que
dado um funcional linear continuo positivo em C(X), entao existe uma medida em relagao a qual
podemos representar o funcional dado. Mais precisamente, este teorema garante que se L : C'(X) - R
é um funcional linear continuo positivo com L(1) = 1, entao existe uma medida de probabilidade de

Borel pu tal que temos L(f) = /fdu para toda funcao f € C'(X).

2.1 Alguns resultados preliminares

Nesta secao apresentaremos as ferramentas e resultados que serao essenciais para provar o Teorema
da Representacao de Riesz. Comecaremos com a proposicao a seguir, que nos diz que dois subconjuntos

compactos disjuntos de um espaco métrico sempre podem ser separados por abertos disjuntos.

Proposigcao 2.1. Seja X um espaco métrico e sejam K e L subconjuntos compactos disjuntos de X .

Entao existem subconjuntos abertos disjuntos U eV de X com K CU e L CV.

Demonstragdo. Vamos assumir que os conjuntos K e L sdao ambos nao vazios, pois caso contrario
podemos tomar os abertos como sendo ) e X. Comegaremos com o caso onde K contém exatamente
um ponto. Seja x este ponto. Como K e L sao disjuntos, entao x # y para todo y € L. Assim, como

X ¢ um espaco métrico, para cada y € L existem abertos disjuntos U, e V,, com x € Uy e y € V.
n

Logo L C U V, e, como L é compacto, segue que existem yq, ..., y, € L tais que L C U Vy,. Entao os
yeL =1

n n
conjuntos U e V definidos por U = ﬂ Uy eV = U Vy, sao os abertos desejados. Agora consideremos
i=1 i=1

16



2.1 Alguns resultados preliminares 17

o caso onde K possui mais de um elemento. Acabamos de mostrar que para cada x € K existem

abertos disjuntos, digamos U, e V., com x € U, e L C V.. Logo K C U U, e, como K é compacto,
rzeK

k k k

segue que existem x1, ...,z € K tais que K C U Uy,. Definindo os abertos U = U Ug, eV = ﬂ Vi
i=1 i=1 i=1

temos K CU, LCVeUNV =0. O

Proposigao 2.2. Sejam X um espago métrico compacto, x € X e U um aberto em X com xz € U.

Entao existe um aberto V comx € V. .CV C U eV compacto.

Demonstragao. Como U é aberto em X e z € U, temos que existe r > 0 tal que B(z,r) C U. Seja
V = B(z,r/2). Entao temos
reVcVcB(z,r)CU.

Além disso, como V é fechado e X é compacto, temos V compacto. O

Proposigao 2.3. Sejam X um espago métrico compacto, K um subconjunto compacto de X e U um

aberto em X com K C U. Entdo existe um aberto V. com K CV CV CU eV compacto.

Demonstragao. Seja x € K. Entao x € U e, pela Proposicao 2.2, temos que existe um aberto V, com

x €V, CV, CUeYV, compacto. Assim K C U V: e, como K é compacto, segue que existem
zeK

n n
T1,...,Tn € K tais que K C U Vz,. Definindo V = U Vz,, temos
i=1 i=1

Kcvcv=v, =" cu
=1 =1

Além disso, como V é fechado e X é compacto, temos V compacto. O

Lembremos do conceito de normalidade em espacos topolégicos. Como consequéncia da Proposicao

2.1, obtemos o fato de que todo espago métrico compacto é um espaco normal.

Definigao 2.4. Seja X um espaco topologico Hausdorff. Dizemos que X € normal se para cada par

A, B de fechados disjuntos em X, existem abertos disjuntos U,V em X com ACU eB CV.
Proposicao 2.5. Todo espaco métrico compacto € normal.

Demonstragao. Seja X um espago métrico compacto. Entdao X é Hausdorff. Se K, L sao fechados
disjuntos em X, como X é compacto, entao K, L sao compactos disjuntos. Pela Proposicao 2.1,

existem abertos disjuntos U,V com K C U e L C V. Isto mostra que X é normal. O
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A seguir vamos recordar o enunciado do Lema de Urysohn, um dos resultados centrais da Topologia.
Ele nos diz que dois subconjuntos fechados disjuntos de um espago topoldgico normal podem ser

separados por uma fungao continua. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [8].

Teorema 2.6 (Lema de Urysohn). Seja X um espago topoldgico normal e sejam A, B subconjuntos
fechados disjuntos de X. Entdao existe uma fungdao continua f : X — [0, 1] satisfazendo f(x) =0 para

todo x € A e f(x) =1 para todo x € B.

Seja f uma funcao real definida em um espago métrico compacto X. O suporte de f, denotado

por supp(f), é definido como sendo o conjunto {z € X : f(x) # 0}. Note que, como X é compacto,
o suporte de f é sempre um subconjunto compacto. A proposicdo a seguir garante que dados um
subconjunto compacto K e um subconjunto aberto U de um espago métrico compacto tal que K C U,
entao sempre existe uma funcao continua que é limitada pelas funcoes caracteristicas de K e U e cujo

suporte esta contido no aberto U. Utilizaremos o Lema de Urysohn em sua demonstracgao.

Proposicao 2.7. Sejam X um espaco métrico compacto, K um subconjunto compacto de X e U

um aberto em X com K C U. FEntdo existe uma funcgdo continua f definida em X que satisfaz

xrx < f<xu esupp(f) CU.

Demonstracao. Pela Proposiciao 2.3, existe um aberto V.em X com K ¢ V C V C U, onde V é
compacto. Como K é compacto e X é um espago métrico, segue que K é fechado. Além disso,
V\V =V NVeéfechado. Note que K e V\V sdo subconjuntos disjuntos de V. Assim, pelo Teorema
2.6 (Lema de Urysohn) aplicado ao espaco métrico compacto V, temos que existe uma funcao continua
g:V — [0,1] com g(x) = 1 para cada z € K e g(x) = 0 para cada x € V\V. Defina a funcio
f: X —=[0,1]por f=gemVef=0em X\V. Note que f é continua em V e é constante, e portanto

continua, em X\V. Assim, segue a continuidade da fungao f. Além disso, temos xx < f < xv e

supp(f) = {z € X : J(2) 20} C V C U],

ou seja, supp(f) C U. O

O lema seguinte é uma consequéncia da Proposi¢do 2.1 e o utilizaremos para mostrar o ultimo

resultado desta segao.

Lema 2.8. Sejam X um espago métrico, K um subconjunto compacto de X e Uy, Us subconjuntos
abertos de X tais que K C Uy UUs. Entdo existem conjuntos compactos K1 e Ko com K = K1 U Ko,
KiCcU; e Ko CUs.
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Demonstragao. Sejam L; = K\U; e Ly = K\Us. Entao L; e Ly sdo compactos. Além disso, L; e
Lo sdo disjuntos. De fato, se g € L1 N Lo, entdo xg € K, xg ¢ Uy e xy ¢ Us. Mas isto implica
xg € Uy UUs e xg ¢ Uy UUs, o que é um absurdo. Portanto Ly N Ly = (). Assim, pela Proposicao 2.1,
existem abertos V3 e Vo com ViNVa =0, Ly C Vi e Ly C V. Sejam K7 = K\V; e Ko = K\Vs. Entao

K1 e K9 s@o compactos. Além disso, temos
Ki=KnNnVfCKNL;=KnU; CU;
para ¢ = 1,2, ou seja, K1 C Uy e Ko C Us. Para finalizar a demonstracao, basta observar que
KiUKy=(KNVH)U(KNVy)=Kn(VfuVy)=KnNnX =K.

O

Proposicao 2.9. Sejam X wum espagco métrico compacto, f uma fungao em C(X) e Uy,..., U,
n

subconjuntos abertos de X tais que supp(f) C U U;. Entao existem funcoes fi,...,fn em C(X)
i=1

tais que f = fi+ fo+---+ fn e para cadai =1,...,n o suporte de f; estda contido em U;. Além disso,

se f € nao negativa, entdo cada f; pode ser escolhida como sendo ndo negativa.

Demonstragao. Primeiro suponha n = 2. Usando o Lema 2.8, temos que existem conjuntos compactos
K e K tais que Ky C Uy, Ko C Uy e supp(f) = K1 U Ks. Pela Proposigao 2.7, obtemos fungoes hy
e hg em C(X) que satisfazem xx, < h; < xy, e supp(h;) C U; para i = 1,2. Defina as funcoes g; e g2
por g1 = hy e g2 = ha —min{hy, ho}. Entao ¢g; e g2 sdo ndo negativas, seus suportes estao contidos em
Ui e Us, respectivamente, e satisfazem ¢;(z) + g2(x) = max{h1, ho}(z) = 1 para cada = em supp(f).
A prova para o caso n = 2 estd completa definindo as funcées fi e fo por fg1 e fgs, respectivamente.
O caso geral pode ser provado por indugao e usando o que1 foi provado anteriormente para escrever f
e
como soma de duas fungoes tendo suportes contidos em U U; e em U,, respectivamente, e entao usar

=1
a hipétese de indugao para decompor a primeira destas fungoes como soma de n — 1 fungoes. ]

2.2 Prova do Teorema da Representacao de Riesz

Nesta secao vamos enunciar e provar o Teorema da Representagao de Riesz. Primeiramente,
lembremos que uma medida exterior é uma fungao p* : P(X) — [0,00] definida na colegao dos

subconjuntos de um conjunto X satisfazendo: p*(0) = 0, pu*(4) < p*(B) se A ¢ B Cc X
o o

(monotocidade) e p* (U An) < Zu*(An) para toda sequéncia (Ay)p>1 de subconjuntos de X
n=1 n=1

(subaditividade enumeravel). O teorema que enunciaremos a seguir é o fato principal na teoria de
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medidas exteriores e sua demonstragao pode ser encontrada em [2]. Ele nos diz que sempre conseguimos

obter uma medida a partir de uma medida exterior.

Teorema 2.10. Sejam X wum conjunto, p* uma medida exterior em X e M+ a cole¢io dos
subconjuntos p*-mensurdveis de X. Entdo M, é uma o-dlgebra e a restricao de p* a M+ é uma

medida em M.

Seja U um subconjunto aberto do espago métrico compacto X. Escrevemos f < U para indicar
que uma funcao f em C(X) satisfaz 0 < f < xy e supp(f) C U. Agora, enunciaremos e provaremos

o principal resultado deste capitulo.

Teorema 2.11 (Teorema da Representacao de Riesz). Seja X um espagco métrico compacto e seja
L:C(X) = R um funcional linear continuo tal que L é um operador positivo, isto €, f > 0 implica

L(f) >0, e L(1) = 1. Entao existe uma medida de probabilidade de Borel u tal que temos

L) = [ fau

para toda funcgao f € C(X).

Demonstragao. Defina a fungao pu* em cada subconjunto aberto U de X por
w'(U) =sup{L(f): fe C(X) e f<U} (2.1)
e entao defina p* para cada subconjunto A de X por
' (A) =inf{u*(U) : U é aberto e A C U}. (2.2)

Nos préximos resultados veremos que a funcao p* é uma medida exterior em X e, entdo, a medida
i desejada é obtida fazendo a restricao de p* a B(X), lembrando que B(X) denota a o-dlgebra dos
subconjuntos de Borel de X. O

Proposicao 2.12. Sejam X e L como no enunciado do Teorema 2.11 e seja p* definida por 2.1 e

2.2. Entao p* € uma medida exterior em X e todo subconjunto de Borel de X é p*-mensurdvel.

Demonstragao. A relagao p*()) = 0 e a monotocidade de p* sdo claras. Precisamos verificar a
subaditividade enumeravel de p*. Primeiro suponha que (Uy,),>1 é uma sequéncia de subconjuntos

abertos de X e vamos verificar que vale
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Seja f uma funcao em C(X) e que satisfaz f < U U,. Entao supp(f) C U Uy, onde supp(f) é um

n=1 n=1
N
subconjunto compacto. Logo existe um inteiro positivo N tal que supp(f) C U U,. Pela Proposicao
n=1

2.9, existem funcoes fi,...,fyv em C(X) taisque f = fi+---+ fyv e fn < U, paran =1,...,N.
N

Como L(f)=L(fi+---+ fn) :ZL(fn) e L(f,) < p*(Up) paran=1,..., N, obtemos

n=1
N N 0
L(f)zzjzjleﬁ)f;j{:ﬁﬁ(Uﬁ)f;jzzﬁﬁ(Uﬁ)
n=1 n=1 n=1

(e.)
Assim, Z p*(Uy) é uma cota superior para L(f). Pela equacao 2.1, obtemos
n=1

W (U Un> <D W (Un),
n=1 n=1

como querfamos. Agora suponha que (A4,),>1 é uma sequéncia arbitraria de subconjuntos de X. A

desigualdade p* (U An> < Z w*(Ay) é claramente verdadeira se Z w*(A,) = co. Entdo vamos
n=1 n=1

n=1
(o]
supor Z 1 (A,) < co. Isto implica p*(A,) < co para cada n > 1. Seja € > 0. Usando a equagao 2.2,
n=1
para cada n > 1 podemos escolher um aberto U,, com A, C U, e

* * €
M (Un) <t (An) + on

[o¢] o0
Logo U A, C U U, e, usando a monotocidade de p*, temos

n=1 n=1
© (U An) <yt (U Un) <Y W (Un) €D (An) + e
n=1 n=1 n=1 n=1

) oo
Como € > 0 é arbitréario, obtemos p* (U An> < Z 1" (Ap). Isto prova a subaditividade enumeravel
de p*. Portanto p* é uma medida exteT;i:olr. "
Podemos mostrar que todo subconjunto de Borel de X é p*-mensuravel verificando que todo
subconjunto aberto de X é p*-mensuravel. Seja U C X aberto. Para mostrar que U é p*-mensuravel,

basta verificar que vale

p(A) 2w (ANU) +p*(ANU") (2.3)
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para todo A C X com p*(A) < co. Seja A C X com p*(A) < oo e seja € > 0. Usando a equagao 2.2,

podemos escolher um aberto V com A C V e pu*(V) < p*(A) + €. Se mostrarmos que vale
wrV)>pr(VNU)+ p*(VNUS) — 2, (2.4)
entao vamos obter
pA) +e> (V) > p"(VNU)+p(VNUS) =2 > p (ANU) + p* (ANT®) — 2,
ou seja,
p(A)+e>p (ANU) + " (ANUS) — 2e.

Como € > 0 é arbitrario, vamos obter a desigualdade 2.3, mostrando que U é p*-mensurdavel. Assim,
devemos verificar que a desigualdade 2.4 é verdadeira. Seja f; uma funcao em C'(X) com f; <V NU
e L(f1) > pu*(VNU)—e. Seja K =supp(f1). Como K é fechado, entdao V N K€ é aberto. Além disso,
como K = supp(fi) CVNU C U, temos VNU® C VNKC Entao existe uma funcao fo em C(X) que
satisfaz fo < VNKe L(f2) > p*(VNK®) —e > p*(VNU®) —e. Como f1 + fo satisfaz (f1 + f2) <V
e L(f1 + f2) < p*(V), temos

p (V)= Lfi+ f2) = L(f1) + L(f2) 2 " (V NU) + p* (VO US) — 2¢

e a desigualdade 2.4 segue. Isto prova que U é p*-mensuravel e a demonstracdo da proposicao estd

completa. ]

Lema 2.13. Sejam X e L como no enunciado do Teorema 2.11 e seja p* definida por 2.1 e 2.2.
Suponha A C X e f € C(X). Se xa < f, entao u*(A) < L(f). Se 0 < f < x4 e se A é compacto,
entdao L(f) < p*(A).

Demonstragdo. Primeiro suponha x4 < f. Seja 0 < € < 1 e defina U, por

U={zeX: f(x)>1—¢}.

Como f é continua, entdo U, é aberto. Além disso, cada fungdo g em C(X) que satisfaz g < xp.

1
também satisfaz g < 1. f- Sendo L um funcional linear positivo e 1 f—9 >0, temos
—€ —€

o<1 ({1of-a) = (L) - Llo)
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ou seja, L(g) <

1 L(f). Dai a equagao 2.1 implica
—€

1
P (Ue) <

< L),

Como A C U, e como € pode ser tomado arbitrariamente préximo de 0, segue que p*(A) < L(f).
Agora suponha 0 < f < x4, onde A é compacto. Seja U um aberto com A C U. Entao f < U e
a equacao 2.1 implica L(f) < p*(U). Como U é um aberto arbitrdrio que contém A, a equacao 2.2

implica L(f) < p*(A). O

Finalmente, a proposicao a seguir nos garante que vale a igualdade que queremos obter no Teorema

2.11.

Proposigao 2.14. Sejam X e L como no enunciado do Teorema 2.11 e seja p* definida por 2.1 e
2.2. Seja p a restricio de p* a B(X) e seja p1 a restricio de p* a o-dlgebra M~ dos conjuntos

w*-mensurdveis. Entdo p e py sao medidas e vale

[ tin= [ ram =0

para cada f € C(X).

Demonstragao. Como p* é uma medida exterior, o Teorema 2.10 implica que g1 é uma medida em
M. Pela Proposicao 2.12, temos que todo subconjunto de Borel de X é p*-mensurdvel, ou seja,
B(X) C M~ Assim, p1 é uma medida em B(X). Vamos mostrar que valem as igualdades L(f) =
/fdu = /fdul para cada f € C(X). Como cada funcao em C(X) é a diferenca de duas fungoes
nao negativas em C(X), podemos restringir nossa atengao para uma fungao nao negativa f em C(X).

Seja € > 0 e para cada inteiro positivo n defina a fungao f, por

0 se f(x) < (n—1)e,
o) =19 f(@)—(n—1e se(n—1)e< f(z) < ne,
€ se f(z) > ne.

Entao cada f,, pertence a C(X) e temos f = Z fn. De fato, seja x € X fixo. Entao existe ng tal que
n>1
(no —1)e < f(x) < nge e fry(z) = f(x) — (no — 1)e. Se n > ng, entdo fr(x) =0 e se n < ng, entao
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fn(x) = €. Assim, temos

n>1 n<ng n>ngo
= (no—De+ f(z) — (no — 1)e
= f(z).

Além disso, existe um inteiro positivo N tal que f, = 0 se n > N. Seja Ky = supp(f) e seja
K, ={x € X : f(z) > ne} para cada inteiro positivo n. Entao temos exx, < f, < exk,_, para cada n.

Assim, pelo Lema 2.13 e usando propriedades basicas da integral, temos eu(K,) < L(fn) < eu(Kn—1)

N
e eu(Ky) < /fnd,u < eu(Kp—1) para cada n. Como f = Z fn, obtemos as relagoes

n=1
N N-1
Z EM(Kn) < L(f) < Z GN(Kn)
n=1 n=0
¢ N N-1
S en(ky) < / A < 3 en(K).
n=1 n=0

Isto mostra que L(f) e / fdu pertencem a um intervalo de comprimento

N-—1 N N-—1 N-—1
u(Kn) =Y en(Kn) = en(Ko)+ Y en(Kn) = > ep(Kn) — ep(Ky)
n=0 n=1 n=1 n=1

= eu(supp(f)) — en(Kn).

Como este comprimento é, no maximo, igual a e (supp(f)) e como € é arbitrario, L(f) e / fdup devem

coincidir. Além disso, é claro que / fdu = / fdp. Isto termina a demonstragao da proposicao. Para

finalizar a demonstragao do Teorema 2.11, observe que

p() = [1du= L)) =1

e, portanto, u é uma medida de probabilidade. O



CAPITULO

3

O Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani

O objetivo deste capitulo é enunciar e demonstrar o Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani,
que garante a existéncia de um ponto que é fixado por todos os elementos de uma familia de

transformagoes continuas afins.

3.1 Prova do Teorema de Markov-Kakutani

Antes de enunciar e demonstrar o principal resultado deste capitulo, vamos recordar alguns fatos

validos para espagos topoldgicos em geral.

Proposicao 3.1. Se X,Y sao espacos topoldgicos, temos que valem as sequintes propriedades:
(i) se X € compacto e F C X € fechado, entao F € compacto;
(17) se f: X =Y € uma funcao continua e X é compacto, entio f(X) € compacto;

(7i1) se X € Hausdorff e K C X é compacto, entdo K € fechado.

Demonstragao. (i) Seja C = (Cy)rer uma familia de abertos em X com F C U Cy. Entao D = CUF*

AEL
é uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, existem Ai, Ag,..., A\, € L tais que

X:C)\lUC)QU'--UC)\nUFC.

Como F C X e FNF° =), obtemos F C Cy, UC)y, U---UC,,. Portanto F é compacto.

(73) Seja C = (C))rer uma familia de abertos em Y com f(X) C U Cy. Como f é continua, entao
AEL
f~H(Cy) é aberto em X para todo A € L. Além disso, X = U f7HCY), ou seja, (f~H(C\))aer é uma
AeL

25
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n

cobertura aberta de X. Como X é compacto, existem A1, Ag,..., A\, € L tais que X = U f_l(C/\i).
i=1

Entao

fX)=rf (U f‘%%)) clJru @) clJon,
i=1 =1 i=1

n
ou seja, f(X) C U Cl,. Portanto f(X) é compacto.
i=1
(#i7) Vamos mostrar que K¢ é aberto. Seja p € K¢ Entao p # z para todo x € K. Como X é
um espaco Hausdorff, para cada x € K existem abertos disjuntos G, e H, com « € G, e p € H,.
n

Assim, K C U G,. Como K é compacto, existem x1,xo,...,T, € K tais que K C U Gg,. Seja
zeK i=1
A=H, NHy,N---NH,, . Entdo A é aberto e p € A. Além disso, temos AN K = (), o que implica

A C K¢ Logo K¢ é aberto e, portanto, K é fechado. O

A seguir veremos o significado de uma familia de subconjuntos ter a propriedade da intersecao

finita e relacionaremos este conceito com compacidade.

Definicao 3.2. Sejam X um conjunto e F = (F;)icr uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que
F tem a propriedade da intersegdo finita se para qualquer conjunto finito de indices {i1,i2, ..., C I
temos

FilﬂFizﬂ'--ﬂFik%@.

Teorema 3.3. Seja X um espaco topolégico. Entdo X € compacto se, e somente se, para toda familia

F = (F)\)aer de subconjuntos fechados de X com a propriedade da interse¢ao finita temos ﬂ Fy # 0.
AeL

Demonstragao. Vamos supor que exista uma familia F = (F) e de fechados em X com a propriedade

da intersecéo finita e ﬂ Fy = 0. Logo X = U FY, ou seja, (F¥)xer ¢ uma cobertura aberta de X.

AEL AEL
Como X ¢ compacto, existem A1, Ag, ..., A, € L tais que X = F{ UFY U---UFY . Entao

F)\IQFAQO-HQFATL:@,

o que contradiz o fato de que F tem a propriedade da intersecao finita. Reciprocamente, seja C =

(C\)aer uma cobertura aberta de X. Entao X = U C, o que implica ﬂ C5 = 0. Assim, (C5)xer

AEL AeL
é uma familia de fechados em X que nao tem a propriedade da intersecao finita. Logo existem

AL A2,y Ay € L otais que C5 NCS, N---NCS =0, o que implica X = Cy, UCy, U---UC)y, e,

portanto, X é compacto. O

Um espago vetorial topoldgico é um espago vetorial X munido de uma topologia relativamente a

qual as duas operagoes (adigao de vetores e produto de um escalar por um vetor) sao continuas. Um



3.1 Prova do Teorema de Markov-Kakutani 27

conjunto A em um espacgo vetorial topoldgico X é limitado se dada qualquer vizinhanca V' da origem
de X existe € > 0 tal que «A C V sempre que |a| < e. O lema seguinte afirma que todo conjunto
compacto em um espacgo vetorial topoldgico é limitado. Este fato serd usado como argumento para

concluir a prova do Teorema de Markov-Kakutani e sua demonstracao pode ser encontrada em [3].
Lema 3.4. Um subconjunto compacto de um espaco vetorial topolégico € limitado.
O enunciado e a demonstragao do resultado central deste capitulo é como segue.

Teorema 3.5 (Teorema de Markov-Kakutani). Sejam K um subconjunto convero compacto de um
espaco vetorial topologico Hausdorff X e F uma familia de transformagoes continuas afinsT : K — K.
Suponha que todos os elementos de F comutam. Entdo existe um ponto p € K tal que T'(p) = p para

cada T € F, ou seja, existe um ponto p € K que € firado por todos os elementos de F.

Demonstragao. Sejam n um inteiro positivo e T' € F. Defina
1 n—1
TnZE(I+T+--~+T ).

Seja T ={T,(K):n>1eT € F}. Entao cada elemento de 7 é convexo e compacto (pelo item (ii)
da Proposicao 3.1). Como K é convexo, temos T, (K) C K. Dados um inteiro positivo m e S € F,
1
defina S, = —(
m
e Sy, comutam. Assim, temos

I+S+---+ Smfl). Como todos os elementos de F comutam por hipétese, entao T,

Tn(Sm(K)) € Sm(K)

ou seja, T (Sm(K)) C Th(K) N Sy(K). Isto mostra que toda subcolecdo finita de elementos de T
possui intersegao nao vazia, onde T,,(K) é fechado para todo n > 1 (pelo item (iii) da Proposigao 3.1).

Pelo Teorema 3.3, obtemos

N Tu(k) 0.

TeFn>1
Logo existe p € ﬂ T.(K). Se T € F e T(p) # p, existe uma vizinhanca U da origem de X tal

TeFn>1
que T'(p) —p ¢ U. Se n é um inteiro positivo arbitrario, como p € T,,(K), existe ¢ € K tal que

1
p:ﬁU+T+m+TWU@.

1 1
Entao T'(p) —p= —(T" —I)(q) ¢ U. Como T"(q) € K, entao —(K — K) nao é um subconjunto de U
n n
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qualquer que seja n, onde K — K = {x —y : 2,y € K}. Logo K — K nao é limitado em X. Por outro
lado, K — K = F(K x K), onde F(z,y) = v —y, e entdao K — K é compacto. Mas isto contradiz o
Lema 3.4. Portanto T'(p) = p para toda T € F. O



CAPITULO

4

O Teorema de Krylov-Bogolyubov

Neste capitulo, estudaremos a existéncia de medidas invariantes por uma transformacao continua

T:X — X em um espago métrico compacto X.

4.1 Recorréencia e ergodicidade

O propésito desta secao é apresentar o Teorema de Recorréncia de Poincaré, um resultado que é
satisfeito por todas as transformagoes que preservam alguma medida de probabilidade e que enfatiza
a importancia de mostrar que tais medidas existem. No que segue, caracterizaremos a ergodicidade
de uma transformacao mensuravel e isto nos serda importante para estudar algumas propriedades do

conjunto das medidas invariantes.

Teorema 4.1 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja T : X — X uma transformag¢ao mensurdvel
que preserva a medida de probabilidade m : B(X) — [0, 1] e considere E € B(X) com m(E) > 0. Entdo
quase todos os pontos de E retornam para E infinitas vezes sob itera¢des positivas de T, isto €, existe
F C E com m(F) = m(E) tal que para cada x € F existe uma sequéncia ny < na < ng < --- de

numeros naturais com T" (x) € F para cada i.

o0 o0
Demonstracao. Para N > 0 seja By = U T "(E). Entao ﬂ En é o conjunto de todos os pontos

n=N N=0
de X que entram no conjunto E infinitas vezes sob iteragoes positivas de T. Logo o conjunto F' =
o

EN ﬂ En consiste de todos os pontos de E que entram em F infinitas vezes sob iteragoes positivas
N=0
de T. Se x € F, entao existe uma sequéncia 0 < n; < ng < --- de nimeros naturais com 7" (z) € E

para cada i¢. Além disso, para cada i temos T"(z) € F, pois T""i(T"(x)) € E para todo j.

Falta mostrar que vale m(F) = m(E). Como T-!(Ey) = En.1 e T preserva a medida m, temos

29
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m(Ey) = m(T~Y(Ey)) = m(Eny+1) e, portanto, m(Ey) = m(Ey) para todo N. Uma vez que
Ey D> FEy DEyD---, temos m ﬂ En | = m(Ep). Como E C Ejy, obtemos m(F) = m(E N Ey) =

N=0
m(E). O
Definigao 4.2. Seja (X,B(X),m) um espago de probabilidade. Dizemos que uma transformacdo

mensurdvel T : X — X que preserva a medida de probabilidade m : B(X) — [0,1] € ergddica se os

tinicos elementos B € B(X) com T~Y(B) = B satisfazem m(B) =0 ou m(B) = 1.

Existem varias outras maneiras de caracterizar a ergodicidade de uma transformacao mensuravel

e vamos apresentar algumas delas no teorema a seguir.

Teorema 4.3. SeT : X — X ¢é uma transformac¢ao mensurdvel que preserva a medida de probabilidade

m: B(X) — [0,1], entdo as sequintes afirmagies sao equivalentes:
(1) T € ergddica;
(ii) os tnicos elementos A € B(X) com m(T~1(A)AA) = 0 sio aqueles com m(A) =0 oum(A) = 1;

(791) para todo A € B(X) com m(A) > 0, temos m (U T_”(A)> =1;

n=1

(iv) para todo A, B € B(X) com m(A) >0 e m(B) > 0, existe n >0 com m(T~"(A)NB) >0

Demonstracdo. (i) == (ii) : Seja A € B(X) com m(T~Y(A)AA) = 0. Devemos construir um
conjunto B com T~}(B) = B e m(AAB) = 0. Para cada n > 0 temos m (T~ "(A)AA) = 0, pois
n—1

TA)AAC | T ATTH(A U T (T Y A)AA)
=0

e, portanto, m(T-"(A)AA) < nm(T~1(A)AA). Seja B = ﬂ U T “(A). Pelos fatos anteriores,

n=0i=n

temos m <AA U T"(A)) < Z m(AAT_i(A)) = 0 para cada n > 0. Como os conjuntos U T_i(A)
decrescem com 7, temos m(BA_A) = 0 e, portanto, m(B) = m(A). Além disso, -

= ﬁ G 7= (A) = ﬁ G T-(A)=B
n=01i=n n=01i=n+1

Portanto, obtemos um conjunto B com T~ !(B) = B e m(BAA) = 0. Por ergodicidade, devemos ter
m(B) =0 ou m(B) = 1. Portanto m(A) =0 ou m(A) = 1.
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(11) = (i4i) : Sejam A € B(X) com m(A) > 0e Ay = U T "(A). Entao Ay é mensuravel,
n=1

T~ (Ap) C Ag e m(T~(Ag)) = m(4yg). Dai
m(T~"(Ag) AAg) = m(T ™ (Ap)\Ao) + m(Ac\T ™' (Ag)) = m(0) +m(Ag) — m(T~'(Ag)) =0

Por (ii) segue que m(Ap) = 0 ou m(Ap) = 1. Por outro lado, ndo podemos ter m(Ay) = 0, pois

T7Y(A) C Ag e m(T~1(A)) = m(A) > 0. Portanto m(4g) = 1, ou seja, m ([j T‘”(A)) =1

n=1
(7it) = (iv) : Sejam A, B € B(X) com m(A) > 0 e m(B) > 0. Pelo item (iii) temos

m <G T‘”(A)) =1. Seja W = U T7"(A). Como
n=1 n=1
m(X\W) =m(X) —m(W)=0
e B\W C X\W, segue que m(B\W) = 0. Dai

m(B) =m(BNW)+m(B\W)=m(BNW).

Entao

d

Se m(BNT™"(A)) = 0 para todo n > 1, entao

1C#

(BN T”(A))) =m <B N fj T"(A)) =m(BNW) =m(B) > 0.

n=1
[e.e] o0

m(U(BmT > Z (BNT™(A)) =0

n=1 n=1
e isto implica m (U BNnT™ ) = 0, o que é uma contradicao. Portanto

n=1
m(BNT"(A)) >0

para algum n > 1.

(iv) = (i) : Seja A € B(X) com T~(A) = A e suponha 0 < m(A) < 1. Entdo

m(X\A) =m(X) —m(A)=1—-m(A) >0,
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T "(A)=Aparatodon>1e
m(T"(A) N (X\A)) =m(AN(X\A)) =m(0) =0

para todo n > 1, o que contradiz (iv). Portanto m(A) =0 ou m(A) = 1. Logo T ¢ ergddica. O

4.2 Medidas em espacos métricos

Nesta secao, nosso interesse é estudar as propriedades das medidas de probabilidade em espacos
métricos, a comegar pela regularidade e algumas consequéncias. Para isso, vamos considerar um espaco
métrico X munido da métrica d e da o-dlgebra B(X) dos subconjuntos de Borel de X. Denotaremos
por M(X) a colecao das medidas de probabilidade de Borel em X, ou seja, M(X) é a colecao das

medidas de probabilidade definidas no espago mensuravel (X, B(X)).

Teorema 4.4. Uma medida de probabilidade de Borel m em um espago métrico X € reqular, isto €,
para todo B € B(X) e para todo € > 0, existem um aberto U, e um fechado Cc com C. C B C U, e
m(U\Ce) < e.

Demonstragao. Vamos denotar por R a colecao de todos os conjuntos tais que a condicao de
regularidade é satisfeita e mostremos que R é uma o-algebra. De fato, claramente temos X € R,
pois dado € > 0 basta tomar U. = C. = X. Dado A € R, mostremos que A° € R. Para todo ¢ > 0
existem um aberto U, e um fechado C, tais que Cc C A C U, e m(U\C,) < e. Dai US C A° C C¢,

onde U é fechado e C¢ é aberto. Além disso,
m(CAUE) = m(U\Ce) < e.

Portanto A® € R. Agora, mostremos que R é fechado com respeito a unido enumeravel. Sejam
[o¢]

(Aj)j>1 CR, A= U Ajee>0. Como Aj € R para cada j > 1, existem um aberto Uc; e um
j=1
fechado C¢ ; tais que C.; C A; C U, ; e

€
m(Uej\Cej) < 3

o0 oo
para cada j > 1. Sejam U, = U Ueje C.= U Ce,j. Como m é uma medida de probabilidade, temos

7j=1 7=1
T o
lim m | | JCey | =m Cej | =m(Co)
r—00
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Logo existe um inteiro positivo k tal que

€

k
m ée\ U CEJ < 5

J=1

k
Defina C, = U Ce,; e note que C¢ é fechado. Assim, temos C, C C. C ACU.. Além disso,
j=1

m(UN\Ce) < m(UNCe) + m(CA\C) < Y m(Uej\Cej) + m(C\Ce)

00
€ €
< 2374-5:6,

o0
ou seja, m(U\C,) < €. Portanto A = U A; € R. Isto prova que R é uma o-algebra.
j=1
Para completar a demonstracao, vamos mostrar que R contém todos os subconjuntos fechados de

X. Sejam C' fechado e € > 0. Para cada n > 1 defina
Up,={re€X:d(C,x) <1/n}.
Entao temos Uy DUz D --- D Uy, 2 ---. Pelo item (i7) do Lema 1.4, a funcao

pe(a) = d(C.x) = inf d(y.2)

oo
¢é uniformemente continua em X. Portanto U,, é aberto para todo n > 1. Além disso, temos ﬂ U, =

n=1
o
1 1

C. De fato, seja w € m Up. Entao d(C,w) < — para todo n > 1. Como — — 0 quando n — oo,

M 1 n 1 n
existe um inteiro positivo ng tal que — < e. Assim, d(C,w) < — < ¢, ou seja, d(C,w) < e. Como

no no o

€ > 0 é arbitrario, segue que d(C,w) = 0 e entdo, pelo item (i) do Lema 1.4, temos w € C'= C. Logo
o0

_ 1
ﬂ U, C C. Reciprocamente, se w € C = C, entao d(C,w) = 0 < — para todo n > 1. Portanto
n

n=1
o o0

w € ﬂ U, e C C ﬂ U,. Escolha k tal que m(Ui\C) < € e sejam C. = C e U, = U. Entao
n=1 n=1

C. C C CU,, onde C, é fechado e U, é aberto. Isto mostra que C € R. Portanto R contém todos os

subconjuntos fechados de X. O
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Lema 4.5. Para uma medida de probabilidade de Borel m em um espaco métrico X, temos

m(B) = sup{m(C) : C é fechado ¢ C C B}

m(B) = inf{m(U) : U € aberto e U D B}
para todo B € B(X).

Demonstragao. Seja B € B(X) e defina os conjuntos Z = {m(C) : C' é fechadoe C C B} e W =
{m(U) : U é aberto e U O B}. Pelo Teorema 4.4, para todo € > 0 existem um aberto U, e um fechado
C. com Ce C B C U, e m(U\Ce) < €. Assim, Z # Qe W # (). Além disso, Z é limitado superiormente
e W é limitado inferiormente. Logo existem o supremo de Z e o infimo de W. Como B\C, C U.\C.,
temos m(B\C¢) < m(U\C.) < €, o que implica m(B) — m(C,) < €. Assim, dado € > 0 existe um
fechado C, com C, C B e

m(B) —e <m(Ce) <m(B).

Portanto m(B) = sup Z. Por outro lado, como U\ B C U\C, temos m(U\B) < m(U\Ce) < €, 0

que implica m(Ue) — m(B) < e. Assim, dado € > 0 existe um aberto U, com U D B e
m(B) < m(Uc) < m(B) + e.

Portanto m(B) = inf W. O

Corolario 4.6. Para uma medida de probabilidade de Borel m em um espaco métrico X, temos
m(U) = sup{m(K) : K é compacto e K CU}

para todo subconjunto aberto U de X.

O préximo resultado nos diz que cada elemento m € M(X) é determinado pela forma como ele

integra fungoes continuas.

Teorema 4.7. Sejam m e p duas medidas de probabilidade de Borel em um espago métrico X. Se

/fdm = /fdu para toda f: X — R continua, entédo m = p.

Demonstragao. Pelo Lema 4.5, é suficiente mostrar que vale m(C) = u(C) para todo fechado C C X.

Sejam C fechado e ¢ > 0. Pela regularidade da medida m (Teorema 4.4), existe um aberto U com
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C CUem(U\C) <e. Defina f: X — R por

0 sex ¢ U

d(z,X\U)
d(z, X\U)+d(z,C)

fz) =

sex e U.

Se z € U, entao x ¢ X\U = X\U e, pelo item (i) do Lema 1.4, segue que d(z, X\U) # 0. Logo f
estd bem definida. Além disso, f é continua, f =0 em X\U, f=1em C e 0 < f(z) < 1 para todo

x € X. Assim,

M(C)Z/XCdus/fdu:/fdmz/deer/X\dem _ /dem
< /Uldm

= m(U)
= m(U\C)+ m(C)

< e+m(C),

ou seja, u(C) < e+ m(C). Como € > 0 é arbitrario, obtemos p(C) < m(C). Analogamente, temos
m(C) < u(C). Portanto m(C) = u(C') para todo fechado C' C X e o resultado segue. O

O préximo teorema a ser demonstrado garante a metrizabilidade de M (X) quando X é um espago
métrico compacto. Para mostrar este resultado, vamos definir uma topologia em M (X ). Lembremos
dos fatos de que o conjunto C'(X) = {f : X — R : f é continua} é um espaco de Banach quando
munido da norma ||f|| = sup |f(x)|, f € C(X), e que este espago ¢é separdvel. Assim, C'(X) admite

zeX
um subconjunto enumerdvel (fy)r>1 de fungdes continuas com a propriedade de que (fx)r>1 ¢ denso

em C(X).

Definigao 4.8. A topologia fraca™ em M(X) € definida como sendo a menor topologia que torna a
aplicagao p +— /fdu continua para cada f € C(X). Uma base é dada pela colegio dos conjuntos da

forma

Vu(fl,...,fk;e):{meM(X):'/fidm—/fidu’<e,1§i§k} (4.1)

onde pe€ M(X), k>1, fi € C(X) para todo 1 <i <k ee>0.
Proposicao 4.9. A cole¢io {V,,(f1,..., frx;€)} € uma base para uma topologia sobre M(X).

Demonstracao. Basta observar os dois fatos seguintes:
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@ Mx)C | Vulfr o frso)k;

)u‘afl"“)fk’ﬁ
(1) se v € Vi(P1, -, Py €1) N Vin (@1, -, Pnys €2), entao

VI/(¢17 -~a¢n1a9017 ...,@n2;min{€1,€2}) g V,u,(¢15 . 5¢TL1’ ) (9017 . '790712;62)'

Notemos que a topologia definida em M (X) por 4.1 ndo depende da métrica colocada em X.

Teorema 4.10. Sejam X um espaco métrico compacto e (fi)r>1 um subconjunto denso de C(X).

Para medidas m, p € M(X), defina a funcdo dyrxy: M(X) x M(X) — R por

| [ frdm — [ frdpl
d m, ) = :
m(x)( Z 2K | £
Entdo o espago M(X) é metrizdvel na topologia fraca® e dy;(xy € uma métrica em M(X). Além disso,

tal métrica gera a topologia fraca*.

Demonstra¢do. Primeiramente, mostremos que a fungao dy;(x) ¢ uma métrica em M(X). De fato,
claramente dy;xy(m,pu) > 0 se m # p e dyx)(m,pu) = dyx)(p,m) para quaisquer m,p em
/fkdm — /fkd,u,‘ = 0 para todo k > 1, o que implica dpsx)(m,pn) = 0.

M(X). Se m = p, entao

Reciprocamente, se dys(x)(m, 1) = 0, entao / frdm = /fkd,u para todo k > 1, onde (fx)r>1 C C(X).
Pelo Teorema 4.7, obtemos m = p. Assim, dM(X)(m, w) = 0 se, e somente se, m = u. Para verificar a

desigualdade triangular, observemos que para quaisquer pi, g, m € M(X), temos

dp d
dur(x)(p1, p2) - = Z’ffk 2’“||fkf!|fk 5

Z \[ fredpa — [ fedm| + | [ fedm — [ frdps|
28| fr |

_ | feduy — [ frdm| S| frdm — [ fydps|
- Z R T A

IN

= dM(X)(Mla m) + dag(x)(m, p2),

ou seja, dpr(x)(p1, p2) < darix)(p1, m) + dprxy(m, p2). Portanto dpsx) é uma métrica em M (X).
Considere o espago métrico (M (X),dys(x)). Para cada k > 1 fixo, a aplicacio p +— / frdu é continua
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em (M(X),dp(x))- De fato, de

[ fedm — [ frdp| | [ fedm — [ frdyl
=d
HRT S IR w0, ),

obtemos

/fkdm—/fkdu‘ < 2k||fk]|dM(X)(m,p). Assim, dado € > 0, se m,u € M(X) e se

dprx)(m, ) < 9, onde 0 <4 < temos

€
2|1 fell”

'/fkdm—/fkdu\ < 911 fulldar ey (ma ) < 281 ill6 < .

Portanto a aplicacao u — / frdp é uniformemente continua para cada k > 1 e, em particular, é

continua para cada k > 1. Agora, afirmamos que a aplicacio u — / fdp é continua em (M (X), dps(x))
para cada f € C(X). De fato, dada f : X — R continua, como (fz)r>1 ¢ denso em C(X), para todo

k > 1 existe ni > k tal que

Fusl@) = F@] <

para todo x € X. Assim, para toda medida v € M(X), temos

'/hﬂwi/ﬂy

Desse modo, para m, u € M(X) e pela desigualdade obtida em 4.2, temos

‘/fdm—/fdu’ ‘/fdm—/fnkdm‘+‘/fnkdm—/fnkdu‘+'/fnkdu—/fdu‘
< ;+‘/fnkdm—/fnkdu]+,1§

=2ﬂ/mwh/m@w (4.3)

< [ e flav < po0) = 4. (4.2)

IN

Fazendo m — p em 4.3, obtemos

lim
m—p

/fdm—/fdu’ <2

uma vez que a aplicagao p +— / frdp é continua para cada k > 1 e

/fnkdm—/fnkdu‘ — 0 quando

m — . Como k é arbitrario, obtemos %ignu fdm = | fdu e, portanto, a aplicacao u +— [ fdu é

continua em (M (X),dy(x)) para cada f: X — R continua.

Falta mostrar a relacao entre a métrica dy;(x) e a topologia fraca®™ dada pela base de vizinhancas
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da forma

Vu(fl,...,fn;e):{mGM(X):’/fkdm—/fkdu’<e,1§k§n},

onde p € M(X) e e > 0. Afirmamos que V,,(f1,..., fa;€) é aberto em (M (X), dy(x))- De fato, como

V,u(fla"')fn;e) = m Ak
k=1

e A, = {meM(X):

/fkdm—/fkdu‘ < 6} ¢ aberto em (M(X),dy(x)) para cada 1 < k <
n, segue que Vi (f1,..., fn;€) é aberto em (M(X),dy;(xy). Para mostrar a reciproca, é suficiente
provar que cada bola {m € M(X) : dyx)(m,pu) < €} em (M(X),dy(x)) contém um conjunto
Viu(g1,---,9n;6), onde n > 1, g, € C(X) paratodo 1 <k <ned >0 Sepec M(X)ee>0sao

dados, escolha N tal que

3 2 _€
2k "2

k=N+1
Seja

Ny -1
€
0= <Z k >

2 | 2 37

Entao temos V,(f1,..., fn;0) C{m € M(X) : dyx)(m, p) < €} O

O resultado a seguir nos fornece propriedades equivalentes sobre a convergéncia de uma sequéncia

de medidas em M (X).

Proposicao 4.11. Sejam X um espaco métrico compacto e (f;)j>1 um subconjunto denso de C(X).

As sequintes propriedades para uma sequéncia (pg)r>1 C M(X) sdo equivalentes:
(i) lim dprox)(pes 1) = 0;
k—o0
(43) lim /fjduk = /fjd,u para todo j > 1;
k—o0

(7i7) klim /fd,uk = /fd,u para toda f : X — R continua.
— 00

Demonstragao. Para mostrar que (i) implica (ii), basta observar que para todo j > 1 temos a

desigualdade

‘/f]’dﬂk — /fjdu’ < 20| filldnr () (bes 1)
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Fazendo k — oo, como klirn dpr(x) (b, ) = 0, obtemos /fjd,uk — /fjdu‘ — 0 quando k — oo, ou
—00

seja, klim /fjd,uk = /fjdu para todo j > 1. Agora, mostremos que (ii) implica (iii). Seja € > 0
—00

dado. Por (ii) existe um inteiro positivo ng tal que k > ny implica

‘/fjduk - /fjdu' < g (4.4)

para todo j > 1. Dada f € C(X), seja f; tal que ||f; — f|| < % Para uma medida qualquer v € M (X),

temos

< [155 = flav< [ 1 = Fllav < §p0) = 5. (45)

‘/fjdy—/fdu

Assim, pelas desigualdades 4.4 e 4.5, para todo k > ngy temos

[ san- [ 1| < ‘/fduk—/fjduk [ s~ [ gyanl + | [ s [ 0

< §+§+§:6

Portanto klim fdug = / fdu para toda f : X — R continua, como queriamos.
— 00

Para finalizar a demonstragao, mostremos que (4i7) implica (i). Seja € > 0 dado. Como a série
o0

E — ¢é convergente, temos que existe um inteiro positivo jy tal que
1

> 2i (4.6)

J=jo+

Nm

Devemos mostrar que existe um inteiro positivo ng tal que k& > ng implica dps(x)(ur, ) < €, onde

dr(x) (tks ) € dado por

i dun — -d
Ay (Bes ) = Zuf] b — | fydy|

21| £;1]
Y 5l
25 e | i
Jjo 1 f] fj ‘ [e%e] ‘
= — d (4.7
25 | T [t 2w e~ | -0
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Notemos que para todo j > 1, temos

i <
’/ny\l A = /||f]|| e

‘/Hfg\l ’

5 s [0
= ST g
< [adut [ 1= )+ 000 =2 (4.8)

Assim, por 4.6 e pela desigualdade obtida em 4.8, vem

/H AR ’f‘/u M Z 25 <25 = 7. (49)

Jjo+1

2]
+1

Por (ii7) temos lim / 7, || /|| Hdu para cada 1 < j < jp. Logo para cada 1 < j < jy
J J

k—o00
existe um inteiro positivo IN; tal que & > N; implica /H Hduk /H Hdu‘ < 3 Tomando

nog = max{Ni,..., Nj }, segue que k > ng implica

’/H IR _/Hfg\l ’ ; (4.10)

para todo 1 < j < jo. Se k > ng, por 4.7 e pelas desigualdades 4.9 e 4.10, obtemos

Z+<+§

l\')\f"\

dar(x) (ks 14)

Portanto lim dysx)(pk, 1) = 0, como queriamos. O
k—o0

Finalizamos esta se¢do com o teorema que garante a compacidade do espago M (X) quando X é
um espaco métrico compacto. Em sua demonstracao faremos uso do Teorema da Representagao de

Riesz.
Teorema 4.12. Se X € um espago métrico compacto, entao M (X) é compacto na topologia fraca*.

Demonstragao. Por questao de simplicidade, vamos escrever p(f) para denotar / fdu. Seja (fi)i>1 C
C(X) um subconjunto enumeravel denso. Seja (pg)r>1 uma sequéncia em M (X) e provemos que
ela admite uma subsequéncia convergente. Consideremos a sequéncia numérica (ux(f1))k>1. Note
que |ur(f1)] < ||fil| para todo k > 1, ou seja, esta sequéncia é limitada por ||fi]|. Logo ela tem
uma subsequéncia convergente, a qual denotaremos por (u (1)( f1))k>1. Consideremos a sequéncia
numérica (uk (f2))k>1. Ela é limitada e, portanto, possui uma subsequéncia convergente (Mk (f2))k>1-

Note que (,uk (f1))k>1 também converge. Procedendo desta maneira, para cada i > 1 obtemos uma
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subsequéncia (M;(j))kzl de (pi)r>1 tal que

(k21 € (" kzt €+ € ez € (i

e (M,(:)(fj))k21 converge para cada 1 < j < 4. Considere a diagonal (:“I(c ))k;>1 A sequéncia (uk (fi)k>1
converge para todo ¢ > 1. Mostremos que (u,gk)(f))k>1 converge para toda f € C'(X). Dado € > 0,
podemos escolher f; tal que ||f — fil| < 3 Como (uk (fi))k>1 converge, existe um inteiro positivo N

tal que se n,m > N entao

() = SO (F)] < 5

Dai se n,m > N temos

D) = p D < D) — U]+ 1 ) — 1 ()] + 1 (f) — £n>
- ‘ / Ful / fidp +|u;"><fi>—uw<fi>|+\ / Jidulr / fdum"
< f = fill + 1) = 1+ N f = £l

< €+6+6_
3 3 3

e, portanto, a sequéncia (u,gk)(f))kzl converge para toda f € C(X). Assim, para cada f € C(X)

defina L(f) = kli)ngo u,(f)(f). Entao L é linear e limitado, pois

L(lel + Cgfg) = klggo /(lel + CQfQ)dugC) c1 klg{.lo / fld'ul(ck) + ¢o klggo / deMgﬂ)

= c1L(f1) + caL(f2)

para quaisquer fi, fo € C(X) e quaisquer constantes cj,ca € R e

—_ | & _ (k)
= | [ g | = i | [ i

para toda f € C'(X). Além disso,

<[]l

L(1) = lim / 1 = lim pF(x) =1

e f > 0 implica L(f) > 0. Pelo Teorema 2.11 (Teorema da Representacao de Riesz), existe uma
medida p € M(X) tal que L(f) = /fdp para toda f € C(X). Portanto

: (k) _
tim [ gan = [ san
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para toda f € C(X). Pela Proposigao 4.11, segue que klim dar(x) (,ul(ﬁk)ju) = 0, ou seja, a sequéncia
— 00

(uﬁf))kg converge para p em M (X). Isto mostra que M (X) é compacto na topologia fraca™. O

4.3 Existéncia de medidas invariantes

Seja T : X — X uma transformacao continua num espago métrico compacto X. Nesta se¢ao
mostraremos que sempre existe uma medida p € M(X) invariante por 7. Primeiramente, notemos
que T~Y(B(X)) C B(X), uma vez que o conjunto {F € B(X) : T~}(E) € B(X)} é uma o-algebra e
contém os conjuntos abertos. Isto mostra que 7' é mensuravel. Assim, para cada p € M(X), vamos

definir uma aplicagao T : M (X) — M (X) dada por
(T.)(B) = (T~ (B)), B € B(X).

Por questdo de simplicidade, podemos escrever o T~! ao invés de Tip. Para cada p € M(X), note
que Typ = poT~! é uma medida e a chamamos de medida imagem da medida p pela transformacio
T. Observe que a aditividade enumeravel de o T~ segue da aditividade enumeravel de . No lema
a seguir mostramos que vale um resultado andlogo a mudanca de varidveis quando integramos em

relacdo a medida que acabamos de definir.
Lema 4.13. Para toda f: X — R continua, temos /fd(u oT™1) = /f oTdu.

Demonstragao. Se f é a fungao caracteristica de um conjunto A € B(X), temos
[ xadtuo T = w1 ) =[x = [ xaoTdn

Assim, /hd(u oTY) = /h o Tdp se h é uma funcdo simples. A mesma férmula vale se h
for uma funcao mensuravel nao negativa, pois pelo Teorema 1.1 podemos tomar uma sequéncia
crescente (¢n)n>1 de fungdes simples que converge pontualmente para h. Portanto o caso geral segue

decompondo uma fungao continua f : X — R como diferenca de fungdes nao negativas. O
Teorema 4.14. A aplicagao Ty : M(X) — M(X) € continua e afim.

Demonstragao. Se f € C(X), pelo Lema 4.13 temos

/fd(,uoTl):/fon,u.
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Seja (tn)n>1 uma sequéncia convergindo para p em M (X). Pela Proposigao 4.11, temos

n—oo

lim [ fd(ppoT™ 1) = nhﬁngo/f o Tdu, = /f oTdu = /fd(u oT™1).

Pela, Proposicio 4.11 novamente, segue que lLim j, o T7' = po T7!, ou seja, lim Typn, = Tip.
n—oo n—oo

Portanto a aplicagdo T é continua. Além disso, se m,u € M(X) e p € [0, 1] temos

(pm+ (1 = p)u) (T~ (A))
= pm(T~(A)) + (1 - p)u(T~'(A))
= pT(m(A4)) + (1 = p)Ti(pu(A))

= (PTx(m) + (1 = p)Ti(n))(A)

Ti(pm + (1 —p)p)(A)

para todo A € B(X). Isto mostra que a aplicagao T é afim. O

Como Ty : M(X) — M(X) é uma transformagao continua afim de um espago compacto convexo,
podemos usar o Teorema de Markov-Kakutani para mostrar que T, tem um ponto fixo. Desse modo,
mostraremos que existe uma medida em M (X ) que é invariante por 7' e entdo vamos obter o Teorema

de Krylov-Bogolyubov.

Teorema 4.15 (Teorema de Krylov-Bogolyubov). Se T' : X — X ¢é uma transformagao continua
definida no espago métrico compacto X, entao existe uma medida de probabilidade de Borel p € M(X)

que € invariante por T.

Demonstragdo. A primeira parte da demonstracdo consiste em mostrar que M(X) pode ser

considerado um subconjunto compacto convexo do espaco
C(X)*={h:C(X) — R: h é funcional linear continuo}
munido da topologia induzida. Para ver isto, considere a aplicagao F': M(X) — C(X)* definida por
F(u)(6) = [ odn

As seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) F(u) € C(X)*. De fato, F'(u) é linear. Além disso,

F(u)(6)] = ‘/qﬁdu‘ < Jlel
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para toda ¢ € C(X). Portanto F(u) € C(X)*.

(1) F é afim. De fato, para quaisquer medidas m,u € M(X) e para todo 0 < p < 1, temos
pm+ (1—plp€ M(X) e

Flpm+ (1 —plu)(9) = / gd(pm + (1 — p)u)

= /¢dm+ (1-p /qbd,u

= m)(¢) + (1 = p)F(p)(¢)-

A injetividade de F' segue do Teorema 4.7. Assim, podemos identificar M (X) com a sua imagem
F(M(X)), que é um subconjunto convexo de C'(X)*. Ele também é compacto, pois a topologia
colocada em M (X) é herdada de C'(X)*. Assim, pelo Teorema 3.5 (Teorema de Markov-Kakutani),
a aplicagao Ty : M(X) — M(X) tem um ponto fixo, isto é, existe p € M(X) tal que Thp = p. Logo
existe u € M(X) com pu(T~1(A)) = u(A) para todo A € B(X) e, portanto, u é invariante por 7. [J

Uma outra forma de mostrar que uma transformacgao continua admite uma medida de probabilidade

de Borel invariante é dada pela demonstragao a seguir.

Demonstracao alternativa do Teorema de Krylov-Bogolyubov: Seja py € M(X) e defina a

sequéncia (ug)g>1 por
k
1 ,
= — Z J
1225 kE+ 1 ]EO * MO,

onde T pg(A) = po(T9(A)) para A € B(X) e j > 0. Note que (tg)k>1 € M(X), pois p é uma

medida e
1 . 1 & 1 &
—— TH(X)) = —— X)=—N 1=
1 ( E:o 7 uo(X +1]§:0uo( (X)) k+1j§:Ouo( ) k+1j§:0

para cada k > 1. Como M (X) é compacto na topologia fraca*, temos que existe u € M(X) e uma
subsequéncia (fip, )k>1 com

= lim .
H Pl Hny,
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Assim, temos

1 o e
Ty =T, li TI = lim T, TI
* * kingonk+1jzo % MO kggo * nk‘i‘l; x MO
1 TLk—‘rl

li T/
fm, T & T

ng

1 ,
= lim > Tipo — po + T g
=0

k—oo N + 1

1
— i lim ——— 7™ F1,.
kimnk+1M0+kLI§onk+1 * Ho

=

1
Agora, afirmamos que lim po =0e lim ——T™ %15 = 0. De fato, como pg é limitada e

k—oomni + 1 k—oong + 1
1 — 0 quando k — oo, segue a primeira afirmacao. Para a segunda afirmacao, basta observar
ng
que
;TnkJFlMO(E) — 1 MO(T*(”kJFl)(E)) < 1
nk—l—l* ng + 1 T+ 1
para todo conjunto mensuravel £ C X. Como 1 — 0 quando k — o0, a segunda afirmacao esta
ng
provada. Logo obtemos Tyu = p, ou seja, o T~ = pu. Portanto p é invariante por 7. O

Observe que a demonstragao alternativa do Teorema de Krylov-Bogolyubov nos fornece um modo
bastante simples de obter medidas invariantes. Dados um espago métrico compacto X e uma
transformagao continua 7' : X — X, seja M(X,T) = {p € M(X) : Top = p}. Ou seja, o conjunto
M(X,T) consiste das medidas p € M(X) que sao invariantes pela transformagao 7. O Teorema de
Krylov-Bogolyubov garante que M (X, T) # (). Nos préximos resultados estabelecemos uma condigao
para que uma medida em M (X)) pertenca & M (X, T) e provamos algumas propriedades deste conjunto

e sua relacao com ergodicidade.

Teorema 4.16. Se T : X — X € uma transformacao continua num espaco métrico compacto X e

we M(X), entgo p € M(X,T) se, e somente se, /fon,u = /fd,u para toda f € C(X).

Demonstragdo. Se p € M(X,T) entdo = Typ = po T~ e, pelo Lema 4.13, temos

[ rotau= [ gaor ) = [ i

para toda f € C(X). Reciprocamente, se /f oTdu = /fd,u para toda f € C(X), pelo Lema 4.13

temos /fd(,u o T_l) = /fd,u para toda f € C(X). Pelo Teorema 4.7, segue que o T~1 = p, ou
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seja, p € M(X,T). O

Teorema 4.17. Se X € um espaco métrico compacto e T : X — X € uma transformagao continua,

entao valem as sequintes propriedades:
(i) M(X,T) é um subconjunto compacto de M(X);
(1i) M(X,T) é convexo;

X € um ponto extremo de M (X,T) se, e somente se, u € uma medida ergodica com respeito a
K K Y

transformacao T';
(tv) se u,m € M(X,T) sao ambas ergodicas e p # m, entao elas sao mutuamente singulares.
Demonstragao. (i) Seja (tn)n>1 uma sequéncia em M (X,T) convergindo para p € M(X). Pela
Proposigao 4.11 e pelo Lema 4.13, para toda f : X — R continua temos

/fd(HOT_I):/fOTdM:nh_{go/fonﬂn = lim [ fd(ppoT™ 1Y)

n—o0

ou seja, /fd(,uoTl) = /fdu. Pelo Teorema 4.7, segue que o T~ =y e, portanto, u € M(X,T).
Pelo Lema 1.5, segue que M (X, T) é fechado em M (X). Como M (X) é compacto na topologia fraca*,
temos que M (X,T) é um subconjunto compacto de M(X).

(i) Sejam m,p € M(X,T). Entdao m(T~1(A)) = m(A) e p(T~1(A)) = p(A) para todo A € B(X).

Assim, para todo 0 < p < 1, temos

(pm+ (1 =p)u)(T7H(A) = pm(T7'(A) + (1 —p)u(T~'(A))
= pm(A)+ (1 —p)u(A)

= (pm+ (1 —p)u)(A)

para todo A € B(X). Portanto pm + (1 —p)u € M(X,T) e M(X,T) é convexo.
(iii) Suponha u € M(X,T) e que pu nao é ergédica. Entdo existe £ € B(X) com T-Y(E) = E e
0 < u(F) < 1. Para cada B € B(X) defina as medidas p; e p2 por

_ WBNE)

() = M0 p(B N (X\E)

e p(B) = W(X\E)
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respectivamente. Entao
_WXNE)  p(E)

mX)="rE am

gy MTTBINE) _ WT (BT H(E)
=T T ()
p(T-H(BNE))

n(E)
n(BNE)

= W = p1(B)

para todo B € B(X), ou seja, u1 € M(X,T). Analogamente, us € M(X,T). Além disso, p1 # po e

p(B) = p(E)p(B) + (1 = u(E))p2(B)

para todo B € B(X). Portanto p ndo é um ponto extremo de M (X,T). Reciprocamente, suponha
que u € M(X,T) é ergédica e u = pu1 + (1 — p)ug, onde pi,p2 € M(X,T) e 0 < p < 1. Devemos
mostrar que p; = pg. Seja A € B(X) com u(A) = 0. Entao

pra(A) + (1 = p)ua(A) = p(A) =0,

onde 0 < p < 1, o que implica p;(A) = p2(A) = 0. Portanto 1 < p, ou seja, pui é absolutamente
continua com respeito & p. Como 1, 4 sdo medidas positivas e o-finitas, pelo Teorema 1.2 (Teorema

de Radon-Nikodym), a derivada de Radon-Nikodym % existe e vale
m

d
m(a) = [

— du
A dp

para todo A € B(X), onde % > 0. Seja
I

d
E:{:ceX:CZj(:c)<1}.
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Entao E é mensuravel e temos
d d d
/ dm g,y / dw g, — [y,
EnT-1(E) A1 B\T-1(B) dp E dp
= m(E)
= m(TH(E))
_ / dm g
T-1(E) dp
d d
_ / Ay / g,
T-Y(E)NE dp T-Y(E)\E dp
0 que implica
dp dpn
E\T-Y(E) Gl T-1(E)\E al
ou seja,
1 (E\T™Y(B)) = i (T~ (E)\B). (4.11)

d d
Além disso, temos % <1em E\T-Y(E), % >1em T-Y(E)\E e
M m

WT N ENE) = u(T(E)) - p(T~(E) N E)
— u(B) - p(EnT(E))

— W(E\TY(E)).
Suponha pu(E\T~'(E)) # 0. Entdo temos

d
m(E\T_l(E))Z/ %du < / ldu
E\T-1(E) O} E\T-Y(E)

= WE\T(E))

= wWT~ ' (E)\E)

= / 1du
T-Y(E)\E

d
< / o
T-1(E)\E dp

= m(T(B)\E),

isto é, u1(E\T"Y(E)) < m (T Y(E)\E), o que contradiz 4.11. Portanto u(E\T1(E)) = 0 e,
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consequentemente, (T 1(E)\E) = 0. Assim,
(TN E)AE) = (T (E)\E) + u(E\T\(E)) = 0.

Como p é ergédica com respeito a T, pelo Teorema 4.3 devemos ter u(E) = 0 ou u(E) = 1. Se
w(E) =1, entao
dp

p(X) = ddu</1du=u(E)=1,
E ap E

o que contradiz p1(X) = 1. Portanto devemos ter u(E) = 0. Analogamente, se

d
F:{xeX:dM;(m)ZI},

d
temos p(F) = 0. Assim, %(x) = 1 para p-quase todo ponto z € X e u; = pu. Da equagao
1

p=pp1 + (1 —p)usa,

segue que 1 = po. Logo p é um ponto extremo de M (X, T).
(iv) Pelo Teorema 1.3 (Teorema da Decomposicdo de Lebesgue), existem tunicas medidas de
probabilidade g1, e € um tnico p € [0,1] tais que p = puy + (1 — p)uz, onde 1 K m e pg é

mutuamente singular com respeito & m. Como pu € M(X,T) e a aplicacao Ty é afim, temos

p="Tp=Ti(pp1 + (1 — p)p2) = pTipa + (1 — p)Tpo.

Além disso, Ty < Tym = m e Ty o é mutuamente singular com respeito a Tym = m. Pela unicidade
da decomposigao de u, devemos ter Tip = py e Thpa = po, ou seja, pi, ps € M(X,T). Como p é
ergddica, pelo item (iii) temos que pu é um ponto extremo de M (X,T). Assim, devemos ter p = 0 ou
p=1 Sep=1,entdo u = u1 e p < m. Fazendo um argumento andlogo ao que foi feito no item
(#i7) com a derivada de Radon-Nikodym 5—;2, vamos obter y = m, o que é uma contradi¢ao. Se p =0,

entao p = po e, portanto, p é mutuamente singular com respeito a m. O

Como consequéncia imediata da demonstracdo do item (i7i) do teorema anterior, obtemos o

seguinte corolario.

Corolario 4.18. Sejam X um espago métrico compacto e T : X — X uma transformagdo continua.

Se p1,p € M(X,T), p1 < i e € ergédica com respeito a transformagao T, entao py = .
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