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Impacto potencial desta pesquisa

Esta pesquisa tem como objetivo principal fornecer um material diddtico para estudantes
da drea da matemadtica e dreas afins sobre a histéria e as solugdes de equagdes algébricas.
Além disso, mostrar que € possivel, através de conhecimento dos nimeros complexos e outras
ferramentas elementares, fornecer uma ideia da demonstragdo do Teorema de Abel-Ruffini, que
estabelece que a solucdo de uma equacdo algébrica de grau maior ou igual a cinco ndo pode
ser escrita usando radicais. Esta proposta € dedicada aos estudantes e professores que nao
estdo familiarizados com a Teoria de Galois, que € a teoria usada para provar este teorema. Ao
apresentarmos um texto acessivel e diddtico a estudantes e pesquisadores que ndo possuem uma
formagdo avangada em matemdtica, difundimos o conhecimento de resultados importantes da

matematica.

Potential impact of this research

The main objective of this research is to provide educational material for students in mathe-
matics and related fields on the history and solutions of algebraic equations. Moreover, it aims
to show that, through the knowledge of complex numbers and other elementary tools, one can
convey an understanding of the proof of the Abel-Ruffini theorem. This theorem states that the
solution of an algebraic equation of degree five or higher cannot be expressed using radicals.
This proposal is dedicated to students and teachers who are not familiar with Galois Theory,
which is the theory used to prove this theorem. By presenting an accessible and educational
text to students and researchers without advanced mathematical training, we spread knowledge

of important mathematical results.
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Resumo

Este trabalho apresenta alguns aspectos histéricos do Teorema de Abel-Ruffini e, em par-
ticular, métodos matematicos para resolucdo de equacdes de grau 2, 3 e 4. Mostramos as
dificuldades de encontrar um método por meio de radicais para resolver equagdes de grau > 5.
Além disso, destacamos alguns matemadticos que contribuiram para chegar ao referido teorema

e apresentamos uma demonstracdo do Teorema de Abel-Ruffini via permutacoes e lacos.

Palavras-chave: Algebra. Teorema de Abel-Ruffini. Equaciio Algébrica. Raizes.



Abstract

This work presents some historical aspects of the Abel-Ruffini Theorem and, in particular,
mathematical methods for solving equations of degree 2, 3, and 4. We demonstrate the diffi-
culties of finding a method through radicals to solve equations of degree > 5. Furthermore,
we highlight some mathematicians who contributed the development of the aforementioned

theorem and present a proof of the Abel-Ruffini Theorem via permutations and loops.

Keywords: Algebra. Abel-Ruffini Theorem. Algebraic Equation. Roots.
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1 Introducao

As equagoes algébricas desempenham um papel fundamental em vérias dreas da matemaética
e da ciéncia. Elas sdo utilizadas para modelar e resolver problemas em fisica, engenharia,
economia e muitas outras disciplinas. Equacdes polinomiais, um tipo especial de equagdes
algébricas, sdo particularmente importantes. Elas aparecem em diversos contextos, desde a
descri¢do de curvas e superficies até a andlise de sistemas dindmicos e a otimizacao de processos.
O desenvolvimento de métodos para resolver equagdes algébricas, como a descoberta das
férmulas de resolucdo para equagdes cibicas e qudrticas, foi um marco histérico na matematica,
abrindo caminho para avancos significativos.

O Teorema de Abel-Ruffini € um resultado central na teoria das equacdes algébricas. Provado
por Niels Henrik Abel e baseado nos trabalhos de Paolo Ruffini, o teorema afirma que ndo existe
uma férmula geral para resolver equacdes polinomiais de grau cinco ou superior usando apenas
operacdes aritméticas e radicais (extracdo de raizes). Embora o teorema limite as solugdes
por métodos tradicionais, ele também orienta os matematicos a usar abordagens numéricas e
computacionais para resolver equacdes de graus elevados, que t€ém aplicacdes praticas em vérias
areas da ciéncia e engenharia.

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma demonstracdo autocontida e acessivel
do Teorema de Abel-Ruffini, via permutagdes e lagos. Utilizaremos as permutagdes do tipo
transposic¢oes e ciclos para permutar as solugdes das equagdes. Os lagos sdo ferramentas usadas
para verificar a insolubilidade de equacdes algébricas. O texto estd organizado como segue.

No Capitulo 2, nomeado “Aspectos histéricos”, conheceremos um pouco da trajetdria e
da vida de dois matemadticos brilhantes: Paolo Ruffini e Niels Henrik Abel, os quais foram
incompreendidos e, mesmo passando por muitos reveses, contribuiram para a evolucdo e o
sucesso da matemdtica que aplicamos em nossos dias. A principio, falaremos de Paolo Ruffini,
que nasceu em 1765 em Valentano — Estados Papais, atual Itdlia — e morreu em 1822, em
Modena — Ducado de Modena, atual Itdlia. Além disso, ele era chamado de precursor porque
usou a Teoria dos Grupos em seu trabalho e inventou o assunto. Em 1799, publicou um livro
sobre a Teoria das Equagdes, intitulado Teoria das Equacdes, no qual afirmava que as quinticas
ndo sdo soluveis por radicais. Nesse livro, ele mostrou que a solucdo algébrica da equagao
geral de grau maior que quatro € impossivel. Os grandes matematicos Scipione Del Ferro,
Tartaglia e Cardano resolveram as cubicas, e Ferrari as qudrticas, porém as quinticas ficaram

sem solucdo por radicais por mais de 250 anos. Paolo Ruffini publicou trabalhos em muitas
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areas além da Matemdtica, entretanto, Abel levou os créditos sobre a impossibilidade de resolver
as quinticas por radicais. Isso se deu devido a Abel ter provado, em 1824, a impossibilidade
de resolver a equacdo geral do quinto grau em radicais, embasando seus estudos na obra de
Ruffini. Por conseguinte, abordaremos a vida de Niels Henrik Abel, que nasceu em 1802, na
pequena cidade de Finndy, na Noruega, e era excepcionalmente talentoso, tendo em vista que
ele se interessou, ainda com 17 anos, pelas equagdes algébricas e pensou haver encontrado uma
forma geral de resolver as do quinto grau. Contudo, pouco tempo depois, ele percebeu uma
falha em sua solugdo e, somente apds conhecer a obra de Ruffini, em 1815, por meio da obra
de um terceiro matematico, Augustin Louis Cauchy, é que pdde completar seu trabalho. A
ideia de examinar permutacdes de raizes para estudar a (in)solubilidade de equagdes algébricas
teve sua origem em 1771 com os trabalhos pioneiros de J. L. Lagrange. As ideias de Lagrange
amadureceram e foram estendidas a equagdo quintica por Paolo Ruffini, no comec¢o dos anos
1800. Apesar de, tecnicamente, Ruffini ndo ter provado o teorema que hoje carrega seu nome,
seus resultados eram fortes o suficiente para levantar sérias dividas a respeito da possibilidade
de se encontrar uma solucdo para a equacao quintica geral. Finalmente, em 1824, N. H. Abel
escreveu a primeira demonstracdo completa do teorema. A abordagem histérica apresentada foi
retirada da referéncias [1]], [2], [3] e [4].

No Capitulo 3, discorreremos sobre a importancia das equagdes algébricas e conheceremos
um pouco da histéria de figuras responsaveis pela descoberta das solucdes algébricas das
equacdes cubicas e qudrticas, como Niccolo Fontana (1499-1577), Rafael Bombelli (1526-
1572), que conseguiu chegar aos novos nimeros, em 1530, e que demorou mais de dois séculos
para saber como extrair raizes de nimeros complexos, através de Euler. Além disso, veremos
algumas das contribui¢cdes do matemdtico Girolamo Cardano (1501-1576), que esteve envolvido
na solucdo algébrica da equacao ctbica, a qual foi o maior avango matematico desde o tempo
dos gregos. Assim, chegaremos até Niels Henrik Abel (1802-1829), autor do artigo publicado
em 1829 sobre as equagdes gerais de graus maiores ou iguais a cinco, e descobridor do teorema,
posteriormente intitulado Teorema de Abel-Ruffini, no qual afirma que nao existe formula para
as solucdes da equagao geral de grau maior ou igual a 5 usando apenas as operagdes elementares
e radicais. A demonstracdao desse resultado depende do conhecimento de uma vertente da
Matemadtica chamada Teoria de Galois. Em particular, as ideias de Galois, Abel e Ruffini
se baseiam em um unico e fundamental ponto: a simetria de uma equacao algébrica sob a
permutacgdo de suas solucdes. Para o desenvolvimento deste capitulo, utilizamos as referéncias
(51, (o] e [7].

No Capitulo 4, baseando-se somente nessa simetria fundamental, esbogaremos, uma prova
do Teorema de Abel-Ruffini, usando apenas conhecimentos elementares de nimeros complexos,
lacos e permutacoes. Essa demonstracdo € recente, datada de 2022, [8]. Por isso, neste trabalho,
apresentaremos argumentos novos. A demonstracdo do Teorema de Abel-Ruffini pode ser feita
através da Teoria de Galois, todavia, seu entendimento pode se tornar bastante dificil.

No apéndice deste trabalho apresentamos alguns resultados sobre polindmios, que contri-

buem para um melhor entendimento do Capitulo 3 e Capitulo 4.



2 Aspectos historicos

Neste capitulo € apresentado um apanhado histérico da vida do matematico Niels Henrik
Abel, desde o seu nascimento até sua morte. Para o desenvolvimento deste capitulo foram
utilizadas as referéncias [[1]], [2]], [3] e [4].

2.1 Abel “O mais humano dos Matematicos”
Figura 2.1: Niels Henrik Abel.

L 1IN -MAX SE R E S o

Niels Henrik Abel

Rajesh Thakur

Fonte: Retirado de [9].

Niels Henrik Abel nasceu em 5 de agosto de 1802 na pequena cidade de Finndy, na Noruega,
filho e neto de pastores protestantes, teve quatro irmdos € uma irma. Seu pai, Abel, foi
um dos fundadores da universidade de Oslo, onde aos 13 anos Abel foi estudar. Abel era
excepcionalmente talentoso e resolvia com facilidade problemas que seus colegas julgavam

dificeis, e dos 17 aos 19 anos ele se interessou pelas equagdes algébricas e pensou haver

17



Abel “O mais humano dos Matemdticos” 18

encontrado uma forma geral de resolver as do quinto grau, mas um pouco depois ele mesmo
percebeu uma falha na sua solugao.

Préximo ao Natal de 1823, aos 21 anos, ele provou que, exceto em casos particulares, que é
impossivel resolver uma equagdo de grau 5 utilizando-se apenas um nimero finito de operacdes
algébricas como soma, multiplicacdo, subtragdo, divisdo e extracdo de raizes. Sua contribui¢cao
matemadtica é tanta que varios objetos matemdticos levam seu nome, como por exemplo os
chamados grupos abelianos, € um dos grandes prémios matemdticos, chamado de prémio Abel.

Depois dessa breve introducdo sobre sua vida e obra vamos conhecer melhor o contexto
histérico em que ele nasceu e viveu.

No final do século XVIII, a Noruega fazia parte da Dinamarca, os dinamarqueses tentaram
ficar neutros na guerra contra Napoledo , mas nada adiantou. A Suécia dominou a Noruega e
passou a controlar internamente o pais através de um governo. E nessa situacdo dificil, Abel
crescia em Gjerstad , no sudoeste da Noruega. O pai de Abel, Soren Georg Abel, tinha formacao
teologica e em filologia. Niels Abel, o segundo de sete filhos foi ensinado por seu pai no
vicariato até os 13 anos de idade. No entanto, esses foram os 13 anos de crise econdmica para
a Noruega descritos acima e os pais de Abel ndo teriam conseguido alimentar muito bem sua
familia.

Ele foi estudar na chamada Escola da Catedral em Christiania (que hoje se chama Oslo) e
provou ser um aluno bastante comum com algum talento para matematica e fisica. Até que
um professor de matemdtica, Bernt Holmbog, ingressou na escola em 1817, mudando para
sempre a vida desse grande génio. Com o auxilio desse professor ele comegou a estudar textos
universitarios e um ano apos a chegada de Holmboe, Abel estava lendo obras de Euler, Newton,
Lalande e D‘Alembert. Nesse momento de descobrimento, em 1820 morre seu pai e se as coisas
eram ruins agora pioraram consideravelmente, pois o pouco sustento da familia acabara.

Nao havia dinheiro para permitir que Abel completasse sua educacdo escolar, nem dinheiro
para permitir que ele estudasse na universidade e, além disso, Abel tinha a responsabilidade de
sustentar sua mae e familia. Holmbo€ conseguiu ajudar Abel a obter uma bolsa de estudos para
permanecer na escola e ele conseguiu ingressar na Universidade de Christiania em 1821, dez
anos ap0s a fundagdo da universidade. Holmboé€ levantou dinheiro de seus colegas para permitir
que Abel estudasse na universidade. No seu tltimo ano na escola Abel comegou a trabalhar na
solu¢do de equagdes quinticas por radicais.

Ele pensava ter resolvido a quintica em 1821 e apresentou um artigo ao matemaético dina-
marqués Ferdinand Degen, para publicacio pela Royal Society of Copenhagen. Degen pediu
a Abel que desse um exemplo numérico de seu método e, ao tentar dar um exemplo, Abel
descobriu o erro em seu artigo. Degen havia dado a Abel alguns conselhos importantes que
o levariam a trabalhar em uma 4area da matematica, as integrais elipticas. Na Universidade de
Christiania Abel foi apoiado pelo professor de astronomia, Christopher Hansteen, que o incen-
tivou e ofereceu ajuda financeira. Ele foi cuidado como se fosse um filho do casal Hansteen.
Em 1823, Abel publicou artigos sobre equagdes funcionais e integrais em uma nova revista

cientifica iniciada por Hansteen. No terceiro artigo de Abel, que tratava das solucdes de alguns
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problemas por meio de integrais definidas, ele deu a primeira solu¢cdo de uma equacdo integral.

Apesar da ajuda financeira vinda de uma pequena bolsa para visitar o professor Ferdinand
Degen e outros matemadticos em Copenhague, Abel ndo conseguiu realizar tudo que havia
planejado: visitar os melhores matemadticos da Alemanha e Franca. Mesmo assim, sua estadia
de dois meses em Copenhague serviram ndo sé para conhecer matematicos e académicos, mas
principalmente para conhecer o amor de sua vida, Christine Kemp. Tentou uma bolsa maior
junto a Universidade de Christiania, mas como ndo falava francés ou alemdo e em parte para
economizar dinheiro, decidiu permanecer por dois anos em Christiania, onde recebeu fundos
para aprender os idiomas, antes de viajar.

Abel voltou a trabalhar em equagdes quinticas e, em 1824, ele provou a impossibilidade de
resolver a equagdo geral do quinto grau em radicais. Ele publicou o trabalho em francés e as suas
proprias custas, pois queria uma obra impressionante para levar consigo quando estivesse em
suas viagens. Segundo [[10], ele escolheu um panfleto como a maneira mais rdpida de imprimi-lo
e, para economizar nos custos de impressao, reduziu a prova para caber em meia folha de f6lio

(seis paginas).

2.2 Asdificuldades enfrentadas por Abel

Nesta época, Abel parece ter conhecido algo da obra de Ruffini, pois havia estudado a obra
de Cauchy em 1815 enquanto era estudante de graduagao e neste artigo hd uma referéncia a obra
de Ruffini.

Abel enviou o material produzido a varios matematicos e também para Gauss , pois pretendia
visitd-lo durante suas viagens em agosto de 1825. Foi nesse momento que ele recebe uma bolsa
de estudos do governo noruegués para poder viajar ao exterior, onde visitou varios matematicos.
Em Copenhague, Abel recebeu uma carta de apresentacdo de August Crelle, um matemaético
alemao que fundou uma importante revista matemadtica, de quem ele tornou-se amigo quando
se encontraram em Berlim. Abel, incentivado por Crelle, escreve um artigo com uma versao
mais clara de seu trabalho sobre as equacdes quinticas, intitulado “Recherches sur les fonctions
elliptiques.” O artigo foi publicado em 1827 no primeiro volume do chamado didrio de Crelle,
junto com outros seis artigos de Abel.

A viagem desejada por Abel ndo aconteceu, ele pretendia junto com Crelle visitar Gauss
em Gottingen, no entanto chegou a ele a noticia de que Gauss ndo mostrou interesse em seu
trabalho sobre as quinticas. Nao se sabe ao certo porque Gauss teve essa atitude, pois ele nao
tinha conhecimento do trabalho de Abel. Segundo [[10]], a primeira possibilidade é que Gauss
provou o resultado ele mesmo e estava disposto a deixar Abel levar o crédito. A outra explicagao
€ que ele ndo deu muita importancia a solubilidade por radicais. A segunda dessas explica¢oes
pode ser a melhor, dado o fato que Gauss escreveu em sua tese de 1801 que a solu¢cdo de uma
equacdo algébrica ndo era melhor do que inventar um simbolo para a raiz da equagdo e depois
dizer que a equacao tinha raiz igual ao simbolo.

Abel teve que continuar a viagem com seus amigos noruegueses para o norte da Itdlia
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antes de cruzar os Alpes para Franca, pois Crelle foi detido em Berlim. Em Paris, ele ficou
desapontado, pois percebeu que havia pouco interesse pelo seu trabalho. Abel escreveu de
volta para Holmboe dizendo que os franceses sdo muito mais reservados e estranhos do que
os alemaes, que € extremamente dificil ganhar a intimidade deles. Todo iniciante tem muita
dificuldade em ser notado em Paris. Abel disse ainda que tinha acabado de terminar um extenso
tratado sobre uma certa classe de fun¢des transcendentais para apresentd-lo ao Instituto, na
proxima segunda-feira, mas ele o mostrou para Cauchy e Cauchy mal se dignou a olhar para o
tratado.

Abel retorna de Berlim em 1826, depois de publicar alguns artigos para o Crelle‘s Journal,
sem dinheiro e com a saude precdria. Em Berlim ele pediu dinheiro emprestado e continuou
trabalhando nas fungdes elipticas. Abel transformou radicalmente a teoria das integrais elipticas
na teoria das fungdes elipticas, usando suas fung¢des inversas. Seu amigo, Crelle, até tentou
fazer com que Abel ficasse em Berlim, para que pudesse encontrar um cargo académico para
ele e ofereceu a ele a editoria do Jornal de Crelle, mas Abel queria voltar para casa. Ele chegou
a Christiania em maio de 1827 e recebeu uma pequena quantia em dinheiro da universidade,
embora talvez tivesse que devolver depois. Com muitas dividas ele foi ser tutor de criancas em
idade escolar e sua noiva foi empregada como governanta de amigos da familia de Abel em
Froland. Abel foi nomeado professor substituto de Christopher Hansteen e passou a lecionar na
universidade e também na academia militar.

Em 1828 lhe € mostrado um artigo de Jacobi sobre transformacdes de integrais elipticas, nao
demorou até que Abel demonstrasse que os resultados encontrados por Jacobi eram coroldrios
de sua autoria e acrescentou uma nota nesse sentido. Ele estava trabalhando na verificagao de
quais equacdes eram soluveis por radicais, mas depois do ocorrido parou o que estava fazendo
e foi “competir’” com Jacobi na teoria das fungdes elipticas. O grande matemadtico Legendre viu
as novas ideias de Abel e Jacobi nos jornais e disse que através de tais obras, os dois seriam
colocados na classe dos principais analistas de nossos tempos. Abel ndo parava de desenvolver
matematica da mais alta qualidade, enquanto sua saide ficava cada vez mais abalada. Ele estava
muito feliz, pois passaria as férias de verdo de 1828 na companhia de sua esposa e amigos, mas
logo a doenca comegou a tomar conta de seu corpo. E bom lembrar que fazia algum tempo
que Abel comecara a adoecer, mas ele ndo se preocupou, pois estava muito ocupado com o seu
trabalho, o que fez agravar ainda mais seu caso.

Podemos dizer lendo a histéria desse génio que a arrogincia histérica e humana contribuiram
para sua morte precoce, ja que ele bateu em muitas portas e quase nunca elas foram abertas.
A obra-prima que ele havia submetido a Academia de Paris parecia ter se perdido e entdo ele
escreveu o resultado principal novamente [2]. O jornal tinha apenas duas pdginas breves, mas
de todas as suas muitas obras talvez a mais pungente. Chamou-o apenas de “Teorema A”. Nao
tinha introdu¢@o, ndo continha observacdes supérfluas, nem aplicacdes. Era um monumento
resplandecente em suas linhas simples - o principal teorema de suas memorias de Paris, formu-
lado em poucas palavras.

Abel viajou de trend para visitar sua noiva novamente em Froland para o Natal de 1828.
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Nessa viagem ele adoeceu e apesar de sua melhora que lhe deu a chance de aproveitar o Natal,
ficou muito doente em seguida. Seu amigo de longa data Crelle fez de tudo para conseguir
uma entrevista para Abel em Berlim e conseguiu mais j4 era tarde demais. Niels Henrik Abel
morreu em 6 de abril de 1829, ndo tinha completado 27 anos de idade. Depois de duas semanas
de sua morte na coluna obitudrio de Den Norske Rigstidence, Sivert Smith, proprietario da
Froland Ironworks anunciou que o altamente estimado Niels Henrik Abel, amplamente famoso
por sua exceléncia matematica, e Professor na Royal Frederik University, ap6s 12 semanas de
doenca grave, morreu em sua casa. Abel j4 era brilhante muito antes de se tornar um estudante
universitario, mas ninguém na Noruega tinha condicdes de acompanhar e entender o significado
de suas realizagdes, extraordindrio e incompreendido. Naquele abril de 1829 morre uma das
mentes mais brilhantes da matematica.

As homenagens a Abel vieram na sua grande maioria apds sua morte, bem como o reco-
nhecimento devido a ele, o que torna tudo muito mais triste, sem falar na idade em que partiu,
se com tao pouco tempo de vida Abel produziu material que os matemdticos estudam até hoje,
imagine se tivesse vivido mais. Um livro de memorias de Paris escrito por Abel foi encontrado
depois de uma longa busca por Cauchy em 1830, foi impresso em 1841, desapareceu novamente
e s6 foi encontrado em 1952 em Florenca. Também apds sua morte um trabalho inédito sobre a
solugdo algébrica de equagdes foi encontrado. Abel escreve a Crelle em 18 de outubro de 1828,
o teorema: “Se cada trés raizes de uma equacdo irredutivel de grau primo estdo relacionadas
entre si de tal forma que uma delas pode ser expressa racionalmente em termos das outras duas,

entdo a equacgdo € solivel em radicais”.

2.3 Ruffini - o0 precursor

Figura 2.2: Paolo Ruffini.

by

Sergio De Nuccio

MATEMATICO E MEDICO

Prefuzione di

Fonte: Retirado de [11].
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Nesse momento, vamos contar um pouco da histéria de Paolo Ruffini, figura imprescindivel
para esse trabalho. Nasceu em 22 de setembro de 1765 em Valentano, Estados Papais (agora
Itdlia) e morreu em 10 de maio de 1822 em Modena, Ducado de Modena (agora Itdlia). Paolo
Ruffini foi um matemadtico italiano que provou que a equacdo quintica nao podia ser resolvida
antes de Abel.

O pai de Paolo Ruffini era médico em Valentano. Quando crianga ele tinha o tempe- ramento
mistico e parecia destinado ao sacerddcio. Na adolescéncia mudou-se com pais para Reggio,
entrou na Universidade de Modena em 1783, 14 estudou medicina, matema- tica, filosofia e
literatura, aprendeu cdlculo e geometria com os professores Paolo Cassiani e Luigi Fantini.
Ruffini ainda estudante, assumiu o curso de fundamentos de andlise no lugar de Cassiani que foi
indicado para um outro cargo. O trabalho feito por Ruffini foi muito bem e em 15 de outubro
de 1788 ele € nomeado professor de Fundamentos de Andlise. O seu professor de geometria,
Fantini, teve um problema de visdo e Ruffini assume o curso de Elementos de Matemédtica em
seu lugar. Ele também era médico e em 1791 recebe a licenca para praticar medicina pelo
tribunal médico colegiado de Modena. No contexto histdrico essa era uma época de guerras
apos a Revolugdo Francesa e contra a sua vontade Ruffini foi nomeado representante do Conselho
Junior da Republica Cisalpina, mas ele logo deixou essa posicdo e voltou para o seu trabalho
cientifico. Para que isso acontecesse ele foi obrigado a fazer um juramento que nao pode cumprir
por motivos religiosos e como consequéncia disso ele perde o direito de lecionar.

Ruffini ndo teve muitos problemas para superar a perda de sua cédtedra, era calmo e lidava
bem com as adversidades, ndo lecionar significava mais tempo para praticar medicina e ajudar
as pessoas, além de poder investir na prova da insolubilidade das quinticas por meio de radicais.

A resolugdo de uma equagdo polinomial por radicais significava encontrar uma férmula para
suas raizes em termos dos coeficientes, de modo que a férmula envolvesse apenas as operacoes
de adicdo, subtragdo, multiplicacdo, divisdo e obtencdo de raizes. As equagdes quadriticas
eram conhecidas por serem soldveis por radicais desde a Babilonia. Os grandes mateméticos
Scipione Del Ferro, Tartaglia e Cardano resolveram as cuibicas e Ferrari as qudrticas, mas as
quinticas ficaram sem soluc¢ao por radicais por mais de 250 anos. Muitos matematicos fizeram
tentativas de resolver as equagdes de grau cinco por radicais, tais como: Tschirnhaus, Euler,
Bézout, Vandermonde, Waring e Lagrange.

A impressao que se tem € que ninguém acreditava que a quintica pudesse ser resolvida por
radicais. Em 1799 Ruffini publicou um livro sobre a teoria das equagdes com sua afirmagado de
que as quinticas ndo sdo soldveis por radicais com o titulo de Teoria das equagdes, ele mostra
que a solugdo algébrica da equacdo geral de grau maior que quatro € impossivel.

Ruffini usou a teoria dos grupos em seu trabalho, inventando ele mesmo o assunto. Lagrange
utilizou permutacdes e grupos em seu trabalho, mas nunca escreveu sobre o assunto, enquanto
que Ruffini foi o primeiro a introduzir a no¢ao de ordem de um ele- mento, conjugacao, decom-
posicao ciclica de elementos de grupos de permutagdo e as no¢des de primitivo e imprimitivo.
Ele provou alguns teoremas muito importantes nessa drea: “A ordem de uma permutacio € o

minimo multiplo comum dos comprimentos na decomposi¢ao em ciclos disjuntos” € um deles,
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o trabalho que ele fez € notdvel, mas a prova do teorema ndo teve resposta por parte dos mate-
maticos. Ele enviou o livro para muitos matemdticos de renome e o Ginico que com certeza leu
foi Pietro Paoli, influenciado por motivos patriéticos.

Ruffini publicou uma segunda prova em 1803, na tentativa de se fazer entender, com isso
recebeu comentarios de Malfati, mas ele nao entendeu os argumentos de Ruffini. Ele continuou
na busca de entendimento para seu trabalho pela comunidade matematica, bastava algum mate-
matico ter escrito indicando que havia um erro ou algo faltando na sua prova e ele teria a chance
de corrigi-la. O assunto sobre as quinticas ndo despertava o interesse de quase ninguém e entao
Ruffini pede ao Instituto de Paris para avaliar se a prova dada por ele era correta. Foram nome-
ados para a avaliacao Lagrange, Legendre e Lacroix, que ja nao tinham demonstrado interesse
pelo trabalho de Ruffini anteriormente, chegando ao ponto de Lagrange escrever no relatério
que se um assunto nio tem importancia, ndo se da aten¢ao a ele.

O tnico que reconheceu a importancia e corre¢ao foi Cauchy, dada sua reputagdo de nao
gostar de reconhecer o trabalho feito por outros matematicos isso era surpreendente. De fato
Cauchy havia escrito um grande trabalho sobre grupos de permutacdo entre 1813 e 1815 e
nele generalizou alguns dos resultados de Ruffini. Esse grande matemadtico que lutou para ter
uma resposta da comunidade matematica, deixa a Universidade de Modena para passar 7 anos
ministrando aulas de matemadtica aplicada na escola militar de Modena e continuou a praticar
medicina ajudando pobres e ricos.

Nesse periodo Napoledo perde a guerra e Ruffini volta a ocupar a reitoria da Universidade.
Em 1817 houve uma epidemia de tifo e Ruffini continuou a tratar seus pacientes até que ele
préprio adoeceu. Ele desisti de sua cadeira de clinica médica em 1819, mas continuou seu
trabalho cientifico.

Paolo Ruffini publicou trabalhos em muitas dreas além da matematica, para encerrar esse
breve relato sobre a vida e obra desse grande cientista, uma pergunta importante devemos fazer:
por que Abel levou os créditos sobre a impossibilidade de resolver as quinticas por radicais?
Primeiro a comunidade matemaética da época era considerada dificil de lidar e mais importante
Abel “corrigiu” a prova mudando um pouco o foco dado por Ruffini. Ruffini faleceu em 10 de
maio de 1822, no Ducado de Modena (agora Itdlia).

2.4 Ideias geométricas da antiguidade para a solucao de
equacoes quadraticas e cabicas

Omar Khayyaam (1050 — 1123) fez a conexao entre dlgebra e geometria. Ele é considerado
um dos maiores matematicos e poetas persas. Segundo Omar, dlgebras sdo fatos geométricos
que estio provados.

Matemiticos islamicos na época de Omar Khayyam (1050—1123) possuiam técnicas geomé-
tricas para resolver equagcdes quadréticas. Eles ndo usavam nimeros negativos, entdo existiam

diferentes tipos de métodos para resolver diferentes tipos de equagdes quadréticas. Para resolver
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uma equacao do tipo
X*+bX =c,

usamos a ideia geométrica de completar o quadrado.

Figura 2.3: Ideia de completar o quadrado.

IS

A X B

IS

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Observe a Figura[2.3] Comece com o quadrado de lado ABCD de drea X2, depois adicione
adrea bX a X°. Para manter o balanceamento, adicione essa drea em propor¢des iguais a ambos

os lados, isto é, adicione dois retdngulos de lados % e X. Agora, temos que a soma das dreas
2

é X2 + bX que é igual a c. Complete o quadrado adicionando o quadrado CEFG de drea e

como mostrado na Figura[2.4]

Figura 2.4: Completando o quadrado.

G F

NS

X

IS

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Assim, temos que a drea total do quadrado, depois de adicionar o quadrado CEFG ¢é

2 b2
X+bX:C+§ .
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Note a Figura podemos reescrever tal drea como

2 4
b b?
(X+§ = Z+C
b? b
X=4y| 2 vc-2
+ 4+C 2

que € uma forma da férmula quadrética.

Enquanto Omar Khayyaam forneceu tanto solucdes algébricas quanto geométricas para
equacoOes quadraticas, ele achava que solugdes algébricas para equacdes cubicas gerais eram
impossiveis e forneceu apenas solu¢des geométricas. Para as solugdes geométricas ele empregou
a ideia de intersectar conicas para resolver equagdes cubicas e deu uma classificacdo completa
de equacdes até grau trés com os métodos de resolu¢do de cada uma. Como ndo eram usados
nimeros negativos, ele elencou 14 equacgdes cibicas que ndo eram redutiveis a uma forma linear
ou quadratica. Elas sao:

X=d
X +cX=d
X +d=cX
X’ =cX+d
X3 +bX?=d
X =bX*+d
X3 +d=bX?

X +bX?>+cX=d
X +bX*+d=cX
X +cX +d=bX*
X =bX*+cX+d
X +bX*=cX+d
X>+cX =bX*+d
X +d=bX*+cX
Nem todas as raizes foram dadas, ja que ndo eram aceitas raizes negativas.
Segundo o métodos de Khayyam, uma solucido geométrica para uma equagao cubica do tipo
X +c*X =d.
envolve a intersecio entre a pardbola X> = cY e o circulo Y? = X(d — X).
Por exemplo, para resolver X> + 4X = 16 basta fazer a intersecdo entre a pardbola X = 2Y,
ilustrada na Figura e o circulo Y2 = X (4 — X), ilustrado na Figura

Intersectando essas duas cOnicas, temos que a abscissa da intersecao € 2, que € a solucao
desejada. A intersegdo pode ser visualizada na Figura[2.7]
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Figura 2.5: Parabola X? = 2Y.

4,,

4 2 2 4

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Figura 2.6: Circulo X + Y? = 4.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Figura 2.7: Intersecdo ente a pardbola e o circulo.

RN

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).



3 Resolucao por radicais

Nesse momento vamos discorrer sobre a importancia das equacdes algébricas, bem como
maneiras de resolvé-las, com o intuito de proporcionar um melhor entendimento das descobertas
tratadas até aqui.

As equacoes algébricas, exponenciais, diferenciais, trigonométricas ou de qualquer natureza,
sdo uma das partes mais importantes da matemadtica. Quando pensamos em resolver um problema
que pode ser solucionado por meio de operagdes bdsicas (adi¢do, subtragdo, multiplicagdo,
divisdo e obtencdo de raizes) ou radicais em fun¢do de seus coeficientes, de maneira direta ou
indireta, estamos utilizando equagdes.

Dizemos que uma equacao algébrica € soluvel por radicais quando as solucdes destas sao
dadas por expressoes algébricas, isto €, soma, multiplicacdo, poténcia e sua inversas: subtragao,
divisdo e radiciacdo. Essa maneira de resolver as equagdes significa encontrar solu¢des por meio
da manipulacao de seus coeficientes através das quatro operagdes aritméticas e da extragao de
raizes.

As equacgoOes de segundo grau apareceram na matemdtica nas tabuletas de argila da Suméria,
aproximadamente 1700 anos antes de Cristo e, ocasionalmente, levaram a radicais de ndmeros
negativos; porém, ndo foram elas, em momento algum, que sugeriram o uso de ndmeros
complexos. A rigor, uma equagdo era vista como a formulacdo matemadtica de um problema
concreto; assim, se no processo de resolucao aparecia uma raiz quadrada de um niimero negativo,
isto era interpretado apenas como uma indica¢@o de que o problema originalmente proposto nao
tinha solugdo.

Tentando resolver equacdes de grau trés e quatro, os matematicos acabavam caindo em
outro problema, apareciam raizes de nimeros negativos. Cardano se referia as raizes quadra-
das de niimeros negativos como “sofisticas” e que seu resultado era “tdo sutil quanto inutil”.
Aparentemente, tratadas como uma anomalia, as raizes quadradas de nlimeros negativos foram
denominadas pelos antigos algebristas por casos irredutiveis das equagdes cubicas.

Foi Rafael Bombelli, engenheiro hidrdulico nascido na Bolonha, Itdlia, em 1530, quem
conseguiu atravessar a barreira e chegar aos novos nimeros. Conforme seu proprio relato em
1572 no livro L'Algebra parte maggiore dell’Arithmetica, sua ideia foi supor que os nimeros
32+V-121 e 32 — V=121 deveriam ser niimeros da forma a + V=b e a — V—b, respectivamente.
Com algumas contas, ele chegou a conclusadoquea =2e b = 1.

A partir da ideia pioneira de Bombelli, ainda demorou mais de dois séculos para que se

27
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conseguisse, através de Euler, saber como extrair raizes de nimeros complexos.
Nesse capitulo vamos exibir as solucdes por meio de radicais de equacdes algébricas de

graus 2, 3,4 e 5. As principais referéncias utilizadas foram [3], [6] e [7].

3.1 Equacao de grau 2

A férmula geral para resolver as equacdes do 2¢ grau baseou-se na ideia de buscar uma
maneira de reduzir o grau da equagdo do 2° grau para o 1¢ grau, através da extracao de raizes
quadradas. Considere a equagdo geral do 2° grau aX? + bX + ¢ = 0, com coeficientes em C e
a+0.

Subtraindo ¢ em ambos os lados e dividindo por a, obtemos:

aX®* bX -—c

—_—t — = —
a a a
ou seja,
b —c
X*+2X=—.
a a

A ideia agora € completar os quadrados do lado esquerdo da igualdade. Dessa forma devemos
2

somar — dos dois lados da igualdade:
4a?
, b b* —c b?
X +—-X+-—-= —
a 4a*? a 4a?

b
O lado esquerdo da igualdade pode ser escrito como | X + ﬁ) pois completamos a operacao
a

para que apare¢a um quadrado perfeito. O lado direito também pode ser reescrito efetuando a

adicao das duas fracoes:
—c  b*  b®>-4dac

+ — =
a 4a? 4a?
Logo, temos a seguinte igualdade:

X+ —| =———. 3.1

b\ b%-dac
2a 442

Extraindo a raiz quadrada dos dois lados da Equagdo (3.1):
b\*_ [b?—dac
X+—| =4)/——,
2a 4a?

(Xb)m

2a 2a ’

obtemos

ou seja,
—b + Vb? — 4ac
2a '
Esta € a famosa formula de Bhaskara, que nao foi deduzida por ele, mas levou seu nome. Na

X=-

época de Bhaskara ndo existia a simbologia utilizada agora.
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3.2 Equacao de grau 3

Citamos abaixo duas da principais personalidades responséveis pela descoberta das solugdes
algébricas das equagdes cubicas e quarticas. O primeiro € Niccolo Fontana (1499—-1577), melhor
conhecido por seu apelido, Tartaglia, que significa o gago. Quando os franceses atacaram a
cidade natal de Tartaglia, Brescia, em 1512, um soldado o cortou horrivelmente em sua face
e mandibula. Ele sobreviveu ao ataque, porém ficou com cicatrizes que o impediam de falar
claramente. Pouco se sabe sobre sua educagdo anterior ou familia, mas a histéria o descreve
como um talentoso matemadtico, [12]. Existem alguns questionamentos acerca da originalidade
de alguns dos trabalhos publicados por ele. Quesiti et inventioni diverse e uma tradugdo
arquimediana, continham ambos trabalhos de outros publicados como sendo de Tartaglia. O
que ele de fato possuia era uma solugdo original para um tipo de equacdo cubica. Esse tipo de
descoberta ndo era algo a se compartilhar, pois a habilidade de resolver equagdes que ninguém
mais conseguia poderia significar vitdria certa em desafios publicos com outros matematicos.
Esses sucessos poderiam acarretar em indicacdes académicas de prestigio. Antes disso, o
talentoso professor Scipione del Ferro havia descoberto uma solugdo algébrica para uma equagao
cubica do tipo,

X*+bX =c,

chamada de cubica “reduzida” pela auséncia de um termo quadrédtico. Em seu leito de morte,
ele passou seu segredo para um de seus alunos, Antonio Fior, que entdo desafiou Tartaglia.

Tartaglia ja conhecia a soluc¢do de equacdes cubicas do tipo
X3 +ax?= c,

e quando Fior o enviou trinta ctibicas reduzidas para resolver ele trabalhou incessantemente para
descobrir a solu¢do. Ele obteve sucesso em 12 de fevereiro de 1535 e foi capaz de resolver todos
os problemas de Fior. Por outro lado, Fior ndo foi capaz de resolver nenhum dos problemas
propostos por Tartaglia, que foi o vencedor do desafio. A noticiadessa vitdria chegou até Cardano
que prontamente o convidou para sua residéncia em Mildo. Tartaglia planejava publicar sua

resolugdo da cubica, porém Cardano o persuadiu a revelar seu segredo com o juramento solene:

Eu juro a vocé pelo Evangelho Sagrado, e em minha fé como um cavalheiro,
ndo apenas nunca publicar suas descobertas, se contd-las a mim, mas também
prometo e assumo um compromisso de fé como um verdadeiro cristdo de
escrevé-las de modo cifrado para que ninguém as entenda depois de minha

morte, [[13].

Por conseguinte, em Mildo, no dia 23 de marco de 1539, Tartaglia contou seu segredo em

um poema:

Quando o cubo e coisas juntas

Sao iguais a um ntimero discreto,
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Encontre outros dois nimeros diferentes em um presente.
Em seguida, vocé vai manter isso como um hébito

Que o seu produto deve sempre ser igual

Precisamente para o cubo de um terco das coisas.

O restante, em seguida, como uma regra geral

De suas raizes cibicas subtraido

Serd igual & sua coisa principal, [14]].

Tartaglia ficou furioso quando em 1545, Cardano publicou a solucdo da ctibica em seu livro
Ars Magna, a “Grande Arte”. Tartaglia protestou alta e frequentemente, escrevendo diversas
cartas ofensivas. Cardano nao a respondeu nenhuma delas, porém foi defendido por seu aluno
Ludovico Ferrari, que depois venceu Tartaglia em um desafio. Tartaglia contou sua versdo da
controvérsia com Cardano em seu livro Qvestiti ed invenzioni diverse em 1546.

O matemadtico Girolamo Cardano (1501 — 1576) de Milao pode ser considerado o “mais
bizarro personagem de toda histéria da matemadtica”, [13]. Ele esteve envolvido na solugdo
algébrica da equacdo cubica, que foi o maior avango matemdtico desde o tempo dos gregos.
Era professor em Bolonha e Mildo e um escritor produtivo. Seus escritos consistem de mais
de sete mil pdginas abordando tépicos como matemadtica, ciéncia, filosofia e religido. Muito
do que sabemos sobre sua vida vem de seu préprio livro De Vita Propria Liber (““O livro da
minha vida”), [[15]. Cardano era médico que a principio fora proibido de praticar medicina em
Milao e acreditava que o motivo disso era por ele ser ilegitimo. Se mudou para Sacco, onde se
casou e teve trés filhos, porém sua vida particular foi tragica. Sua esposa morreu aos 31 anos
de idade, um de seus filhos foi decapitado por matar a prépria esposa, e outro deles era um
criminoso. Cardano também foi preso em 1570 por escrever o horéscopo de Jesus. Excertos de
seus proprios escritos apontam um estilo de vida inusitado. Ele era atormentado pela insonia e
constantemente se machucava propositalmente pois “Eu considerava que o prazer consistia do
alivio seguido da dor severa,” [15]. Era um astrélogo fervoroso e clarividente, acreditava em
espiritos e afirmava possuir um espirito assistente com quem conversava.

Fora o aspecto pessoal, a histéria do trabalho de Cardano nas equagdes cubicas e quarticas
¢ intrigante. Ele e seu aluno, Luigi Ferrari, progrediram significativamente a partir do que
receberam de Tartaglia e foram capazes de apresentar solugdes para equacdes cubicas e qudrticas
gerais. Cardano publicou esses resultados em seu famoso livro Ars Magna, [[15]. Tartaglia ndo
ficou satisfeito. Ele disse que Cardano havia quebrado um juramento sagrado e era um canalha
vil. Cardano jamais respondeu as acusac¢oes de Tartaglia.

Um esbo¢o na margem de Ars Magna mostra que a solucdo de Cardano envolvia dividir o
cubo em seis sélidos [16], conforme Figura[3.1]

O volume do cubo maior é 3 e os seis s6lidos séo:

* Dois cubos, um com volume (z — u)> e outro com volume u>.

* Quatro prismas retangulares, dois com volume uz(f — u), um com volume u(t — u)? e o

tltimo com volume u?(t — u).
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Figura 3.1: Divisdo do cubo e seis sélidos.

t-u
/ "

t-u

t-u u

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Algebricamente,

2 =2ut(t —u) +u(t —u)> +u?(t —u) + (t —u)® +u°
P =2ut(t—u) +ut —uw)? +u’(t—u) + (t —u)’. (3.2)

A Equacdo (3.2) pode ser simplificada como
(t—u)® +3ut(t —u) =12 —u’.

Com isso, temos a seguinte equagdo cibica

X’ +cX-d=0, (3.3)
onde
¢ = 3ut 3.5
d=1 -u. (3.6)
Se isolarmos u em (3.5]), obtemos
c
u= 5
Substitua esse valor de u em (3.6) para obter:
d=1 - L
2713’

o que € equivalente a

27d13 =271 - 3
2715 —27d* — 3 = 0. (3.7)
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Para encontrar ¢ devemos aplicar a formula de Bhaskara na Equacao (3.7):

5 27d ++/(27d)? +4 - 27 - 3

54
d d> 3
—Ei Z+ﬁ (38)
Como 2 — u® = d,
d d> 3
3_3
= —d=——+1/—+— 3.9
“ 2 N7 7 (3-9)

e como X =t — u, obtemos que a Equacdo (3.3) possui como solucdes X, X, e X3, chamadas
de féormulas de Cardano, que sdo obtidas combinando as expressdes (3.8) e (3.9) e tomando a

raiz cubica.

I A AR I N e
X = \|-—2+\|—+=+\|—=—\[—+= 3.10
: 2" N4 27 2 V4727 G-10)
2 3 2 3
) q q P 204 q P
X, = —= —+ = -~ —\|=—+= 3.11
2 = B\t te\ 2\ 1ty G1D
g ¢ p ol a | P
X3 = \|-= —+ =+ -~ -\ + = 3.12
S\ T\ 2 T\ T .12
-1+iV3
em que {3 = Tl\/_ ¢ uma das raizes cuibicas da unidade.
Observacao 3.1. Por meio de uma mudanga de varidvel podemos colocar o polindmio
X3+a2X2+a1X+ao:O (313)

numa forma onde néo figure o termo do segundo grau, conforme a Equagdo (3.3)). De fato, basta
substituir X por Y + d na Equagdo (3.13) e ap6s realizar os cdlculos, substituir d por —Taz, e
teremos uma expressao da forma

Y +pY+4q=0, (3.14)

2 3
a 2a;  ajay

ondep=a—-—eq=—-

3 27 3
e (3.12).

Muitas tentativas foram feitas para exprimir as raizes de equagdes do 3° grau com coeficientes

+ay, cujas solugdes sdo X, X», X3 dadas em (3.10), (3.11))

racionais, irredutiveis em Q[x] e possuindo todas as raizes reais em termos de radicais reais,

2 3
todas fracassadas. Este caso é chamado de caso irredutivel, isto é, quando % + P < 0 e foi

somente no século 19 que essa questio foi esclarecida, demonstrando-se através da Teoria de
Galois que, nesse caso, € impossivel exprimir as raizes da equagcdo em apenas termos de radicais

reais.
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Na atualidade as férmulas de Cardano tém mais interesse tedrico e histérico do que pratico.
Para calcular boas aproximacdes de equagdes algébricas dispde-se de métodos numéricos muito
mais mais eficientes.

Exemplo 3.2. Vamos resolver a equacao

X?-9X?+3X-4=0 (3.15)
usando as féormulas de Cardano.
Substituindo
a
X=y-=
3
-9
-y - =
3
=Y +3,

a Equacio (3.15)) se transforma em Y3 — 24Y — 49 = 0 cujas solugio sio dadas pelas férmulas

de Cardano (3.10), (3.11) e (3.13):

3 49 [(-49)% (=24 3 49 [(-49)% (-24)°
XI_J_2+\/4+27 +J_z_\/4+27

3| —49 —49)2  (-24) 3| —49 —49)2  (-24)3
R +\/( P, 21, ol _\/c 97, (2

o3 49 (497 (=24) 5| 49 [(-49)%  (-24)°
X3_§3J_2+\/ x T +§3\_2_\/ 4 T

-1+iV3

em que {3 = — ¢ uma das raizes cubicas da unidade.

3.3 Equacao de grau 4

Ludovico Ferrari (1522-1560), nascido em Bolonha, era de familia muito humilde e aos 15
anos de idade foi trabalhar como servo na residéncia de Cardano, o qual percebendo sua notdvel
inteligéncia, o promoveu a seu secretdrio. Como ja dissemos, os mateméticos daquela época
tinham o costume de promover desafios e certo Zuanne de Tonini da Coi propds a Cardano uma
questio que envolvia a equacdo: X* — 6X? — 60X + 36 = 0. Ap6s intimeras tentativas, Cardano
ndo obteve €xito e passou a questdo a seu aluno Ferrari, que acabou por encontrar a férmula
geral para a solucdo das equagdes do 4° grau. Este método encontrado por Ferrari também
foi publicado por Cardano na Ars Magna, em continuidade a solugao das equacgdes do 3¢ grau.
Ferrari buscou reescrever a equacao, usando as operagdes permitidas pelos axiomas de Euclides,
de modo a obter quadrados perfeitos e assim reduzir o problema a resolucao de uma equagdo
do 2° grau que era possivel usando a formula de Bhaskara. Este método permite a exibi¢cdo das



Equacao de grau 4 34

quatro raizes da equacao, assim como a formula de Bhaskara permite a exibi¢ao das duas raizes
da equacgdo do 2° grau.

Apresentaremos aqui o método de Ferrari para resolucdo da equacdo do 4° grau. Considere

a equacio:
X*+a3X? + arX* + a1 X +ag = 0. (3.16)
Temos que
X4+CZ3X3 = - (a2X2+a1X+ao) . (3.17)
Completando o quadrado no primeiro membro da Equacéo (3.16) e ajustando o segundo membro,
temos
1\ (1
(X2+§a3X) = (Zag—az) X% - a1 X - ay. (3.18)

Se o segundo membro da Equagdo (3.18]) fosse um quadrado perfeito, a resolucao da Equacéo
(3.18) recairia na resolugdo de duas equacdes do segundo grau. Desta forma, vamos transformar
o segundo membro da Equac@o (3.18) em um quadrado perfeito, sem destruir o quadrado perfeito

do primeiro membro.

Somando a expressdo Y2 + 2V (X2 + %a3X) a ambos os membros de (3.18)), obtemos

2

2,1
X +2a3X +Y

|
- (2Y+Za§—a2) X2+(Ya3—a1)X+(Y2—a0). (3.19)

Vamos agora determinar os valores de Y que transformardo o segundo membro de (3.19) em
um quadrado perfeito. Para que isto aconteca, devemos ter o discriminante do segundo membro
de (3.19), como trindmio do segundo grau em X nulo, isto &,

|
(Yaz —ay)? -4 - (2Y +dd - a2) : (Y2 - ao) - 0. (3.20)
Dai,
8Y3 — 4ayY? + (2aya3 — 8ag) ¥ + (4a0a2 — aga? - a%) 0. (3.21)

Escolhendo Y como sendo uma das raizes da Equacao (3.21)), a Equacdo (3.19) nos da

2

[(XZ + %@X) +Y| = (aX +p)% (3.22)

com a e 3 convenientes. A Equacdo (3.22) se resolve mediante a resolugio das duas seguintes
equacoes do segundo grau:

(X2+%a3X)+Y:(aX+ﬁ) e (X2+%a3X)+Y:—(aX+,B)

Como a Equagdo (3.16) ¢ equivalente a Equagdo (3.22)), temos que a resolugdo de uma

equacgao do quarto grau pode ser reduzida a resolu¢ao de equacdes de graus dois e trés.



Equacao de grau 4 35

Exemplo 3.3. Exemplo 2.8

X*-2x3+2x2-X-2=0

Solu¢do: Primeiramente, completando os quadrados temos

X*-2X3 = 2X%2+ X +2.

Com isso, foi somado X2 no primeiro e segundo membro, temos:

2
(x2) =2-(x2) - (x+x2) = 22X+ X 424 X2
5 2
(X -x) =-x+x+2
2
Yooy (X2-X) =X+ X+2+¥2 42 (X2 - X)
2
(Y+(X2—X)) S (—142Y)- X2+ (1-2Y)-X+2+Y>  (3.23)
Resolvendo a equagdo do 2 grau do segundo membro de (3.23)), temos
A:(1—2Y)2—4-(—1+2Y)-(2+Y2)

A=(1-2Y) [(1—2Y)+4- (2+Y2)] ondeY:%.

Substituindoo Y = % em (3.23)

2 4

X-X+1=13 ou X’-X+1=3

X2-X-1=0 X2-X+2=0

A=1-41.(-1)=1r=5 A=1-412=1r=-T7
1+v5 1+vV-7 1 +V7i

X = 3 X = 5 =X=—

Portanto, as raizes da equacao sio:

1
X = +5
2\/_
1-+v5
Xy =
2\/_
| .
X = + V7i
2\/_
1-+V7i
X, = !

2
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Observacao 3.4. Os métodos resolutivos por radicais mostrados, permitem dizer que as equa-
¢bes de grau 2, 3 e 4 podem ser resolvidas com célculos relativamente simples. E natural entio

que os matemdticos procurassem resolver as equagdes de quinto grau ou mais da mesma forma.

3.4 Equacoesde graun > 5

Resolvidas as equagdes polinomiais, com coeficientes complexos, até o grau quarto, uma
pergunta natural que se coloca € se as equacdes de grau maior do que 4 possuem sempre raizes
complexas e, em tal caso, se hd uma férmula algébrica geral que expresse as raizes dessas
equacodes em funcao dos seus coeficientes usando as operagdes algébricas racionais e raizes de
graus naturais.

A primeira pergunta é respondida afirmativamente pelo Teorema Fundamental da Algebra
(Teorema[A.31). A segunda pergunta foi respondida como negativa pelo matematico noruegués
Niels Henrik Abel (1802-1829), em um artigo publicado em 1829, para as equagdes gerais de

graus maiores ou iguais do que cinco.

Teorema 3.5. (Teorema de Abel-Ruffini) Ndo existe formula para as solucoes da equacdo geral

de grau maior ou igual a 5 usando apenas as operacées +,—, X, + e /[ .

A palavra “geral” € importante. Ela enfatiza que ndo existe uma férmula que seja vélida
para uma escolha arbitraria de coeficientes. Contudo, o teorema ndo exclui a possibilidade
de algumas equacdes possuirem solu¢des que possam ser escritas em termos das operacoes
+, =X, 5,4

Na maioria dos livros didéticos, a demonstracdo deste importante resultado depende do
conhecimento de uma poderosa vertente da matematica, chamada Teoria de Galois, desenvolvida
quase exclusivamente por Evariste Galois no comeco do século XIX. Essa teoria resolveu
todos os problemas de insolubilidade de uma vez por todas, assim como outros problemas
milenares. Porém, € um tanto avancada e geralmente ensinada no terceiro ou quarto ano de
cursos especializados de matemadtica de nivel superior.

A primeira demonstracdo completa de Abel do Teorema de Abel-Ruffini € alguns anos mais
velha que a Teoria de Galois. Além disso, os trabalhos de Galois demoraram diversas décadas
para serem amplamente conhecidos por outros matematicos. Em outras palavras, nem Ruffini e
nem Abel usaram os métodos desenvolvidos por Abel para provar que algumas equagdes eram
insoluveis.

Por geralmente depender de matemética avancada, poucos membros da comunidade cien-
tifica sabem desse teorema e seus principios subjacentes. Porém, como Abel ndo demonstrou
o resultado dessa forma, deve existir outra forma, talvez mais simples, de entender o motivo
pelo qual a equagdo quintica geral ndo possui solucdo em termos de radicais. Em particular,
as ideias de Galois, Abel e Ruffini se baseiam em um unico e fundamental ponto: a simetria

de uma equacao algébrica sob a permutacdo de suas solucdes. Baseado somente nessa simetria
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fundamental, esbocaremos no Capitulo 4{uma prova do Teorema de Abel-Ruffini usando apenas

conhecimentos elementares de nimeros complexos, lacos e permutacoes.



4 Uma demonstracao do Teorema de
Abel-Ruffini usando permutacoes e lacos

A ideia de examinar permutacdes de raizes para estudar a (in-)solubilidade de equagdes
algébricas teve sua origem em 1771 com os trabalhos pioneiros de J.-L. Lagrange [17]. As
ideias de Lagrange amadureceram, e foram finalmente estendidas a equagdo quintica por Paul
Ruffini no comeco dos anos 1800. Apesar de, tecnicamente, Ruffini ndo ter provado o teorema
que hoje carrega seu nome, seus resultados eram fortes o suficiente para levantar sérias dividas a
respeito da possibilidade de se encontrar uma solucao para a equagao quintica geral. Finalmente,
em 1824, N.-H. Abel escreveu a primeira demonstragdo completa do teorema. Ele recebeu
postumamente o Grand Prix de ’Académie des Sciences de Paris em 1830 como forma de
reconhecimento por seu trabalho. Esse mesmo ano marca a primeira publicacio de E. Galois a
respeito desses topicos, no qual ele fornece as premissas do que hoje recebe o nome de Teoria de
Galois, uma extensdo inovadora e elegante de todos os resultados prévios. Ele morreu cedo, aos
20 anos em 1832, e seu trabalho também demorou décadas para ser completamente publicado
e reconhecido como revoluciondrio. O objetivo desse capitulo é esbocar uma demonstragcdo
autocontida e acessivel usando lagos e permutagdes do Teorema de Abel-Ruffini, que afirma que
a solucdo geral de uma equacgdo algébrica de grau cinco ou mais ndo pode ser escrita usando
radicais, ou seja, utilizando seus coeficientes e operagdes aritméticas +, —, X, + € \/ . Este é
o principal capitulo do nosso trabalho, que trata sobre uma abordagem e resultados recentes,
publicados por Paul Ramond em 2022, [8]].

4.1 Permutacoes, Lacos, Raizes e F', G, H-fun¢oes

Vamos tratar de equagdes algébricas de grau n > 2. Tais equagdes tém sempre a forma

1

ey 4+ c1z+ ¢ =0, 4.1)

onde z € C é a incégnita e os n nimeros complexos (¢, . . ., c,—1) o os coeficientes. Notavel-
mente, a equagdo (4.1) sempre possui exatamente n solugdes complexas se contadas com suas
multiplicidades, fato conhecido como Teorema Fundamental da Algebra (TeoremalA.31). Essas
solugdes serdo sempre denotadas por (si,...,s,), € usaremos s para nos referir a uma solucio

qualquer.

38
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Permutacoes

A base de nossa estratégia serd imaginar as solucdes (sg,...,s,) no plano complexo e

fazé-las trocarem de lugar, ou seja, permuta-las. Precisaremos de dois tipos de permutagao:

* transposi¢des, denotadas por (ij), que trocam a posi¢do de duas solugdes, isto €, s; <> ;.
A transposicdo (12) é ilustrada na Figura[d.1] duas curvas a esquerda.

* ciclos, denotados por (ijk), que trocam ciclicamente a posi¢do de trés solucdes, ou seja,

si — §j,8; — S e sp — s;. O ciclo (123) € ilustrado na Figura[4.1} curva a direita.

Figura 4.1: As duas curvas a esquerda denotam a transposi¢ao (12) e curva a direita, o ciclo

(123), ambos permutando solugdes (s1, 52, 53) de uma equagdo algébrica de grau n > 3.

52 52
; -

S1 S1 s3
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Observacao 4.1. Duas permutacdes seguidas devem ser realizadas em sequéncia da esquerda
para a direita. Por exemplo, (12)(23) consiste em trocar s; com s7, depois s, com s3. Veja que o
resultado é equivalente ao ciclo (132), logo ndo existe um tnico jeito de escrever permutagoes.
No entanto, permutagdes geralmente ndo comutam. De fato, (12)(23) = (132) e (23)(12) =
(123), ou seja, (12)(23) # (23)(12).

Lacos

Uma forma de visualizar permutagdes de (sy,...,s,) € localizar essas solu¢cdes no plano
complexo e fazé-las percorrer certos caminhos. No plano complexo, esses caminhos sdo curvas
continuas que ndo possuem auto-interse¢ao e ligam dois pontos. Um caminho que fecha, isto
€, que conecta um ponto a si mesmo, serd chamado de lago e denotado por 7y, j4 um caminho
que conecta dois pontos distintos € chamado de caminho aberto e denotado por w. Vamos usar

esses caminhos para induzir permutacdes em (sq, ..., S,).

Exemplo 4.2. Na Figura a transposi¢do (12) é induzida pelos caminhos abertos w; € ws,
que trocam s € sp de lugar, enquanto s3 percorre o laco y. Ao tratar de permutagdes, vamos

sempre imaginar as solu¢des percorrendo esses caminhos.

Raizes

Vamos agora examinar como as raizes de nimeros complexos se movimentam no plano

complexo.
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Fixando um niimero complexo z, uma raiz de z é algum nimero ¢ € C tal que /* = z para
algum k € N. Esse niimero complexo { recebe o nome de raiz k-ésima de z e pelo Teorema
Fundamental da Algebra (Teorema[A.31)) z admite exatamente k tais k-ésimas raizes.

Vamos usar a notagdo ambigua {/z para denotar qualquer uma das raizes k-ésimas de z.
Fixando k € N e supondo que z percorre um lago y, examinemos que tipo de caminho <z

0

percorre. Para isso, utilizemos a forma polar de z: z = re’’ com r = |z| e 6 = arg z, a partir do

qual podemos explicitar todas as raizes k-ésimas ({1, ..., {x) como

Lo = rlkei 02Ok pe g kY. 4.2)

Da Equagio (#.2) é possivel observar que todas as raizes de z tém o mesmo médulo: r!/¥,

Geometricamente, isso significa que todas as raizes estdo sobre um mesmo circulo no plano

complexo de raio r!/*. Além disso, a Equagio #.2) produz

0 2r
arg{y = T +€7, (4.3)
o que significa que todas as raizes estdo igualmente espacadas nesse circulo, separadas por um
angulo de 2r/k.

Agora suponha que z percorre o plano complexo, viajando em um lago y que circunda uma
vez (digamos) a origem, no sentido anti-hordrio (em vermelho, a esquerda na Figura . A
medida que z percorre 7y, suas raizes k-ésimas também se movem ao redor, € suas posicoes
podem ser computadas a partir da equagio (4.2)) (veja os caminhos vermelhos a direita na Figura
4.2). Como y € um lago, o raio r retorna ao seu valor original (isto &, antes do lago), e 0 mesmo
ocorre com r'/¥. Em outras palavras, as raizes permanecem em seu circulo apés o caminho y
(veja o circulo tracejado cinza a direita na Figura[4.2). No entanto, arg z foi de 6 para 6 + 27
(uma volta no sentido anti-horério). Portanto, a partir da Equag@o (4.3)), cada raiz k-ésima ¢,
se movimentou para seu vizinho mais préximo no sentido anti-hordrio, {¢+1. Em particular,
as raizes percorreram um caminho aberto. Se z ndo tivesse circundado a origem (em azul, a
esquerda na Figura [4.2), seu argumento 6 nao teria sofrido nenhuma mudanga liquida apds o
laco 7y, e as raizes teriam percorrido seus proprios lagos (em azul a direita na Figura4.2)).

Quando z percorre um lago y que ndo circunda a origem, suas raizes {; também percorrem
lagos (a direita). No entanto, para o lagco vy que circunda uma vez, as raizes entdo seguem 0s
caminhos vermelhos, nao fechados.

Observacao 4.3. Vimos dois exemplos de lacos percorridos por z e o resultado ndo € o mesmo
para suas raizes {/z: em um caso as raizes seguem um lago (parte azul da Figura , no outro
elas seguem um caminho aberto (parte vermelha da Figura[d.2)). Consequentemente, concluimos
que quando z percorre um lago, ndo necessariamente {/z percorre um lago. Essa conclus@o vale

para qualquer tipo de raiz, ou seja, qualquer k € N em «/z.
Provamos entdo o seguinte resultado:

Propriedade 4.4. Quando z percorre um lago, {/z ndo necessariamente percorre um lago.



Permutagoes, Lagos, Raizes e F, G, H-fungoes 41

Figura 4.2: Quando z percorre um lagco y que ndo circunda a origem, suas raizes ; também
percorrem lacos (a direita). No entanto, para o laco y que circunda uma vez, as raizes entao

seguem os caminhos vermelhos, ndo fechados.

",

%)

e ¥ 1§00
C-
o u%e
Fonte: Retirado de [S]].

F, G, H-func¢oes

Vamos examinar a existéncia de uma férmula geral para as solu¢des da Equacgio (@.1) de

grau n. Por “férmula”, nos referimos a alguma igualdade
s =®(co, .., Cn-1), (4.4)

onde s € uma solucdo de (@.I)) e @ é alguma funcdo de seus coeficientes (co,...,cp-1). O
Teorema de Abel-Ruffini diz que para n > 5, ndo existe formula em termos de radicais, o que
significa que ® na equagdo (4.4) ndo pode ser construida apenas em termos

* dos coeficientes (cq, ..., Cn—1),

e das operagoes elementares +, —, X, = € v .

Se nos restringimos a combinar os coeficientes (¢, . . ., c,—1) com as quatro operagdes elemen-
tares +, —, X, <+, obtemos o que chamaremos uma F-férmula, ou F-fungdo.
Exemplo 4.5.

Co6

F=1, F=-=, F=c3—Tcs. (4.5)

Estas sdo as pecas fundamentais para a constru¢do de férmulas. Em particular, elas com-
preendem inteiros, os proprios coeficientes, assim como polindmios e fun¢des racionais dos
coeficientes. E evidente que se dois coeficientes percorrem um laco simultaneamente, a soma,
diferenca, produto e quociente deles também percorrem um lago. Como F-fungdes sdo cons-
truidas a partir apenas das quatro operagdes elementares, a mesma propriedade vale para as

F-funcgdes, ou seja, vale a seguinte propriedade:

Propriedade 4.6. Quando (co, . . ., c,—1) percorrem um lago, F-fungdes também percorrem um

laco.
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Essa propriedade das F-fungdes nio se aplica as VF-fungdes (raizes de F-fungdes), basta
usar a Proposi¢do 4.4 Em particular, se denotarmos por G-fungdo uma combinagdo de F e

\VF -funcdes usando +, —, X, +, temos a seguinte propriedade:

Propriedade 4.7. Quando (¢, ..., c,—1) percorrem um laco, G-fun¢des ndo necessariamente
percorrem um lago.

Uma G-fungdo pode incluir expressdes com um nivel de raizes.

Exemplo 4.8.
G=—F+= ci—4cl. (4.6)
Podemos continuar com esse processo e construir formulas com um nimero cada vez maior
de composig¢ao de raizes. Por exemplo, podemos combinar G e VG-fungdes com as 4 operagdes

elementares para construir H-funcdes, que podem conter até dois niveis de raizes, e assim por
diante, conforme resumo da Figura[4.3]

H=cs—Tcy+ i/—% + ,S/C% —4cg, 4.7

Com essa nomenclatura, podemos construir expressoes arbitrariamente complexas usando

Exemplo 4.9.

+,—,%X,+ €4/, e a0 mesmo tempo saber quantas composi¢cdes de raizes aparecem em cada
féormula. Reciprocamente, qualquer formula constituida de +, —, X, + € 4/ pode ser construida

usando esse procedimento.

Figura 4.3: Combinando coeficientes (co, ..., c,—1) com +, —, X, + define-se uma F-funcio.

Combinando F-funcdes e suas raizes VF com +, —, X, + define-se uma G-fun¢do, e assim

sucessivamente.
+,—, X, + F +, - X, +—=G—+,- X, +—H---
(C(),...,C”_l) \/F \/6

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Assim, cobrimos todas as ferramentas que vamos utilizar: permutagées de (si,...,s,),
lagcos e F, G, H-funcdes. Agora aplicarmos esses conceitos a equacdo de grau n, come¢ando
com n = 2 para que possamos melhor compreender o Teorema de Abel-Ruffini quando n = 5.

4.2 A equacao quadratica, cubica e quartica

Comecaremos explicando porque uma férmula para a equagdo quadritica ndao pode ser

escrita apenas com as quatro operacoes bésicas. Ideias semelhantes serdo entdo estendidas para
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a cubica e a quartica, fornecendo resultados de impossibilidade mais fortes a cada passo. Ao
chegarmos na quintica, a estratégia usada nas provas ja serd familiar e permitird o entendimento
de como os resultados da equagdo quadrética, cibica e qudrtica adiantam, de certo modo, a
prova do Teorema de Abel-Ruffini. No caminho, também deduziremos as férmulas da equagao
cubica e da qudrtica. Estas serdo importantes em um de nossos resultados provisorios € nos

guiardo passo a passo para o Teorema de Abel-Ruffini.

4.2.1 A equacao quadratica

Nosso caminho rumo ao Teorema de Abel-Ruffini se inicia com algumas consideracdes
acerca da conhecida equacdo quadritica. Em particular, considerando n = 2, provaremos
um primeiro resultado de impossibilidade que na realidade € vadlido para n > 2. As ideias
desenvolvidas aqui sdo simples, mas indispensdveis a demonstracao do Teorema de Abel-Ruffini.

Vamos considerar a equacao quadratica geral
Z+ciz+co=0. (4.8)

Como mencionado anteriormente, o Teorema Fundamental da Algebra garante que essa equacio
admite exatamente duas solucdes complexas s; € sp. Podemos escrever a forma fatorada
(z—s1)(z—s2) =0, expandir esse produto e ordenar os termos por poténcias de z. Comparando
essa expansdo termo a termo com a Equagdo (4.8)), obtemos das férmulas de Vieta (A.3)) que

C1 =—(S1+S2)€C()=S1S2. (4.9)

Da Equacgio (A.3) vemos que paran > 2 podemos permutar as solugoes (sy, . . . , s,) da forma
que quisermos e as férmulas dos coeficientes sdo preservadas, o que revela uma propriedade

fundamental:

Propriedade 4.10. Os coeficientes co, . . ., ¢,—1 s@o funcdes simétricas das solucdes (s, . . ., 5,),
ou seja, tem-se que
¢i = fi(st,...,spn) Vie{0,1,...,n—1},

¢ = fi(o(s1),...,0(sp))Vie{0,1,...,n—1},

onde o: {sy,...,8,} = {s1,...,s,} é uma permutacido qualquer das solucdes.

Em particular, para o caso n = 2, se permutarmos as solugdes s; € s as movendo continua-
mente pelo plano complexo (por exemplo, usando a transposi¢do (12), descrita na Figura @4.1)),
entdo os coeficientes (co, ¢1) vao cada um seguir um caminho, mas eventualmente eles devem
retornar as suas posicdes iniciais, visto que sao simétricos em (sq,s2). Em outras palavras,
(co, 1) percorrerdo um lago, conforme Figura 4.3

A simetria das férmulas de Vieta é um conceito central em nossa constru¢ao. Vamos entao
reformula-la de forma geométrica:  Quando (sy,...,s,) sdo permutadas, cada coeficiente

(co, - - -, Cn-1) percorre um lago.
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Figura 4.4: A transposi¢do (12) aplicada nas solugdes (s, s2) induz um lago nos coeficientes

(co,c1).

S1

cl@

52 €o
Figura 4.5: Elaborado pelo autor

Esse fato pode ser usado para demonstrar um primeiro resultado de impossibilidade como

segue.

Teorema 4.11. Ndo existe formula para a resolucao de (.1)) utilizando apenas F-fung¢ées para
n>2.

Demonstragdo. Primeiramente consideramos n = 2. Suponha que as solucdes s € 52 da equagao

quadrética sao dadas por duas férmulas do tipo
s1 = Fi(co, c1) e s2 = Fa(co, c1), (4.10)

com Fy, F> duas F-fungdes, isto €, expressoes envolvendo (cg,cq) e os simbolos +, —, X, +.

Agora imagine (s, 52) € (cg, ¢1) no plano complexo. Vamos realizar o seguinte processo:

* conectar as solugdes s; e s, com caminhos que induzem a transposicao (12) e fazé-las

percorrer esses caminhos (ver Figura§.5));

* conforme s; € so se movimentam, cg € ¢ percorrem um laco cada, como visto anterior-
mente (ver Figura§.5));

* enquanto co € ¢; percorrem seus proprios lagos, as duas F-funcdes F e F> também

percorrem um lago, como argumentamos anteriormente (ver Figura[4.6).

Ao fim desse processo, s € s foram permutadas, mas F; e F; percorreram um laco ainda.
Consequentemente, F; e F> ndo podem ser iguais, respectivamente, a s € s> € nenhuma férmula
como a Equagdo existe.

Esta impossibilidade vele para qualquer graun > 2. De fato, basta tomar duas das n solugoes
da equacdo de grau n e aplicar o raciocinio anterior.

O

O Teorema[.11|nos diz que ndo hd chance de encontrarmos uma férmula para equagdes de

grau n > 2 usando apenas F-fungdes.
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Figura 4.6: Um lago percorrido por (cg, ¢1) induz um lago
sobre as F-fungdes Fi(co,c1) e Fa(cp, cy).

ci Q Fi(co, c1)
o DFz(Co,Cl)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Observacao 4.12. Vimos na Secdo que fazendo o completamento de quadrados obtemos

I
5= =5 + 54} —deo. (4.11)

Essa férmula compreende ambas as solu¢des, uma para cada valor da raiz quadrada. Além disso,

as solugoes s da Equacdo (4.8)):

veja como a presenca da raiz ratifica o resultado de impossibilidade dado pelo Teorema .11} é
necessério utilizar uma VF-fungdo para obter uma férmula da equagdo quadrética. Entretanto,
isto ndo exclui a possibilidade de certas equagdes quadraticas terem solu¢des que podem ser

expressas apenas com as 4 operacoes fundamentais.

4.2.2 A equacio cubica

Vamos agora construir uma férmula para as solu¢des da equacgdo cubica geral
3 2 —
2+ caz"+ci1z+¢co=0. 4.12)

Sejam (s, 52, 53) suas trés solu¢des complexas. Usando o que descobrimos anteriormente,
consideramos agora também VF-fungdes para a construcio das férmulas. Logo, assumimos

que existem férmulas do tipo
si = Gi(co,c1,c2), parai € {1,2,3}, (4.13)

com G, Gy, G3 trés G-fungdes (isto €, combinacdes de F' e VF com +,—, X, +). O segundo
resultado de impossibilidade que mostraremos € que férmulas desse tipo ndo existem. Nossa
estratégia anterior pode nao funcionar, apesar dos coeficientes ainda percorrerem lacos conforme
permutamos as solucdes, nada pode ser dito arespeito das G-fungdes nessas circunstancias, como
vimos anteriormente (Propriedade {.7)). Precisaremos adotar outra abordagem.

Considere a transposicdo (12) que induz um lago y; em F e um caminho aberto w; em

VF. Considere também (23) induzindo um laco y» em F e um caminho aberto w, em VF.
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Realizemos agora a seguinte sequéncia de transposi¢des, chamada comutador de (12) e (23) e
denotado por
[(12), (23)] = (12)(23)(12)7"(23)7". (4.14)

Visto que (12)~! = (21) e (23)~! = (32), temos que [(12), (23)] = (123). Na verdade, isso é
vélido para qualquer par de transposi¢des [18]]:

(@), (K] = (ijk). (4.15)

Portanto, [(12), (23)] permuta as solucdes (s, s2,53), mas quais sdo seus efeitos sobre os

nimeros como F e VF? Evidentemente, F percorre uma sequéncia de lagcos ylyzyl‘lyz‘ ! que

-1

¢ em si um laco. J4 o nimero VF percorre uma sequéncia de caminhos abertos wlwzwl_lwz

(visitando outras raizes), mas retorna ao ponto inicial por construgao, ver Figura (4.7).

Figura 4.7: Efeito do comutador [(12), (23)] num coeficiente ¢, numa F-fungdo e numa VF-
fungdo. Ao fim do processo, F e VF percorreram lacos. Note que o laco percorrido por VF é
composto por 4 caminhos abertos.

(21)

21
23) (23) (21)

(23)
1)

(12) (32) (12)

(32) ’V/;;

(12) )

Elaborado pelo autor (2023).

Com a permutacdo (123) escrita como o comutador [(12), (23)], obtemos a mesma con-
clusido do caso quadratico: enquanto (si, 52, 53) sofre a permutagio (123), F e VF percorrem
um laco (e entdo qualquer G- funcdo). Consequentemente, ndo podem existir igualdade como
a Equacdo (4.13). Novamente esta conclusdo vale para qualquer grau n > 3, basta tomar 3
solucdes quaisquer e aplicar o raciocinio anterior. Portanto, temos o segundo resultado de

impossibilidade.

Teorema 4.13. Ndo existe formula para a resolucdo da equacdo geral usando apenas
G-fungoes para n > 3.

Cabe enfatizar que nossa argumentagao funciona apenas se aplicarmos o ciclo (123) na forma
do comutador [(12), (23)]. Aplicando-o diretamente, niio ha garantia de que VF percorreria
um laco. E o comutador que nos permite “descartar’” um nivel de raizes e, consequentemente,

VF. Agora vamos testar esse resultado de impossibilidade resolvendo a ctibica explicitamente.

Observacio 4.14. Note que as raizes X;, X, e X3 dadas em (3.10), (3.11) ¢ (3.13) envolvem
mais do que apenas F e VF-fungdes. De fato, as duas raizes cibicas sio VG-fungdes. A
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férmula cubica contém, de certa forma, “dois niveis” de raizes, enquanto as G-funcdes contém
apenas um, por defini¢do. Esse tipo de expressdo ¢ uma composi¢do de raizes. Nossa estratégia
de comutadores foi apenas capaz de remover um nivel de raizes. Veremos a seguir que dois

comutadores serdo capazes de remover dois niveis.

4.2.3 A equacio quartica
Voltamos agora nossa aten¢do para a equagao quartica
4 3 2 —
T+ 3 +ez" +ciz+c9=0. (4.16)

Para a equagao cubica, vimos que G-func¢des ndo sao suficientes para construirmos uma férmula,
sdo necessdrias também VG-fungdes. Dessa forma, comecamos assumindo a existéncia de

férmulas deste tipo para as quatro solucoes
s; = Hi(co,cy,c2,c3) parai € {1,2,3,4}, 4.17)

onde H; sao H-fungdes, isto é, G e VG-funcdes combinadas com +, —, X, +. Seguindo o padrdo
dos resultados anteriores, € de se esperar que mesmo com a adicdo das VG-funcdes, ainda
ndo conseguimos construir uma férmula para a qudrtica. Provaremos isso construindo uma

permutacdo apropriada de (s1, s2, 53, 54).

Observacao 4.15. Novamente, da mesma forma que o primeiro método nao funcionou para a
equacdo cubica, o0 método da equagdo cubica ndo serd adequada para a qudrtica. De fato, o
comutador de transposicdes induz um laco em F e VF, consequentemente em G. No entanto,
um lago em G geralmente ndo induz um lagco em VG, como visto anteriormente. Podemos

resumir nossos métodos anteriores na Tabela 4. 1]

ingrediente F-fungdes G-funcdes

niveis de raizes 0 1

descartadas por | transposi¢des | comutador de transposicoes
com o caminho (12) [(12), (23)] = (123)

para grau nz=?2 nz3

Tabela 4.1: Resumo dos métodos utilizados para demonstrar os dois

primeiros resultados de impossibilidade.

Agora, vamos considerar o comutador de, por exemplo, (123) e (234), escrito como um
comutador deles mesmos, usando a equacdo (4.15). Vamos examinar essa possibilidade.

Primeiramente, observamos que [(123), (234)] de fato permuta (sy, 52, 53, 54), Visto que
[(123),(234)] = (14)(23), (4.18)

o que é um caso particular do resultado geral [(ijk)(jkl)] = (il)(jk). Agora, examinemos

como essa permutagio afeta G e VG-funcdes:
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* Primeiro aplicamos os ciclos (123) = [(12), (23)] e depois (234) = [(23), (34)]. Como
eles sdo comutadores, as G-fungdes percorrerao dois lacos 1, v2 em sequéncia, retornando
as suas posi¢des originais. Contudo, quantidades como VG se moverdo ao longo de dois
caminhos geralmente abertos w1 € w,. Tudo isso ocorre exatamente como no caso cubico.

* Depois disso, aplicamos os caminhos inversos na ordem oposta, ou seja, (432) =
[(43), (32)] seguidode (321) = [(32), (21)]. Durante esses dois caminhos, as G-fun¢des
percorrerdo o caminho y, 171_1, isto é, os dois lacos anteriores no sentido contrdrio. Da
mesma forma, VG-fungdes vio percorrer w; 1a);1.

Essa sequéncia € exatamente a mesma que no caso cuibico, trocando apenas F-funcdes por G-

fungdes. Em particular, G-funcdes percorrem o lago y = ylyzyl_lyz_ I e VG-fungdes percorrem

uma sequéncia de caminhos abertos w; wzwflwg ! que retorna & posigao original por construcio.

Em outras palavras, G e VG-funces percorrem um lago, donde concluimos que H-fungdes fario

o mesmo. Chegamos entdo ao resultado desejado: enquanto (sy, s, 53, 54) sofre a permutacao

(14)(23) escrita como um comutador de comutadores, qualquer H-fungdo percorre um lago.

Consequentemente, ndo podem existir férmulas como em para a resolucdo da qudrtica.

Esse resultado, novamente, € valido para qualquer equacdo de grau n > 4 e configura nosso

terceiro resultado de impossibilidade.
Teorema 4.16. Usando apenas H-fungdes, ndo é possivel escrever uma formula da solucdo da
equagdo @.1) paran > 4.

Em particular, podemos adicionar uma coluna a Tabela [4.1] para o novo ingrediente, H-

fungoes:

ingrediente H-fungdes

niveis de raizes 2

descartadas por | comutador de comutador de transposicoes
com o caminho | [[(12),(23)],[(23),(34)]] = (14)(23)

para grau n=4

Tabela 4.2: Extensao da Tabela para H-fungdes e grau n > 4.

Sy’ +

Observacao 4.17. Vimos na Segéoque a solugdio de uma equagio qudrtica z* +¢3z
c1z + c¢o = 0, pode ser reduzida a resolucao de equacdes de grau dois e trés. Considerando a
nudanca de varidvel da Segdo [3.3] vemos que como Y é uma H-fungéo, entdo a solugdo para z
necessariamente envolverd VH-fungdes, que é algo que ndo incluimos na Equagio @.17). Isso

confirma mais uma vez nosso resultado de impossibilidade.

4.3 A equacao quintica

Nota-se que um padrdo se tornou evidente. Para n = 2, 3,4, comutadores podem ser usados

para rejeitar formulas que nio possuem composi¢des de raizes suficientes em suas expressoes.
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No entanto, ainda éramos capazes de obter uma féormula permitindo mais composicoes de raizes.
Porém, para n = 5, isso ndo mais funciona, o que torna a quintica um caso especial. O objetivo
dessa secao € aplicar esses métodos para o caso n = 5 e entender o motivo de podermos descartar
nao apenas 4 niveis de raizes, mas qualquer quantidade de raizes, implicando a inexisténcia de
uma férmula com radicais para a quintica.

Vamos supor que exista uma férmula quintica
s;i = D;(co,...,cq), parai € {1,...,5}, (4.19)

com cinco fungdes ®; feitas da combinagdo de H e VH-fungdes. Se seguirmos os métodos
anteriores, resumidos na Tabela[d.1]e Tabela|d.2] € evidente que

1. todas as H-fungOes percorrerdo um lago a partir da acdo de um comutador de comutadores

das solugcdes, como no caso quéartico, porém
2. vamos precisar de mais um nivel de comutadores para lidar com os termos VH.

Como agora temos cinco solugdes para permutar, vamos considerar, por exemplo, as permutagcoes
(123) e (345) para construir um primeiro comutador [(123), (345)]. Verificamos que esse
comutador € igual ao ciclo (235) e, portanto, permuta trés de nossas solu¢des. Em geral, vale o
resultado mais geral paran = 5:

[(ijk), (kim)] = (jkm). (4.20)

Porém dessa vez, ao contrario dos casos anteriores, temos uma notdvel observaciao acerca da
Equacdo (.20): ela prova que qualquer ciclo (jkm) pode ser escrito como comutador de dois
outros ciclos, a saber, (ijk) e (klm). Como essa propriedade é vélida para qualquer ciclo,
¢ vdlida em particular para (ijk) e (klm) no membro esquerdo da Equagdo (4.20). Ou seja,
essa formula pode ser aplicada a si mesmo sucessivamente, quantas vezes for necessario, nos
permitindo escrever (jkm) como um comutador de quantos comutadores quisermos. Como uma
quantidade N € N de comutadores nos permite descartar N niveis de raizes em uma férmula,
podemos descartar qualquer nimero de raizes de uma potencial férmula quintica. O Teorema de

Abel-Ruffini segue imediatamente desse fato, porém vamos dar uma explicacao mais detalhada.

Suponha que na férmula quintica, Equacao (4.19)), usamos uma ®-func¢do construida com as
quatro operacOes elementares e N niveis de raizes para alguns N € N. Como sempre, come¢amos
escolhendo uma permutagao de solucdes, por exemplo (123), que descarta quaisquer F-fungdes.
Agora, usando a Equagdo (4.20), escrevemos (123) como um comutador, por exemplo:

(123) = [(412), (253)]. 4.21)

Quando aplicado as solugdes (sy,...,ss), esse comutador descarta um nivel de raizes, as G-

fungdes. Agora seguimos com o processo: escrevemos (412) e (253) que aparecem na Equacgéo
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(4.21)) em si como comutadores usando a Equagdo (4.20). Obtemos (123) expresso como dois
comutadores:
(123) = [[(341), (152)], [(425), (513)]], (4.22)

o que remove H-fungdes. Iterando a Equacdo (4.20) mais N — 2 vezes, escrevemos (123) como
uma combina¢do de N comutadores, que quando aplicada a (sy, ..., ss), as solugdes s, 52, 53
serdo permutadas, porém qualquer expressao com N niveis de raizes ou menos percorrerao um
lago. Como uma ®-fun¢do é composta de todos esses ingredientes, @, D,, 3 voltam as suas
posi¢des originais, o que contradiz a equacdo (4.19). Esse resultado se aplica para equagdes
de qualquer grau n > 5 escolhendo 5 de suas solugdes, como antes. Além disso, como N
€ arbitrdrio, concluimos que nao hd nimero de raizes que seja suficiente para escrever uma
férmula. Nossa conclusdo é o Teorema de Abel-Ruffini (Teorema [3.5): Ndo existe formula

para a solucdo da equagdo geral de grau maior ou igual a cinco usando apenas as operagoes

+, -, X, e .

Observacao 4.18. Pode-se se perguntar qual é o motivo da insolubilidade ocorrer primeiro em
grau 5 e ndo 4 ou 6, por exemplo? Tudo se resume a possibilidade de escrever uma permutacao
de ao menos duas solugdes como uma sequéncia de comutadores. Uma férmula como a da
Equagdo (4.20) s6 pode ser iterada infinitamente quando envolve cinco ou mais elementos. Para
quatro elementos ou menos, qualquer sequéncia de comutadores de transposi¢des e/ou ciclos

necessariamente vai se degenerar a permutacao trivial.



S5 Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo apresentar uma demonstracdo mais acessivel do Teorema
de Abel-Ruffini, via permutacdes e lacos. Apresentamos um pouco da trajetéria e da vida
de dois matemdticos Paolo Ruffini e Niels Henrik Abel, os quais foram incompreendidos e,
mesmo passando por muitos reveses, contribuiram para a evolucdo e o sucesso da matematica
que aplicamos em nossos dias. Abordamos sobre a importincia das equacdes algébricas e um
pouco da histéria de figuras responsdveis pela descoberta das solugdes algébricas das equacdes
cubicas e quarticas. Além disso, expomos algumas das contribuicdes do matematico Girolamo
Cardano, que esteve envolvido na solugdo algébrica da equacdo cubica, a qual foi o maior
avanco matemaético desde o tempo dos gregos. Assim, chegamos até Niels Henrik Abel, autor
do artigo sobre as equagdes gerais de graus maiores ou iguais a cinco, e descobridor do teorema,
posteriormente intitulado Teorema de Abel-Ruffini, no qual afirma que ndo existe férmula para
as solucdes da equagdo geral de grau maior ou igual a cinco usando apenas as operacdes
elementares e radicais.

A demonstragdo do teorema ndo diz que todas as equagdes de grau maior ou igual a cinco
sdo insoluveis, apenas diz que ndo existe uma férmula vélida para a equagdo geral usando apenas
+,—, X, = e/ . De fato, algumas equagdes de grau n > 5 podem ser resolvidas explicitamente.
A Teoria de Galois, por outro lado, € perfeitamente capaz de determinar quando uma equagao é
solivel ou ndo. Por outro lado, a prova aqui apresentada pode ser estendida para compreender
também fungdes continuas de uma varidvel como exponenciais e trigonométricas na lista de
ingredientes. Com efeito, assim como +, —, X, +, essas fun¢des também percorrem um lago
quando os coeficientes o fazem. A Teoria de Galois ndo € capaz de fazer essa extensio, posto
que compreende apenas expressoes em termos de radicais.

Esperamos que estudantes e professores que ndo estdao familiarizados com a Teoria de Galois
possam fazer uso deste trabalho para um melhor entendimento da demonstragao do Teorema de
Abel-Ruffini e, dessa forma, difundir o conhecimento adquirido.
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A Polinomios

Neste apéndice apresentamos alguns resultados pertinentes no contexto deste trabalho. Apre-
sentamos resultados envolvendo polindmios com coeficientes em Q, R e C. Toda vez que uma
propriedade for vélida para polindmios sobre esses conjuntos, escreveremos apenas K. Para

redigir este apéndice usamos as seguintes referéncias: [19], [7] e [20].

A.1 Definicoes e propriedades basicas

Definicao A.1. Uma sequéncia (ag, aj, as,...) de elementos de K é dita quase toda nula se
existir n > —1 tal que

Apel = Apy2 = Apy3 = -+ = 0.

Em palavras, uma sequéncia (ag, a1, as, . . . ) € quase toda nula se todos os seus termos, de

uma certa posi¢do em diante, forem iguais a zero. Por exemplo, as sequéncias
(0,0,0,0,0,0,...) e (1,2,3,...,n,0,0,0,...)

sdo quase todas nulas; por outro lado, a sequéncia (2,0, 2,0,2,...),com2’s ¢ 0’s se alternando

indefinidamente, ndo € quase toda nula.

Definicao A.2. Um polindmio sobre (ou com coeficientes em) K é uma soma f = f(X) do tipo

f(X) =ap+ a1X + a2X2 + 613X3 + .- = Z aka,
k>0
onde (ag,ai,as,...) é uma sequéncia quase toda nula de elementos de K e X é um simbolo

qualquer. Convencionamos X° = 1 e X! = X no somatério acima.
Observacao A.3. Na Defini¢do X é um simbolo qualquer.

Assumiremos ainda que, os polindmios f(X) = Z arXkeg(X) = Z b X* sobre K sdo
k>0 k>0
iguais se, e s6 se, ay = by, paratodo k > 0.

Dado um polindémio f(X) = ag+ a1 X +a>X> +a3X> + - - - sobre K, adotamos as seguintes

convengoes:
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1. Os elementos a; € K sdo chamados de coeficientes de f. As parcelas a; X’ sdo chamadas
de termos e os termos a; X', tais que a; # 0 sdo chamados monémios de grau i do

polindmio f.

2. Quando a; = 0 omitiremos, sempre que for conveniente, o termo a;X'. Em particular,
como a sequéncia (ag, ay, az, ... ) € quase toda nula, existe um inteiro n > 0 para o qual

podemos escrever
n

f(X) = Zaka.

k=0

3. Quando a; = 1, escreveremos +X' em vez de (+1)X', para o termo correspondente de

f.

4. O polindmio 0 = 0+ 0X +0X? + - - - é denominado polinémio identicamente nulo sobre
K. Sempre que ndo houver confusdo com 0 € K, denotaremos o polindmio identicamente

nulo sobre K por 0.

5. Mais geralmente, dado a € K, denotamos o polindmio a + 0X + 0X 24 simplesmente
por @ e o denominamos o polindmio constante «; em cada caso, o contexto deixara claro

se estamos nos referindo ao polindmio constante e igual a @ ou ao elemento a € K.

Denotamos por K[X] o conjunto de todos os polindmios sobre K. A partir do Item [5]acima,
convencionamos que K c K[X]. Por outro lado, as inclusdes Q ¢ R c C fornecem as inclusoes
Q[X] c R[X] c C[X].

Exemplo Ad4. Se f(X) = 1-4X%+ V11X* - £X®, entdo f ¢ Q[X] (uma vez que V11 ¢ Q)
mas f € R[X]. Jdaexpressio g = X + X> + X° + X’ + - - ndo é um polindmio, uma vez que a

sequéncia (0, 1,0, 1, ...) ndo € quase toda nula.
A seguir vamos definir sobre K[ X] operacdes
@: K[X] xK[X] - K[X] e 0: K[X] xK[X] — K[X]

denominadas, respectivamente, de adicao e multiplicacdo. Para isso precisamos inicialmente

do seguinte resultado auxiliar.

Lema A.5. Se (ay)is0 e (bi)i>0, sdo sequéncias quase todas nulas de elementos de K, entdo

também sdo quase todas nulas as sequéncias (ay + by)rs0 € (cx)r=0, onde

k

Cr = Z Clibj = Zaibk_,-.

i+j=k i=0
i,j20

Demonstragdo. Mostremos primeiramente que a sequéncia (ax + by)i>0 € quase toda nula.

Sejam m,n € Z,, o conjunto dos inteiros positivos, tais que a; = 0 parai > n e b; = 0 para
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Jj > m. Sem perda de generalidade, suponhamos m > n. Se k > m, entdo ay = by =0 e
consequentemente ay + by = 0.

Agora mostremos que a sequéncia (cg)x>0 € quase toda nula. Sejam m,n € Z, tais que
aj=0parai >neb;=0paraj>m. Sek >m+nei+j=k,comi,j>0,entdoi > nou
J > m, do contrdrio, teriamos k =i+ j < n+m, o que ndo € o caso. Mas,comoi >n = a; =0
e j > m = b; =0, em qualquer caso temos a;b; = 0 e assim,

Cp = Z aib; =0,

i+j=k
i,j=0

como queriamos demonstrar. O

A partir do Lema podemos apresentar a seguir as definicdes das operacoes de adi¢do e

multiplicacdo de polindmios.
Definicdo A.6. Dados em K[X] os polindmios
F0) = axt e g(X) = > bixt,
k>0 k>0
a soma e o produto de f e g, denotados respectivamente por f @ g e f © g, sdo os polindmios

(f@8)(X) = ) (ax+bo)X"

k>0

(foR)(X) =) aXh,

k>0

onde ¢ = Z aibj.
i+j=k
i,j=0

Observacao A.7. A férmula para o coeficiente c; de f © g € necessdria a fim de que valham
a distributividade da operacao ® em relagdo a operagdo @, assim como a regra de potenciacdo
X™ @ X" = X" De fato, se tais propriedade forem validas, entdo, calculando o produto

(ap+ar X +aX>+--) 0 (bo+ b1 X +brX>+--+)

aob() = Z aibj

i+j=0
i,j=20

distributivamente obtemos

para coeficiente de XV,
aoby +a1by = Z aib;

i+j=1
i,j>0

para coeficiente de X,
a0b2 +a1by +axby = Z a,-bj

i+j=2
i,j=0

para coeficiente de X 2 e assim por diante.
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Proposicao A.8. Sejam f, g e h polinémios em K[X]. Entdo valem as seguintes propriedades:
1. Comutatividade: f ®g=g®f e fOg=g0f;
2. Associatividade: (f ®g)dh=f®(gdh)e(fOg)Oh=f0O0(g0Oh);

3. Distributividade: f © (g®h)=f0g® fOh

n l

m
Demonstragdo. Sejam f(X) = Z ar Xk, g(X) = Z beX* e h(X) = Z cxX*, polindmios em
k=0 k=0 k=0
K[X].

1.1. Comutatividade da adi¢ao:

(f®Q)(X) = ) (ax +b)X* = ) (b +a)X* = (g® f)(X)

k>0 k>0
pois em K, temos a; + b; = b; + a;, para quaisqueri e j.
1.2. Comutatividade da multiplicacao:

n+m n+m

(fog)(X)=> (D ab)x*=>"(> biaj)x" = (g0 f)(X),
k=0 i.+j=(l)c k=0 i.+j=(l)<
1,] 2 1,]2

pois em K, temos a;b; = b;a;, para quaisqueri e j.
2.1. Associatividade da adi¢do: Podemos supor que n = m = [, apés reescrever f(X), g(X)

e h(X) com as mesmas poténcias de X:
(1) n n
(feg)eh(X) = > (ax+b)X @ ) Xt

k=0 k=0

(i) Z((ak + bk) + Ck)Xk
k=0

(i) Z(ak + (bk + Ck))Xk
k=0

= Z aka @ Z(bk + Ck)Xk
k=0 k=0

2 (fo(gon)X),

onde em (1) e (2) usamos a defini¢cdo da adi¢ao em K[X]; em (3), a associatividade da adi¢ao
em K; e, em (4) e (5), novamente, a definicdo de adi¢cdo em K[X].
2.2. Associatividade da multiplicacdo: Podemos supor que n = m = [, apds reescrever
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f(X), g(X) e h(X) com as mesmas poténcias de X:

n+m

l
(g on 2 3 (> ab)x o) ext

k=0 h+i=k k=0
h,i=0

n+m+l| k
2SN 2 vt

k=0 | s=0 \h+i=s
h,i=0

(;) Z Z ahbicj Xk

k=0 \i+j+h=k
h,i,j>0

y n+m+l| k
OSN3 e

k=0 |'s=0 \i+j=s
i,j>0

Xk

Xk

n+m

l
EIS bicy)xk 0 Y arxt
k=0 i+j=k k=0
i,j>0

(©)

= ((goh) o f)(X)

)

= ((fog) o h(X),
onde em (1) e (2) usamos a definicdo da multiplicagdo em K[ X]; em (3) e (4), a distributividade
em K; em (5) e (6), novamente, a definicdo da multiplicacdo em K[ X] e em (7), a comutatividade

da multiplicacdo em K[ X].

3. Distributividade: Podemos supor [ = m, apds reescrever g(X) e h(X) com as mesmas

poténcias de X.

(Fogemn < (ia x*) o (Z(bkm)Xk)

@ Z( > aiv, +c,))

k=0 i+j=k
i,j>0
3) n+m
= Z( Z aibj+a,~cj))X
k=0 i+j=k
i,j>0
+m n+m
@
LYY i)t 23 e
k=0 i+j=k k=0 i+j=k
i,j>0 i,j=0

2 (fogefon)X),

onde em (1) usamos a defini¢do da adi¢do em K[X]; em (2), a definicdo da multiplicacdo em
K[X]; em (3), a distributividade em K; em (4), a definicdo da adicdo em K[X]; e, em (5),
novamente, a defini¢do da multiplicacdo em K[ X]. O
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Exemplo A.9. Considere os polindmios de coeficientes reais f(X) =4 —2X + V5X%2 e g(X) =
5X —3X2. Entio
(f ®g)(X) =4+3X + (V5 -3)X?

(fog)(X)=(4-2X+V5X%) 0 (5X - 3X?)
=[40 (X -3X))]®[-2X 0 (5X -3X)] @ [V5X2 0 (5X — 3X?)]
= (20X - 12X%) @ (-10X2 + 12X @ (5V5X> = 3V5x%)
=20X — 22X% + (12 +5V3) X3 - 3V5x*,

Observacao A.10. Denotaremos, a partir de agora, as operagdes de adi¢cdo e multiplicagdo
de polindmios simplesmente por + € -. Assim, sempre que adicionarmos dois polindmios, 0s
sinais + representardo duas operagdes diferentes: a adi¢do de elementos de K, efetuada sobre os
coeficientes dos polindmios em questo, e a adicdo de elementos de K[ X]. O contexto sempre
deixard claro a qual operagdo o sinal + se refere. Comentario andlogo ¢ valido para o sinal - de

multiplicacao.

Observacao A.11. Todas as defini¢cdes acima podem ser estendidas para incluir polindmios de
coeficientes inteiros. De agora em diante, sempre que necessdrio, denotaremos o conjunto de

tais polindmios por Z[ X].

Seja 0 o polindmio identicamente nulo. Entao, f+0 =0+ f = f paratodo f € K[X], o que
significa que o polindmio identicamente nulo € o elemento neutro da adicao de polindmios.
Além disso, dado f € K[X], existe um tnico polindmio g € K[X] talque f+g =g+ f =0.
De fato, sendo f(X) =ap+a; X + ar)X? + - -+, é imediato que

g(X)=-ap-a1 X —arX* -+
€ esse unico polindmio. De agora em diante, denotaremos esse polindmio por — f. Desse modo,
(=) (X) =—ap— a1 X —arX* —---

e, para f, g € K[X], é possivel definir a diferenca f — g entre f e gpor f —g = f + (—2).
Sendo @ € Ke g(X) = bo+ b1 X +byX? +--- € K[X], é imediata a verificacdo de que

a/-g:a/bo+ab1X+ab2X2+-~-;

em particular, temos 1 - g = g para todo g € K[X], de maneira que o polindmio constante 1 € o
elemento neutro da multiplica¢do de polindmios.

De agora em diante, para denotar o produto f-g,de f, g € K[ X], escreveremos simplesmente
f g, sempre que ndo houver perigo de confusdo. Em particular, se @ € K, escreveremos « f para

denotar o produto de « e f, onde @ é um polindmio constante.

Definicao A.12. Se f(X) =ap+ a1 X + -+ a,X" € K[X] \ {0}, com a, # 0, dizemos que o
inteiro ndo negativo n € o grau de f, e denotamos d f = n (1é-se “o grau de f € igual a n”).



Divisdo euclidiana 60

Note que o grau ndo estd definido para o polindmio identicamente nulo; por outro lado,
0 f = 0 para todo polindmio constante f(X) = @, com a € K\ {0}. De agora em diante, sempre

que nos referirmos a f € K[X] \ {0} escrevendo
f(X)=apX"+---+a1X +ag

suporemos, salvo mencdo em contrario, que a, # 0. Nesse caso, a, serd denominado o
coeficiente lider de f. Finalmente, f serd dito ménico quando tiver coeficiente lider 1.
A proposicao a seguir estabelece duas propriedades muito importantes da nocao de grau de

polindmios sendo o item (b) conhecido como propriedade multiplicativa do grau.
Proposicao A.13. Para f,g € K[X] \ {0}, temos:

(a) O(f+g) <max{df,dg}se f+g#0.

(b) fg#0ed(fg)=0f+0g.

Demonstragdo. Sejam df = ne dg = m, com f(X) = ap+a1 X +---+a,X" e g(X) =
bo+b1 X+---+b, X"

(a) Se m # n, podemos supor, sem perda de generalidade, que m > n. Entao
(f +8)(X) = (a0 + Do) ++ -+ + (an + bp) X" + bpp1 Xpp1 + -+ - + by X",
de forma que d(f + g) = m = max{df,dg}. Sem =nmas f +g # 0, entdo
(f+8)(X) = (ao+bo) +++ (an+by)X"

e ha duas possibilidades: a, + b, = 0 ou a, + b, # 0. No primeiro caso, d(f + g) <
n =max{df,dg}. No segundo, d(f + g) = n = max{d f,dg}. Em qualquer caso, ainda
teremos 0(f + g) < max{df,dg}.

(b) Seja fg = co+c1X+coX?+---. Sek > m+n, vimos, na prova do Lema que cx = 0.
Portanto, se mostrarmos que ¢+, # 0 seguird que fg # 0e d(fg) =m+n=90f + dg.

Mas, como a; = O parai > ne b; =0 para j > m, € imediato que

Coan = Z aibj = a,b, # 0.
i+j=m+n
i,j=0

A.2 Divisao euclidiana

Nesta sec¢do apresentamos o conceito de divisibilidade em K[ X] e mostramos que € possivel

fazer de modo tnico uma divisdo com resto controlado em K[ X].
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Definicao A.14. Sejam f, g € K[X]. Quando existe & € K[X] tal que f = gh, dizemos que f
¢ multiplo de g. Nesse caso, se g # 0, dizemos que g divide f.

Exemplo A.15. Tanto X* — 2X? + 2 como X* + 2X? + 2 dividem X® + 4 em Z[X], pois
X4 44=02-2X2+XH(Q2+2X2+X%).

O seguinte resultado é uma consequéncia da Proposi¢do [A.T3]item (b) (propriedade multi-
plicativa do grau) em K[ X].

Proposicao A.16. Dados f,g € K[X] \ {0}, se g divide f, entdo dg < df.

Demonstragcdo. Como g divide f e ambos s@o ndo nulos, entdo existe & € K\ {0} tal que
f = gh. Pelo item (b) da Proposi¢do[A.T3] temos

Of =0gh=0g+dh > 0g.
O

Apresentamos, na proposicao seguinte, a divisdo em K[X], conhecida como divisao eucli-
diana.

Proposicao A.17. Se f, g € K[X], com g # 0, entdo existem unicos q,r € K[ X] tais que
f=gqg+r,comr=00u0 < Jdr < dg.

Demonstragéo. Seja g(X) = bg+b1X +---+ b, X™, onde b, tem inverso b, ! € K.

Existéncia: Se f(X) =0, entdo tome ¢(X) = r(X) =0.

Suponhamos que f(X) # 0. Sejan = df e escreva f(X) = ap+a1X +---+ a,X", com
a, # 0.

Se n < m, entdo tome g(X) =0er(X) = f(X).

Podemos supor n > m. A demonstracdo € por inducdo sobre n = df. Se n = 0, entdo
O0=n>m=20g logom =0, f(X) =ay # 0, g(X) = by, com bal € K. Assim,
f(X) = apby'g, com q(X) = apby' e r(X) =0.

Suponhamos o resultado valido para polindmios com grau menor do que n = d f. Vamos
mostrar que vale para f.

Seja f1(X) o polindmio definido por fi(X) = f(X) — a,b,!X"™g(X). O polindmio
a,b,! X" ™Mg(X) tem grau n e coeficiente lider a,. Logo, df; < df. Por hipétese de indugdo,
existem ¢, r; € K[X] tais que

fi=qg+ri,
onde r; =0 ou dr; < dg. Logo,

F(X) = £i(X) +anby, X" g (X)

D (g1(X)g(X) +r1(X)) + anb; X" g(X)

D (G1(X) +anb; X" M) g (X) +r1(X).
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onde, em (1), substituimos a expressdo de f(X) e, em (2), usamos a comutatividade da adicio
e a distributividade em K[ X].
Tomamos ¢(X) = q1(X) +a,b,'x™ " e r(X) = ri(X).

Unicidade: Sejam ¢1,71, g2, r tais que
3
£ = @i(X0(X) +71(X) 2 g2(X)g(X) +r2(X), onde

@ ri(X)=0 ou dry <adge
r(X)=0 ou 0dry <0g.
De (3), segue que (g1(X) — g2(X))g(X) = ra(X) = ri(X).
Se g1 # g2, entdo q1(X) —g2(X) # 0, assim, ro(X) —r1(X) # 0 e, da Proposi¢ao e do
item (a) da Proposi¢éo obtemos

4)
0g < 0(rp —ry)) < max{dry,dr} < dg,
uma contradi¢do. Portanto, ¢g| = g3 e, consequentemente, r; = r;. O

Definicao A.18. Sejam f, g, g e r como na Proposi¢do Chamamos f de dividendo, g de
divisor, ¢ de quociente e r de resto. Além disso, se r = 0, dizemos que f € divisivel por g ou,
o que € o mesmo, que g divide f, e denotamos por g | f.

Observacio A.19. Na Proposi¢ao e Proposicao [A.17, se considerarmos que g tem
coeficiente lider invertivel entdo a divisdo euclidiana é védlida em A[X], onde A € um anel.
Lembramos que no anel Z os unicos elementos que tém inverso sdo 1 e —1. Em K, todo

elemento ndo nulo tem inverso.

A.3 Raizes de polinomios

Até este ponto, em nosso trabalho, temos considerado polindmios como expressodes formais
com as quais aprendemos a operar sem, no entanto, atribuir a indeterminada X um significado
aritmético.

A partir desta secdo, passamos a considerar a indeterminada X de um ponto de vista
aritmético, apresentando o conceito de raiz de um polindmio e de fun¢do polinomial associada

a um polinémio.
Definicao A.20. Para f(X) = a, X" +---+a1 X +ap € K[ X], a funcao polinomial associada a
f € a funcido ]7: K — K dada, para x € K por

f(x) =ax"+---+aix +ap.

Quando f(X) = ¢, note que a funcio polinomial associada fseré a func¢do constante f~: c,

para todo x € K, justificando o nome constante atribuido anteriormente a um polindmio de grau
0.
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Definicao A.21. Seja f € K[X] um polindmio, com fungd@o polinomial associada f: K — K.

Um elemento @ € K é uma raiz de f se f(a/) =0.

Exemplo A.22. Seja f(X) = X — 3 € C[X]. E fécil verificar que x = 3 é a tinica raiz de f em

C. De fato, a funcdo polinomial associada a f é

f:C—-C

xH—>x-=-3

logo, f(x) = 0 se, e somente se, x = 3.

O item (a) da Proposi¢do[A.23]é conhecida como o teste da raiz.

Proposicao A.23. Se f € K[X] \ {0} e @ € K, entdo:

(a)
(b)

(c)

a é raizde f se, e 56 se, (X —a) | f(X) em K[X].

Se a for raiz de f, entdo existe um maior inteiro positivo m tal que (X — a)™ divide f.
Ademais, sendo f(X) = (X—a)"q(X), comq € K[X], tem-se g(a) # 0, ondeq: K —> K

é a funcdo polinomial associada a q.

Se ay, ..., ay forem raizes duas a duas distintas de f, entdo o polinomio (X —ay) --- (X —
ay) divide f(X) em K[ X].

Demonstracdo.  (a) Segue dadivisdo euclidiana (Proposi¢do[A.17) a existéncia de polindmios

(b)

q,r € K[X] tais que

f(X) = (X -a)q(X) +r(X),
comr=00u0 < Jdr < (X — a) = 1. Portanto, r(X) = ¢, um polindmio constante. Por
outro lado, sendo fe q as fungdes polinomiais respectivamente associadas a f e g, segue
da igualdade acima que

fl@)=(@-a)g(a) +c=c,
ou seja, f(X) = (X —a)g(X) + f(a/). Assim,

aéraizde f & f(a) =0 f(X)=(X-a)q(X).

Sem > df, entdo (X — @)™ ¢+ f(X), uma vez que d(X —a)” = m > 0f. Daie
do item (a), existe um maior inteiro positivo m tal que (X — )™ | f(X), digamos
f(X) = (X — a)"q(X). Passando para fungdes polinomiais, obtemos, a partir dai, a
igualdade

F@x) = (x = @)"q(x),¥x € K;

se g(a) = 0, seguiriade (a) que g(X) = (X —a)q;(X), para algum polindmio ¢ € K[X].
Mas ai, teriamos
f(X) = (X - )" q1(X),

contrariando a maximalidade de m.
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(c) Facamos a prova deste item para o caso k = 2, isto é, o caso em que f possui duas raizes
distintas (a prova do caso geral € andloga). Como « € raiz de f, pelo item (a) existe um
polindmio g € K[X] tal que f(X) = (X —a;)g(X). Seja g a fungido polinomial associada
ao polindmio g. Como a;| # a» € a; também € raiz de f, segue da tltima igualdade que

0= fla) = (a2 — a1)g(a2),

e ap é raiz de g. Dai, novamente pelo item (a), existe um polindmio 4 € K[X] tal que
g(X) = (X —a2)h(X) e, assim,

J(X) = (X —a)(X - a2)h(X).
O

Se f(X) = (X —a)"q(X), com g(a) # 0 como na Proposicio|A.23| entdo chamamos m de
a multiplicidade de @ como raiz de f. Em particular, se m = 1, @ € uma raiz simples de f, ja

se m > 1, @ € uma raiz miltipla de f.

Exemplo A.24. Sendo f(X) = X> +3X? + 11X + 5 um polindmio de coeficientes reais, temos
que 1 é raiz dupla e —5 é raiz simples de f, uma vez que f(X) = (X — 1)2[X — (=5)].

Uma consequéncia importante do teste da raiz e que estd explicitada no coroldrio seguinte
€ que o nimero de raizes de um polindmio nao identicamente nulo ndo pode exceder seu grau.

Note que consideramos a multiplicidade das raizes.

Corolario A.25. Se f € K[X] \ {0}, entdo f possui no mdximo O f raizes em K, contadas de

acordo com suas multiplicidades.

Demonstragdo. Facamos indugao sobre o grau de f. Se df = 0, entdo existe ¢ € K\ {0} tal
que f(X) = c. Dai, a fungao polinomial associada fé a fungdo constante x — ¢, e segue que o
numero de raizes de f € 0, igual a seu grau.

Seja, agora, f um polindmio de grau positivo e suponha a afirma¢do do enunciado valida
para todos os polindmios ndo nulos de graus menores do que df. Se f nao tiver raizes em K,
nada hd nada a fazer. Sendo, seja @ € K uma raiz de f e (de acordo com a Proposi¢ao[A.23) m
o maior natural tal que f(X) = (X — @)"¢(X), para algum polindmio g € K[X]. Como

0g=0f —m < df,

segue da hipétese de indugdo que g tem no maximo dq raizes em K, contadas de acordo com
suas multiplicidades. Agora, se § # a é raiz de f, temos

0=f(B) =(B-a)"g(B)

e, dai, 8 € raiz de ¢g. Portanto, o nimero maximo de raizes de f € igual a m (a multiplicidade de

a) mais o numero de raizes de g, e segue, por hipétese de indugdo, que f possui no maximo
m+0q=0f

raizes em K. a



O Teorema Fundamental da Algebra 65

O Coroldrio[A.25| pode ser usado em uma das formas a seguir.

Corolario A.26. Se f(X) = a, X"+ ---+ a1 X + ag € K[X] admite pelo menos n + 1 raizes

distintas em K, entdo f é identicamente nulo, ou seja, a,, = --- = ag = 0.

Demonstragdo. Se f € K[X] \ {0}, entdo, pelo Corolario|A.25| f teria no maximo n raizes em
K. i

Corolario A.27. Sejam f(X) = a, X"+ ---+a1X +ag e g(X) = by, X" +---+ b1 X + by
polinémios sobre K, com m > n. Se f(x) = g(x) para ao menos m + 1 valores distintos x € K,

entdo f = g, ouseja, m =nea; =b;, para0 <i < n.

Demonstragdo. Basta aplicar o Coroldrio [A.26] ao polindmio f — g, notando que a fungdo

polinomial associada a tal polindmio é f— g. |

Considere a aplicacdo
K[X] —» &
~ (A.1)
fooe=f
onde @ € o conjunto das funcdes de K em K. O Corolario garante que a aplicagdo (A.T)
¢ injetiva, ou seja, se f,g € K[X] e ]7:5 € @, entdo f~: g=>f=g.

Assim, quando quisermos nos referir quer seja a um polindmio sobre K, quer seja a funcao
polinomial associada a esse polindmio, escreveremos apenas f. De modo particular, ao escre-
vermos f(X), estaremos fazendo referéncia ao polindmio f; ao escrevermos f(x), estaremos
fazendo referéncia ao elemento de K, imagem de x € K pela funcdo polinomial associada ao

polindmio f. Em qualquer caso, o contexto deixard claro a que estamos nos referindo.

Observacao A.28. O Coroldrio garante que os coeficientes de um polindmio f € K[X]
sdo determinados pelos valores f(x), com x € K.

A.4 O Teorema Fundamental da Algebra

Como caso particular do Coroldrio todo polindmio de coeficientes complexos e grau
n possui no maximo 7 rafzes complexas. Por outro lado, o polindmio f(X) = X> -2 € Q[X]
tem coeficientes racionais mas nido admite raizes racionais; da mesma forma, o polindmio
g(X) = X% +1 € R[X] tem coeficientes reais mas nio admite raizes reais. Em ambos os casos,
o fato de tais polindmios nao admitirem raizes em Q ou R se deve a deficiéncias de tais conjuntos
numéricos, no sentido de que, neles, ndo € possivel realizarmos certas extragcdes de raizes.

Em sua tese de doutoramento, em 1799, o matematico alemao Carl F. Gauss mostrou,
contrariamente aos casos examinados acima, que todo polindmio sobre C admite raizes também
em C. Esse é o conteido do teorema a seguir, conhecido na literatura como o Teorema
Fundamental da Algebra. A demonstracio que apresentamos é devida a Jean-Baptiste le Rond
d’Alembert, matemaético francés do século XVIII, na qual € necessdria dois lemas que daremos

a seguir.
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Lema A.29. Dado um polinémio f € C[X] \ C, existe zo € C tal que

|f(zo)| < |f(2)]. Yz € C.

Demonstragdo. Basta provar o resultado para polindmios monicos. Por comodidade de notagao,
escrevamos f(z) = a,z" + - -+ + a1z + ag para denotar a func¢do polinomial associada a f. Pelas
desigualdades triangulares [7, p. 15-16], temos para todo z € C,

an _ |an—1| _ |an—2| _ |a0|

|z |z|? |z]"

-1 " anp-2
Z 72

a
£l =1al"|1+ 1k |z|"(1
mostrando que
lim |f(z)| = +co.

|z| —>+00
Assim, existe R > 0, tal que | f(z)| > | f(0)| paratodo z com [z| > R. Se Dy = {z € C; |z|] < R},
pelo Teorema de Weierstrass [21), p. 19], temos a existéncia de zg € D, tal que | f(zo)| < | f(2)|
para todo z € Dy. Como |f(z0)| < |f(0)|, temos que |f(z0)| < |f(z)| para todo z € C. o

Lema A.30. Seja [ € C[X] \ C. Se zo € C é tal que f(z0) # 0, entdo existe z; € C tal que
|f Dl < 1f(z0)l-

Demonstragdo. Aqui também basta provar o resultado para polindmios monicos. Seja f(x) =
X+ ap1 X" U+ 4 aix + ag e sejam zo e A nimeros complexos tais que f(zg) # 0 e h a ser
determinado de modo que | f(zo + k)| < | f(z0)].

Com o auxilio do bindmio de Newton, podemos escrever
F(zo+h) = (z0+ )" +an1(z0+ )"+ +ag = f(z0) +q(h),

onde g € um polindmio nao identicamente nulo, pois f € um polindmio nao constante, de grau

n e sem termo constante. Seja bx" o termo de menor grau em g. Assim, podemos escrever
m+1

q(x) = bx" + x™"'r(x), onde r € um outro polindmio.

bh
f(z0)

(lembre que f(zg) # 0). Portanto, 4 é um ndmero real negativo. Podemos garantir que a

Podemos escolher o argumento de 4 de modo que A =

tenha argumento igual a 7

desigualdade —1 < A < 0 se mantém para |k| suficientemente pequeno. Tomamos, ainda, |A|
suficientemente pequeno para que |A"*'r(h)| < |bh™|. Pela desigualdade triangular [[7, p. 15],

para todo & € C, nas condi¢gdes acima, temos que

|f (2o + h)| = | f(z0)| + bA™ + K™ 17 (h)]
< | f(z0) + bR | + [W"™r ()|

(1)
= |f(z0)| = [BR™| + |[W"™* ¥ (h)]

<[/ (z0)l.
Portanto, existe z; = zo + &, com h como acima, tal que | f(z1)| < |f(zo)I-

Observamos que em (1) usamos o seguinte resultado, que pode ser encontrado em [7, p. 18]:

Dados z,w € Cet € R, entdo, |z + w| = |z] — |w]| se, e somente se, w =1z, =1 < < 0. O
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Munidos do Lema e Lema estamos em condicdes de enunciar e demonstrar o
Teorema Fundamental da Algebra.

Teorema A.31 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio f € C[X] \ C possui ao

menos uma raiz complexa.

Demonstragdo. Seja f € C[X] \ C. Pelo Lema |A.29] temos a existéncia de zo € C tal que
|f(z0)| < |f(2)| paratodo z € C. Se f(zp) # 0, entdo, pelo Lema |A.30} existe z; € C tal que
| f(z1)| < |f(z0)l|, 0 que é um absurdo. Portanto, f(zg) = 0. O

O Corolério fornece uma consequéncia imediata do Teorema Fundamental da Algebra.

Corolario A.32. Se f(X) = a, X"+ --+a1X + ao é um polinémio de coeficientes complexos e

grau n > 1, entdo existem n niimeros complexos z1, . . ., z, tais que
fX)=a,(X=z1)...(X = 2p).
A expressdo acima é a forma fatorada do polinomio f.

Demonstragdo. Facamos a prova por indugdo sobre o grau n de f, sendo o caso n = 1 imediato.
Suponha, pois, n > 1 e o coroldrio valido para todo polindmio de coeficientes complexos de
graun — 1.

Se z1 € C € uma raiz de f, o teste da raiz garante a existéncia de um polindmio g,

também de coeficientes complexos, tal que f(X) = (X — z1)g(X). Note que g tem grau

n — 1 e coeficiente lider a,; portanto, por hipétese de inducdo existem z», ..., z, € C tais que
8(X) =an(X -22) ... (X = zp). Logo, f(X) = (X —21)g(X) = an(X - 22) ... (X = z4), 0 que
conclui a prova. O

Exemplo A.33. Dado f(X) = X2 + 1, os niimeros —i,i € C sdo tais que (X +i)(X — i) =
X(X-D+i(X-i)=X>—iX+iX-i>=X*+1= f(X). Logo, f(X) = (X+i)(X—i)éa
forma fatorada de f paraz; = —iezp =1i.

Retornando ao caso geral, seja f(X) = a, X" +- - -+ a1 X + ap um polindmio nao nulo sobre

K. Se existirem elementos a7y, ..., a, € K para os quais

f(X)=ap(X—ar)...(X—an)

também diremos que tal expressdo € a forma fatorada de f sobre K.
Considerando que alguns dos a; podem se repetir, depois de reordend-los, se necessdrio, e
considerando apenas os «; distintos, podemos concluir que existem 1 < m < ne ky,...,k,

inteiros positivos tais que
k km
f(X)=a,(X —a)™ ...(X —ay)"™,
comki+---+ky,=nea,...,qa, clementos dois a dois distintos de K.

Exemplo A.34. A forma fatorada de f(X) = X® — 13X° + 67X* — 171X3 + 216X% — 108X é
(X)) =(X-0)(X-2)(X-2)(X-3)(X-3)(X-3) = X(X-2)(X-2)(X =3)(X =3)(X -3).
Tomando k; = 1, kp =2e k3 =3e, a; =0, ap =2 e a3 = 3 podemos escrever f(X) =
X(X -2)%(X -3)%.
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A.5 Relacoes entre coeficientes e raizes

Nesta sec@o apresentamos importantes relagdes entre as raizes de um polindmio em vérias

indeterminadas, comumente chamadas de relagoes entre coeficientes e raizes de um polindomio.
Defini¢cao A.35. Um polindmio f € K[Xj,... X,]| é simétrico quando

f(X1,X2,...,X0) = F(Xo(1), X5 (2)s - -+ Xor(n)» )
para todas as bijecoes o : I, — I, onde I, = {1,--- ,n}.

Dentre os polindmios simétricos destacamos os da definicdo a seguir.

Definicao A.36. Para 0 < j < n, o j—ésimo polindomio simétrico elementar em X1, ..., X,
denotado por s; = 5;(Xy, ..., X,), € definido como
1, sej=0
Sj(Xl, N ,Xn) =

Zl<i1<-~~<ij<nXi1Xi2"'Xij’ sel <j<n
No caso n = 3, por exemplo, temos
S0 = 1, 51 = X1 + Xz + X3, Sy = X1X2 + X2X3 + X1X3, §3 = X1X2X3.

Proposicao A.37. Se f(X) = a,X"+---+a1X +ap € K[X] \ K se fatora completamente sobre

K, com raizes ay, . . ., ay, entdo, para 1 < j < n, temos
j4n=i
silar...,ay) = (1) . (A.2)
n
Demonstragdo. Por simplicidade de notagdo, denote s;(ay, ..., ®,) simplesmente por s;(a;).

Escrevendo f(X) = a,(X —a1)(X — @) ... (X — @,) e expandindo os parénteses, obtemos
FX) = apX" = ansi (@) X" + ans2 (@) X% =+ + an(=Dsp(ay).

Igualando os coeficientes correspondentes nessa expressao para f e naquela do enunciado,

obtemos o resultado desejado. O

Qan— n
Iz e e a=(-1)"| |an (A3)
" i i

Em outras palavras,

para qualquer n > 2.

As igualdades provenientes de (A.2)), que relacionam coeficientes e raizes de um polindmio
f nao constante, sdo conhecidas como as relacoes de Girard ou formulas de Vieta. Elas nos
permitem conhecer, com relacdo as raizes de f, a sua soma, a soma de seus produtos dois a
dois, a soma de seus produtos trés a trés e assim por diante, além da soma de seus quadrados e
a soma de seus inversos.

Embora as formulas de Vieta sejam uteis na resolu¢cdo de vérios tipos de problemas envol-

vendo as raizes de um polindmio, elas ndo sao suficientes para determinar suas raizes.
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Exemplo A.38. Sejam «, a; e a3 as raizes complexas do polindmio f(X) = X3 +3X? - 2.

Pelas relacOes de Girard, temos

a1 +ar+a3 = —3, a1y +a1a3 + ara3 = 0e a3 = 2.

23 = 0 e, como

Multiplicando a segunda igualdade acima por a@;, obtemos « @2+ aimas+ar
a1ara3 = 2, podemos escrever @2 () +a3) +2 = 0. Agora, como a + a3 = =3 — @3, temos
que a»%(=3 — @) +2 = 0, o que é equivalente 2 f(a2) = 0. De modo anilogo, ao tentarmos
determinar a; e @3, obtemos expressoes equivalentes a f(a;) = 0e f(a3) = 0. Mas, para fins

de determinacgdo das raizes de f nao ha diferenca entre as expressoes f(ay), f(az), f(a3) e

J(X).

Nas notagdes da Proposi¢do [A.37, nos referimos a s;(a,...,a,) € K como a j—ésima
soma simétrica elementar das raizes de f. Sempre que a1, ..., @, estiverem subentendidos
e ndo houver perigo de confusdo com o polindmio simétrico elementar s; = s;(a,...,a,),

denotaremos a soma simétrica elementar s j(a/ 1»- - -, Qy) simplesmente por s j-
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