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Resumo

Neste trabalho inicialmente apresentamos uma breve revisao sobre contetidos de célculo es-
tocdstico que permitam introduzir as equacoes diferenciais estocdsticas e algumas de suas apli-
cacoes e motivagdes. Como objetivo principal deste trabalho estudamos as equagdes diferenciais
estocdsticas em variedades diferencidveis e a Formula de It6 para ac¢do de fluxos estocésticos em
campos de vetores e em formas diferencidveis. Por fim, estudamos sob quais condi¢des um fluxo
estocdstico preserva uma forma volume seguindo a abordagem apresentada em Kunita (1982)

[11].

Palavras-Chave: Fluxos estocasticos. Variedades diferenciaveis. Formula de Ito. Forma
volume.






Abstract

In this work, we initially present a brief review of the contents of stochastic calculus that
allow the introduction of stochastic differential equations and some of their applications and
motivations. As the main objective of this work, we study the stochastic differential equations
on smooth manifolds and the 1t6 Formula for action of stochastic flows on vector fields and
differential forms. Finally, we study under which conditions a stochastic flow preserves a volume
form following the approach presented in Kunita (1982) [11].

Keywords: Stochastic flows. Smooth manifolds. 1t6’s formula. Volume form.
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Introducao

Em alguns modelos mateméticos que descrevem a evolucdo de um fendmeno na natureza
com relagcdo ao tempo, aparecem incertezas decorrentes de parametros desconhecidos ou ruidos
propostos pelo ambiente. Alguns problemas de fisica, por exemplo, consistem no estudo de
objetos que deslocam-se sobre uma determinada superficie, ou ainda num sentido mais amplo,
numa variedade. Quando a evolucdo € em tempo continuo, uma modelagem possivel € obtida
através de equacdes diferenciais estocdsticas (EDEs), as quais podem ser tomadas no sentido das
integrais de Itd ou das integrais de Stratonovich. As integrais de 1td (denotadas por fé f(s)dBy)
em geral sdo usadas quando se tem interesse nas propriedades probabilisticas, enquanto que as
de Stratonovich (denotadas por fé f(s) odBy) sao uteis para equagdes diferenciais estocdsticas
em variedades, pois as regras usuais com relacdo a derivacdo de composicao de funcdes seguem
as regras do cdlculo diferencial usual. Dessa forma, as EDEs geralmente usadas em variedades
diferencidveis sdo da forma

d& = Xo(&)dt +X1(&) 0dB;, (0.0.0.1)

onde Xj e X sdo campos de vetores diferencidveis em M e B; é o movimento browniano. Usa-
remos M para denotar variedade diferencidvel ao longo do trabalho.

Se x € M é uma condic@o inicial, entdo, a grosso modo, & (x) representa uma possivel traje-
toria aleatéria em M, e sob certas condi¢des nos campos de vetores da EDE, & : M — M é um
fluxo de difeomorfismos (@w-quase sempre), e portanto, estudando a dindmica da diferencial do
fluxo & : TM — T, (M, que € o interesse deste trabalho, € possivel saber se o fluxo estocastico
preserva uma forma volume na variedade diferencidvel M. Um aspecto importante, € que numa
variedade compacta como a esfera por exemplo, podemos garantir a recorréncia do fluxo. Isto
significa que um fluxo estocastico & agindo numa regido compacta U da esfera, para um tempo
t grande, o conjunto & (U) vai interceptar o conjunto U para quase todo @. Quem garante isto é
o Teorema da Recorréncia de Poincaré, que afirma que certos sistemas, apds um tempo suficien-
temente longo, finito, retornardo para um estado muito préximo ao estado inicial, mais detalhes
sobre isso podem ser vistos em Doering; Lopes (2008, p. 272, Teorema 6.26) [4].

Dessa forma, este trabalho consiste no estudo de equagdes diferenciais estocdsticas em varie-
dades diferencidveis e na Férmula de It para acdo de fluxos estocdsticos em campos de vetores
e tensores alternados, também chamados de formas diferenciais, seguindo a abordagem apre-
sentada em Kunita (1982) [11]. Com isso, apresentamos um resultado que garante sob quais
condi¢des nos campos de vetores, um fluxo estocéstico de difeomorfismo & : M — M (®-quase
sempre) associado a uma EDE da forma (0.0.0.1), preserva uma forma volume sobre uma vari-
edade diferencidvel M.

No primeiro capitulo, a fim de fixar notac@o e fornecer um texto para o leitor nao familiari-
zado com Calculo Estocdstico, fizemos uma revisdo geral com relaciao aos conceitos basicos da
Teoria de Probabilidade e processos estocdsticos, entre estes destacamos o estudo do movimento
browniano n-dimensional, dos martingales e a integral de Wiener para integrandos determinis-
ticos.

No Capitulo 2 apresentamos a integral de Itd e Stratonovich e as equagdes diferenciais es-
tocasticas. Além disso, nesse capitulo € apresentado a forma de transformacdo de uma integral
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de Stratonovich em Itd e vice e versa, conceito usado em um resultado importante no final do
trabalho. As aplica¢des do cdlculo estocdstico é o foco do Capitulo 3, e para tanto apresentamos
alguns exemplos que ilustram sua relevincia na Biologia, na Fisica e em Financas.

Finalmente, no Capitulo 4 provamos que uma equacdo diferencial estocdstica gera um fluxo
de homeomorfismos ou difeomorfismos sob certas condigdes. Um dos problemas que estaremos
preocupados é se & : R — R? associado a uma EDE induz um fluxo estocéstico de homeomor-
fismos de R? ou ndo. A resposta é sim, mas a verificagio nio é de modo algum simples, compa-
rada com o caso deterministico. Também estudamos algumas estimativas para |& (x) — &y (x')]
fazendo o uso do cdlculo estocéstico e com o objetivo de usar o critério de Kolmogorov para
mostrar a propriedade homeomorfica de & (x).

Por fim, estudamos fluxos estocdsticos em variedades analisando sob quais condi¢des nos
campos de vetores uma EDE da forma (0.0.0.1) gera um fluxo estocéstico de difeomorfismo
sobre uma variedade diferencidvel e chegamos no objetivo principal do trabalho: Férmula de
It6 para estes fluxos agindo em campos de vetores e tensores alternados sobre uma variedade
diferencidvel. Na se¢do 5.1 obtemos a Férmula de Itd para & atuando sobre campos vetoriais,
onde as derivadas de Lie desempenham um papel importante. Como aplicagdo, decompomos
a equacdo em duas mais simples e obtemos a solu¢do como a composicao das solugdes corres-
pondentes a essas duas equacdes. A Formula de It6 para & atuando em campos de tensores
alternados € obtida na se¢do 5.2.

A férmula pode ser usada em alguns casos para determinar se o fluxo & preserva a forma
diferencial X, ou seja, &K = K (w-quase sempre) se, e somente se, LyK = 0. Assim podemos
saber sob quais condi¢des um fluxo estocdstico preserva uma forma volume. Como exemplo,
estudamos o comportamento de um fluxo agindo sobre determinados campos em uma superficie
esférica. Assim podemos saber, por exemplo, se um fluxo estocéstico preserva volume (ou area
no caso da esfera em R?) através das propriedades dos campos de vetores da EDE que o gera.



CAPITULO

1

Uma introducao a analise estocastica

Dedicamos este capitulo a introduc¢do de conceitos e uma revisao dos principais topicos de
andlise estocdstica que serdo tteis ao longo do texto e que podem ser encontrados com mais
detalhes, por exemplo, em Allen (2010) [1], Brzezniak; Zastawniak (1999) [2], Evans (2012)
[5], Klebaner (2005) [10] e Oksendal (1998) [19]. E importante ressaltar que este capitulo nao
pretende ser uma revisdo abrangente da teoria da probabilidade, mas apenas uma breve revisao
de alguns conceitos da teoria da probabilidade que sdo importantes para a teoria dos processos
estocdsticos e se fazem uteis no desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Uma introducao a Probabilidade e Processos Estocasticos

Seja  um conjunto qualquer (supostamente ndo vazio) de elementos, que serd referido como
espaco amostral (espaco de resultados, universo ou conjunto universal). Ele representa o con-
junto de todos os possiveis resultados de uma situagado aleatdria, como por exemplo o lancamento
de um dado ou uma moeda. Consideremos o caso de um lancamento de dois dados, um branco
e um preto. Entdo, Q = {(1,1),(1,2),...,(2,1),(2,2),...,(6,6) } € um conjunto formado por 36
elementos, onde cada um representa um possivel resultado de lancamento. Dessa forma, o ele-
mento (5, 1) representa o resultado de aparecer no dado branco a face com cinco bolinhas e uma
bolinha no dado preto.

O esaco amostral pode ser representado de vdrias formas. Por exemplo, suponha agora que
estamos observando o lancamento de uma moeda; ha duas possibilidades de registro quando ela
cai: cara ou coroa. Entdo o espaco amostral é {CA,CO}, onde CA representa a possibilidade
de aparecer cara e CO representa a possibilidade de aparecer coroa. Dessa forma, podemos ter
vérios tipos de espaco amostral, como por exemplo:

Q = {CARA,COROA}, ©=1{0,1,2,..} Q={0:wc][0,)}.

Q) ainda pode representar qualquer cole¢cdo de objetos ou elementos.

Cada elemento de Q € chamado de ponto amostral e cada subconjunto de Q € chamado
de evento. Por exemplo, no caso do langamento dos dados (2,4) é um ponto de amostra e
{(2,3),(4,5)} € um possivel evento, como o espaco amostral é composto por 36 elementos,
existem indmeros eventos possiveis, ja que os eventos sao cada subconjunto do espago amostral.
J4 no caso do lancamento da moeda um ponto de amostra é CA ou CO, e os eventos podem ser
{CA},{CO},{CA,CO} ou 0; como o espaco amostral € composto apenas por 2 elementos, fica
mais simples determinar todos os eventos possiveis. Se a moeda for justa, a probabilidade de
uma cara aparecer € %, a probabilidade de uma coroa é % e a probabilidade de qualquer outro
evento € zero. Em geral, para qualquer experimento, hd um espaco de probabilidade, um triplo

17
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ordenado (Q,.%,P), onde Q € o espaco amostral, . é a colegéo de subconjuntos ou eventos
em Q e P é uma medida de probabilidade definida em .%. O conjunto .# deve satisfazer trés
propriedades e ele é chamado de o—4lgebra. Uma o— algebra sobre um conjunto Q € uma
colecdo de subconjuntos de €, incluindo o conjunto vazio, e que é fechada sobre operagdes
contdveis de unido, intersecao e complemento de conjuntos. Estas dlgebras sdo muito usadas
para definir medidas em . O conceito € importante em anélise e probabilidade.

Definicao 1. Seja .% uma colegdo de subconjunstos de Q e Q um conjunto ndo vazio. Entdo F
é dito ser uma o-dlgebra e o par ordenado (Q,.F) é dito ser um espaco mensurdvel se F tem
as seguintes propriedades:

e Q0eF

* Se A € .F entdo o complemento de A, denotado por A também pertence a ¥, isto é,

A€ € % ou ainda
={w:0cQo¢Alc.F

* Para qualquer sequéncia {A,}_, entdo a unido U, A, € F

Os conjuntos A € .Z sao chamados acontecimentos ou conjuntos mensurdveis. Uma medida
de probabilidade P é uma fungio P : .% — [0,1] definida em ..

Definicio 2. Seja (Q,.F) um espago mensuravel e P uma fun¢do com valores reais definida na
o —dlgebra F. A fungdo P : F — [0,1] é chamada de medida de probabilidade se sdo vdlidas
as seguintes propriedades:

* P(A) >0 para todo A € F
s P(Q)=1;

* (Propriedade 0 —aditiva) Se A1,Aj, ... sdo conjuntos disjuntos em pares, isto é, AjNA; =
0 para i # j, que pertencem a . entdo P(AjUA,U...)=P(A;) +P(Ay) + ---.

A medida de probabilidade P junto com o espago mensurével (Q,.%) define um espago de
probabilidade, o triplo ordenado (Q,.%#,P). Muitas vezes nao definimos o espago de probabili-
dade (Q,.%#,P), mas nos concentramos na medida de probabilidade IP. Por exemplo, se Q é um
conjunto finito, .% pode ser considerado como todos os subconjuntos de Q ou se Q é o conjunto
de numeros reais R, o conjunto .% pode ser considerado como os conjuntos mensuraveis de
Borel, onde entende-se como o-algebra de Borel, a o-dlgebra gerada pelos conjuntos abertos
de R e os elementos dessa o—algebra sdo os conjuntos de Borel. Mais precisamente, se ¢ €
uma familia de subconjuntos de Q, entdo existe um menor c-dlgebra (%) em Q que contém
% . Este 0(%) é chamado de c-dlgebra gerada por . Se Q = R? e ¥ ¢ a familia de todos os
conjuntos abertos em RY, entio ¢ = 6(%) é chamada de c-dlgebra de Borel e os elementos
de %“ sdo chamados de conjuntos de Borel.

Podemos pensar no espago de probabilidade como sendo uma constru¢do matemdtica es-
sencial, que, entretanto, ndo é “diretamente observdvel”. Estamos, portanto, interessados em
introduzir uma funco X de Q para R¢, cujos valores podemos observar.

Se Q for um espago amostral finito, entdo uma funcdo X definida em Q anexa valores numé-
ricos a cada @ € Q. Como Q € finito, X assume apenas muitos valores finitos x;,i = 1, ..., k.

Se uma colecdo de eventos .# for especificado, qualquer conjunto nele serd chamado de
conjunto mensuravel. Se .# = 2 entdo qualquer subconjunto de Q é mensuravel. Uma funcio
X em Q é chamada de mensurdvel com relagdo a .% ou uma varidvel aleatéria em (Q,.%) se todos
os conjuntos {X = x;},i = 1,...,k, sdo elementos de .% . Isso significa que se temos a informagao
descrita por .%, ou seja, sabemos qual evento em .% ocorreu, entdo sabemos qual valor de X
ocorreu. Observe que se .7 = 2%, entdo qualquer funcio em Q é uma varidvel aleatdria.
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Definicao 3. Dado um espaco de probabilidade (Q,.7 | P), entdo a funcdo X : Q — R? é dita
ser uma varidvel aleatéria d-dimensional se para cada B € %% temos

X 'B)={weQ:X(w)eBlc 7.
Equivalentemente, dizemos que X é mensurdvel com relacdo a .F.

Ao invés de verificar a definicdo para todos os conjuntos do Borel, podemos verificar que
para todo real x o conjunto {® € Q : X(w) < x} € .#. Em outras palavras, para uma variavel
aleatdria, podemos atribuir probabilidades a conjuntos da forma {X < x},e {a <X <b}.

Observe quese A={w e Q:X(w) <x} € FentioB={w € Q:X(w) > x} € ¥, pois F
é uma o —dlgebra. Além disso, segue das propriedades de o-dlgebraque C = {w € Q: X(0) <
x}eZeD={wecQ:X(®w)>x}e.ZF. Poroutro lado, se C = {w € Q: X(w) < x} € .7,
concluimos que A,B,D € .%. Portanto, podemos usar qualquer um dos conjuntos A,B,C e D
verificar a definicdo de varidvel aleatéria.

Exemplo 1. Toda funcdo constante é mensurdvel. De fato, consideremos f(®) = c,Yo € Q.
Entdo,
Q, se x<c;

{weQ:f(a))>x}:{

Os conjuntos que escrevemos sempre sao conjuntos de qualquer 6 —dalgebra de Q.

0, se x>c.

Exemplo 2. Seja A € .%. Entdo a funcdo caracteristica de A, definida por

I R
é uma fungdo mensuravel. De fato, temos que

c{weQ: flw)>x}=0sex>1e0c Z.

c{weQ: flw)>x}=Ase0<x<leAcZ.

c{weQ: f(lw)>x}=Qsex<0eQe.Z.
Logo, Zx é mensuravel.

Toda varivel aleatéria induz uma medida de probabilidade ux em R¢ dada por

ux(B) =P(X~'(B)),
onde iy (B) é denominada distribui¢do de X. A integral

E(X) = | X(@)dP(©) = [ xdu(x)

quando existe é chamada de esperanca ou valor esperado da varidvel aleatéria X.
A variancia de X pode ser definida como

Var(X) = / X — E(X)]2dP,
Q
ou ainda,
Var(X) = E[(X ~ E[X])*] = E[x?] - (E[X])".

A variancia pode ser compreendida como uma medida de dispersdao que nos permitem reco-
nhecer quanto os dados estdo dispersos ao redor da média.

Seja X uma varidvel aleatéria integravel com o espaco de probabilidade (Q,.7,P) e seja 4
uma o-algebra contida em .% . Entdo a esperanca condicional de X dado ¢ é definida como uma
varidvel aleatéria E(X|¥) tal que
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* E(X|¥) € mensurdvel em ¥;
A esperanca condicional tem as seguintes propriedades:

1. E(aX +bY|4) = aE(X|¥) +bE(Y|¥), onde ¥ : Q — R & uma outra varidvel aleatéria
comE[Y] <e~ea,beR;

2. E(EX|9)) =E(X);
3. E(X|¥) =X, se X é mensurdvel com relagdo a ¢,

4. E(X-Y|¥9)=XE(Y|¥), se X é mensurdvel em ¢, onde - denota o produto interno usual
em RY:

5. E(X|¢9) =E(X), se X é independente de ¥.

As demonstragdes destas propriedades podem ser vistas em Oksendal (1998, p.299) [19].

Uma cole¢do indexada X;,t € T de varidveis aleatdrias € dito ser um processo estocdstico
no espago de probabilidade (Q,.%#,P). Em outras palavras, processos estocdsticos sdo uma
sequéncia de varidveis aleatdrias que variam de forma imprevisivel a medida que o tempo passa,
como por exemplo a variagcdo do trafego em um cruzamento, flutuagdes nos mercados de acdes
e nas taxas de cambio, movimentos/passeios aleatérios (movimento browniano), entre outros.
Formalmente temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 4. Um processo estocdstico é uma colegdo de varidveis aleatorias {X;(w) :t € T,w €
Q}, onde T é algum conjunto de indices e Q é o espagco amostral comum das varidveis aleatdrias.
Para cada t fixo, X;(®) denota uma iinica varidvel aleatoria definida em Q. Para cada @ €
Q,X;(®) corresponde a uma funcdo definida em T que é chamada de caminho de amostra ou
uma realizagdo estocdstica do processo.

No nosso caso, ¢ serd interpretado como tempo e o conjunto de indices 7" serd tomado como
um intervalo de tempo da forma (—oo, +00), [0, +0) ou [a, B]; nessas condigdes, 0 processo es-
tocdstico € dito ser continuo (ou processos estocdsticos em tempo continuo). Em outros casos, T
pode ser o conjunto dos nimeros inteiros ou dos nlimeros inteiros ndo-negativos, € 0S processos
estocésticos nessas condi¢des sdo ditos discretos (ou processos estocdsticos em tempo discreto).

Note que cada varidvel aleatéria X; = X;(®) é uma fungdo do “acaso” @ € Q, entdo um
processo estocdstico pode ser considerado uma funcao de duas varidveis,r € T e @ € Q, isto é
uma fun¢do do tempo e do acaso. Para abreviar a notagdo, costumamos escrever simplesmente X;
em vez de X; (@), mas apesar do “acaso” @ ndo aparecer explicitamente, ndo devemos esquecer
que o valor do processo estocdstico depende dele. Esta funcdo de ¢ e @ ndo é uma fungdo
arbitrdria pois estd sujeita a restricdo de ser, para cada ¢ fixo, uma fun¢c@o mensuravel de @, isto
€, uma variavel aleatoria.

Um processo estocdstico pode ser interpretado como uma colegdo de trajetdrias, uma vez que
podemos fixar @, obtendo uma fun¢do apenas do tempo, que chamamos de trajetoria. Assim,
para cada o fixo, X; representa uma cole¢do de trajetorias.

Muitos fendmenos que evoluem com o tempo, podem ser compreendidos por uma sequéncia
de estados, onde a transicao de um determinado estado para o seguinte ocorre segundo uma certa
probabilidade. No caso em que esta transi¢ao depende apenas do estado em que o fendmeno se
encontra e do seguinte, ou seja, ndo depende dos estados passados,o processo € chamado de
processo de Markov. Formalmente, uma colecdo de varidveis aleatérias (X;) é um processo
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estocdstico de Markov, se para qualquer sequéncia finita de tempos 0 < #| < --- <, < fty, €
y € R, temos que

PlocQ: X, (0) < y|Xo(w)=x0,...X, (@) =x,-1} (1.1.0.1)
P{oeQ:X, (o) <yX,  (0)=x,1}, (1.1.0.2)

para toda sequéncia xg, Xy, ...,Xx,—1 de elementos do espaco de estados E. Mais detalhes sobre
processos de Markov podem ser vistos em Allen (2010) [1], Brzezniak; Zastawniak (1999) [2]
e Klebaner (2005) [10].

1.2 Movimento Browniano

Em 1828 o botanico Robert Brown descreveu o movimento de uma particula de pélen sus-
pensa em um fluido como sendo um movimento irregular e aleatério. Mais tarde, em 1905,
Albert Einstein argumentou que este movimento era oriundo do bombardeamento de outras par-
ticulas do fluido e interpretou o movimento numa abordagem estatistica,obtendo uma equagao
da difusdo para a fun¢do de densidade de probabilidade que descreve a dindmica da particula
que evolui com o passar do tempo.

Posteriormente, aproximadamente em 1931, Norbert Wiener apresentou uma fundamenta-
cdo matemadtica que pudesse interpretar o movimento browniano como um processo estocdstico
e ainda formalizou matematicamente a teoria. Por essa razdo, o movimento browniano também
€ chamado em viérios livros de Processo de Wiener.

Este processo estocdstico continuo, que ao longo do texto chamaremos apenas de movimento
browniano, tem a propriedade de Markov descrita pela equacao (1.1.0.1), € um martingale (pro-
priedade que veremos mais adiante) e possui distribuicdo gaussiana. Estas propriedades expli-
cam a sua relevancia em diversas aplicacdes nas dreas de engenharia, economia e biologia, como
pode ser visto, entre outros, em Allen (2010) [1], Klebaner (2005) [10] e Oksendal (1998) [19].

Definicao 5. Formalmente, um processo estocdstico B; : Q X R>og — R, é um movimento brow-
niano se

1. Possui trajetorias continuas e inicializadas na origem: By(®) = 0, para quase todo @ €
Q;

2. Os incrementos By — By tem distribui¢cdo normal com média zero e varidncia t — s para
0 <s <t, que denotamos por N(0,t —s);

3. Os incrementos B, — B, e B; — Bg sdo independentes em intervalos de tempo disjuntos
0<s<t<u<w

Logo, como o movimento browniano assume uma normal N(0,7), temos que a esperanga
E(B;) =0, e ainda, como a variancia Var(B;) = t, obtemos que

E(Btz) =1,

pois
t =Var(B;) = E(B?) — [E(B,)]* = E(B?) — 0 = E(B?)
Sabemos que o movimento browniano B; tem distribui¢do N(0,¢) e portanto, parat > 0 ¢
a<b,

1 b 2
]P’(agBtgb):\/z_m/ e 2dx.
a
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Figura 1.1: Possivel trajetéria do movimento

Considerando os tempos 0 < #; <t < --- < t, € 0s numeros reais a; < b;, parai =1,...,n,
distribuidos de acordo com a Figura 1.1, podemos determinar qual é a probabilidade de uma
trajetoria de B; passar entre os valores a; € b; no tempo ¢; paracadai=1,...,n.

Para isso, notemos que

Play <B;, <by) = ——
( ! ) a; V2Tt
e admitindo B;, = x1, para a; < x1 < by e considerando que o processo que “seguird" tem
distribuicdo N(xy,t — ;) no intervalo [t;,1,], temos que a probabilidade de ay < By, < by, dado
que B;, = x1, corresponde a equacdo

_p—x?
e 2271 dx,.

1) 1

Logo,
by by
P(a; < B;, <by,ax < B, <b») :/ / g(x1,11|0)g(x2,12 — t1]x1)dx2dx,
a Jay
onde
( t| ) 1 _(x;y)z
x,tly) = e
& Y \/ 2Tt

Em geral, podemos escrever

Pla1 < By <bi,-+,ay < B, < by) =

bl bn
:/ / g(xl,t1]0)g(x2,t2—tl\xl)u-g(xx,tn—tn_l\xn_l)dxnmdx]. (1.2.0.1)
ag dp
Podemos estender a equagdo (1.2.0.1) , de acordo com o seguinte teorema, cuja demonstracao

pode ser vista em Evans (2012, p.39-40) [5].

Teorema 6. Seja B;(-) um movimento browniano uni-dimensional. Entdo, para todo n inteiro
positivo, para todo tempo 0 =tg < t| <t < --- < t, e para cada fungdo f : R — R, temos que

B (BBl = [ [ s m)glnni0pglo,n —nlu)

co 8(Xny by — ty—1)Xn—1)dxp - - - dxy.

Quando f(x1,-*+,%n) = Xay by](X1),* s X[an b, Xn), temos (1.2.0.1). Aqui X4, ) (xi) € definido
como

(x;) = 1, se x;€[a;,bi]
Xab) Y =0, se x; ¢ lai, bi],

parai=1,...,n.
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Proposicao 7. Se (B;);>0 é um movimento browniano, entdo para quaisquer tempos s e t temos
E[B;B;| = min{s,t}.

Demonstracao. Considere 0 < s <t, entdo

E(B:Bs) = E((B/)Bs)
= [E((B; — Bs+ Bs)Bsy)
= E(([B: — Bs] + Bs)B;)
((
((

= E((B; —By)B;+B?)

— E((B,— By)By) +E(B?) (1.2.0.2)
= E((B,—By)By) +s (1.2.0.3)
= OXxBs+s

S.

De (1.2.0.2) para (1.2.0.3) utilizamos que E(B?) =s. Em (1.2.0.3) usamos que (B; — Bs), com
t >s5>0,é6umaN(0,7 —s) e portanto E(B; —B;) =0. m

1.2.1 Variacao quadratica
Considerando um processo estocdstico continuo X; : Q — R e uma parti¢ao no intervalo [0, ]
P={0=1j <t} <--- <t} =t} e com seu médulo dado por |P| = max<;<,(t; —ti—1), temos

que, para p > 0, a p-variagdo do processo X; denotada por [X ],(p ) ¢ definida como

X)) (e \113\302 X, () — X, (0)”. (1.2.1.1)

Em particular, se p = 2 entdo [X ]tz ¢ chamado de variac@o quadratica do processo. Dessa forma,
a variagcdo quadrética do movimento Browniano B; € definida como

8)? ‘ 11)1‘5102 B, — B, ,|*. (1.2.1.2)

Embora as somas na equacao acima sejam aleatdrios, seu limite nao € aleatério, como mostra
o resultado a seguir.
Usaremos L?(Q) para denotar o espaco de todas as varidveis aleatérias X com E(|X|?) < oo.

Teorema 8. (Variacdo Quadratica) Considere um intervalo finito |a,b] e suponha P = {a =

10,11, ytn—1,t, = b} suas particoes, com |P| — 0 quando n — . Entdo

Z B, —B, ) —b—a, (1.2.1.3)

em L*(Q) quando n — oo,

Note que convergéncia em L?(Q) implica convergéncia em probabilidade. Por outro lado,
convergéncia em probabilidade de uma sequéncia implica convergéncia quase certa de alguma
subsequéncia. Portanto, existe uma subsequéncia { P} de {P} tal que a convergéncia na Equacio
(1.2.1.3) é uma convergéncia quase certa, ja que |P| tende a zero. Na verdade, a convergéncia
quase certa na Equacdo (1.2.1.3) é garantida se a sequéncia {P} satisfizer a condi¢do:

ppChC---CHhC-
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Demonstracao. Seja

n
Z Blk Blk 1
Entao .
Q b Cl = Z Btk Btk 1 (tk—tk,1>
k=1
Logo,

E((Qu—(b—a))®) = kz ilE{Ksz—Bz“)Z—(rk—rk1>M<Bf,.—Br_,-1>2—<rj—rj_1>]}.

Para k # j, o termo na soma dupla é

E{[(By — By_y)* = (tx — i) YE{[(By, = By, )* = (5~ 1j-1)]},

pois séo incrementos independentes. Como B; — B; é N(0,f — s) para todo 0 < s <7, temos que
E(B, — By, , )2 =1, —t;_, e assim a soma dupla resulta em 0.
Agora, se k = j, temos

E((Qn—(b—a)?) = Y E{[(By By )*— (tx—tx—1)[(By, —By_))* — (tx —1x-1)]}

k=1
= Z ]E{(Btk _Bfkq)4 - 2<Btk _Btkfl)z(tk _tk—1> + (tk - Z‘kfl)z}
k=1
_ (Blk_Blk—1)4_ (Bfk_Bfk—l)z N 2
N I;]E{[ (e —tx—1)? ? (tk — tk—1) +1](tk tkl)}
— - (Btk_Btkfl)z ? 2
N ;EH (k= ti—1) _1] (tk_tkl)}
Y2
= éE{(Ykz—l) (tx —tk—1)"}
Ou seja,
E((Qn—(b—a))z)=];E{(Yk2—1) (tk — k-1)"}
onde
Y, = (Btk_Bfk 1)
(e —tx—1)

é N(0,1). Portanto, para alguma constante C

Note que:

i(tk_tk—l) = (—t)+(—t)+(tB—0)+ -+t —ta1)

~
I
—_

H—to+th—Hh+i3—th+- -+t —1l—1
= —fy+1t.
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Logo,
n ) n—1
Z(fk —f-1)” = Z (i1 — 1) (k1 — 1)
k=1 =0——~—"
<|P|
< [Pl(tn —_10)
b a
< [P|(b—a)
Assim,

E((Qn—(b—a))*) < CY (x—tc1)?

onde C|P|(b—a) — 0 quandon — co. W

Este resultado mostra que a variagio quadratica de By, no intervalo [0,¢] é diferente de zero', e
portanto a variacao total de sua trajetéria € infinita (Klebaner (2005) [10]), ou seja, 0 movimento
browniano nao € um processo de variacao finita (mesmo em intervalos de tempo finito pequeno,
o grafico de sua trajetoria tem variacao infinita).

1.2.2 Movimento browniano no R¢

O movimento browniano pode ser estendido para o RY da seguinte forma. Um processo
estocéstico (B;);>0 = (B} ,...,B¢) com valores no R, é um movimento browniano d-dimensional
se

(a) paracadak=1,....d, (B¥);>¢ é um movimento browniano unidimensional;
(b) as o-dlgebras #* := .Z (BX|t > 0) sdo independentes, k = 1,...,d.

Pelos argumentos acima, podemos construir um espago de probabilidade, e nele, d movimen-
tos brownianos unidimensionais independentes B*(-)(k=1,....,d). Entdo B*(-) = (B ("), ..., B("))
é um movimento browniano d-dimensional. Em outras palavras, dizemos que B¥ = (B}, ..., BY)
é um processo de Wiener m-dimensional se B}, ..., B? sio processos de Wiener independentes.
Desse modo, sdo vélidas as seguintes propriedades:

(i) E(B*BL) = (tns)Ay, (ki1=1,....d),
(i) E((B*—BY(B'—B)) = (t —s)Ay, (kI=1,....d; t >5>0),
em que,
w=o s iz
De fato, no item (i), se k # [, entdo
E(B{B;) = E(B;)E(B;) =0,

por independéncia. Ainda em (i), se kK = [, entdo para 0 movimento browniano Bf, temos que
E(B*BX) =t A5, como mencionado anteriormente.

'a variagdo quadritica do movimento browniano no intervalo [0;¢] é t quase sempre, mais detalhes podem ser

vistos em diversos livros que falam sobre EDE como Klebaner (2005) [10], Kuo (2005) [12] e Oksendal (1998)
[19].
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Agora, no item (ii), se k # [, entao

E((B; —By)(B; —By)) = E((B/B; —B;B,— BB, +BB))
= E(B{B) —E(B/B,) —E(B{B)) +E(BB))
= 0.

E se k = [, entdo

E((Bf —BY)(B;—B})) = E((Bf —B)*)
E((Bf)* —2B/B + (B)*)
E((Bf)*) —2E(B{By) +E((B)?)
=s/\t
t—2s+s

= t—3.

1.3 Martingale

A teoria dos martingales teve origem com o objetivo de fornecer informagdes sobre a apa-
rente impossibilidade de ganhar dinheiro fazendo apostas em jogos justos. O sucesso da teoria
ultrapassou em muito suas origens, e a teoria de martingale € agora uma das principais ferramen-
tas no estudo de processos aleatdrios. Nesta se¢do, apresentaremos brevemente alguns conceitos
uteis da teoria de martingales para a dinamica estocdstica.

Defini¢io 9. Uma filtragcdo num espagco mensurdvel (Q,.F ) é uma familia crescente (%)t >0
de o-dlgebras de 7.

Em outras palavras, para cada ¢, uma familia .%; de o-dlgebras em Q parametrizadas pelo
tempo ¢ > 0, é chamada de filtragdo se .#; C .%; C % para todo s < t. Um espago mensurdvel
(Q,.7) dotado de uma filtracao (%), > 0 é chamado de espaco filtrado.

Um exemplo de filtragdo € a gerada por um determinado processo estocdstico X;, denotada
por 6(X, : 0 <u <t), que corresponde a informagdo obtida sobre o processo até o tempo ¢.
Heuristicamente, uma filtracdo € usada para modelar um fluxo de informagdes, isto €, conforme
o tempo passa, um observador consegue saber mais detalhes sobre os acontecimentos, ou seja,
particdes mais “finas” de Q. Por exemplo, seja .%; C 77, onde .%;, 7 sao duas filtragdes dadas
que representam o conhecimento que dois observadores podem adquirir até o tempo ¢. Dessa
maneira, o observador .77 possui mais informagdes. De outra forma, essa o-algebra representa
a colecdo de eventos que podem ou nao tem ocorrido até o tempo ¢.

Definicao 10. Um processo estocdstico X, é dito ser adaptado em relacdo a filtracdo F; : t €
[0,T] se para cada t € [0,T], a varidvel aleatoria X; é mensurdvel em F, isto é, {X; < a} €
T, Va € R.

Dizemos que uma sequéncia de varidveis aleatdrias discretas {M,, : 0 < n < eo} é um martin-
gale com respeito a sequéncia de varidveis aleatdrias {X,, : 1 <n < e}, desde que a sequéncia
{M,} exista e tenha duas propriedades bésicas. A primeira propriedade é que para cada n > 1
existe uma fungio f,, : R? — R tal que M, = f,(X,X,...,X,) e a segunda propriedade é que a
sequéncia {M,, } satisfaz a identidade fundamental de martingale:

E(Mn|X1,X2,...,Xn_1) :Mn—la Vn Z 1. (1301)

A intuicdo por tras dessa definicdo € explicada da seguinte forma. Podemos pensar no X;
como o resultado do i-ésimo resultado de algum processo de jogo, digamos a cara ou a coroa
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que alguém observaria em um lancamento de moeda. Também podemos pensar em M,, como a
fortuna de um jogador que faz apostas justas em quantidades varidveis nos resultados dos lanca-
mentos de moedas. A férmula (1.3.0.1) nos diz que o valor esperado da fortuna do jogador no
tempo n, dada todas as informagdes nos primeiros n — 1 lancamentos da moeda, é simplesmente
M,,_1, ou seja, o valor real da fortuna do jogador antes da n-ésima rodada do jogo do langamento
da moeda. Entdo, se quisermos prever o proximo valor baseando-se em todos os valores prévios,
nao havera melhor valor do que o atual.

A propriedade martingale (1.3.0.1) leva a uma teoria que ilumina brilhantemente o fato de
que um jogador em um jogo justo nao pode esperar ganhar dinheiro, por mais inteligente que ele
faca suas apostas. Dessa forma, os martingales excluem a possibilidade de estratégias de ganho
baseadas no histérico do jogo e, portanto, sdo um modelo de jogos honestos. E também uma
técnica utilizada no mercado financeiro, para recuperar operacdes perdidas.

Definicao 11. Dizemos que um processo estocdstico X; (t > 0) adaptado a filtracdo F; e com
E|X;| < oo para todot € T é um martingale se, e somente se,

E(X;|.%;) = X;, quase sempre, (1.3.0.2)
para s <t em[0,T].

De acordo com a defini¢do, temos que a esperanca de um martingale € constante no tempo e
igual a E[M))]. De fato, seja M; um martingale para 0 <t < T, isto &, E(M;|.%;) = M. Em parti-
cular, E(M;|-%y) = M. Consequentemente, utilizando a propriedade 2 de esperanga condicional
dada na péagina 16 temos que

E[M;] = E[E(M;|-F0)] = E[My).
Se substituirmos a igualdade na equagdo (1.3.0.2) por sinais de desigualdades, teremos a
definicdo de submartingales e supermartingales, isto €,

E(X;|-%s) > Xs, quase sempre, (submartingales)

E(X;|-%;) < X;, quase sempre, (supermartingales)
A seguir s@o dados alguns exemplos de processos que possuem a propriedade de martingale.

Exemplo 3. Tome %, = o({X1,...,Xn}) e Sy = Y.} | X, onde X, sdo varidveis aleatorias inde-
pendentes tais que E(X,) = 0. Observe que {.F,} é uma filtragdo, pois

Fi=0({X1)), Pr=0({X1,X2}), o, Tpn=0({X1,.. Xa}) = F1 C T C - C Fp.

Além disso, {S,} é um martingale, pois

n—1
E(Sﬂﬁn_l) = E(anf/\n_l) —|—E(Z Xﬂfn_l)
i=1

Como Z?;ll X; é mensuravel em %, 1, segue pela propriedade de esperanca condicional

que
n—1

n—1
E(Y Xi|Z-1) =) X
i=1

i=1
E ainda, como X,, sdo varidaveis aleatorias independentes,

E(X,|Z0-1) = E(X,).
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Logo,
n—1 n—1
E(Xn‘ﬁn_l)—f—E( Xi|§n_1):E(Xn)+ Xi=S,1.
—1 =1

1

l
Ou seja,
E(Sn|gn71) - Snfla

e assim, S, é martingale.

Exemplo 4. Seja B; o movimento browniano e considere a filtracdo #; = 6(By,s < t). Entdo
(1) B; é um martingale;

(2) B? —t é um martingale.

De fato,

(1) Como B; é mensurdvel em .%;, segue pela propriedade de esperanga condicional que
E(B;|-%#;) = By, e sendo B; s — B, independente de .%; segue que E(B;4s — B;|.%;) = E(B;4s —
B,). Assim sendo, temos que

E(Bi+s|-%:) = E(Bi+s — B: + Bt|-%#:) = E(Bi+s — Bt|:#:) + E(B:|.%:) = B:.

(2) Usaremos para provar este item, que sendo (B;s — B;) independente de .%; e g uma
fun¢do continua, entdo g[B;+s — B;] também ¢é independente de .7, ou seja,

E(g[Bi+s — Bil|-F1) = E(g[Br+s — Bi]). (1.3.0.3)
Primeiramente, notemos que
E(Bls|71) = E[(B+Bis—B)*|F]
= E[B; +2B,(Bi1s—Bi)+ (Bis—B,)*|. 7]
E[B}|. 7]+ E[2B:(Br+s — B:) | 7] + E|(Bss — B)*| 7).
E tais esperancas podem ser calculadas da seguinte forma:

(a) ]E[B?L%] = Btz, pois temos a informagao até o tempo ¢, e sendo B; mensuravel em .%,, sabe-
mos quais valores de B, tem ocorrido. Ou seja estamos tomando g(x) = x> em (1.3.0.3).

(b) Da independéncia de (B;+s — B;) com relagdo a .%; e do fato que B; é mensurdvel em .%;,

segue que
2E[B;(Bi1s—B)|.#1] = B/E[Bys—B|.F]
- B[]E(B[+S - Bt)
0.

(¢) Usando g(x) =x? em (1.3.0.3), e o fato que o incremento B;, ; — B; tem distribui¢io N(0, s),
E[(Bi+y — B.)*| 7] = El(Bis — B,)’] =.
De (a), (b) e (¢), temos que
E[Bt2+s"%] = B12 T .

Logo,
]E[Btz+s"%] - (t+s) = 312 -1,

€ assim,
E[Bf s — (t+5)|.%] = B 1.

Portanto, o processo X; = B,2 —t ¢ um martingale, uma vez que

E[X,+s|(%] =X
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1.3.1 Martingale local e semimartingale

Uma varidvel aleatéria 7 : Q — [0, 0] munida com uma filtracdo é {.%; } chamada de tempo
de parada se
T <t]e€.Z,(t>0). (1.3.1.1)

Em outras palavras, se o conjunto {® : T(®) < ¢} for mensurdvel em .%; para todo ¢ > 0, entdo
T é um tempo de parada. Se a filtracdo .%, for continua a direita, isto é, se .%; = .%,+ onde .Z#,+ =
Ns>¢-Z5 (limite lateral da filtragdo a direita), entdao a equagado (1.3.1.1) dada acima corresponde
a[T <t]€.%,(t >0). Este fato ¢ demonstrado em Sondermann (2006, p.39) [24].

A ideia do tempo de parada, como o nome ja induz, tem o objetivo de indicar quando um
determinado processo para. Por exemplo, sabemos que a quantidade de informagdes que uma
familia de varidveis aleatdrias possui reflete no tamanho da sua o-algebra, ou seja, quanto maior
for uma o-dlgebra mais informagdes temos sobre uma familia de varidveis aleatdrias. Além
disso, sabemos também que conhecer um processo até um tempo ¢ equivale a conhecer a -
algebra .%;. Dessa forma, um tempo de parada 7 é uma variavel aleatdria que revela algum
acontecimento nas trajetorias. Consequentemente, 7" apresenta uma situacao que ocorre somente
até o tempo ¢.

O tempo de entrada de X em G, onde X denota um processo estocdstico adaptado em R e
G C R4, é dado pela varidvel aleatéria

To(w) =inf{t > 0: X,(w) € G},
onde por conveniéncia definimos que inf{0} = oo.
Proposicao 12. Seja X um processo estocdstico continuo com F; sua filtracdo natural.
1. Se G for fechado entdo Tg é um %, tempo de parada.
2. Se G for aberto entdo Tg é um %+ tempo de parada.

A demonstrac¢ao da proposi¢ao pode ser vista em Ruffino (2009, p.42) [22].

Dado um processo estocéstico X e um tempo de parada 7' com relagdo a .%;, o processo que
fica constante a partir de T é chamado de processo parado e é dado por (XT); := X;r7.

E possivel verificar que todo martingale é um martingale local. Para isso precisaremos de
alguns conceitos relacionados a integracao uniforme. Nao entraremos em detalhes, mas o leitor
interessado pode consultar, por exemplo, [Klebaner, 2005, p.186] [10].

O termo “local” em martingale local, pode ser entendido tanto no sentido de espago como no
sentido de tempo, pois podemos restringir processos adaptados a certos conjuntos mensuraveis
de acordo com nossas necessidades definindo os tempos de parada adequados que podem ser
abertos ou fechados de acordo com a Proposi¢ao 12.

Diz-se que um processo X tem variagdo finita se tiver variacdo limitada para cada intervalo
de tempo finito (com probabilidade 1). Tais processos sdo muito comuns e incluem, particular-
mente, todas as fungdes continuamente diferencidveis. Uma fungdo f : [a,b] — R € de variaco
limitada ou também chamada de variacao finita no intervalo [a,b] se

sup Y 1f (i) = fxic1)] p <o,
i=1

em que a =xp < x| < -+ < x, = b é uma particdo de [a,b],a < b.

Definicao 13. Um processo estocdstico continuo X é chamado de semimartingale se ele é a
soma de um martingale local M e um processo de variagdo finita A.
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Ou seja, admite uma dnica decomposi¢cdo, chamada de decomposi¢cao de Doob-Meyer, da
forma

com My = Ay =0 e Xy é o valor inicial.
Para verificar que a decomposi¢do de um semimartingale € tinica, precisamos do seguinte
teorema cuja demonstracdo pode ser vista em Revuz e Yor (1999, p. 134, Proposicao 1.2) [21].

Teorema 14. Dado M um mantingale continuo. Se M tem variagdo finita, entdo M é constante.

Com este teorema € simples verificar que a decomposi¢io dada na equagdo (1.3.1.2) € tinica.
Suponha que existe uma outra decomposicao, X; = Xo + N; + B;, onde N é um martingale e B
um processo de variacdo finita. Entdo

Mt—Nt :Bt_Ah

mas M; — N; é um martingale. Como My = 0, temos que Ny = 0 e pelo teorema M; —N; =0 e
assimM; = N; e A; = B;

Como mencionado anteriormente, como todo martingale ¢ um martingale local podemos
dizer que um processo estocdstico continuo X é chamado de semimartingale se ele é a soma de
um martingale e um processo de varia¢ao finita.

1.4 Integral de Wiener

Nesta secao, queremos dar sentido a seguinte integral:

/ bf (t)dB,(o) (1.4.0.1)

onde B, (®) é o movimento browniano e f é uma fun¢io deterministica, ou seja, ela ndo depende
de @. Para cada w € Q queremos definir a integral (1.4.0.1) usando a regra de integracdo por
partes do célculo usual como sendo

b b
/a F(6)dB () = £(1)B,(0)[2 / B/(0)df (7). (1402)

A classe de fungdes f(7) no qual a integral fab f(t)dB;(w) ¢é definida para todo w € Q é
bastante limitada pois, tal integral sé existe se f(¢) for uma funcéo continua de variag@o limitada,
devido a definicao da Integral de Lebesgue. Portanto, para uma fun¢do continua de variacdo
ilimitada, ndo podemos usar a equag@o (1.4.0.2) para definir a integral | f f(t)dB;(w) para cada
o <€ Q.

Note que, de fato, f: [0,1] — R dada por

0, se t=0
tsen(%), se 0 <t <1,
¢é continua, mas nao € de variacao limitada, visto que a fun¢do oscila muito quando ¢ estd préximo
de zero. Nao entraremos em detalhes, mas isso pode ser observado no grafico da funcio a seguir.

Precisamos de uma forma diferente para definir a integral | f f(t)dB,;(w) para uma classe
mais ampla de fung¢des f(¢). Essa nova integral, chamada integral de Wiener de f, é definida
para todas as funcdes f € L?[a, b].
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Figura 1.2: Gréfico da fungdo f(x)

Para definir a integral em relacdo ao movimento browniano comegaremos por processos
escadas, isto €, um processo que € constante por partes na varidvel . De maneira formal temos
que, se existir uma parti¢do {a =1ty <t < --- <t, = b} do intervalo [a,b] tal que

fO)=ft) se t; 1 <t<t, 0<i<n—1,

entdo f(¢) é um processo escada ou processo simples.
Para um processo simples f definido em [a, b], tendo a forma

f(t) =

D=

f(ti) 1 [fifl ,l,‘] (t)7

1

onde 1y, | ,1(#) € a fungdo indicadora do intervalo [f;1,] definimos

b n
/ f(0)dB, =Y f(1;)(B;, —By_,). (1.4.0.3)
a i=1

Lema 15. Para uma funcdo escada f, a varidavel aleatoria I(f) é Gaussiana com média 0 e
varidncia

E(I(f)?) = /  fe)r. (1.4.0.4)

Demonstracio. E conhecido que uma combinacio linear de varidveis aleatérias gaussianas
independentes também € uma varidvel aleatéria gaussiana onde a média € a soma das médias das
varidveis aleatdrias. Portanto, pelas condi¢oes (2) e (3) da defini¢do do movimento browniano
(Definigdo 5), a variavel aleatéria I(f) definida pela equagdo (1.4.0.3) é gaussiana com média
0. Verifiquemos a equacao (1.4.0.4).

E((f?) = i £(5) (B, — By ,)P)

n
— E Z f tl t] B[l Bti—l )(Btj — Btj—l )
i,j=1

Se i = j temos
]E(Bl,' _Bl,;l)z =1 —1i1,

Por outro lado, se i # j
E(B;, — By, 1)(Bt] B’J*I) =0.
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Portanto,
b
)= Y -t = [ 0P
i=1 a
n
Tome f € L?[a,b] e escolha uma sequéncia {f,}°>_; de fungdes escadas tais que f, — f em
L*[a,b]. Pelo Lema 15 a sequéncia {I(f,)}_, é uma sequéncia de Cauchy em L*(Q).De fato,

E'fn_fm’2 = E‘fn_f+f_fm’2
< 2E|fy— fIP+2E|f — ful?

e assim, para n,m suficientemente grande temos que E|f, — fm\z < € uma vez que f, — f em
L?*(Q), e portanto, ela é limitada e convergente em L*(Q). Defina nesse espaco,

1(f) = lim I(fy). (1.4.0.5)

Para que /(f) esteja bem definida, precisamos mostrar que o limite da equac¢do dada acima
existe independente da escolha da sequéncia {f,}_,. Entdo, tomemos uma outra sequéncia de
fungdes escadas que convergem para f, a qual denotamos por {g,, }. Entéo, pela linearidade do
mapeamento / e da equacgdo (1.4.0.4),

b
E(1(fu) = 1(gm)*) = E(I(fa—gm)|*) = /a (fult) —gm(t))?dr.
Reescrevendo f;, (1) — gm(t) como sendo

Jn(t) = &m(t) = fu(t) —gm(t) — f(t) + f(t) = [fu(t) — £(&)] — [gm(t) — f(2)]

e usando a inequagio (x —y)? < 2(x? +y?)

b b
[ G0~ gute) e = /Gﬁ@—ﬂﬂ [en(0) — (0] e
< 2 [ 160~ S0P +lgn ()~ o)

que tende a zero quando n,m — c. Consequentemente, lim,_o I(f,) = limy, e I(g,) € assim
I(f) estd bem definida.

Dizemos que o limite I(f) definido pela equag@o (1.4.0.5) é uma integral de Wiener de f a
qual € denotada por

= (/bf(t)dB,> (), ®e€Q, quase sempre.

Por simplicidade, ela serd denotada ao longo do trabalho por [” f(¢)dB; ou [” f(t)dB; ().

Teorema 16. Para cada f € L?|a,b] a integral de Wiener [ f f(t)dB; é uma varidvel aleatéria
Gaussiana com média zero e varidncia || f||> = f f(t)%at.

Demonstracao. Pelo Lema 15, a afirmacgao € verdadeira quando f € uma funcdo escada. Para
f € L?[a,b] de forma geral, a afirmacdo segue do seguinte fato conhecido: Se X, é gaussiano
com média u, e varidncia 6> e X, converge para X em L?(Q), entio X é gaussiano com média
u = lim, ;. W, e variancia 02 = 1limy_ye an. [ |

Outra caracteristica interessante da integral de Wiener é que ela € um martingale, como
mostra o préximo teorema.
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Teorema 17. Seja f € L?[a,b], onde L?|a,b] denota o espaco de Hilbert* de todas as fungées
quadrado integrdveis a valores reais em [a,b|. Entdo o processo estocdstico

b
M,:/f(s)st, a<t<b,
a

é um martingale com relacdo a %, = 6{By;s <t}

Primeiro mostraremos que E|M;| < oo, V¢ € [a,b], pois € uma das exigéncias da defini¢do
de martingale. Aplicando o Teorema 16

E(|m]?) / £ (s) s < / £ (s) s,

Entio E|M;| < {E(|M;[*)}'/? < oo.
Agora, provaremos que E(M;|Zs) = M, s <t.Mas

M, = M, + / " (w)dB.

e M é mensurdvel com relagdo a .%;. Entao

E(M,|.Z,) = M, + E [ / t f@)dBu\%] |

Dessa forma, basta mostrar que a esperanca do lado direito € zero para s < ¢.
Primeiro, suponha que f seja uma func¢do escada dada por f =Y, aily, | y.ondefp=se
t, = t. Nesse caso, definimos

/ flu Y ai(B,— B, ).

Como B;, — B;;, |,1 <i < n sido todos independentes de .%;, E[(B, — By, ,)|-#s] =0, Vi, como
queriamos mostrar e assim E(M;|.%) = M;.

Agora, suponha que f € L?[a,b] e escolha uma sequéncia {f,}°_; de fungdes escadas con-
vergindo para f.

Considerando a desigualdade condicional de Jensen

E[X?|.#]. Logo,
s[( [ i~ reapan,)

Usando a propriedade E(E[X|.#]) = EX da esperanga condicional e aplicando o Teorema 16:

E [ A (fn<u> —f(u)) deu}

que converge para zero quando n — oo. Assim, a sequéncia E[[! f, (u)dB,|.%;] de varidveis alea-
térias converge para E[ [! f(u)dB,|.%;] em L?(Q). Observe que a convergéncia de uma sequéncia

3 com ¢ (x) = x? temos que |E[X|.Z]|?> <

2

\E [t ryas,

2

iz [t rw)a,

2Um espago de Hilbert é um espago vetorial com produto interno que também é um espaco de Banach com a
norma candnica definida pelo produto interno: |x| = /< x,x >

3Se X € L'(Q), ¢ é uma fungio convexaem R e ¢(X) € L!(Q) entdo ¢ (E[X|¥4]) < E[¢p(X)|¥], onde ¥ é uma
filtragdo.
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em L?(Q) implica convergéncia em probabilidade, o que implica a existéncia de uma subsequén-
cia convergindo quase certamente. Portanto, escolhendo uma subsequéncia, se necessario, po-
demos concluir que, com probabilidade 1,

ff} _E [ / ' (w)dB.

lim E { / ' f(w)dB. ff] .

n—oo

Ja mostramos que E[[! f(u)dB,|-Z,] = 0 vale para fungdes escadas, entdo E[[! f,(u)dB,|.Z;] =
0. E assim, a equagdo acima também € igual a zero. Logo,

E [ A f(u)dBMs] —0,

para qualquer f € L*[a,b] e, portanto, M; = [! f(s)dB, é um martingale.

Uma questio que podemos pensar é: e se f; nao for deterministico? Ou seja, e se f; agora for
estocdstico. Serd que ainda conseguimos definir uma integral? O préximo capitulo € destinado
a responder esses questionamentos.



CAPITULO

2

Integral estocastica, Formula de It6 e
uma introducao as equacoes
diferenciais estocasticas

Neste capitulo, vamos definir integrais estocdsticas com respeito a0 movimento browniano
e forneceremos suas propriedades. Aqui, estamos preocupados em definir uma integral seme-
lhante a dada em (1.4.0.1), porém com o integrando f(¢) ndo sendo mais deterministico, e sim
estocdstico.

Existem vdrias maneiras de definir uma integral estocdstica. As duas maneiras mais co-
nhecidas sdo a integral de It0 e a integral de Stratonovich. Cada defini¢do leva a um calculo
estocdstico diferente e portanto, ao falar de integrais estocdsticas € importante especificar qual
maneira estamos usando.

O exemplo a seguir ilustra uma dificuldade que surge quando tentamos estender este conceito
para processos mais gerais por aproximacao conforme a integral de Riemann-Stieltjes. Esta di-
ficuldade estd relacionada com o fato das trajetérias do movimento browniano terem variagao
ilimitada em todos os lugares, como pode ser visto, dentre outros em Evans (2012) [5] ou até
mesmo lembrando no inicio do Capitulo 1 onde explicamos brevemente que a variacdo quadra-
tica de B; é t > 0 quase sempre, e portanto B, tem variac¢do infinita em [0,z].

Exemplo 5. Dado um movimento browniano B;,t > 0 e um intervalo [0,T| tomemos para cada
m=1,2,... os seguintes processos escadas:

& n n+1
fn(t):ZiBizfmll[iz;ml,%}(t)_FBszlZIanT}(t) se ﬁ§T< o
i=
n n+1
g”<t):23%1[%72%]<t)+BT1[2%>T](t> se 2—m§T< o

35
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Entdo, de acordo com (1.4.0.3), temos

T
E(/o fn(f)dBt) = H":<ZB"2,,,11[1'2,"172 }()‘FB%I[Z%,T](I))

pela independéncia dos incrementos do movimento browniano, os quais tém média zero. Por
outro lado,

]E(/()Tgn(t)dB,) = (iBzznl e )+BT1[2¢n,T}(t))

i=1

Com este exemplo percebemos que, embora ambos os processos escadas parecem serem
boas aproximagdes para o processo Byt € [0, T, suas integrais ndo sdo préximas entre si, inde-
pendente do n escolhido.

Como fizemos no exemplo acima, € razodvel aproximar um dado processo estocdstico X;,t €
[a,b] considerando processos simples Y %i—1(@)1}, | ,(¢) com uma particdo do intervalo
[a,b] e ¥i—1(®w) um ponto do intervalo [t;_1,#]. A partir disso, esperariamos definir | ab X;dB;
como o limite das integrais destes processos simples quando a norma da parti¢ao tende a zero.
Entretanto, o exemplo acima mostra que este limite vai depender dos pontos ¥ (®) escolhidos.
A integral estocdstica de Itd corresponderd, como veremos a seguir, a escolha do ponto extremo
esquerdo do intervalo [t;_1,1;].

A outra nog¢ao de integracao estocastica muito usada, a Integral de Stratonovich, corresponde
a escolha do ponto médio do intervalo [t;_1,#;]. Uma comparagdo entre as duas integrais menci-
onadas pode ser vista em Oksendal(1998) paginas 32-34 [19].

2.1 Integral de Ito

Vimos, no Teorema 17, que o processo estocdstico

t
M,:/f(s)st, a<t<b,
a
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¢ um martingale. Queremos saber agora como se pode definir uma integral estocdstica da forma
/ f f(t,0)dB;(w) onde f(t,®) é um processo estocdstico ndo antecipado em relagdo a filtragdo

— 0{Bs:s <t} e [PE(|f(t)*)dt < o tal que
Mpi/f@wwmxw)agtgb

seja martingale !. Denotaremos f(¢, @) por f;(®) a fim de facilitar a notagdo.

O termo “ndo antecipatorio” usado por It € hoje em dia comumente chamado de “adaptado”,
que nds definimos no inicio da Sec¢@o 1.3. Quando o integrando é uma fung¢io determinista f(z),
a integral de It0 | : ftdB:(®) se reduz a integral de Wiener definido na Secéo 1.4.

Nesse sentido, consideremos f; = B, e vamos determinar | f B:dB;. Tomemos as seguintes
somas de Riemann

n
L,=Y B, (B,—B,,) (2.1.0.1)
i=1

n
Ry=) Bi(B;—B; ) 2.1.0.2)
i—=1

onde os valores dos pontos para L, e R, sdo os extremos do intervalo [t;_1,t], isto é, o ponto
inicial #;_1 e o ponto final #;, respectivamente. Subtraindo L, de R,, obtemos

zn: (B — By, (2.1.0.3)

Onde lim,, (R, — L,), se existir, é a variagdo quadrética do movimento browniano. Apli-
cando o Teorema 8 na equacgdo (2.1.0.3) concluimos que

lim (R, —L,) = b—a.
|P|—0

Consequentemente, limp|_,g R, # limjp|_,o L. Por outro lado,

Ri’l + Ln - Z (Btl + Btt 1 ) (Btz Bti*l )

- B;—B. (2.1.0.4)

Segue das equagoes (2.1.0.3) e (2.1.0.4):

R, = E B%_Bi"f’Z(Bti_Blifl)z )
L i=1 .
17 2 2 . 2_
L, = B B, — B, — Z(Bli _Bfi—l)
L i=1 J

ISe considerarmos na integral f(¢, @) como um processo estocdstico adaptado com relagio a .%, satisfazendo
a condigéo [ f | fl\zdt < oo (@ -quase sempre), entdo neste caso, a integral € uma varidvel aleatéria e em geral nao
possui integrabilidade. Essa falta de integrabilidade de um processo estocdstico leva ao conceito de martingale
local. Ou seja, a integral | f J:dB; serd um martingale local. Mais detalhes sobre isso podem ser vistos em Kuo
(2005, cap. 5) [12]
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Aplicando novamente o Teorema 8 nas equagdes acima, obtemos

1
| Il)igoRn =5 [Bl% —B24(b— a)] : (2.1.0.5)
. 1 2 2
|11)1|210Ln =5 |Bi-Bi-(b-a)|. (2.1.0.6)

Qual das equagdes devemos tomar para ser a integral que buscamos [ f B:dB;? Ou seja,
qual ponto de extremidade (esquerdo ou direito) devemos usar para a avaliacao do integrando?
Para decidir, tomemos o intervalo [0,¢], isto é, a = 0 e b = ¢ nas equagdes (2.1.0.5) e (2.1.0.6),
definindo dois processos estocdsticos

1 2 1 2
Rl:i Bt+l, Lt:i B[—t .

Note que R; ndo € martingale. De fato,
112 1 2

e

=1

e assim, a média de R; varia com o tempo ¢ e portanto ndo € constante (como observamos no
inicio do capitulo). Por outro lado, temos que L, € martingale (como vimos no Exemplo 4). Note

que, E(Lt):E{%[B,Z—t}}:%E{B?—t}:0.

Sendo assim, concluimos que se quisermos ter a propriedade martingale para essa integral
estocdstica [ at BdB; ainda a ser definida, devemos considerar o ponto final esquerdo de cada su-
bintervalo como o ponto de avaliacdo. E ainda, precisamos assumir que o integrando € adaptado
a filtragdo {.% }.

Por conveniéncia, usaremos L2, ([a,b] x Q) para denotar o espago de todos 0s processos
estocdsticos f(t,w),a <t < b, € Q, satisfazendo as seguintes condi¢des

1. f(t,w) é adaptado a filtracao {.%; };
2. JPE(|f)P)dr < o.

Os préximos resultados nos auxiliardo a definir | f BydBg, no qual, primeiramente, definimos
a integral estocdstica para processos escadas estocdsticos em Li 4(la,b] x Q), em seguida, enun-
ciamos um lema de aproximacdo crucial. E finalmente, definimos a integral estocdstica para
processos estocdsticos gerais em L2, ([a,b] x Q).

Se f é um processo escada estocdstico em L2 ([a,b] x Q) dado por

f(t,(l)) = Z %_l(w)l[l,’_hl‘i} (t)7
i=1

onde, 7 é mensurdvel em relagdo a 7;,_,, E(y? |) < e 1,4 (t) € a fungdo indicadora do
intervalo [f;_1,#;] . Entdo definimos

b n
1(f) = / fidBi =Y %-1(B,—B_,). (2.1.0.7)
a i=1
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Para quaisquer a,b € R e processos escadas estocdsticos f e g temos I(af +bg) = al(f) +
bl(g). Além disso temos o seguinte lema, cuja demonstracdo pode ser vista em Kuo(2005, p.44)
[12] e que omitiremos aqui por ser muito técnica.

Lema 18. Tome I(f) como definido na equagdo (2.1.0.7). Entao E[I(f)] =0e

B(1()P) = [ B(r0P)a (2.108)

Agora, para poder definir a integral estocdstica para processos estocdsticos gerais, precisa-
mos do seguinte lema de aproximagao que estende a defini¢ao da integral de It6 usando sequén-
cias de processos escadas.

Lema 19. Suponha f € L2 ,([a,b] x Q). Entdo existe uma sequéncia { f,(t);n < 1} de processos

Lo 5
escadas estocdsticos em 1L /([a,b] x Q) tal que

lim bE{y f(t) = fu(0)|*}dr = 0. (2.1.0.9)

A demonstragao deste lema € divida em trés casos, a qual podem ser vistas em Kuo (2005,
p.45-47) [12]:

1. Quando E(f;f;) é uma fungio continua em (¢,s) € [a,b]?;
2. Quando f € limitada;
3. E o caso geral, onde f € L2, ([a,b] x Q).

Por esse lema, podemos obter uma sequéncia { f,(¢);n < 1} de processos escadas estocdsti-
cos adaptados, de modo que a equacgdo (2.1.0.9) seja valida. E assim, pelo Lema 18 temos:

b
E((fu) ~I(fm)*) = /a E(|fu(t) = fu(0)P)dt,

o qual tende a zero, quando n,m — oo. Na equacdo acima, para cada n, I(f,) é definido pela
equacdo (2.1.0.7).

Definicio 20. O limite I(f) definido por I(f) = lim,_,eI(f,) é chamado de integral de It6 de
f e é denotado por ffftdB[.

Estas integrais sdo chamadas de integrais de It6, onde o nome Itd faz referéncia ao matema-
tico japonés Kiyoshi It6 (1915-2008) que desenvolveu grande parte da teoria bésica.

A seguir daremos algumas propriedades da integral de It6 cuja as provas podem ser vistas
em Oksendal (1998, pag. 29) [19].

Proposicao 21. Sejam f e g fungcoes mensuraveis e adaptadas a informagdo gerada pelo movi-
mento browniano, S < U < T, cea € R entdao

L [{ f(t)aB, = [{ f(t)dB, + [} f(r)dB,;
2. 4 cf(t)+ag(t)dB, = c [ f(t)dB;+a ] g(t) dB;;

3. E[f§ f(t)dB,] = 0;

# 5 ( (W s0a8)") £ (I o).
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A propriedade 4 € conhecida como Isometria de Itd.
O exemplo a seguir, mostra que a integral de 1t6 como definimos ndo se comporta como uma
integral usual.

Exemplo 6. Consideraremos a integral |, : B:dB; definida no inicio dessa secdo como sendo o
limite de I(f) - ;l:] %—1 (Bti - Bti*l ).
Quando usamos o ponto final esquerdo de cada subintervalo em uma particdo do intervalo

[a, D] para avaliar o integrando, obtemos a soma L, dada na equagdo (2.1.0.1). Se tomarmos
como integral o limite de L, com n — o entdo, para a equagdo (2.1.0.6) temos

b 1
/ B,dB, = E{Bi—BZ—(z)—a)}. (2.1.0.10)
a

Observe que o valor para esta integral é igual ao valor obtido para a integral |, ab B.dB;,
conforme definido na Sec¢do 2.1. De fato, note que temos E(B;By) =t \'s, 0 qual é uma fun¢do
continua de t e s e entdo podemos aplicar o caso 1 da demonstracdo do Lema 19 de acordo com
o integrando f(t) = By. E ainda, pela Definicao 20 temos

b
a n—oo

Agora, pela equagdo (2.1.0.7):

I(fn) = ZBIH (Bli _BtH)a

i=1

a qual é igual a equacdo (2.1.0.1) definida anteriormente para L,. Assim,
b
a n—soo

n
= g‘}oi;Bm (B, —Br,_,)

= limL,
n—so0

= %{ g_Bg_(b—a)}

Portanto, temos que

b 1
/B,dBt:—[B,z,—Bﬁ—(b—a)].
a 2
1

Observe que o termo —— (b — a) mostra que a integral de It6 ndo se comporta como a integral

usual. Adiante veremos a formula de Ito, que explica o aparecimento deste termo extra e facilita
o cdlculo de algumas integrais.

Consequentemente, de acordo com a forma que construimos, podemos pensar que a integral
de It6 | ab fidB; é definido de tal modo que o processo estocdstico X; = |, ; fsdBg,a <t <bé
um martingale, como foi mostrado, por exemplo, no inicio dessa secao quando consideramos
L, = fé BydBg,t > 0. O teorema a seguir, cuja prova pode ser vista em Kuo (2005, p.53) [12],
estende essa propriedade de modo geral.

Teorema 22. (Propriedade de Martingale) Suponha f € 1L.2,([a,b] x Q). Entdo o processo
estocdstico

t
Xt:/fsst a<t<bh, (2.1.0.11)
a

¢é um martingale com respeito a filtracdo {F;,a <t < b}.
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Observe que a integral estocdstica ndo € definida para cada @ fixo como uma integral de
Riemann, Riemann - Stieltjes ou mesmo uma integral de Lebesgue. Mesmo para o caso da
integral de Wiener, ele nao € definido dessa maneira. Portanto, a continuidade do processo
estocdstico na equagdo (2.1.0.11) ndo € um fato trivial, como na anélise real elementar. Dessa
forma, com relagdo a continuidade dos processos, temos o seguinte resultado que pode ser visto
em Kuo (2005, p.55) [12].

Teorema 23. (Propriedade de continuidade) Suponha f € 1.2 ,(|a,b] x Q). Entédo o processo
estocdstico

t
Xt=/fsst a<i<b,
a

é continuo, ou seja, quase todos os seus caminhos sdo fungédes continuas no intervalo |a,b].

2.2 Formula de Ito

O calculo usual lida com fun¢des deterministicas. Uma regra bésica para diferenciagdo € a
regra da cadeia, que fornece a derivada de uma func¢ao composta f(g(z)). Ele afirma que se f e
g sdo diferencidveis, entdo f(g(r)) também € diferencidvel e tem derivada

[f(g()] = f(g(1))g (z).

Em termos do teorema fundamental do cdlculo, esta igualdade diz que

760 = (gl = [ (65D (5)ds (2.2.0.1)

Por outro lado, o célculo estocéstico lida com fungdes aleatdrias, ou seja, processos estocas-
ticos. Consideremos a fun¢do composta f(B;), onde B; é um movimento browniano e f uma
func¢do diferencidvel. Uma vez que quase todos as trajetdrias de B; ndo sdo diferencidveis em
nenhum lugar (como pode ser visto, dentre outros em Evans (2012) [5]), a igualdade

[f(B)) = f'(B/)B;

ndo tem significado. No entanto, quando reescrevemos B',ds como um integrador d B, na integral
estocdstica, surge a seguinte questdo: a equagdo f(B;) — f(B,) = [} f'(Bs)dBs é vélida para
qualquer funcdo diferencidvel f?

Para pensar nisso, tomemos f(g(t)) = B?. Entdo, pela equagio (2.2.0.1):

t
B> —B’ = 2/ B,dBs,
a

o que contradiz a igualdade do Exemplo 6, com b = ¢, onde calculamos a integral estocéstica
usando a integral de Ito:

t
2/ BydB; = B> — B2 — (t —a).
a

Com isso, concluimos que a regra de derivagdo usual para a fungéo composta f(B;) ndo fun-
ciona para o célculo estocastico. E assim, ficamos com a seguinte questdo: existe uma férmula
para servir como regra da cadeia em uma forma integral para o célculo estocdstico? O préximo
teorema, que apresenta uma versao mais simples e que foi provado por Itd em 1944 [8], nos diz
que sim, existe tal formula.
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Teorema 24. Seja f(x) uma funcdo de classe C*. Entéo

f(Bt) = f(Ba) = /a f’(Bs)st+% /a 1" (By)ds, (2.2.0.2)

onde a primeira integral é uma integral Ito (conforme definido anteriormente) e a segunda in-
tegral é uma integral de Riemann para cada trajetoria de By.

O ultimo termo na equacgao (2.2.0.2) € uma consequéncia da variacdo quadrética diferente
de zero do movimento browniano B;. A grosso modo, significa que B; varia tanto que o termo
"dB?"ndo deve ser desprezado numa Férmula de Taylor para f(B,) e sim aproximado por dt,
uma vez que IE(B,)2 =t. Esta ideia fica mais clara na demostracao deste resultado (ver Oksendal
(1998, p.46) [19]). Este termo extra 5 [} f”(B;)ds distingue o cdlculo Itd do cdlculo de Leibniz
- Newton.

Exemplo 7. Tomando f(x) = €* pela equagdo (2.2.0.2) temos

t 1 t
eBa :/ eBSdBS—i——/ erds,
a 2 a

/ t P dB, = P — P — L s, (2.2.0.3)
a 2 a

Considerando agora f(x,7) uma fung@o de 7 e x com x = B, para obter um processo estocas-
tico f(By,t). Observe que t aparece em dois lugares, em um como uma varidvel de f e em outro
no movimento browniano B;. Para o primeiro 7, podemos aplicar o cdlculo de Leibniz - Newton.
Mas para o segundo ¢t em B;, precisamos usar o célculo Itd. E assim, uma versdao do Teorema
24 para este caso € o seguinte resultado cuja demonstracdo pode ser vista em Kuo (2005 p.100)
[12]:

arrumando os termos, temos

of df 092
Teorema 25. Seja f(x,t) uma fungdo continua com derivadas parciais 8f 8f PR ];contmuas
Entao
t aZf
f(Bi,1) = f(Ba,a) / 5, (Bss ds+/ 5 (Bs,s)dB; +2 3 (Bs,s)ds. (22.04)

Exemplo 8. Considere a funcio f(x,t) = tx* e o intervalo [0,t]. Entdo as derivadas parciais
de f sdo
9*f

8_f =x* 8_f 2tx 2

— = = 2t.
o " ox ’

e

Pela equacdo (2.2.0.4),

t t 1 t
B> = OB+ / Bds+ / 25BydBy + / 2sds
0 0 0

t t t
_ / Blds+2 / sBydB, + / sds
0 0 0
t t 2
— / Blds+2 [ sBdBy+ .
0 0 2

Com essa igualdade conseguimos obter o resultado de uma integral de Ito:

' 1 1
BydBs = —tB> — ~ BZ -
/o“ds 22 ds=7

Nos Teoremas 24 e 25, f(B;) e f(t,B;) contém uma integral Itd e uma integral de Riemann.
Isso leva a uma classe muito especial de processos estocdsticos a serem definidos abaixo.
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2.2.1 Processos de Ito

Usaremos .Z,;(Q, L"[a,b]) para denotar o espago dos processos estocdstico f(f,®) que sa-
tisfazem as seguintes condicoes:

* f; é adaptado a filtragdo {.% };
y ff |fi|Pdt < oo quase sempre.

Para p =2, a segunda condicao significa que quase todas as trajetdrias sao fungdes no espaco
de Hilbert L?[a,b]. Dessa forma, a fun¢io @ — f(-,®) é uma funcdo mensurdvel de Q para
L?[a,D].

Anteriormente, usamos a nota¢do L4 ([a, b] x Q) para denotar o espaco de todos os processos
estocdstico f(f, ) adaptados a filtragdo {.%;} tal que | : E|f;|?dt < o. Note que, o conjunto
(considerando p = 2) que pegamos agora € mais geral, ou seja, temos a seguinte relacao de
inclusao:

Lad([aab] X 'Q') - fad(Q,Lz[a,b]).

Definicio 26. Suponha que X (t),t € [0,T] é um processo estocdstico satisfazendo
r r
X(r) = X(s5) +/ Fdt +/ G,dB;, 2.2.1.1)
N N

para quaisquer tempos 0 < s <r <T, onde F, € £,4(Q,L'[a,b]) e G; € Z,4(Q,L?[a,b]). Neste
caso, dizemos que o processo X (t),t € [0,T| tem diferencial estocdstica

dX, = Fdt + G,dBy, (2.2.1.2)
paraQ <t <T.

Um processo da forma (2.2.1.1) é chamado de processo de Itd. Observe que a notagao dife-
rencial (2.2.1.2) € apenas uma forma compacta de expressar a relagdo (2.2.1.1). Além disso, os
simbolos dX;,dt e dB; ndo possuem significado sozinhos.

Exemplo 9. No Exemplo 6 vimos que

/aszde = %{Bi _B¢21 —(b—a)},
logo
B — B +2/bB,dB, +(b—a).
a
Reescrevendo a equagdo acima na forma diferencial, obtemos
d(B?) = 2B;dB; +dt.
Note que pela regra da cadeia do calculo usual, o termo dt ndo apareceria.

Podemos representar a variagdo quadrdtica [X, Y], de dois processos de It X; e ¥; em termos
de uma integral de 1t6. Essa representacdo d4 origem para a férmula de integracdo por partes.
Por definicdo de variagdo quadrética, temos

n

[va]t = lim (Xti _Xti—l)(Yti - tiﬂ)'
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Observe que a soma acima pode ser escrita da forma:

n—1 n—1 n—1 n—1
Z (Xti+1 _Xfi)(YfiJrl - le) = Z (Xti+1Yli+1 _Xfini) o Z Xti(Yti+1 B Yfl) - Z Yti(Xfi+1 _Xti)
i=0 i=0 i=0 i=0

n—1 n—1
= X, Y, — XYy, — Z Xti(Yli+1 - le) - Z Y; (Xfi+1 _Xli)
i=0 i=0

n—1 n—1
= Xi¥; —XoYo — ZXfi<Yli+1 _Yli) - Z Yti<Xti+1 _Xli)'
i=0 i=0

e, pela definicao da integral de Itd, obtemos:
t t
X,Y], = XY, — XoYo —/ X,dY; —/ YdX;.
0 0

Arrumando os termos na equacao acima, resultamos na férmula para integracdo por partes
ou também chamada de regra estocdstica do produto:

t t
XY — XoYo = / X,dY; +/ YdXs+ [X,Y]; (2.2.1.3)
0 0
ou, na forma diferencial:
d(X,Y;) = X, dY; + Y;dX; +d[X,Y];. (2.2.1.4)

Se
dXt - ‘u,Xtdl' + GXZch

dY; = Uy dt + oy, dB;
entdo o termo d[X,Y]; pode ser obtido pela multiplicagdo convencional de dX; e d¥;:
diX,Y], = dX,-dy,
= (U, dt + ox, dB;)(Ly, dt + oy, dB;)

= ux, My, dr? + Uy, Oy, dtdB; + ox, Lly, dtdB; + Ox, Oy, dBl2
Ox, Oy, dt.

Na tultima igualdade usamos as seguintes regras

Estas regras fundamentam-se na média quadrética do movimento browniano e na fungéo f(r) =
t, e mais o fato conhecido que a variacao quadratica entre um processo de variacao finita e outro
continuo é zero (Klebaner (2005, p.110) [10]).

Entdo, a férmula (2.2.1.4) pode ser reescrita como

2.2.2 Formula de It6 para processos de Ito

Teorema 27. (Formula de Ité) Suponha que X (-) tem diferencial estocdstica

dXt — Edt + thBt7
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para F; € Z,4(Q,L'a,b)) e G, € Z,4(Q,L?*|a,b]). Considere a fun¢do continua (determinis-
tica) u : R x [0,T] — R e suponha que suas derivadas parciais

du du d%u
ot dx’ Ix2’

existem e sdo continuas. Defina o processo estocdstico por

Entdo 3 I 2,
u 1
le‘ - E(Xta )dt+ a (Xl‘7 )dXt + = 2 a =)

Substituindo dX; na expressao (2.2.2.1) pela igualdade descrita em (2.2.1.2):

(X;,1)G2dt. (2.2.2.1)

J du 19%
4y, = a_?(X“ Jdt + 5 (X,,1) (Fdt + GydBy) + 5 5

ox
du du 1 0%u ) du
= (at(Xt’ )+$(Xt’ )Ft—l-za 2(Xz, )G; )dt—l—a

(X;,1)G2dt
(X;,1)G,dB,. (2.2.2.2)

Podemos representar a tltima expressao acima na forma integral:

Y, Y+/[ O X 5)+ 2 (X, 5) o+ Lo%u (X,,5)G> d+/ (X,,5)GydBs. (2.2.2.3)
= —(X;,8)+ =— s s s s
t a B 8t S ax A8} 2 a 2 S a A8}
As equagdes (2.2.2.2) e (2.2.2.3) s@o chamadas de Férmula de 1t6 ou Regra da cadeia de It6.
Adotando as seguintes convengdes, a qual fundamentam-se na média quadritica do movi-

mento browniano

podemos representar a Férmula de Itd6 da seguinte forma:

du du 10%u
= (X 0)dt + == (X 0)dX + 5 5

onde (dX;)? = (dX;) - (dX;) = (F;dt +G,dB;) - (F;dt + G,dB;).
E possivel dar uma explicagio heuristica do termo extra que aparece na férmula de Itd. De
fato, considerando a férmula de Taylor, temos

dy, = (X, 1) (dX,)?, (2.22.4)

afe) = SN+ 3 )X o
= f(X,)(Fdt+G,dB;) + ! f" (X;)(Fdt + G,dB;)* +
= f'(X;)(Fdt+GdB;) + = f”( ) (F2di* +2f,G,dtdB;, + G*(dB;)?) +
Neste ponto, no cdlculo ordindrio, apenas o primeiro termo € considerado, todos os termos
em dt? ou de ordem superior sio insignificantes em comparagiio com df. Mas acontece que dB;

“se comporta como” v/dt de modo que o termo 3 ' (X;)G?(dB;)? ndo € mais insignificante em
relagcdo a dt.



2. Integral estocastica, Formula de Ité e uma introducdo as equagoes diferenciais estocdsticd$

2.2.3 Formula de Ito multidimensional

Podemos estender a Formula de 1t6 dada em (2.2.2.2) para o caso multidimensional. Para
isso, consideremos p movimentos brownianos independentes (B ,...,BY) e X', ..., X" processos
estocasticos que satisfazem

. . ro. P roo.. .
X(,»)lzx(s)’+/ E’dt+2/ G/dB!, 1<i<n. (2.2.3.1)
N j:1 N

onde Fi € Z,4(Q,L'a,b]) e G € L,4(Q,12[a,b]) paratodo 1 <i<nel< j<m. Adotando
as seguintes matrizes:

B; X/
B=1|:], X=]|:
Bf X!
G!' - G F!
G=1|: - F=:
G;zl . G;lp Ftn

A equagdo (2.2.3.1) pode ser escrita como uma equacao matricial da forma (2.2.1.1).

Teorema 28. (Formula de Ité multidimensional) Suponha que X (-) é um processo estocdstico
satisfazendo a equagdo (2.2.3.1) e considere u(xy,...,xq4,t) uma fun¢do continua em RY x [0,T]
tal que suas derivadas parciais

du du J*u L <ii<d
—_— e, l
81’8)6,'78)61')6]‘ =hl=4
Entdo
1 d du, d <, Ju 1 d i
du(X!, .. X/ 1) == (X',... X" ndr+ ) =—(X',....X ,1)dX]
ot =1 8x,~
1 d azu 1 d : i
— — (X', ... X% \dXdx/
+2i7jz_1 axixj< 1 Pty A ) 1 1

onde dX; -dX; é calculado de acordo com as regras que fundamentam-se na média quadrd-
tica do movimento browniano

di-dt = dt -dBl = dB] -dt =0, dB!-dB! = §;d.
Exemplo 10. Tomemos X = B;, onde B; é o movimento browniano uni-dimensional e
g(t,x) = ¢ = (cosx,senx) € R?, parax € R.

Entao, .
Y =g(t,X) = ¢'B = (cosB,,senB;)

e pela Formula de It6 dada na equacdo (2.2.2.4) temos o seguinte sistema em coordenadas

1
dY|(t) = —senB; dB; — Ecoth dt

1
dY,(t) = cosB; dB; — EsenB, dt.
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Poderiamos chamar o processo Y = (Y1,Y2) de movimento browniano no circulo unitdrio, o
qual é a solucdo das equagoes diferenciais estocasticas

1
le(l‘) ==Y dB;—Eyl dt

1
de([) =Y, dB;— EYZ dt

ou, em nota¢do matricial

dY, B 1Y, 0 —1||n

{ de] =3 {YJ dr + [1 0] [Yz dB;. (2.2.3.2)
2.3 Equacoes diferenciais estocasticas

Nesta secdo estudaremos as equacdes diferenciais estocdsticas (EDE), que generalizam as
equacgoOes diferencias deterministicas, uma vez que podemos adicionar nelas uma perturbacgao,
que faz o papel do ruido branco. E esta perturbacdo aparece, por exemplo, ao se permitir al-
guma aleatoriedade em alguns dos coeficientes de uma equacao diferencial, obtendo assim um
modelo matemdtico mais realista da situacdo. Em outras palavras, as equagdes diferenciais es-
tocdsticas surgem quando um ruido aleatdrio € introduzido nas equagdes diferenciais ordindrias.
Por exemplo, sendo X; o numero de bactérias ou montante no tempo ¢, considere a seguinte EDO

dX;

dl’ - a(t)X,,

que € utilizada, por exemplo, para modelar o crescimento de bactérias ou crescimento de um ca-
pital & capitaliza¢do continua. Ao considerarmos a(¢) sem uma aleatoriedade, ndao consideramos
alguns ruidos aleatdrios que ocorrem em nosso sistema, como variacdes pequenas de tempera-
tura e outros fatores incontroldveis, que refletem em oscilagdes aleatérias no crescimento de
nossa populacao, podendo ser dificil sua mensuragao.

A fim de modelarmos “corretamente ou melhor” nosso sistema, podemos introduzir uma
aleatoriedade em a(t), a qual chamamos de ruido branco e denotaremos por §;. Logo, a(t) =
r(t) + &, onde r(¢t) é uma fungdo ndo aleatéria. Assim sendo, a equagdo do crescimento da
populacdo de bactérias torna-se

% =(r(t)+ &)X =Xr(t) + X; x §.

O termo deterministico, que € comum as equagdes diferenciais ordindrias, descreve o com-
portamento dindmico médio do fendmeno em estudo e o termo estocdstico descreve o ruido, isto
é, as perturbagdes aleatdrias que influenciam esse fendmeno. O ruido branco {; é formalmente
definido como a derivada do movimento browniano. Porém, como o movimento browniano nao
¢ diferencidvel em nenhum ponto, ele ndo existe como uma fung¢ao de ¢ no sentido usual.

Como resolvemos tal problema neste caso? Serd que existe tal solucdo? E se existir, ela é
unica?

A equagdo que obtemos ao permitir a aleatoriedade nos coeficientes de uma equacao diferen-
cial é chamada de equacdo diferencial estocéstica. Qualquer solu¢do de uma equacao diferencial
estocdstica deve envolver alguma aleatoriedade, ou seja, podemos apenas esperar ser capazes de
dizer algo sobre as distribui¢cdes de probabilidade das solu¢des. Antes de resolvermos o pro-
blema proposto, devemos ver se existe a solucdo. Dessa forma, destinamos a proxima se¢ao
para responder os questionamentos sobre a solucdo e no proximo capitulo resolvemos esse e
mais alguns outros problemas envolvendo aleatoriedade.
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2.3.1 Ecxisténcia e unicidade de solu¢oes

Neste capitulo, estamos interessados em saber se existe um processo estocdstico d-dimensional
(X;),t € |0,T] satisfazendo a seguinte equacdo diferencias estocéstica:

(2.3.1.1)

dX, = £(X;,t)dt +g(X;,t)dBF
Xo = X

onde (B¥), t >0, 1 < k < m é um movimento browniano m-dimensional e X, uma varigvel
aleatdria m-dimensional independente do processo (Bf) Além disso, fixando um tempo 7', as-
sumimos as seguintes fungdes f: RY x [0, 7] — R? e g : R x [0, T] — M4*™, onde os respectivos
componentes sao dados por

b]] blm
f=0"0% .. bY, g=| : oo
bdl bdm

Consideremos a partir de agora
F(t) = U (Xo,B"(5)(0 < 5 <1))

a o-dlgebra gerada por X e a histéria do movimento browniano até e inclusive no tempo .

Um processo estocdstico G = (G'/) com valores em M¢*™ pertence a L3, (0,T) se GV €

c%d(Q,LZ[O,T]), 1 <i<d, 1< j<m. Damesma forma, um processo estocdstico F =
(F1,...,F?) com valores em R pertence a L}(0,7) se F' € £,4(Q,L'[0,T]), 1<i<d.

Definiciio 29. Dizemos que um processo estocdstico (X;),t € [0,T] tomando valores em R? ¢
uma solucdo da equacdo diferencial estocdstica (2.3.1.1) se:

(a) (X¢),t €10,T] é adaptado a filtragdo F ;

(b) F:=f(X,,t) € LL(0,T);

(c) G:=g(X,;,t) €L, (0,T);

(d) X, = Xo+ J$ f(Xs,8)ds + [y 8(Xs,5)dB* quase sempre para todo 0 <t < T.

O préximo teorema diz que existe uma unica solugdo para EDE sob certas condig¢oes.

Teorema 30. (Existéncia e Unicidade) Suponha que f: R? x [0,T] — R e g : R? x [0,T] —
MX™ s@o continuas e satisfazem as seguintes condicées:

(a) (Condigdo de Lipschitz) Para todo 0 <t < T,x,X € R? ¢ alguma constante L
f(x,0) —f(£,1)] < L|x—%| (2.3.1.2)
g(x,t) —g(#,1)| < Llx—2%] (2.3.1.3)
(b) (Condigao de crescimento) Para todo 0 <t < T,x € R? ¢ alguma constante L
[f(x,1)| < L(1+|x]) (2.3.1.4)

lg(x,1)| < L(1+|x]) (2.3.1.5)
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Seja Xy uma varidvel aleatoria em R¢ independente do movimento browniano m-dimensional
B*(") dado, tal que
2
E([X0]7) <ee.

Entdo existe uma tinica solu¢do X € ]chi (0,T) para a equagdo diferencial estocdstica

{dX, =f(X,,t)dt +g(X;,0)dBf (0<t<T) (2.3.1.6)

X(0) =Xo
A referida unicidade significa que se X,,Xt € IL?I (0,T) sdo ambas solugdes de (2.3.1.6) com

caminhos continuos, entao
P(Xt:Xt, VOEIST)ZI,

ou seja, X; e X; sdo quase sempre idénticos.
Nosso objetivo agora é demonstrar a Teorema da existéncia e unicidade de solugdes para
EDEs (Teorema 30), para isso precisamos dos seguintes resultados.

Lema 31. (Gronwall) Seja ¢ e f funcoes continuas e ndao negativas definidas em 0 <t < T, e
seja Co uma constante tal que Cy > 0. Se

o (1) §C0+/Olf(s)¢sds VO<i<T, 23.1.7)

entao .
O(1) < Coel /64 yo<r<T.

Em particular, se Co = 0 entdo ¢(t) = 0.
Demonstracao. Considere
t
®(1) = Co + /O F(5)0(s)ds.

Derivando ®(r), obtemos ®(¢)' = f(1)¢(¢) e pelaequagio (2.3.1.7) temos (1) ¢ (t) < f(1)P(¢).
Multiplicando ®(z) por e~ [ f(s)ds ¢ derivando:

(o)) = o0y - fa)e B0

(D)9 (t) — F(1)9(t)]e™ B/ (23.1.8)
0.

Em (2.3.1.8) usamos que f ()¢ (¢) < f(1)P(t) & —f(1)9(r) > —f(1)D(t) e D(r) = f(¢)9(¢).
Dessa forma, mostramos que a derivada € decrescente, entdo em qualquer ponto ¢ a funcio é
menor que no ponto inicial zero. Assim,

IA A

®(1)e J6/6)ds < o(0)e 018 — ¢,

Multiplicando ambos os lados da equagdo acima por elo f(s)ds.

(1) < Coelo/()ds,
|

Teorema 32. (Inequacdo de Martingale) Se {X,}_, é um martingale e 1 < p < oo, entdo a
seguinte inequagdo é valida para todon =1, ...:

p
E( max [X,/7) < (pi) E(|X, ?)

0<k<n —1
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O esbog¢o da demonstragdo pode ser visto em Evans (2012, p.34) [5].
Lema 33. (Lema de Borel-Cantelli) Se ;" | P(A,) < oo, entdo P(A,, infinitas vezes) = 0.

Lema 34. (Desigualdade de Chebyshev) Se X é uma varidvel aleatoria e 1 < p < oo, entdo,
para todo A > 0 temos

1
_ p
P(X 2 4) < 5 E(X]")
A demonstracao deste lema pode ser vista em Evans (2012, p.14) [5].
Resultado 35. Sejam a,b € R entdo (a+b)? < 2a* 4 2b°.

De fato,

(a—D)?
a* —2ab + b?
a® +b2

AVARAVARAYS
o

2ab.
Logo,

(a+b)? = a*+2ab+b*
< d+a+b+b
< 24%+2b°.
Resultado 36. Sejam a,b,c € R entdo (a+b+c)? < 3a*> +3b* + 3c%

Demonstracao. Primeiramente, note que

(a—b)*+(b—c)’+(c—a)?® > 0
a* —2ab+b* +b* —2bc +c* + ¢* —2ac +d? > 0
2> +b*+c*) > 2(ab+be+ac)
A +b*+c* > ab+bc+ac.
Agora,
(a+b+c)? = a*+b*+c+2(ab+be+ac)
< @A 2dP P+
< 3>+ b+ ).
|

Pelo Resultado 35, para x > O:
1427 < (14x)%2 <2(1+2%).

Entdo a equagdo da condi¢do de crescimento linear descrita no item b do Teorema 30 € equiva-
lente a |f(x,)|? < L(1 +x?) para uma constante L > 0.
Demonstracao. (Teorema da existéncia e unicidade)

Passo 1. (Unicidade) Suponha que X, X € Lfl (0,T) sdo ambas solugdes de (2.3.1.6) com
caminhos continuos. Entdo, de acordo com a equacgdo (2.2.1.1) aplicada nas duas solu¢des com
intervalo de zero até ¢ e subtraindo X; de X, obtemos

X, — X = /0 "x,) — (R, ds+ /0 "G(X,) — G(X,) dB". 2.3.1.9)
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Agora, aplicando a relagio dada no Resultado 35 coma = [§[f(X,) —£(X;)]ds, b= [5[G(X;) —
G(X;)]dB* e também aplicando a esperanga em ambos os lados, temos

/Ot f(X,) —£(X;) ds 2) +2E(

Agora, precisamos calcular a norma da integral. Para isso, usaremos a Desigualdade de
Cauchy-Schwarz dada por | < u,v > |> < ||u|| ||v|| onde u,v € E e E é um espago vetorial com
produto interno. Ainda, suponhamos duas fun¢des continuas A,w : [0,f] — R. Um produto
interno pode ser definido pondo

2
]E(\X,_f(,\z)ng( /OZG(XS)—G()?S) dB" ) (2.3.1.10)

t
< h,w >:/ h(x)w(x)dx.
0
Assim, sendo u = h e v = w segue que

| <how>[> < Al ||wl]
1 2 ' 1
/Oh(x)w(x)dx < /h(x)h(x)dx/w(x)w(x)dx

0 0
t t

Ih(x)Pdx / w(x) Pdx.
0 0

IA

Dessa forma, obtemos:

2 t
gr/o \fs|ds (2.3.1.11)

/Otfsds

Aplicando tal norma na primeira integral da equacdo (2.3.1.10) sendo f = f(X;) — £(X;):

(| -ssof) - v o)

/0 "E(X,) — £(R,)ds £(X,) — £(X,)

t
< T/ E([L|X; — X;|]*)ds (2.3.1.12)
0
t
< LZT/ E(|X; — X;|*)ds. (2.3.1.13)
0

onde em (2.3.1.12) usamos a equacgao (2.3.1.2). Resolveremos agora a segunda integral da equa-
¢do (2.3.1.10) usando a Isometria de Itd definida na Proposi¢do 21.

“ ) - =()

[ 6x)-68) ak

t
< /E([L|XS—XS|]2)ds (2.3.1.14)
0
t
< LZ/ E(|X; — X,|*)ds. (2.3.1.15)
0

onde em (2.3.1.14) usamos a equacao (2.3.1.3).
Substituindo (2.3.1.13) e (2.3.1.15) na equacao (2.3.1.10):

t t
E(X, %) < 20°T / E(|X, — X,|?)ds + 212 / E(|X, — X,[?)ds
0 0

< 20XT+1) (/OtIE(|XS_XS|2)ds>

C

< c(/OtE(yxs—f(syz)ds) (2.3.1.16)
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Definindo ¢ (¢) = E(|X; — X;|?) segue da equagdo (2.3.1.16) que ¢ (¢) < C [{ ¢ (s)ds para todo
0 <t <T. Portanto, de acordo com o Lema 31, temos que ¢ = 0, pois Cyp = 0. E assim, X; = X,
quase sempre para todo 0 <t < T, pois pelo Lema 34:

PloeQ: [X(0)-X(0)] > 1) < %E(!Xz(w)—?@(w)!z)
APweQ: |X(0)-%(0)]>1) < 0

e daf, para qualquer A > 0 e suficientemente pequeno temos que quase sempre X; (®) = X; (o).

Em particular, podemos estender ¢ para todos os racionais r, ou seja, X, = X, para todo 0 <
r < T, com exce¢des de algum conjunto de probabilidade zero. Dessa forma, e pela continuidade
de X, e X, temos:

IP’( max_|X; —X;| >0> =0.
0<t<T

Caso contrdrio, isto €, se houvesse em algum momento uma diferenca que nio seja zero,
a continuidade das fung¢des seria “falsa” (haveria uma “barriga” na ilustracdo do grafico das
diferencas).

Passo 2. (Existéncia) Definimos

X% =X,
X[ = Xo+ Jof(X)',s)ds + [y G(X;',s)dBf,
paran=0,1,...e 0 <t < T. Definimos também a distincia em média quadratica como
d"(1r) = E(|X/ " = X"7).

Assim,
Mt n+1
a(ry > MO
(n+1)!
para alguma constante M que depende de L,T e Xy. De fato, por inducdo e considerando as
construgdes feitas anteriormente, temos para n = 0
2)

Vn=0,1,... 0<¢t<T (2.3.1.17)

() = E(X'-XP)

_ ]E(’/[f(Xo,s)ds+/lG(X0,s)dBf

< 2E(’/ (Xo,s) )+2E('/ G(Xo,s)dB! 2)

< 2T</0 E\L(1+XO)|2ds)+2</0 E\L(1+XO)|2ds)
< LzTLZ(l+E|X0|2)V+2L2(1+E|XO|2)lz

< M. "

Assumindo que a equagdo (2.3.1.17) é vélida para (n— 1), isto &,

(M1)"

dn—l ([) S



2. Integral estocastica, Formula de Ité e uma introducdo as equagoes diferenciais estocastic@8

Provaremos que a equagao € valida para n:

d"(t) = E(X/' -xP)

:E(

IN

IN

IN

IN

M

SCES)]

Agora, note que

max |X" ! —X"|? <2T1?

0<t<T

IE< max

0<t<T

2LX(14-T)

2LF(14T)
N——’

(Mt)’Hl

! t
/ £(Xn,5) — F(Xo_1,5) ds+ / G(Xn,5) — G(X,_1,5) dB*
0 0

2L2(1+T)/

)

pela inequacao de Martingale segue que

/OtG(X”) ~G(x" ) dBf

T
E|X" — X" ?ds +2 max

)

t t
2L2T/ E]X,,—Xn_lyzdersz/ E|X, — X,_1|*ds
0 0

n
f) ds
n (S)n—l-l
n!
Mnthrl
(n+1)!

2

/OZG(X”) —G(x" 1) aB*
(2.3.1.18)

)

0<t<T

< ()

t
< 412 / E[X" — X"~ 1|2ds.
0

t
/ G(X",s)— G(X"',s5) dB"
0

Agora, calculando a esperanca de (2.3.1.18):

E( max [x"™1—Xx"?
0<1<T

Aplicando a inequagao de Chebyshev:

P( max |x"!
0<t<T

<

<

<

_in’ > i

T t
2TL2/ E\X"—X"Iyzds+2-4L2/ E[X" —X""!2ds
0 0

T
(2TL* +8L?) / E[X" — X" !2ds
N————J0

c

(MT)"

21’!

1
) < Z)E( max_|X/"*! —thlz)
( 1 > 0<t<T

< 2271]E( max |th’l+1 _X[n|2)
0<t<T
- nl
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Mostramos agora que a série acima calculada converge usando o teste da razdo.

22(n+l)(MT>n+l
, (n+1)! . 220 22(MT)(MT)" n!
lim = lim .
n—eo  22M(MT)" n—soo (n+1)n! 220 (MT )"
n!
4
= lim (MT)
n—eo n+1
= 0.

Logo, a série
> MT)"
) prc M,
= n!

E, pelo Lema de Borel-Cantelli

1
n+l __ yn o £ —
P(Orgtang | X X' > o in finitas vezes) =0.

Entdo, para quase todo @ € €, existe um ng tal que

1
]P’(OIEIIELXT X2l xn| < i) =1, para n>no(w),

€ assim,

1
1 n

max |[X'T x| < —.
0§th| @ oF = 2on

Portanto, com probabilidade um, a sequéncia

n—1
1 .
th - Xto + Z (Xt] - XzJ)
Jj=0

converge uniformemente em ¢ € [0, 7] a um processo X;. De fato,

n—1 n—1
n_ i v 1
OrgtagXT X=X | < Z |X; X/ | = L
j=0 j=0
Note que,
n—1 n
1 1/2)(1—(1/2
Z__(/)( (/)) :(1/2)n<8,

52 1—(1/2)

para n suficientemente grande. Sendo assim, como lim,,_,. X" = X entdo

n—1
n__ < JHl .
Jmax X" —X| < j;) | X; X/|<e
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Mostraremos agora que X; € L3(0,7). Calculando a esperanga de |X/""'|? e aplicando o

Resultado 36:
t t
/ £(X”,5)ds ) +3E(‘ / G(X",s5)dB! )
0 0

t t
< 31E(|x0|2)+3TL2(/ E(1+|Xs”|2)ds>+3L2</ E(1+|X:|2)ds>
0 0

E(|x/ )

IN

3E(|Xo|?) +3E<

t t
< 3]E(\X0|2)+3TLZI+3TL2(/ nyg\zds>+3L2r+3L2</ IE\XS"|2ds)
0 0
t
< 3]E(\X0|2)+3L2t(T+1)+(3TL2+3L2)(/ EIXS’VC“)
0

< C(l+E(|X0]2))+C(/()I]E|X;‘]2ds).

Entao, por inducdo

& il 2 l2C2 tn—HCn—H 5
(x| )SC{I—HC+7+~-+W}(1+E(|X0] ). (2.3.1.19)
De fato, temos

E(|x"1?) < C(l+E(]Xo|2))+C(/Ot]E|X;’\2ds>. (2.3.1.20)
Agora,

E(|X"?) < C(1+E(|Xo|?) +C</OrE|XS”_1|2dr>. (2.3.1.21)

Substituindo (2.3.1.21) em (2.3.1.20):
t r
E(IX %) < C(1+E(|Xo!2)+C/ <C(1+E(]Xo\2)+C/ E|Xs”l\zdr)ds
0 0
t r
< C(l+E(|Xo|2)+C2t(1+E(|Xo|2)+C2/ </ E|Xf_1|2dr>ds.
0 0

Repetindo o processo n + 1 vezes obtemos a relagdo descrita em (2.3.1.19). Consequentemente,
E(IX/ 1) < C(1L+E(1Xo*))e,

visto que

— _ tC

1+t C4+ ——+-0 4 ——
L TR PO Y

Fazendo n — oo concluimos que

l2C2 tn+lcn+l} o0 e

!
= !

E(1X;|?) < C(1+E(|Xo*))e", YO<t<T;

entdo, X; € L2(0,T). m

2.4 Integral de Stratonovich

Agora, nesta se¢do, estudaremos a outra maneira muito comum de definir as integrais es-
tocdsticas: a integral de Stratonovich, cujo nome se refere ao fisico russo, Ruslan Stratonovich
(1930-1997) que definiu uma alternativa para a integral estocastica de It0.
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As integrais estocdsticas nas aplicacdes sdo frequentemente tomadas no sentido do calculo
de Stratonovich. Esse célculo € projetado de tal maneira que suas regras basicas, como a regra
da cadeia e a integragdo por partes sdo as mesmas do célculo padrdao. Dessa forma, apesar
de ndo ter boas propriedades probabilisticas igual a de Itd, a integral de Stratonovich tem como
vantagem satisfazer as regras usuais do cdlculo comum. Embora as regras de manipulagdo sejam
as mesmas, os cdlculos ainda sdo muito diferentes. Os processos precisam ser adaptados, assim
como no célculo do Ito.

Veremos que as integrais estocdsticas de Stratonovich podem ser reduzidas a integrais de Ito.
Por este motivo, a teoria de existéncia e unicidade das equagdes diferenciais estocdsticas padrao
podem ser usadas para as equagOes diferenciais estocdsticas de Stratonovich.

Na Subsecdo 2.1, vimos que a integral de It € avaliada nos pontos finais esquerdos de cada
subintervalo e ndo se comporta como a integral usual pelo termo extra que apresenta. Relembre-
mos dos dois limites nas equagdes (2.1.0.5) e (2.1.0.6) resultantes da avalia¢ao do integrando nos
pontos finais direito e esquerdo, respectivamente. Se considerarmos a média desses dois limites,
o termo extra desaparecerd. Portanto a integral resultante se comportard da mesma maneira que
no cdlculo usual. Dessa forma, podemos definir uma integral estocastica usando o diferencial
odB;:

n

/ fiodB; = lim ZE Yo+ %) (B, —Bi_,). (2.4.0.1)

Definicao 37. Se o limite acima existe, ele é chamado de integral Stratonovich.

Se considerarmos X;,Y; dois processos de Itd, entdo a integral de Stratonovich de X; com
respeito a ¥; é definido por

b b 1 /b
/ X;odY; = / X dY; + —/ (dX;)(adYy), (2.4.0.2)
a a 2 a
ou, na forma diferencial,
1 1
X,odY, = X,dY, + 5 (dX,)(dY,) = X,dY, + >d[X,. Y, (2.4.0.3)

onde, como ja comentamos, estamos escrevendo de forma convencional (dX;)(dY;) = d[X;,Y:].

Exemplo 11. Considere a integral |, f eP o dB,. Pela equagdo anterior e usando o Exemplo 7
BrodB, = ePrdB,+ %(deB’)(dBt)
= ePdB, + % (er dB; + %er a’t) dB;
= eB’dB, + %eB,dt.

b b 1 b
/ P odB; = / eB’dB, + —/ ePrdr.
a a 2 a

Usando a equagado (2.2.0.3)

Portanto,

b
/ P odB; = eBr — Ba.
a

Em geral, considere uma fungdo F(x,7). Podemos usar a Equagdo (2.4.0.3) e a férmula de
It6 para processos de Itd para obter
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oF oF 1/ J0F
E(B,,t) odB; = g(B,,t)dB, + 3 (dg(B,,t)> (dBy)
(222.1) OF 0%F 82F 19°F
= gdB—F (88 82dBt+283d (dBy)
oF 1 9%F
= a—x(B,,t)dB,+2 92 (By,t)dt. (2.4.0.4)
Por outro lado, pela férmula de Itd:
oF oF 1 9*F
dF (B;,t) = E(Bt’ )dt + — B (By,t )dB,+2 32 (By,t)dt.
Portanto, 5 5
F(B[, )OdBt dF(Bt, ) F(B[,t)dt

Ox ot

Esta igualdade é convertida em uma forma integral no proximo teorema.

Teorema 38. Suponha que F(x,t) seja uma funcdo primitiva em x de uma funcdo continua

OF 9f of

f(x,1). Assuma que — e —— sdo continuas. Entdo

ot dx ot
b b oF
a_/a E(B,,t)dt.

Em particular, quando a fun¢ao f nio depende de ¢, temos

/bf(B,,t)odB, — F(B.1)

b
(2.4.0.5)

/bf(Bt) odB, = F(B))

a

Esta equacdo mostra que a integral de Stratonovich se comporta como a integral do célculo
usual. Podemos usar o Teorema 38 para avaliar uma dada integral de Stratonovich e entdo usar
a equagdo (2.4.0.4) com F’(x) = f(x) para encontrar o valor da integral de Itd correspondente:

/a ’ f(B,)odB, = / ’ f(B,)a’Bt—i—% / ’ £/(By)d. (2.4.0.6)

a

Exemplo 12. Considere a fungdo f(x) = sen x. Vamos avaliar a integral de f(x) com relagdo
ao movimento browniano usando a integral de Ito e também a de Stratonovich. Comecemos com

a integral de Stratonovich

b
/ sen B; odB;
a

Usando a equagdo (2.4.0.5), temos que F'(x) = sen x entdo F (x) = —cos x e assim

b
= —cos By +cos B,,.
a

b
/ sen By odB; = —cos B;
a

Agora, usando a equacdo (2.4.0.6) encontramos o seguinte resultado para a integral de Ité

b b 1 /b
/ sen B;dB;, = / sen B;odB; — — / cos (By)dt
a a 2 a

1 rb
= —cost—l-cosBa—E/ cos (By)dt.
a
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A integral de Stratonovich modela com mais simplicidade uma classe muito grande de sis-
temas dindmicos e processos estocdsticos em variedades diferenciais, por isso ela € a mais ade-
quada para generalizacdes de cdlculo estocdstico em variedades que € o objetivo deste trabalho.

Similarmente a situagdo unidimensional, hd uma férmula multi-dimensional explicita que
expressa a conversdo de uma EDE de Stratonovich da forma dX; = u(X;)dt + o(X;) odB; em
termos de Itd. Para isso consideremos p : RItl 5 RY 5 : RO 5 RIXP gatisfazendo as condi-
¢oes de Lipschitz e crescimento dadas no Teorema 30, B; 0 movimento browniano p-dimensional
e a EDE

dX, = p(X;)dt + o (X;)dB;, (2.4.0.7)
onde
N 1 & d0;i(x) )
Bi) =) +5 X Y T3 P o) 1<i<d,

O préximo exemplo ilustra o uso da férmula (2.4.0.7) e ainda explica o motivo da solugdo
do exemplo 10 estar situada no mesmo circulo do ponto inicial. Mas para isso precisamos da
seguinte definicao.

Definiciio 39. O suporte de uma difusdo de It6 X em R? comecando em x € R? é o menor
conjunto fechado F com a propriedade que X;(®) € F para todo t > 0 e quase todo @.

Exemplo 13. Observe que as equacoes dadas em (2.2.3.2) na forma de Ité podem ser transfor-
madas na forma de Stratonovich, resultando em

dvi| |0 —1||n
[de = [1 0} {Yz} odB;. (2.4.0.8)
De fato, usando a equagdo de conversdo de vdrias variaveis dada pela equagdo (2.4.0.7)
onde temos W;i(x,y) =0 Vie o(x,y) = (o1(x,y),02(x,y)) = (—y,x), obtemos

1/0 d
i) = o)+ (275 o) + 2 o)
1
= 0—|—§ <O+ (—l)x)
1
= —=x.
2
Da mesma forma, obtemos que [i(x,y) = ) y. E assim, a conversdo da equagdo (2.4.0.8) para
It6 é dado por
avi| 1|1 0 —1||n
[de} =3 {Yz} dt + [1 0 } {Yz dB;. (2.4.0.9)

Substituindo odB; por ¢'(t)dt em (2.4.0.8), onde ¢ representa alguma funcdo suave deter-
ministica, onde ¢ (0) = 0 geramos a seguinte equacdo deterministica:

day, 0o —11m] .,
Lzyj - [1 o} {Yj ¢"(r)dr. (2.4.0.10)

Se (Y7 (0),Y2(0)) = (1,0) a solucdo do sistema (2.4.0.10) é

[Yﬁ’(r)] _ [com(r)] |
vP(e)|  [send(r)
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E assim, temos que a solucdo “mora” no circulo unitdrio. Em outras palavras, podemos
dizer que para qualquer ¢ suave, a solugdo correspondente Y? (t) de (2.4.0.10) tem seu suporte
neste circulo unitdrio.

Com isso, podemos concluir que a solugdo original Y (t, ®) é suportada também no circulo
unitario, em virtude do teorema do suporte de Stroock-Varadhan, que pode ser visto em lkeda
e Watanabe (1989, Teorema 8.1, p.431) [7], temos que o suporte da Y ® coincide com o suporte
da difusdo Y;. Logo o suporte de Y; também é o circulo unitario.

Agora que ja definimos os conceitos sobre Célculo Estocdstico (integral estocdstica e a for-
mula de It0, (versao mais simples - Teorema 27)), estamos prontos para aplica-los em algumas
situacdes. No préximo capitulo veremos algumas modelagens utilizando EDE e a solu¢do destas
equacoes.






CAPITULO

3

Algumas aplicacoes para as EDEs

ApO6s definirmos a integral estocdstica e a férmula de 1t6, (versdo mais simples - Teorema 27)
mostraremos neste capitulo algumas modelagens utilizando EDE e a solucao destas equacdes.

3.1 Crescimento populacional

Como vimos anteriormente na Se¢do 2.3, as equacdes diferenciais estocdsticas generalizam
as equacoes diferencias deterministicas e permitem acrescentar uma perturbacio, que aparece,
por exemplo, ao se permitir alguma aleatoriedade em alguns dos coeficientes de uma equagao
diferencial, obtendo assim um modelo matematico mais realista da situacdo. Por exemplo, a

seguinte EDO
dX;

= = a(t)Xq,
¢ utilizada para modelar o crescimento de bactérias.

No entanto, sabemos que o crescimento de bactérias ndo € perfeito, isto é, ele esta sujeito a
alguma aleatoriedade que se relaciona com alguma alteragao no ambiente biol6gico em que essa
bactéria estd inserida. Sendo assim, ao considerarmos a(¢) sem uma aleatoriedade, ndo consi-
deramos alguns ruidos aleatérios que ocorrem em nosso sistema, como variacdes pequenas de
temperatura e outros fatores incontroldveis, que refletem em oscilacdes aleatdrias no crescimento
de nossa populacdo, podendo ser dificil sua mensuracao.

Entdo, introduzimos uma aleatoriedade em a(z), a qual chamamos de ruido branco e denota-
mos por &, assim, a(t) = r(t) + §(t), onde r(¢) é uma fungéo ndo aleatéria e, no nosso exemplo,
consideraremos r(¢) = r constante. Dessa forma, a equagdo do crescimento da populagdo de

bactérias torna-se X
t

— =Xr+ X (.

d[ t t Ct

Considerando b(t,X;) = X;r, f(t,X;) = X;, temos

De um modo rigoroso, a solu¢do da equacdo anterior pode ser aproximada pela solucdo de
uma equacao diferencial estocdstica construida com o movimento browniano B;, pois em muitas
aplicacdes € interessante que {; assuma, mesmo que aproximadamente, as seguintes proprieda-
des:

(1) Set; #t, = §, e §, sdo independentes;

61
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(2) {&} seja estaciondrio, ou seja, a distribuigdo conjunta de {4+, ..., &+ } ndo depende
do tempo ¢;

3) E(&) =0

Nao hd nenhum processo estocdstico continuo que satisfaca (1) e (2). Entdo, € usual tomar-
mos §;dt como sendo dB; na equagdo (3.1.0.1):

dX; = b(t,X;)dt + f(t,X;)dB;,

onde temos b(t,X;) = X;re f(t,X;) = aX;, onde X; representa o nimero de individuos da popu-
lagdo no tempo ¢ e & representa a taxa relativa de crescimento no tempo ¢, ou seja,

dXt = Xﬂ”dt + OCX,dB,,

ou ainda,
dX
— — rdt + adB,,
1
Entao,
thS t t
:/ rdH—/ adB; = rt + aB;. (3.1.0.2)
0 X 0 0

Para avaliar a integral do lado esquerdo, usamos a férmula de It para a fungao

g(x,t) =Inx; x>0.

Assim, pela equagdo (2.2.2.1), temos que

1/-1
dnX) = ~ax, — | (aX,)dt
%) = x5 (5 ) @)

= X,
Xl+2(X2> d
_dx e
X, 2
Entao,
dx, o?
7: = d(InX,) + —dt
L dX, /
— [ dlnx +/
b )
= [lnX]0+2(X2t

1
= InX;—InXy+ iazt

X, 1
= — %t 3.1.0.3
n(XO)+2 (3.10.3)

De (3.1.0.2) e (3.1.0.3), segue que

X, o’t

rt—i—Oth = ln()?:))—i—?
X —a’t

ln = 2 + rt+ aB[

Xo
(o +oB
= r—— .
2 t
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Exponenciando ambos os lados, temos que

Xi

2 2
X — et(r—%)—i—aB, :>Xt :Xoel‘(r—%)-i‘OCB,‘
0

Parece razodvel que, se o B; for independente de X, devemos ter
E[X,] = E[Xo]e". (3.1.0.4)

De fato, considerando ¥; = ¢®*? onde g: R — R & tal que g(x) = e** e aplicando a férmula de
1o, temos

1
dYt = OceaB’dB[ —+ EazeaB’dt,

ou ainda,

t 1 t
Y=Y+ Oc/ eaBsdBS + —052/ e*Bs s,
0 2 Jo

Calculando a esperanca de ambos os lados da igualdade acima e usando o item 3 da Proposicao
21, segue que

E) —  EN| +oE /()Z[Ys]st+%a2 /OtE[YS]ds

1 (quase sempre)

1 t
_ 1+0+—a2/ E[Y,]ds.
2 Jo

Com essas informacdes, conseguimos obter a seguinte equagdo diferencial ordindria (determi-
nistica):

{ E[Yp] =1,
d 1
—E[Y)] = -a’E[Y)].
B[] = S 0?E[Y]
Entao, 1
2

E[Yt] — eja l,
e como X € independente de By, calculando a esperanca de ambos os lados da equagao (3.1.0.4)
temos:

EX] = E[Xole" 1¥VE[e"®)
Y,

_ E[Xo]e(rf%az)te%azt
1

— E[Xo]ert_7a2t+%a2t

= E[Xple".

3.2 Valor de uma acao

Seja X; o valor de uma a¢do no tempo ¢, esperamos que a taxa de crescimento seja proporci-
onal ao seu valor, ou seja, de maneira simplista, dada uma certa oscilagao na bolsa de valores u,
essa oscilagcdo afetard, de maneira absoluta, mais as agdes com maior preco, assim sendo, este
problema pode ser modelado com uma EDO semelhante a do crescimento de bactérias. Entre-
tanto hd alguns fatores que geram aleatoriedade intrinsecas ao nosso modelo e que afetam de



3. Algumas aplicacoes para as EDEs 64

maneira aleatdria o preco de uma a¢do, como em uma industria de bebidas geladas na ocorrén-
cia de uma queda na temperatura durante o verao. Assim, podemos obter uma maior precisao

utilizando uma EDE,

dXx,
7: = udt + odB;,

ou ainda,

onde u é chamado de drift e ¢ de volatilidade da acdo.
Utilizando o mesmo raciocinio do caso do crescimento populacional, temos que a média do
valor da a¢do € dado por
E(X;) = Xoe", t >0,

ou seja, seu crescimento/decrescimento médio vai depender do valor do drift u.

3.3 Equacao de Langevin

Esta equacdo é uma homenagem a Paul Langevin (1872-1946), um fisico que desenvolveu
uma equacao, que representa a velocidade de uma particula browniana, como descreveremos a
seguir.

Podemos obter um modelo matemdtico que modela uma particula/objeto em movimento
unidimensional sujeito a uma forca de atrito e forcas aleatérias que agem sobre ela, através da
andlise de uma particula browniana em movimento em um fluido (glicerina). Esta particula tem
uma certa velocidade X; em um tempo ¢, a tendéncia dessa particula € de "parar", devido a agcdo
da forga de atrito que € contrdria ao movimento. Entretanto devido ao choque das particulas
do fluido com nossa particula, temos a acdo de uma forca aleatéria que exerce influéncia no
movimento da particula, logo temos a seguinte EDE,

daX;
dt
onde W; € o “ruido branco", b > 0 é o coeficiente de atrito, & o coeficiente de difusdo e cW;

pode ser interpretada como uma forca aleatdria atuando em nossa particula/objeto.
Logo, temos a equagao de Langevin

= _bXt + GVVN

dXt - —bXtdt + GdBt
XIO - XO7
para alguma distribui¢do inicial Xy independente do movimento browniano.
Para resolver esta EDE, tomemos o processo Y; = X,e” e assim temos
dY, =d(X,e’) = be’X,dr +e"dX,
— b’ X,dt + € (—bX,dt + 6dB,)
= be"X,dt — be" X,dt + " 6dB;
eb[ GdBl

Portanto,
t
X, :X0+/ e”odB;,
0

e multiplicando ambos os lados por e, obtemos que

t
X, =Xoe "+ 0 / e P1=94p..
0
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E assim, em termos da média, temos
t
E(X) = E(Xpe”+o / e Pi=94p,)
0

t
= E(Xpe ™) +E( / ce b0=5)4B,)
0

0
= e_blE(X()).

Vamos agora determinar a variancia de X;, a qual pode ser obtida através da seguinte formula:
Var(X;) = E(X?) — [E(X;)]?>. Como temos o valor de E(X;), basta determinarmos o valor de
E(X?) para obtermos o valor da varidncia. Como X, é independente do movimento browniano
e (dB,)* = dt, temos que

; 2
E(X?) = E({Xoe_b’—i—d/o e_b(t_s)st} )

2 t t 2

= E( (%) +2%0e 0 [ e‘b(’_s)st+(G / e—bv—sugs)
0 0

2 t t 2

= E((Xoe_bt> >+]E<2Xoe_bt6/ e_b(t_s)st) +E (G/ e_b(t_s)st)
0 0

t t
e ?'E (X3) +20e "E(Xo)E (/ e_b(t_s)st) +0°E (/ e_Zb(’_S)ds)
0 0

2
—0
= ¢ E(X5)+0+——(e 1)
2b
62

—2bt 2 —2bt
= E (X, —(1— .
e ( 0)+2b( e )

Assim sendo,

Var(X;) = e 'R ((Xg)) + o’

%(1 _ebet) o (efth(XO))Z
c? —2bt —2bt 2 2
= T ) e M E(RG) B (X))
o’ —2bt —2bt
= %(1—6 ) +e “"Var(Xp).

Logo,

2
Var(X,) = g—bu — e e Par(xy),

assumindo que Var(Xp) < ee.
Para uma dada condig¢ao inicial Xy, temos que para t — oo,

2
E(X,) =0 e V(X) > 2.
2b

Portanto, para um tempo suficientemente grande, como X; representa a velocidade da par-

ticula, a esperanca € de que a particula “pare” (tenha velocidade zero), mesmo com a ac¢do dos

impactos aleatérios das particulas do fluido, pois como sdo um nimero muito grande de im-

pactos e de mesma magnitude, espera-se que a influéncia dos mesmo se “anule”, mesmo que
aproximadamente.
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2

E a variabilidade dessa velocidade, para um tempo suficientemente grande, € dada por (25_19’
ou seja, quanto maior for a relagdo entre o coeficiente de difusdao ¢ e o coeficiente de atrito b,
maior serd a variabilidade. Portanto, para b estritamente maior que o, ou seja, para fluidos com
alto coeficiente de atrito a Var(X;) — 0.

Agora que ja trabalhamos alguns conceitos de equagdes diferenciais estocdsticas, estamos
quase preparamos para estudar a acdo de fluxos estocdsticos em campos de vetores e em for-
mas diferenciais. Os fluxos estocdsticos s@o associados as equagdes diferenciais estocdsticas, o

préximo capitulo apresenta essa associacdo e algumas propriedades de fluxos estocdésticos.



CAPITULO

4

Fluxos estocasticos

Neste capitulo iremos considerar &, (x) a solugdo da equagdo diferencial estocéstica de Ito
com campos Xy e X; globalmente Lipschitz continuos' comecando em (s,x) dada por

Ei(x) = x+ / ' Xo(r. & (5,x))dr + / X (1. (s,x))dB, 4.0.0.1)

ou, na forma diferencial
d&s = Xo(t, &s1)dt + X, (1,654 )dB;. (4.0.0.2)

Note que

X(r,): R — R4
x o= Xi(nx) = (X (5x), X{ (1.2))

SejaB; = (B!, ...,B™),t € [0,a] um movimento browniano m-dimensional definido no espaco
de probabilidade (Q,.%,P). Para cada par s,z € [0,a] tal que s < ¢, denotaremos por .%/ a menor
o-dlgebra gerada por {B, — B, : s <v < u <t} para os campos mensuraveis. Dessa forma, a
familia de o-dlgebra .Z! é crescente em ¢ e decrescente em s e assim .F! C % S’,/ ses’ <ser <t
Entdo, B; — B,,t > s é martingale com relagéo a .#/ para qualquer s.

Dado as fungdes continuas X (¢,x),k = 0, 1;[0,a] x R? — R, consideramos a seguinte equa-
cao diferencial estocdstica de Itd

d& = Xo(t,&)dt + X, (t,&)dB, (4.0.0.3)

Considerando um tempo s € [0,a] e um estado x € RY, um processo estocdstico continuo
&t € [s,a] com valores em R? é chamado de solugio de (4.0.0.3) com condicio inicial & = x
se for adaptado com relagdo a .%! para cada ¢ > s e satisfaz

t t
£ — x+ / Xo(r,&)dr + / Xi(r,&)dB, (4.0.0.4)

Assumindo condi¢des de crescimento adequadas nos campos vetoriais Xo € Xj, a equacao
(4.0.0.3) tem uma solugdo para cada posicao inicial. Além disso, considerando posi¢cdes iniciais
diferentes, tais solu¢des podem ser reunidas para fornecer um processo aleatério {& : 7 > 0} com
valores no espaco de difeomorfismos suaves, a qual denotaremos por Dif f(R) (equipado com
a topologia C* compacta e aberta). Ao longo do texto, escreveremos & em vez de {& : 1 > 0},

"Lembremos que um campo A é globalmente Lipschitz continuo na varidvel x se existe uma positiva L tal que
|A(t,x) — A(t,y)| < L|x—y| é vdlido paratodo e x,y € RY.

67
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por simplicidade. Mais precisamente, o processo & definido em um espaco de probabilidade
(Q,.7,P) com valores em Dif f(R?) é caracterizado pelo fato de que para cada x € RY o0 mo-
vimento de um ponto {&(x) : r > 0} € a tnica solugéo para (4.0.0.3) com a condi¢do inicial
&o(x) = x. O processo & : RY — RY ¢ chamado de fluxo estocdstico de difeomorfismo associado
a equacio (4.0.0.3). Em outras palavras, para cada ponto inicial fixo x € R, obtemos um ponto
& (x) € R, por meio da trajetéria x; = & (x) solugio da EDE (4.0.0.3) com condigdo inicial x.
Ou seja, a grosso modo o fluxo solugdo & € obtido através de um conjunto de solugdes da EDE.

O nosso primeiro objetivo é explicar que hd uma versdo continua do fluxo solugio & (x) em
relacdo a trés varidveis s, e x (w-quase sempre). Nas condicdes que assumimos acima para os
campos de vetores da EDE, segue por Kunita (1982) [11], que para qualquer p > 2 existe uma

constante positiva que depende de p denotada por CEP ) satisfazendo
E|&u () = &0 ()P < O =27+ (U IxlP + X7 (=12 +1s=5/15)} - 400.5)

para todo (s,z,x) e (s',¢',x’) tal que s <t e s’ <. Note que quando (s,7,x) se aproxima de
(s',¢',x') a equagdo (4.0.0.5) tende a zero.

Se os campos Xp e X da equacgdo (4.0.0.1) sdo limitados, a relacdo (4.0.0.5) pode ser sim-
plificada como

Ef&0s () = &y 0P < P e [Pt |t =12 |5 — /|

Nestas condi¢des, segue pelo Teorema de Kolmogorov (Teorema 58), que existem versoes
do fluxo solugdo e das integrais estocasticas em (4.0.0.1) com as seguintes propriedades:

e Ei(x)e ff Xo(r, & r(x))dr+ fS[Xl (r,&s.r(x))dB, sdo continuos em (s,7,x);

* aequagdo (4.0.0.1) vale para qualquer s,7,x para quase todo @ € €;

2

* o fluxo solugdo &, (x) é (B, B, ot)-Holder continuo “ em (s,7,x), onde B e & sdo nimeros

arbitrdrios menores que % e 1, respectivamente.

4.1 Diferenciabilidade com relacao a variavel espacial

Veremos agora a diferenciabilidade do fluxo solugdo &,(x) sob a suposi¢do adicional da
suavidade para os campos Xy (¢, x) e X (¢,x) de uma equagdo diferencial estocdstica de Itd. Antes
disso, faz-se necessdrio apresentar algumas notagdes para uma classe de func¢des suaves.

Definicao 40. Seja k um inteiro ndo negativo e 6 um niimero tal que 0 < 8 < 1. Uma funcdo f em
R? é chamada de fungdo Ck9 se é k vezes continuamente diferenciavel e as k-ésimas derivadas
sao localmente Holder continua de ordem 3. Se as k-ésimas derivadas sdo globalmente Holder
continuas entdo elas sao chamadas de funcgoes C?B. Em particular, se k = 0, as fungoes C%°

(ou Cg,& ) sdo funcoes localmente (ou globalmente) Holder continuas.

A fungdo C*9 de uma variedade M de classe C* em uma variedade N de classe C*° ¢ definida
de forma semelhante.

Suponha que os campos Xo(t,x) e X;(¢,x) de uma equagdo diferencial estocéstica de Itd sdo
funcodes Cgl’g, para algum 0 > 0 e suas primeiras derivadas sdo limitadas. Entdo o fluxo solugdo
&;.(x) é uma fungdo CF de x para qualquer B menor que & para cada s < f (®-quase sempre).
Além disso, a derivada parcial

951 (X>>

o) = (25

2ver Apéndice A
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satisfaz a seguinte equacdo diferencial estocdstica:

i) =er+ [ X8 ()8 0+ [ X (18 () (0B, @101

para todo (s,7,x) (w-quase sempre), onde

oX, (r,x) X! (rx)
X(rx) = (—O ) X{(r,x) = (—l ’ )
0 dx; i,j=1,..d ! dx; ij=1,..d

e e; € o vetor unitério (0,...,0,1,0,...,0), ou seja, a entrada /-ésima do vetor vale 1.
A seguir daremos as principais ideias que aparecem em Kunita (1982) [11] para justificar a
equacdo (4.1.0.1). Paray € R\ {0} definimos

Mot (6,y) = = [Es.s (x +yep) — &1 (x)]. (4.1.0.2)

1
Yy
Entdo a existéncia da derivada parcial d;&;,(x) para qualquer s,7,x (@w-quase sempre) pode ser
garantida se 1, (x,y) tiver uma extensdo continua em y = 0 para qualquer s,7,x (®-quase sem-
pre). E esta extensdo existe, pois quando a equagdo (4.1.0.2) se aproxima de 0, temos que ela
satisfaz o Teorema de Kolmogorov uma vez que vale para qualquer p > 2,

E|ns7t ()C,y) - ns',l‘/ (xlvy/) |p S

< CP{x =% 4|y =y |2 + (1+ x| + W) ¥ (|t =) F +|s— 5| T)}.

A demonstra¢do da afirmag¢do acima serd omitida, visto que € extensa e ndo cabe aos objetivos
deste trabalho, porém, pode ser vista em Kunita (1982) [11].

Vamos agora encontrar uma equagao para esta derivada parcial (com relagdo a varidvel es-
pacial) para o fluxo solugdo &;,. Observe primeiramente que pela equagdo (4.0.0.1):

m t
Eulwtyer) =x-tyer+ Y. [ Xl ol +yer) dB
k=0"S

Fazendo &, (x4 ye;) — &5 (x) = M5 (x,y)y, obtemos:

1 1
ns,t(x7y> =e+ Z / ;[Xk(ra és,r<x+yel)) _Xk(r7 ésﬁ’(x))]dB];J (4103)
k=075

onde dB® = dr.

Agora, faremos algumas observacdes a fim de modificar a expressao no integrando acima.
Seja F' : R — R uma funcao diferencidvel. Entdo, segue pelo Teorema de Mudanca de Varidvel
que

F(b)—F(a)= /01 %[F(a—l—@(b—a))]d@ = /OIF'(cH—G(b—a))(b—a)d@.
Generalizando esse resultado para uma fungdo F : R? — R? ¢ 6 € R temos que
a+0(b—a)=(a1+60(b—a);,ap+0(b—a),...,az+0(b—a)y)
consequentemente,

1 1
%[F(a%—@(b—a))] = [%(LH—G(b—a)).(b—a)l +...+%(d+9(b—a)).(b—a)d,...,
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oF? oF?
S —(a+6(b—a)).(b—a)+...+ 8_xd(a+ O(b—a)).(b—a)y
Matricialmente podemos escrever esta derivada da aplicagdo F na direcdo de (b — a) da forma
U (a+0(b—a)) - Z-(a+6(b—a))
oxy dxy (b - a)l
L (a+0(b—a)) - YL(a+0(b—a)| [(b-a

A primeira matriz acima € a matriz Jacobiana da F'. Além disso, podemos escrever a opera-
¢do na forma diferencial como F'(a+ 6 (b —a))(b—a), onde (b — a) é um vetor. Observe que,
para cada k,s,t temos que X (r,-) € uma aplicagdo da forma F : RY — RY, ou seja, X/ (r,-) = F'.
Logo,

l[Xk(r,éw(x—i—yel))—Xk(r,é:w(x))]:— d Xi[r, ésr( )+9{§S’,(x—}—yel)—éw(x)}] de
y d@

-1/, X o 6) + 08 (x-+ver) — oy (0} -+ ver) — & ()6
yJo
1
= /0 Xli[”; és,r(x) + 9{5s,r(x+yez) - és,r(x)}] i(és,r(X—Fyel) — éw(x)) do

-~

ns,r(XJ)

= /0 1 X117, &, r(x) + 0{ &5 (x+yer) — &s.r (%) M5, (x,y)d6.

Dessa forma, a equacgao (4.1.0.3) fica:

Nss(x,y) = e+ Z/ [/ X[ & r(x) + 0{&  (x+ye;) —ésyr(x)}]nsyr(my)de} dB’r‘.

Por fim, fazendo y — 0 na expressdo acima, obtemos

Ay (x) —€1+Z / [ / & )]81§S,z(x)d9}d3’;.

Com isso, mostramos a existéncia da derivada 9, (x) e que ela satisfaz a equagdo dada em
(4.1.0.1).

4.2 &, é um difeomorfismo para todo s < ¢ (w-quase sempre)

Vimos até agora que, se os coeficientes de uma equacgdo diferencial estocéstica de 1t6 sdo
globalmente Lipschitz continuos, entdo hd uma modificagio no fluxo solucéo &, que é continuo
em trés varidveis (s,¢,x) (@-quase sempre). Entdo, para qualquer s < #,& (-, @) : RY — RY
define um mapeamento continuo para quase todo @. Nosso objetivo agora, é apresentar as
ideias principais que o Kunita (1982) [11] utiliza para mostrar que o mapeamento € realmente
um homeomorfismo de R¢ em si mesmo (w-quase sempre). Para verificar que Eor R? — R4
¢ injetor, isto &, se x # y devemos verificar que &, (x) # &, (y) (@-quase sempre). Para isso, é
utilizado o seguinte resultado cuja demonstracdo pode ser vista em Kunita (1982, p.214) [11].
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(p)

Proposicio 41. Para qualquer niimero real p, existe uma constante positiva C3" que ndo de-
pendente de € > 0 tal que

E[(e+ & (x) =&, ()[2)?) < CP (e + [x—y[2)P 4.2.0.1)
é valida para todo s < t e x,)y.

Se € tende a zero na proposi¢cao acima, temos
E[|&ss(x) — &) 7] < €57 e =y, (4.202)

para qualquer s < t e x,y € R%.

A Proposicdo 41 implica a desigualdade obtida na equacgao (4.2.0.2) para p negativo. Mas
isto ndo implica imediatamente que o mapeamento &, (-, @) € injetivo (w-quase sempre). Para
provar essa ultima afirmacao, Kunita (1982, p.224) [11] apresenta o seguinte resultado.

Lema 42. Seja
1

M5 (X,y) = 1Esi(x) — & (v)]

Entdo para qualquer p > 2, existe uma constante Cip ) tal que para qualquer 6 > 0 a seguinte
inequagdo é valida

E[|75,(x,) = Mg o (+', )]
<GPS (k=X |7 4+ |y =y P (L xl? [P 1P 1 17) (=21 s —'12))
paratodo s <t e x,y,x',y tal que |[x —y| > & e |x' —y'| > 6.

Note que 7, ndo estd definido onde x = y ou x’ = y’. Podemos provar que &, € injetor
tomando p tao grande quanto p/2 > 2(d+ 1) na Proposi¢do 41, pois precisamos que p seja maior
que a nossa quantidade de pardmetros e temos 2d + 2 parimetros. > O teorema de Kolmogorov
afirma que 7, (x,y) € continuo em (s,7,x,y) no dominio {(s,z,x,y) : s <t,|x—y| > §}. Como
0 ¢ arbitrério, ele é também continuo no dominio {(s,#,x,y) : s < ,x # y}. E assim provamos
que & 4(-, @) : R¢ — R? & injetor para qualquer 0 < s < t < a (®-quase sempre).

Agora precisamos mostrar que &, é sobrejetor. Entretanto, essa demonstracdo foge um
pouco do nosso objetivo nesta dissertacdo, logo ndo iremos realiza-la. Tal demonstragdo pode
ser vista em Kunita (1982) [11] a partir da pagina 225.

Concluimos entdo que o mapeamento &, (-, @) : R? — R? ¢ bijetor. Além disso temos que a
inversa ésjtl (-, ) :RY — RY é continua. A justificativa que a inversa é continua, passa pela ideia
de verificar que o fluxo solugdo &, € uma aplicacdo continua e bijetiva no espaco (compacto)
obtido pela compactificacdo do R?, cuja prova pode ser vista na pagina 227 do Kunita (1992)
[11].

Nosso objetivo agora ¢ verificar que o fluxo solugdo &, da EDE admite a propriedade
éhu(w? )o 5571(0‘)7 )= és,u(a), ) Vs <t<u.

Para isso tomemos so < s e substituimos x por &, ¢(x) na equagdo (4.0.0.1):

o)) = Eul) + [ X005 B (EupsD)dr+ [ X108, BBy (4203)

Defina,

2 Eopi(x) se 1 <s
Sorl) = {is,r(éso,s(x» se 15

3Temos os parametros x,y € R set logo,d+d+1+1.
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Parar > s por (4.2.0.3) temos:

ESo,t(x) = éso,s(x) ‘|‘/stX0<r; Eso,r(x)dr‘i‘/lel(r; Eso,r@c)dBr

Porém, por (4.0.0.1) temos:
N N
Susl) =3+ [ Xo(nqr(0)dr+ [ Xi(n i (3))dB,
S0 S0
como r < s, &, (x) = &,.-(x), entdio

bui) = s+ [ "Xo(r, &y (¥)dr+ / "X (r,&, ,(x)dB,

s R s R t ~ t ~
— w1 [ Xo(néy,, ))dr+ [ Xi1(n&, ,(x)dB, + / Xo(r &, » (x)dr + / Xi(r,&,, ,(x)dB,

S0 S0

= x+/S:XO(r7$SO7,(x))dr—|—/S(:Xl(r,ésw(x))dB,.

Mas, novamente por (4.0.0.1):

t t
Gaslw) =x+ [ Xo(r & ()dr+ [ X1(r, (),
S0 S0
Logo, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solugdes para EDEs

éso,t(x) = gso,t (x) - év,t(éso,s(x))~ (4204)
E assim, pela equacdo acima, podemos escrever
Su(w,) o (m,) =& u(@,-) Vs<t<u. (4.2.0.5)

Em particular temos que

év,t+r(a)) = ér,H—r(w) o gw(a))'

Agora, pensando que para fluxos aleatérios gerais ¢;, uma vez fixado o tempo inicial s = 0,
¢é esperado que satisfaca a condicdo de cociclo da forma

¢t+r(w) = ¢l(0r(w)) © q),(co),

segue entao Jque no NOssoO €aso

ér,l—i—r(w) = 5s,t+s(6r—5(w)) .

Ou seja, o shift 8 : Q — Q € uma atualizacao no ruido que satisfaz
& (640,-) =Espuru(0,-), Vs<t e Vu (4.2.0.6)

como pode ser visto em Pinsky e Wihstutz (1992) [20].

Os resultados até aqui podem ser resumidos da seguinte forma: Suponha que os campos de
uma equacao diferencial estocdstica de 1td sao globalmente Lipschitz continuos. Entdo existe
uma modificagdo do fluxo solugdo, denotada por & ;(x, ®), que satisfaz as seguintes proprieda-
des.

1. Paracadas <teux, és,t (x,-) é mensurdvel com relacdo a .Z,;
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2. Para quase todo @, &, (x, ®) é continuo em (s,7,x) e satisfaz lim, | &, (x, ®) = x;
3. Para quase todo ®, & 4,(x, ) = & 1u(&Es 4 (x, ), @) € vélido para todo s <reu > 0;

4. Para quase todo @, o mapeamento & (-, @) : R? — R? é um homeomorfismo para todo
s <.

Além disso, se considerarmos propriedades melhores para os campos da equacao diferencial
estocdstica podemos garantir a diferenciabilidade da aplicacdo como se segue. Seja kK um niimero
inteiro e positivo. Suponha que os coeficientes da equagdo de Itd sdo fungdes de classe Céf’a
para algum o > 0 e suas derivadas até a k-€sima ordem sao limitadas. Entdo o mapeamento
Esi(-m) R? — R? ¢ um difeomorfismo de classe C* para todo s < t quase sempre.

4.3 Fluxos com coeficientes localmente Lipschitz continuos

Consideramos até o momento equagdes diferenciais estocdsticas cujos coeficientes sdo glo-
balmente Lipschitz continuos. Assim como no caso das equagdes diferenciais ordindrias, a equa-
cdo talvez nao tenha uma solucao global se ndo exigirmos que os coeficientes sejam globalmente
Lipschitz continuos; pode haver uma explosao em tempo finito. Nesta secdo, daremos uma breve
ideia do que significa uma solucao definida até o tempo de explosao.

Sejam Xo(t,x), X (t,x), t € [0,a], x € R fungdes continuas com valores em R? e localmente
Lipschitz continua, isto €, as condi¢des de Lipschitz sdo satisfeitas em um dominio limitado de
R?. Tomemos uma equacio diferencial estocistica de It em R? dada pela equacio (4.0.0.2).

Definicfio 43. Seja &, (x),x € RY,0 < s <t < min{T (s,x,),a} um campo aleatério com valo-
res em RY. Chamamos de solugdo local de (4.0.0.2) com condicdo inicial E; = x se as seguintes
quatro condicoes sdo satisfeitas.

1. T(s,x,®) é um tempo de parada com relagdo a Fy,, estritamente maior que s, onde
Fsi=0Bu—By;s <u<v<t);

2. &4(x) é continuo em (s,t,x);
3. &s1(x) é um semimartingale com relagdo a F; para cada (s,x);

4. Paras <t <T(s,x),
Eo(x) = x+ / Xo(r, &0 (x))dr + / Xi (1, &0 (x))dB). 4.3.0.1)

Além disso, se limyy (g ) &1 (x) = o (ou seja, lim||&, (x)|| = o0) € satisfeito se T (s,x) < o quase
sempre, entdo &z, é chamado de solugdo maximal e T (s,x) é chamado de tempo de explosdo.

Teorema 44. Suponha que os coeficientes Xy, X1 da equagdo (4.0.0.2) sao localmente Lipschitz.
Entdo a solu¢do maximal existe e é tinica.

A demonstracdo do teorema anterior pode ser vista em Kunita (1982, p.229) [11].

Sejam Xo(t,x), X1 (t,x) funcdes continuas em [0, a] x R?. Consideremos que X; é uma funcio
de classe C' em relagdo a ¢ e funcdo de classe C? com relagio a x, e Xy é uma funcio de classe
C! de x. Uma equagio diferencial estocdstica de Stratonovich assume a forma

d&s; = Xo(t,8s)dt + X1 (t,Es4) 0dB; (4.3.0.2)

onde odB; denota uma integral de Stratonovich.



4. Fluxos estocdsticos 74

Definigao 45. Um campo aleatério &, (x),x €RY s <t < T(s,x,®) é chamado de solugéo local
de (4.3.0.2) com condigdo inicial & = x se satisfaz as trés primeiras condi¢oes da Defini¢do 43
e

t t
Esr(x) = x—l—/ Xo(r, 557,)dr+/ X (r, &) 0dB, (4.3.0.3)
N N
para qualquer s <t < T(s,x,-). Uma solucdo maximal é definido similarmente.

A existéncia e a unicidade da solugdo (4.3.0.2) sdo reduzidas a escolha de uma equagdo de
10, isto €, a conversdo da equacdo de Stratonovich em uma equacdo de 1t6. De fato, considere
uma equacao de 1t6 dada por

dés,t :Xl (t7§S,t)dBl‘ +X8((lyés,t)dt7 (4304)
onde

d
X(Sk(t’gs,t) ésl %Z ésl l(tags,t)-

Note que X;,X; sdo fungdes de classe C' com relacdo a x. Desse modo, pelo Teorema
44, existe uma tnica solugdo maximal para &, (x) e & ,(x) é um semimartingale continuo com
relagdo a Fy;.

Portanto, a integral de Stratonovich [! X (r,&; ;) odB, é igual a

[+ 5, [ 30 3000

E assim, a solu¢do da equagdo de It6 dada em (4.3.0.4) satisfaz a equacdo de Stratonovich
dada em (4.3.0.3).

4.4 Formulas de It6 generalizadas para composicao de pro-
cessos estocasticos

No Capitulo 2 apresentamos varias férmulas de 1t6 de acordo com as condi¢des que temos.
No Teorema 27 apresentamos a formula mais simples, que envolve funcdo de uma varidvel. No
Teorema 28 apresentamos a férmula multidimensional, que envolve funcao de vérias varidveis e
o movimento browniano n- dimensional. Note que agora temos uma fung¢do aleatéria agindo em
“algo” aleatdrio, e portanto, usar alguma das férmulas anteriores nao faz sentido. Sendo assim,
é necessdrio apresentar uma nova férmula de Itd, que chamamos de uma versao mais geral (para
aplicacdes continuas e aleatdrias) para a férmula dada no Teorema 28 e que serd utilizada no
ultimo capitulo deste trabalho. O préximo teorema fornece essa férmula.

Teorema 46. (Férmula de Ité generalizada I) Considere F;(x), t € [0,a], x € R? um campo
aleatdrio continuo em (t,x) (®-quase sempre), onde F;(x) é duas vezes continuamente diferen-
cidvel em x e para cada x, F;(x) é um semimartingale continuo e satisfaz

m.o.rt . .
Fi(x)=Fx)+ ) /0 fl(x)ay!, VxeR? (o — quase sempre),

onde Y, ....Y™ sdo semimartingales continuos, fi(x),s € [0,a],x € RY sd@o campos aleatorios
continuos em (s,x), duas vezes continuamente diferencidvel com relacdo a x e para cada x,
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11 (x) s@o processos adaptados. Consideremos X, = (X', ...,X?) semimartingales continuos com
valores em RY. Entdo temos

FX) = FoXo+Z/ff de+Z/ 2 (X )axi+

d m ta Jj a2F
23 [ S warixte; ¥ T, KA X

ljl

Para as aplicacdes que faremos no capitulo final, precisaremos da férmula acima em termos
da integral de Stratonovich, fornecida no préximo teorema.

Teorema 47. (Férmula de Ité generalizada II) Seja F;(x), t € [0,a], x € RY um campo aleatério
continuo em (t,x) (w-quase sempre), onde para cada t, F;(-) é uma fungdo de classe C3 de R?
em R (w-quase sempre) e para cada x, F;(x) é um semimartingale e satisfaz

m t . .
F(x)=Fx)+ ) /0 fi(x)ody), VxeR? (w— quase sempre),
=1

onde Ysl,...,YS’" sdo semimartingales continuos e fi(x) sdo campos aleatérios satisfazendo as
condigées impostas anteriormente em (46). Consideremos agora X; = (X!, ..., X?) um semimar-
tingale continuo. Entdo

F(X;) = Fo(Xo) +Z/fs ode+Z/ ax odX!.

A equagdo acima pode ser escrita na forma diferencial como

d
d(E (X)) = (dF)( Z X, )yodX;.

A demonstracdo dos teoremas anteriores podem ser encontradas em Kunita (1982) [11].

Apenas para ilustrar a férmula acima, e ver como ela se assemelha a regra da cadeia usual do
célculo, consideremos dois fluxos deterministicos &, n; tal que &, 7n; : R — R. Entdo, tomando
a composta desses fluxos e aplicando num ponto x temos:

(&Grome)(x) =&(ni(x)) = &(t,n(t,x))

Assim, pela regra da cadeia

Lt 0] = 22 0n0.0) %+ %50 n0,0) Ly,

As Férmulas de Itd Generalizadas estardo presente na maioria dos resultados que apresenta-
remos daqui em diante. Tais resultados nos auxiliardo no estudo da agdo de fluxos estocasticos
em campos de vetores e em formas diferenciais.






CAPITULO

5

Acoes de fluxos estocasticos em
campos de vetores e formas
diferenciais

Neste capitulo, estamos interessados em definir equacdes diferenciais estocdsticas no sentido
da integral de Stratonovich em variedades diferencidveis, ou seja, queremos definir equacdes di-
ferenciais estocdsticas de Stratonovich em superficies que nao apresentam “bicos”. Trabalhamos
com uma EDE de Stratonovich, pois ela modela uma grande classe de sistemas dindmicos em
variedades, uma vez que a sua Férmula de It6 se ajusta melhor as ferramentas de geometria
diferencial. No entanto, também podemos trabalhar com uma EDE de It6, dependendo dos ob-
jetivos.

Como queremos uma EDE de Stratonovich, faremos uso de alguns conceitos importantes
da geometria diferencial, como variedade diferencidvel, campos de vetores, diferencial de uma
aplicacdo e derivada de Lie de um campo de vetores, que podem ser vistos com mais detalhes,
por exemplo, em Lee (2012) [15]. Iniciaremos expressando uma EDE de Stratonovich numa
variedade M com coordenadas locais e analisando sua solu¢do. Em seguida, fornecemos uma
férmula de Itd agindo em campo de vetores e tensores alternados, também chamados de for-
mas diferenciais. Neste trabalho usaremos apenas dois campos vetoriais, mas os resultados sao
andlogos para uma quantidade maior de campos vetoriais.

No capitulo anterior apresentamos a ideia de um fluxo estocdstico no espaco R?. Agora,
como iremos trabalhar com variedade, precisamos estender essa ideia. Seja M uma variedade
diferencidvel e X um campo de vetores em M. Para cada ponto p € M, X tem uma tnica trajetoria
comegando em p e definida para todo tempo 7. Para cadaz, podemos definir uma fungéo & : M —
M enviando cada p € M ao ponto obtido seguindo, para o tempo ¢, a trajetoria comegando em
p. Essa funcéo & é chamada de fluxo estocéstico. De forma mais simples, considerando uma
variedade diferencidvel M, para cada ponto p € M, & define uma tnica trajetéria comeg¢ando
em p e que leva cada ponto p ao ponto obtido apds um tempo ¢; o fluxo indica o “caminho”
percorrido por cada ponto p na variedade.

Seja M uma variedade C* de dimensdo d paracompacta e conexa. Considere dois campos
vetoriais Xp,X; em M com parmetro ¢ € [0,a]. Assumimos que X; é um campo vetorial de
classe C? continuamente diferencidveis em ¢, isto é, com coordenadas locais (x1,...,x4), €55€
campo vetorial é expresso como

X (1) = ZXf(t,x)a—Xi, (5.0.0.1)

77
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onde Xf (t,x), 1 <i<d sio fungdes de classe C' com relagdo a ¢ e fungdes de classe C> com
relacdo a x. Enquanto que o campo vetorial X, € tal que Xé(t,x) € continuo em ¢ e de classe
C' com relacdo a x. A partir desse momento, consideramos uma EDE de Stratonovich em uma
variedade M como

dés =Xo(t,&sp)dt + X (1,E54) 0dBy, (5.0.0.2)

onde B; é um movimento browniano 1-dimensional definido no espago de probabilidade (Q,.7 | P).

Na Definicdo 45 consideramos &, (x) com x € R¢, como estamos em uma variedade M
precisamos estender tal definicdo com x € M, ou seja, precisamos explicar o significado de uma
solu¢do da equagdo (5.0.0.2) em uma variedade.

Definicdo 48. Uma varidvel aleatéria &y (x), x € M, s <t <min{T (s,x,®),a} com valores em
M é chamado de solucdo local da equagdo (5.0.0.2) com condigdo inicial & = x se satisfaz as
seguintes condigoes

1. T(s,x,®) é mensurdvel com relagdo a (s,x,®) e para qualquer (s,x) fixo é um tempo de
parada com respeito a Fy, onde Fs; = 6(B, —By;s <u<v<t);

2. &(x) é continua em (s,t,x);

3. Para qualquer fungéo F : M — R de classe C3, F(&;;(x)) é um semimartingale continuo
com relagdo a Fy,; e satisfaz para todo t < min{T (s,x,®),a}

F (& (x) +/ Xo(r)F (&.r(x) dr+/ X1 (r)F (&,(x))odB,.  (5.0.0.3)

A solugdo é chamada de maximal se T (s,x) = o para todo x (®-q.s.) e para qualquer s no caso
de M ser compacto, ou se limy |, ) & (x) = oo é vdlido para T (s,x) < o (©-q.5.) no caso de
M ndo ser compacto, onde o é um ponto de compactagdo de M .

Usando o conceito anterior de coordenadas locais, podemos expressar a equagao (5.0.0.2) ou
(5.0.0.3) da seguinte forma. Seja (xy,...,x4) as coordenadas locais de uma vizinhanga U. Tome
F(x) = x; entdo

XoF (x) =Xi(r,x) e  X{F(x)=X](rx).

Portanto, se ﬁs,, satisfaz (5.0.0.3), entdo

&0 (x) = xi(&s4(x) = F (&4 (%))
satisfaz:

& (x) x,+/xo (r, &0 (%) dr+/X1 (r.&,(x)) o dB, (5.0.0.4)

parat < min{Ty,a}, onde Ty = inf{t > s|&;(x) ¢ U}.

Note que a solugdo da equacgdo (5.0.0.4) ndo depende da escolha das coordenadas locais.
De fato, seja (X7,X2,...,X7) outra coordenada local da vizinhanca U. Entdo podemos escrever o
campo de vetores X (¢) e Y (¢) da seguinte forma

4 __; 0 d __; 0
=Y X'(t,x)=—= X0 =Y X' (t,x)=—. (5.0.0.5)
J= j=
Os coeficientes X (z,x) € Xo'(t,x) sdo relacionados por
Xi(1,x) Xd:_j(t 12529, 4 (5.0.0.6)
x) = X)=—, i=1,.. .0.0.
o\% “ 0\t ax_]7 yeeeyty

Iver Apéndice B
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o mesmo vale para X pois, substituindo X{ (t,x) na equagdo (5.0.0.1) pela igualdade dada em
(5.0.0.6), obtemos a equacdo (5.0.0.5):

d .
X(1) = ZZE]O”C)()T—]&TQ (5.0.0.7)

Seja E’ (x) = (E; [(x), .. Ef ;(x)) uma outra solucao de (5.0.0.4) com os coeficientes X_Oi(t,x).

Aplicando a Férmula de Ito dada na equacdo (5.0.0.3) para F (X7,X2,...,X7) = Xi(X1,X2, .-, Xq)

FEL) = FW+ [ XIFE, wdr+ [ Xi)FE,, @) ods,

vEu) = / Xo(r)i(E () + / Xi(r)(E, (x)) 0 dB,

(5.0.0.5) — 9 -
= Xz‘l'/ ZXO né sr —x, dr+/ ZXl ré 5r gx,(§s7r(x))od8r
J

: x, /XO dr+/X1 OdB

Portanto, x; (Es,t (x)) coincide com &/,

Usando o fato que a variedade admite uma base enumerdvel de abertos € possivel mostrar
que existe uma tnica solu¢ao maximal. A ideia € dividir a variedade em varios abertos e usando
uma base enumerdvel podemos construir solu¢des estocdsticas em cada um de tal forma que
essas solucdes podem se concatenar afim de juntar as solugdes e formar a solucdo maximal.
Mais detalhes sobre a demonstracao dessa afirmagdo podem ser vistas em Kunita (1982) [11],
paginas 245-249.

Fornecemos até o momento uma férmula que descreve a regra diferencial de &, para a
varidvel 7. Entretanto, € possivel fornecer uma regra diferencial de & ; para a varidvel de retorno
s. Mais detalhes sobre isso podem ser visto em Kunita (1982) [11].

Além disso, seja F : M — R uma funcio de classe C> e &+ ¢ um homeomorfismo. A equagdo
(5.0.0.3) pode ser escrita para a inversa de & ;, como

F(ES (%)) = F(x) — / Xo(IF(E (x))dr - / X (r (x)) o dB,. (5.0.0.8)

)

5.1 Fluxos agindo em campo de vetores

Nesta secdo, estamos interessados na equacao diferencial estocdstica ou férmula de Itd que
rege o processo avaliado pelo campo de vetores. Para simplificar a notacdo, consideramos a partir
de agora s = 0. Todos os resultados podem ser estendidos para s > 0 de forma semelhante.

Comecaremos introduzindo o conceito de diferencial de uma aplicag@o, conceito que pode
ser visto com mais detalhes no Apéndice C. Na literatura da Geometria Diferencial, o diferencial
de um campo as vezes € chamado de mapa tangente, derivada total ou simplesmente derivada
de F. Como ele “empurra” vetores tangentes da variedade de dominio para o contradominio,
também pode ser chamado de pushforward.

Seja & : M — M um difeomorfismo (a principio deterministico, que fard o papel do fluxo
estocéstico & em breve). A diferencial &+ (também chamada de pushforward) é por defini¢do
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uma fungdo linear do espaco tangente T.M para o espago tangente 7 (, M tal que dado um ponto
x € TyM a derivagdo de &, agindo em f € C*(M) denotado por &+ é dado pela regra

Exr xf:Xx(foé) VX; € Ty(M),

onde o indica uma composi¢do e X, denota a restricdo do campo vetorial X em M no ponto x.
Definimos um novo campo vetorial £, X por

(6:X)x =100 X1 (n)-

Consequentemente, para qualquer fungdo f de classe C*°(M), onde C* (M) denota o espago de
todas as fungdes C*, temos

EXF(x)=X(fo&)(&'(x), VxeM. (5.1.0.1)

Observe que podemos expressar &, X usando coordenadas locais. De fato, seja

d P
X:i;X (x)8_x,-

a expressdo de X em coordenadas locais. Entao

d ] P
EX = Y (EX) ()5 -
i=1 i
onde
i d -1 aéi -1
(600 = EXE )G 0)

onde xi(xl, ...,xd) = Xj.
O préximo teorema fornece uma férmula de t6 para a acao de fluxos estocdsticos em campos
de vetores.

Teorema 49. Seja X; um campo de vetores de classe C>% para algum o > 0, Xo um campo
de vetores de classe C*% para algum o e & a solugdo da EDE (5.0.0.2). Entdo &+X satisfaz a
seguinte formula para algum campo de vetor X de classe C3

t t
ét*X :X—/O LXO(r)(ér*X)dl’—/O LXl(r)(ér*X)odBr (5102)

onde Ly,()(&+X),i = 0,1 denota a derivada de Lie do campo &+X com relagdo a X;(r).

Demonstracdo. Seja f € C*(M). Entdo, pela equagédo (5.1.0.1)

& X f(x) =X(fo &) (& ().
Seja
F)=X(fol)®) e M=&"()=("x),..& ")

onde a dltima igualdade da segunda equacdo representa M; em coordenadas locais. Pela férmula
de Itd generalizada com integral de Stratonovich dada no Teorema 47 obtemos

d
A(E (M) = (dE) ) + Y O 0 o v, (5.103)
i—1 9Xi
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g 9h
Agora, precisamos encontrar quem representa (dF;)(M;) e ¥, g ——(M;) odM!. Temos pela
equacao (5.0.0.3):
f(&( +/Xo (& (x) a’r+/X1 +(x)) odB,
Aplicando o campo X de ambos os lados da equacao acima
XUEW)] = XF6)+ [ XIXolr)f G a)ldr+ [ XX f(E )] odB,
ou ainda,
t t
X(fo8)) = Xf()+ | X(Xo(r)fo&dr+ [ X(i(r)f o) odBr.
Entdo,
(dF)(M;) =

= X(Xo()f o &)(Mp)dt + X (X1 (1) 0 &)(M;) o dB;

L X(Xo(t)fo&) (& (x)dt + X (X (1) fo &) (&
(5.1.0.1)

(x)) odB
EXXo (1) f(x)dt + &+ XX, (t) f(x) o dB.

(5.1.0.4)
. d JIF i
Descobrimos o termo (dF;)(M;). Para achar }¢ , ™ (M;) o dM; precisamos primeiramente
encontrar o termo dM;. Observe que dM! é o mesmo que d 5[1’. Entdo, tomando F (x1,...,x;) =
x; temos que M} = F (M) e aplicando a equagdo (5.0.0.8):

th_li— /XO ll a’r—/X1

)odB,
ou na forma diferencial

dM; = & " = —Xo(1) (& " (x))dr — X1 (1)(& " (x)) 0 dB.

Note que a equagdo acima pode ser reescrita como

AV =~ XO(E (0))de — &7 X (1) (& () o dB, (5105
pois, como X} (t) = Xo(t)x;:
X&) =

& Xo(t)xi(§ ' (x))
(5.

Y Xo() (o &) (E(E7)
:gt—li =x

= Xo(r)(&"(x).

O mesmo vale para o campo X;. Para simplificar a expressio, adotamos dB?

=
o

= dt. Portanto,
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RS
s

(M) o] = —ZZ&,JXk &7 (0) 2 (F) (& () 0Bt

i=1lk=

.M&
>

Xi

N
I

_

Ry

::_ZgﬂZﬁwaﬂma%mwﬁ
k=0 =1

- i EX X ()R (E7  (x)) 0 d B (5.1.0.6)
k=0
1
= Y XORE) (G () 0dBt (5.10.7)
k=0 v

- —zxk X(fo&)(E)(x) odBE

— Z Xi(1)EX f(x) 0 dBF. (5.1.0.8)
k=0

de (5.1.0.6) para (5.1.0.7) usamos a equagao (5.1.0.1) onde ft_l (x) é ponto e F; é fungdo. De
(5.1.0.4) e (5.1.0.8):

1 1
d(F(M)) = ];)é*XXk(f)f(X)odBf—ZXk(t)it*Xf(X)OdBf

k=0
1
= Y & XXu(r)f(x) = Xi(1) & X f (x) 0 dBy (5.1.0.9)
k=0
1
=Y [gt*x,xk(t)]odBf (5.1.0.10)
k=0
1
S Z {Xk(;),g,*x} odBf (5.1.0.11)

= — Z LXk ét*X O dBk

= on (&+X)dt — Ly, () (G X) 0 dB;.

onde, de (5.1.0.9) para (5.1.0.10) usamos a defini¢cdo de Colchete de Lie 2, de (5.1.0.10) para
(5.1.0.11) usamos uma propriedade do Colchete de Lie® e na tltima igualdade usamos a relacio
bem conhecida de Derivada de Lie* dada por

Ly(X) =[¥,X].
]
O préximo exemplo ilustra o teorema anterior.

Exemplo 14. Considere o campo em R? dado por

X (x, )(1@—1;+0i

Zver equagdo (C.2.0.1)
3ver Proposi¢do 63
“ver Definigdo 65
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e a EDE dada por
d(&(x,y)) = X1(&(x,y)) odB. (5.1.0.12)

Podemos escrever esta EDE na forma diferencial como sistema

) = [o]oam

e que também pode ser expressa na forma integral:

{éﬁ (x,y) = & (x,y) + fi 10dB,
E2(x,y) = &3 (x,y) + [y 00 dB,

Assumindo & (x,y) = x e &3 (x,y) =y, temos

&i(x,y) = (x+/0tlodBr,y+0) (5.1.0.13)

t

_ (x+/ 1d3,,y> (5.1.0.14)
0

= (x+Bl_307y)

= (x+B,,y>.

De (5.1.0.13) para (5.1.0.14) usamos a conversdo de uma EDE de Stratonovich para uma
EDE de Ité. Além disso, temos que a inversa de &(x,y) é dada por &' (x,y) = (x — B, ).
Nao é dificil verificar que uma representagdo matricial para &+ é dada por

{é*} = F 0] (5.1.0.15)
1 0 1
S ) )

Vamos verificar, por exemplo, que

d d
' ox T ax

De fato, pela equacdo (5.1.0.2)

(&5 )70 = |5 [ Lninge 5r0a8 ] e

d f d
= S = [ LG5 xy)0dB,

= gt [ (&5 )x-x (85 ) |reas,

= o= [ (&5 Jxsen -x (&5 ) st oan,

Calculando cada termo da integral, de acordo com a equagdo (5.1.0.1), obtemos

(&5 s = & (xsenes ) (& @)

— s(5e) (5e)
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a8 3 )10 = 25 (reneg) (6 6)]
- (58 (50w

Portanto,
0 t
/ |:(§r )le(x y)—Xi (é* &X)f(x,y)] odB, :/0 0odB, = 0.
Logo,
0 d
(&5 )70 = got)
e assim

) d )
51*@ = 1£c+08_y7

ou seja, a primeira coluna da matriz [§+] é dada por

1

o

0 ) 0
ét*a—y :Oa—f— la_y’

ou seja, a segunda coluna da matriz [E+] é dada por

il

Observe que trabalhar a férmula (5.1.0.2) ndo € de modo algum fécil, uma vez que apresenta
a derivada de Lie do campo &+X com relag@o a X;(r), e assim, para uséd-la devemos calcular &,
que ndo € uma tarefa facil, j4 que muitas vezes nem conhecemos &,, imagina sua diferencial.
E se conhecermos, calcular a diferencial pode ser bem trabalhoso, igual ilustrado no exemplo.
Portanto, quando queremos saber a acdo de fluxos estocdsticos em campos de vetores usamos
uma férmula bem similar a equacgao (5.3.0.2) considerando é,ﬁl, a proximo proposicao diz isso.

De forma andloga,

Proposicao 50. Podemos obter uma equacdo similar a equagao (5.1.0.2) considerando o fluxo
estocastico inverso. Isto é, temos que 5,*1 satisfaz

t t
ETIX =X+ /0 £ Ly Xdr+ /0 £ Ly, ()X 0dB, (5.1.0.16)

Observacao 5S1. Como a prova deste teorema ndo é feita no Kunita (1992) [11], iremos mostrar
aqui, mesmo sendo muito proxima da demonstragdo do Teorema 49.

Demonstracao. Pela equagdo (5.1.0.1) temos que

& Xf(0) =X(fo& (&)

e, pela formula de It6 generalizada com integral de Stratonovich dada no Teorema 47 obtemos

d(G;(H,)) = (dG;)(H,) +Z%Gt H,)odH!, (5.1.0.17)
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onde

Gi0)=X(fo& (x) e H=&x)= (& x),...5(x).

2G
Agora, precisamos encontrar quem representa (dG;)(H;) e Y4, e I(H,) odH!. Temos pela
equacao (5.0.0.8):
t
FE ) = 1@ = [ Xos & war— [ xisE @) oan,

Aplicando o campo X de ambos os lados da equacdo acima e diferenciando,
(dG;)(H;) = —étIIXXO(t)f(x)dt — étZIXXl () f(x)odB;. (5.1.0.18)

Observe que dH! pode ser representado como d&/. Entdo, tomando F(xy, ...,Xg) = x; temos que
H} = F(H,) e aplicando a equagdo (5.0.0.3):

=& = [ Xor)EDdr+ [ Xi()(E W) 0B,
ou na forma diferencial

dH] = d&/ = Xo(1)(&/ (x))dt +Xi(1)(&/ (x)) 0 dB;.

Note que a equagdo acima, como anteriormente, pode ser reescrita como

dH] = &+X5(t) (& (x))dt + &+ X (1) (& (x)) 0 dB, (5.1.0.19)

Para simplificar a expressdo adotamos dB? = dt, como anteriormente. Portanto,

o8]

1
2t oan; = Y EM)E0) 2 (G)(E ) odB

M=~

1

= Y &X(t)Gi(&(x)) o dBy (5.1.0.20)

= ZXk(t)Gz(gz)(5,_1(51@)))0‘13? (5.1.0.21)

= ZXk X(fo& (&) (x) odBy

= Z EX"Xi(1)X f(x) 0 dBY. (5.1.0.22)
k=0
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de (5.1.0.20) para (5.1.0.21) usamos a equacéo (5.1.0.1) onde & (x) é ponto e G; é fungdo. De
(5.1.0.18) € (5.1.0.22):

1

1
d(G/(H)) = - kZOéJXXka)f(x) odBf + kZOéJkaXf(x) o dBy

1
= Y & XX f(x) — & XX (1) (x) 0 dBE
k=0
1
= Y& [Xk(mX} odBf
k=0

1
= Z étzlLXk(l)X OdBf
k=0

~1 ~1
]
A seguir, daremos um exemplo para ilustrar o teorema anterior.

Exemplo 15. Vamos considerar & como sendo a solugdo da EDE
d&t = X] (é[) OdB[

onde X é um campo em R3 dado por

X1 (x,y,2) = —yi —I—xi —|—Oi.

dx ~dy 9dz
Neste caso, pelos comentdrios que fizemos no exemplo 13, temos que uma trajetoria iniciada
em (xo,Y0,20) permanece no cilindro de raio r = ||(xo,0,0)|| mantendo a altura zy. tal campo

de vetores pode ser ilustrado da seguinte forma

Figura 5.1: Ilustragdo do campo de vetores X; por dois angulos.

Tomemos
K xd ey D
x;y;Z _xax yay Zaz‘
Note que Lx, X = 0. De fato,
LXIX Pr0£.65 [Xl,X]
Pr0£.62 8 8 8 8 8 8
= Xl(x)gcﬂLXl()’)a—erXl(Z)a—z—X(—y)gc—x(x)a—y—X(O)a—z
0 0 0 0 0 0

= 0.
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Logo,
t
-1 -1
X :X+/ - Ly, (nX cdB, = X.
s ——
=0
Neste caso dizemos que o campo X é invariante pela acdo do fluxo estocdastico é,_l
Uma observacao interessante € que se X € invariante pela acao do fluxo estocdstico ét_] entao

X também serd invariante pela agéo do fluxo estocdstico &. Isto é, se étZlX = X entdo &, X = X.
De fato, de acordo com as propriedades de diferencial®

(&o& )X = (id).X =X,
| (& 08X = E (671X) = X
=X
Portanto, &.X = X.

5.1.1 Composicao e decomposicao de fluxos estocasticos

Veremos agora uma propriedade interessante dos fluxos estocdsticos: a composicao e a de-
composicdo. Essa caracteristica fornece propriedades dinAmicas e geométricas de cada compo-
nente da fatoragio do fluxo & e a fatoragdo & = 1, o y; €, em geral escolhida dependendo da
dindmica em que se quer estudar e da estrutura da variedade diferencidvel. A seguir daremos
apenas uma ideia sobre esse assunto.

Consideremos as seguintes EDEs em uma mesma variedade diferencidvel compacta, para
garantir que existe solucdo para todo ¢ > 0 e que os campos vetoriais sdo C*:

d& = Xo(&)dt +X1(&) 0dBy; (5.1.1.1)
dn, = Yo(n,)dt + Yy (1) o dB. (5.1.1.2)

Teorema 52. Considerando as condigées descritas acima o processo composicao ¥ = & on, é
solucdo de

dy = Xo(y)dt + X1 (%) odB; + & Yo (v )dt + E.Y1 (%) o dB;.

Demonstracao. De fato, aplicando a férmula de 1t6 generalizada dada no Teorema 47 com

Ft(x):foé,(x) € Mt:(ntlv“'7ntd)

onde f: M — R é uma funcio de classe C* e (1},...,n¢) sdo as coordenadas da expressio 7,
temos

d
dEM) = @E)M)+Y 2

M,) odM:!
- axi< f) t

_ Zxk F(&omy)odBt +ZYk (fo&)(n) odB;
k=0

= ZXk %odB+ZYk (fo&)(& " on)odB!

_ Zxk }/,odBk+Z§z*Yk f(%) o dBy
k=0

= Xof (y)dt +X1f(%) odB, + & Yo f (y1)dt + & Y1 f (1) 0 dB;.

Sver Apéndice C
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Como a udltima igualdade vale para toda f : M — R de classe C™ entao
dy, =Xo(y)dt + X, () odB; + ét*Y()(’)/t)dl‘ +&.1 (%) odB;.

]
Note que se os fluxos fossem apenas deterministicos, teriamos

dy = Xo(%)dt +&-Yo (v )dt.

No préximo resultado ainda estamos considerando as EDEs dadas pelas equacao (5.1.1.1) e
(5.1.1.2) com & e 1, seus respectivos fluxos solugdes.

Teorema 53. Considere um campo Z; tal que vale a decomposicdao X = Y, + Zy, e seja W o
processo solucdo da EDE

Ay, = ;' Zo(yr)dt + 1, Z1 (yi) 0 dB;.
Entdo ny oy, é solugdo da EDE (5.1.1.1), ou seja, temos a decomposi¢do do fluxo estocdstico
& = Moy

Demonstraciio. Considere a funcio F;(x) = fon(x) e M; = (k!,...,k%). Entdo, aplicando a
Férmula de It6 generalizada dada no Teorema 47 com y = & (x) obtemos

d(Fi(M;)) = (dF)(M,) +Z8
1 .
= LYok >>odBf+Zont* §(6)(f ome) (ki (x)) 0 dB!.
J=0 J
Como
e Zi(0)(f o o) (ki () = Z;(2) £ (11 © kit (x))
entao

d(fomok) = Xo(t)f(noki(x))dt +Xi () f(n; oki(x)) o dBf
d(fo&) = Xo()f(&(x))dt+Xi(1)f(G(x)) odB;.

A tltima equagdo acima € vdlida para toda f : M — R de classe C*°, e como

d(&) = Xo(&)dt +X1(&) odB;

segue que pela unicidade de solugdes para EDEs que & =10 y;. m
Com esse teorema conseguimos obter uma férmula para calcular uma EDE reversa &fl como
mostra o préximo exemplo.

Exemplo 16. Considere as equagoes
dn = Xo(n:)dt + Xy (1) 0dBy,
dyy =12 (=Xo) (w)dt + 1. (=X1) () 0 dB;.

Observe que aplicando o teorema acima temos que 1); o Y; é solug¢do de uma EDE com os campos
nulos. Entdo

(10 llfr)(X) =
Ou seja, n; o Y; = id para todo t. Logo, Y; = T[t . Isto é,
dn;_ = Trs (_XO)(rlt_ )dt + n;ll(—Xl)(nfl) odB;.

Pela linearidade da diferencial n;l ainda podemos escrever

dm_l = —nzll(Xo)(m_l)dt - mll(Xl)(m_l) odB;.
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Exemplo 17. Considere uma EDE linear em R?:
d& = A& dt+ CdB; (5.1.1.3)

onde A é um campo linear representado por uma matriz d X d, C é um campo constante represen-
tado por uma matriz d X 1 e B; é o movimento browniano unidimensional. Podemos decompor
a equagdo como
dy =Aydt, dn, =y, CdB;,
ou seja, se ¥ (x) e N;(x) sdo solugdes das equagdes acima, entdo & =y, o1, é uma solugdo para
a equagdo (5.1.1.3), pois para multicampos a prova do Teorema 52 é andloga.
Observe que Y, é solugdo de uma EDO deterministica que é conhecida como ¥ (x) = ex,

onde & é uma matriz e x € RY. Para calcularmos }/t;l, devemos primeiro calcular ;. usando
a matriz jacobiana associada a ;. Note que essa matriz é o proprio eV, logo

t
Yex = e
e assim

Bl = () = (@)=

O resultado acima faz sentido, pois sabemos que

Yo Yy =id

Ao e Al — eAz(e—At) _ e(A—A)t _ eo-t —id.

Portanto,

dn = e YCdB,

Reescrevendo a equagdo acima na forma integral temos

t
¢ (x) :x+/ e CdB.
0

Como & = vy, o, entdo

& =y(n) = (x+ /O [e_A“CdBS> .

Em Teoria de controle, considerando B; um movimento browniano k-dimensional, os termos
B!,...,B* e & sdo chamados de entrada e saida, respectivamente.

5.2 Fluxos agindo em formas diferenciais

Um fluxo estocdéstico de difeomorfismos determinado por uma equagao diferencial estocas-
tica em uma variedade diferencidvel atua naturalmente em campos de tensores alternados, tam-
bém chamados de formas diferenciais, e define um processo estocdstico com valores nesses
campos. Na se¢do anterior, obtemos uma férmula de Itd para & agindo em campos de vetores.
Nossa ideia agora € obter uma férmula similar, mas para um fluxo agindo em formas diferenciais
mais gerais. Entretanto, antes de considerarmos o caso geral, iniciaremos com uma 1-forma.

O leitor pouco familiarizado com 1-formas diferenciais pode ver mais detalhes no Apéndice
D. A seguir iremos escrever apenas as propriedades bésicas para estabelecer as notagdes.

Seja & um difeomorfismo de M e seja &+ a diferencial de &, a qual é uma fungdo linear de
T,(M) em T¢ (,, (M). Denotaremos o dual da fungdo por &; que € uma fungéo linear de T¢ ) (M)
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(espago cotangente) em 7, (M)*, tal que para qualquer @ () € Tg () (M)" € Xy € T (M) a seguinte
relacdo € satisfeita

P () (Ex+X) = & P (1) (Xo)- (5.2.0.1)

Em outras palavras, temos que o dual da funcdo é tomado da forma

& i Teo(M)" — T(M)*
Pe) = & Pew)

Seja 6 uma 1-forma, denotamos por £*6 uma 1-forma tal que
(£76)x = &7, (5.2.0.2)

Seja X um campo vetorial completo e & seu fluxo. A derivada de Lie da uma 1-forma 6 é
definida por

1
Lx6 =1lim—(£60—0).
X [m : (& )
Uma relacdo muito conhecida sobre a derivada de Lie de 1-formas € a seguinte
Lx6(Y)+6(LxY)=X[0(Y)]. (5.2.0.3)

O préximo teorema fornece uma férmula de Itd para a acao de fluxos estocdsticos agindo em
1-forma, onde consideramos &; o fluxo estocdstico solugio da seguinte EDE

dél = Xo(gt)dl‘ + X (g,) odB;.

Teorema 54. Assumindo a mesma condi¢cdo de suavidade para os campos vetoriais Xy, X| dada
no Teorema 49, temos que & satisfaz a seguinte formula para qualquer 1-forma 6 de classe c’

t t
£ =0+ /0 E¥ Ly, Odr + /0 E¥Lx, (16 0dB, (5.2.0.4)

Demonstracao. Primeiro note que para um campo X em M, de acordo com a equagao (5.1.0.2):

t t
g,*X :X—/O LXO(r)gr*Xdr—/o Lxl(r)ér*XodBr

e portanto para uma 1-forma 6 avaliada em um ponto y temos

t t
0EX)0) = 0X0) — [ 0(L&-X)0)dr— [ 0(Lx,(16-X)0) 0B,
Precisamos encontrar uma férmula para 6 (&+X) no ponto & (y), pois

(& 0)(X) () = 0(&+X) (& (¥))-

Para simplificar a expressido adotamos dBY = dt, como j4 feito antes. Considere a fungdo
F(y) = 6(&+X)(y) de classe C3. Entio, aplicando a Férmula de Itd generalizada dada no Teo-
rema 47 com y = & (x) obtemos

1 t 1 t
F&() =RE0) - Y [ 0y&X)(EW)edsi+ Y [ Xl8(5X)](& () o dB:
k=0 k=0

(5.2.0.5)
Note que, pela equagao (5.2.0.3):

Xi[0 (L, 6 X)] (& (x)) — 0 (Lx, 6+ X) (G (x)) = Lx [06-X (& (x))
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e ainda, pela equacdo (5.2.0.1):
Lx, 08X =& Lx, 0(X)

Portanto, a equacdo (5.2.0.5) resulta em

0 X) (&) = OX(§() + [ &L, 0(X)(E)r+ [ &L, 0(X) (& () 0aB,

ou ainda,

& OX(E (W) = OX(§(0) + [ & 10X (EW)dr+ [ &L 0X) (& () 0aB,

onde na ultima igualdade usamos novamente a equacgdo (5.2.0.1). m
Agora, vamos desenvolver a mesma ideia para uma forma diferencial K: T (M) x - -- X T (M) —
R. Assim, para cada x, K, é¢ uma forma multilinear no espaco produto
To(M) x -+ x T,(M).

Entdo, dado os campos de vetores Y1, ..., Y,
Kx(Yl,...,Yq) :KX(Y]X,...,qu) (5.2.0.6)

é um campo escalar.®
Seja ¢ um difeomorfismo de M e K uma forma diferencial, definimos uma forma diferencial
@K pela relagdo
((])*K)X(Yl s ens Yq) = K(P(x) <¢*Yl yeens ¢*Yq). (5.2.0.7)

A derivada de Lie de uma forma diferencial K com relacdo ao campo vetorial X € definido
por

. 1 *
LXK = llmw() ;<¢t K—K).

Se K € uma forma diferencial igual a equacdo (5.2.0.6), entdo satisfaz
q
(LxK)x(Y1,..., Yy) = X (Ky) (Y1, ... Z (Y1, Lx Yy, ..., Yy). (5.2.0.8)

O préximo teorema indica a férmula de 1td para &* agindo em uma forma diferencial.

Teorema 55. Suponha que o coeficiente X; da equagdo é um campo vetorial C+%* para algum
a > 0 e Xy é um campo vetorial C>* para algum o > 0. Entdo & satisfaz a seguinte formula
para alguma forma diferencial K de classe C?

EK= K+/ ( LXl—i—LXO)Kdr—i—/ &) Ly, KdB,; (5.2.0.9)

Suponha agora que o coeficiente X\ da equagdo é um campo vetorial C>%* para algum o > 0
e Xo é um campo vetorial C** para algum o > 0. Entdo & satisfaz a seguinte formula para
alguma forma diferencial K de classe C3

t t
EK=K+ /0 & Ly, (rKdr + /0 & Ly, (nKodB, (5.2.0.10)

®maiores detalhes sobre isso podem ser vistos no Apéndice D.
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Demonstraciio. Por simplicidade, adotamos dB? = dr.
Provaremos primeiro a equacao (5.2.0.10). Aplicando o Teorema 49,

Kx(@*Yb...,@*Yq):Kx(Yl,...,Y < Z/ Kx gr*Yl, LX 5V*Y1, .,gr*Yq)odB{).
j= 0

Seja
Ft(x) = Kx(ét*Yh ) ét*Yq)

e aplicando a Férmula de It6 generalizada para F; (& (x)) temos

d

d(F(G)) = (dF) (&) + )od/

1

€ assim,

1 t ,
F(&(x)) — Fo(&o(x)) = Z i/ ér*Yh Lngr*Yla---aér*Yq)odB{’
1 t
+ Z/ Fo (&) odB]

g Z/O LXngr(x)(ér*Yl,...,ér*Yq)odB{
j=0

1 |
- Z/o & Lx Ky (Y1,...,Yy) odB].
-

Com isso provamos a equacao (5.2.0.10). Provaremos agora a equacao (5.2.0.9).
Temos

1 1 ]
é*K—K = Z /O g;kLXIKOdBi

1 t ) 11
y / E'Ly KdB + / L4l L K. B,]
=0 0 0 2

Note que na segunda integral acima apareceu o termo de variacao quadrética do semimar-
tingale’ & Lx,K, logo podemos decompor esse processo em uma soma de um martingale local
com um processo de variacdo finita. Usando a equacgado (5.2.0.10) novamente e convertendo-a
em uma integral de Itd

1 t )
g;kLX]K—LXIK = Z/OgjLXjLXIKOdB"{

~

um processo de variagdo finita

1 t )
=) /0 &} Lx,Lx,KdB] + A
=0

TV
martingale

"nas condi¢des que trabalhamos o processo é um semimartingale
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Substituindo &Ly, K na varia¢do quadrtica

11 1 t ) 1 Jd t )
—d “Lx.Lx,KdB/,B / — / “Lx.Lx Kd[B/.B
/0 5 L;()/O gr XX r r] 0 2;) 0 ‘Sr X=X B}, B/]

tl tl *
— [ & LxlnkdinB+ [ SE Ly LxKdlB,. B

1
= 0 Eé;kL)z(ler

e assim
1 t ) 11
EK—K = ) / & LxKdB] + / —5,*L§]Kdr
=0 02
! * ! * Il *xr2
= /0 &) Ly Kdr + /0 &Ly, KdB, + /0 Egerler
! t
— /0 E* (%L)2(1+LXU>Kdr+ /O EFLy,KdB,.
[}

Definicao 56. Dizemos que & preserva volume se §/K = K.

Esta definicdo se justifica através da formula de mudanca de varidvel. Mais precisamente, se
K denota a forma volume e & é um fluxo (deterministico) entdo vale a férmula

vol(& (U)) = [é e | &%= | k=vo1v)

onte U € uma regido integrdvel. Esta férmula também tem uma versdo andloga para o caso esto-
castico como pode ser vista por exemplo em Ledesma; Silva (2017) [13] e Kinateder; McDonald
(2002) [9].

Em vista da defini¢do anterior, o fluxo estocdstico & gerado pela EDE (5.2.0.10) preserva
volume se, e somente se, Ly, K = 0 para k = 0, 1. O préximo teorema confirma isso.

Teorema 57.
EK=K<LxK=0 para k=0,1 @©— quase sempre.

Demonstracdo. Suponha primeiramente que Ly K = 0 para k = 0, 1. Entdo, segue da equagio
(5.2.0.9) ou da equagdo (5.2.0.10) que &K =K (@ — quase sempre).
Suponha agora que &K =K, entéo pela equagéo (5.2.0.9)

t t 1
/0 & Ly, KdB, = —/0 & <§L§1 +LX0)K(Y1,...,Yq)dr ® — quase sempre.

Observe que o lado esquerdo da igualdade acima depende de dB,, logo € um martingale. Por
outro lado, o lado direito da igualdade € um processo de variacao finita. Portanto, ambos devem
ser nulos ®. Assim, a variacio quadrética do martingale acima é

t
/0]éfolK(Yl,...,Yq)]zdr:O
para todo Yy, ...,Y, € T,M. Logo,
& LxK=0
e portanto
Lx, K= 0,

ja que &, é isomorfismo, pois &, é difeomorfismo. E ainda, como o processo de variagéo finita
acima € nulo, segue que Lx, K =0. ®

8um processo martingale é de variacdo finita s6 se o martingale é nulo.
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5.2.1 Exemplos na esfera

Nosso objetivo € analisar o comportamento de um fluxo que age em regides limitadas sobre
uma esfera, utilizando a teoria apresentada anteriormente. Para isso, precisamos determinar
campos de vetores que pertencem a esfera e uma maneira possivel de construir um campo vetorial
em $"~! € a seguinte.

Seja A uma matriz quadrada n x n. Entdo a fungdo

[ SR
definida por
fx) = Ax

€ um campo de vetor tangente a esfera se, e somente se, o produto interno
< x,Ax >=0 paratodo xe §" 1.
Isso, por sua vez, € equivalente ao requisito de que A seja uma matriz antissimétrica, ou seja,

A+A' =0,

7z

onde A’ € a transposta da matriz A. De fato, suponha primeiro que < x,Ax >= 0 para todo
xe 81 ou equivalentemente, para todo x € R4, Entdo,

<x,(A+A)y> = <xAy>+<Ax,y>
= <XAx> 4 <x,Ay >+ <Ax,y >+ < Ay,y >
= <XAX> 4 <x,Ay >+ <y, Ax >+ <y,Ay >
= <xAx+y) >+ <yAQx+y) >
= <x+yAlx+y) >
= ()7

para todo x,y € R¢, entdo A + A’ = 0. Por outro lado, se A +A’ = 0 entio

1 1
<X,Ax > = §<x,Ax>+§ < x,Ax >

1
= §(<x,Ax>+<Ax,x>>

1
= 5(<x,Ax>—l—<x,Atx>>

1
= 5(<)C,(A—|—At)x> >
= 0.
Dizemos que o campo vetorial X obtido desta forma € um campo vetorial linear.

Exemplo 18. Vamos determinar um campo vetorial linear sobre a esfera. Consideremos a se-
guinte matriz anti-simétrica

0 -1
A=|1 0
0

SO =

—1

Entdo,

= (—y—i—z,x7 —X).

SO ==
N =
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Note que, < x,Ax >= 0. De fato,

<(32), (=y+ax,—x) > = x(—y+z)+mw—zw
= X+t yx—zx
0.

Exemplo 19. Considere S*> C R? onde
S c{xyz) eR P +y*+2=1}

e a forma volume®
k =xdy ANdz+ydz ANdx+zdx N\dy.

Assim como no Exemplo 18, vamos determinar um campo linear a S*. Consideremos a seguinte
matriz anti-simétrica

0 -1 0
A=1]1 0 O
0 0 O
Entdo,
X 0 -1 0 X
Xi(x,y,z2)=A|y| =1 0 0f-|y|=(-yx,0).
z 0O 0 O z

Note que, < x,Ax >= 0. De fato,
< (%, 3,2),(—=y,x,0) >= —xy+xy+0=0

A figura a seguir ilustra o campo X na esfera

Figura 5.2: Tlustracdo do campo X na esfera.

Pela figura, devido a rotacdo do campo em torno do eixo z, intuitivamente vemos que se
tivermos nesse caso uma EDE da forma

dy, = X1 (y;) odB;,

entdo o fluxo estocdstico W; preserva drea de regioes limitadas sobre a superficie esférica.
Nosso objetivo agora é mostrar que de fato W'k = k (w-quase sempre). Para isto comegamos

observando que

Lx,k = Lx, (xdy Ndz) + Lx, (ydz N dx) + Lx, (zdx A dy) (5.2.1.1)
T ) i

9Falar que k é uma forma volume é um abuso de linguagem, a expressdo mais precisa é drea, pois k é uma
2-forma em S2. Mais detalhes sobre isso podem ser vistos em Apéndice D.
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Calculando 1'°;

Lx,(xdyNdz) = Lx, (x)dy Ndz+x(Lx,dy) Ndz+xdy A (Lx,dz)
= Ly, (x)dy Adz+xd(Lx,y) Ndz+xdy Nd(Lx,z)
= —ydyNdz+xdxNdz+xdyNO
= —vdy/Ndz+xdxNdz.

Calculando 11:
Lx,(ydzNdx) = Ly, (y)dzAdx+y(Lx,dz) Ndx+ ydz A (Lx,dx)
= Ly, (y)dzANdx+yd(Lx,z) Ndx+ydz Nd(Lx, x)
= xdzAdx+y0Ndx+ydzAd(—y)
= xdzNdx—ydzNdy.
Calculando 111:
Lx, (zdxN\dy) = Lx,(z)dxNdy+z(Lx,dx) Ndy+ zdx A (Lx,dy)
= Ly, (z)dxANdy+zd(Lx,x) Ndy+zdx Nd(Lx,y)
= 0dxAdy+zd(—y) Ady+zdx Nd(x)

—zdyNdy—+zdx /\de
=0 =

= 0.
Logo,

Lxk = Ly, (xdyNdz)+ Lx, (ydz \dx)+ Ly, (zdx A dy)
= —ydyANdz+xdxN\dz+xdz N\dx—ydzN\dy
= —vydy/Ndz+xdxNdz—xdxN\dz+ydyANdz
= 0.

E assim, temos que Yk =k, pois Lx, k = 0. Portanto, ; preserva volume.
Note que, pela Formula de Cartan,

Lx k= (dile)k = divX; =0,

Ou seja, o campo de vetores X1 da EDE tem divergente nulo, logo assim como para fluxos
deterministicos, o fluxo estocastico gerado por X| também preserva volume, visto que podemos
interpretar o divergente como uma taxa de variacéo de drea."!

No préximo exemplo consideramos um campo vetorial ndo linear Y e queremos ver o com-
portamento do fluxo sobre a esfera.

Exemplo 20. Seja
S ={(xn2) eR 1 +y*+2 =1}

e o campo normal unitdrio a S* dado por

n( ) 1 < d N d N d )
X, ,2) = —F/——— |\ X5 +Yys—TI75
\/m dx ~dy 9dz
d N d n d
= Xx—+y=—+27=.
dox yay dz
10A regra para calcular a derivada de Lie de k-formas pode ser vista na Proposi¢io 75
1Se divY > 0, devemos esperar que a 4rea esteja aumentando. Por outro lado, se divY < 0, esperamos que a
drea esteja diminuindo. E se divY = 0, entdo a drea € invariante, ou seja, ela ndo varia. Mais detalhes sobre isso
podem ver vistos por exemplo em Guidorizzi (2013) [6].
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Considere também o seguinte campo de vetores

0 J N
Y——zxa—zya—y+(1—z )3_z

cuja representa¢do pode ser vista na figura a seguir.

Figura 5.3: Ilustracdo do campo Y na esfera.

Note que

<Y(x,y,2),n(xpz) > = < (—zx,—zy,1—2%),(x,3,2) >
= (x4 (—)y+(1-2)z
= —w’-g’+z-7
= —z(+y+2) 4z
T
—z+z
0.

e portanto Y é de fato um campo de vetores sobre a esfera.
Considere novamente a forma volume na esfera dada

k =xdyNdz+ydz Ndx+zdx Ndy

e vamos calcular a derivada de Lie de k com relacdo a Y para verificar se Lyk = 0 e assim
conseguir determinar o comportamento do campo de vetores Y .

Lyk = Ly (xdy Adz) + Ly (ydz A dx) + Ly (zdx A dy) (5.2.1.2)
1 ) i

Calculando I:

Ly(xdyNdz) = Ly(x)dy/ANdz+x(Lydy) Ndz+xdy N\ (Lydz)
= Ly(x)dy ANdz+xd(Lyy) ANdz+xdy ANd(Lyz)
= —zdyNdz+xd(—zy) Ndz+xdy Ad(1—7%)
= —zxdyNdz—zxdyNdz —yxdz ANdz—2xzdy N\Ndz
——

=0
= —dxzdyNdz.
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Calculando 11:

Ly(ydzAdx) = Ly(y)dzAdx+y(Lydz) Ndx—+ydz A (Lydx)
= Ly(y)dzAdx+yd(Lyz) Ndx+ydz \Nd(Lyx)
= —zydzAdx+yd(1 —7*) Ndx+ydz Ad(—zx)
—zydz Ndx —2zydz Ndx — zydz Ndx — xydz N dz
=0
= —4zydz Ndx.

Calculando 111:

Ly(zdxA\dy) = Ly(z)dxNdy+z(Lydx) Ndy+zdx A (Lydy)
= Ly(z)dxNdy+zd(Lyx) Ndy+zdx Nd(Lyy)
(1 —2%)dx Ady+zd(—zx) Ady +zdx Nd(—zy)
(1—22)dx Ndy — 22dx Ndy — zxdz Ady — 2°dx N dy — zydx N dz
ldx Ndy — Z2dx Ndy — 22°dx Ndy — zxdz A dy — zydx Ndz
= ldxAdy—3z%dx Ndy —zxdz N dy — zydx N dz.

Logo,

Lyk = Ly(xdyAdz)+Ly(ydzN\dx)+ Ly(zdx ANdy)
= —dxzdy Ndz—4zydz Ndx+ ldx Ady —3z%dx Ndy — zxdz N dy — zydx N dz
= —dxzdy Ndz—4zydz Adx+ 1dx Ady —3z%dx Ndy + zxdy A dz + zydz A dx
= —3xzdyNdz—3zydz Ndx+ 1dx/\a’y—3z2dx/\dy
—3xzdy ANdz —3zydz Adx+ (1 —322)dx A dy.

Como Lyk # 0, temos que se considerarmos nesse caso uma EDE da forma
dét e Y(gz) OdB[,

entdo o fluxo estocastico & ndo preserva drea de regides limitadas sobre a superficie esférica,
ou seja, ndo preserva volume.

Vale observar que como o fluxo ndo preserva drea, a func¢do divergente do campo Y é dife-
rente de zero, visto que (como mencionado antes) podemos interpretar o divergente como uma
taxa de variagdo de darea. E ainda, pela Formula de Cartan temos

Lyk = (divY )k.

e assim, a funcdo divY ndo é nula. Por curiosidade, vamos agora determinar a funcdo

divy : §* = R.
Primeiramente, note que
Lyk = —3z(xdyANdz+ydzANdx+zdxANdy)+1dxNdy
“x

= —3z-k+ ldxAdy.

e assim, precisamos determinar dx N\ dy em termos da forma k.
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Observe que a forma volume dx \dy A\ dz em R? restrita a S? é identicamente nula. De fato,
se vy,vy,v3 € TpS2 entdo

(D4.0.1) dx(vi) dx(va) dx(v3)
(dxNdyNdz)(vi,va,v3) = "det |dy(vi) dy(vz2) dy(v3)
dz(vi) dz(v2) dz(v3)

Note que cada coluna pode ser vista como cada vetor, e ainda, como v,V e v3 estdo no mesmo
plano tangente ao ponto p, o determinante da matriz serd zero . Logo,

dx(vy) dx(vp) dx(v3) |
det |dy(vy) dy(v =det |vi vy v3| =0.
dz(vi) dz(vy) dz(v3) ||

~—
QU
~
~—~
<
(98]
~—

E assim, temos que para o produto interior'3

iy(dxN\dyNdz) =0.
Por outro lado,

0 = iy(dxAdyNdz)
= dx(Y)NdyANdz—dxNdy(Y)ANdz+dxANdyNdz(Y)
= —zxdy ANdz+zydx Ndz+ (1 —z22)dx Ndy
= —z(xdyNdz+ydx Ndz+ zdx Ndy)+dxNdy
= —zk+dxANdy
dxNdy = z-k.

Dessa forma,
Lyk=-3z-k+z-k=-2z-k

e portanto,

(divY)(x,y,z) = —2z.

Dessa forma, como divY = —2ze —1 <z < 1temos, que de —1 < 7 <0 a drea é aumentada
(divY > 0) e de que de 0 < z < 1 a area diminui (divY < 0). 14

Temos entdo um exemplo de campo de vetores em S* em que Lyk ndo é identicamente nula.
Neste caso, se temos por exemplo uma EDE da forma

d% :Y(%)odBla

entdo o fluxo estocdstico W; ndo preserva volume na esfera.

5.3 Consideracoes finais

Neste trabalho vimos que em alguns modelos matematicos que descrevem a evolucao de um
fendmeno na natureza com relacdo ao tempo, aparecem incertezas decorrentes de situacdes que
ocorrem no ambiente. Tais incertezas adicionam uma perturbagdo ao modelo inicial, que cha-
mamos de ruido branco. Quando a evolucdo € em tempo continuo e se permite essa perturbagao,

12ym dos vetores é combinagdo linear dos outros dois, e assim v, v, e v3 s@o linearmente dependentes.

13para mais detalhes sobre isso sugerimos consultar Lee(2012, p.358) [15] e Spivak (1999, p. 228) [25]
14Essa explicagio é com base no caso deterministico. O caso estocistico é bem semelhante.
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uma modelagem possivel é obtida através de equacdes diferenciais estocdsticas de Stratonovich
da forma
d& = Xo(&)dt + X, (&) odB; (5.3.0.1)

com condigdo inicial ) = x. X, X; sdo campos diferencidveis em uma variedade diferencidvel
e B; é o movimento browniano.

Uma solugdo para a equac@o acima é um processo estocdstico adaptado & na variedade di-
ferencidvel M se, para toda funcio f € C3(M) satisfaz

fE) = )+ [ XofEdr+ [ Xif(&)oan,

— +/ (X0+1X1) f(&) dr—l—/le (&r)dB:,

onde odB, e dB, denotam as integrais de Stratonovich e It0, respectivamente. Trabalhamos
com uma EDE de Stratonovich, pois ela modela uma grande classe de sistemas dindmicos em
variedades, uma vez que a sua Férmula de It se ajusta melhor as ferramentas de geometria dife-
rencial.No entanto, também podemos trabalhar com uma EDE de It6, dependendo dos objetivos.

Antes de estudarmos os fluxos estocdsticos em variedades diferencidveis, fizemos uma re-
visdo geral de andlise estocdstica em espacos euclidianos, incluindo a existéncia e unicidade
de solucdes para EDE. Em seguida, estudamos EDE em variedades e verificamos que, sob cer-
tas condi¢des nos campos de vetores, uma EDE da forma descrita na equacgao (5.3.0.1) gera um
fluxo estocdstico de difeomorfismo sobre uma variedade. E finalmente, como objetivo principal,
estudamos a Férmula de Itd para estes fluxos agindo em campos de vetores e tensores alternados
sobre uma variedade. Ou seja, sendo &+ a diferencial do fluxo estocdstico de difeomorfismo
EM—Me&: Te(M* — TM* seu dual, X um campo de vetores € K um campo de tensores
alternados em M, estudamos a férmula de Itd para o novo campo &+X e &K seguindo Kunita
(1982) [11].

Mais precisamente, assumindo que & define um fluxo estocéstico de difeomorfismo (-
quase sempre) associado a uma EDE e que os campos Xy, X; assumem certas condicdes sufici-
entes com relagdo a diferenciabilidade, temos a seguinte Férmula de Itd para a acdo de fluxos
estocésticos em campos de vetores:

t t
gt*X :X_/() LXO(r)(ér*X)dr—/o LXI(r)(ér*X)odBr (5302)

onde Ly, (,)(&+X),i = 0,1 denota a derivada de Lie do campo &,+X com relagdo a X;(r).

No entanto a formula acima ndo € muito “util”, uma vez que apresenta a derivada de Lie do
campo &,+X com relagdo a X;(r), e assim, para usé-la devemos calcular &, que ndo é uma tarefa
facil, j4 que muitas vezes nem conhecemos &,, imagina sua diferencial. E se conhecermos,
calcular a diferencial pode ser bem trabalhoso. Portanto, quando queremos saber a acio de
fluxos estocdsticos em campos de vetores usamos uma férmula bem similar a equacao (5.3.0.2)

considerando éfl dada por

E01X = X+/ - Lyyr Xdr+/ E- Ly, ()X 0dB, (53.03)
onde Ly, )X ,i =0, 1 denota a derivada de Lie do campo X com relagdo a X;(r), duas informacdes
conhecidas e portanto mais fécil de trabalhar.

A férmula (5.3.0.2) pode ser estendida para a acdo de fluxos estocdsticos sobre um campo
de tensores K, em particular para as formas diferenciais k, sobre uma variedade dada por

t t
é*k:k—l—/o ér*LXO(r)kdr—}-/O é;kLXl(r)kodBr,
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onde Ly, k,i = 0,1 denota a derivada de Lie da forma diferencial k com relagéo a X;(r).

Além disso, vimos que uma consequéncia direta e interessante desta férmula € que sob cer-
tas condi¢des nos campos de vetores um fluxo estocéstico de difeomorfismo associado a uma
EDE da forma (5.3.0.1) preserva uma forma volume sobre uma variedade diferencidvel M, em
particular, em uma esfera.

Esta abordagem pode ser estendida e aplicada em diversos contextos em que pretende-se
estudar a dindmica de fluxos estocdsticos tendo em vista a geometria da variedade, como pode
ser visto, por exemplo, em Liao (2000) [16], Ledesma; Silva (2017) [13] e Silva; Catuogno;
Ruffino (2013) [23], abrindo uma nova possibilidade de pesquisa para seguir em um programa
de doutorado.

Além disso, também estudamos a decomposi¢do de fluxos estocdsticos. Resumidamente, a
ideia consiste em considerar um fluxo original & que € solu¢éo de uma EDE

d& = Xo(&)dt +X1(&) odBy;
e supor que os campos X,k = 0, 1 possuem uma decomposicao da forma
Xy =Y+ 7.
Tomando 1n; como sendo o fluxo solucao da EDE
dn, =Yo(n,)dt + Y1 (1) o dB;.

e Y; como sendo o fluxo solucdo de

dy, = ;' Zo(w)dt + 1, Zi (y) o dB,.

segue que o fluxo original pode ser fatorado em uma composi¢do de processos estocdsticos da
forma

& =Mooy

Logo, temos uma outra possibilidade de pesquisa: a decomposi¢do obtida fornece propri-
edades dindmicas e geométricas de cada componente da fatoracdo do fluxo & e a fatoragdo
& = 1,0y, é, em geral escolhida dependendo da dindmica em que se quer estudar e da estrutura
da variedade diferencidvel.
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APENDICE

A

Campos aleatdrios que sao Holder
continuos

Considere dois processos estocdsticos X; e ¥; no espago de probabilidade (Q,.%#,P). Dize-
mos que X; € uma versdo (ou modificagdo) de Y; se

Plw;X;(w) =Y (w)) =1, Vt.

Exemplo 21. Seja Y;(®) = 0 para todo t,0 <t < 1 e @ uma varidvel aleatéria distribuida
uniformemente em |0, 1]. Considere

X (@) = 1, set=w
' )0, set# o

Entdo, para algumt fixo,

PX;(w) #0)=P(w=1t) =0,
consequentemente,

PX;(w)=0)=P(ow #1t)=1

Portanto, todas as distribui¢oes unidimensionais de X;(®) e Y;(®) sdo iguais, pois P(Y;(@) =
0) = 1. Da mesma forma, todas as distribuigées finito dimensionais de X e Y sdo iguais. No
entanto, os caminhos de amostra do processo Y e X sdo diferentes, pois as funcoes Y;,0 <t <1
sdo continuas em t, enquanto que todo caminho de amostra X;,0 <t < 1 tem um salto no ponto
. Além disso, X; é uma modificagcdo de Y3, isto é,

P(o; X;(w) =Y () =1, Vt, 0<r<1.

O resultado a seguir € util para mostrar que sob certas condi¢cdes um processo estocdstico
possui uma versao continua.

Teorema 58. (Teorema da continuidade de Kolmogorov) Suponha que o processo X;,t > 0
satisfaca a seguinte condicdo: Para todo T > 0, existem constantes positivas &, B, D tais que

E[|X, — X,|*] <D|t —s|'*F; 0<s,1<T.
Entao existe uma versdo continua de X.

Introduziremos agora um critério para campos aleatérios que sao Holder continuos, que é
uma generalizagdo do teorema acima. Isso nos fornecerd outro método para estudar a regulari-
dade das integrais estocdsticas em relacdo a um determinado parametro. Para isso, precisamos
do seguinte resultado cuja prova pode ser vista em Kunita (1982, p.196) [11].

105



A. Campos aleatorios que sao Holder continuos 106

Proposicio 59. Seja X (@) um campo aleatério com valor real com o pardmetro A = (Ay,...,A4) €
A =1[0,1]%. Suponha que haja constantes y > 0,a; >d,i=1,...,d e C > 0 tal que

d
E[|X), —Xu|"] < CY |4 —il%, VA, ue€A. (A.0.0.1)
i=1

Entdo, X;, tem uma modifica¢éo continua X.

Seja Bi, i = 1,...,d niimeros positivos arbitrdrios menores que a;i(ap — d) X aaly_l,i =
1,...,d respectivamente, onde ay = min{ay,a,...,az}. Entdo, para quase todo o, existe um
niimero inteiro positivo my(®) e constante positiva K tal que

d
%5 (@) — Xy (0)| <K Y [A— P (A.0.0.2)
i=1

vale para qualquer A, 11 € A tal que ¥;| A — ;| < 27m0(®@),

O campo aleatério satisfazendo (A.0.0.2) é chamado de (4, ..., B;)-Holder continuo.

De forma mais simples, e apenas para situar o leitor sobre versao continua obtida acima, uma
func¢do de valor real ou complexo f no espaco euclidiano d-dimensional satisfaz uma condi¢ao
de Holder, ou é Holder continua, quando existem constantes reais ndao negativas C, o > 0, tais
que

1f(x) = f)| < Clx—y|®

para todo x e y no dominio de f. O nimero & € chamado de expoente da condi¢do de Holder.
Uma fun¢do em um intervalo que satisfaca a condi¢ao com o > 1 € constante. Se o = 1, entdo
a fungdo satisfaz uma condicdo de Lipschitz. Para qualquer o > 0, a condi¢do implica que a
funcao € uniformemente continua.

Temos a seguinte cadeia de inclusdes estritas para fungdes sobre um intervalo néo trivial
fechado e limitado da reta real

Continuamente Lipschitz o — Holder uni formemente .
. . C . C . C . C |continua |.
diferenciavel continua continua continua




APENDICE

B

Ponto de compactificacao

Seja X um espaco de Hausdorff ndo compacto, mas localmente compacto. Um ponto de
compactificagdo de X € o espago topoldgico X* definido como se segue. Seja p algum objeto
que ndo pertence a X, e seja X* = X U{p} com a topologia 7 formada pela unido de conjuntos
abertos de X e U C X™ : X*\ U é um subconjunto compacto de X, isto é,

T = {conjuntos abertos de X} U{U C X"}.

De forma mais simples, podemos dizer que uma compactificagcdo de um espago topolégico
X é um par ordenado (X*,y), onde X* é um espago de Hausdorff compacto e y é um homeo-
morfismo de X sobre y(X), com y(X) = X*.

Espacos de Hausdorff localmente compactos tém uma compactificacdo simples, conhecida
como compactificacdo de Alexandrov. Um exemplo dessa compactificacdo € a seguinte. Se X é
um espaco de Hausdorff ndo compacto, mas localmente compacto, € possivel mostrar que existe
um espaco de Hausdorff X* = X U{p},p ¢ X tal que X é homeomorfo a y(X) e y(X) = X*.
O ponto p € chamado de ponto no infinito. Por outro lado, se X ja € um espaco de Hausdorff
compacto, ndo hd o que compactificar. Outro exemplo interessante de campactificacdo € a pro-
jecao estereografica. Mais detalhes sobre compactificacdo podem ser vistos em Lee (2000) [14],
capitulo 4.
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C

Campos de vetores

C.1 Diferencial de um campo

Na literatura da Geometria Diferencial, o diferencial de um campo as vezes € chamado de
mapa tangente, derivada total ou simplesmente derivada de . Como ele “empurra” vetores
tangentes da variedade de dominio para o contradominio, também pode ser chamado de push-
Sforward.

Sejam M e N variedades e F' : M — N uma funcao diferencidvel. Para cada p € M definimos
uma fungao

F.p: TpM — TF(p)N,

chamada de diferencial (ou pushforward) de F em p dada pela formula
(FX)f =X(foF).
SejaF:M — NeG:N— P, entao
i Fo:TyM — TF(p)M ¢ linear;
ii. (GoF).=G.oF :TyM = Tgop(p)P;
iii. (Idy)« = Idr,pm : TyM — TyM,
iv. Se F' € um difeomorfismo, entdo F; : T,M — TF( p)M ¢ um isomorfismo.

Se F : M — N é uma func¢ao diferencidvel e X € um campo de vetores em M, entdo para cada
p € M, obtemos um vetor F. X, € TF( p)N pelo pushforward X,,. No entanto, isso geralmente
nao define um campo vetorial em N pois, se F' ndo for sobrejetora, ndo hd como decidir qual
vetor atribuir a um ponto ¢ € N — F (M). Por outro lado, se F ndo for injetiva, entdo para alguns
pontos de N pode haver vdrios vetores diferentes obtidos pela aplicacdo de F, a X em diferentes
pontos de M. Entdo, suponha que exista um campo de vetores ¥ em N com a propriedade de
que para cada p € M, F. X, = Yp(p). Nesse caso, dizemos que os campos de vetores X e Y sdo
F-relacionados. A préxima proposicao, cuja demonstracdo pode ser vista em Lee (2012, p.182)
[15], mostra como campos vetoriais F-relacionados atuam em funcgdes suaves.

Proposicio 60. Seja F : M — N uma funcdo diferencidvel e M e N variedades. Entdo X € go(M)
eY € @(N) sdo F-relacionados a se, e somente se, para toda fungdo de valores reais f definida
em um subconjunto aberto de N,

X(foF)=(Yf)oF.

onde (M), g2(N) denota o conjunto de todos os campos de vetores em M, N, respectivamente.
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Para uma fungdo suave F : M — N e um campo vetorial X € £(M), pode nao haver nenhum
campo vetorial em N que seja F-relacionado a X. No entanto, hd um caso especial em que
sempre hd um campo vetorial, como mostra a proxima proposi¢do, cuja demonstragido pode ser
vista em Lee (2012, p.183) [15].

Proposicao 61. Seja F : M — N um difeomorfismo. Para todo X € @(M), existe um tinico
campo de vetores em N que é F-relacionado a X.

Este unico campo € denotado por F,.X e chamado de pushforward. Note que apenas quando

F é um difeomorfismo F, X € definido. A prova da proposi¢ao anterior mostra que F, X € definido
explicitamente pela férmula

(FX)p(p) = FepXp- (C.1.0.1)

A expressao acima também pode ser escrita da forma
(F:X)q = Fr9 X1

onde g = F(p).
Se F~! pode ser calculado explicitamente, o pushforward de um campo vetorial pode ser
calculado diretamente a partir desta formula.

Exemplo 22. Seja M e N as seguintes subvariedades abertas de R?:
M={(x,y):y>0 e x+y>0},

N={(u,v):u>0 e v>0},
e F : M — N definido por
F(x,y) = (x-i—y,;-i—l).

Entado, F é um difeomorfismo e

A diferencial de F no ponto (x,y) € M é representado pela matriz jacobiana,

d(x+y) d(x+y)

ox dy 1 1

3()—C+1) a<)—6+1> =L =
y y y y
ox dy

e entdo, F,p-1, ) € representado pela matriz

Considerando X o campo de vetor em M dado por

0
X :yza

Y

(x,y)
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entdo, para qualquer (u,v) € N

u,v)

¥ u? o

Ffl —_ 5 = .
0 0xl )

Portanto, aplicando a formula (C.1.0.1) com p = (u,v) obtemos a formula para F. X :

p—

ud

1 ) 2 9
_ T I ol
F 8w — [ ] V2 x| vy

0

(u, )

T <

C.2 Colchete de Lie

Seja X e Y campos de vetores em uma variedade M e f : M — R. Um operador [X,Y]:
C*(M) — C=(M), definido por

X, Y]f=XY f—YX f (C.2.0.1)

¢ chamado de colchete de Lie.

Como pode ser visto em Lee (2012, p.186) [15] o colchete de Lie de qualquer par de campos
vetoriais é um campo vetorial. O valor do campo vetorial [X,Y] em um ponto p € M é a derivagao
em p dada pela formula

(X, Y]pf =Xp(Yf) = Yp(X[).

Note que esta formula requer que se calcule termos envolvendo derivadas secunddrias de f
que sempre se cancelardo mutuamente. A proxima proposicao fornece uma férmula de coorde-
nadas extremamente til para o colchete de Lie, em que os cancelamentos ja foram contabiliza-
dos.

Proposicao 62. Seja X,Y campos de vetores em uma variedade M, e seja

0 0
i 2
X=X"— o e Y=Y B

as expressées coordenadas de X e Y em termos de coordenadas locais (x') para M. Entéo [X,Y]
tem a seguinte expressdo coordenada

0¥ 0XT\ 9
X,Y] = <X " —-Y 8xi>ﬁ’ (C.2.0.2)
ou, com uma nota¢do mais simples,
; . d
— J_yxih_—_
[X,Y]=(XY/—-YX >8xj' (C.2.0.3)
Demonstracao. De fato,
X.Y]f = XY f-YXf
. d el d . d
= L J_— J .
Xai(Y axi ) - axJ(Xaxif>
., 92 d ;0 i 0%
_ i J J_Z _xi _yix?
= X573 f“”ataffyafxazf VX Svon!
- d 8 . d _.d
— iyl L _yiZl xi %
-t s o™ o’
; a ; a ;0
= X 8x’ 8x1 f Y os ax’ 8x1
d j d d
— i _vi J
( ! Vo X)axf

= [XY/-YXf.
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Como derivadas parciais misturadas de uma fun¢do comutam, podemos inverter os papéis dos
indices i e j no somatério do segundo termo. E assim, a quinta igualdade € verdadeira. m

Exemplo 23. Defina os campos de vetores V,W € @(R?) por

d 0 )
V=x—+5+x(p+1)5

dx dy dz
b2
“ox Yoz
Pela equacdo (C.2.0.3) temos
0 d 0 0 d
V.W] = V(1)$+V(y)a—z—W(X)aﬂLW(l)a—y—W(X(wrl))a—z

0 0 0 0 d
_ 9 9 9 ,9
- dz  Odx y&z dz

_ 49 9
B ox oz

Note que, calculamos V (1) da seguinte forma:

V() = 2+ (1) 420+ DI
= x-04+0+x(y+1)-0

0.

Os outros calculos foram andlogos.

A préxima proposicdo, cuja demonstracdo pode ser vista em Lee (2012, p.188) [15], apre-
senta algumas propriedades muito uteis do colchete de Lie.

Proposicao 63. (Propriedades do Colchete de Lie) O colchete de Lie satisfaz as seguintes iden-
tidades para todos os campos de vetores X,Y e Z em M:

1. Paraa,beR
[aX +bY,Z]| = a[X,Z] + DY, Z],
[Z,aX +bY] =alZ,X]+b[Z,Y].
2.
[va] :_[va]
3.

X,[Y,Z]]+1Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] = 0.
4. Para f,g € C*(M),

[fX,8Y] = felX, Y]+ (fXg)Y — (g¥ /)X.
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C.3 Derivada de Lie

No espaco euclidiano, faz muito sentido definir a derivada direcional de um campo vetorial
X na dire¢do de um vetor Y € Tde por

Xpy — X
DyX, :hna%.
t—

(C.3.0.1)

No entanto, esta definicdo depende do fato de que R é um espaco vetorial, de modo que os
vetores tangentes X,y € X, podem ser vistos como elementos de R4,

Ao buscarmos uma maneira de dar sentido a (C.3.0.1) em uma variedade, vemos que, po-
demos substituir p 4tV por uma curva y(z) que comeca em p e cujo vetor tangente inicial é
Y. Mas mesmo com essa substituicdo, o quociente da diferenca ainda nao faz sentido porque
Xy(r) € Xy(0) s@o elementos de diferentes espagos vetoriais (T, )M e Ty\M, respectivamente).

A imagem a seguir ilustra isso.

Figura C.1: Problema nas derivadas direcionais de campo vetoriais, adaptado de Lee (2012).

M

No espaco euclidiano hd uma identificacdo candnica de cada espaco tangente com o préprio
R?; mas em uma variedade ndo h4 tal identificacio. Portanto, ndo ha uma maneira independente
de coordenada de dar sentido a derivada direcional de X na dire¢do do vetor Y.

Agora suponha que o préprio X seja um campo vetorial em vez de um tnico vetor. Nesse
caso, podemos usar o fluxo de X para empurrar os valores de Y de volta para p (através do
pushforward, também chamado de diferencial) e entdo diferenciar. A imagem abaixo ilustra
essa ideia.

ﬁ;é (X&)
e .E S0
d’élm
m

Figura C.2: Derivada direcional de um campo vetorial, adaptado de Lee (2012)

Assim, temos a seguinte defini¢do.

Definicao 64. Para quaisquer campos vetoriais X e Y em uma variedade M, seja & o fluxo de
Y definimos um vetor (LyX ), para cada p € M, chamado de derivada de Lie de X em relagdo a
Y emp, por

N
(LyX), = lim {gt* &) X (p) —X,,} : (C3.0.2)
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Pela ilustra¢do anterior temos que o quociente da diferenca faz sentido porque &; € definido
em uma vizinhanca de p, e ambos é;é (p)Xé(p) e X, sdo elementos de T,M.

Normalmente o fluxo € dificil ou impossivel de ser anotado explicitamente, por isso, a defi-
nicdo de Ly X ndo € muito util para célculos. O préximo resultado, cuja demonstracio pode ser
vista em Lee (2012, p.229) [15], mostra que existe uma férmula simples para calcular a derivada
de Lie sem encontrar explicitamente o fluxo.

Proposicio 65. Para quaisquer campos vetoriais X e Y em uma variedade M, LyX = [Y,X|,
onde [Y,X| denota o colchete de Lie.

A proposi¢do anterior fornece uma interpretagcdo geométrica do colchete de Lie de dois cam-
pos vetoriais: € a derivada direcional do segundo campo vetorial ao longo do fluxo do primeiro.
A préxima proposicdo apresenta uma série de propriedades da derivada de Lie que decorrem
imediatamente dos colchetes de Lie, como pode ser visto em Lee (2012, p.230) [15].

Proposicio 66. Seja M uma variedade e V,.W,X € (M), entdo
i. LyW =—LyV;
ii. Ly[W,X] = [LyW,X] + [W,LyX];
iii. Ly w)X = LyLy,X — LyLyX;
iv. Se g€ C*(M) entdo Ly(gW) = (Vg)W +gLyW;

v. Se F : M — N é um difeomorfismo, entdo F,(LyX) = Lp,y F.X.



APENDICE

D

Formas diferenciais

Uma forma diferencial de grau 1 é um funcional linear cujas coordenadas variam de ponto
a ponto, uma forma de grau mais elevado, que chamaremos de forma exterior, ¢ uma forma al-
ternada com coeficientes varidveis. As formas alternadas eram chamados hd muito tempo de
tensores covariantes anti-simétricos. As no¢des que apresentaremos sdo voltadas para o enten-
dimento do nosso trabalho, mais detalhes sobre esse assunto podem ser vistos por exemplo em
Lima (2007) [17], Carmo (1994) [3], Lee (2012) [15] e Spivak (1999) [25].

D.1 Aplicacoes r-lineares

Sejam Ey,...,E,, F espacgos vetoriais. Uma aplicacdo f : Ey X ... Xx E, — F € chamada de
r-linear se para quaisquer v; € Ej,v;,w; € E;,v, € E, e A € R satisfaz as seguintes condi¢des

FOL, Vit Wiy o) = (V1 oy Vig ooy Vi) + (V1 oy Wiy ey V1)

FO1 e Ay Vi) = A f(VEy ey Vig ooy V).

O conjunto L(E, ..., E,; F) das aplicagdes r-lineares munido das operagdes de soma e multi-
plicagdo é um espaco vetorial. Escrevemos L,(E; F) para representar o espaco vetorial formado
pelas aplicacoes r-lineares f : E X ... x E — F. Quando F = R, a aplicacdo r-linear é chamada
de forma r-linear. Considerando r = 1 temos L (E;F) = L(E;F) que representa o espago das
transformagdes lineares de E em F. Em particular, se F = R, entdo L; (E;R) = E* que repre-
senta o espacgo dual de E.

O produto tensorial dos funcionais lineares f1, f2,..., f, € E* é uma forma r-linear f = f -
fa ..o fr € Ly(E;R), definida por

f(vl,...,v,-,...,v,) =f1(vl) -fz(Vz) LR -fr(vr).

Para cada sequéncia s = (iy,...,i,) de nimeros em {1,2,...,n} denotamos por & = ¢;, - &;, -
...~ e;. o produto tensorial destes funcionais. Estas formas r-lineares definidas por sequéncias
definem uma base para L,(E;R). Além disso, temos que se dim(E) = n entdo dim(L,(E;R)) =

n'.

D.2 Formas alternadas

Uma aplicagdo r-linear f € L,(E;F) é chamada de alternada quando f(vy,...,vi,...,v;) =0
sempre que v; = v;,i # j. Ou seja, algum termo da sequéncia vy, ...,v;,...,v, se repete. Uma
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forma f € L,(E;R) é chamada de anti-simétrica quando seu valor muda de sinal quando duas
de suas varidveis trocam de posicoes, isto €, para quaisquer vy, ...,v, € E temos

T, Vig Vi) = = F (V1,0 Vo Vig oo, Vi), (D.2.0.1)
Teorema 67. Toda forma anti-simétrica é alternada.

Demonstracao. Se v; = v; = v na equagdo (D.2.0.1), temos

flovieov ) =—f(uvyenv, )= f.v.0,...) =0.

Portanto, toda forma anti-simétrica é alternada. Reciprocamente, se f € L,(E;R) € alternada,
entao

0 = f[vi+vj,vi+vj]
= flvivil +fvi, vl + flvi,vil + fv,vj]
-0 -0
= flvivi]+ flvj.vil.

onde f[v;,v;| = f(...,vi,...,v},...). Logo,
fvivjl = =flvj.vil,

e portanto, f € anti-simétrica. m

Representamos o conjunto das formas r-lineares alternadas (ou anti-simétricas) no espaco
vetorial E por U,(E). Consideramos U (E) = L (E;R) = E*, isto &, todo funcional linear é uma
forma alternada.

D.3 Determinantes

Seja E = R". Podemos ver uma sequéncia (v1,...,v,) de n vetores v; = (ajj,...,a,;) cOMO
uma matriz a = [vq,...,v,] = [a;j] do tipo n x n, da qual v; é a j-ésima coluna. Dessa maneira,
uma forma n-linear f em R? é o mesmo que uma funcdo f : M(n x n) — R, cujos valores
f(a) = f[v1,...,vs] dependem linearmente das colunas v; da matriz a € M(n x n).

Se {ey,...,e, } C R" é abase candnica, existe uma tnica forma n-linear alternada é € U, (R")
tal que é(ey,...,e,) = 1. Todas as outras sdo miltiplos de ¢, isto é, qualquer outra f € U,(R")
temos f = oe.

O determinante da matriz a € M(n X n) cujas colunas sdo os vetores v; = (ai,...,dnj),j =
1,...,n é definido como

deta=¢é(vy,...,vp).

Se f: M(n x n) — R é qualquer fung¢do tal que f(a) é uma fungdo n-linear alternada das
colunas de a entdo, para cada matriz a € M(n x n) tem-se f(a) = deta- f(1,), onde I, é a matriz
identidade n x n.

Seja A : E — F uma transformagdes linear. Para todo r > 0, a transformacao linear A* :
L.(F;R) — L.(E;R) definida da forma

(A" Y1y v) = F(A V1, Ay,

€ chamada de transformacao linear induzida por A, também conhecida como pullback. Quando
r=1,A" é a adjunta A* : F* — E* da transformagdo linear A. E ainda temos as seguintes
propriedades
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1. (B-A)* =A*-B",
2. I"=1,
3. Quando A € invertivel entdo (A*)~1 = (A~1)*.

Consideremos o caso particular de um operador linear A : E — E, no espago vetorial E,
de dimensdo n. Entdo U,(E) = 1, de modo que a transformagdo linear A* : U, (E) — U,(E),
induzida por A, consiste na multiplicacdo por uma constante. Tal constante é chamada de deter-
minante do operador A, a qual indicamos por DetA. Entdo, por defini¢do, temos para quaisquer
Vi,oeyin €EE e f € Uy(E)

A f(vi,.eoyvn) = f(A-vy,...;A - vy) = DetA- f(vi,...,vy) = DetA- f(vi,...,vy).
Dados A,B € L(E), tomemos f # 0 em U, (E). Entio,
(DetAB)f = (AB)* - f = B*-A* - f = DetB- (A*f) = DetB - DetA - f,
Logo, DetAB = DetA - DetB.

Teorema 68. Para todo operador linear A : E — E, tem-se DetA = deta, onde a é a matriz de
A numa base arbitrdria {uy,...,u,} C E.

Demonstracdo. Consideremos o caso em que £ = R” e a base dada é a candnica {ey,...,e,} C
R". As colunas da matriz a sdo os vetores v; = (ajj,...,an;) =A-ej. Se & € U,(R") é a forma
tal que é(ey,...,e,) = 1, temos

deta = ée(vi,...,v)
= e(A-ey,....,A ep)
= (A%e)(e1,...,en)
= DetA-é(ey,...,ep)
DetA.

|
A demonstracio do caso geral do teorema acima pode ser visto em Lima (2007,p.36) [17].
Uma matriz a e sua transposta a’ tém o mesmo determinante.

D.4 Produto exterior

O produto exterior de r funcionais lineares fi, ..., f, € E* € a forma r-linear fj A... A f, €
U,(E) definida por

fiv)) filv2) - fiwr)
(AN AN (Viyeeyvy) = det : : : =det[fi(v;)] (D.4.0.1)
fr(Vl) fr(V2> T fr(vr) [
Como o determinante de uma matriz r X r € uma funcao r-linear alternada de suas colunas ou

linhas segue que a aplicagdo A : E* X - -+ X E* — U,(E) definida por A(f1,...,fr) = fiN... A fy
¢ também r-linear alternada.

rxr]

Teorema 69. A transformacdo linear A* : U,(F) — U,(E) preserva o produto exterior de fun-
cionais lineares, ou seja, vale a seguinte igualdade para quaisquer fi, ..., f, € E*

A (AN NANf)=ATfIN L NAT .
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Demonstracao. De fato, para quaisquer vy, ...,v, € E, temos

A*(ﬁ/\.../\fr)(\/],...,vr) = (f]/\.../\fr)(AW,...,Avr)
= det[fi(Avj)]
~ del[A ()
(A*fl/\.../\A*fr)(vl,...,vr).
|

Dados dois espagos vetoriais U,(E) e Us(E) gerados pelo produto exterior de funcionais
lineares f,g, onde f € U,(E) e g € Uy(E) existe uma tdnica aplicagdo bilinear ¢ tal que

QAN Afr 81N Ngs) = [AINCASAGIN NG
0 :U(E)xUy(E) — U,(E)

Ou seja, o produto exterior de uma forma f € U,(E) por uma forma g € Us(E), tem como
resultado a forma f A g € U, 4(E). Temos as seguintes propriedades para o produto exterior de
formas:

l.Se feU(E)egeUgE)entio g\ f=(—1)"-fAg;
2. (fAg)Nh=fN(gNh);
3. A*(fAg) =A*f NA*g.

D.S Superficie orientada

Orientar um espago vetorial E é escolher uma base {uy,...,u,} C E, chamé-la de positiva e
dizer que todas as bases {v1,...,v,} C E tais que

n
vj:Zaiju,-, j=1,...,n,
i=1

onde det[a,;j] > 0 também sdo positivas.

Exemplo 24. Se M é uma superficie orientada, entdo para todo p € M, o espago vetorial tan-
gente T,M possui uma orientagdo natural, segundo o qual a base

¢ ¢
—(x0)y ey = cT,M,
{20032 00 e,
associada a uma parametrizacdo positiva ¢ : Vo — V, com p = @(xo) € V, é declarada uma
base positiva.

Seja E um espago vetorial orientado, munido de produto interno. O elemento de volume de
E éaforma G € U,(E),dimE = n onde escolhe-se uma base ortonormal positiva {uy,...,u,} CE
e, para quaisquer vi,...,v, € E temos

G(v1,...,vn) = detlaij],

onde a;; =< u;,v; >ev; =Y a;u; isto € v; combinacdo linear de uy,...,u,. O elemento de
volume ¢é geralmente chamado de comprimento ou drea de superficie para variedades de uma e
duas dimensoes, respectivamente.

De acordo com a defini¢do acima, G € uma forma n-linear alternada em E.
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Teorema 70. A forma n-linear alternada G ndo depende da escolha da base {uy,...,u,}.

Demonstracio. Tomemos g = [< v;,v; >], onde < v;,v; >=Y}_, ay- axj. Logo,g =a’ -a,a=

[a;;]. Portanto,
detg =det(a’ -a) = deta’ - deta = (deta)?

E assim,
deta = £+/detg.

Observe que detg nao depende de escolhas arbitrdrias. m

Geometricamente, G(vy,...,v,) € igual ao volume do paralelepipedo n—dimensional cons-
truido sobre as arestas vy, ..., v, tomando o sinal positivo ou negativo conforme a base {vy, ..., v, }
seja positiva ou negativa, respectivamente. Se vy, ..., v, forem linearmente dependentes, entao
G(vi,...,vy) =0.

D.6 Formas diferenciais

Uma forma diferencial de grau » num aberto U C R” é uma aplicacdo @ : U — U,(R"). Para
cadax € U, w(x) € uma forma r—linear alternada em R".

Denotamos {dxi,...,dx,} C (R")* a base dual candnica {ej,...,e,} C R". Uma base natural
de U,(R") consiste nas formas dx; = dx;, A ... Adx;,, onde {ij < --- < i,} percorre todos os
elementos de I = {1,2,...,n}. Entdo, para cada x € U, temos

o(x) = ZI"aI(x)dxb

onde a;(x) = @(x) - (e;,, ..., e;,) sdo as coordenadas de @(x) relativas a base composta pelos dx;.
Quando as funcdes a; : U — R sio de classe C*, dizemos que @ é uma forma de classe C*.

Seja M C R uma superficie m-dimensional, uma forma diferencial de grau r em M € uma
correspondéncia @ que associa a cada x € M uma forma r— linear alternada w(x) € U,(T:M).
Assim , para todo x € M e toda lista de r vetores vy, ...,v, € M, ®(x) - (vy,...,v,) € um nimero
real que depende linearmente de cada v; e se anula quando v; = v; com i # j.

Se f: M — N é uma aplicacdo de classe C*(k > 1) entre as superficies M, N, a cada forma
diferencial w de grau r em N corresponde uma forma f*®, de mesmo grau de M, chamada de
pullback de o por f, definida por

(fr@)(x) - (v, vp) = O(F(x)) - (f ()vi,oo £ () 0r)

para todo x € M e quaisquer vy,...,v, € T,M. A transformagio linear f'(x) : LM — Ty N é a
derivada de f no ponto x.
A aplicacdo @ — f*® define uma transformacao linear:

fflaw+b0)=af*0o+bf*0, a,becR.

Além disso, ainda temos
ff(loNnO)=f"oNf"O

e,se f:M — Neg:N — Psio aplicacdes de classe C*(k > 1) entdo
(gof)'o=f(g'w), VoeP

Se M esté contida na superficie N e i : M — N é a aplicagdo de inclusao, onde i(x) = x entdo,
para toda forma diferencial ® em N, seu pullback é a forma i* @, chamada de forma induzida
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por @ em M, as vezes representada por @)y, pois € uma restri¢ao de @ a M. Para obter i* @ basta
em ®(x)(vy,...,v,) restringirx € M e vy,...,v, € T,M.
Seja ¢ : Uy — U C M uma parametrizacdo local na superficie m-dimensional M C R". Em
cada ponto x € U, indicaremos por {duy, ...,du, y C (T,M)* ! abase dual da base {g—;pl(u), e ;Tq:n ()} C

T:M. As formas diferenciais du; = du;, A ... Adu;,, I = {i; < ... <i,} C I,, em cada ponto x € U
formam uma base de U, (T M) portanto, em termos de parametriza¢do, toda forma diferencial ®
de grau r em M pode ser expressa da forma

o(x) = ;al(u)dul, x=o@(u).

Estabelecemos a convencdo de que uma forma diferencial de grau zero € uma funcgdo real g :
M —R. Se f: M — N é uma aplicagio de classe C¥ entdo o pullback de g por f é f*g=gof.

Exemplo 25. Em R, as formas diferenciais de grau 1 sdo do tipo @ (x) = f(x)dx.

Exemplo 26. Em abertos de R?, as formas de grau 1 sdo da forma
o(x,y) = a(x,y)dx+b(x,y)dy

e as formas de grau 2 sdo
o(x,y) = a(x,y)dx A\dy.

Exemplo 27. Em abertos de R>, as formas de grau 1 sdo da forma
o(x,y,z) = a(x,y,z)dx+b(x,y,z)dy + c(x,y,2)dz,
as formas de grau 2 sdo
o(x,y,z) = a(x,y,z)dy Ndz+ b(x,y,z)dz Adx+ c(x,y,z)dx Ndy

e as formas de grau 3 sdo
o(x,y,z) = a(x,y,z)dx ANdy Adz.

O préximo lema, cuja demonstracao pode ser vista em Lee (2012, p.361) [15], fornece uma
regra computacional para pullback de formas diferenciais semelhantes as que desenvolvemos
para campos de tensores anteriormente.

Lema 71.
A* (;al(x)dxl) = Z(al oA)d(xj0A)

1
Exemplo 28. Defina A : R? — R? por A(u,v) = (u,v,u? —Vv?) e seja ® uma 2-forma definida
por ydx Ndz+xdy Ndz em R3. O pullback A* @ é calculado como se segue:

A*(vdx Ndz+xdyNdz) = (yoA)d(xoA)Ad(z0A)+ (xoA)d(yoA)Ad(z0A)
= vdu ANd(u® —v?*) +udv Nd(u* —v?)
= vdu (2udu —2vdv)+udv A (2udu — 2vdv)
= 2uvdu Ndu—2v*du Ndv+ 2u*dv Ndu—2uvdv Ady
=0 =0
= —2%duNdv—2uPdundy
—2(v* +u?)du A dv.

Yaqui a notagio precisa seria du;(x).
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Exemplo 29. (Elemento volume) Seja M uma superficie orientada de dimensdo m. O elemento
volume de M (ou também chamado de forma volume de M) é uma forma diferencial ® de grau
m tal que para cada x € M e vy,...,vyy, € TM, ®(x)(vy,...,vm) = £ volume do paralelepipedo
determinado por vi,...,Vy. (como visto na secdo D.5)

Dada uma parametrizagdo positiva @ : Uy — U C M definimos as fungoes g;j : Uy — R da
forma

0= (520 5200) e s=daley)
Assim, em cada ponto x = @(u) € U C M o volume do paralelepipedo que tem arestas
g:,P (u),..., aa(P (u) é igual a \/g, ou seja,
o(x) (aa—;pl(u), o a&Tq;(M)) =./3.
Como {duy,...,du,} é o dual de {au, y au 91\ entdo
0 = /gdui \... \Nduy,.

Exemplo 30. (Elemento volume de uma hiperficie) Seja M C R"! uma hiperficie orientada
de classe C, entdo

(P
8u1 8um

Para cada x = @(u), seja

99 Ly ...x 2P (),

N
() = duy 8um

entdo o vetor unitdrio normal que define a orientagcdo de M é dado por

N

[N (x)]

. ) ¢ 201 )
O volume m-dimensional do paralelepipedo a—(u), - ¢ igual ao do paralelepipedo
up U
d d

(m+1)-dimensional |v(x), a—;pl(u), e i] Assim,

OX) (V1,5 Vi) = det[V(X), V1, s Vin] gmes 1) x (1)
desenvolvendo o determinante com a primeira coluna da matriz, temos

m+1

@) (V1o vm) = Y (1) Vi(x)A;,

i=1

onde A; é o determinante da submatriz vy, ...,Vim|mxm Sem a i-ésima linha. Escrevendo dxj N
o NAXN o NdXy 1 em vez de dxy N ... Ndxi—1 ANdxipq N ... NdXpy1 1 temos

A= (dx /\.../\c?;,-/\.../\dxmﬂ)(vl,...,vm).

Entdo, para todo x € U a expressdo da forma elemento volume da hiperficie M em termos das
coordenadas do vetor unitdrio normal v(x) e da base canénica {dxi,...,dx, 1} C (R™1)* é

dada por
m+1 ) _—
o) =Y (=D Vi(x)dx; A Adxi A Adxs .
i=1
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Exemplo 31. (Elemento volume da esfera) Do exemplo anterior temos que o elemento volume
da esfera 8™ é da forma

ox) =Y (=D xdxy A Adx A A dxy,
i=1

pois V;(x) = x; Esta expressdo define uma forma diferencial de grau m em R™*!, cuja restricdo
a 8™ é o elemento volume.
Se S é a esfera de centro a = (ay,...,am+1) e raio r, seu elemento volume é dado por

m+1

o) = ¥ (=1L A Adx A A d .
i=1 r

D.7 Operacoes para formas diferenciais de grau r

Nosso objetivo agora é definir algumas operacdes para formas diferenciais de grau » em R<.
Para facilitar, falaremos r-formas invés de formas diferenciais de grau r.
Consideremos, primeiramente, 8 e ¢ duas r-formas:

0=Y fidx, @=Y g dx,
7 7

entao definimos a soma como

0+@=) frdx+) grdx=) (fi+gr) dx. (D.7.0.1)
1 1 I

Agora, seja 8 uma r-forma e ¢ uma s-forma, representadas por
0 :Zfldxla I = (i17~-~ >ir)7 i< <ip,

(p:ZngXJ, J=(j1, 0 Js), Ji<-<Js
definimos o produto exterior 6 A @, o qual é uma (s + r)-forma, como

ONQ = Zf]gj dx;Ndxy. (D.7.0.2)
J

Exemplo 32. Seja 6 = xdx + ydy + zdz uma 1-forma em R e @ = xdx A dy + dx A dz uma
2-forma em R3. Entdo,

ONQ = (xdx+ydy+zdz) A (xdx Ndy+dxNdz)

x> dx Ndx ANdy+x dx Ndx Ndz+yx dy Ndx Ady+y dy Ndx Adz+
xdzNdxNdy+zdzNdxNdz

= ydyANdxNdz+zxdzNdxNdy

—ydxANdyNdz—xzdxNdzNdy

(xz—y) dx Ndy Ndz.

_|_

Note que 0 A ¢ é uma 3-forma.

O produto exterior das formas em R? tem as seguintes propriedades, cuja demonstracdes
podem ser vistas em Carmo (1994, p.5) [3].

Proposicao 72. Seja 6 uma k-forma, ¢ uma s-forma e @ uma r-forma. Entdo,
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1. (6N NOD=0AN(pNWD),
2. (0ng)=(-1)(pN0),
3. ON(PpND)=0NQ+O0N®, ser=s5.

Vamos agora definir uma operagdo na forma diferencial que generaliza a diferencia¢do de
fun¢des, chamada de diferencial exterior.
Considere a 0-forma g : RY — R. Entdo a diferencial

" 9

Z 8
dg_— ]a—XidXi

=

¢ uma 1-forma. Agora, considerando f uma I-forma, temos

d(fidxi) = %dxi /\de
af; af;
——dxiNdx;+ ) ——dx;Ndx; (D.7.0.3)
;j 8x,~ J DZ] 8x,~ J
Y (af L aﬁ)dxi Adx;. (D.7.0.4)
i<j (9xi ax]'

De (D.7.0.3) para (D.7.0.4) trocamos os indices i € j e usamos o fato que dx; Adx; = —dx; \
dxi.

Assim, queremos generalizar este processo definindo uma opera¢do que assume r-formas
em (r+ 1)-formas, como se segue.

Definiciio 73. Seja 0 =Y. fidx; uma r-forma em R?. A diferencial exterior d@ é definida por

do =Y dfi Ndx;.
1

Exemplo 33. Seja 0 = xyzdx+ yzdy + (x+ z)dz. Entdo sua diferencial exterior é dada por

d0 = d(xyz) Ndx+d(yz) Ndy+d(x+2z)Ndz
= (yzdx+xzdy+xydz) Ndx+ (zdy +ydz) Ndy+ (dx+dz) Ndz
= yzdxANdx+xzdyNdx+xydzNdx+zdyNdy+ydzANdy+dxNdz+dzNdz
= —xzdxNdy—xydxNdz—ydyNdz+dxNdz
= —xzdxANdy+ (1 —xy)dxANdz—ydyNdz.

O seguinte teorema informa algumas propriedades da diferencial exterior. A demonstracao
pode ser vista em Lee (2012, p.364) [15] e Spivak (1999, p.210) [25].

Teorema 74. Para cada variedade suave M, a derivada exterior de uma forma diferencial tem
as seguintes propriedades

1. Se f é uma fung¢do suave de valor real (uma O-forma), entdo df é a diferencial de f,
definida como de costume por df(X) = X f.

2. d(6AN)=dO AN+ (—1)k0 Adn, onde O é uma k-forma e N é uma s-forma.
3. dod=d(d®) =d*6 =0.

4. d(6;+ 6,) =dO, +d6,, onde 6, e 0, sdo k-formas.
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D.8 Derivada de Lie para k-formas

Proposicao 75. Suponha M uma variedade, V € go(M) e ®,n formas diferenciais. Entdo
Ly(woAn)=(Lyo)An+woA(Lyn).

Os préximos resultados mostram que a Proposi¢ao ?? € vidlida para formas diferenciais e
uma formula para as derivadas de Lie de formas diferenciais, cuja demonstracdes podem ser
vista em Lee (2012, p.373) e Lee (2010, p.425) [15],respectivamente.

Proposicao 76. Se V é um campo de vetor e ® é uma forma diferencial entdo
Lv(da)) = d(Lv(D).
Teorema 77. (Formula de Cartan)

Lyk = (divX)k.

D.9 Integral de uma forma diferencial

Estamos interessados em definir a integral de uma forma diferencial de grau m sobre uma
superficie m-dimensional orientada. Para isso, consideremos inicialmente o caso de uma forma
continua ® : U — U, (R™) num aberto U C R™. Para todo x € U, temos

o(x) = a(x)dxy A ... \Ndxp,

onde a : U — R é continua. Dado um compacto J-mensurdvel X C U 2, definimos

/Xa):/xa(x)dx.

E ainda, se @ é uma forma volume, definimos

vol(X) ::/Xa),

onde X é compacto em M. Mais detalhes sobre esse conceito pode ser visto em Lee (2012,
p.422) [15].

Vamos considerar um difeomorfismo ¢ : U — V onde U,V C R™. Indicaremos por y =
(¥1,-..,ym) 0s pontos de V, x = (x1,...,X) 0s pontos de U, dy, ...,dy,, as diferenciais das coor-
denadas de V e por dx,...,dx,, as diferenciais das coordenadas de U. Dada a forma diferencial
o(y) =a(y)dy; A... Ndy, em V, para todo x € U, o pullback ¢*® tem o valor

(0"w)(x) =a(d(x)) -detJ§(x)-dx; A ... Ndxy,

onde detJ@(x) é o determinante da matriz jacobiana de ¢ no ponto x. A demonstragio da igual-
dade acima pode ser vista em Spivack (1965, Teorema 4-9, p.90) [25].
Em vista da definicao dada, o Teorema de Mudanca de varidveis significa

/ 0 0 = / o,
X o(X)

desde que ¢ preserve orientagdo, isto &, detJ@(x) > OVx € U).

Observe que
/X¢>*a): /(P(X)a):vol(q)(X)).

Dessa forma, se ¢*® = o entdo ¢ preserva volume.
2

mensuravel segundo Jordan, mais detalhes podem ser vistos em Lima (2009, p.169) [18].
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