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Resumo

Neste trabalho provamos a existéncia de controle aproximado para certos sistemas
nao-lineares de equacoes diferenciais ordinarias de entrada e saida tnicas e miltiplas.
Utilizamos como técnica fungoes ou aplicagoes implicitas globais.

Palavras-chave: Controle aproximado, fungoes e aplica¢oes implicitas.



Abstract

In this work we prove the existence of approximate control for certain nonlinear sys-
tems of ordinary differential equations of single-input single-output and multi-input multi-
output. We use global implicit functions or mappings.

Keywords: Approximate control, implicit functions and mappings.



Introducao

A Teoria de Controle tem desempenhado um importante papel na historia através
do desenvolvimento de tecnologias. E possivel concluir que os romanos fizeram uso de
alguns dos elementos da Teoria de Controle em seus aquedutos. Na verdade, um sistema
engenhoso de regulacao de véalvulas era usado nessas construcoes a fim de manter a agua
em nivel constante.

Existem afirmacoes de que, na antiga Mesopotamia, 2000 anos a.C., o controle de
sistemas de irrigacao também era uma arte conhecida.

Por outro lado, no antigo Egito os "hardenodaptai, eram especializados em esticar
longas cordas levando a longos segmentos de reta os quais ajudavam nas construcoes de
grande porte. De alguma forma, essa é uma evidéncia do fato de que no antigo Egito a
assercao seguinte era bem compreendida:

e A menor distancia entre dois pontos é a linha reta (que podemos considerar ser o
mais classico problema em Otimizagao e Calculo de Variagdes);

A tarefa dos "hardenodaptai" era precisamente construir essas "curvas ideais".

Os trabalhos de Ch. Huygens e R. Hooke no final do século XVII sobre as oscilacoes de
um péndulo sao os mais modernos exemplos de desenvolvimento em Teoria de Controle.
O objetivo era alcancar uma medicao precisa do tempo e do local, tao preciosos em
navegacao. Mais tarde, tais trabalhos foram adaptados para regular a velocidade de
moinhos de vento. O principal mecanismo era baseado num sistema de bolas girando em
torno de um eixo, com a velocidade proporcional a velocidade do moinho de vento. J.
Watts adaptou essas ideias quando inventou a mdquina a vapor e esta constituiu uma
etapa magnifica na revolugao industrial.

O astronomo britanico G. Airy foi o primeiro cientista a analisar matematicamente
a regulacao de sistemas inventados por Watts. Mas a primeira descricao matematica
definitiva foi dada somente pelos trabalhos de J. C. Maxwell, em 1868, quando alguns dos
comportamentos erraticos encontrados no motor a vapor foram descritos e mecanismos
de controle foram propostos.

As ideias centrais da Teoria de Controle ganharam logo um impacto notavel e, nos
anos vinte, os engenheiros ja estavam preferindo o processamento continuo e utilizando
técnicas de controle semi-automatico ou automatico.

Nos anos trinta importantes progressos foram feitos em controle automaéatico e analises
técnicas. O nimero de aplicagoes aumentou abrangendo sistemas de telefone, sistemas
de distribuicao em instalagoes elétricas, estabilizagao de aeroplanos, mecanismos elétricos
na producao de papel, quimica, petrdleo, industria de ago, etc. No final dessa década,
dois métodos ou abordagens estavam disponiveis: um primeiro método baseado no uso de
equagoes diferenciais e um segundo baseado na anélise de amplitudes e fases de "entradas"



e "saidas".

Depois de 1960, os métodos e ideias mecionados acima comegaram a ser considerados
como partes da Teoria de Controle "classica". A guerra deixou claro que os modelos
considerados até entao nao eram suficientemente precisos para descrever a complexidade
do mundo real. Naquele momento, ficou claro que verdadeiros sistemas sao frequentemente
nao-lineares e nao-deterministicos, uma vez que sao afetados pelo "ruido". Isso gerou
novos e importantes esforcos nesse dominio.

As contribuigoes dos cientistas americanos R. Bellman no contexto de programacao
dindmica, R. Kalman nas técnicas de filtragem e tratamento algébrico de sistemas lineares,
e do russo L. Pontryagin com o principio do maximo para problemas de controle 6timo
nao-lineares, estabeleceram as bases da Teoria de Controle moderna.

A Teoria de controle hoje pode ser considerado sob dois diferentes e complementares
pontos de vista: como suporte teérico para a Engenharia de Controle, uma parte da En-
genharia de Sistemas, ou como uma disciplina matemaética. Além disso, a Teoria de Con-
trole ¢ uma das mais interdisciplinares areas da ciéncia, onde Engenharia e Matematica
fundem-se perfeitamente e enriquecem-se mutuamente.

A Matematica esta atualmente realizando um papel crescente na Teoria de Controle.
O grau de sofisticagao dos sistemas que a Teoria de Controle tem lidado aumenta de forma
permanente e isso produz também uma demanda crescente de matematica no campo.

Nossa sociedade fornece todos os dias problemas para a Teoria de Controle e isso estéi
estimulando a criagao de nova matemética. Na verdade, a gama de aplicagoes da teoria
de controle vai desde os mais simples mecanismos que manipulamos na vida cotidiana
(sistemas de aquecimento, ventilagao e ar condicionado em grandes edificios) até os mais
sofisticados provenientes de novas tecnologias.

A lista de aplicacoes da Teoria de Controle na industria é infinita. Podemos mencionar,
por exemplo, o controle do pH em reagoes quimicas, as industrias de papel e automoveis,
seguranca nuclear, defesa, entre outras.

Podemos citar o controle do caos. O comportamento cadtico de sistemas pode ser
um obstaculo para seu controle; mas também pode ser de grande ajuda. Por exemplo, o
controle ao longo de trajetérias instaveis é de grande utilidade no controle da dinamica
de aeronaves de combate.

Estruturas espaciais, refletores 6pticos de grandes dimensoes, sistemas de comunicacao
via satélite, também sao exemplos de sistemas de controle moderno e complexo. O controle
de robos, que vao desde os mais simples mecanismos aos bipedes que simulam a capacidade
locomotiva das pessoas, também é outra area emergente da Teoria de Controle.

Instalacoes elétricas e redes de distribuigao sao aplicativos modernos da Teoria de Con-
trole que tém influéncia significativa em nossa vida cotidiana. Existem também aplicagoes
muito relevantes na Medicina variando de érgaos artificiais a mecanismos de fornecimento
de insulina.

Algumas das ideias chaves na Teoria de Controle podem ser encontradas na natureza,
na evolugao e no comportamento dos seres vivos. No mundo das espécies vivas, organismos
sao dotados de sofisticados mecanismos que regulam as diversas tarefas que desenvolvem.
Isto acontece para garantir que as variaveis essenciais sejam mantidas em regimes ideais



para que a espécie permaneca viva, permitindo-lhe o crescimento, desenvolvimento e re-
producgao.

Outras informagoes historicas ou aplica¢oes podem ser vistas em [2| ou ainda em [§].
Neste trabalho consideramos o controle aproximado em certos sistemas nao-lineares de
equagoes diferenciais ordinarias. Usamos como técnica fungoes ou aplica¢oes implicitas
globais que sao apresentadas no capitulo 2. A existéncia de controle aproximado com en-
trada e saida tnicas ou miultiplas é considerada no capitulo 3. No capitulo 1 consideramos
alguns fatos basicos e fixamos notagoes.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 O Espaco Euclidiano

Seja n € N. Consideremos o espaco R™ definido como produto cartesiano de n fatores
iguais a R: R®* =R xR x ... x R. Seus elementos sao n-uplas ordenadas de ntimeros reais

r = (x1,29,...,2,). Paracada i =1,2,...,n, o termo x; é a i-ésima coordenada de .
Se x = (x1,%9,...,Tpn), Yy = (Y1,Y2,--.,Yn) € R", tem-se x = y se, e somente se, r1 = Y,
To = Yo,..., Tn = Y. O vetor O = (0,0,...,0,0), cujas coordenadas sao todas nulas,
é chamado origem do R". Para todo x € R" o vetor —x = (—x1, —29,...,—1,) é dito

oposto, ou simétrico de x.
Sejam z,y € R", o € R.

Podemos definir as seguintes operagoes no espago R™:

(1) Adigao
Tt+y= (x1+y17x2+y2a"'>xn+yn)-

(2) Multiplicagao por escalar

a.x = (.o, 0.2, ..., Q.Ty).
Com essas operagdes, R" é um espago vetorial sobre R. Os vetores e; = (1,0,...,0),
es = (0,1,0,...,0),..., e, = (0,0,...,0,1), que tém uma tunica coordenada nao-nula,

igual a 1, constituem a base canénica do R™. Assim, podemos escrever
xr = (T1,%2,...,Ty) = T1.€1 + To.€a + ...+ Ty.Cp,
e R™ é um espaco vetorial de dimensao n.

Definigao 1.1. Dados x,y € R", o produto interno (ou produto escalar) de x pory € o
numero real
(,y) =191 + T2.y2 + - .. + T Yn.

O produto interno definido acima satisfaz as seguintes propriedades, para x,y, z € R",
aeR:
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o (z,y) = (y,2);

o (x+uy,2)=(x,2)+ (y,2);
o (amy) = alz,y) = (z,ay);
o (z,2)>0sex#0

Definigcao 1.2. A norma de x € R™ € o nimero real nao negativo dado por

2l = Vw2 = \Jad + a3+ ek

A norma definida acima satisfaz, para z,y € R", a € R:
e |z2|>0,|z|=0<2=0;
o |az|=l|o|lz];
o |z+y| <z +yl.

Na verdade, toda aplicagdo = € R"™ — |z| € R satisfazendo as trés propriedades
anteriores é uma norma em R”. Por exemplo,

|2]s = [@1] + |za| + .. + |z0],
|2|p = max |z,
1<i<n

sao exemplos de normas em R"™. Sabemos que todas as normas em R" sao equivalentes.

Outros fatos bésicos da Analise que usaremos podem ser encontrados em [6].

1.2 Matrizes

Se A é uma matriz quadrada de ordem n, podemos tomar como norma de A qualquer
norma encarando A como um elemento de R™"*”. Uma norma geralmente utilizada é

|Al| = max | Ax|
|z|=1

onde |.| representa uma norma do R™. No caso em que a norma considerada é a do maximo
(dada acima) pode-se mostrar que a norma induzida é dada por

n
] = e (Z \aijr> .
j=1

Se x € R", vale a desigualdade

|Azx| < [|Al]z]. (1.1)
De fato,
n n n
401 = oo [3 S| < s 3 lou] < g 3 alle] = Al

Antes de enunciar o proximo lema consideremos o seguinte resultado: uma matriz quadrada
C' de ordem n é invertivel se existe uma norma de matrizes ||.|| tal que ||I — C|| < 1.
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Se essa condicao esté satisfeita,

o0

=) (1-O)"

k=0

De fato, se ||[I — C|| < 1 entd@o a série de matrizes

Y (I-c)

k=0

converge para alguma matriz E pois o raio de convergéncia da série Y 2* é 1. Mas, desde

que
N

CY (I-CYf=[I-I-0)) (I-C)f=T-IT-C)N" =1

k=0 k=0
quando N — oo, concluimos que £ = C L.
Lema 1.3. Seja A = [a;;] wma matriz quadrada de ordem n, e suponha que para todo

1=1,2,...,n tem-se
n

|aii| > Z |aij]-

j#ij=1

Entao A é invertivel.

Demonstrag¢ao. A hipotese assegura que todas as entradas a; da diagonal principal sao
nao nulas. Seja D = diag(ay, ..., an,), de modo que D é uma matriz diagonal invertivel,
DA tem todos os elementos da diagonal principal sendo 1’s, a matriz

B = |bjj] = I — D' A tem todos os elementos da diagonal principal sendo 0's, e

bij = —aij/a; se i # j. Tomemos a norma ||B| = maxj<;<p (Z?Zl |bw\> A hipotese

garante que ||B|| < 1, entao I — B = D™ A ¢ invertivel, e portanto A é invertivel. O

Estes e outros fatos sobre anélise matricial podem ser encontrados em [5].

1.3 Equacgoes Diferenciais lineares com coeficientes
constantes

Seja a equagao diferencial ordinaria linear de ordem n — 1 com coeficientes constantes
y(n_l) + An_l.y(n_m + ...+ )\Q.y, + )\1y = 0, (12)

que pode ser transformada em um sistema fazendo

T =Y

Ty =1y
Tp—2 = y(n—3)
Tn-1 = y(n—2)
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e obtendo

l"lzfﬂg
.fi'Q:.fL'g

Tp—2 = Tp-1

. Lp—1 =

Na forma matricial, o sistema fica

_)\n—l-xn—l — ...

T1 0 1 0 0 0 1
T 0 1 0 0 T
T2 0 0 0 0 0 Ty
Tpo1 A=A A3 =Ny —An—2 —An1 Tn—1
Chamemos ~ -
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
M = : : : : . : :
0 0 0 0o ... 0 1
A1 =X —A3 =\ —Ap—2 —An_1

Nessas condigoes temos o seguinte resultado, que também pode ser visto em [1].

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Lema 1.4. Se Py(r) € o polinémio caracteristico da matriz M entio a equagdo carac-

teristica de (1.2) € Py(r) = 0.
Demonstragao. Lembremos que a equagao caracteristica de (1.2) é
T N TP 4 Ao+ A = 0.

O polinémio caracteristico de M é dado por

Py (r) =det (M —r.01)

—r 1 0 0 0 0
0 —r 1 0 0 0
o 0 0 0 —r 1
—A =X —A3 =N\ —An—2 (_)\”*I_T) (n—1)x(n—1)
Desenvolvendo o determinante pela primeira linha,
—r 1 0 0 0
0o —-r 1 0 0
Pu(r) = (=n)(=1)®D )0 | f
0 0 0 —r 1
—do —A3 —\ —An—2 (_)\n—l_r) (n—2)x(n—2)
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0 1

0 —r
+1.(=1)+2 | :
0 0

A1 A3

0

)\

0 0
0 0
—_r 1
— A9 (—)\n—l - T) (n—2)x(n—2)

Desenvolvendo o segundo determinante pela primeira coluna, ele é igual a

1 00
—-r 1 0
(A (=1)" 2 e
0 00
0 00
Portanto temos
—r 1 0
0 —r 1
Py (r) = —r : : :
0 0 0
—A2 —A3 —\g

0
0

0
0
z = (M=) = (A (D)
0
1 (n—3)x(n—3)
0 0
0 0
: + A (=)
—r 1
—An—2 (“Ap—1—71) (n—2)x (n—2)

Continuando, repetindo o raciocinio acima com o determinante de ordem n — 2, temos

—r
0
Pulr) = (=)D
0
)3
0 1
0 —r
+ (=) (=Dt
0 0
X2 =\
+ /\1( 1)1171
—r 1 0
0 —r 1
=
0 0 0
—A3 —A1 —As
0 1 0
0 —r 1
+ r : : :
0 0 0
—Xo =4 —As

10 0 0
—r 1 0 0
I : 5 "
0 0 —r 1
. YR —An—2 (Ap-1—7) (n—3)x(n—3)
0 0 0
1 0 0
z 5 3 !
0 —r 1
X5 -z (Ao =) g )
0 0
0 0
s 5 "
. 1
—An—2 (=Ap—1—1) (n—3)x(n—3)
0 0
0 0
+>\1-(_1)n_1'
_, 1
—An—2 (=An—1—7) (n—3)x(n—3)
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Desenvolvendo o ultimo determinante pela primeira coluna obtemos

—r 1 0 0
0 —r 1 0 0
Py(r) = E E i
o 0 0 - 1
A3 =M =X —An—2 (_)‘n—l_r) (n—3)x(n—3)
(=) (1)L A ()
—-r 1 0 0 0
0 —r 1 0 0
= 7 : : : : -
o 0 0 - 1
—A3 —A4 —As —An—2 (_)‘n—l_r) (n—3)x(n—3)

+

()\2.7“ + )\1).(—1)”_1.

Novamente, repetindo o raciocinio acima com o determinante de ordem n — 3, temos

PM(T)

-r 1 0 0
0 —r 1 0 0
r2.(—r).(—=1)'* : : :
0 0 0 —r 1
X =5 —X¢ —An—2 (=An—1—7) (n—4)x (n—4)
0 1 0 0 0
0 —r 1 0 0
r2 (-2 S 5 : *
0 0 0 —r 1
A3 =X —Xg —An—2 (A1 —1) (n—4)x (n—4)
(Ao + Ap).(=1)" !
-r 1 0 0 0
0 —r 1 0 0
3 : : : : -
0 0 0 —r 1
M X5 =g —An—2 (=Ap-1—7) (n—4)x (n—4)
2 Ag) (1)L 4 (g Ag)(—1)7
—r 1 0 0 0 0
0 —r 1 0 0 0
= 3 : : : : T
0 0 0 0 —r 1
A —As =X —A7 “An-z (A1 —7) (n—4)x(n—4)

()\3.’/”2 + Ao.1 + )\1).(—1)”_1.
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Assim, continuando o raciocinio até que a ordem do determinante seja 1, temos

PM(T') = (—l)n_2.7’n_2. det [_)\n—l — 7'] + ...+ (—l)n_l.[/\g.T’Q + Ao + )\1]
= (D) I (D) e e (D) s 4 Ao 4 A
= (_1)n—1[rn—1 + )\nfl.rn_Q 4+ ...+ )\3.7“2 + Ao + )\1].

Concluimos entao, que a equagao Pys(r) = 0 coincide com a equagao caracteristica de (1.2). O
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Capitulo 2

Funcoes e Aplicacoes Implicitas

2.1 Funcoes e Aplicagcoes Implicitas Locais

Nesta secao apresentaremos os Teoremas da Funcao e da Aplicagao Implicitas locais.
Iniciemos provando a existéncia da funcao implicita. Os pontos de R"*! serao denotados
por (z,u) onde x € R" e u € R.

Lema 2.1. (Existéncia da Funcao Implicita) Considere um aberto U C R"!,
f U — R de classe C' e um ponto (xg,ug) € U de tal forma que f(xg,ug) = c. Se

a—f(xo,uo) # 0, entio existe uma bola B = DB(xg,0) C R", wum intervalo
u

J = (up — €,up + €) C R tal que para cada x € B, existe um tunico u = ¢(x) € J
tal que f(x,p(x)) =c, Vo € B e p(xy) = up.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que a—f(xo, ug) > 0.
U

Pelo Teorema da Conservacao do Sinal, sendo f € C', IR > 0 tal que

%f(x,u) > 0, V(z,y) € B com B = B((zg,up), R) C U.

R
Sejam € = BY J = (ug — €,ug +€).

Temos que {0} x J = {z0} X [ug — €,up + €] C B.

A funcio u € J — f(x0,u) € R é crescente, pois
|
du

Como f(xg,up) = ¢, entdo f(xg,up —€) < ce f(xg,ug+e€) > c.

f(zo,u)] = %f(xo,u) > 0,Vu € J.

Pelo Teorema da Conservagao do Sinal, 30 > 0 tal que para cada x € B = B(zy,J),
(z,ug — €), (x,ug+€) € Be f(z,ug—€) < ¢, flx,ug+e€) > c.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermediario, para cada = € B = B(xg,0), existe um
tnico u = p(z) € J tal que f(z,u) = c.
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Esté definida assim ¢ : B — J tal que f(z,p(z)) =¢, x € B. O

Para provar a continuidade da fungao implicita, usaremos o seguinte resultado:

Lema 2.2. Seja (vy) uma sequéncia limitada em R"™. Entao (xx) converge para a € R™
se, e somente se, toda subsequéncia convergente de (xy) converge para a.

Demonstragdo. (=) Se (x3) converge para a € R" e (z,;) é subsequéncia de () entao
(z,) converge para a, como ¢ bem conhecido.

(<) Suponhamos que (z3) nao converge para a.

Entao Jeg > 0, Vm € N, 3k > m tal que |z, — a| > .

Para m =1, 3k; > 1 tal que |z, — a| > .

Para m = ki + 1, 3ky > k1 + 1 > ky tal que |2y, — a| > €.

Prosseguindo com esse raciocinio, existe um conjunto Ny = {kq, ko, ...} tal que
|z — al > €, VkE € Ny.

Sendo limitada, a subsequéncia (xy)ren, admite subsequéncia (zy)ren,, No C Ny,
convergente. Por hipdtese limgen, o = a, o que contradiz a afirmacao feita anteriormente.
Portanto (zj) converge para a. O

Lema 2.3. (Continuidade da Funcdao Implicita) Nas condigoes do Lema 2.1, a
fungao implicita w = p(x), ¢ : B — (up — €, ug + €), € continua.
Demonstragao. Fixemos a € B = B(x,0) e tomemos (z3) em B, xj — a.

Provemos que ¢(z) — ¢(a).

A sequéncia (p(zy)) em J = (up — €,ug + €) ¢é limitada, logo possui subsequéncia
convergente.

Seja (p(xk,, ) uma subsequéncia de (¢(z1)) que converge para b € J. Temos assim,
xy,, — ae gz, ) — b

Pelo Lema 2.1 segue que ¢ = f(xy, , (v, )), € pela continuidade de f temos
f(xk‘nm Sp(ka)) - f(av b)
Como a € B entao ¢ = f(a,p(a)), logo b = ¢(a) € J.

Assim, toda subsequéncia convergente de (¢(xy)) converge para ¢(a).
O Lema 2.2 implica que p(x;) — ¢(a).

Portanto, ¢ é continua em a, Va € B. O]
Antes da demonstragao do Teorema da Funcao Implicita lembremos do Teorema do

Valor Médio: sejam U C R™ um aberto, v = (aq, g, ..., c0,) € U e f : U — R diferenciavel.
Se o segmento de reta [a,a + v] C U entao existe 6 € (0,1) tal que

f(a+v)—f(a):%f(a+6v) (Vf(a+0v),v 8 fla+ 0v)a
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Teorema 2.4. (Teorema da Funcgao Implicita)
Sejam U C R™ um aberto, f : U — R uma funcio de classe C* e (xg,uq) € U com

f(zo,up) = c. Se %f(xo,uo) # 0 entao existem uma bola B = B(x,0) C R™

e um intervalo J = (ug—e, up+e) tal que BxJ C U, gf(x,u) #0,V(z,u) € BxJ e para
u

cada x € B, existe um unico u = @(x) € J que satisfaz p(xo) = uy com f(x,p(z)) = c.
A funcio ¢ : B — J € de classe C' e suas derivadas parciais sao dadas por

0
8?90(37) = —agi—, x € B.

Demonstrag¢ao. Provamos nos lemas anteriores a existéncia e a continuidade da fungao
implicita. Verifiquemos a férmula das derivadas parciais.

Para x € B tomemos z + te; € B de forma que f(x,p(z)) =ce

c= f(z+te, p(r+te)) = flx +tes, p(x) + oz + te;) — p(x)).

Chamando k = p(x + te;) — p(x) obtemos f(x + te;, o(x) + k) = c.
Seja e,41 0 vetor da base candnica de R"*! na direcao do eixo u.
Pelo Teorema do Valor Médio, existe § = 0(t) € (0, 1) tal que
0 = flx+te,o(x)+k)— flx,p(x) = (Vf(r+ 0te;, o(x) + Okenir), (tes, kentr)),
0 0
0 = (%.f(x + Ote;, p(x) + Ok)t + %f(ac + Ote;, p(x) + Ok)k

0
oz +te;) —p(x) Kk c‘mf(x + Otes, o(z) + 0k)

Portanto, =-="75 .
%f(x + Ote;, p(x) + Ok)

t t

Fazendo t — 0, como as derivadas parciais sao continuas e ¢ ¢é continua, temos k — 0

e
0
[z, ()
te;) — . ’ .
() :lim(p(x—i_ ¢:) = ¢(x) = —ax’—, 1<i<n.
gutom 9 e pla))
gyl B ¥
Pela formula acima, como f € C!, as derivadas parciais de ¢ sao continuas e portanto
o € CL. O

O teorema seguinte sera utilizado na demonstracao do Teorema da Aplicacao Implicita
que pode ser visto em |7].

Teorema 2.5. (Teorema da Aplicagdo Inversa) Consideremos U C R™ um aberto
e f: U — R™ uma fungdo de classe C* (k > 1). Se zy € tal que f'(zo) : R* — R" ¢
invertivel entao existe uma bola aberta B = B(xy,0) C U tal que a restri¢io f|p € um
difeomorfismo de classe C* sobre um aberto V> f(xy).
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Teorema 2.6. (Teorema da Aplicagao Implicita)

Sejam f : U — R™ uma funcio de classe C* (k > 1) num aberto U C R™ x R™,

(xo,ug) € U onde g € R™ e ug € R™.

Se f(xo,up) =0, det a—f(xo,uo) £ 0, entao existe uma vizinhanca Vo C R™ de xg e uma
u

inica g : Vo — R™ de classe C' tal que f(x,g(z)) =0, Vo € Vi, e g(zo) = uo.
Demonstracao. Consideremos ¢ : U — R"xR™ definida por ¢(z,u) = (x, f(x,u)). Temos

e ¢ & de classe C! (pois f é de classe C');
e A matriz Jacobiana de ¢ no ponto (xg,u) tem a forma

I 0
Jo(xo, ug) = 0 0 ;

%f(xo, Uo) %f(ﬂﬁo, Uo)

0
o det(Jo(xg,up)) = det %f(xo, up) # 0, e portanto Jo(xg, ug) € bijetora (pois Jp(xg, ug)

é invertivel).

Pelo Teorema da Aplicagao Inversa existe W C U vizinhanga aberta de (zg,uo) tal que
V = f(W) é aberto e ¢ : W — V ¢ um difeomorfismo de classe C!, ou seja, existe a
funcao inversa G = ¢! : V — W de classe C'. Notemos que como ¢(x,u) = (z, f(x,u)),
temos

(z,u) = G(z, f(,u)).

Entao G preserva as primeiras n coordenadas assim como ¢. Podemos escrever G da
seguinte forma

G(x,z) = (z,h(z, 2))

para x € R" e 2 € R™, onde h: W — R™ é uma funcao de classe C*.
Seja Vp C R™ uma vizinhanga de 2o € R™ tal que Vo x0 C W. Se x € Vj, entéo (z,0) € W,
e temos

G(z,0) = (z,h(z,0))
(ZL’,O) = gb([E,h(l’,O)) = ([L’,f($,h($,0)))
0 = f(z, h(x,0)).

Tomando g(x) = h(z,0) para z € V; teremos g : Vo — R™ de classe C*
tal que f(x,g(x)) =0, Vz €V, e

(w0, u0) = G(x0, f(20,u0)) = G(20,0) = (20, h(0,0)) = uo = g(wo).
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2.2 Funcoes e Aplicacoes Implicitas Globais
Na presente se¢ao, demonstraremos os Teoremas da Funcao e da Aplicacao Implicitas
globais. Seguimos [3] e [4].

Teorema 2.7. (Teorema da Func¢ao Implicita Global)
Suponhamos que f : R™ x R — R ¢é continuamente diferencidvel (ou seja, f € de classe
C!), e existe uma constante positiva d tal que

0
Ew (x,u) >d >0, V(r,u)eR"xR.
u
Entao existe uma tinica fungdo u: R" — R de classe C' tal que f(z,u(z)) =0, Vo € R™.

Demonstragao. Fixemos x € R™. Provemos que existe um tnico u(z) € R tal que

Sz, u(z)) = 0.

A funcao f é estritamente crescente com respeito a u. De fato,
d 9,
o [f(z,u)] = %f(:c,u) >d >0, Vu € R.

Se f(z,0) =0 entao u(z) = 0 é a solugao trivial que satisfaz f(x,u(z)) = 0.

0
Suponha f(z,0) = ¢ # 0. Por hipdtese temos que a—f(a:, u) >d > 0e f écontinua
u
e diferenciavel V(x,u) € R” x R. Pelo Teorema do Valor Médio,

c d c c
£ ) = 1,0 = s )] o (D —0), e 0,1,
lely _ a le]

Logo, f(z, —%) <0< f(x, %)

Pelo Teorema do Valor Intermediario existe um tnico u(x) € (—

Portanto, existe uma func¢do u : R" — R que satisfaz f(z,u(z)) = 0.

lel ~ Le]

=) tal que

Provemos que u(x) é continuamente diferenciavel. Fixemos xy € R™. Por hipotese:

e f de classe Cl;
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* (wo,u(zo)) € R" x R;

o I flag,ulan)) # 0

o f(xg,u(zg)) =0.

Aplicando o Teorema da Fungao Implicita local vemos que wu(z) é continuamente
diferenciavel em zy. Como z é arbitrario segue que u(z) é continuamente diferenciével
em todo z € R™. O

O seguinte resultado sera utilizado na demonstragao do Teorema da Aplicagao Im-
plicita Global. Trata-se do Principio da Contra¢ao: Sejam X um espago métrico completo
e M C X um subconjunto fechado. Se f : M — M é uma contracao entao existe um
tnico zo € M tal que f(xg) = zo, isto é, existe um tnico ponto fixo de f.

~ 0
Notagao: Denotaremos a entrada ij da Jacobiana 8—f(x, u) por [a—f(x, u)}
u u g
ij
Teorema 2.8. (Teorema da Aplicagcao Implicita Global) Suponha que
f:R" x R™ — R™ ¢ uma aplicagio continuamente diferencidvel (ou de classe C*). Se
para ¥(z,u) € R" xR™, i=1,2..m, j=12 ..m,

e -5

J#i
para uma constante d > 0, entdo existe uma unica fungao g : R — R™ continuamente
diferencidvel tal que f(x,g(x)) =0, V€ R™

> d, (2.1)

Gl

0 1

o 0 .
Demonstragao. Primeiro discutiremos o caso em que [—f(x, u)} >0, 1=1,2,....m.

ou
De (2.1) temos para V(z,u) € R" x R™ i=1,2,..m, j=1,2 .., m,

tn] =[]
i i
Fixemos xy € R" e seja ¢ := f(x,0).
Se ¢ = 0 segue que f(z0,0) = 0 e tomando g(zo) = 0 teremos f(xg, g(xo)) = f(x0,0) = 0.
Se ¢ # 0, entao consideremos a bola fechada B0, l%] ={ueR":|ul < %} em R™.
Definamos uma fungao 7 : B0, %] — R™ por

>d > 0. (2.2)

1 c
ru— -+ flaou), <,

l d
onde [ > 0 é uma constante a ser especificada.

Temos:

o fi(zo,u) : R™ = R, urs fi(xo,u);

e f; continuamente diferenciavel, i =1,2,...,m.



2.2 Funcoes e Aplicagoes Implicitas Globais 25

Assim, para u € R™, pelo Teorema do Valor Médio aplicado ao segmento de reta
[(.130, 0)7 (.’170, U)] - Rm’ Elez S (07 1) tal que

"9
fi<x07u)_fi(x07 ) (V fz(xoao‘i‘eu ;8_ 370,9U
Entao, fazendo i = 1,2,...,m,
Fulwo,w) = @0,0) =~ fu(o, Br0)as + o+ = fy (0, Or1t) it
1(Zo, U 1o, = Dy 1(Zo, 1)Uy o, 1\Zo, U1U)U
Pl 8) = Fn(0,0) = o fo(0, Byttt + e+ o o0, Oprt)
m\ Lo, U m\ L0, - aul m\ 2o, UmU)U1 aUm m\ Lo, VW)U, .
0 . .
Chamando L = [%fi(xo,eiu)l ,i=1,2,...,m, 7 =1,2,...,m temos
J mxm

f(xo,u) — f(x9,0) = Lu = f(xo,u) = f(x,0) + Lu.

Assim,

1
|Tu| = u—jf(xo,u)

= i 7(F(a0,0) + Lu)

1
= u—jc—iLu
1 1

Tomemos I € M, (R) a matriz identidade de ordem m. Dessa forma, por (1.1)

1
ITu— =Lu

+ z

. (2.3)

1 1

1
|Tu| < ‘—ic

0
Desde que £ f(xg,u) é continua (pois f é continuamente diferenciavel), todas as entradas
u

sao limitadas por uma constante M para todo u € B0, %], isto é,

{%f (o, U)}

Assim, em particular,

0
‘_fi<x07u) S M7 1= 1727 U j = 1727"'7m7 ’U‘ < u
8uj

]

170 .
1 - 7 [@f@?o’u)} =1- 781}4fi<x07u> >0, 1=12,..,m,

i

para [ > 0 suficientemente grande.
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Portanto, por (2.2),

W‘%gj@mw =-%%{P‘%&%ﬂ%”ﬂu+%%;k%ﬂ%wﬂ“}
- {1 i o]+ 73 [, }
- it (o] -5 ]

d

IN
—_
|

De modo anélogo,

1 10 1 0
e como ol |
2l = 6. < p 1 <2 )
|0;u] = 6;]u| _Hld <7 Vi,
segue que
H[—%LH < 1—%[ (2.4)
Decorre de (2.3) que
1 d. ||
< = |
ol < 1l +(1- D
lel | lel _fel _ Il

1 d l d’

que implica que 7 : BJ0, %l] — B0, %l] para [ suficientemente grande. Além disso, 7 é
continua.

Agora sejam uq, uy € B0, ‘%] Temos:

1 1
Uy — 7f(330,uz) — U+ Tf(xﬂyul)

‘TUQ—Tul‘ =

(2 = ) = () = Flan )|

Pelo Teorema do Valor Médio temos

0
fi(xo, ug) — fi(wo, us :Za_ (w0, u1 + n;v)vj,

sendo v = (v, Vg, ..., Uy) cOM Uy = uy + v, 1; € (0,1).
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0
Chamemos N = 8—fi(x0, Uy + n;v) . Entao,
uj

mxXm

f(zo,uz) — f(xo,u1) = Nv = N(ug — uq)

Tug — Tuy| = |(ug —uy) — 7N(U2 — )

1
= I(Ug — Ul) — 7N(U2 — Ul)

Entao temos,

|Tug — Tuq| = (I — 7N)<U2 —uy)| . (2.5)

Podemos afirmar que |u; + n;v| < %, Vi. De fato,

lur +nv| = |ug +ni(up — uy)
= |ug + niug — niu|

[(1 — ms)uy + nius|

< (1= m)fua] + milus|
[CI—
< (L=m)= +ni—
< (A=m) +mi
_ ld
L
Logo, analogo a (2.4), segue que
1 10 1 0
HI— ZNH = 112,?2(”{‘1— jauifi<x0aul+77iv) —7; a_ujfi(-TOaniU) }
d
< 1—--.
- [

Voltando a (2.5) temos

1 d
|Tuy — Tuy| < HI— ZN‘ Jug —ug| < (1 — 7)|u2 —uql.

Assim,

e 7: B0, %] — B0, %] ¢ continua;

o JK =1-— %l, 0 < K <1 tal que |Tus — Tuy| < Klug — uy|, Yuq, us € BJ0, ‘%]

Isto significa que 7 é uma contrac¢ao continua em B0, l%]

Pelo Principio de Contragao, existe um tnico ug € BJ0, %] tal que Tuy = up.
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Logo,
1
Ty = Ug — 7f(:130,u0) = f(xo,up) = up — Tug = 0.
Portanto, podemos definir g(xg) = uy.

Seguindo o raciocinio acima para cada r € R™ temos g : R™ — R"™ definida unicamente
e que satisfaz f(x,g(x)) = 0.

Pela condigao (2.1) temos que

[ere] |- 5

al i

o)

[

, Y(x,u) e R" x R™

e pelo Lema 1.3 segue que a—f(x, u) € invertivel V(z,u) € R" x R™.
u

Provemos a continuidade de ¢g. Fixemos zy € R". Temos:

o f(wo,9(w0)) = 0;

0 3}
e [ ¢ continuamente diferenciavel e det ™ f(z0, g(xg)) # 0, pois ™ f(z,u) é invertivel
u u
V(z,u) € R* x R™.

Pelo Teorema da Aplicacao Implicita local, 3V5 C R” vizinhanga de zy e uma tnica fungao
de classe C!, gy : Vo — R™, tal que f(x,gi(z)) =0. Como g; ¢ tnica em Vy C R" tal que
f(z,g1(z)) = 0 e g satisfaz f(z,g(x)) =0, Vo € R" entdo g(z) = g1(x), Vo € V. Portanto
g € continuamente diferenciavel em V{. Como z é arbitrario segue que g é continuamente
diferenciavel em R™.

No caso em que {a—f(:v,u)} < 0 para todo i, consideremos f(:v,u) = —f(x,u).
u i
Obviamente, f satisfaz (2.2).

Como antes, podemos encontrar uma tnica g continuamente diferenciavel tal que

~

flz,g(x)) =0, VzeR"= —f(z,g(x) = f(z,g9(x)) =0= f(z,g9(x)) =0, VzeR™

Se [aﬁf(:c, u)] > 0 para alguns i's e [gf(x,u)} < 0 para os demais 7's,

com uma permutagao nas componentes de f, entao nao ha perda de generalidade em
supor que

>0, 1=1,2,...k e {—f(x,u)} <0, i=k+1,k+2,...,m.

i

B

Sejam f(z,u) = (fl(xau)afZ(xau)) . .,fk(ﬂ?,u),fk+1($,u), s ,fm(,l?,u)), U= (ulaUQa ,Um)
Definamos

A

f(x,u) = (fl(x7u)7 fg(%‘,u), R fk(xv u): _fk+1(x7u)7 _fk+2(x7u)a ceey _fm(x7u))' (2'6)

Segue de (2.1) que f satisfaz (2.2). Como acima podemos encontrar uma tnica
g:R™ — R" tal que f(z,g(z)) =0, Vx € R™.
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Pela condigao (2.6), vemos que

A~

fz,g(x))

-

(fl(x7g($))7 st 7fk(xag(x))7 —fk+1(x,g(x)), _fk+2($7g<x))a AR _fm(x7g($)))
(0,0,...,0,0,...,0)

filx,g(x)) =0, 1=1,2,...,m.

Portanto, f(z,g(z)) =0, VzeR™ O
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Capitulo 3

Controlabilidade Aproximada de
Sistemas Nao-Lineares

3.1 Existéncia de Controle para Sistemas Nao-Lineares
de Entrada e Saida Unicas

Considere uma equagao nao-linear de entrada e saida tinicas

y™ = fly, v,y g ) (3.1)

onde y € R é a medida de saida;

u € R ¢é a entrada controle;

y@(i=1,2,..,n) é a i-ésima derivada temporal da saida y;

f:R"! - R é uma funcdo nao-linear.

O objetivo do controle aproximado pode ser descrito como: dada uma saida desejada,
ya(t), encontrar um controle u*, tal que a saida da equagao acompanha a trajetoria dese-
jada com uma precisao aceitavel, enquanto os estados e o controle permanecem limitados.
Se x = [z1, 29, ..., 2,]" = [y, 1/, ...,y"" " V]T for o estado, podemos representar a equagao
(3.1) na forma de um sistema,

Lt‘l = X9
2= (3.2)

As seguintes hipoteses s@o feitas para o sistema (3.2):

Hipotese 1: f é de classe C'.

>d>0,V(r,u) € R"

0
Hipotese 2: ‘%f(a:,u)

Hipétese 3: yu(t), y,(t), ... ,y((in) (t) s@o suaves e limitadas em R.



3.1 Euxisténcia de Controle para Sistemas Nao-Lineares de Entrada e Saida Unicas 31

Definamos x4, ¢ como

Xq = [yda y&; cee 7y((in71)]T

?

(3.3)

n— n—1
(=2 —2a=[y—Yay — Yo,y D =y "

e 0 erro como
e=[A 11C=M(y—ya) + A —9) 4+ ...+ M. (y"? — yc(lnfz)) + (y™ b — yc(lnfl)).

Os coeficientes A = [A1, Ay, ..., \,_1] serdo apropriadamente escolhidos de tal forma que
¢(t) — 0 quando e(t) — 0 para t — oo. Uma condicao suficiente para isso esta no proximo
resultado. Sejam y(t) solugao de (3.1) e y4(t) a saida desejada.

Teorema 3.1. Se o polindmio P(s) = s" 1+ \,_18" 2+ ...+ \as+ A\ € de Hurwitz e se
e(t) = 0 quando t — oo entao y(t) — ya(t) — 0 quando t — oo, juntamente com todas as
suas derivadas até ordem n — 1.

Demonstrag¢ao. Da definigao de e(t), temos

Ay () = ya()] 4+ 2. [y () = o))+ A A "2 (O =8P O]+ V) —y 8V ()] = ()

que é equivalente a
AL[y(®) = ya(®)] + A2y (®) — g + -+ Mcr[w(®) — g1 + [y(1) — ya ()] = e(t).
Vemos que y — yg € solucao da equacao diferencial linear nao-homogénea
MY+ At 4 A A1y D = (1), (3.4)

Considerando o sistema linear homogéneo (1.4), associado a (3.4), pelo Lema 1.4 e pela hipotese
de P(s) ser de Hurwitz, temos que os autovalores da matriz M em (1.5) tém parte real negativa.
Dai, segue da teoria geral dos sistemas lineares que existem K, v > 0 tais que

M) < Ke™™, t>0.

Pela Formula de Variagao dos Parametros, toda solugao do sistema linear associado a (3.4) é da
forma

t
z(t) = eMlic 4 M / e M500,...,0,e(s)] ds,
0

onde z(0) = ¢ é um vetor constante. Dai, usando que e(t) é limitada em [0,00), chega-se
facilmente que |z(¢)| — 0 quando ¢ — co. Em nosso caso, para

(n—2) _ yc(ln*Q)’ (nfl)]T

z(t) = [y—yd,y'—yg,...,y y(nfl) —y!

)

concluimos o enunciado. O

A derivada temporal do erro pode ser escrita como

¢ = fz,u) =y M) +[0 AL (3.5)
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De fato, derivando a expressao do erro em relagao a t obtemos

e = MY —yh) F ey =)+ A (Y — ) (™ =)
Y —Ya
Y =y
= y(”)—yc(l")—l—[o M A o A ] .

S gD
= flau) -yt +[0 A

Teorema 3.2. Considere o sistema (3.2) satisfazendo as Hipdteses 1 — 3. Existe uma
entrada controle ideal u* tal que

e=—k.e (3.6)
sendo k uma constante positiva. Subsequentemente, (3.6) leva a

lim |x(t) — z4(t)| = 0.

t—o00

Demonstra¢ao. Somando e subtraindo k.e do lado direito da equagao de erro (3.5), temos

¢ = f(z,u) —yc(ln)(t) +10 AJ(+ke—ke.

Chamando v(t,z) = k.e — yén) (t)+[0 A ]¢ obtemos

é = f(z,u) +v(t,z) — k.e. (3.7)
Definamos g(t,z,u) = f(x,u) + v(t, x).

Pela Hipotese 2 temos que

'((%f(%u) >d>0, VY(r,u)eR"
: 0 .
e considerando o fato de que 8—1/(15, r) = 0 chegamos &
u
A (t,z,u)| = 2[f( )+t 2)l| = gf( ) >d>0, Ytz u) eR"™*?
EACEIL Il o A o)) =5 @ u , LT, U .
Assim:

e g:R"2 5 R ¢ de classe C1;

e dd > 0 tal que (t,z,u)| >d> 0.

9
aug

Pelo Teorema da Fungao Implicita global, existe uma entrada controle ideal u* = u(t, x)
tal que g(t,z,u*) = 0, V(t,z) € R" isto ¢,

g(t,z,u*) = f(x,u") +v(t,x) = 0. (3.8)
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Substituindo (3.8) em (3.7) sob a ac¢do de u* temos
é= f(x,u")+v(t,x) — ke= —k.e.
Portanto é = —k.e. Se temos (3.6) entdo

e(t) = exp(—kt).c = lim e(t) = 0,

t—o0
onde ¢ é uma constante.

Como dito anteriormente, o vetor coeficiente A da equagao de erro foi escolhido de tal
forma que, se e(t) — 0 entao ((t) — 0, o que implica

y(t) —ya(t) — 0
y'(t) —yyt) — 0

Temos assim
lim |z(t) — z4(t)| = 0.

t—o00
m
Exemplos 3.3. Consideremos a equag¢ao nao-linear
V' =y +0,1(1+y")u. (3.9)

ondey € R eu € R. Seja yq(t) = sin (t) + cos (0,5t) a saida desejada para a equagio
(3.9). Provemos que existe um controle u* tal que a solu¢ao da equagao (3.9) se aproxima
da saida desejada.

Se z = [z1,79]" = [y,y/]T for o estado podemos representar o sistema associado a
(3.9) da seguinte forma:

jjl — ])2
{ o =224+ 0,1(1 + 23)u := f(x,u). (3.10)
Temos:
Ya(t) = cos (t) = 0,5sin (0,5¢) e yy(t) = —sin (t) — 0,25 cos (0, 5t).

Temos as seguintes condicoes:

(1) f é de classe C' em R3.
(2) %f(x,u) =0,1(1+23) >0,1;

(3) ya(t), y,(t), yi(t) sdo suaves e limitadas em R.

Pelo Teorema 3.2 existe uma entrada controle u* = u(t, z) tal que é = —k.e o que im-
plica limy; o |2(t) — x4(t)| = 0, sendo k constante positiva, ou seja, a solu¢do da equagao
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(3.9) com o controle u*, se aproxima da saida desejada.
Neste caso podemos obter a expressao de u* = u(t, x).
Temos:

( =z —x4=|r; —sin(t) — cos (0,5t), x5 — cos (t) + 0, 5sin (0, 5¢)]",

e=[A 1]¢=[X 1]¢=Azy— Asin(t) — Acos(0,5t) + xo — cos (t) + 0, 5sin (0, 5t),

onde X é escolhido de tal forma que o polinémio P(s) = s + A é de Hurwitz (sendo
e= (Y —v)) + Ay —ya), P(s) é o polindmio caracteristico y' + Ay = 0).

Para que P(s) seja de Hurwitz ¢é suficiente tomar A > 0.

A derivada temporal do erro é dada por

¢ = Flau)— g +[0 A
= 2740, 1(1 + 23)u +sin (t) + 0,25 cos (0, 5t) +
+ [0 X[z —sin(t) — cos (0,5t), 25 — cos (t) + 0, 5sin (0, 5¢)]”,

é =27 4+0,1(1+23)u+sin (t) + 0,25 cos (0, 5¢) + Axg — Acos (t) + A.0, 5sin (0, 5¢). (3.11)

Sob a acdo de u* a equagao (3.11) deve ser igual a
¢ =—k.e = —kX\x; + kAsin (t) + kX cos (0, 5t) — k.xo + kcos (t) — k.0, 5sin (0, 5¢). (3.12)

Igualando o lado direito da equagao (3.11) sob a agao de u* ao lado direito da equagao
(3.12) obtemos

2]+ 0,1(1 + 23)u*(t,z) + sin () + 0,25 cos (0, 5¢) + Azy — Acos () + X.0,5sin (0, 5t) =
—kAxy + kXsin (t) + kX cos (0, 5t) — k.xy + k cos (t) — k.0, 5sin (0, 5¢),

—2? — kAry + (= A — k)29
0,1(1 + 3)

u*(t,x) = +

(kA —1)sin (t) + (kA — 0,25) cos (0, 5t) + (k + ) cos (t) + (—=0,5X — 0, 5.k) sin (0, 5t)
+ 5 .
07 1<1 + %2)

Tomando, por exemplo, k =2 e A = 10 temos

—? — 20x1 — 1229 + 195sin (¢) 4+ 19, 75 cos (0, 5t) + 12 cos (t) — 6sin (0, 5¢)

*t —
w(t ) 0,1(1 + 22)

Substituindo v* em (3.10) obtemos

il = T2
{ Ty = =20z — 1229 + 19sin (¢) + 19, 75 cos (0, 5t) 4+ 12 cos (t) — 6sin (0, 5¢) °

Voltando & equagao (3.9) temos

y" = =20y — 12y’ + 19sin (¢) + 19, 75 cos (0, 5t) + 12 cos (t) — 6sin (0, 5t)
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cuja solugdo, por exemplo com condigoes iniciais y(0) = 10 e 3/ (0) =5, é

11 47
y(t) = _Ze*wt + Ze’% + sin (t) + cos (0, 5t).

Figura 1: Continuo: Solugdo obtida da equagao (3.9) através do controle u*; Pontilhado:

Saida desejada, no intervalo [0, 20].

Figura 2: Continuo: Solugao obtida da equagao (3.9) através do controle u*; Pontilhado:

Saida desejada, no intervalo [0, 2].
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3.2 Existéncia de Controle para Sistemas Nao-Lineares
de Entradas e Saidas Miiltiplas

O objetivo desta segao é estender os resultados anteriores para sistemas nao-lineares
de entradas e saidas multiplas.

Consideremos agora uma equagao nao-linear de entradas e saidas miltiplas,
Y™ =FY, YY" .. YD ) (3.13)

onde U, Y € R™;
Y@ (i=1,2,...,n—1), é i-ésima derivada temporal da saida Y;
F :R™D 5 R™ ¢ uma aplicacdo nao-linear.

O objetivo do controle aproximado pode ser descrito como: dada uma saida desejada
Yy(t), encontrar um controle U* tal que a saida da equagao (3.13) sujeito ao controle U*
acompanha a trajetoéria desejada com uma precisao aceitéavel, enquanto todos os estados
e o controle permanecem limitados.

vy - yﬁ”‘l)
v Yoy
Seja X = [X1,Xy,...,. X, ] = [V, Y, Y/ ...,y = | 77 7%~ . a
Y Y e oy DL
matriz estado. Podemos representar a equagao (3.13) por um sistema
( Xl == Y/ = XQ
Xo=Y"=X;
Xo =Y =X,
| X, =YW =FY, YD YU )= F(X,U)
ou seja, .
Xj :Xj+1,j: 1,2,...,71—1,
. 3.14
{ X, =F(X,U). ( )

As seguintes hipoteses s@o feitas para o sistema (3.14):

Hipotese 1: F é de classe C' em R™("+D):

. 0 m(n+1
Hipotese 2: HwF(X,U)]”‘ — D i >d, V(X,U) € Rm(n+D),

1 =1,2,...,m, com d > 0 constante.

[%F(X, U)]

ij

Hipotese 3: Yy(t), Y (1),... ,Yd(n) (t) sao suaves e limitadas em R.
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Definamos X; e T como

’ (n—1)

Ya,  Yaqy - ?/C(ll )
’ n—
Xa= Va Vi Vi vtV = | P S e ,
n—1
Ydw Ya, - yflm ) xn
(3.15)
n—1 n—1
T AUV T
/ / (n—1) (n—1)
T— X Xd— y2_.yd2 yz_‘de Ya f?/d2
n—1 n—1
Ym — Yd,, y;n_ytlim yﬁ” )_yi(im ) mxn
€ 0 erro por
E="]A 1], (3.16)
onde A = [A1, Aa, ..., A\_1]T € escolhido apropriadamente para que
s X182 4 L 4 Aaus 4+ Ay seja de Hurwitz.
Assim, o erro pode ser escrito da seguinte forma:
n—1 n—1
M= ) + Ao = )+ Y =) e (t)
n—1 n—1
(s = Yap) + No- (s — ) -+ (8" =y ) ex(t)

E(t) = : -

MW = Ya) + oW =¥ )+ i =y ] [ em(®)

A derivada temporal do erro pode ser escrita como
E=FX,U)-Y"+71[0 A" (3.17)

De fato, derivando a expressao do erro em relagao a t obtemos

[ = ) e A (Y =0T Y i)
n—1 n—1 n n
A =Y)Ao (0 )—y§2 N+ (5" —yfzz))

n—1 n—1 n n
L A (Y — Ya,) o A 1(ym P g8+ ) = () Lxl

r (n—1 n—1 T n n
) O T
_ Al-(yé—y32)+---+kn71(ygn ~ Y, ) R Yy
n—1 n—1 n .n

L >\1~(y7/n _yd’m) +.. "")‘n 1(ym : yf(im )) < mx1 yﬁn) mx1 yc(im) mx1
e, Y — y(,i1 4 +y§" 1) yc(ln 1) T 0 ygn) y((;ll)
n—1 n—1 n n
~Ydy T Yo~ Yy - +y§ ) yle ) A1 n yé) yfb)

R R /SRR e Sl IO el N U7 PP R0

=T T4 F(X,U)-Y",
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Analogo ao caso anterior, temos o seguite resultado:

Teorema 3.4. Considere o sistema (3.14) satisfazendo as hipoteses 1 — 3. Existe uma
entrada controle ideal U* = U(t, X) tal que

E=-K.E (3.18)
com K > 0 constante. Subsequentemente, a equagio (3.18) leva a

lim | X (t) — Xy(t)] = 0.

t—o00

Demonstrag¢ao. Somando e subtraindo K.E do lado direito da equagao de erro (3.17),
temos

E=FX,U)=Y"t)+7Y[0 A +KE—-K.E.
Chamando v(t, X) = K.E— Y. (t) + Y[ 0 A |7, obtemos
E=FX,U)+v(tX)-K.E. (3.19)
Definindo G(t, X,U) = F(X,U) + v(t, X) observamos que
0
— X
o aUu(t ) =0;

e G ¢ de classe C!;

. H%G(X, U)L ~ Y [ 8(?]G(X U)L _
H ;U[F(X U) +v(t, X)]L - ; [ a?][F(X U) + V]]ij
= ‘ {%F(X U)L —; L;;]F(X U)L >d>0

VX, U) e R i =1,2,...,m

Pelo Teorema da Aplicagao Implicita global, existe uma tnica entrada controle ideal
U*=U(t,X) (U* : R™"*D 5 R™ de classe C!) tal que G(X,U*) = 0.

Entao temos,
GX,U")=F(X,U")+v(t,X)=0. (3.20)

Substituindo (3.20) em (3.19) sob a agao de U* obtemos
E=FX,U)4+v(t,X)-KE=-K.E,
E=-K.E.

Seja p = ET.E = |E]> = 371" e7. Se E(t) é uma solugdo da equagao (3.18), entdo

p=2E"E=2E"(-K.F)=—-2KE"FE,
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p=—2.K.p.
Dessa forma,
0 < p(t) < p(0).exp (—2.K.t) -+ 0, quando ¢ — oo.
Mas |E(t)|? = p(t) — 0 quando t — oo o que implica que |E(t)| — 0 quando t — oo.
O erro E(t) foi definido anteriormente de forma que o polinémio
ST N, s As N

seja de Hurwitz.
Nomeando cada linha da matriz T como (; temos

Gi(t)
. C2.(t>
G (?)
Como E(t) — 0, para cada i = 1,2,...,m temos que ¢;(t) — 0, entdo aplicando o

Teorema 3.1 para cada e; temos que cada (;(t) — 0 e portanto, T — 0.

Logo,

Y1 —Ya,| — O
Yo — yay| — O

|ym - ydm| - 07

juntamente com as derivadas até ordem n — 1.

Sendo
n— n—1
T TR VAR VSO L
Vo= Yar  Yh— U - U5 — gD
X - Xd = e e T e :
. n—1 . n—1
Ym — Yd, y:n_yéim y7(n )_yﬂ(lm : mxn
temos
lim | X (t) — X4(t)] = 0.
t—o0
m
Exemplos 3.5. Consideremos a equag¢ao nao-linear
Y =[(2y +0,5)U1 +yiUs, 0,501 + ((9)° + 1)Us]" (3.21)

onde Y = [y, yo]®, Y = [y}, 47, Y" = [y}, y5]* e U = [Uy,Us]. Seja
Yy(t) = [sin (t)+cos (0, 5t), cos (£)—0, 5sin (0, 5¢)]7 a saida desejada para a equagio (3.21).
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Provemos que existe um controle U* tal que a solu¢do da equagio (3.21) se aproxima da
saida desejada.

Se X; = [11,22)7, Xy = [21, 2] entdo a matriz estado é

_ U1 y’1
X = [Xl,Xg] [Y Y] p
Y2 Yo

e podemos representar o sistema associado a (3.21) da seguinte forma:
X1 =X,
. 3.22
L e &2

ou ainda,
Ty <1

To <2
[ % } _ [ (222 + 0,5)U; + 23U,

5 0,50, + (22 + 1)U } =P, U).

Sendo Yy(t) = [sin (¢) + cos (0,5t),cos (t) — 0,5sin (0,5t)]” a saida desejada para a
equagao (3.21), temos
Y;(t) = [cos (t) — 0,5sin (0, 5t), —sin (t) — 0, 25 cos (0, 5¢)]*
Y/ (t) = [—sin (t) — 0,25 cos (0, 5¢), — cos (t) + 0, 125sin (0, 5¢)]7.
Para a matriz X, temos

_ T fiT sin (t) + cos (0, 5t) cos (t) — 0, 5sin (0, 5t)
Xa = Xay, Xaa]" = [Yal®), Ya(0)]" = { cos (t) — 0,5sin (0,5t) —sin (¢) — 0,25 cos (0, 5t)

O sistema (3.22) satisfaz as seguintes hipoteses:

(1) F ¢ de classe C*;

) )
_— — . > .
2| |apP 0] | -S| gpFex 0] |20
De fato,
) (222405 a2
[_F(XU)l _{ 0,5  2+1
H%FXU} H—FXU} = 2240,5>0,5,
12
9 5 2
21

(3) Ya(t), Y (t), Y] (t) sdo suaves e limitadas em R.
Pelo Teorema 3.4 existe uma entrada controle U* = [Uy,U;]T = U(t, X) tal que
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E = —K.F o que implica limy_,o | X (t) — X4(t)| = 0, sendo K constante positiva, ou seja,
a solucao da equagao (3.21) com o controle U* se aproxima da saida desejada.
Neste caso podemos obter U* explicitamente resolvendo um sistema. Temos:

T XX, = [ x1 —sin (t) — cos (0,5t) 23 — cos (t) + 0,5sin (0, 5¢) } 7

x9 — cos (t) + 0,5sin (0,5t) 25 + sin (¢) + 0,25 cos (0, 5¢)

E=1[ A 1]T_[ Ax1 — Asin () — Acos (0,5t) + 21 — cos (t) + 0, 5sin (0, 5t) ]

Azy — Acos (t) + 0,5Asin (0, 5¢) 4+ 22 + sin (¢) + 0, 25 cos (0, 5t)

onde A ¢é escolhido de tal forma que o polinémio P(s) = s + A seja de Hurwitz (se
chamarmos Xy, = [x4,, 2a,|", Xa, = [24,, 2d,]" temos que P(s) é o polinémio caracteristico
de ey = (21 — 24,) + (21 — 20,)A e de €2 = (22 — 2ay) + (22 — 2a,)A).-

Para que P(s) seja Hurwitz é suficiente tomar A > 0. A derivada temporal do erro é
dada por .
E=Ft,X,U)-Y/t)+Y[0 X]'=

_ [ (227 40,5)U1 + 27U, | [ —sin(t) —0,25cos (0,5t) 21\ — Acos (t) + 0,5\ sin (0, 5¢)
T 0,5U1 + (23 + 1)Uy —cos (t) + 0,125 5sin (0, 5t) zoA + Asin (t) +0,25A cos (0, 5¢) |’

B (222 4 0,5)Uy + 23Uz + sin () + 0,25 cos (0, 5t) + 21X — Acos (t) + 0, 5\ sin (0, 5t) (3.23)
| 0,5U;1 + (23 + 1)Us + cos (t) — 0,125sin (0, 5¢) + 22\ + Asin (t) + 0, 25X cos (0, 5t) '

Sob a ac¢do de U* a equagao (3.23) deve ser igual a

Fe bE— —k.Ax1 + kAsin (t) + kA cos (0,5t) — k.z1 + kcos (t) — 0,5k sin (0, 5t) (3.24)
T T =k Az + kA cos (t) — 0,5k.Asin (0, 5t) — k.zo — ksin (t) — 0,25k cos (0,5t) | ’

Igualando o lado direito da equagao (3.23) sob a agao de U* ao lado direito da equagao
(3.24) obtemos

(223 +0,5)U; + 23U5 +sin (t) + 0,25 cos (0, 5¢t) + 21X — Acos (t) 4+ 0, 5\ sin (0, 5¢) =
—k.A\xy + kAsin (t) + kA cos (0,5t) — k.zy + kcos (t) — 0, 5k sin (0, 5t),
0.5U; + (25 4+ 1)Uy + cos (t) — 0, 125sin (0.5¢) + 2\ + Asin () + 0, 25\ cos (0, 5t) =
—k.Axg + k.Acos () — 0,5k Asin (0,5t) — k.zo — ksin () — 0, 25k cos (0, 5t).

(222 + 0.5)U; + 22Us = (=1 + k) sin (t) + (kX — 0,25) cos (0,5¢t) + (—k — Nz +
+(A+ k) cos (t) + (—=0,5X — 0, 5k) sin (0, 5t) — kAxy

0.5U7 + (22 + 1)Us = (=1 + k) cos (t) + (0,125 — 0,5k\) sin (0, 5t)+
+(=A—k)zo+ (=X — k) sin (t) + (=0, 25\ — 0, 25k) cos (0, 5t).

Tomando, por exemplo, k =2 e A = 10 temos

{ (222 + 0.5) U5 + 22U5 = 19sin (¢) + 19, 75 cos (0, 5t) + 12 cos (t) — 65sin (0, 5¢) — 2021 — 1227

0.5UF + (22 + 1)Us = 19cos (t) — 9,875sin (0, 5¢) — 12sin (t) — 3 cos (0, 5t) — 2079 — 1229.
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Substituindo U* em (3.21) obtemos

1| | =1
.%"2 o Z9
[ % } B [ 19sin (¢) + 19, 75 cos (0, 5¢) + 12 cos () — 6sin (0, 5¢) — 20z — 1221

19 cos (t) — 9,875sin (0, 5t) — 12sin (t) — 3 cos (0, 5¢) — 20z9 — 1229.

) ] = F(X,U)

Voltando a equagao (3.21) temos
Y// — |:

—20z1 — 1221 4 19sin (¢) + 19, 75 cos (0, 5¢) + 12 cos (t) — 6sin (0, 5¢t)
—20x9 — 1229 + 19 cos (t) — 9.875sin (0, 5t) — 12sin (¢) — 3 cos (0, 5t
(

) (0,51)
19sin (t) + 19, 75 cos (0, 5t) + 12 cos (t) — 6sin (0, 5t) ]
(0,51)

n_ . /
e { 19 cos (t) — 9.875sin (0, 5t) — 12sin (¢) — 3 cos (0, 5t

cuja solugao, com condigdes iniciais Y (0) = [0,6,1]7 e Y’(0) = [1,5]7, ¢
e 10 — Te=2 4 sin (t) + cos (5t)
Y(t) =

—é—ge_% - %e‘lw - %sin (%t) + cos (t).

Figura 3: Continuo: Solugao obtida do sistema (3.21) através do controle U*; Pontilhado:
Saida desejada.
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