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Resumo

A incidéncia de doengas neopldsicas mostra que a busca por tratamentos mais efetivos para o
cancer ainda € necessdria. Além dos tratamentos convencionais, como quimioterapia e radiote-
rapia, tem sido estudada uma modalidade alternativa de tratamento denominada imunoterapia.
Apresentamos um modelo matemadtico simples de equagdes diferenciais ordindrias, que inclui o
crescimento de tumores vascularizados sob a influéncia da administra¢do de doses mais frequen-
tes e menores de quimioterdpicos e de células do sistema imune. Muitos cendrios sdo simulados,
mostrando que a populacdo do tumor pode ser mantida em baixo nivel, demonstrado pelo o fluxo

constante de células do sistema imunoldgico em sinergia com a quimioterapia.

Palavras-chave: Angiogénese, Sistema imunolégico, Modelagem matemaética, Dose mdxima

tolerada, Metrondmico, Tumor.



Abstract

The incidence of neoplastic diseases shows that the search for more effective cancer treatments is
still necessary. In addition to conventional treatments such as chemotherapy and radiotherapy,
has been studied an alternative treatment modality called immunotherapy. We present a simple
mathematical model of ordinary differential equations which includes the vascularized tumour
growth under the influence of a more frequent administration with lower doses of drugs and cells
of the immune system. Many scenarios are simulated with the immune system and chemotherapy
showing that the tumor population can be kept at low level, but the most effective treatment is the

constant immunotherapy at the same time with chemotherapy.

Keywords: Angiogenesis, Immune system, Mathematical Modelling, Maximum Tolerated Dose,

Metronomic, Tumour.
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1 Introducao

Cancer € o conjunto de mais de 200 doengas cuja caracteristica em comum € um cresci-
mento neopldsico de células pouco diferenciadas que invadem 6rgdos e tecidos e que, eventual-
mente, evolui a distancia (metéstase). Esse conjunto de doencgas € classificado de acordo com
o local em que ocorre e o tipo de célula que a deu origem, por exemplo, as células originadas
do epitélio (camada de células que reveste tecidos) sdo chamadas de carcinomas e podem se
formar em diversos 6rgaos como mama e estdbmago. Outros exemplos de tipos de cinceres sao
0 sarcoma, o cancer dos tecidos de apoio como musculos, e a leucemia, o cancer dos glébulos
brancos e das células linfaticas (O’DONNELL-TORMEY; TONTONOZ, 2016).

O corpo humano estd em constante divisao celular e sua velocidade varia de acordo com
a regido analisada. Em média, sdo produzidas e eliminadas 60 bilhdes de células por dia. Como
discuto, a caracteristica em comum dos canceres € o crescimento neoplasico, e devido a essa
enorme divisdo que o corpo humano € submetido dia-a-dia, o cincer se torna uma patologia

muito comum, pois a cada divisdo hd a chance de um erro de duplicacao.

Na duplicacao do material genético, todas as informacgdes devem ser copiadas da célula
mae para as filhas a fim de que haja o funcionamento perfeito da funcdo que desempenha. Erros
na cdpia, no entanto, ocorrem, € eles sdo chamados de mutagdes, as quais serdo cancerosas
quando alterarem a velocidade da divisdo celular. H4 dois genes nos quais a mutagdo € importante
para o cincer: os proto-onconogenes, genes que produzem sinal para a divisdo celular, e os genes
supressores de tumores, os quais t€m papel oposto dos primeiros, ditando a parada da divisao

celular.

As mutacoes tém diversas causas, além do erro ao acaso da duplicacdo, com mutagdo
nos dois genes citados, certos produtos quimicos, luz ultravioleta, fumaca de cigarro, causa
viral (virus invade a célula e interrompe seu mecanismo), hereditariedade, radicais livres, dentre
outros também sao agentes causadores de cancer. Uma tinica mutac¢do, no entanto, na maioria
dos casos, nao € suficiente para que exista um cancer, esse € um processo que leva tempo e anos
de exposicao (TOMASETTT; LI; VOGELSTEIN, 2017).
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1.1 As “hallmarks” do cancer

As “hallmarks” do cancer fornecem a base da compreensao bioldgica do cancer, elas sdo

10, como se pode observar na Figura | (HANAHAN; WEINBERG, 2011).

EGFR Cyclin-dependent
inhibitors kinase inhibitors
Sustaining Evading
Aerobic glycolysis proliferative growth Immune activating
inhibitors signaling suppressors anti-CTLA4 mAb

Proapoptotic RESiSI‘li“Q E”I?b”’_‘g Telomerase
BH3 mimetics ce replicative Inhibitors
death immortality
Genome Tumor
instability & _ promoting
mutation inflammation
PARP Inducing Activating Selective anti-
inhibitors angiogenesis invasion & inflammatory drugs
metastasis

Inhibitors of
HGF/c-Met

Inhibitors of
VEGF signaling

Figura 1 — As “hallmarks” do cancer (HANAHAN; WEINBERG, 2011).

Autossuficiéncia em sinais de crescimento

Células cancerosas nao precisam de estimulos nem de sinalizadores (como hormonios)
para crescerem, geram sinais sozinhas para um crescimento desordenado.
Insensibilidade a sinais anticrescimento

As proteinas supressoras do tumor, que fariam o tumor parar de crescer, sdo modificadas
para que ndo cessem seu crescimento, e, da mesma forma, nao ha a sinalizacdo para a

inibicao de contato, ou seja, continuam a se dividir e invadirdo tecidos adjacentes.

Evitando a apoptose

Apoptose € a morte celular programada quando ha alguma alteracao que prejudique sua
funcdo. Ela ndo acontece nas células tumorais, pois hé alteracdo nos mecanismos que

detectam anormalidades.

Potencial replicativo ilimitado

Células sadias t€ém um namero certo de divisdes até sua morte programada, ja as células

cancerosas nao, elas manipulam enzimas que aumentam o comprimento de seus telomeros,
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a fim de que eles nunca se encurtem a ponto de indicar que ndo deve haver mais divisdao

celular.

Angiogénese sustentada

Angiogénese € o processo no qual acontece a vascularizacdo. As células cancerosas sao
capazes de ativar fatores que estimulam a producao de capilares pelo endotélio a fim de

que ndo se esgotem os nutrientes e o crescimento do tumor seja continuo.

Invasao tecidual e metastase

A metéstase € quando um tumor se separa do local de origem e se espalha em diferentes
partes do corpo. Como jé fora dito na segunda “hallmark”, a invasao de tecidos vizinhos
€ uma caracteristica tumoral, e a metdstase comec¢a com essa invasao (para que haja a

angiogénese e posterior transporte pelo sistema circulatério) até alcangar um novo tecido.

Metabolismo desregulado

O metabolismo energético de células cancerosas € diferente das sadias, ao invés de produzir
ATP pela oxidagdo da glicose, elas convertem piruvato em energia. Também apresentam
o efeito Walburg, o qual faz com que a respiracdo celular aconteca no citosol e nao nas

mitocondrias.

Evitando o sistema imunolégico

Mesmo que haja maior inflamag¢do no corpo, as células cancerosas sdo capazes de evitar a

interac@o pela perda da IL-33 ', deixando o sistema defeituoso.

Instabilidade do genoma

Como j4 fora dito no item anterior, células cancerosas sdo resultados de mutac¢des: um proto-
oncogene torna-se um oncogene sem reparacdo do DNA. Posteriores geragdes, portanto,
herdardo a caracteristicas que podem conferir essa mutacao. Por mutagdes cancerosas
entende-se reacdes quimicas desencadeadas por agentes cancerigenos na cadeia principal
de acucar-fosfato; bases nitrogenadas alteradas com algum gene disfuncional; e todos os
outros fatores que conferem as peculiaridades descritas do cancer, como, por exemplo, seu

poder em ndo sofrer alteracdes por sinais externos.

Inflamacao

A inflamagdo, produzida pelo sistema imune, produz substancias oxigenadas e substancias

bioativas que irdo nutrir as células cancerosas e facilitar a angiogénese.

1

IL-33 € um tipo de interleucina, com sua abreviatura IL (ver lista de abreviaturas e siglas).
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1.2 Células endoteliais e angiogénese

Ap6s ter acontecido a mutacdo cancerosa, divisdes neopldsicas e desordenadas comecam
a ocorrer e essas c€lulas se aglomeram formando o tumor. O tumor cresce e vai invadindo seus
tecidos adjacentes, até que chega em um maximo de crescimento, quando ha a necessidade de

vascularizacdo, pois hé a necessidade de mais nutrientes.

A vascularizacdo tem indicadores, como a proteina VEGF (responsével por estimular a
divisao das células endoteliais a partir de artérias, veias e vasos linfaticos e também impedir a
apoptose endotelial induzida pela privagao de nutrientes) que € a ferramenta utilizada por alguns
canceres para recrutar novos vasos sanguineos e o TSP-1 que € a proteina de inibi¢do dos fatores
de crescimento do endotélio. Devido a necessidade de vascularizacdo, as células endoteliais t€m
papel fundamental para a evolu¢ao do cancer. Em contra partida, ha certas drogas, chamadas

inibidoras de angiogénese, que interrompem tal processo.

As células do endotélio que marginalizam o tumor comec¢am a se dividir e formar capilares,
que ligardo o tumor a fonte de recursos: o sangue. A esse processo € dado o nome de angiogénese.
Devido a vascularizacdo, ha a possibilidade de células se desalojarem do tumor e migrarem para
outra regido pelo sistema sanguineo ou linfatico, e quando isso ocorre, hd a formacao de tumores
secunddrios. Esse processo chama-se metdstase (O’DONNELL-TORMEY; TONTONOZ, 2016).

1.3 Quimioterapia

O tratamento em questdo no trabalho envolve a quimioterapia, a qual age matando as
células durante a fase de divisdo celular. Embora exista acdo nas células sadias também, fato que
confere os efeitos colaterais, a quimioterapia tem como base as células cancerosas se dividirem
rapidamente, portanto, as drogas quimioterdpicas agirdo majoritariamente nelas. Essa estratégia,
no entanto, ndo € tao curativa quando usada para tratar um cancer em estdgio muito avancado,
devido a isso e a outros motivos, terapias adicionais sao utilizadas em sinergia para o tratamento de
diversos tumores, conferindo maior especificidade ao tratamento. Dentre essas terapias adicionais,

temos, por exemplo, a imunoterapia e a viroterapia (BRAHMER, 2013).

1.4 Imunoterapia

Desde 1950 tem sido estudada a imunoterapia correlacionada ao cancer, mostrando cada
vez mais que o sistema imunoldgico ajuda a proteger contra 0 mesmo. O sistema imunolégico,
de uma forma geral, protege o ser humano contra uma variedade de agentes patogénicos, como
bactérias, virus, protozodrios, os quais causam doengas, € com o cancer isso ndo € diferente.
O sistema imunoldgico € dividido em duas partes: o sistema imunoldgico inato e o sistema
imunoldgico adaptativo. O primeiro € menos evoluido, enquanto o segundo € mais recente, €

ambos trabalham juntos.



Capitulo 1. Introdugdo 5

Neutréfilos, macréfagos, células dendriticas e as células “Natural-Killers” (matadoras
naturais) constituem o sistema inato. Sao elas que liberam os agentes inflamatorios que alertardo o
corpo a presenca de patégenos, alvos que possuem um padrao identificivel: os PAMPs (endotoxina,
flagelina, etc). Linfocitos T e B (glébulos brancos especializados) constituem o sistema adaptativo
que € aquele que se adquire durante o desenvolvimento e € caracterizado pela especificidade,
diversidade e memdria. Ele confere a “imunidade” contra certa patologia. Demora-se de 4 a 7
dias para uma resposta imune, no entanto, quando ja houve o contato com tal patologia, a resposta
¢ bem mais rdpida, barrando a evolu¢@o em um estdgio precoce da doenga. As células do sistema
imune adaptativo sdo implantadas nos ganglios e 6rgaos linféides. Da mesma forma que o sistema
inato produz uma inflamagdo para sinalizar a infec¢ao, o sistema adaptativo segue o mesmo
modelo, produzindo as citocinas (substancias quimicas). E no sistema adaptativo que se baseiam
as vacinas, onde h4 uma exposicao de pessoas sauddveis ao material infeccioso enfraquecido,

promovendo assim a ativa¢ao do sistema.

Durante uma resposta imune, primeiramente, ocorre a ativacao do sistema imune inato,
geralmente com a fagocitose e o recrutamento de neutréfilos pelos macréfagos, para posterior
inflamacdo do local. Apés a destruicao dos patégenos, a inflamacgdo diminui. No caso do cancer,
a inflamacao € tdo importante quanto uma resposta imune genérica, pois 0s tumores causam
danos no tecido, desencadeando uma resposta imune, resposta que pode destruir um cancer que
estd acabando de se formar e erradicar a doenga. Em contra partida, a inflamacdo pode ser uma
aliada ao céncer, exemplo disso € a inflamacao cronica que pode gerar um ambiente favordvel ao
dano ao DNA (BRAHMER, 2013).

1.4.1 Elo do sistema imune inato e adaptativo

O sistema imune inato apresenta o antigeno do cancer para o sistema imune adaptativo. As
células que desempenham essa fun¢do sao as APC, sendo majoritariamente dendriticas. As células
APC colocam os fragmentos dos antigenos no sulco de uma proteina chamada complexo principal
de histocompatibilidade (MHC), formando o complexo MHC-antigeno que serd reconhecido por

um receptor de célula T, o TCR.

Para finalizar a resposta imune do sistema adaptativo, tem que ocorrer um segundo sinal,
ou co-estimulagdo, que € fornecido pela ligacao de uma molécula B7 do APC a uma molécula
CD28 da célula T auxiliar. Uma vez ativada a c€lula T auxiliar, liberam-se citocinas, incluindo
aIL-2 %, que faz com que as células T se multipliquem e ativem as células T assassinas. Essas
células T em proliferacao sinalizam as células B que se multiplicam e diferenciam em células
plasmaticas, as quais irdo produzir e secretar anticorpos. Por fim, os anticorpos sao especificos e

se ligardo aos antigenos, como mostra a Figura 2.

As citocinas sao moléculas que as células imunoldgicas usam para se comunicar com

as outras e promovem a imunidade tumoral das seguintes formas: a TNFa e IFN« interagem

2 IL-2 é um tipo de interleucina, com sua abreviatura IL (ver lista de abreviaturas e siglas).
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diretamente com as cé€lulas, induzindo-as a se suicidar ou para de crescer. Outras citocinas como

a IL-2 e GM-CSF ativam células imunes como as NK, células T e dendriticas.

Os adjuvantes sao estimulantes imunoldgicos inespecificos que sdo dados juntos com as
vacinas para gerar uma resposta imune mais forte, ou seja, eles criam um ambiente 6timo para a
apresentacdo dos antigenos as células do sistema imunolégico. Os mais utilizados sdo produtos
bacterianos e agonistas de TLR (CHEN; FLIES, 2013).

RESPOSTA PRIMARIA RESPOSTA SECUNDARIA
- Resposta 5 a 10 dias apés L _}“ - Resposta rapida
contato com Ag il @ < (1 a3 dias apés contato)
- Secregéo de IgM T - Secregdo de IgG

- Pouca produgéo de IgG
- Menor afinidade dos anticorpos.

- Mudanga de classe

. de cadeia pesada (IgA, IgE)
| » \ - Maior afinidade dos
g anticorpos.

Niveis séricos de anticorpos

Baixa produgéo
de anticorpos

LB m;méria

Plasmdcitos na
Medula Ossea

i T T

. R - Dias ap6s contato com antigeno
12 Exposigao 2% Exposigao
ao Antigeno ao Antigeno

Figura 2 — Fase primdria e segundéria da resposta imune adaptativa humoral (JUNIOR et al.,
2010).

Quando fala-se em um estdgio mais avangado da vida, o sistema imune ji ndo € mais
tdo eficiente, ou seja, hd a uma diminuigio na producio e secrec¢do das Ig *, fato que ajuda o

desenvolvimento do cancer.

Como ¢ o interesse desse estudo, anticorpos podem ser modificados em laboratério
COmo recurso na imunoterapia contra o cancer, cujo objetivo € fortalecer o poder do sistema

imunoldgico para o combate ao cancer.

3 IgM, IgG, IgA e IgE sio diferentes tipos de imunoglobinas, com sua abreviatura Ig (ver lista de abreviaturas e

siglas).
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1.5 Imunoterapia e cancer: origem, historia e evolucao

Descoberta pela primeira vez ha mais de 100 anos, no inicio da década de 1890, William
B. Coley, cirurgido de Nova York, achou nos arquivos do hospital em que trabalhava que o cancer
de um paciente regrediu apds uma infeccao bacteriana. Coley, entdo, decidiu fazer testes em um
paciente com cancer sem cura cirdrgica. Nesse teste, Coley injetou bactérias em seu paciente, o

qual viveu mais 26 anos, quando teve um mal sibito e faleceu.

Figura 3 — William B. Coley, considerado o pai da imunoterapia (O’DONNELL-TORMEY;
TONTONOZ, 2016).

Dando continuidade a pesquisa, Coley desenvolveu as “toxinas de Coley”, uma mistura
de bactérias mortas. Mais de 1000 pacientes foram tratados com essas “toxinas”, e obtidos varios
sucessos. Com o sucesso da quimioterapia e radioterapia, aliado ao fato do conhecimento ainda

pequeno sobre a imunoterapia, o método de Coley foi esquecido.

Helen Coley Nauts, filha de William B. Coley, trouxe a tona novamente, em 1940, o
trabalho de seu pai, disseminando as informacdes sobre os pacientes tratados com as toxinas. Foi
entdo que o sistema imunoldgico comecgou a ser mais pesquisado, até que foi criado o “Cancer
Reserch Institute” em 1953 por Nauts. Coley € considerado o pai da imunoterapia do cancer, o
qual inspirou as primeiras imunoterapias modernas como as imunoterapias inespecificas, ou seja,

contra todos os tipos de cinceres e patogenos.

A primeira imunoterapia inespecifica foi a BGC, uma forma enfraquecida da bactéria que
causa tuberculose e que pode ser usado para tratar o cancer em seres humanos, sendo utilizada
hoje como tratamento para formas precoces de cancer de bexiga. Analogamente a essa terapia,
existe a terapia com citocinas, que € utilizada para varios tipos de canceres, como o melanoma,

leucemia, linfoma, sarcoma, entre outras.
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A imunoterapia especifica gira em torno de anticorpos monoclonais, que sdo anticorpos
especificos produzidos em laboratério. Eles podem interagir com moléculas sinalizadoras e
interromper o crescimento canceroso, promover a destruicao por macréfagos ou células NK,
e ser equipados com venenos e substancias radioativas. At€é o momento do artigo publicado
(O’DONNELL-TORMEY; TONTONOZ, 2016), data-se 20 anticorpos monoclonais aprovados
para o uso no tratamento do cancer, sendo 0s mais comuns: Rituxan, Herceptin (comumente
utilizado em combinagdo com a quimioterapia) e Avastin (anticorpo que se liga ao VEGF,
impedindo a interagcdo do VEGF com seu receptor no endotélio). A terapia com a utiliza¢ao
de anticorpos monoclonais possui poucos efeitos colaterais, mesmo que haja morte de células
sadias, ndo se compara com a quimioterapia, no entanto, seu poder de cura € relativamente baixo

devido a resisténcia desenvolvida pelo cancer.

1.6 Modelagem matematica: revisao e conceitos

1.6.1 Revisao

Nessa seccao serd apresentada uma revisdao de modelos mateméticos relacionados a
imunoterapia, e outras terapais associadas. Inicialmente, na Figura 4, apresenta-se a quantidade de
artigos encontrados nas bases de dados Scopus, Web Of Science, Researchgate, LILACS e Google
Scholar em que foram utilizadas as palavras chave “mathematical model”, “immunotherapy”,

“cancer” e “differential equations”.

Scopus
22 artigos

Web of Science
23 artigos

Selecao final:

/ 35 artigos
ResarchGate 112 artigos com

5 artigos 22 duplicatas
Selecao final:
4 revisoes
LILACS
22 artigos
Google Scholar
40 artigos

Figura 4 — Base de dados e artigos coletados na revisao.
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Muitos modelos matemdticos sdo propostos para descrever o crescimento tumoral, como,
por exemplo, (GATENBY, 1996) para equacdes diferenciais ordindrias, em que consideram
populacdes de células cancerosas e normais que competem entre si, (MCDOUGALL et al., 2002)
para abordagem de equagdes diferenciais parciais, (MARTINS; FERREIRA; VILELA, 2007)
para modelos de miltiplas escalas e (REIS; SANTOS; PINHO, 2009) para automatos celulares.
Livros por (ADAM; BELLOMO, 2012), (BELLOMO; ANGELIS, 2008), (DEISBOECK; STA-
MATAKOS, 2010), (D’ONOFRIO; CERRAI; GANDOLFI, 2012), (EISEN, 2013), (GIRALDEZ;
HERRERO, 2009), (DOMINIK; NATALIA, 2005) e (DOMINIK; NATALIA, 2014) abrangem

aspectos importantes da modelagem matematica de cancer/tumor, incluindo tratamentos.

Dentre os artigos que propdoem modelos matematicos envolvendo equagdes diferenciais
ordindrias, podemos citar e descrever brevemente os mais recentes e relevantes para o tema. Sendo
o primeiro a ser abordado, (LI; XU, 2016), onde desenvolve-se um progndstico matematico famoso
que pode predizer toda a sobrevivéncia de pacientes com cancer de pancreas que receberam
imunoterapia. O modelo matematico inclui células cancerigenas, células pancreaticas, trés classes
principais de células cancerosas imunolégicas, células T, células NK, IL-2, dentre outras. O
artigo (AFOLABI; MAAN, 2019) € um pouco menos especifico, nele € proposto um modelo com
interagc@o tumor-sistema imune. A andlise numérica valida os resultados, fornecendo informacdes
sobre o carater maligno ou benigno do tumor. Seguindo a mesma linha de resultados extremamente
relevantes, citamos (RHODES; HILLEN, 2019), onde desenvolve-se um modelo matematico
para interacOes imuno-tumorais em dois locais anatomicamente distantes, que incluem tanto
reacoes anti-tumorais e pro-tumorais, dentre essas reagdes sao analisados os efeitos fenotipicos
induzidos pelo tumor obtidos experimentalmente na plasticidade das células imunes. Esse modelo
¢ usado para avaliar as implicagdes da teoria imunomediada da metdstase. Se utilizando de outros
parametros e equacdes, (ALVAREZ; BARBUTO; VENEGEROLES, 2019) propde um modelo
nao linear que leva em consideragdo alguns recursos com base nas respostas imunes e descreve
fen6menos observados in vivo, como dorméncia, robustez, dentre outros. Em (BARISH et al.,
2017), observamos um cendrio diferente, porém com parametros semelhantes. Nesse artigo, eles
propuseram um método, o VEPART (Expansao Virtual de Popula¢des para Analisar Robustez
de Terapias). Ele funciona como uma plataforma que integra dados experimentais, modelagem
matemadtica e andlises estatisticas para identificar o tratamento ideal e aplicaram o mesmo para
estudar a robustez do tratamento resposta em um modelo de rato de melanoma sujeito a tratamento
com virus oncoliticos imunoestimuladores e células dendriticas (como vacinas). Abordando
uma estratégia matematica um pouco diferente, temos (MADDALI et al., 2018), onde um novo
modelo tridimensional cadtico de crescimento de tumores de cancer € proposto, e este inclui as

interacdes entre células tumorais, células saudaveis de tecido e células do sistema imunolégico.

Ainda sobre os modelos propostos, mas agora modelos que comparam e estudam terapias
combinadas, € importante citar (LAI; FRIEDMAN, 2017), onde sdo combinadas uma vacina
(ativa as células dendriticas para que induzam mais células T a se infiltrar no tumor) e uma droga

(inibidor de ponto de verificagdo, que permite que as células T permanecam ativas contra as células
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cancerigenas). A partir dessa terapia é desenvolvido um modelo matematico usando equagdes
diferenciais parciais. As simulagdes se utilizam de dados experimentais com ratos; (PIRETTO;
DELITALA; FERRARO, 2018) onde € proposto um modelo matemdtico, composto por duas
populacdes de cancer competindo por recursos e submetidas a duas terapias: quimioterapia
e imunoterapia, usadas sozinhas ou combinadas; (SOTO-ORTIZ; FINLEY, 2016) no qual é
proposto um modelo matematico de integracao de tumores para identificar a janela terapéutica
no caso de angiogénese e citotoxicidade com dois tipos de terapias: tratamento baseado no
anticorpo monoclonal contra o cincer de mama e imunoterapia envolvendo a injecdo de células
malignas e células dendriticas para impulsionar a resposta imune; (WEI, 2018) o qual modifica
um modelo matematico ja existente e estuda o crescimento tumoral com tratamentos combinados
de imunoterapia e quimioterapia; (SAAD; HINCAL; KAYMAKAMZADE, 2017) tem como
objetivo estudar a dinamica dos supressores/ativadores imunes, sistema imunolégico e BCG no
tratamento do cancer superficial da bexiga por meio da formulacdo de um modelo matematico
contendo trés dinamicas de tratamento. Além de combinar terapias, (EFTIMIE; HASSANEIN,
2018) combina cancer e biomarcadores imunoldgicos em modelos matematicos, mostrando que

podem melhorar o tempo de detec¢cdo do cancer e fazer outras previsoes.

De uma forma geral, os modelos descritivos de dinAmica que consideram interagdes de
células do sistema imune com células tumorais e parametros do microambiente (por exemplo,
as células NK, IL-12 *, macréfagos, GM-CSF) sdo (GONG et al., 2017), (MAHLBACHER et
al., 2018), (HOFFMAN et al., 2018), (YU; JANG, 2019) eles avaliam matematicamente como
essas interacdoes podem afetar a progressao do tumor e afins. Em (JENNER et al., 2018) o
cendrio € bem parecido, desenvolve-se um modelo matematico que reproduzem os resultados
experimentais para o crescimento tumoral em tratamento com adenovirus oncolitico coexpressor.
Esse modelo leva em conta as citocinas imunoestimuladoras e o fator estimulador de coldnias de
granuldcitos-mondcitos (GM-CSF). O artigo (KIM; CHO; JUNG, 2014) segue a mesma linha,
mesmo sendo bastante complexo em seus cdlculos. Nele ha o desenvolvimento de um modelo
com 11 equagdes diferenciais, incluindo o movimento, interagdo e ativagcdo de células NK, células
T CD8 +, Células T CD4 +, células T reguladoras e células dendriticas sob a presenca de tumor,
citocinas e as interagdes imunes. Além disso, aplica-se duas terapias de controle, imunoterapia e
quimioterapia ao modelo, a fim de controlar o crescimento do tumor, Por fim, em (KIM et al.,
2018) desenvolve-se um modelo matemaético para abordar a questao de como a densidade das
células NK afeta o crescimento do tumor. Dentre as conclusdes do trabalho, é de conhecimento
que a eficdcia antitumoral aumenta quando os NKs enddgenos estdo esgotados e também quando

células NK exdgenas sdo injetadas.

Na mesma linha dos artigos com modelos propostos, podemos citar os mais recentes que
apenas analisam modelos existentes, adicionando parametros e fazendo diferentes simulacdes,

sendo o primeiro, (KOSE et al., 2017), no qual é apresentado um modelo matematico que captura

4 IL-12 é um tipo de interleucina, com sua abreviatura IL (ver lista de abreviaturas e siglas).
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a dindmica da resposta adaptativa de uma vacina contra o cincer sem muitas complexidades.
Simulacdes de modelo sdo comparadas com dados experimentais e clinicos e para discutir
melhorias na vacina; (CH-CHAOUI; ELADDADI; MOKNI, 2018) traz simula¢és de um modelo
matematico a nivel celular de competi¢do imunoldgica (mediada pelas citocinas) e tumoral. Os
resultados mostram que o sistema imunoldgico ativado € capaz de alcancar uma eliminacado
total das células cancerigenas; em (DELITALA; LORENZI; MELENSI, 2015) € apresentado
um modelo matemético da competi¢do entre células cancerigenas e células T sob imunoterapia;
(FRASCOLI et al., 2014) apresenta e analisa um modelo de equacdes diferenciais ordindrias de
dindmica imunoldgica tumoral. Este responde por fatores bioldgicos e clinicos que regulam as
taxas de interacdo de citotéxicos e linfécitos na superficie da massa tumoral; em (MAHASA
et al., 2016) é apresentado um modelo matemadtico envolvendo vérias populacdes de células
imunoldgicas e células tumorais. Este mostra que as células tumorais sobrevivem ao ataque
do sistema imunolégico que € mediado por células assassinas naturais (NK) e ativado pelos
linfécitos. Seguindo a mesma linha do dltimo artigo citado, (QOMLAQI et al., 2017) apresenta
um modelo matemadtico para representar as interagdes entre o sistema imunoldgico cancerigeno
e imunolégico adaptativo no camundongo. O modelo inclui células tumorais, NK, células T

citotoxicas, células T auxiliares, células T reguladoras, células dendriticas e I1L-2.

Em (PIOTROWSKA; BODNAR, 2018) € apresentado uma generalizacdo dos modelos
matematicos que descrevem as interacdes entre o sistema imunoldgico e as células tumorais.
(DOBAN; LAZAR, 2017) estuda um modelo de captura dos efeitos das células tumorais no
sistema imunoldgico e vice-versa, através de termos de competi¢do presa-predador, incorporando
o mecanismo do sistema imunoldgico para a produgio de células imunes. E um modelo adequado

para anélise e planejamento de estratégias de imunoterapia.

Dentre os artigos que fizeram uma revisdo acerca do tema, podemos citar os 4 mais
novos. O primeiro, datado em 2016, (EFTIMIE; GILLARD; CANTRELL, 2016) sao revisados
modelos e algumas das ferramentas matemaéticas usadas para investigar os mesmos. Também
sao discutidas algumas tendéncias futuras no ambito da modelagem matematica envolvendo a
imunologia; o segundo, datado em 2017, (KONSTORUM et al., 2017), foi revisada a modelagem
sob a abordagem dos principais desafios enfrentados pela imunoterapia, que engloba desde a
classificacdo tumoral, tratamento ideal, planejamento até a terapia combinada. Sdo discutidos
vérios exemplos de modelos que cresceram a medida que mais informagdes bioldgicas se tornaram
disponiveis. Temos duas revisodes feitas em 2019, a primeira (MAHLBACHER; REIHMER;
FRIEBOES, 2019), oferece uma visao geral das recentes abordagens de modelagem contendo
sistema imune e tumores, destacando modelos espaciais. O foco estd no trabalho publicado na
ultima década, incorporando um ou mais tipos de células imunes e avaliando seus efeitos na
progressao do tumor. Devido a sua relevancia para o cancer, sido descritas as seguintes células
imunes e suas combinagdes: macrdfagos, linfécitos T citotéxicos, células Natural Killer, células
dendriticas, células T reguladoras e células T auxiliares; na segunda (NORTON et al., 2019), s@o

revisados modelos com foco na heterogeneidade intra-tumoral, particularmente relacionados a
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interagdes entre células cancerigenas e células imunes.
Os trabalhos mais relevantes para a construcao do presente estudo sdo:

Os trabalhos de J. Folkman (FOLKMAN, 1971), (FOLKMAN, 1972) e (FOLKMAN,
2002)) que dao base tedrica a respeito da angiogé€nese tumoral e terapias antiangiog€nicas
para tumores vasculares. Por exemplo, em um de seus trabalhos, Folkman descreve e revisa
mecanismos pelos quais as células tumorais se tornam angiogénicas, no qual reconhece-as e
classifica em duas categorias: a primeira diz respeito a atividade angiogénica surgir da propria
célula tumoral na forma de liberagdo de moléculas angiogénicas, como o fator de crescimento, e a
segunda cita a atividade angiogé€nica que surge de células hospedeiras recrutadas pelo tumor, como
macréfagos. Conceitos bioldgicos primordiais para o desenvolvimento de modelos mateméticos
por (D’ONOFRIO; GANDOLFI, 2004), (HAHNFELDT et al., 1999), (PINHO et al., 2013) e
(RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2016) se utilizando de equacdes diferenciais ordindrias.

Em muitos trabalhos, De Pillis e colaboradores trazem modelos matematicos envolvendo
sistema de equacdes diferenciais com o crescimento do tumor sob a influéncia do sistema
imunoldgico. Alguns deles também consideram a acdo dos tratamentos quimioterdpicos. Em
(PILLIS; RADUNSKAYA, 2003) e (PILLIS; RADUNSKAYA; WISEMAN, 2005), os autores
utilizam parametros estimados por meio de dados experimentais para propor diferentes formas
de interacdo imune ao tumor e modelagem da dindmica de rejei¢cdo do tumor. Os modelos sao
validados através de dados experimentais de outros estudos. Em todos os estudos (PILLIS;
RADUNSKAYA, 2001), (PILLIS; RADUNSKAYA, 2003) e (PILLIS et al., 2007), modelos
matemadticos de interagdo imune a tumores com quimioterapia sdo investigados, considerando
estratégias para a administracdo ideal do tratamento. Os autores sdo capazes de testar diferentes
estratégias 6timas de controle para o tratamento quimioterdpico e analisar melhores alternativas

de tratamento.

No artigo (PILLIS; GU; RADUNSKAYA, 2006), os autores desenvolvem e analisam
um modelo de crescimento de células cancerosas, em combina¢do com diferentes formas de
tratamento: imunoterapia, vacinas e quimioterapia, onde a dindmica do sistema € caracterizada
pelo estudo de seus pontos de equilibrio, propriedades de estabilidade e anélise de bifurcacao.
O artigo de (PILLIS et al., 2009) traz uma atualizac@o para o modelo dado por (PILLIS; GU;
RADUNSKAYA, 2006).

Na quimioterapia, hd um processo chamado “metrondmico” (BARBOLOSI et al., 2014)
no qual ha a administragdo mais frequente e de doses mais baixas de medicamentos com regulari-
dade, onde se obtém maior morte de células tumorais (BROWDER et al., 2000). Correlacionando
essa biologia com a modelagem matemética em (ANDRE et al., 2013), considera-se um sis-
tema de equagdes diferenciais parciais para descrever a dindmica de crescimento de células
tumorais e endoteliais, nela utiliza-se parametros como o impacto do oxigénio ou do fator de
crescimento endotelial vascular, para que se obtenha, por fim, a comparacao do MTD (protocolo

de administracdo quimioterdpica inespecifica, o qual é baseado no conceito de dose maxima
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tolerada, onde ocorre a administracdo da maxima dose que o paciente possa tolerar) e protocolos
metrondmicos. O artigo (RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2016), apresenta um modelo de
equacoes diferenciais para simular a administracdo de um medicamento quimioterdpico em um
tumor, comparando dois protocolos de quimioterapia: um denominado esquema convencional

(semelhante ao MTD) e a quimioterapia metrondmica.

Neste tabalho, com base em (PILLIS; RADUNSKAYA, 2001), (RODRIGUES, 2011) e
(RODRIGUES; MANCERA; PINHO, 2016), ¢ anédlisado um modelo matemético que envolve a
influéncia do sistema imunoldgico no crescimento tumoral, considerando também a dindmica
angiogénica e a insercdo de um agente quimioterapéutico na presenca de células normais. A
equagao que modela a presenca de células imunes € baseada em (KUZNETSOV et al., 1994) e
(PILLIS; RADUNSKAYA, 2001) e abrange diferentes aspectos da resposta imune mediada por
diferentes tipos de células, como a estimulagao de células efetoras e ataque a células neopldsicas,
isto €, representa a mudanga no ndmero de células do sistema imunolégico como um todo, sem
distin¢do entre os diferentes tipos de células. A equacdo de variacdo das células endoteliais no
sistema vém de (HAHNFELDT et al., 1999) e (RODRIGUES, 2011) e leva em consideragao a
dinamica de liberacdo pela estimulagcdo da vascularizacdo, fatores inibitdrios estimulados pelas
células tumorais, a taxa reprodutiva de células endoteliais e o efeito da quimioterapia nessas

células.

1.6.2 Conceitos

Como todo crescimento de populacdes pode ser modelado matematicamente, via, por
exemplo, o modelo logistico e de Gompertz, quando fala-se em células ndo € diferente. Para que
haja coexisténcia entre populagdes, tem que haver competicao interespecifica, intraespecifica,
por recursos, dentre outros fatores. Uma vez que existe todo esse ambiente, podemos pensar em
modelagem matematica. A modelagem € uma aproximacao, e, as vezes, uma possivel substitui¢do
do real, na qual interagdes reais sdo entendidas e transformadas em parametros matemadticos.
Os modelos matemdticos sdo usados para relacionar os componentes essenciais das interacoes,

identificando assim os mecanismos mais plausiveis que podem levar a um resultado.

Antes de abordar o modelo deste trabalho, o qual possui equacdes para quatro tipos de
populagdes e uma equacgdo relacionada a droga quimioterdpica, serdo citados alguns pontos sobre
a modelagem matematica com sistemas possuindo menos equagdes a fim de que se compreenda

melhor o processo em questao.

No caso de apenas uma populagdo de células tumorais, sem nenhum outro fator, a
dindmica € exibida por uma curva sigmoidal que pode ser explicada pelo nivel de nutrientes

finitos disponivel para o tumor, ou seja, a capacidade de suporte do ambiente.

Benjamin Gompertz, inspirado em Malthus, foi o primeiro a demonstrar através de uma

equacao matemdtica que a mortalidade cresce geometricamente, a qual tem como base os célculos
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de anuidades e seguros contra a morte. O modelo desenvolvido por ele descreve a dindmica de
vérios tipos de sistemas bioldgicos (RIBEIRO, 2014). Desde o trabalho de Gompertz, muitos
modelos matematicos foram obtidos para se ajustar e explicar os dados de crescimento tumoral e
prever acontecimentos, onde a maioria deles diz que o crescimento desacelera, em vez de crescer
exponencialmente. (EFTIMIE; BRAMSON; EARN, 2011)

f(y)
, -—>
Células Tumorais Células efetoras do
. x) 1/ sistema imune <g-(t-)
v)

[ — efeito negativo efeito positivo === fonte  ===>» morte |

Figura 5 — Esquema do modelo de duas equagdes (EFTIMIE; BRAMSON; EARN, 2011).

Conforme vamos adicionando mais termos, comegamos a ter um modelo mais assertivo.
Considere duas populacdes: sistema imune e células tumorais (ver Figura 5). Nesse caso, a
interpretacdo € que o sistema imunoldgico € capaz de interagir com o tumor e inibir seu cres-
cimento antes que se torne clinicamente detectdvel (10°® células), e a maneira de se fazer isso
€ montar um sistema de equagdes, com uma equagao que descreva o sistema imunolégico y e
outra que descreva o comportamento das células tumorais x. A natureza precisa da populacao
de células imunes que incluimos nao € especifica, assim sendo, células efetoras. Estas podem
controlar o crescimento do tumor ao reconhecer os antigenos e desencadear a resposta imune,
ou podem ser ligantes. Essas interacdes que sao descritas por duas equacoes, geralmente sao do
tipo presa-predador, onde as células imune seriam o predador e o tumor a presa. Nesse caso, x
representa o tamanho da populagdo de células tumorais e o y a populagdo de células efetoras.
Modelando esse tamanho de populacdo, ha vdrios fatores a serem considerados, como a apoptose
celular, crescimento, produgdo de células imune na auséncia das cancerosas, morte do tumor
pelo sistema imune, morte do sistema imune pela massa tumoral, dentre outros (EFTIMIE;
BRAMSON; EARN, 2011).

Por serem tao genéricos, os modelos de duas equagdes ndo sao adequados para desenvolver
estudos baseados em componentes especificos do sistema imunoldgico que possam ser aplicaveis,
mas sdo muito bons para se compreender estruturalmente como se dé a constru¢ao de modelos

mais complexos, como o abordado nesse trabalho.
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Para o modelo proposto, podemos exibir esquematicamente o processo bioldgico correla-
cionado com a matemdtica, como observa-se na Figura 6.
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Figura 6 — Esquema do modelo estudado.

De uma forma geral, a populagdo de células endoteliais podem ser, matematicamente,
andlogas a qualquer populagdo do microambiente tumoral, como fibroblastos, tecido conjuntivo,
citocinas, e afins. O que ird mudar serdo as formas das equac¢des que modelardo esse encontro. O

“efeito negativo” € caracterizado, matematicamente, por ter sinal negativo na equacao, e “efeito
positivo” tem seus parametros positivos.

O modelo em estudo difere bastante do modelo de duas equagdes pois € mais elaborado
e, portanto, biologicamente mais realista, conferindo assim, uma estrutura mais assertiva de
hipéteses testaveis, mesmo que ainda simples para uma extensa compreensao analitica, como se
consegue em modelos com mais equagoes.

1.7 Objetivos

* Apresentar e analisar um modelo de equagdes diferenciais ordindrias envolvendo cresci-

mento tumoral, sistema imune e tratamento quimioterdpico.

* Estudar e compreender aspectos bioldgicos envolvidos nos modelos matematicos estudados
para a interpretagdo bioldgica dos resultados.
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2 Estabilidade

Neste capitulo iremos apresentar alguns conceitos e resultados acerca de sistemas dinamicos
autonomos no plano (ZILL; CULLEN, 2006; BOYCE; DIPRIMA, 2002). Inicialmente, trataremos

do caso linear e depois do nao-linear.

Seja
dx ,
a =T =an T+ a2y
(2.1)
d :
dit/ =Y =0T+ QY
Em termos matriciais, temos
x' = Ax. (2.2)
Procuraremos solugdes da forma
x =ce’’. (2.3)
Substituindo em (2.2), segue que
Acer=Acer = Ac=\c=
(A—AXI)c=0. (2.4)

Temos um problema de autovalor—autovetor.

Definiciio 1. Cada solucdo de (2.1), ¢(t) = (x(t),y(t)) (curva parametrizada) pode ser repre-

sentada como uma curva no plano. As curvas-solugoes sdo ditas trajetorias ou orbitas.

Definicao 2. O retrato de fase é uma figura bidimensional que mostra como o comportamento

qualitativo de (2.1) é determinado a medida que x e y variam com t.

d
Definicao 3. O campo de direcoes ou campo de vetores da o gradiente cTy e vetores direcdo das
x

trajetorias no plano de fase. Notar que a inclinacdo das trajetorias é dada por i e que a
r

direcdo do campo de vetores é dada por =’ e y' em cada ponto do plano xy.
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dy
Definicao 4. Linhas de contornos para as quais —— é constante sdo ditas isoclinas.

dx
Definicao 5. O sistema x' = Ax é dito ndo simples se a matriz A é singular. O sistema tem

pontos criticos além da origem.

Definicao 6. O sistema x’ = Ax é dito simples se det A # 0 e a origem é entdo o iinico ponto

critico.

Os pontos criticos podem ser classificados dependendo do tipo de autovalores de A.

* Autovalores reais e distintos
Suponhamos que x’ = A x pode ser diagonalizado para se ter 2’ = Az ey = A\ v,
cujas solugdes sdo dadas por, respectivamente, z:(t) = ¢, e* e y(t) = c,e*2%, com ¢, e ¢,

constantes quaisquer.

d A
Temos que Y _ 2y Logo,
dr 2 Mz
d d
ML = E oy =k o)
Yy T

O retrato de fase depende dos autovalores e autovetores.

— Se os autovalores sdo distintos, reais e positivos, entdo o ponto critico € dito né

instavel.

— Se os autovalores sdo distintos, reais € negativos, entdo o ponto critico € dito n6

estdvel.
— Se os autovalores sdo reais e de sinais contrarios, entdo o ponto critico € dito ponto
sela (sela).
* Autovalores complexos da forma A = o £ 5.

Consideremos um sistema canonico da forma

¥ = ax+ Py 2.5)

/

y = —frtay
Sistemas na forma de (2.5) resultam em autovalores complexos dados por A = o £ i 3.
Sejam x = r cos(f) e y = r sin(#). Logo,

' = r'cos(f) —rsin(d) 0
y = 1’ sin(f) +r cos(0)

=

x' cos(f) = 1’ cos?*(0) —r sin(f) cos(6) ¢
y sin(f) = 7' sin®(0) +r cos(6) sin(f) 0

=
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" =z’ cos(f) + y' sin(0).

De forma similar, segue que

{ —12' sin(d) = —r' cos(f) sin(#) + r sin®*(0) &’ N
y' cos(@) = 1’ sin(0) cos(f) + r cos*(0) 0
0 =y cos(f) — 2’ sin(f) =
0" =r'(y cos(f) — 2’ sin(h)).
Entao,
{ = 2’ cos(f) + vy sin(0) N
0 = r~'(y cos(f) — x' sin(h))
r = (ax+ Py) cos(@) + (—Fz+ ay) sin(b)
= (a(r cos(f))+ B (rsin(d))) cos(f)
+ (= (r cos(f)) + o (r sin())) sin(0)
0 = r'((=Bx+ay) cos(d) — (azx + By) sin(h))
= 1 (=B (r cos(8)) + a(r sin(d))) cos(f)
— (a(r cos(8))+ B (r sin(f))) sin())
—
Entdo, ' = ar e = —[3, e o retrato de fase depende de e 3.

— Se a > 0, entdo o ponto critico € dito ponto espiral instdvel (dito também foco

instavel).
- Se a = 0, entdo o ponto critico € dito centro (neutramente estdvel).

— Se a < 0, entdo o ponto critico € dito ponto espiral estdvel (dito também foco estdvel).

— Se #’ > 0, entdo as trajetdrias espiralam no sentido anti-horario ao redor da origem.

— Se ' < 0, entdo as trajetdrias espiralam no sentido hordrio ao redor da origem.
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* Autovalores reais e repetidos.

Suponhamos que as matrizes candnicas sejam da forma

A O A
J3 = ' ; Jy = LA
O )\1 0 A1

— Se hé dois autovetores linearmente independentes, entdo o ponto critico € dito n6
singular. N6 singular estdvel: autovalor negativo; N6 singular instdvel: autovalor

positivo. A nomenclatura estrela também € usada aqui.

— Se ha um autovetor linearmente independente, entdo o ponto critico € dito n6 dege-
nerado. N6 degenerado estdvel: autovalor negativo; N6 degenerado instdvel: autovalor

positivo.

Todas as classificagdes anteriores podem ser vistas em termos do determinante e do trago de

A. Se A\, e )\, sdo os autovalores, a equacdo caracteristica é dada por

(/\—>\1) ()\_/\2) = /\2_ ()\1 +A2)A+)\1 /\2
= 22— tr(A)A + det(A). (2.6)

Portanto,

. tr(A) + \/(tr(z;l))Q — 4 det(4).

A Tabela 1 exibe as classifica¢cdes dos pontos de equilibrio.

Tabela 1 — Classificacdo dos pontos de equilibrios.

Discriminante Determinante Traco Classificagio

>0 <0 - sela

>0 >0 <0  noestavel

>0 >0 > (0  nodinstdvel

<0 - =0 centro

<0 - <0  ponto espiral estavel
<0 - >0 ponto espiral instavel
=0 - <0 no estavel

=0 - > (0  no6 instdvel

Definicao 7. Dois sistemas de EDO de primeira ordem auténomos sdo qualitativamente ou
topologicamente equivalentes se existe uma aplicagdo invertivel que mapeia um retrato de fase

no outro mantendo as orientacoes das trajetorias.

Considere
x=Pu=x'=Pu=APu=
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u=P'APu=Ju,
Onde J € uma matriz diagonal.

Agora iremos tratar de sistemas nao lineares. Seja o sistema nao linear autdbnomo dado por

v = P(z,y)
) 2.7)
y = Qz,y)

Seja (u, v) um ponto critico, e suponhamos que P e () sejam pelo menos quadraticas em z e
1, em outras palavras, sejam funcdes nao lineares. Consideremos uma transformacao linear que
leve o ponto critico para a origem dada por

X = z—u
(2.8)
Y = y—v
Entao,
opP
X' = P(X+uY+v)=Plu,v) +X8—(u,v)
x
oP
, (2.9)
: 0Q
Y’ = Q(X+u,Y+U):Q(u,v)—i—Xa—x(u,v)
0
+ v L)+ S(x,Y)
dy
sendo que os termos nao lineares R e S satisfazem, respectivamente, as condi¢des

R S
— —0;, — —0,comr=vX24+Y2 — 0.
r r

Tal fato é denotado por R=0(r?) e S=0(r?). Como (u, v) é ponto critico (equilibrio), entdo
P(u,v) = Q(u,v) =0.

Descartando os termos nao lineares em (2.9), segue que

, 0P or
X = PX+uY+v)=X e (u,v) +Y oy (u,v)
, (2.10)
;o _ 99 2Q
Y = QX +uY+v)=X o (u,v) +Y By (u,v)
com matriz jacobiana dada por
oP
i) S(uv)
J(u,v) = ) (2.11)
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Definicao 8. Um ponto critico é dito hiperbdlico se a parte real dos autovalores da matriz
Jacobiana J(u,v) é ndo nula. Se a parte real de ambos autovalores é nula, o ponto critico é dito
ndo hiperbolico

Enunciaremos a seguir o Teorema de Hartman—Grobman.

Teorema 1. Suponhamos que (u,v) seja ponto critico hiperbdlico de (2.7). Entdo, existe uma
vizinhanga deste ponto no qual o retrato de fase do sistema ndo linear se assemelha ao do sistema
linearizado (2.9) (apresenta um comportamento qualitativamente equivalente ao do sistema

linear correspondente). Em outras palavras:

1. Se a origem for um atrator para o sistema linear, também serd para o nao linear.
2. Se a origem for um ponto espiral para o sistema linear, entdo serd para o ndo linear.
3. Se a origem for sela para o linear, serd para o ndo linear.

4. Se a origem for ponto nodal para o sistema linear, serd para o ndo linear.

[lustraremos o teorema com um exemplo. Seja o seguinte sistema ndo-linear

¥ = =z
y/ — 1'2 + y2 _ 1
De 2’ =y’ = 0 obtemos os seguintes pontos de equilibrio (z,y) = (0,1), (0, —1).

A matriz jacobiana associada € dada por

or op

or Oy L0
J(x,y) = =

0762 8762 2 2y

or Oy

Avaliando a matriz jacobiana nos pontos de equilibrio obtemos que

10 1 0
=\, 0=
Entdo, os respectivos autovalores sdo dados por \; = 1; A\, =2; A\ = 1; Ay = —2.

Portanto, o ponto de equilibrio (0, 1) é um nd instdvel e (0, —1) é um ponto de sela.
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3 Modelagem matematica

Nesse capitulo apresentamos simulagdes da dindmica tumoral com células endoteliais, resistén-
cia imunoldgica e quimioterapia. Com base em (PILLIS; RADUNSKAYA, 2001), (RODRIGUES,
2011), (GUIRALDELLO; MARTINS; MANCERA, 2016) e (RODRIGUES; MANCERA; PI-
NHO, 2016), vamos considerar N, (t) o nimero de células tumorais, N,(¢) o nimero de células
normais , /() as células do sistema imunoldgico, L(t) o nimero de células endoteliais e Q)(t) a

quantidade de medicamento quimioterapéutico. Entdo o modelo proposto é:

dN, N, 0412N2> N Q
= Ny (1— — —cIN

dt n 1( W+l k+L) T Ar0

dN, N, o Ny v N, Q
- TQNQ(l—— >—

dt ks ks b+ Q

dl plI N, 01Q

— = —d, I —c I Ny — ——

dt s—dil e el =g - (3.1)

dL L nLQ

— = oN,(1-=)—0pLl*—- "X

dt 7 1( k2> oL =0

d@

— = - A

o q—2Q

Embora existam diferentes modelos matematicos usados para descrever o crescimento do
tumor, definimos o crescimento da populagdo de células normais e tumorais de acordo com
o modelo logistico (VAIDYA; JR, 1982), em que r;, (: = 1,2), sdo as respectivas taxas de
crescimento de cada populagdo, com a inclusdo da dindmica das células endoteliais (L) para a
populagdo tumoral, devido a importancia da angiogénese para o crescimento dessa populacdo
celular. Entdo, com base em (HAHNFELDT et al., 1999) e (RODRIGUES, 2011), definimos a
capacidade de suporte da populacao tumoral dependente da quantidade de células endoteliais no
sistema de células tumorais dada por k, + L, em que k, é a capacidade de suportar o crescimento
na fase avascular. A capacidade de suporte para células normais € dada por k,. Os coeficientes
de competicio entre as populagdes N, (t) e N,(t) sdo dados por «;, que mede os efeitos da

populacdo j na populacdo ¢ (z, 5 = 1, 2).

A dinamica na populagdo de células imunes tem o estimulo do sistema imunolégico pela
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presenca de células tumorais, enquanto essa estimulacdo € realizada por meio de sinais qui-
micos e é modelada por uma equagdo tipo Michaelis-Menten dada por p I N, /(v + N;), que
apresenta uma saturacao a medida que [V, cresce, representando uma taxa de células efetoras de
“recrutamento”. Podemos interpretar os parametros p € 7y, como y € o limite maximo de células
imunoldgicas e p € a taxa de resposta imunoldgica a presenga das células tumorais, podemos dizer
que sao termos relacionados a antigenicidade das células tumorais e determinam a velocidade
da reagdo, enquanto as células imunes sao estimuladas apenas pela presenga do tumor. H4 uma
taxa natural de mortalidade nessa populac¢do devido ao desenvolvimento do tumor, em que d; é
a taxa de mortalidade das células imunoldgicas. Como sabemos que algumas células imunes,
como os linfécitos T citotoxicos, podem eliminar diretamente as células tumorais, temos duas
funcdes para modelar o encontro dessas células com as células tumorais, resultando em perdas
de N, populagdo ao eliminar a populagdo de células de tumor e / pela inativagdo das células
que atuam sobre as células tumorais (PILLIS; RADUNSKAYA, 2001), e essas func¢des sdo,
respectivamente, dadas por —c; I N; e —c, I N;, em que a primeira equagao diz respeito a morte
de células tumorais pela acao do sistema imunolégico e a segunda em relagdo a inativagao de
células imunes quando atuam em células tumorais. O termo s refere-se a uma fonte de células
imunes fora do sistema (KUZNETSOV et al., 1994) e, se s > 0, podemos modelar a inser¢ao do
sistema imunolégico através de agentes, por exemplo, uma vacina, e interpretamos esse parametro
como um termo de “tratamento” usando o sistema imunol6gico (KIRSCHNER; PANETTA,
1998).

O crescimento das células endoteliais € induzido devido as células tumorais, modelado pelos
TAFs (CHAPLAIN; MATZAVINOS, 2006), que se localizam préximo a regido do tumor e é

limitado pela capacidade de suporte k, do tecido. A competi¢cao € intraespecifica.

Para modelar a quantidade de quimioterapia no sistema, temos a fun¢io ¢(¢) como a infusio
do medicamento no sistema, A () o decaimento do medicamento, em que A é o taxa de decaimento.
De (RODRIGUES, 2011), consideramos que a resposta de cada populagdo celular a quimioterapia
€ modelada por uma funcao do tipo Michaelis-Menten, em que as constantes a, b, ¢ e d podem ser
interpretadas como a taxa de reacdo do medicamento quimioterdpico com cada populagado celular.
Em relag@o as constantes . e v, temos ¢ = 1/me v = 1/n, com m e n o nimero de moléculas
de droga necessdrias para matar, respectivamente, uma célula tumoral e uma célula normal
(RODRIGUES; MANCERA, 2013). As constantes ¢ e n t€m uma interpretacao semelhante, com
0 =1/zen=1/w,com z e w o nimero de moléculas de droga necessarias para matar uma
célula imune e uma célula endotelial, respectivamente. A administragdo do medicamento, ¢(t),

assume duas formas diferentes, de acordo com o tipo de estudo que estd sendo realizado:

1. Administragdo continua

q(t) = ¢ > 0, e a infusdo de droga constante.

2. Administragao em ciclos
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Seguindo (MARTIN; TEO, 1994) nds consideramos ¢(¢) como periddica e definida por

q >0, n<t<n-+rt
q(t) = ) (3.2)
0, n+r<t<n+T

em que 7' € o tempo entre as infusdes de drogas, n = 0,7, 27,37, ... e T € o momento da

infusdocom 1" >> 7.

3.1 Resultados e discussoes

Esta secao estd dividida em duas partes. Na primeira parte, consideramos o modelo sem
qualquer tipo de terapia, mas sdo apresentados alguns resultados relacionados a estabilidade e,

na segunda parte, simulacdes numéricas sdo apresentadas para o modelo completo.

3.1.1 Sem terapia

Primeiramente, executaremos uma etapa de adimensionalizagdo, para reduzir o nimero de

parametros. Apresentando as varidveis adimensionalizadas

- N, -~ Ny, - dyI - ~ A
Ni=—N,=—"2T=—- L= Q & t=tr, (3.3)
ks 2 S q
€ 0S parametros adlmenswnals
- ky 1S W al Ty v -~ b\ - L. P
kl 7,0 =50 = —, 2:77V:77b:77 1= —HpP=—
ks dyry T q T T q T (3.4)
ky ~ & -~ d\ - ok P '
FNYZ 7752 e 275:77d:776257¢:¢ 277722762077)‘:7
ks (&1 T q T T r q T

6‘ 2

Removendo o , obtemos 0 modelo adimensionalizado como

ST

djlf = 1N, (1= Ny — am Ny) — ”b]fg

CZ _ d1(1_1)+7”fjv11—c2m1 ji% (3.5)
C;? _ aN1(1—L)—¢L2—ng

()

dt
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Para uma melhor compreensao do modelo (3.5), analisamos-o com dois compartimentos, o

com células tumorais, N;, e com sistema imunoldgico, I, ou seja:

dN. N
! - N1 (1_kl> _CllNl

dt 1
(3.6)
dl pI Ny
— = d(1-1 — I N
dt 1( )+ - N, Col 1Ny
A matriz jacobiana para o sistema é dada por
2 . .
1-— k—l]\f1 —c 1 —c1 N
J = pl* (  pI'Ny '\ oIt —d, + pNT en: | G-7)
YEN\ (v NP v+ Ny 1

em que /N, e I* denotam as solucdes para os pontos de equilibrio do sistema.

Um dos pontos de equilibrio é P, = (N, I') = (0, 1) e pode ser interpretado como a extingao
de células tumorais. Os autovalores para P, sdo ¢, = 1 — ¢, , = —d,;. Entdo, P, € estavel

desde que ¢, v, < 0, portanto ¢; > 1.

Para encontrar os outros pontos de equilibrio, podemos eliminar /NV; da primeira equacao de
(3.6) e obter P, = (N7, I*), com

N; =k (1= eI, (3.8)

Achar uma solucao analitica no sistema leva a uma dlgebra complicada, entdo, em vez de
tentar calcular, € mais importante pensar em alguns resultados possiveis. De (3.8), N, diminui
com o aumento de /*, conforme o esperado. No caso de um tumor pequeno, portanto, N — 0,
I* passa a ser 1/c¢,. Em seguida, podemos encontrar uma aproximacao a solugéo para I*, ou seja,
I"=(1/c,) — e, com e > 0. Isso é subtraido, pois a aproximacao ocorre do local positivo 0"
para o tumor, o que indica uma aproximacao negativa para o valor do sistema imunolégico. Além
disso, assumimos que O(g?) é tdo pequeno que desaparece. Podemos escrever um dos termos da

matriz jacobiana como:

pl” pI"Ny _ pl”
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O célculo dos autovalores leva entdo a (O(¢)):

Doz = (015(1 — Cok1) = Ceomp £ \/(015(1 — k) — cwmp)2 —dey (zky — ccomps),> (3.9)

DN | —

P P
COM Cepp = —thy + ———— —Gkiez= |- —c|.
1 Y
Inserindo o3 < 0 para a solug@o negativa, resolvendo para c,,,,, € levando em consideragao

sua defini¢do, temos:

—dyy
(1/7 —1)+ dy

0 <N/ < p (3.10)

Entdo, para uma solug@o estavel, temos p(1/v — 1) 4+ d; <0.

Se a raiz quadrada € imagindria, entdo, as duas solugdes /5 resultam em uma espiral, que

N. cc’]u _ ,—
(N5, 1) (p(l/v—l)ﬂll o

tende a

e isso € estdvel, desde que R(ypy/3) < 0.

Agora analisamos o sistema com células endoteliais € vemos sua influéncia na estabilidade

do sistema, ou seja,

dN N
! — Nl (1_ ! ) —C]_IN]_

dt ki+ L

dl pI N,

— = 1-1 —c,IN, . 3.11
di d1( )+ ’y+N1 Co 1 ( )
dL

= oN,(1-L)—¢L>?

dt

O primeiro ponto de equilibrio é P, = (0, 1,0). Representa a morte do tumor, quando néo
conseguiu induzir uma nova vascularizacdo, devido as células imunes. Os autovalores sdo ¢, =
1 — ¢y, py = —dy, p3 = 0. Portanto, o ponto agora € marginalmente estdvel (GUIRALDELLO;
MARTINS; MANCERA, 2016), desde que ¢, ¢, < 0, com c¢; > 1.

O ponto de coexisténcia é P, = (N7, I*, L*), em que
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dy

N*l )
v+ Ny

1 o o ? o
L = - |—-—— N~ — N» 4— Nx|.
2( ¢1+J<¢1>+‘¢1)

1
Se fizermos a mesma andlise que fizemos antes, quando N*; — 0, L* — 0e [* — —. Paraa
&1
inclusdo de células endoteliais, entdo, P, é marginalmente estdvel e, para a coexisténcia, o valor

dl+ e, N; —p (3.12)

limite para a estabilidade serd o mesmo.

A partir de agora vamos apresentar algumas simulacdes numéricas e os parametros escolhidos

estao na Tabela 2.

Tabela 2 — Valor dos parametros.

Parametro  Valor Unidade Referénciaf

T 1072 dia™! (SPRATT; MEYER; SPRATT, 1996)
s 1073 dia™! ry < 14

ky 10° células (WEINBERG, 2013)

ks 1012 células ke ~ ky
Q19 9x 1075 - (RODRIGUES, 2011)
Qo 9x 107! - (RODRIGUES, 2011)

¢ 107" células~! dia™* (KUZNETSOV et al., 1994)
Co 107 células~' dia™* (KUZNETSOV et al., 1994)
S 10° células dia™* (KUZNETSOV et al., 1994)
d, 0.25 dia™*

v 102 células (PILLIS et al., 2009)

p 0.3 dia™! (RODRIGUES, 2011)

7Os valores sdo apenas baseados, mas eles nio podem ser os mesmos, pois os modelos tém estruturas diferentes

Figura 7 mostra o gréfico para as duas populagdes de células (tumorais e imunolégicas),
enquanto Figura 8 fornece o diagrama de fase. Como se pode ver, existe uma espiral estdvel, que
de fato tende ao ponto obtido com a andlise. Um decaimento mais rdpido em direcdo a ela pode
ser fornecida por um menor k;, i.e. diminuindo p para d; resulta em um valor mais alto de N,
enquanto as oscilacdes também aumentam (usando as mesmas condicOes iniciais, Figura 9). Se
p < d,, as solugdes tendem apenas a um ponto estavel, conforme mostrado nas Figuras 10 e 11
para diferentes valores de s.
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Figura 9 — Dindmica populacional das células cancerosas (V) e imunes (/). O periodo diminui
para aproximadamente 2000 dias. Pardmetros: p = 0.51,v = 0.01, d; = 0.25, sendo

(t) em dias.
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Figura 11 — Para p = 0.21,v = 0.01,d;, = 0.25, s = 1000000, sendo () em dias, o nimero de
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Figura 12 — As mesmas condi¢oes da Figura, e para células endoteliais 0 = 1073, ¢ = 2.0x 1075,
sendo (¢) em dias.

3.1.2 Terapia aplicada

Nesta parte, discutiremos a aplicacao dos dois tipos possiveis de terapia fornecidos pelo
modelo: aplicacdes de células imune (s # 0) e quimioterapia (¢ # 0). E possivel pensar em
diferentes maneiras de implementar essas terapias em uma simulacao. Sabe-se que (RODRIGUES;
MANCERA; PINHO, 2016) o chamado modelo metrondmico pode ser mais eficaz e, portanto,

partimos dessa premissa. Para a imunoterapia, pensamos em dois cendrios possiveis: o primeiro
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leva uma terapia com s # ( por uma etapa, o outro leva um valor médio s, constante por mais

tempo.
Para efeitos de comparagdo, consideramos:
* Apenas um tipo de terapia.
* Primeiro aplicacdo de células imune, depois quimioterapia.

* Primeiro quimioterapia, depois aplicacdo de células imune.

Ambas as terapias simultaneamente.

Ambos os tipos de terapia sdo aplicados por 84 dias cada, devido aos célculos do protocolo
padao para a quimioterapia (RODRIGUES, 2011). A aplicacdo € iniciada apds o tumor atingir um
tamanho de aproximadamente N, = 10° células, ou seja, cerca de 10000 dias com os pardmetros
escolhidos. As condigdes iniciais sdo definidas como N; = 10*, N, = 102, 1 = 10°,L = 0,Q =
0.

Tabela 3 — Valores dos parametros. (Somente os alterados e adicionais, para os demais, consulte

a tabela 2)
Pardmetro Valor Unidade Referénciaf

d, 0.2 dia™!
p 0.15 dia='  (RODRIGUES, 2011)
o 1073 dia™!
0] 2.0 x 107"
A 4.16 dia=*  (RODRIGUES, 2011)
I 8 dia='  (RODRIGUES, 2011)
v 8 x 1072 dia=*  (RODRIGUES, 2011)
) 8 x 1072 dia—'  (RODRIGUES, 2011)
n 8 x 1072 dia™!
a 2 x 10° mg (RODRIGUES, 2011)
b 5 x 10° mg (RODRIGUES, 2011)
c 2 x 10? mg c~a
d 5 x 10° mg d~b

70s valores sdo baseados apenas, mas eles nio podem ser os mesmos, pois os modelos tém estruturas diferentes.

Na Figura 13, os desenvolvimentos tipicos das populacdes celulares sao mostrados, se houver
apenas aplicagdo de células imune com s = 10? células a cada dia. Embora o nimero de células
normais permanecga praticamente o mesmo (como em todos os exemplos) e a populacdo de
células endoteliais estagne seu crescimento, hd uma diminui¢do na populagao de células tumorais.
Depois de interromper a aplicacdo de células imunes, o tumor comega a crescer novamente

até atingir seu tamanho original. Depois disso, as células endoteliais conferem um crescimento
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adicional. Conhecendo esse comportamento, € possivel se ater somente as curvas das células

tumorais quando falamos em terapia.

Figura 14 mostra os graficos dos diferentes tipos de terapias. Nota-se enorme diferencga entre
os gréficos com e sem aplicacdo de células imune. A linha reta sem simbolos, representando
um tratamento apenas por quimioterapia, tem seu minimo em cerca de 107 células tumorais. O
melhor tratamento € a aplicagio de 10 células imunoldgicas por dia e por uma tdnica etapa (3

horas), conforme o protoc6lo mais eficaz.

O restante das terapias incluem uma aplicacdo constante de células imunes (talvez efetuadas
através de uma terapia de inflamag@o), em s = 10? células por 84 dias, cada uma adaptada em
momentos diferentes durante o tratamento. Todos eles levam a um resultado muito melhor para o
tamanho do tumor (10° - 10° vezes mais baixo em relag¢do ao tratamento de apenas quimioterapia).
O tratamento que se utiliza primeiro a aplicacdo de células imune e a quimioterapia logo em

seguida fornece o menor tumor e os maiores tempos de recuperacdo (até 3000 dias).

Figura 15 mostra os mesmos tratamentos, mas com s = 10® células nos casos de aplicagdo de
células imune constante. Nesse caso, hd uma grande diferenca nos exemplos anteriores, uma vez
que apenas a quimioterapia € mais eficaz do que apenas a aplicag¢ao de células imune. Acontece
que, neste caso, a aplicacdo de células imune constante combinada com a quimioterapia € o

tratamento mais eficaz (tempo de recuperacao: 1200 dias).

Observe que o valor de s representa o nimero total de células imunes, como células "Na-
tural Killers"e linfécitos CD8 +. Os valores sdo escolhidos em relag@o aos valores obtidos nas
simulag¢des em (PILLIS; GU; RADUNSKAYA, 2000).
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Figura 13 — Apenas aplicagdo de células imune, com s = 10? células.
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Figura 14 — Dinimica tumoral para s = 10? células. Legenda: sem simbolos: apenas quimiotera-
pia (protocolo metrondmico); linha tracejada: somente aplicacao de células imune;
quadrados: primeiro quimioterapia, depois aplicagdo de células imune; circulos:
primeiro aplicac@o de células imune, depois quimioterapia; tridngulos: quimioterapia
e aplicagdo de células imune simultaneamente, s = 10'°células aplicadas a0 mesmo
tempo que a quimioterapia, depois s = 0; diamantes: quimioterapia e aplicacdo de
células imune simultaneamente, s = 10° células, constantes por 84 dias durante a
quimioterapia.

le+08

1e+07 |

células tumorais

1e+06 -

I I
10000 10100 10200 t 10300 10400 10500

Figura 15 — Dindmica tumoral para s = 10® células. Legenda: sem simbolos: apenas quimi-
oterapia (protocolo metrondmico); linha tracejada: somente aplicacdo de células
imune; quadrados: primeiro quimio-, depois aplicacao de células imune; circulos:
primeiro aplicag@o de células imune, depois quimioterapia; triangulos: quimioterapia
e aplicacdo de células imune simultaneamente, s = 10'° células aplicadas a0 mesmo
tempo que a quimioterapia, depois s = 0; diamantes: quimioterapia e aplicacao de
células imune simultaneamente, s = 10® células, constantes por 84 dias durante a
quimioterapia.
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4 Conclusao

Baseado em (PILLIS; RADUNSKAYA, 2001; RODRIGUES, 2011; RODRIGUES; MAN-
CERA; PINHO, 2016), neste trabalho foi considerado um modelo matematico envolvendo células
cancerosas, células normais, células endoteliais, células do sistema imune e tratamento quimiote-
rdpico, em que a capacidade de suporte das células cancerosas depende da populagao das células
endoteliais. Para um modelo simplificado com células tumorais, imunoldgicas e sem tratamento,
encontrou-se condi¢des analiticas para um ponto de coexisténcia como estaveis e, quando in-
cluidas as cé€lulas endoteliais nesse modelo, o ponto de coexisténcia se tornou marginalmente

estavel.

Para o modelo completo foram realizadas simula¢cdes numéricas. Primeiro, foi considerada
apenas a aplicacdo de células imune, resultando que o ndmero de células tumorais diminuiu, mas

ap6s um periodo de tempo as mesmas crescem novamente.
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