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NOVA MODELAGEM FRACIONARIA APLICADA A DINAMICA
TUMORAL (HPV 16)

Autor: LUCAS KENJY BAZAGLIA KURODA
Orientador: Prof. Dr. RUBENS DE FIGUEIREDO CAMARGO

RESUMO

O presente trabalho apresenta a nova modelagem fracionaria, que con-
sidera propriedades hereditarias e efeitos de memoria, no modelo de Gompertz, para
descrever a evolugao do cancer causado pela infeccao do HPV 16. Devido a varia-
bilidade do desenvolvimento do cancer em humanos, utiliza-se o crescimento in vivo
do tumor em camundongo transgénico que expressam os oncogenes E6 e E7 tratados
com DMBA / TPA (inicializador e promotor do HPV 16) para capturar as carac-
teristicas gerais dessa variabilidade. Resultados mostram que a inser¢ao de um novo
parametro na correcao dimensional da modelagem fracionéria, descreve, em com-
paragao ao modelo classico, o progresso do volume tumoral em maior conformidade
com os conjuntos de dados reais.

Palavras-chave: Calculo Fracionario, Modelagem Fracionaria, Cancer,

Correcao Dimensional, Métodos Computacionais.



A NEW FRACTIONAL MODELING APPLIED TO TUMOUR
DYNAMICS (HPV 16)

Author: LUCAS KENJY BAZAGLIA KURODA
Advisor: Prof. Dr. RUBENS DE FIGUEIREDO CAMARGO

SUMMARY

The present work presents the fractional modeling, which considers
hereditary properties and memory effects, to describe through the Gompertz model,
the evolution of cancer caused by HPV 16 infection. Due to the variability of the
development of cancer in humans, we used the in vivo growth of the transgenic mouse
tumor expressing DMBA / TPA-treated E6 and E7 oncogenes (HPV 16 initiator and
promoter) to capture the general characteristics of this variability. Results show that
the insertion of a new parameter in the dimensional correction of fractional modeling
describes, compared to the classical model, the progress of tumor volume in greater
concorda with the actual data sets.

Keywords: Fractional Calculus, Fractional Modeling, Cancer, Dimen-

sional Correction, Computational Methods.



1 INTRODUCAO

O calculo fracionario esta se tornando o calculo da modernidade, onde
a limitacao das ordens de integracao e derivacao aos niimeros inteiros é superada e

se passa a trabalhar com as ordens desses operadores em valores arbitrarios, reais ou

d" f(z)
dx™

n nao ¢ inteiro, teve origem em 30 de setembro de 1695 quando L’Hopital envia

complexos (de Carvalho & Ottoni, 2018). O significado da derivada quando

uma carta a seu amigo Leibniz perguntando o significado da derivada quando n

g
fosse igual a 1/2. Leibniz afirmou que ;f(lx) era igual a xvdx : x. Nao se sabe
)

ao certo o sentido desta resposta, pois Leibniz foi sucinto no desenvolvimento desta
questao, no entanto, o estudo por outros cientistas anos depois, mostram que o
resultado obtido por Leibniz se assemelha a teoria em torno do calculo fracionério
mais recente (Camargo, 2009).

Segundo Matlob & Jamali (2017), diante de diversas questoes em re-
feréncia ao calculo de ordem nao inteira, cientistas, com o avango da teoria, conse-
guiram resultados intrigantes no ramo matematico e no campo de aplicacoes, em que

exibem a importancia desta teoria (Zhang et al., 2018). Pode-se citar:

Na fisica (Hifler, 2000; Caputo & Fabrizio, 2017);

Engenharia (Sabatier et al., 2007);

Sistemas financeiros (Chen, 2008);

Sistemas de controle (Baleanu et al., 2012);

Difusao (Metzler & Klafter, 2010);



e Comportamentos dinamicos;

— Sincronizagao de caos (Matouk, 2016);
— Controle de consenso (Liu et al., 2017);
— Problema de estabilizagao (Lu & Chen, 2009; Wang et al., 2016);

— Bifurcagao de Hopf (Deshpande et al., 2017; Huang et al., 2017).

e Epidemiologia (Ahmed & Elgazzar, 2007);
e Sistemas bioldgicos (Magin, 2010);
e Dinamica tumoral (Silva et al., 2019; Baba, 2019).

Na natureza, para Sélis-Péres et al. (2019), muitos fenémenos fisicos
tém descricoes de ordens fracionarias “intrinsecas”. Portanto, o cédlculo de ordem
nao inteira em conjunto com a modelagem matematica sao ferramentas necessarias
para explicé-las (Zhang et al., 2018).

A modelagem matematica é vista como o processo em que se trans-
formam os problemas e eventos reais, em problemas matematicos e resolvem os in-
terpretando seus resultados no ambito real (Bertolotto & Camargo, 2015). Neste
contexto, a modelagem fracionaria tem ganhado espaco em aplicacoes de situacoes
reais, pois permite que os modelos de ordem fracionaria contemplem comportamen-
tos, situagoes que o calculo usual ndo é capaz de captar. Segundo Area et al. (2016),
nas ultimas duas ou trés décadas, um grande interesse tem sido dedicado ao estudo
de equagoes diferenciais fracionarias. Esta modelagem mostra-se 1til para descre-
ver e explicar certos tipos de problemas e processos fisicos nos quais os efeitos de
memoria devem ser considerados. Esses modelos carregam informacoes de seus dife-
rentes estados anteriores e podem ser uma maneira 1til de incluir memoéria em um
processo dinamico, pois a ordem derivativa fraciondria pode ser interpretada como

um indice da meméria (Du et al., 2013; Zhang et al., 2018).
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Uma grande dificuldade em lidar com operadores fracionarios, é a ex-
trema dificuldade em resolver problemas analiticamente. Em alguns casos, podemos
utilizar a metodologia das transformadas integrais (Camargo & Oliveira, 2015) para
encontrar a solucao de equagoes diferenciais fracionédrias. No entanto, esta metodolo-
gia possui uma limitagao, nao pode ser aplicada em modelos nao lineares por se tratar
de uma transformacao linear. Assim, na maioria dos casos, nao sabemos a solucao
exata para o problema e é preciso buscar uma aproximagao numérica (Tavares et al.,
2016).

Segundo MacDonald et al. (2015), a computagao no calculo de solugoes
numeéricas para equagoes diferenciais fraciondrias pode ser intensiva devido ao efeito
da nao localidade (Akman Yildiz et al., 2018; Veeresha et al., 2019a; Owolab, 2019).
Em geral, abordagens numéricas que dependem de truncamento, podem sofrer com
altos graus de erros e imprecisoes, como no Capitulo 3.2 deste trabalho e em Kuroda
et al. (2019), concluindo que o método multi-passos com transformada diferencial
generalizada, disponivel na literatura, produz solugoes equivocadas do modelo de
estudo a partir do segundo passo. O problema é explicado em termos da nao locali-
dade da derivada de Caputo. Assim, MacDonald et al. (2015); Scherer et al. (2011);
Ongun et al. (2013) apresentam o método fracionario de Griinwald-Letnikov, compu-
tacionalmente eficiente, resulta em erros menores durante as simulagoes numeéricas,
além de levar em consideracao as derivadas em tempos anteriores, o que preserva o
efeito de memodria (Scherer et al., 2011).

Além do método de Griinwald-Letnikov, podemos citar os trabalhos
(Diethelm & Luchko, 2004) que discutem um algoritmo para a solu¢ao numérica de
problemas de valor inicial em equacoes diferenciais lineares de ordem fracionaria,
com coeficientes constantes, e derivadas fracionarias no sentido de Caputo. Em He
et al. (2017), as solugoes numéricas de equagoes lineares e nao lineares de ordem
fraciondria sao obtidas empregando o método “constructed conformable Adomian
decomposition method”. El-Sayed et al. (2007), utilizam o método preditor-corretor

do tipo Adams para a solucdo numérica de uma equacao integral fracionaria. Em
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Bruno-Alfonso et al. (2019) a equagao logistica com derivada fraciondria de Caputo
é resolvida mediante um tratamento analitico-numérico, ou seja, num intervalo de
tempo inicial, é usado o método da transformada diferencial generalizada, em que a
série de poténcias fraciondrias correspondente tem raio de convergéncia finito. Assim,
este método é usado até metade do raio de convergéncia, a evolucao posterior é
obtida mediante generalizagao do método de Fuler. Verificaram que a solucao satisfaz
numericamente a equacgao logistica.

A biologia é uma fonte rica para desenvolver e construir ideias ma-
teméticas (Atici & Sengul, 2010; Bolton et al., 2014; Frunzo et al., 2019). Estudamos
as aplicacoes de modelagem matematica e técnicas matematicas para analisar os pro-
blemas das biociéncias. Uma vez que um modelo é formulado, sua solugao pode ser
utilizada para confrontar a realidade usando técnicas matematicas e o resultado pode
ser comparado com observagoes. Se houver discrepancias entre conclusao tedrica e
observacgoes, o processo € repetido até que um modelo realmente satisfatério seja
obtido (Salahshour et al., 2018). Neste trabalho, analisaremos como o modelo de
ordem fracionaria, com correcao dimensional, descreve o crescimento tumoral conhe-
cido como papilomavirus humano (HPV 16) (Loizides et al., 2015).

A infeccao do papilomavirus humano de alto risco (HPV) representa
atualmente o fator de risco mais importante na génese do carcinoma de colo uterino.
O HPV 16, de alto risco oncolégico, foi considerado pela IARC (Internacional Agency
for Research on Cancer) como altamente carcinogénico para a raga humana (Rama
et al., 2006).

A relag@o entre o tumor e seu desenvolvimento temporal é de especial
interesse, uma vez que a estimativa do crescimento é muito critica na pratica clinica
(Atici & Sengul, 2010). Em 1825, Benjamin Gompertz introduziu o que hoje co-
nhecemos como funcao de Gompertz, funcao sigméide aplicavel a varios fenomenos
de crescimento, em particular o crescimento de tumores, como visto nos trabalhos
de Bolton et al. (2014), Frunzo et al. (2019) e Loizides et al. (2015). A equagao

diferencial de Gompertz descreve modelos de crescimento e esses modelos podem ser
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estudados com base nos parametros, podendo ser a taxa de crescimento ou taxa de
desaceleragao do crescimento (Atici & Sengul, 2010).

Muitos estudos tem focado na entrega de medicamentos no tratamento
do cancer, a fim de obter uma melhor taxa de sobrevivéncia (Javadi et al., 2018).
Entender a cinética do crescimento do tumor permite, por exemplo, que os médicos
determinem o melhor tratamento disponivel. H& uma infinidade de dados experi-
mentais disponiveis para andlise sistematica e, portanto, a modelagem matematica
pode contribuir significativamente em muitas areas de investigacao experimental do
cancer (Sengul, 2010).

Neste trabalho, fizemos o estudo referente ao cancer causado pela in-
feccao do HPV 16. Para descrever a evolugao temporal do volume tumoral, utili-
zamos a modelagem de ordem nao inteira no modelo de Gompertz, considerando a
correta dimensao do operador. As solugoes foram exibidas através da aproximacao
do método computacional de Griinwald-Letnikov, que preserva o efeito de mémoria,
do calculo fracionério.

O texto esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2, apresen-
tamos os fundamentos de célculo fracionario. No Capitulo 3, mencionamos algu-
mas contribuigoes tedricas divididas em duas partes: a primeira parte é referente
a dimensao das equacgoes diferenciais quando realizada a modelagem fraciondria. A
segunda parte é relacionada ao Método multi-passos com transformada diferencial
generalizada (MSGDTM), utilizado para resolver equagoes e sistemas de ordem fra-
cionarias, que trata o cédlculo fracionario como um operador local. No Capitulo 4,
estudamos o método de Griiwald-Letnikov, este método trata a derivada fracionaria
como um operador nao local, que, aplicado em equagoes diferenciais fraciondrias, é
possivel descrever fendmenos com efeito memoria. Por fim, no Capitulo 5, realizamos
trés diferentes modelagens fracionarias (vistas no Capitulo 3) referente ao volume tu-

moral em camundongos transgénicos que expressam os oncogenes! E6 e E7 do HPV

1Oncogenes sdo genes relacionados com o aparecimento e crescimento de tumores, malignos ou

benignos.



16.



2 FUNDAMENTOS DO CALCULO FRA-
CIONARIO

O objetivo deste Capitulo é apresentar as teorias advindas do céalculo
fracionario como a integracao e a derivacao fracionaria que serao definidas com base
em (Camargo & Oliveira, 2015) e em (Kuroda, 2016). A teoria referente as fungoes
especiais e transformada de Laplace, utilizadas neste capitulo, podem ser vista no
Apéndice A.

Vale pontuar que diante a existéncia de diversas transformadas in-
tegrais, este trabalho utiliza apenas transformada de Laplace por ser aplicada em
problemas que possuem dependéncia temporal, como por exemplo, modelos tumo-

rais.

2.1 Integral Fracionaria

A formalizagao da integragao é tratada antes da derivacgao, por ser a
melhor maneira de realizar a conexao entre integral e a derivada de ordem arbitréria,
mesmo que esta ordenagao seja pouco frequente no calculo usual (Camargo & Oli-
veira, 2015).

Antes de apresentar o conceito de integracao fracionaria, mostra-se que
uma integral de ordem n, com n € N, de uma fungao f(t) com ¢t € R, pode ser vista
como um produto de convoluc¢ao de Laplace entre f(t) e a fungdo Gel'fand-Shilov de

ordem n (Camargo & Oliveira, 2015).



Define-se o operador integral I de ordem inteira?, sobre f(t) como,

If(t) = /Otf(tl)dtl,

Pf(t) = T[Lf (1) / / () dtydt,.

Admitindo a generalizacao, definimos o operador 1™,

t t1 to th—2 tn—1
0 0 0 0 0

Teorema 1 Sejamn € N, t € Ry e f(t) uma fungdo integravel, entdo

bt —r)nt

()

I () = bu(t) % £(1) = / bult — ) f(r)dr = /

sendo ¢, (t) a fungao de Gel’fand-Shilov de parametron € N e x denotando o produto

de convolucao de Laplace.
A prova deste teorema pode ser vista em (Camargo & Oliveira, 2015).

Definigao 1 (Integral fraciondria de Riemann-Liouville em intervalos finitos) Seja
Q = [a,b] com —o0 < a < b < oo um intervalo finito no eizo real R. As integrais
de ordem arbitrdrias de Riemann-Liouville, denotadas por, (IV, f)(t) = I/ f(t)
e (Il _f)t) = pf(t), ambas de ordem v € C, com Re(v) > 0, sdo definidas,

respectivamente, por

sendo t > a.

sendo t < b.

2Definimos If(t) = f(t).



9

Neste trabalho, com excegao do Capitulo 3, utilizamos a defini¢ao (2)
quando a = 0, uma vez que a modelagem fraciondria sera realizada em modelos
tumorais no instante em que ¢ = 0 e simplificaremos a notagao para IV f(t). Assim
segue que,

1
I'(v)

off f(t) = I"f(t) := (1) * f(t) = /0 f(O)(t —7)"" dr, (4)

sendo t > 0.

Proposicao 1 A partir da definicao de integral fraciondria de Riemann-Liouville

dada pela expressao (4) e, sendo f(t) = t", temos

TV — Mtuw. (5)
F'p+v+1)

Vejamos,

F(ly) /0 (t — 1) lridr = F(ly) /0 [t (1 — %)}V_l Thdr.

Com a mudanca de varidvel u = %, segue que

I =

trn

1 1
I'th = —/ N1 — ) Hut) du =

o) /. F(l/)/o (1 — )" utdu.

Pela definicao da funcao Beta e pela relacao existente entre as fungoes

Beta e Gama, vide Apéndice A, temos

i D(p+ 1)

Blu+1,0) = — M v,
o P b = s Tt

I =

Transformada de Laplace da Integral Fracionaria de Riemann-Liouville

A transfomada de Laplace da integral fracionaria de Riemann-Liouville

de ordem v de uma fungao f é

21 () = 20 (©)

Sl/

A obtengao desse resultado pode ser visto em (Camargo & Oliveira,

2015).
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2.2 Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville

Segundo Atangana (2016), o conceito de derivada foi introduzido para
descrever a taxa de variagao por uma funcao e posteriormente usado para construir
equacoes matematicas que descrevem o comportamento dos problemas do mundo
real. No entanto, devido as complexidades dos problemas realistas, o conceito de
derivada fracionaria pode ser, em alguns casos, mais adequado para modelar o pro-
blema do mundo real do que a derivada usual (Kilbas et al., 2006; Chechkin et al.,
2005; Chen & Moore, 2002). Assim, muitos pesquisadores tém dedicado sua atencao
no desenvolvimento de uma nova definicao de derivada fracionaria. O uso dessas
derivadas fracionarias e sua aplicacao, na ultima década, obtiveram uma melhoria
notavel na descricao de fenomenos reais, conforme demonstrado por muitos artigos
cientificos, conferéncias, monografias, dentre outros. Pode-se encontrar mais de uma
definicao de derivada fracionéria na literatura, eles variam de Riemann-Liouville ao
operador fracionario de Caputo-Fabrizio (Caputo & Frabrizio, 2015; Losada & Nieto,
2015; Atangana & Badr, 2015), recentemente proposta (Atangana, 2016).

Consideramos a definicao com o nome de Riemann e Liouville, que é a
generalizacao natural da férmula de Cauchy de uma funcao f(¢) (Huang et al., 2017;

Atangana & Gomez-Aguiar, 2017; Zhang et al., 2018; Kuroda, 2016).

Defini¢ao 2 Sejam 5 € C com Re(f) >0 en—1< Re(f) <n, comn € N. A
derivada fraciondria de Riemann-Liouville de ordem ( de f(t), parat > 0, € definida

como
reDPf(t) = DI"Pf(t)] = D"[dn-p(t) * f(1)], (7)
sendo D™ a derivada usual de ordem inteira n e I"? a integral fraciondria de

Riemann-Liouville de ordem n — 8 definida em (4).

Note que, se § € N, a derivada fracionaria de Riemann-Liouville equi-

vale a derivada do calculo usual,

reDPf(t) = DMI"Pf(t)] = D"I°f(t)] = D" f(t).
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Sendo n € N, temos que

RLDn[nf(t) = f(t)-

No entanto, gy, D™ nao é o operador inverso a direita de I™. De fato (Gorenflo &

Mainardi, 2008),

3
—

k

P D" (0] = (1) = S FO07) 1t > 0.
0 |

B
Il

Desta maneira, a derivada fracionaria de ordem g > 0 segundo Riemann-Liouville
também foi definida como sendo a operacgao inversa a esquerda da integral fracionaria,

ou seja, sendo I; o operador identidade,

reDPI? = 1.
Proposicao 2 A deriwada fraciondria de Riemann-Liouville, de ordem B € C com
Re(B) > 0, da funcao f(t) =t*, com p > —1, € da forma

T(u+1
R D = (1t g (8)

(n—=pB+1)
Vejamos, pela defini¢ao da derivada fracionaria na equacao (7), sendo
v =n — [ temos

rp Dt = DM[IVtH].
Vimos na Proposigao 1 de integral fracionaria, equacao (5),

I(p+1)

N UV
F'p+v+1)

I =

Assim, segue que
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reDPtt = D"[I"t"]

Dn F(IU“ _I— 1) t,u,—l—u
F'p+v+1)

F(:u_l_l) P(U"'V“—l) t,u—l—u—n
Npu+v+ ) I(p+v—n+1)

MNpu+v—m+1)

Realizando a substituicao v = n — 8 na equagao acima, temos que a derivada fra-

cionaria de Riemann-Liouville da fungao t* é

Fp+1)
DB = =~
i L(p—pB+1)

Proposicao 3 A derivada fraciondria de Riemann-Liouville, de ordem 3 € C com
Re(B) > 0, da funcao constante f(t) = ¢, é da forma

DB :é.
A Y )

Pela definigao da derivada fraciondria (7) e com v =n — 8 temos

reDPc = D"I"c] = D"[I"P¢].

Temos que,
tVc
I"c = .
“TTwr)
Logo,
rDPc = DM[I" (]

n tn—Be
- LW—B+D}
I'(n—p+1) t=h
r1-p5) '(n-pg+1)

C
T (1 = )
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Transformada de Laplace da Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville

A transformada de Laplace da derivada fracionaria de Riemann-Liouville é
n—1
LaD ()] = $"F(s) = Y DFI f(07)s™F, (9)
k=0

Podemos escrever a equagao (9) também na forma

—_

LD f()] = s"F(s) = Y _s" 1 Hg0(07), (10)

3

B
Il

com F(s) = Z[f(t)] e g(0F) = I""7 f(0F).
A obtengao desse resultado pode ser visto em (Camargo & Oliveira,

2015).

2.3 Derivada Fracionaria de Caputo

Caputo (1967) em seu artigo reformulou a definicdo da derivada fra-
cionaria de Riemann-Liouville, trocando a ordem da derivada ordinaria com o ope-
rador integral fraciondrio. Ao fazer isso, a transformada de Laplace dessa nova de-
rivada depende das condigoes iniciais de ordem inteira, diferentemente da derivada
fracionaria Riemann-Liouville, que envolve condicoes iniciais de ordem nao inteira
(10) (Almeida, 2017). Motivado por este conceito, apresentamos a seguinte defini¢ao

(Fernandez-Anaya et al., 2017; Xiao et al., 2015).

Definigao 3 Sejam 5 € C com Re(3) > 0, e n o menor inteiro maior que ou igual
a Re(f), isto é, n — 1 < Re() < n. A derivada fraciondria de Caputo de ordem [3
de f(t), parat > 0, € definida como

cDPf(t) = I"P[D" f(t)] = ¢n-p(t) = [D" [ (1)]. (11)

Assim como na derivada fracionédria de Riemann-Liouville, quando g =

n a derivada fracionaria de Caputo corresponde a derivada usual,

cDPf(t) = I"°[D" f(t)] = I"™"[D" f(t)] = D" f(t).



14

Proposicao 4 A derivada fraciondria de Caputo de ordem 5 € C, com Re(f) > 0,

da funcgao f(t) =t* com pu > —1, é da forma

C(p+1) -

DB =
¢ T(p—f+1)

(12)

Pela definigdo da derivada fracionaria de Caputo na equagao (11), te-

cD7f(t) = I"[D" (1),

como f(t) = tH,

oDPt = I"[D"tH].

Calculando a derivada de ordem n da fungao t*, temos

r 1
DMt = (IU’ + ) =
Mp—n+1)
Assim, segue que
cDPt = IV[D"H]
. F(IU“ + ]') pn—n
Mp—n+1)
r 1
M'(p—n+1)
Pela equacao (5),
Il/tu — P(M _I_ 1) tu-i—]/.
F'p+v+1)
Voltando a equagao acima,
CDBtM _ F(:u + 1) F(:u —n+ 1) tﬂ_"‘f"/ — F(:U’ + 1) u—n—i—u.
F'p—n+1)MNu—n+rv+1) M'p—n+rv+1)

Realizando a substituicao ¥ = n — 8 na equagao acima, temos que a derivada fra-

cionaria de Caputo da fungao t* é

I(p+1)

———hh
L(p—p+1)

CDﬁtu -
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Proposicao 5 A derivada fraciondria de Caputo de ordem 5 € C, com Re(f) > 0,
da funcgao f(t) =c, € da forma
CDBC =0.

Pela definigao da derivada fracionaria de Caputo na equagao (11), te-
mos

cDPc=I1""P[D"] = I"7P[0].

Podemos observar que a derivada fracionaria de Caputo aplicada em
uma funcao constante é sempre zero, o que nao acontece que a derivada fracionaria

de Riemann-Liouville, como vimos na Proposicao 3.

Proposicao 6 A funcao de Mittag-Lefiler pode ser considerada uma generaliza¢ao

“fraciondria” da func¢do exponencial.

Pela definicao da funcao de Mittag-Leffler, temos que

o] B\n
Eﬁ@ﬁ) — Z%

= I(fn+1 ’
8 28 38
= 1+ + + + ...
T(B+1) T(28+1) T(BE+1)

Aplicando a derivada fracionéria de Caputo na funcao de Mittag-Lefller

e utilizando o resultado da Proposicao 4, temos
b8 28 38

G+ "Tesrn TEErD
1 F(5+1)to+ 1 F(2B+1)t5

(B+1) I'(1) r@2s+1) I(B+1)
th 2 38

G+ T+ TeErn T
= Es(t9).

DY [Es(t")] = D° I+

= 0
+ 5 -

= 1
+F

Portanto, a derivada fracionaria de Caputo da funcao de Mittag-Leffler resulta na
propria fungao. Por este motivo, tal funcao é considerada uma generalizagao para
a funcao exponencial. Assim, as solugoes de equagoes diferenciais fracionarias com

coeficientes constantes serao dadas em termos das funcoes de Mittag-Leffer.
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Transformada de Laplace da Derivada Fracionaria de Caputo

A transformada de Laplace da derivada fracionaria de Caputo é
n—1
LD f(t)] = F(s) =Y " 007, (13)
k=0

com F(s) = Z|[f(t)].

A obtengao desse resultado pode ser visto em (Camargo & Oliveira,
2015).

Notemos que a transformada de Laplace da derivada fracionaria de
Riemann-Liouville necessita das condicoes iniciais dadas em termos da integral 1"~
e de suas derivadas de ordem k£ = 1,2, ...,n—1. Por outro lado, a derivada fracionaria
segundo Caputo parece ser mais conveniente quando utilizamos a transformada inte-
gral, uma vez que requer o conhecimento de condicoes iniciais dadas na funcao e em

suas derivadas de ordem inteira, que sao fisicamente interpretdveis (Camargo, 2009).

2.4 Derivada Fracionaria de Griinwald-Letnikov

A derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov é uma extensao da de-
rivada usual, que foi introduzido por Anton Karl Grinwald em 1867, e depois por
Aleksey Vasilievich Letnikov em 1868 (Diethelm, 2010; Matlob & Jamali, 2017).

Temos que a derivada de primeira ordem de f(t) é definida como:

df (¢)

le(t)zwz}l%f<t)_£(t_h>' (14>

Aplicando novamente a derivada,

D*f(t) = ddj;gt) ~ lim f(t) —2f(t _;Z) +f(t—2h)

(15)
Pelo principio de inducao,

pry = IO L i(—m’f(Z)f(t— kh), (16)

At o hm
k=0

sendo (n) n(n —1)(n — 2]3!- L (n—k+1)
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Expandindo a expressao (16) vélida para todos os n € N, obtemos

assim a importante equacao fracionaria conhecida como derivada fraciondria de

Griinwald-Letnikov, com € R, dada por

ﬁ o
D10 = C 1 =iy LS - () 0 - v

h—0
k=0

t
Com n = —, obtemos

h

e b STk B)
Gr D" () = Jim s D =y

(17)

(18)



3 CONTRIBUICOES TEORICAS

Esta secao foi elaborada com o objetivo de mostrar algumas contri-
buigoes tedricas adquiridas neste trabalho quando analisdivamos a viabilidade de
alguns métodos numéricos que seriam utilizados para resolver o problema especifico
do Capitulo 5, bem como a mais adequada forma de tratar a modelagem fracionaria
sem erro dimensional.

Para a exibicao dos gréaficos deste Capitulo, foi utilizado o software
Wolfram Mathematica 11.2, uma das grandes vantagens deste programa sao as
funcoes de Mittag-Leffler inseridas no seu codigo. O processador da méaquina utili-

zada foi da Intel(R) Core™ i7-7500U CPU @ 2.70GHz 2.90GHz.

3.1 Anadlise Dimensional na Modelagem Fracionaria

Na literatura, ha varias definicbes para as derivadas fracionarias,
como por exemplo, as representagoes de Riemann-Liouville, Riesz, Weyl, Griinwald-
Letnikov, Caputo, dentre outras (Gomez-Aguilar et al., 2015). Uma andalise minu-
ciosa dos sistemas dinamicos fraciondrios é necessaria para alcancar uma defini¢ao
apropriada da derivada fracionaria. Por exemplo, a definicao de Riemann-Liouville
envolve condigoes iniciais fisicamente inaceitaveis (condigoes iniciais de ordem fra-
cionaria) (Diethelm, 2010); ao contrério da representagdo de Caputo, as condigoes
iniciais sao expressas em termos de derivadas de ordem inteira com significado fisico
(Diethelm et al., 2005). Esta defini¢cao é usada, principalmente, para incluir efeitos
de memoria (Gémez-Aguilar et al., 2015). Diante de tantos cuidados referentes a uti-

lizagao do calculo fracionario, nesta secao sera realizada a modelagem fracionaria de
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modelos cujas solugoes foram exibidas sem considerar a correta dimensao da equacao
quando ha a troca da ordem da derivada inteira pela nao inteira.

A modelagem fracionaria realizada em diversos trabalhos consiste em
substituir a ordem da derivada inteira pela derivada fracionaria, sem considerar
a questao dimensional dos modelos, como por exemplo, os trabalhos de Mainardi
(1996); El-Sayed et al. (2007); Camargo (2009); Mainardi (2010); Grigoletto & Oli-
veira (2013); Camargo & Oliveira (2015); Kuroda (2016); Kuroda et al. (2017b);
D’Ovidio et al. (2018); Veeresha et al. (2019b); Oliveira et al. (2019); Sélis-Péres
et al. (2019). Pode-se ver, no decorrer deste capitulo, que existem diferentes maneiras
de se realizar a modelagem fraciondaria tratando a questao dimensional, coincidindo
com os resultados obtidos em modelos cuja dimensao nao foi considerada, havendo
apenas alteragoes nos valores dos parametros do modelo.

d
Note que o operador diferencial, — tem dimensao® ¢! e quando rea-
¢ d? d? 5
lizada a modelagem fracionaria — — —— sua dimensao passa a ser |—| =t", o
& at i P [dtﬁ}

que pode tornar imprecisa a descricao do modelo, caso as constantes envolvidas ja
tenham sua unidade de medida fixa.

Assim, Gomez-Aguilar et al. (2012) propéem um procedimento alter-
nativo simples para a construcao da equacao diferencial fracionaria, introduzindo um

novo parametro 7 com 0 < § < 1 da seguinte maneira,

d 1 d°
— = ———. 19
dt T8 dth (19)
Desta forma, a equagao (19) é dimensionalmente consistente, se e so-
dP
mente se, 0 novo parametro 7, tem dimensao de tempo [7] = t. Assim, {1—_5 ﬁ]
-

passa a ser uma derivada no tempo no sentido usual, cuja dimensao é ¢t~ 1.
Assim, paran —1 < f < n com n € N, temos a seguinte modelagem

fracionaria com corregao dimensional,

3t simboliza o tempo referente a unidade de medida utilizada em modelos, podendo ser segundos,

dias, horas, dentre outros.
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a1 4
dtn =B dth’

Para analisar o comportamento dinamico de um sistema fracionario é

(20)

necessario usar uma definicao apropriada de derivada fracionaria. De fato, a definicao
da derivada de ordem fraciondria nao é unica como ja foi visto. No caso de Caputo,
a derivada de uma constante é zero e a transformada de Laplace da derivada de
Caputo depende de condigoes iniciais dadas em termos das derivadas de ordem inteira
da fungao, que sao fisicamente interpretaveis, o mesmo nao ocorre com a derivada
de Riemann-Liouville. Por estes motivos, a derivada de Caputo sera utilizada nos
modelos a seguir, levando-se em conta a corregao dimensional dada em (20) (Gémez-

Aguilar et al., 2012).

3.1.1 Modelo Malthusiano

A forma mais simples de representar o processo de dinamica populaci-
onal é pelo modelo proposto por Thomas Robert Malthus, no qual é assumido que
a probabilidade da populagao se reproduzir ou morrer permanece constante (Seti

et al., 1999).

P _ (v (21)
sendo N(t) a populagao de individuos no instante ¢, v taxa de natalidade e ¢ a taxa
de mortalidade.

Em nossas aplicagoes utilizamos modelos mateméticos a fim de des-
crever o crescimento de células tumorais, neste caso, as constantes utilizadas nos
modelos de Malthus, logistico e Gompertz serao positivas, ou seja, a taxa de natali-
dade serd maior que a taxa de mortalidade. Assim, assumindo r = (y — §) > 0,

dN (t)

— = =N (22)

A solugao do modelo (22), obtida via separagao de variaveis, é dada
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por

N(t) = e"*N(0), (23)

sendo N(0) o tamanho inicial do tumor.
A partir do modelo de crescimento tumoral de Malthus na equagao
(22), iremos utilizar a derivada fraciondria segundo Caputo nesta equagao, sendo
0 < 8 <1 a ordem da derivada (consequentemente n = 1) e 7 o parametro de
correcao referente a dimensao da equacao. Assim,
1 d°N(t) 1

g Rl [¢DPN(t)] = rN(t). (24)

Sendo F'(s) a transformada de Laplace de N(t), temos

sz_B [CDBN(t)}] = Z[rN(t)]
5 [F(s) — SNO)] = rF(s)
sPF(s) —sP7IN(0) = rr'7PF(s)
g1
Fs) = NO)5——

Utilizando a transformada de Laplace inversa e os resultados ja obtidos

das transformadas de Laplace das fungoes especiais, temos

N(t) = Z7[F(s)]

N [N(O)L]

sB —rrl-8

= N(0)Es(rr*="t").

Note que a solugao analitica do modelo de Malthus (22) depende de
dois parametros, § e 7. Assim Gémez-Aguilar et al. (2012, 2013, 2015), Tavoni

(2019) e Cardoso (2019) propoem a seguinte substituicio 7 = =, com o intuito da
r
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solugao analitica do modelo apresentar apenas um parametro, a ordem da derivada

1
fraciondria (). Como 0 < 8 < 1, temos que 0 < 7 < —. Dali,
T

N(t) = N(0)Es(rr'7t")

Assim, uma solucao fracionaria alternativa, com dimensao corrigida do

modelo de Malthus (24) dependendo apenas do valor da derivada g é

N(t) = N(0)Eg(B " (rt)"). (25)

Quando = 1, recuperamos a solucao de ordem inteira do modelo, ou
seja,

N(t) = N(0)Es(8' " (rt)”) = N(0)e".

Note que o comportamento descrito na Figura* 1 é controverso com
trabalhos vistos referente ao modelo fracionario de Malthus, o que seria, até entao,
um comportamento inesperado (menor ordem da derivada, implica no maior o cres-
cimento da curva) (Camargo & Oliveira, 2015; Kuroda, 2016; Kuroda et al., 2017b),
se torna condizente com as pesquisas feitas com a maior parte dos modelos do calculo
fraciondrio, ou seja, quanto menor a ordem de derivada, menor serd o crescimento.
Veja que para § = 0,9 ainda estd com crescimento mais elevado do que a ordem

inteira § = 1,0, mas com o passar do tempo a curva de ordem inteira tende a crescer

4Vale destacar que todos gréaficos foram criados pelo autor, com excecao da Figura 14 retirado de
(Loizides et al., 2015). Maiores informagoes sobre os programas e métodos utilizados estao descritos

na Segao 5.5.
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30
— B=1.0
p=0.9
— p=0.8
p=0.7
— B=0.6

20+

Figura 1: Solucdo da equagao fracionaria de Malthus (25) para vérios valores de (.

mais rapido (Figura 2). Podemos notar também, que nas proximidades do instante

inicial, todas as curvas de < 1 tem crescimento mais elevado (Figura 2).

N(t) N(t)

1.5x107 -

— B=1.0 — B=1.0
B=0.9 pB=0.9
— B=0.8 Toxirk — B=0.8
B=0.7 p=0.7
— B=0.6 — B=0.6

5.0x108 -

L L L L L
0.0 05 10 15 0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 2: Solugao da equacgao fraciondria de Malthus (25) para 0 <t <2e (0 <t <

15, respectivamente.

Podemos escrever a equacao de Malthus (24) de tal maneira que o
parametro de correcao dimensional esteja incluido implicitamente nas constantes do

modelo, ou seja,



T1-8
Vejamos,

£ [¢DPN(t)]

[¢D°N(t)] = rN(t)

& oDPN(t) = B PriN(t).

L [BPrPN(t)]
5 ()

sP7IN(0)

sP=IN(0)
oF — B1-ByP

_ s
N(0)Z {—sﬁ — B1—6T5:|
N(0)Eg(8Prt?)

N(0)Es(5' 7 (rt)”).

24

Teorema 2 Seja [CDBN(t)} =+a"N(t), comn €N, tal quen—1< <ne

=8
a € N*, sujeito as condigdes iniciais, N(0) = Ny e N™D(0) =0, comm =2,...,n.

A solugao da equacao fraciondria é da forma N(t) = NoEpgs (:I:B”(l_ﬁ)(at)"ﬁ), com

1
0<7<-e0<p<1.
a

De fato, aplicando a transformada de Laplace,
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— [cD°N(t)] = =+a"N(t)
0 [cD"’N(t)] = =+a"N(t), 0<B<1,
—amZ [cDNO] = +2[a"N@)]
TM}—B) [s"PF(s) —s""'N(0)] = =a"F(s)
sPF(s) — s"IN, = £rAgrE(s)
[Snﬁ ¥ anTn(l—ﬁ)} F(s) — Snﬁ—lNO

Snﬁ_lNQ
gnB T anrn(1-8)

A partir da transformada de Laplace inversa,

Nz [
0 snB T anTn(1-8)

1

NoE,g(Fa"r"0=¢0) B =ar, 0<7< =
a

n(1-p)
NoEos (j:a T"ﬂ—ﬁ)t"ﬁ)
a—"P8

NoE,5 (j:(cm‘)"(l_ﬁ)a"ﬁt”ﬁ)

NoEys (£8P (at)™?) .

Consequentemente, podemos reescrever a equacao da seguinte maneira,

T%ﬁ[(;DﬁN(t)}:ia"N(t) & oD"N(t) = £8P N(t).  (27)

Veremos que o Teorema 2 pode ser utilizado no modelo do oscilador

harmonico a seguir.
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3.1.2 Oscilador Harmoénico

Segundo Aguiar & Guedes (2013), dentre todos os sistemas fisicos ca-
racterizados por algum tipo de oscilagao, o oscilador harmonico simples (OHS) é, sem
divida, o caso mais estudado, pois em primeira aproximacao, considerando pequenas
amplitudes de oscilacgao, todo sistema oscilatorio pode ser aproximado por um OHS,
o qual, segundo evidéncias histéricas, é estudado desde o século XVIII (Bassalo &
Cattani, 2009). Provavelmente, o fisico e matematico suico Leonhard Euler foi o
primeiro cientista a estudar o OHS, quando resolveu a equagao diferencial de movi-
mento, utilizando um método numérico conhecido como Método das Quadraturas,
em um trabalho estritamente matematico. Apds os estudos puramente matemaéticos
de Euler, o OHS se tornou um dos maiores objetos de estudo dos pontos de vista
fisico e matematico, embora saibamos que todo sistema fisico real tem dissipacao
(sistemas nao conservativos), como por exemplo, o oscilador harménico amortecido
(OHA) (Aguiar & Guedes, 2013).

Seja w? constante positiva igual a % (constante eldstica sobre a massa)
e considerando que nao ha atritos nem forgas externas atuando sobre o sistema,

temos (Rodrigues & Oliveira, 2015; Gémez-Aguilar et al., 2012; Kuroda et al., 2015)

d*x(t)

s w?z(t) = 0. (28)

Temos que a soluc¢ao para este modelo, sendo x(0) a posi¢ao inicial, é

dada por (Gémez-Aguilar et al., 2012)
x(t) = x(0) cos(wt). (29)

A partir da equagao (28), iremos utilizar a derivada fracionaria de

Caputo para 1 < f < 2 e 7 o parametro de corregao referente a dimensao da

dP
equagao. Desta forma, 7 tem dimensdo de tempo [7] =t e [ﬁ} = t8. Assim,
1 d° , . o <
PR passa a ser uma derivada no tempo no sentido usual, cuja dimensao é
.

t=2. Podemos entdo realizar a seguinte modelagem fraciondria,
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L
dt? T2-B dtP°

Logo, pela equagao (20), a equagao do oscilador harmonico fracionério

(30)

sera,

Wwir(t) =0& L [cDPz(t)] + w?x(t) = 0. (31)

T2

1 dPx(t)
T2=6  (dtP

Considerando 0 < 8 < 1, podemos reescrever a equagao (31) da se-

guinte maneira,
1

72(1-5)

[cD¥z(t)] + w?z(t) = 0. (32)

Sujeito as condigoes iniciais x(0) = x¢ e 2/(0) = 0, pelo Teorema 2,

temos que a solugao da equacgao (32) é:

2(t) = zoEap (=82 (wit)?) . (33)
Consequentemente, podemos reescrever a equacao do oscilador
harmonico fracionério da seguinte maneira, sem erro dimensional,

1

720-5)

[cD*z(t)] = —w’z(t) & D z(t) = —BH=P) By (1), (34)

Quando B = 1, recuperamos a solucao de ordem inteira do modelo

(Gémez-Aguilar et al., 2012), ou seja,
z(t) = voFap (—ﬁm_ﬁ) (wt)*”) = o cos(wt).

A solugao completa da equacao (33) é apresentada no APENDICE B.
Portanto, percebe-se que ao utilizarmos a derivada fracionaria na
equacao do oscilador harmonico simples (sem atritos ou forgas externas) obtemos
uma equacao que, de acordo com a ordem da derivada, retratara alteragoes no amor-
tecimento e frequéncia do oscilador, permitindo descrever este fenomeno de maneira

mais realista (Kuroda et al., 2015).
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x(t) x(t)
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Figura 3: Solucao da equagao fracionaria do oscilador harmonico (32) até o instante

t=6set=15s.
3.1.3 Equacao Logistica

Considere a equacao logistica obtida por P. F. Verhulst (Seti et al.,
1999):

AN (t) N(t)
— =TN(1) {1 - 7} : (35)

sendo N(t) o nimero de individuos de uma populacao, K a capacidade de suporte e
r > 0 a taxa de crescimento.
A solugado para esta equagao quando K = 1 (sem perda de generali-

dade) é da forma

1
N(t) = . —
1+|:W—1:|€T

(36)

Antes de realizarmos a modelagem fracionaria na equacao logistica, va-

mos considerar a seguinte mudanga de varidvel v(t) = ﬁ = v'(t) = =N2(t)N'(t),

uma vez que nao ¢ possivel encontrar a solugao analitica, via transformada de La-
place, em modelos nao lineares. Multiplicando a equacao (35) por —N~2(t) temos,

CNTHON(E) =7 [1 - ﬁ] ,
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ou seja,
dv(t)
dt

Realizando a modelagem fraciondria (20) segundo Caputo, com 0 <

=r[l —v(t)]. (37)

B < 1, na equacao (37),

1
T1=8

Sendo V' (s) a transformada de Laplace de v(t), ou seja V(s) = ZL[v(t)],

[eDu(t)] =r[1 —v(t)). (38)

temos
1
£ [7-1—5 [(;Dﬁv(t)]} = ZIr[l —ov(t)]]
ZLeDPot)] = rrPL[] —rr TP L u(t)]
PV (s) = s (0) = rrt B; rr PV (s)
(7 +rr W (s) = rrPs7 4 0(0)s7 !
-1 B-1
_ 1B s _5
Vis) = rr L’B +7’T1_5} +v(0) [55 —i—TTl_B}
RZi\ ] P
Sabe-se que, vide Apéndice A,
g \ Sa—l
E,(\tY)] = )
()] = o (39)
e
s
LIE, s(AY)] = : (40)
54— A
Assim,
v(t) = r PP Eg 5 (—rm ) 4 0(0) Eg(—rr! PP,
Utilizando a relacao,
1—FE, (—2*
Eaasr(—2%) = + (41)

Temos que,
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1 — Eg(—rrt=Ft8
rri=htP il ) +v(0)Eg(—rr'=F1P).

rri-Bth
v(t) = 1— Eg(—r7"7Pt%) + v(0)Eg(—rr'"t")
v(t) = 1+ Eg(—rmPt%)[w(0) —1].

Como v(t) = 1/N(t), a solugao fracionaria da equagao logistica é dada

por

N(t) = ! CB=rr, 0<T<i) (42)

1+ [L — 1} Eg(—rr!=5tP) r

: - (43)
1+ [ — 1] Ba(=p1(rt)?)

Consequentemente, podemos reescrever a equacao logistica fracionaria
da seguinte maneira sem erro dimensional.

1

prs [cD°N(t)] =rN(@#)[L = N@t)] < ¢D°N(t)=p""r’N(t)[1 - N(t)]. (44)

E importante mencionar que a equagao (43) nao representa a solucao

da equacao logistica fracionaria,

1
T1-8

[cDPN(t)] =rN(t) [1 - N(t)],

e sim a equacao logistica linearizada, equagao (38). Embora sejam similares, elas
nao coincidem sempre, uma vez que em geral nao ¢é valida a regra da cadeia para a

derivada fracionaria (Cardoso & Camargo, 2015). Por outro lado, observa-se que

. 1 1
%‘1—>ml N(t) - 1 1 - 1 t
L+ [k — 1] Bs(=80(0)7) 1+ [k — 1] e

recuperando a solucao da equacao logistica de ordem inteira.

Y

Note pela Figura 4 quando § = 1, isto é, derivada de ordem inteira,
temos a populagao convergindo rapidamente para seu tamanho maximo, no entanto,
quando consideramos a derivada fracionaria no modelo, ao diminuir a ordem da
derivada o crescimento populacional converge para a capacidade de suporte mais
lentamente. Com o passar do tempo, observa-se que a as populagoes tendem a

atingir a capacidade de suporte.
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Figura 4: Solugao da equagao logistica fracionaria (43) para0 <t < 10e 0 <t < 50,

respectivamente.
3.1.4 Modelo de Gompertz

A equagao diferencial de Gompertz é dada por (Tjorve & Tjorve, 2017;
Solis-Péres et al., 2019),

AN (1) k
—= =N <W) , (45)

sendo N(t) o tamanho populacional, > 0 a taxa intrinseca de crescimento e k a
capacidade de suporte.

Sujeito a condigao inicial N(0) = Ny, a solugdo para o modelo de
Gompertz é dada por

N(t) = ke (). (46)

Assim como a equacao logistica, o modelo de Gompertz é nao linear.
Logo, nao é possivel encontrar a solucao via transformada de Laplace quando reali-
zada a modelagem fracionaria.

Seja G(t) = In(k) — In(N), temos

dG(t)

= —1G(t), (47)
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Realizando a modelagem fraciondria (20), com 0 < 8 < 1, na equagao

(47),
1
T1=8

[cDPG(t)] = —rG(1), (48)

m 00 =1 1),

Usando o Teorema 2, a solu¢ao do modelo (48) ¢ da forma

G(t) = G(0)Es(—B""(rt)”). (49)

Fazendo a mudanga de variavel G(t) = In(k) — In(N), segue que

N(t) = ke (%) Bo8 2 00) (50)

Note que quando 3 = 1, recuperamos a solugao analitica classica do
modelo (46).
Consequentemente, podemos reescrever o modelo de Gompertz fra-

cionario da seguinte maneira sem erro de dimensao.

1 k k
— [eD°N@®] =rNt)In | — | & oD°N@) =8""%’NH)In [ — ) .
D NO) =N () o DN = 8N (5
(51)
N(t) N(t)
A
081 — B=1 oml — p=1
B=0.9 B=0.9
06l — p=0.8 °&p — p=0.8
' — B=07 — B=07
=06 0.80 B=0.6

Figura 5: Solugao do modelo de Gompertz fracionaria (50) para 0 < t < 10 e

0 <t < 50, respectivamente.
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O comportamento do modelo de Gompertz, Figura 5, se assemelha

com a solugao obtida por Malthus, Figura 4, quando § = 1 a populacao converge

rapidamente para seu tamanho maximo, no entanto, quando consideramos a derivada

fracionaria no modelo, ao diminuir a ordem da derivada o crescimento populacional
converge para a capacidade de suporte mais lentamente.

Assim como no modelo logistico, é importante mencionar que a equagao

(50) nao representa a solugao do modelo de Gompertz fraciondria,

711_5 [¢D°N(t)] =rN(t)In <%) ,

e sim o modelo de Gompertz linearizado, equagao (48). Embora sejam similares, elas
nao coincidem sempre, uma vez que em geral nao ¢é valida a regra da cadeia para a
derivada fracionéria (Cardoso & Camargo, 2015).

A vantagem de linearizar é poder encontrar um possivel valor de 7 para
utilizar a modelagem fracionaria de alguns modelos que nao conseguimos encontrar

a solucao via transformada de Laplace.

3.1.5 A Escolha do Parametro “r”

Na secao anterior realizamos a modelagem fracionaria de Caputo, com
o parametro 7 em quatro modelos: modelo de Malthus (22), oscilador harmonico (28),
modelo logistico (35) e no modelo de Gompertz (45). Em cada modelo foi sugerido
um valor de 7, em funcao de [, a partir do momento em que encontramos a solucao
da equacao via transformada de Laplace. No modelo logistico e de Gompertz, foi
sugerida a linearizacao das equacgoes, para assim encontrar uma solucao da equacao
linearizada e um possivel valor para .

Note que em alguns casos, o desafio passa ser em encontrar o valor do
parametro 7. No entanto, esse novo parametro na modelagem fracionaria nos abre
novos horizontes sobre diferentes modelagens sem erros de dimensao se tratando do

mesmo modelo. Por exemplo, referente ao modelo malthusiano (24),
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1
1
quando tomado 0 < 7 < — podemos reescrever o modelo da seguinte maneira, como
r
ja foi visto:
cDPN(t) = B PrP N(t).
Note que a nova modelagem vai depender apenas do parametro 5 uma

vez que tomamos 5 = rT.

S e

. 1 . .
Agora, seja 7 = — (como a dimensdo de [7] = t, assume-se que T =
r

Y

an

uma vez que [r] tem dimensao ¢t~') no modelo (52), podemos reescrever esta equagao

da seguinte maneira,

—— [cD'N@] = ()

¢DPN(t) = 717PrN(t)

CDPN(H) = (1) N

cDPN(t) = (;—_B>N(t)
v~ ()0

¢cDPN(t) = r°N(t).

Esta modelagem foi utilizada para analisar o método da transformada
diferencial generalizada com multi-passos no modelo malthusiano (64), como pode
ser visto na Segao 3.2.

1
Para 7 = —, temos que
r

p; [¢D°N(t)] = rN(t) < DPN(t) = rPN(t). (53)

Note pela Figura 6, que ambas solugoes de (53) coincidem. Além disso,

o comportamento inesperado visto em Kuroda et al. (2017b) é descrito, ou seja,
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N(t)
A

— B=10
B=0.9; (1°9)
B=0.8; (1°9)
——— B=0.7,(°7)
——— B=0.6; (1°9)
---------- B=0.9;

50 -

40

30
=r")

Figura 6: Solucao das diferentes modelagens no modelo Malthusiano (53). Sendo as
linhas continuas referentes ao parametro r” e as tracejadas quando assumimos que
1

T =
T

quanto menor a ordem da derivada maior serd o crescimento populacional. Situacao
contraria quando tomamos 3 = r7, Figura 2.

A modelagem feita anteriormente, equacao (53), é a mesma utilizada
por Kuroda et al. (2019) para analisar o método MSGDTM e na proposta por Ro-
drigues & Oliveira (2015) na equagao do oscilador harmonico (31), quando substitui

1
w? por w?, com1 < B <2e71=—. Vejamos,
w

7_21_ﬁ [cDgx(t)] = wia(t)
cDPx(t) = 17Pwa(t)
2-p
CDPa(t) = (é) W2 (?)
oDPx(t) = WPr(t).

Nota-se a extrema importancia desta nova modelagem fracionaria de-
pendendo do valor de 7 (imposta para a corregao dimensional, ndo analisada até o
momento), que, apesar de ser mais um parametro introduzido no modelo, podemos

descrever diversas solugoes e aproximar essas curvas ao dados reais (como serd visto
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no Capitulo 5, onde apresentamos as aplicagoes). A grande dificuldade estd em es-
colher qual valor de 7 sera utilizado no modelo. Em alguns casos se faz necessario
escolher aquele em que a curva se ajusta melhor aos dados reais. Para modelos mais
complexos se faz necessario a utilizacao de métodos computacionais para encontrar
a solucao fracionaria, como por exemplo, o método de Griinwald-Letnikov descrito
no proximo Capitulo.

Podemos fazer algumas sugestoes referentes ao valor de 7, Tabela 1,
de tal maneira que esta equacao dependa apenas do valor da ordem da derivada
fracionaria. Assim, uma maneira de se corrigir o erro dimensional é elevar a [ nos
parametros do modelo, como visto em (53).

A Tabela 1 contém os modelos de Malthus (M), oscilador harménico
(OH), logistico (L), Gompertz (G) e o modelo de von Bertalanffy (V) juntamente com
algumas sugestoes para o valor de 7 em cada equacao e sua respectiva modelagem
para o valor do parametro escolhido (7). Encontra-se também alguns trabalhos em
que o valor do parametro foi utilizado, mesmo que implicitamente®.

Com o objetivo de encontrar solucoes de equagoes diferenciais fra-
cionarias via métodos computacionais, vale ressaltar a importancia de se escolher
qual o método utilizar quando se refere a modelagem fracionaria. A seguir sera des-
crito o método MSGDTM, que se faz inaplicavel por tratar a modelagem fracionaria
como um operador local.

No Capitulo referente as infecgdes por papilomavirus humano (HPV
16) administrados em camundongos, utilizaremos os trés tipos de modelagem fra-
cionaria de Caputo vistos nessa se¢ao, e exibiremos a melhor aproximagao aos dados

reais.

SModelagem utilizada sem citar o valor do parametro 7.
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Tabela 1: Modelagem para diferentes valores de 7.

Modelo

Equacao

Modelagem Referéncia

M s [eDPN )] = N () 2 CDPN() = 81 BrBN (1)

M =tz [CDBN(t)} = rN(t) % cDBN(t) = rPN(t) (West, 2015; Kuroda et al., 2019)
OH =tz [Cpﬁm(t)} = —w2a(t) g o D2Ba(t) = —p2A=8) 28 4(1) (Gémez-Aguilar et al., 2012)
OH e [Cpﬁz(t)} = —w2az(t) % cDBz(t) = —wPa(t) (Rodrigues & Oliveira, 2015)
L =17 [CDﬂN(t)] = rN(t)[1 — N(¢t)] é cDBN(t) = 1 BrBN@®)[1 — N(t)]

L =7 [CDﬂN(t)] = rN(t)[1 — N ()] % cDBN(t) = rBN@®)[1 — N(t)] (Ortigueira & Bengochea, 2017)
a T [CDﬂN(t)] = rN(#)In (N’a)) é cDBN@#) = B BrBN(#) In (let))

a s [CDﬂN(t)] = rN(#)In (N’a)) % c¢DBN(t) = rBN(t)In ( Nﬁt))

v 13 [CDBV(t)] —av()F v % - (Tavoni, 2019)

3.2 Analise do Método Multi-Passos com Transformada Di-

ferencial Generalizada na Modelagem Fracionaria

Esta segao é baseada no artigo de Kuroda et al. (2019), em que é apre-

sentada uma analise critica de uma técnica numérica que tem sido usada na resolucao

de equacoes diferenciais de ordem fracionaria com derivadas de Caputo. Trata-se do

método multi-passos com transformada diferencial generalizada. Verifica-se que a

versao do método disponivel na literatura produz solugoes equivocadas a partir do

segundo passo, isto é mostrado em aplicacoes aos modelos de Malthus e de Riccati.

O problema é explicado em termos da nao localidade da derivada de Caputo e das

propriedades da transformada diferencial generalizada.
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Considerando uma equagao diferencial que descreve um fenéomeno, uma
maneira comum de usar a modelagem fracionaria é substituir as derivadas de ordem
inteira por derivadas de ordem nao inteira, geralmente com ordem menor que ou
igual a ordem das derivadas originais, de modo que a solucao do problema original
possa ser recuperada como um caso particular (Camargo & Oliveira, 2015; Kuroda
et al., 2017b). Assim, o principal desafio passa ser buscar técnicas de resolugao
das equacgoes, por exemplo, se tratando de equagoes lineares de ordem fracionarias,
podemos utilizar a metodologia da transformada de Laplace. Deve-se notar que ha
limitagoes na utilizagao dessa metodologia, para modelos sao nao lineares, que sao
resolvidas via métodos numéricos, em geral. Entre estes estd o método multi-passos
com transformada diferencial generalizada.

O método MSGDTM foi utilizado para investigar um modelo de aban-
dono do tabagismo, incluindo comparacoes com método de Runge-Kutta cléssico no
caso de derivadas de ordem inteira (Erturk et al., 2012). Aplicado também num
modelo epidemiol6gico para virus de computador de (Handam & Freihat, 2015), no
estudo da co-infeccao por HIV e maldria (Ebenezer et al., 2015) e no tratamento
de dinamica tumoral (Arshad et al., 2015). Em relacdo com as solugdes do sistema
Chua, os autores destacaram que o método tem a vantagem de fornecer uma forma
analitica aproximada da solugdo dentro de cada sub-intervalo de tempo (Freihat &
Momani, 2012).

E importante salientar que uma série de aplicagoes do método tem sido
reportadas, antes da sua validade ter sido rigorosamente verificada. Neste sentido,
Momenzadeh & Sarv Ahrabi (2017) apontaram problemas no MSGDTM. A questao
¢ que existe grande risco ao estender a validade, a modelagem de ordem nao inteira,
dos métodos numéricos demonstrados apenas para equacoes diferenciais de ordem
inteira. De um lado, o método da transformada diferencial pode ser generalizado para
derivadas de ordem fracionaria, do outro lado, o método multi-passos, valido para
ordem inteira, mas nao se estende de forma automatica para o caso fracionario. A

nao localidade da derivada fracionaria e as propriedades da transformada diferencial
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generalizada devem ser consideradas, uma vez que a derivada fracionaria de Caputo
¢ definida em termos de uma integral (Camargo & Oliveira, 2015). Com o intuito de
esclarecer a situacao, o referido trabalho traz uma andlise detalhada do MSGDTM.

A anadlise utiliza uma série de resultados numéricos para os modelos de Malthus e de

Riccati (Momenzadeh & Sarv Ahrabi, 2017).

3.2.1 Meétodo da Transformada Diferencial: Extensao e Generalizagao

O DTM (método da transformada diferencial) permite resolver uma
grande variedade de equagoes diferenciais de ordem inteira Kanth & Aruna (2009);
Odibat (2008); Soltanalizadeh (2011). A transformada diferencial converte cada
funcao (derivavel infinitas vezes) na sequéncia dos seus coeficientes de Taylor. O
DTM converte a equacao diferencial num sistema de equacoes algébricas para os
termos da transformada. Entao, a solugao é dada por uma série de Taylor, cujo raio
de convergéncia pode ser finito ou infinito. A avaliacao numérica da série também
pode apresentar instabilidade numérica, limitando mais o intervalo de resolucao da
equacao.

Uma maneira de ampliar o intervalo de resolugao de equagoes diferenci-
ais de ordem inteira, é aplicar o DTM e utilizar multi-passos, ou seja, uma sequéncia
de intervalos. Isto define o método MSDTM (método multi-passos da transformada
diferencial). Em cada passo, a condigao inicial é dada pelos valores finais da solugao
do passo anterior. Além disso, o tamanho de cada intervalo deve ser menor que o
raio de convergéncia da série de Taylor.

Para resolver equagoes diferenciais fracionarias com derivada de Ca-
puto de ordem 3, o DTM é generalizado, dando lugar ao GDTM (método da trans-
formada diferencial generalizada). A transformada diferencial generalizada de cada
funcao é dada pela sequéncia dos coeficientes de uma série de poténcias da mesma,
em que os expoentes sao multiplos inteiros nao negativos da ordem da derivada f.
Novamente, o intervalo de resolucao pode ser limitado pelo raio de convergéncia da

série ou por instabilidades numéricas.
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Para estender o intervalo de resolucao do GDTM, tem sido utilizado o

MSGDTM Kuroda et al. (2017a); Kuroda (2016); Odibat et al. (2010). A ideia é a

mesma do MSDTM, mas cada passo utiliza o GDTM. Como comentado antes, esta
extensao deve ser verificada e analisada rigorosamente.

A seguir, com o objetivo de contribuir para a modelagem fracionaria,

sao descritos detalhadamente apenas o GDTM e o MSGDTM.

3.2.2 Meétodo da Transformada Diferencial Generalizada

Segundo Kuroda (2016); Odibat et al. (2010, 2008), a técnica da trans-
formada diferencial é um dos métodos numérico-analiticos para equagoes diferenci-
ais ordindrias e parciais que utiliza a forma de polindomios como aproximacoes das
solucoes exatas que sao suficientemente diferenciaveis. A transformada diferencial,

F(k), da k-ésima derivada da fungao f(t) é definida como,

R = [ddj;(f)}t:to ' oY

Ja a transformada inversa de F(t) é dada por Odibat (2008); Kuroda (2016); Odibat
et al. (2010, 2008); Mirzaee (2011):

[e.e]

f(t) =) F(k)(t —to)" (55)

k=0
A correspondéncia entre as equagoes (54) e (55) pode ser evidenciada
ao aplicar o resultado da (54) na equacao (55). De fato, seguindo este procedimento

temos:

2\ (t—to)* [dFf(t
=3 [dﬁi)}t:to‘

k=0
Assim, a transformada diferencial fornece os coeficientes da expansao

em série de Taylor. No entanto, as correspondentes derivadas sao calculadas ite-
rativamente pelas equacoes transformadas da funcao original. Para fins de imple-
mentagao, f é expressa por uma série finita. Logo, a equagao (55) pode ser escrita

como (Mirzaee, 2011),
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f() =Y F(k)(t— o),

k=0
em que S é suficientemente grande. Para resolver problemas nao-lineares utili-

zando o DTM, precisamos, primeiramente, aplicar a transformagcao diferencial (54)
na equacao de estudo, resultando em uma relagao de recorréncia, depois resolvendo
esta equagao utilizando a transformada diferencial inversa (55), obtemos a solugao
do problema.

O método de transformada diferencial generalizada (GDTM) ¢é utili-
zado para exibir a solu¢ao numérica de equagoes diferenciais de ordem fracionéria.
O método proposto é baseado na formula generalizada de Taylor. Definimos a trans-
formada diferencial generalizada da k-ésima derivada da fungao f(¢) como (Odibat

et al., 2010),

1
F(k) = =———— [(¢D")" f(t
8 = f D) 0],y (56)
sendo 0 < 3 < 1, (¢DP)* a derivada ¢D? k-vezes e ¢D? a derivada de Caputo de

ordem (3 como visto na sessdo anterior, com inicio em t = ¢, (Camargo & Oliveira,

2015; Caputo & Frabrizio, 2015; Caputo, 1967),

1 t
cDPf(t 27/ F(r) (¢ =), 57
0=z ) (- (57)
com n sendo o menor dos inteiros maiores ou iguais que f3.
—t
Seja ¢D? a derivada de Caputo (57), f(t) = (t —tg)* e u = 7t— to’
— 1o

temos



cDB(t—t0)® = r(a—l;(i ;1{2”_6) /t:(f—to)a*n(t—r)n*ﬁfldf,

cDP(t — 1) = F(a_z(j_‘j;(n_ / [u(t — t0)]* ™" [—u(t — to) + (t — t0)]" P~ (t — to)du,
cDP(t—ty)* = r(a—z(i ;1{2”_6) /Olua*n(t_to)a*”(t_to)n*ﬁfl(t_to)a — )" P gy,
oDP(t—t0)* = &fj:fsﬁ?i?%AZﬂ*%1—m”ﬁ*wm

cDPt-10)" = PF(S—JF:)JYJ;((QT;) Bla—n+1n-§),

R

oDt~ t0)* = %(t —t0)o?,

desde que av > n — 1.
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Temos que a transformada inversa de (56) é dada por (Odibat et al.,

2010),

Vejamos,

(cDP)fty = f@t) =

F(0) 4+ F(1)(t — t0)? + F(2)(t — t0)?# + ...

iF t—to

k=0

+ F(k)(t—to)"® +....

Quando t = ty, temos que

(cD%)’f(to) =

F(0).

Como visto em (3.2.2),

FOI'(B+1)

F2)T(28 + 1)

Fk)T (kB + 1)

(D" 1) 0

r'(8+1)

RS (S

Quando t = tg, segue que

(t — to)(kfl)ﬁ 4+ ...



(cD?)'f(to) = FOL(B+1).

F)L2p+1)T(B+1)

F(3)T(38+1)T(2T + 1)

r(6+1) r28+1) TI'+1
T
Quando t = t,,
(D7) f(to) F(2)T (28 +1).
Assim,

(cD%)" f (to)

Como visto em (56),

F(k) = [

F(K)T (kB +1).

(cD°)*f (t)}
F%ﬁ+1)tﬁQ

(t—to)? + ...
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Substituindo (56) em (58) temos,

=3 f(i” (D) £, -

k=0
Na Tabela 2, apresentamos algumas propriedades da transformada di-

ferencial generalizada. As duas primeiras exprimem a linearidade da transformada

e a terceira expressa a transformada do produto como convolugao. A quarta pro-

priedade é fundamental para o GDTM, uma vez que fornece uma férmula simples

da transformada da derivada de Caputo. A demonstracao dos resultados tabelados
estdo no APENDICE C ou podem ser vistos em (Odibat et al., 2010; Freihat &
Momani, 2012; Momenzadeh & Sarv Ahrabi, 2017).

Consideremos um problema de valor inicial de equacao diferencial de

ordem fraciondria, 3, em relacao a x(t), da forma

Dy a(t) = f(t,z(t)),
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Tabela 2: Propriedades da transformada diferencial generalizada. Considera-se que
r é uma constante e que as transformadas de z(t) e y(t) sao X (k) e Y (k), respecti-

vamente, com ordem [ e centro em t.

Fungao Original =~ Transformada Diferencial Generalizada

ft) = ra(t) F(k) =r X (k)

f{t) = x(t)y(t) F(k)=> XY (k=1
=0

CT(k+1)8+1]

 I'(kB+1)

X(k+1)

em que f(t,x) depende de t e x suavemente, nao necessariamente de forma linear.
A equagao deve ser resolvida para t > tg, com z(ty) = xo.

Ao aplicar a transformada & condigao inicial temos que X (0) = xo,
enquanto a aplicacao a equacao diferencial produz

(kB + 1)

X+ 1) = o D5+ 1

F(k, X), (59)

em que F(k,X) é a transformada da composta f(t,z(t)). Aqui o simbolo X repre-
senta todos os valores da transformada de x(t). Quando f(¢t,z) = rz, a Tabela 2
fornece F'(k, X) = r X (k), levando a relacao de recorréncia

rI(kB+1)
Cl(k+1)8+1]

X(k+1) = X (k). (60)

Um outro exemplo é f(t,7) = 2z — 2® + 1, donde

Pk, X) =2X(k) = > X)X (k—1)

I'(kB+1)
[(E+1)8+1]

k
X(k+1) = 2X (k) =) X)X (k—1). (61)
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3.2.3 Meétodo Multi-passos com Transformada Diferencial Generalizada

Nesta subsecao é apresentado o MSGDTM, de acordo com Arshad
et al. (2015). Para resolver o problema de valor inicial num intervalo [to, T, a ideia
do método multi-passos ¢ dividir o intervalo em M subintervalos da forma [t,,—1, t],
m=1,2,..., M, todos de tamanho h = % A solucao tem a forma

p

Il(t) set e [to,tl],
[L’g(t) set e [tl, tg],

rp(t) set € [ty—1,tml,

(
sendo x1(t) a solucao obtida pelo GDTM no intervalo [to, t;]. Para m > 2, aplica-se
o GDTM no intervalo [t,,_1,t,,], usando a condigao inicial w, (t,—1) = Um—1(tm—1)-

Deve-se notar que Arshad et al. (2015) expressam u,,(t) como uma
série generalizada de poténcias de t — t,,_1, e nao de t — t5. Ao mesmo tempo, a
derivada de Caputo nao é Dfmf |» Senao Dtﬁo. Acontece que, a derivada de Caputo leva
em conta toda a memoria do sistema, o que esta relacionado com a sua caracteristica
nao local. Isto faz com que a aplicagao da equagcao (59) seja questionédvel para m > 2.
A seguir, veremos o que acontece ao aplicar o método MSGDTM em modelos mais

simples.

3.2.4 Modelos Matematicos

Como visto anteriormente, o modelo de Malthus é utilizado na mo-
delagem de crescimento populacional. Alguns autores utilizam este modelo para
descrever o crescimento de células tumorais (Kuroda, 2016); Supde-se que a taxa
segundo qual a populacao cresce em um determinado instante é proporcional ao

tamanho da populagao naquele instante, ou seja

=rN(t), (63)

sendo N(t) a populagao no instante ¢t e r > 0, a taxa de crescimento intrinseca.



46
3.2.5 Modelagem Fracionaria

O modelo fracionario de Malthus é uma generalizacao da equacao (63).
No lugar da primeira derivada, usa-se a derivada de Caputo de ordem [ com inicio

em t =0, sendo 0 < # < 1. Portanto, vale (53)
¢DPN(t) =rPN(t). (64)

Neste caso, a aplicagdo do GDTM leva a relacao de recorréncia na equagao (60).

Através da metodologia da transformada de Laplace, temos que a
solucdo analitica deste modelo (Camargo & Oliveira, 2015; Kuroda, 2016), é dada
por

N(t) = N(0)Es((rt)"). (65)

sendo Eg(rt?) a fungao de Mittag-Leffler (Camargo & Oliveira, 2015).

A seguir, sao comparadas as solucgoes analiticas com os resultados com-
putacionais, utilizando o método MSGDTM, sendo r =1 e N(0) = 1.

Nas Figuras 7 e 8, pode-se notar que o GDTM estd aparentemente
em bom acordo com a solugao analitica da equagao (65). Ao utilizar o MSGDTM, a
solucao numérica apresenta singularidades nos pontos da t,,, com 1 < m < M —1. A
inexisténcia de tais singularidades na solucao analitica prova que o MSGDTM, como
apresentado na literatura, nao esta correto. De fato, Momenzadeh & Sarv Ahrabi
(2017) apontaram a inconsisténcia da versdao atual do método. Com o objetivo de
aprofundar mais a analise dos casos considerados por eles, aplicaremos o MSGDTM
a um problema de valor inicial da equagao de Riccati com derivada de Caputo de
ordem (3, sendo 0 < § < 1, com inicio em ¢ty = 0. Com a condigao inicial z(0) = 0,

a equacao diferencial tem a forma

1

T1=8

eDEx(t) = 2x(t) — 2%(t) + 1. (66)

Nestas condigdes, 0 GDTM leva em X (0) = 0 e na relacao de recorréncia na equagao

(61).
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MSGDTM com um passo
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Figura 7: Método MSGDTM e solucao analitica: As linhas tracejadas correspondem &
solucao analitica, enquanto as linhas continuas correspondem ao método MSGDTM para

6=108=08,6=0,6,6=0,4¢ 5 =0,2, respectivamente, de baixo para cima.

Os resultados numéricos para a equacao de Riccati (66) de ordem g =
0,7 foram obtidos no intervalo de [0;0,4]. Neste intervalo existe a convergéncia do
método no modelo, no entanto, se estender esse intervalo de solugao nota-se que
o método deixa de convergir em t = 0,6 aproximadamente. Por isso, a utilizacao
no método MSDTM ¢ utilizado em modelos com ordem de derivacao inteira para

resolver o problema de convergéncia. Aplicado o GDTM, temos
2(t) = 1,10t%7 41,61 ¢4 + 1,14 %' — 0,60 t>® — 2,54 %7,

para 0 <t < 0,4. Ao contrario do modelo de Malthus, a equagao de Riccati é nao
linear, o que dificulta o uso da transformada de Laplace. Assim, neste segundo caso

nao dispomos de solucao alternativa para comparacao.
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MSGDTM com quatro passos
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Figura 8: Método MSGDTM e solucao analitica: As linhas tracejadas correspondem &
solucao analitica, enquanto as linhas continuas correspondem ao método MSGDTM para

6=108=08,6=0,6,6=0,4¢ 5 =0,2, respectivamente, de baixo para cima.

Dividindo o intervalo em dois, ou seja, o MSGDTM com dois passos
de [0;0,2] e [0,2;0,4] teremos como condigoes iniciais, y(0) = 0 e y(0,2) ~ 0, 55.

Desta vez, a solucao tem a forma

z(t) ~ 1,10t +1,61¢t"* 41,14t —0,601>% — 2,54 ¢35,
para 0 <t <0,2¢e
z(t) ~ 0,55+ 1,98(t—0,2)"7 +1,30(t —0,2)"* — 1,54(t — 0,2)*'—

—3,07(t — 0,2)** +0,66(t — 0,2)>°,
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para 0,2 <t < 0,4. Na Figura 9 sao apresentadas as solugoes com um passo e dois
passos do método MSGDTM para o problema da equagao (66). Observa-se que o
MSGDTM com dois passos produz uma singularidade em t = 0,2. Novamente, isto

exibe a inconsisténcia do método.

—- MSGDTM: 1 Pass
121 — - MSGDTM: 2 Passos

// ,’/
// //

0.8 L /// _
~
54 ’ o
X

0.6 el .

. ///

”
”
b
//
0.4+ - —
-
”
-
//
0.2 - —

0 005 0.1 015 02 025 03 035 04

Figura 9: Solucao da equagao (66) utilizando o MSGDTM com um e dois passos.

Resta explicar por que um método inconsistente tem sido amplamente
aplicado como se fosse valido. De um lado esta a dificuldade de verificar numeri-
camente a qualidade das solugoes. Do outro lado esta, ao que parece, a evolucao
do gréfico produzido pelo MSGDTM quando o numero de passos, M, aumenta
suficientemente. Para deixar isto mais claro, divideremos o intervalo em quatro
partes, ou seja, aplicaremos o método MSGDTM em 4 passos, [0;0,1], [0,1;0,2],
[0,2;0,3] e [0,3;0,4]. As respectivas condigoes iniciais sdo z(0) = 0, z(0,1) ~ 0,29,
x(0,2) = 0,68 e x(0,3) ~ 1,12. As solugoes obtidas sao,

z(t) ~ 1,10t%7 + 1,61 ¢5" + 1,14 ¢>' — 0,60 > — 2,54 >°,

para 0 <t <0,1;
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z(t) ~ 0,29+1,65(t—0,1)%" +1,71(t —0,1)"* —0,16(t — 0,1)*>'—

—2,75(t — 0,1)*® — 2, 53(t — 0,1)>",

para 0,1 <t <0,2;

2(t) ~ 0,68+2,09(t —0,2)""+0,97(t = 0,2)"" — 2,12(t — 0,2)>'~

—2,54(t — 0,2)** +2,54(t — 0,2)>,

para 0,2 <t <0, 3;

a(t) ~ 1,12+2,19(t —0,3)"7 —0,37(t — 0,3)"* — 2,65(t — 0,3)>'+

+1,06(t — 0,3)*® 4+ 4,52(t — 0, 3)*”,

para 0,3 <t <0,4.

Na Figura 10 representamos graficamente as solugoes com um, dois e
quatro passos do MSGDTM, aplicado ao problema da equacao (66). Pode-se observar
a presenca de novas singularidades espirias, ao comparar a curva de quatro passos
com a do método GDTM. O resultado para M = 300, no intervalo 0 < t < 3, é
mostrado na Figura 11. Desta vez ha 299 singularidades esptrias, mas elas nao sao
perceptiveis no grafico. Aparentemente, o limite da sequéncia de solugoes produzidas
pelo MSGDTM converge para uma funcao suave. Isto pode ter sido interpretado
como indicio dela ser uma solucao do problema.

Assim, nesta Secao, foi apresentado e analisado o método multi-passos
com transformada diferencial generalizada Arshad et al. (2015) para a resolugao
de equacoes diferenciais de ordem fraciondria com derivada de Caputo. Mediante
aplicagoes aos modelos de Malthus e de Riccati, verificou-se que o método é incon-
sistente na sua versao multi-passos, comparando com a solucao obtida pelo método
da transformada diferencial generalizada com apenas um passo. A inconsisténcia é

devido a extensao descuidada de técnicas validas apenas para derivadas de ordem
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Figura 10: Solugao da equagao (66) utilizando o método MSGDTM com um, dois e

quatro passos.
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Figura 11: Solucao da equagao (66) utilizando o método MSGDTM com 300 passos

no intervalo de [0; 3].

inteira. Tal extensao desconsidera a nao localidade da derivada de Caputo e detalhes
da propriedade da transformada diferencial generalizada dessa derivada. A aparente
convergéncia das solucoes para uma funcao suave e a caréncia de solucoes exatas

para os modelos investigados podem ter dificultado a deteccdo da inconsisténcia.
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A analise critica aqui apresentada contribuird para reforcar o necessario rigor ma-
tematico nas diversas aplicacoes do calculo fracionario. Visando um aporte mais
construtivo, correcoes e alternativas para o método investigado estao em andamento
(Kuroda et al., 2019).

Utizando o método GDTM, o raio de convergéncia pode ser finito
ou infinito. A avaliacdo numérica da série também pode apresentar instabilidade
numeérica, limitando mais o intervalo de resolugao da equagao. Assim, Bruno-Alfonso
et al. (2019) resolveram a equacao logistica com derivada fracionaria de Caputo me-
diante um tratamento analitico-numérico. Inicialmente utilizaram o GDTM. A série
de poténcias fracionarias correspondente tem raio de convergéncia finito. Foi usada
até metade do raio de convergéncia. A evolucao posterior foi obtida mediante gene-
ralizacao do método de Euler. Verificaram que a solucao satisfaz numericamente a
equacao logistica.

No préximo Capitulo iremos apresentar o método de Griinwald-
Letnikov que leva em consideracao as derivadas em tempos anteriores, o que reflete

que preserva o efeito da memdria (Scherer et al., 2011).



4 METODO DE GRUNWALD-LETNIKOV

Segundo Ongun et al. (2013), embora a discussdo sobre derivadas de
ordem nao inteira remonte quase ao desenvolvimento da teoria classica do cédlculo
diferencial de ordem inteira, somente no final do século XIX se percebeu as gran-
des melhorias que poderiam ser alcancadas pela exploracao do poder de célculo
fracionério; por meio de equagoes diferenciais fracionarias é possivel descrever, de
maneira natural, fenomenos da vida real com efeito de memdéria (Kempfle et al.,
2002). Na maioria dos casos, a solu¢ao de uma equagao diferencial fracionéria nao
existe em termos de um nimero finito de fungoes elementares. Portanto, é fundamen-
tal utilizar métodos numéricos para avaliar solugoes aproximadas (Diethelm et al.,
2005; Garrappa & Popolizio, 2011; He et al., 2017).

Neste capitulo abordamos o método numérico de Griinwald-Letnikov
(GL) baseado nos trabalhos de Scherer et al. (2011); Ongun et al. (2013); MacDonald
et al. (2015); Tavoni (2019). Aplicado em equagoes diferenciais da ordem fracionaria
B, este método é uma extensao do método de Euler para equacoes diferenciais or-
dinarias (Scherer et al., 2011).

A derivada de Caputo é aproximada pela abordagem de Griinwald-
Letnikov usando diferencas finitas de ordem fracionéria. Para isso, vamos estabelecer
a relagao entre as derivadas de Riemann-Liouville, Caputo e de Griinwald-Letnikov,
vistas no primeiro capitulo,

w0 = D10 = o () [ e

O (n)dr
DS = D) = o [
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D 10) = fin o S (-0 () ) 10 ).

Primeiramente, mencionaremos a relagao existente entre a derivada de
Caputo com de Riemann-Liouville para m — 1 < 8 < m, sendo m o menor inteiro

positivo tal que 5 < m (Scherer et al., 2011; Tavoni, 2019),

cDPf(t) = rDPf(t) — i) £*)(0),

>

F'v+1-0)
Utilizaremos a aplicagao do método de Griinwald-Letnikov em modelos

sendo 72 (t) =

fracionarios com 0 < § < 1, assim, com m = 1 temos

cDPf(t) = rpDPf(t) — 75 (1) £(0),
B
I(1—-p)

Como visto na Proposicao 3, referente a derivada fracionaria de

sendo 70 (t) =

Riemann-Liouville de uma constante c,

ct=P

Bo— — .
S )

Neste caso ¢ = f(0), assim
cDPf(t) = reD? (f(1) = £(0)).

Como as derivadas de Riemann-Liouville e de Griinwald-Letnikov coin-

cidem (Ongun et al., 2013),
cDPf(t) = arD? (f(t) = f(0)), com 0<B<1. (67)

Além disso,

3

cDPf(t) = D f(t) — rf(t)f(”)(()), com m—1<<m, (68)

v

Il
=)

tF

sendo r2(t) = Twri 3
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Para implementar o método de Griinwald-Letnikov, vamos considerar

(Scherer et al., 2011; Ongun et al., 2013; Tavoni, 2019),

(1—2)° = Zw](-ﬁ)zj, (69)
=0

em que w](-ﬁ) = (=1) (ﬁ)
J
Os pesos do operador podem ser avaliados por meio da seguinte férmula

de recorréncia (Momani & Obibat, 2007; Jiang et al., 2017),

1
W =1, W = (1_%5)&.@ j=1,2,3... ,

Proposicao 7 Considere o peso w](-ﬁ)

> -
§=0

A prova da Proposicao 7 pode ser vista em Tavoni (2019).

,comj=0,...,n, temos que

Considere uma equagao diferencial fraciondria com derivada de Caputo

de ordem 0 < 8 < 1, sujeita a condigao inicial y(ty) = o,
cDy(t) = f(t,y(t). (70)
Sabe-se, pela equagao (67), que
cDPf(t) = cLD” (f(t) = £(0)),

utilizando a derivada fracionéria de Griinwald-Letnikov e a relagao (69),

B — - _
aDPf(t) }lll_%hBZwk f(t — kh).

Assim, a aproximagao de Griinwald-Letnikov da equagdo (70) em [ty, t],
t— 1
h )

0<t<T,compassoh—0en=
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cDy(t) = [f(t.y(t)),

aD’ (y(t) —y(0)) = [f(t,y(t)),

B3l (vt == (0 —2=)) = flete- G+ 0

1 .
2a 2wy wt=dh)—w) = f(t.um),
7=0
O Yy —0) = BPF(t ynn),
7=0
WP W = 90) + 0 Wnr — o)+ 0P (o — o) = BPF(t,ynn),
W+ 0Py s+ 0Py — Py — =Py = Bt ynn),
n + (Z wy? ’yn-j> —go (W +l? -+ w) = B ),
j=1

Yn + <Z %(-B)yn—j) — gy = Bt yna).
j=1
Portanto, o método explicito de Griinwald-Letnikov para uma equacao

diferencial fracionaria é dado pela equacao,

Yn = yowgﬁ_l) - (Z w](ﬁ)yn—j) + hﬁf(tv yn—l)- (71>

j=1
Outros resultados como a ordem de aproximacao, ordem de con-
sisténcia, estabilidade e erro de truncamento pode ser vistos em Podlubny (1999);

Scherer et al. (2011); Ongun et al. (2013); Tavoni (2019).

4.1 Discretizacao do Modelo de Malthus e Riccati

Para a implementacao do método de Griinwald-Letnikov, foi utilizado

o Code::Blocks em linguagem C. As solugdes numéricas obtidas foram descritas em
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arquivo .dat e para a exibicao grafica foi utilizado o programa Xmgrace.

Como foi feito no capitulo referente ao método MSGDTM, exibiremos
as solugdes do mesmo modelo de Malthus (64) pelo método de Griinwald-Letnikov
juntamente com sua solugao analitica. Quando ao modelo de Riccati (66), exibiremos
apenas sua solucao via método GL por se tratar de uma equagao nao linear.

Assim, a discretizagao explicita do modelo de Malthus pelo método de

Grinwald-Letnikov é da forma,

Ty = wﬁf‘l)xo — <Z w](ﬁ)xn_j) + WorPe, . (72)

j=1
A seguir na Figura 12, estd a solugao analitica (65) e a solugao do

modelo de Malthus via método de GL (72),

Populagdo

2
Tempo

Figura 12: Método de Griinwald-Letnikov e solugao analitica do modelo de Malthus (64)
com r =1, h =0,001: As linhas tracejadas correspondem a solucao analitica, enquanto as
linhas continuas correspondem ao método GL para 8 =1,0, 5=0,8, 5=0,6, 3=0,4¢

B = 0,2, respectivamente, de baixo para cima.

A discretizagao explicita do modelo de Riccati pelo método de

Grinwald-Letnikov é da forma,

Tn = wf Vg, — (Z wfxn_]) + WP 2w,y — 2k 4+ 1] (73)

J=1
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A seguir na Figura 13, estd a solu¢ao do modelo de Riccati via método

de GL (72),

1.2 —

0.8— . _

x(t)
\

0.6 - —

04— - ,

0.2 - ,

0.05 0.1 0.15 0.25 0.3 0.35 0.4

Teorﬁpo
Figura 13: Solucao da equagao de Riccati (66) utilizando o método de Griinwald-

Letnikov para 8 =0,7, 7=1e h = 0,001.

Nota-se que existe uma boa aproximagao da solucao analitica com a
solucao via GL, ao contrario do método MSGDTM que nao leva em consideragao a
nao localidade das derivadas fracionarias. O método de Griinwald-Letnikov leva em
consideracao as derivadas em tempos anteriores, ou seja, preserva o efeito da memoria
(Scherer et al., 2011). Este método é computacionalmente eficiente e resulta em erros
menores durante as simulagdes numéricas (MacDonald et al., 2015; Tavoni, 2019).
No préximo capitulo, utilizaremos as diferentes modelagens citadas no Capipulo 2 e
exibiremos suas respectivas curvas de solugoes de ordem fracionarias em modelo de

cancer conhecido como HPV 16 via método de Griinwald-Letnikov.



5 MODELO DE CRESCIMENTO TUMORAL
(HPV 16)

Segundo Mirabello et al. (2016), cerca de 200 tipos de infecgbes por
papilomavirus humano (HPV) nao causam patologia evidente ou apenas papilomas
benignos (verrugas). No entanto, os tipos de HPV 16, 18, 31, 33, 35, 39, 45, 51, 52,
56, 58, 59 e 68 (Bouvard et al., 2009) podem causar todos os casos de cancer cervical e
outros canceres anogenitais® e orofaringeos”. Mais de meio milhdo de pessoas a cada
ano sao acometidas por um cancer relacionado ao HPV em todo o mundo (Forman
et al., 2012) e mais de 200.000 mortes ocorrem a cada ano (Mirabello et al., 2017).
Em Santos et al. (2011), o Brasil pode ser considerado um pais com alta incidéncia
de infeccoes pelo HPV, e o Ministério da Saude registra a cada ano aproximadamente
137 mil novos casos. Diferentes estudos epidemiolégicos indicam que os tipos de HPV
prevalentes sao diferentes de acordo com a regiao de origem, sendo que, no Brasil, o
HPV 16 foi o tipo oncogénico mais encontrado (Giulliano et al., 2008).

Essas infecgoes carcinogénicas® por HPV sao extremamente comuns e
facilmente transmitidas aos epitélios? suscetiveis pelo contato fisico direto (Hans-

Ulrich et al., 2010). Apenas uma pequena proporgao de infecgoes por alto risco

SRelativo ao anus e aos érgaos genitais.
"Plural de “orofaringe”, relativo & orofaringe. Pequeno espaco da cavidade bucal que compreende

a raiz da lingua, o palato mole e a epiglote.
8Carcinégeno, também chamado de cancerigeno ou carcinogénico é a qualidade daquilo capaz de

provocar ou estimular o aparecimento de carcinomas (cancer que afeta o tecido epitelial, a camada
superior da pele (epitélio) ou o revestimento dos 6rgaos internos de um organismo, podendo se

espalhar através de metdstase) ou cancer em um organismo.
9Epitélio ou tecido epitelial é um dos quatro tipos de tecidos bésicos do organismo humano.



60

persiste e progride para o pré-cancer, que por sua vez pode levar ao cancer (McCredie
et al., 2008; Schiffman et al., 2007). Nao sabe-se por que essas infecgbes comuns e
tipicamente benignas as vezes causam cancer. Estudos anteriores sugerem que a
variagao genética viral estd associada ao risco de cancer.

O cancer do colo do utero humano é causado por papilomavirus hu-
manos de alto risco que codificam as oncoproteinas E6 e E7, cada uma das quais
altera a funcao de alvos distintos que regulam o ciclo celular, a apoptose!'® e a dife-
renciacao! (Riley et al., 2003). Dentro os diferentes tipos de HPV, o HPV 16 causa
metade dos canceres cervicais em todo o mundo e é um dos carcinégenos humanos
mais importantes (Mirabello et al., 2016).

A histéria natural do carcinoma do colo uterino pode ser dividida em
trés fases: a primeira quando esta presente a infeccao por HPV, sem outras mani-
festacoes detectaveis; a segunda quando ja estao presentes alteracoes morfologicas
das células do epitélio do colo uterino, que caracterizam as lesoes intra-epiteliais; e a
terceira com a presenca de lesao atravessando a membrana basal do epitélio, carac-
terizando o carcinoma invasor, fase esta irreversivel e que se nao tratada levard ao
6bito (Rama et al., 2006).

Segundo Giulliano et al. (2008), dentre os métodos de tratamento nao
invasivos disponiveis atualmente, existe uma toxina com propriedades citotéxicas!?

chamada podofilina (Scheinfeld & Lehman, 2006) e o 4cido tricloroacético'®, um

10 Apoptose ou Morte Celular Programada é um tipo de “autodestruicdo celular” que requer
energia e sintese protéica para a sua execucao. Estd relacionado com a homeostase na regulagao

fisiolégica do tamanho dos tecidos, exercendo um papel oposto ao da mitose.

1A diferenciacdo celular consiste em um conjunto de processos que transformam e especializam
as células embriondrias. Apds estas transformagoes, sua morfologia e fisiologia sao definidas, o que

as tornam capazes de realizar determinada fungao.
12A citotoxicidade é a propriedade nociva de uma substancia em relacio as células. Células

citotoxicas sao células que tém a capacidade de destruir outras células através da libertacao de

certas substancias nocivas.
130 4cido tricloroacético faz parte do tratamento de algumas doencas, por ser um cauterizante.

No geral, o acido tricloroacético é usado para tratamentos de pele.
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agente cdusticol? que combate verrugas anogenitais por meio do contato (Tchernev,
2009). E descrito também o uso de interferons, proteinas enddégenas intracelulares
que apresentam atividade antitumoral e antiviral (Bharti et al., 2009) e imiquimod,
um medicamento usado no tratamento de verrugas anogenitais, cujo mecanismo de
acao consiste na potencializacao da producao de interferons, com efeito antiviral,
antiproliferativo e antiangiogénico (Yang et al., 2009; Garland et al., 2006). Além
destes, cidofovir é um importante antiviral usado em tumores induzidos pelo HPV,
com a capacidade de provocar morte celular programada entre as células tumorais
(Tchernev, 2009). Um dos métodos invasivos mais confidveis para a remocao de
lesGes tinicas ou multiplas na regiao anogenital é o método cirirgico (Scheinfeld &
Lehman, 2006). O tratamento com laser apresenta eficdcia entre 60% e 77%, no
entanto ¢ um método de custo elevado e que pode liberar DNA viral na vaporizacao
das lesoes durante o procedimento (Bharti et al., 2009). A criocirurgia é outra medida
utilizada em verrugas genitais, levando a necrose da epiderme e, ocasionalmente, da

parte superior da derme.

5.1 Conjunto de Dados

Esta secao é referente ao estudo do artigo “Model-Based Tumor
Growth Dynamics and Therapy Response in a Mouse Model of De Novo Carci-
nogenesis” de Loizides et al. (Loizides et al., 2015).

Entramos em contato com um dos autores, Georgios D. Mitsis, o qual
forneceu o conjunto de dados e o material auxiliar utilizados em sua pesquisa na
descri¢ao do modelo referente ao volume tumoral em camundongos transgénicos que
expressam os oncogenes'® E6 e E7 do HPV 16 administrados em seu dorso. Os
oncogenes E6 e E7 contribuem de maneira diferente para a carcinogénese; O E7

promove a formagcao de tumores benignos e o E6 age principalmente para acelerar a

4 C4ustico: que ataca ou corréi tecidos organicos.

5Oncogenes sao genes relacionados com o aparecimento e crescimento de tumores, malignos ou

benignos.
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progressao desses tumores benignos para o estdgio maligno (Song et al., 2000).
Utilizaram camundongos transgénicos duplos E6/E7 aplicado local-
mente a pele o iniciador tumoral DMBA e o promotor TPA, a fim de agilizar o
processo carcinogeénico e facilitar a coleta de dados longitudinais do volume tumoral.
As medicgoes do volume do tumor foram iniciadas quando o primeiro tumor tornou-se
visivel. Os camundongos portadores de tumor foram eutanizados quando o maior tu-
mor atingiu 1 cm de diametro, Figura 14. Este estudo foi realizado em conformidade

com as recomendagcoes das Diretrizes para a Protecao de Animais de Laboratério da

Republica de Chipre.

Figura 14: Imagem A: As medigoes do tumor foram iniciadas quando o primeiro
tumor tornou-se visivel, atingindo 1-2 mm de diametro. (i) Quando o primeiro tumor
atingiu 3-4 mm de diametro, foi iniciado o tratamento com droga, (ii) até o tumor
atingir cerca de 10 mm de diametro, (iii) altura em que o rato foi sacrificado. Imagem
B: mostra uma patologia tumoral tipica de papilomas de camundongo induzidos por
DMBA / TPA (Imagem fornecida no documento auxiliar e também utilizada no

artigo de Loizides et al. (2015)).

O tratamento com DMBA / TPA foi iniciado quando os camundongos
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se tornaram entre 7 e 8 semanas de idade. 200 ul (microlitro'®) de 0,03 pmol/ul de
DMBA (Sigma-Aldrich, cat. D3254) foram administrados em dose tinica no dorso
de camundongos previamente barbeados com tosquiadeiras elétricas. Apds duas se-
manas, os ratos foram tratados quinzenalmente com 2,5 mg de TPA (Sigma-Aldrich,
cat. P8139) diluidos em 200 mL de acetona. O tratamento com TPA foi conti-
nuado duas vezes por semana durante toda a duracao da experiéncia, até que um
camundongo fosse sacrificado. Ambas as substancias quimicas foram administradas
localmente por pintura de pele (Loizides et al., 2015).

Quando o primeiro tumor se tornou visivel, atingindo cerca de 1-2 mm
de diametro, foram selecionados trés tumores aleatérios. Para calcular o volume
tumoral e minimizar os erros de medigao, foi medido o comprimento e largura trés
vezes de cada tumor, realizando assim a média dessas medidas no calculo do volume.
As medicoes foram realizadas usando um paquimetro, duas vezes por semana. O

volume do tumor foi calculado usando a férmula,

(zy)>, (74)

™

Njw

v

(=)

sendo x o comprimento e y a largura do tumor. A férmula assume que o tumor
tem uma forma elipséide (Tomayko & Reynolds, 1989; Sapi et al., 2015). Utiliza-
ram outras hipdteses para o cdlculo do volume tumoral (retangular, esferéide e uma

aproximagao elipséide alternativa), mas os resultados foram muito semelhantes.

5.2 Modelo de Gompertz

O modelo de Gompertz, que tem sido amplamente utilizado para des-
crever a dinamica do crescimento tumoral em experimentos envolvendo tumores e
xenoenxertos in vitro, pode descrever adequadamente o crescimento de tumores in
vivo em camundongos sem e durante o tratamento (Loizides et al., 2015). Este
modelo é frequentemente usando em experimentos em ratos, como por exemplo no

trabalho de Javadi et al. (2018) que descreve o crescimento tumoral de cancer de me-

16Milionésima parte de um litro.
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lanoma e o trabalho de Magalhaes et al. (2018), que utiliza a equagdo de Gompertz
para determinar se os genes de camundongos relacionados ao envelhecimento afetam
estatisticamente a taxa demogréfica do envelhecimento.

Segundo Loizides et al. (2015), durante os estdgios iniciais da tumo-
rigénese, as células cancerigenas se proliferam de forma exponencial. A medida que o
tamanho do tumor aumenta, a limitagao no suprimento de nutrientes e / ou restrigdes
mecanicas retardam seu crescimento e o tumor eventualmente atinge um tamanho
elevado (Norton, 1988). Ao contrério do modelo exponencial simples (Clairambault,
2009), o modelo de Gompertz (75) é capaz de capturar esse comportamento, repre-
senta o aumento de células devido a proliferacao. O modelo de Gompertz tem sido
amplamente utilizado devido a sua simplicidade, sua capacidade de descrever me-

lhor os dados experimentais do que modelos logisticos alternativos (Michelson et al.,

1987).

ar(t) 1 In(8,/To) 6
= —In || T(t)] 7 75
T [lnwg/m) Wi (7)) (75)
sendo T'(t) o volume do tumor (mm?®) no tempo t, 6, o tamanho maximo tumoral

(mm?), 11, o tempo de duplicagio do tumor (dias) e Ty o tamanho inicial do tumor.

5.3 Estimacao dos parametros

Para estimar os parametros do modelo de crescimento tumoral, Loi-
zides et al. (2015) utilizaram dados de um total de 24 tumores em 8 camundongos
transgénicos duplos (3 tumores cada). Em cada caso, o valor do tempo de duplicagao
do tumor, p4, foi estimado a partir da respectiva série temporal do tamanho do tu-
mor. As estimativas numéricas sao apresentadas na Tabela 3. Definiram o parametro
6, igual a 106 mm?, o que corresponde a 1012 células, considerando que 1 mm? contém
106 células (Norton, 1988). Considerando o parametro 8, desconhecido e estimando-o
a partir dos dados experimentais levou a capacidades tumorais maximas irrealistica-
mente pequenas; portanto, decidiram manter um valor fixo. Note-se que a variacao

deste valor nao afetou muito os resultados, desde que fosse consideravelmente maior
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do que as medidas de tamanho do tumor, o que é fisiologicamente realista (Loizides
et al., 2015). Neste trabalho, utilizamos trés modelagens fracionarias, vistos nos
Capitulo 3, nos conjuntos de dados de 8 camundongos. Em cada rato, foi analisado
o crescimento de dois tumores, tumor 1 (T1) e tumor 2 (T2), escolhidos aleatoria-
mente. A Tabela 3 é referente aos valores do parametro 1, (tempo de duplicagao de

cada tumor) em cada rato/tumor.

Tabela 3: Tempo de duplicacao tumoral, p,, de cada camundongo em seus respectivos

tumores.

Camundongo T1 T2
01 6,650 8,256
02 9,646 13,381
03 24,312 23,510
04 12,328 8,450
05 27,251 19,439
06 21,792 22,155
07 13,865 11,645
08 8,149 6,244

5.4 Modelagem Fracionaria

Embora os pesquisadores ja tenham relatado excelentes resultados em
varias monografias e artigos, ainda ha um grande nimero de fenomenos nao locais
inexplorados e & espera de serem descobertos (Sun et al., 2018). Segundo Atici &
Sengul (2010), o célculo fraciondrio é um campo emergente que recentemente cha-
mou a atenc¢ao de disciplinas tedricas e aplicadas. Durante as duas ultimas décadas,
tem sido aplicado com sucesso em problemas de biologia, onde a nao-localidade de-

sempenha um papel crucial. Neste sentido, Bolton et al. (2014) obtiveram grandes
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resultados quando utilizaram a modelagem fracionaria no modelo de Gompertz apli-
cado em dados de crescimento tumoral. O mesmo sera feito a seguir com o modelo
proposto por Loizides et al. (2015) em jungao com o conjunto de dados fornecidos
pelos autores, no entanto, o parametro de corregdo dimensional (7) serd inserida na
modelagem.

Este trabalho utiliza os trés tipos de modelagem fracionaria vistos na
Secao 3.1. O objetivo é descrever o volume tumoral (HPV 16) de maneira mais
realista, e analisar nas diferentes modelagens, quais os valores de 7 e 8 0 modelo de

Gompertz fracionario se adequa melhor.

Modelagem Fracionaria 1 (MF1)

Nesta modelagem, 7 e § surgem como dois novos parametros do mo-

1 &°T(t) 1. [In(b,/T) O
= e O (7). o

delo:

Modelagem Fracionaria 2 (MF2)

1 1 1 T
Assumiremos que 7 = —, sendo r = — In {M} . Assim, a MF2
r Hg In(6,/2T5)

serd, como visto na Tabela 1,

d°T(t) 0,
5 = rPT(t) In (W) : (77)

Modelagem Fracionaria 3 (MF3)

Goémez-Aguilar et al. (2012, 2013, 2015); Tavoni (2019) propuseram a

substituicao 7 = —, com o intuito de deixar a solucao do modelo com apenas um
r

parametro a ser variado, a ordem da derivada fracionaria (5). Assim, como visto na

Tabela 1, a MF3 tem a forma,

B
diﬁ(t) = B7PrPT(t) In (%) : (78)
1, [y/T)
sendo r = " | ang/QTo)}
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5.5 Programacao / Softwares

Na implementacao do método de Griinwald-Letnikov, foi utilizado o
Code::Blocks em linguagem C, cujas solugoes fracionarias das diferentes modelagens
discretizadas, descritas a seguir, equagao (79), equagao (80) e equagao (81), foram
descritas em arquivo .dat. Para a exibicao grafica dessas curvas, foi utilizado o
programa Xmgrace.

O conjunto de dados fornecido por Loizides et al. (2015), foi via pla-
nilha do EXCEL. Os dados estao datados com os valores das trés medi¢oes do com-
primento e largura de cada tumor presente em cada rato. Foi necessario, calcular
a média de cada comprimento e largura e utilizar a férmula do calculo do volume
tumoral, equacao (74). Os valores obtidos foram salvos em arquivos .dat, a fim de
utiliza-los para plotagem de graficos e calculo da raiz do erro quadratico médio. Foi
fornecido documento auxiliar (Word) com alguns graficos e a imagem da Figura 14
referente ao desenvolvimento tumoral para a realizacao das medigoes.

Certamente o custo computacional da modelagem 1 é maior referente
a modelagem 2 e 3, por possuir dois parametros a serem variados. Nesse sentido, o
programa foi executado da seguinte maneira,

Modelagem 1: [ variando em 0, 05 no intervalo de (0, 1] e 7 variando
em 1,0 no intervalo de [1,40];

Modelagem 2 e 3: Nestas duas modelagens apenas o valor da de-
rivada fracionaria [ sera variado, sendo seu custo computacional mais favoravel.

Assim foi estabelecido sua variagao no valor de 0,001 no intervalo de (0, 1].

5.6 Discretizacao

Exibiremos as solugoes aproximadas das trés modelagens fracionarias
(76), (77) e (78) pelo método de Griinwald-Letnikov juntamente com sua solugao
do modelo classico (75). Além disso, faremos a andlise da convergéncia do método

quando variamos o valor do passo h.
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Discretizacao da Modelagem Fracionaria 1 (MF1)

A discretizacao explicita pelo método de Grinwald-Letnikov da MF1

é da forma,

= =5 ['In(0,/To) 0
_ B G s |7 n(6y/To 9
T, = w’ VT (;Zl w; Tn_J>+h { In {ln(ﬁg/ﬂo)} T, 1ln (Tn_l)]' (79)

Fg
Na Figura 15 estd a simulacao da modelagem fracionaria 1 quando
alteramos o valor do passo h. Os parametros utilizados foram a partir da estimacao
dos parametros do HPV 16 de Loizides et al. (2015), como vistos na Segao 5.3.
Assumi-se Ty = 3,34, 6, = 106 mm?® e u, = 24,312. A analise foi feita para

diferentes valores de /3 e 7, préximos aos extremos de (0, 1] e [1, 40], respectivamente.

B=0.9 =1.0 B=0.9 1=40.0
. 400 : :
100
— h=1. — h=1.0
— h=0. — h=0.1
h=0. h=0.01
-- h=0. 300 |-- h=0.001
= 50— = 2001~
100
0"'—__‘—_> | . | . | . Qk==== e . | . | .
0 50 100 150 20( 0 50 100 150 200
Tempo Tempo
B=0.1 =1.0 B=0.1 1=40.0
r . — . ;
LT — h=1.0 | | — h=1.0
35 SO — h=01 — h=0.1
| 7 h=0.01| | 100~ h=0.0
-- h=0.001 -- h=0.0
3.45 J
= r 7] =
= =
34 50 .
3.35- B
3.3 | | | 0 | | |
0 50 100 150 20( 0 50 100 150 200
Tempo Tempo

Figura 15: Modelagem fraciondaria 1 para diferentes valores de h (passo).
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Discretizacao da Modelagem Fracionaria 2 (MF2)

A discretizacao explicita pelo método de Grinwald-Letnikov da MF2

é da forma,
_ 6 ~ ® ; 6
T, = uJ§L )Ty — <]; w; Tn—j) + (hr)’T,—11In (Tn:) , (80)
assumindo que 7 = ! er = x In {M} .
r Hg ln(eg/QTo)

Na Figura 16 estd a simulacao da modelagem fracionaria 2 quando
alteramos o valor do passo h, assumindo Ty = 3,34, 6, = 106 mm? e u, = 24,312.

A anélise foi feita para =0,1e 3 =0,9.

B=0.1 B=0.9
105.6 : : : : 103.0 : :
L . r [—h=1.0
— h=0.1
S 10 10™° h=001
10°°F _— — h=1.0 | -~ h=0.
0 = — e | 0.001
h=0.01
-- h=0.001 10°°
=, 53 4 = L
=10 [
! 102.6
5.0 [
10 T
10°%-
0.0 L | L L L | L (X e e e L L L | L
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tempo Tempo

Figura 16: Modelagem fraciondria 2 para diferentes valores de h (passo).

Discretizacao da Modelagem Fracionaria 3 (MF3)

A discretizacao explicita pelo método de Grinwald-Letnikov da MF3

é da forma,

- - _ 0
Tn = wﬁLB 1)TO - (; w]('B)Tn—j) + (h?")ﬁﬁl BTn—l In (T . ) ) (81>

n—1

L { In(6,/Tp) } |

. g
assumindo que 7= —er = — —
r Hg In(0,/215)
Na Figura 17 esta a simulacao da modelagem fracionaria 3 quando
alteramos o valor do passo h, assumindo Ty = 3,34, 6, = 106 mm? e u, = 24,312.

A anélise foi feita para § =0.1e §=0.9.
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Figura 17: Modelagem fraciondria 3 para diferentes valores de h (passo).

Diante dos testes computacionais e pela andlise dos graficos referentes
a MF1, MF2 e MF3, nota-se que o para passo h = 0.01 e h = 0.001, as aproximacoes
pelo método de Griinwald-Letnikov sao praticamente idénticos. Além disso, o custo
computacional exigido diante desses dois passos nao se diferem consideravelmente,
ja que, o tempo de vida dos camundongos utilizados na anélise do desenvolvimento
do HPV 16 ¢ inferior a 110 dias. Neste sentido, para que haja precisao maior na
descri¢ao tumoral, assumiremos A = 0.001 nas simulacoes do crescimento tumoral

pelo método de Griinwald-Letnikov.

5.7 Resultados

Para comparar as diferentes modelagens com os conjuntos de dados e
o modelo classico de Gompertz, utilizamos uma das métricas baseadas em erro mais
comumente usadas na literatura a raiz do erro quadratico médio (RMSE, sigla em
inglés de root mean square error), essa métrica fornece medidas dos erros de previsao
reais em relacdo ao numero total de observagoes (Roy et al., 2016; Hallak & Filho,
2011).

N

1 2
MSE =+ > (P = Pu)’, (82)

1=1
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sendo Pjs e P, respectivamente, o valor simulado e observado (real) no mesmo tempo
1, no total de N observagoes.

O erro quadratico médio (MSE, sigla em inglés de mean square error)
é sempre positivo. Se M SE = 0 indica simulagao perfeita.

Em adicao ao MSE, a raiz quadrada de MSE, ou Raiz do Erro
Quadrético Médio (RMSE), é comumente usada para expressar a precisao dos re-
sultados numéricos e com a vantagem de que RMSE apresenta valores do erro nas

mesmas dimensoes da variavel analisada. Definido por (Hallak & Filho, 2011),

N
1
RMSE = | — Pis — Py,)2. 83
y (P = P (53

A estrutura logica para a escolha do melhor RMSE também foi em
programagao em C. Neste programa, apenas o menor RMSE (juntos com o conjunto
de parametros) é exibido. Assim, na Tabela 4, estdo os menores valores da raiz
do erro quadratico médio para o modelo de Gompertz usual, para as modelagens
fracionarias 1, 2 e 3.

Pela Tabela 4, nota-se que a utilizacdo da modelagem fracionaria 1
possibilita descrever uma curva que esteja mais proxima aos conjunto de dados na
descri¢ao do volume tumoral (HPV 16), em todos os casos de tumores nos oito ca-
mundongos estudados, foi encontrado a RMSE menor que em comparagao ao modelo
usual.

O mesmo nao acontece nas modelagens 2 e 3, apesar de encontrar, em
alguns casos, uma curva cuja RMSE seja menor, a curva exibida nao difere muito
da modelagem usual, quando 5 = 1. Note que os erros em ambas modelagens, sao
muito proximas, e ainda assim, em comparacao com a modelagem 2, a modelagem

3 possui, em todos os casos, RMSE menor.
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Tabela 4: Menor erro quadatrico médio para a modelagem de Gompertz usual
(RMSE - Usual), modelagem fracionaria 1 (RMSE - MF1), modelagem fracionéria
2 (RMSE - MF2) e modelagem fracionaria 3 (RMSE - MF3) referente ao volume de

dois tumores presentes em cada camundongo.

Camundongo/tumor ~RMSE — Usual (RMSE — MF1) (RMSE - MF2) (RMSE — MF3)

01/T1 95,433537 53, 645854 — -
01/72 35, 546764 26, 540644 34,261114 34,260247
02/T1 29,672261 26,871363 — -
02/T2 7,931534 7,875550 — -
03/T1 11, 662456 8, 815229 - —
03/72 14,214238 11,197725 - —
04/T1 19, 956067 11, 312258 19,955375 19,955373
04/72 24,045986 13,909315 - —
05/T1 12,623633 11, 208521 12, 565639 12, 565525
05/T2 11,890728 8, 333709 11, 890191 11, 890190
06/T1 50, 905538 45,657929 50, 884026 50, 883930
06/T2 8,446042 6,247425 8,351048 8,350951
07/T1 40, 226546 20, 914821 40, 179402 40, 179277
07/T2 16,865165 12,657300 16, 837984 16, 837970
08/T1 47,578958 32, 780956 47,290761 47,290203

08/T2 28, 848499 23,101748 — -
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A seguir estdo os gréaficos (8 camundongos / dois tumores) com as

modelagens 1 e 3 (quando houver) com a menor RMSE, juntamente com o conjunto
de dados exibindo o volume tumoral e 0 modelo usual de Gompertz. Nao serd exibida

a modelagem 2 por ser muito proxima da modelagem 3 e facilitar a compreensao

grafica.
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Figura 18: Curvas de crescimento tumoral do Camundongo 01.
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Figura 19: Curvas de crescimento tumoral do Camundongo 02.
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Figura 20: Curvas de crescimento tumoral do Camundongo 03.
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Figura 21: Curvas de crescimento tumoral do Camundongo 04.
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Figura 22: Curvas de crescimento tumoral do Camundongo 05.
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Figura 23: Curvas de crescimento tumoral do Camundongo 06.
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5.8 Observagoes Teodricas

Os resultados fornecem fortes evidéncias de que a taxa de crescimento
tumoral é especifica, quase todos os tumores registados para cada camundongo exi-
bem taxas de crescimento semelhantes, Tabela 3. A variabilidade inter-camundongo
¢ consideravelmente maior que a variabilidade intra-camundongo, produzindo dois
grupos distintos de camundongos que exibem tumores de crescimento lento e rapido,
como por exemplo o camundongo 05 e 01, respectivamente. Os camundongos utili-
zados foram criados em um fundo genético puro escolhido para minimizar a variacao
genética no momento do inicio do tumor. Rearranjos genéticos e variacoes intrinsecas
durante a maturagao do sistema imune podem contribuir para uma fonte de variacao
genética entre diferentes camundongos (Kosmrlj et al., 2008). Alternativamente, ou
além disso, a variagdo genética devida a mutagoes estocasticas (vs. herdadas) pode
explicar as diferencas observadas (Loizides et al., 2015).

Na execucao em C da Modelagem 1, nota-se que a curva com menor
RMSE estd nas proximidades de uma valor especifico de 7. Na Tabela 5 estd a
simulagao do tumor 2 no camundongo 07, cujo valor de [ e 7 sao exibidos a partir
do menor RMSE.

Note, mesmo que [ esteja variando, o valor do parametro 7 cujo menor
RMSE esta sempre entre os valores 15 e 16, 8 foi variado até que a raiz do erro
quadratico médio fosse o menor encontrado, 8 = 0.50. Este fato aconteceu na maior
parte das simulagoes quando nao ha uma discrepancia grande dos dados reais. Esta
informacao facilitaria em futuras programacoes sobre esta modelagem, o que ajudaria
em relacao ao custo computacional.

Na Figura 26, estao as menores RMSE comparado com o modelo de
Gompertz classico do camundongo 07/T2 (cujos parametros estao descritos em ne-

grito na Tabela 5), até encontrar o melhor conjunto de parametros com menor RMSE.

Vale também ressaltar que o valor do parametro 7 presente na mode-

lagem 1 dos dois tumores em cada camundongo nao se diferem tanto. Como mostra
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Figura 26: Curvas com menores RMSE a partir do modelo classico até § = 0,50 e

T =16,0.

a tabela 6.

Note que para o camundongo 01, no primeiro tumor na modelagem
1, 7 = 13 e no segundo tumor 7 = 14. No camundongo 02, 7 = 15 e 7 = 16,
respectivamente. No camundongo 03, 7 = 31 e 7 = 28 e assim por diante. O que
facilitaria a descoberta do valor do parametro 7 na modelagem de futuros tumores
presentes no mesmo camundongo. O valor deste parametro comeca a se dispersar
quando existe uma variabilidade maior no volume tumoral com o passar dos dias,
como nos ratos 05, 06 e 07.

Nas modelagens 2 e 3, o tempo para conseguir o melhor valor da raiz
do erro quadratico médio (e que seja menor que o RMSE do modelo de Gompertz
usual), em comparagao com a modelagem 1 é menor, visto que o valor ideal para /3
esta proximo de 1.

O que difere entre a modelagem 2 e 3 é 3'~# presente na modelagem
3. Na escolha da melhor RMSE, [ esta muito proximo de 1, o que explica no fato

de ambas terem praticamente a mesma RMSE. Ja que para valores de  proximos a

1, B — 1.
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Na Figura 27, estao as menores RMSE comparado com o modelo de
Gompertz classico, a variacao da ordem fracionaria com sua respectiva RMSE, estao

descritos na Tabela 7 (simulagao do camundongo 06 / T2).

Camundongo 06 / Tumor 2
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Figura 27: Curvas com menores RMSE a partir do modelo classico até g = 0, 989.

Note que quando hé a diminuicao da derivada fracionaria, inicialmente,
a RMSE também passa a diminuir (no caso em que conseguimos uma melhor apro-
ximagao dos dados reais). No entanto, o valor de §, como citado anteriormente, é
proximo de 1. Isso acontece pelo fato dessas duas modelagens (2 e 3) ter o comporta-
mento da curva de solucao apréoxima ao modelo classico. Além disso, quando existe
a diminuicao de derivada fracionaria, hd o aumento nos valores no grafico. A grande
diferenca da modelagem 1 é que para diferentes valores do parametro 7, podemos ter
curvas que estejam com crescimento menos elevado que o préximo modelo cléssico
(ordem inteira). Veja na Figura 28 as curvas para as trés modelagens variando 5 = 1,
6=0,9 8=06¢e 5 =0,3, e para modelagem 1, 7 = 30 e 7 = 10. As condicoes
iniciais e valores dos parametros dos modelos sao referentes ao camundongo 3, tumor
1.

Apesar das modelagens 2 e 3 terem o mesmo comportamento grafico,

nota-se, pela Figura 28, que a modelagem 2 tende a ser a primeira modelagem a
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Figura 28: Comportamento grafico das trés modelagens quando variado 7 (modela-

gem 1) e o valor da ordem da derivada fraciondria .

atingir a capacidade de suporte do modelo. A modelagem 1 nos leva a uma grande
possibilidade de curvas a serem estudas. Como visto nas teorias do célculo fra-
ciondrio, em alguns casos, a diminui¢ao da ordem da derivada fracionaria implica na
menor variagdo de crescimento (Kuroda et al., 2017b). O mesmo ocorre com este
modelo, apesar de nao parecer evidente, estamos considerando a capacidade de su-
porte do volume tumoral muito elevado em um periodo curto de tempo. O que nos
leva a pensar em uma maior taxa de variacao. Vide instantes iniciais da Figura 5.
No entanto, dependendo do valor referente a corregao dimensional 7, podemos obter
essa menor variacao de crescimento mesmo nos instantes iniciais.

Fica evidente a importancia de escolher a melhor modelagem, quando

se trata de modelos com dados reais. Neste trabalho vimos que, apesar de deixar 3
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e 7 livres na modelagem 1, mesmo com o custo computacional maior, conseguimos
resultados satisfatérios na descrigdo do volume tumoral (HPV 16). Isso nao implica
que esta modelagem seja melhor que a modelagem 2 e 3, no entanto, para este con-
junto de dados e com os parametros estabelecidos com os estudos de (Loizides et al.,
2015), esta modelagem conseguiu ajustar as curvas mais préximas do desenvolvi-
mento do volume tumoral. Vale ressaltar também a existéncia de outras modelagens
fracionarias, estas podem por sinal, serem “melhores” ou “piores”, no sentido de
ajuste dos dados, que as estudadas neste trabalho. Para qualquer conjunto finito de
pontos, consegue-se um polindomio que passa por todos eles, no entanto, seu com-
portamento, quando queremos descrever algum caso biolégico, pode nao ser o mais
adequado. Nas modelagens aqui realizadas, damos énfase ao fato de que apesar das
curvas estarem proximas aos dados reais, seu comportamento é o esperado quando

consideramos o desenvolvimento natural do tumor.
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Tabela 5: Desenvolvimento do programa informando o menor RMSE referente ao

camundongo 07/T2 (Modelagem 1).

8 T RMSE - MF1
1,00 —  16,865165
17 16, 382076
0,95 16  16,367973
15 16, 373660
16 15,890372
0,90 15  15,874839
14 15, 958304
16 15, 428412
0,85 15 15,371915
14 15, 557109
16 14, 977041
0,80 15  14,873507
14 15, 235464
16 14, 531101
0,75 15  14,397208
14 15,044312
16 14, 087423
0,70 15  13,974698
14 15,050011
17 15, 448617
0,65 16  13,648768
15 13, 658322
17 15, 520482
0,60 16  13,230770
15 13, 527676
17 15,591018
0,55 16  12,873332
15 13, 692143
17 15, 634528
0,50 16  12,657300
15 14, 282880
17 15, 643410
0,45 16 12,722966
15 15, 730913
17 15, 652147
0,40 16 13,276287
15 17, 239718
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Tabela 6: Valor do parametro 7 na Modelagem 1 para cada camundongo com seu

respectivo tumor .

Camundongo T1 T2

01 13 14
02 15 16
03 31 28
04 19 13
05 30 24
06 36 28
07 21 15
08 13 16

Tabela 7: Desenvolvimento do programa informando o menor RMSE referente ao

camundongo 06/T2 (Modelagem 3).

B RMSE - MF3
1,000  8,446042
0,999  8,430798
0,998  8,416758
0,997  8,403960
0,996  8,392443

0,995  8,382246
0,994  8,373406
0,993  8,365964
0,992  8,359957
0,991  8,355426
0,990  8,352411

0,989  8,350951
0,988 8,351085
0,987 8,352853
0,987 8,356294




6 CONCLUSOES

O cancer surge a partir de mutacoes, causadas no DNA celular, que
resultam na multiplicacao descontrolada destas células, dando origem a uma massa
tumoral que pode comprometer o funcionamento de 6rgaos e tecidos, e, consequente-
mente, do organismo como um todo (Martin et al., 2015). Neste trabalho buscamos,
através do modelo de Gompertz fracionario, analisar o desenvolvimento tumoral cau-
sado pela infec¢ao do papilomavirus humano de alto risco (HPV 16), que representa
atualmente o fator de risco mais importante na génese do carcinoma de colo uterino.

E improvével que os dados do crescimento de tumores humanos sejam
superados em breve para a maioria dos tipos de cancer. A modelagem de tumores de
animais experimentais, predominantemente camundongos, ¢ a melhor alternativa.
Nossos resultados mostram que o crescimento in vivo do tumor em camundongo
transgénico que expressam os oncogenes E6 e E7 tratados com DMBA / TPA (ini-
cializador e promotor do HPV 16), sdo altamente varidveis dentro e entre individuos
e que o modelo Gompertz pode ser usado para capturar as caracteristicas gerais
dessa variabilidade (Loizides et al., 2015). A modelagem fraciondria, cujo efeito de
memoria é considerado, mostrou-se 1til para descrever e explicar o desenvolvimento
do volume tumoral.

Neste trabalho utilizamos trés casos de modelagem fracionaria, mo-
delagens que surgiram a partir da nova modelagem fracionaria quando inserimos o
parametro 7, cuja fungao é corrigir dimensionalmente a imprecisao da modelagem
antiga. Em resumo, ao resolver uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem,

supdem que ambos os lados da equacio tenham a mesma dimensdo, tempo ' = s 1.

- . d d? -
Para considerar a versao fracionaria, troca-se 7 — prk se a fungao f(t) for exata-
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mente a mesma, é conveniente que o operador do lado esquerdo siga tendo dimensao

s7!. A inser¢ao do novo parametro 7, cuja dimensdo é [7] = s corrige dimensional-

1 d°
TR drP
As trés modelagens citadas acima foram a partir da escolha do

mente, pois passa a ser uma derivada no tempo no sentido usual.
parametro 7, na primeira modelagem deixamos a ordem da derivada e o parametro
de correcao dimensional livres, na segunda modelagem 7 esta em funcao do valor do
parametro presente no modelo de Gompertz e na terceira modelagem, 7 é a razao
entre a ordem da derivada fraciondaria e o parametro do modelo de Gompertz. Nota-
se que as trés modelagens possuem caracteristica especificas, que, apesar da primeira
modelagem ter custo computacional maior para ser resolvida, conseguimos ajustar
a curva de solucao mais proximas aos dados reais na descricao do volume tumoral
pela infeccao do HPV 16.

Trabalhar métodos numéricos referentes aos modelos fracionarios é um
cuidado que deve ser tomado. Existe grande risco ao extrapolar esta modelagem
com os métodos numéricos demonstrados apenas para equacoes diferenciais de or-
dem inteira. Vimos que a técnica do multi-passos com transformada diferencial
generalizada (MSGDTM), produz solugoes imprecisas a partir do segundo passo, o
problema ¢é explicado em termos da nao localidade da derivada de Caputo e das
propriedades da transformada diferencial generalizada (Kuroda et al., 2019). Ja o
método de Griinwald-Letnikov, prossegue iterativamente e a soma no esquema torna-
se cada vez mais longa, o que reflete que preserva o efeito da meméria (Scherer et al.,
2011).

Este trabalho pode abrir novos horizontes sobre as diferentes modela-
gens fracionarias utilizando a sua correcao dimensional. Comprovamos que o calculo
fracionario aplicado em modelos matematicos pode de fato descrever, em alguns ca-
sos, fenomenos de maneira mais realista. Essa ferramenta possibilitou analisar o
crescimento do volume tumoral causado pela infecao do HPV 16. Neste sentido,
mesmo com os camundongos eutanasiados, poderiamos prever o desenvolvimento

tumoral em tempos futuros.
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7 APENDICES

7.1 Apéndice A
7.1.1 Transformada de Laplace e Funcoes Especiais

Segundo Rispoli et al. (2018), solucionar problemas relacionados as
equacoes diferenciais é um trabalho que faz parte do cotidiano de fisicos, matematicos
e engenheiros. Dessa forma, o acesso a diferentes técnicas de solugao é extremamente
importante para o trabalho desses profissionais. Historicamente, o desenvolvimento
das técnicas de transformacao comeca com a procura por solugoes de certos tipos de
equagoes diferenciais na forma de integrais reais definidas (o que mais tarde acabou
nao se verificando, pois as transformadas em sua maioria sao integrais de contorno
em um plano complexo) (Tonidandel & Araijo, 2012). Esta busca comega com Euler,
que considera um tipo de transformagao para resolver uma equacao linear de segunda
ordem, similar a versao moderna da transformada de Laplace.

Apesar do nome “transformada de Laplace” nao se sabe exatamente
quem inventou esta transformada. A cerca de 200 anos, recheada de inovagoes,
disputas e mal-entendidos, esta transformada comeca a ser estudada com os primeiros
trabalhos do matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) em 1737 e Laplace em
1774, passando por nomes como Joseph Louis Lagrange (1736-1813) e o conterraneo
de Laplace, Augustin Louis Cauchy (1789-1857), ja no século XIX (Deakin, 1981;
Tonidandel & Aratjo, 2012).

A transformada de Laplace é um caso particular de um conjunto de
transformadas mais gerais ditas Transformadas Integrais (Medeiros & Santos, 2017).

Em geral transformadas integrais de uma funcdo f(¢) sao definidas como
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Defini¢ao 4 Seja k(s,t) conhecida como nicleo da transformada e o e 5 os limites

da integracao, definimos uma transformada integral da sequinte forma:

B
F(s) = / k(s,t) f(£)dt.

Existem diversos tipos de transformadas diferenciais, o que diferencia
uma transformada da outra sao os limites de integracao e o ntucleo da transfor-
mada. Na Tabela 8, estao alguns exemplos de tranformadas integrais, especificando
o simbolo, o nicleo e os limites de integracao.

Na transformada de Laplace a« = 0 e § = oo e o nucleo passa a
ser k(s,t) = e * (Spiegel, 1965), essa transformada é utilizada em problemas que

possuem dependéncia temporal. A transformada de Laplace é definida como:

Definicao 5 Seja f(t) : [0,00) — R admissivel, a transformada de Laplace de f(t),

denotada por F(s) ou Z[f(t)], € representada pela sequinte integral imprdpria,

F(s) = 21f(t)] = / et (). (84)

Laplace certamente desenvolveu as bases da teoria nascente e propiciou
grandes contribuicoes em funcos especiais, teoria das probabilidades, astronomia e
mecanica celeste (Tonidandel & Aratjo, 2012). Muitos problemas de Matematica,
envolvendo equagoes diferenciais, podem ser transformados em problemas algébricos
usando a transformada de Laplace. Para obter a solugao procurada é preciso inverter

a transformadade Laplace (de Jesus et al., 2017).

Teorema 3 Se F(s) € a transformada de Laplace de uma funcao f(t) admissivel,

vale a inversao

2 P(s)] = —— / U et (s)ds.

2 S
sendo v um numero complexo arbitrdrio, fizo, tal que Re(y) > «. A integral acima
deve ser compreendida como uma integral complexa ao longo da reta vertical que
passa pelo ponto Re(s) > -y, ela nos fornece o resultado direto da transformada de

Laplace.
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Com a utilizacao da transformada de Laplace, transformamos uma

equacao em outra, aparentemente mais simples de ser resolvida, resolvemos essa
equacao e recuperamos a solucao do problema de partida a partir da respectiva trans-
formada inversa (Teodoro, 2014; Kuroda, 2016). Em seguida, definiremos o produto
de convolucao e algumas funcoes, conhecidas como funcoes especiais'’, fundamentais

para entender o conceito de integracao e derivacao fracionaria.

7.1.2 Convolucao

Como visto em Soares (2016); Kuroda (2016), a transformada de La-
place é um operador linear, no entanto, a transformada do produto de duas fungoes
nao é o produto de suas transformadas. Assim, vamos introduzir o conceito de con-
volugao (o produto de convolugao) que é um produto conveniente no sentido que a
transformada de Laplace do produto de convolugao é o produto usual das transfor-

madas (Camargo, 2009).

Definigao 6 Sejam f(t) e g(t) funcoes admissiveis definidas no intervalo [0,00) e
com transformadas de Laplace F(s) e G(s) respectivamente. Definimos o produto de

convolugao entre f e g, denotado por (f = g)(t) como sendo a sequinte fungao,

ht) = (f * g)(t) = / £t — 6)g(6)ds.

Propriedade 1 Sejam f(t) e g(t) fungoes admissiveis definidas no intervalo [0, 00)

e com transformadas de Laplace F(s) e G(s) respectivamente, entio (f * g)(t) =

(g f)(t).

Teorema 4 Sejam f(t) e g(t) funcoes admissiveis definidas no intervalo [0,00) e

com transformadas de Laplace F(s) e G(s) respectivamente, entdo temos que,

Z[(f*g)t)] = F(s)G(s) & L7 [F(5)G(s)] = (f * 9)(t)-

1TUma funcao especial é uma funcio matemadtica particular, que por sua importancia no campo

da analise matematica, analise funcional, fisica e outras aplicagoes, possui nomes e designacoes mais

ou menos estabelecidas.
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As demonstracoes de proposigoes e teoremas podem ser vistos em Ca-
margo (2009); Camargo & Oliveira (2015); Soares (2016); Kuroda (2016).
A seguir, vamos apresentar as principais defini¢coes e propriedades das
funcoes especiais que estao relacionadas diretamente ao calculo fracionario, para

maiores detalhes sobre estas fungoes consultar o livro de Oliveira (2011).

7.1.3 Funcao Gama

A fungao gama (I") é uma das fungoes mais importantes na matemética,
considerada a funcao raiz da generalizacao do célculo usual pelo calculo de ordem
nao inteira, foi introduzida por Euler em 1730. Posteriormente, foi estudada por
outros matematicos, incluindo Adrian Marie Legendre, que, em 1809, a denominou

funcao gama (Artin, 1964).
Definicao 7 A Funcao gama € definida pela sequinte integral impropria:
I'(z) = / T eta (85)
0
com Re(z) > 0 a integral converge.
Propriedade 2 Seque da defini¢ao que
[(z+1)==zI'(2). (86)
Como I'(1) = 1, para n € N, podemos escrever

T'(n+1)=nl (87)

Como vimos anteriormente, a Funcao gama ¢é definida por uma integral
imprépria, cujo dominio é o conjunto dos ntimeros reais, com exce¢ao dos niimeros in-
teiros negativos e do zero como podemos ver na Figura 29, devido a nao-convergéncia

da integral (Grigoletto, 2014).
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Figura 29: Grafico da fungao I'(t), para valores reais.

7.1.4 Funcao Beta

A fungao beta é uma composicao de dois parametros de func¢oes gama
que tem sido bastante 1til na aplicagdo para ganhar seu préprio nome (Junior, 2010).

A definigao é dada a seguir.

Definigao 8 Sejam Re(p) > 0 e Re(q) > 0, a func¢ao beta, B(p,q), € definida como

Blp,q) /0 g (88)

Propriedade 3 A partir da defini¢cao da fungao beta e com a mudanga de varidvel
t=1-—t, obtemos

B(p,q) = B(q,p). (89)

A funcao beta pode ser expressa através de fungoes gama da seguinte

forma (Camargo, 2009; Junior, 2010)

B(p,q) = @), (90)
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7.1.5 Funcao de Mittag-LefHer

O interesse pelas fungoes do tipo Mittag-Leffler (ML) decorre da es-
treita ligagao destas funcoes com equagoes diferenciais e integrais de ordem fra-
ciondria e equagoes integrais do tipo Abel (Gorenflo et al., 2002). Neste caso, assim
como a funcao exponencial estd ligada & solugao de equagoes diferenciais com coefi-
cientes constantes, a funcao de ML tem um papel analogo para solucao de equagoes

diferenciais de ordem néo inteira (Ciniello et al., 2017).

Definigcao 9 (Fun¢ao de Mittag-Leffler de um parametro). A funcdo de Mittag-
Leffler € uma fung¢ao complexa que depende de um parametro complexo definida pela

sequinte série (Camargo & Oliveira, 2015; Ciniello et al., 2017)

kZ:()F1+ak com o« € C e Re(a)>0. (91)

Quando restringir z € R utiliza-se a variavel z. A funcao de Mittag-
Leffler de um parametro, equacao (91), E,(x), é uma generalizagao da funcao expo-

nencial quando o = 1 (Camargo & Oliveira, 2015),

o0

B =) Fa m 1+k Zk' -

k=0
A seguir, temos representacao grafica da funcao de Mittag-Leffler,

E.(x) e E,(x%), para diferentes valores de «, Figura 30 e Figura 31, respectiva-

mente. Vale ressaltar que E,(x®) é a funcao de Mittag-Leffler que mais aparece nas

aplicagoes.

Transformada de Laplace da Funcao de Mittag-Leffler de um parametro
Iremos aplicar a metodologia de transformada de Laplace (84) na

funcao de Mittag-Leffler (91), mas primeiramente, é necessario encontrar a trans-

formada de Laplace de t*.

Lt = / e St dt,
0

Fazendo a mudanca de varidvel u = st segue que,
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Figura 30: Graficos da funcao de Mittag-Leffler, E,(x) e E,(x%), respectivamente,
para 0 < a < 1.
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Figura 31: Graficos da fungao de Mittag-Leffler, E,(z) e E,(z®), respectivamente,
para a = 1,2, 3,4.

o [T qu*du 1 * e, la+1)
g[t]—/o (& <g> ?—Sa_i_l/() € Udu—w (92)

Assim, pela metodologia da transformada de Laplace, temos que
Z[E (Y] = / e By (M®)dt,

[e.9]

o0 (At
. —st
B /0 Zf‘ak—l—l)dt’
k=0
= () /°° o ]
_ e 't dt| .
> | warr

o r 1
Sabemos que / e Mt dt = (a+1) visto em (92). Assim,
0

gotl )
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o - Tlok+1)] o (W
=3 [ P -y
k=0 k=0
)k Sa—l
No entanto, é uma série geométrica cuja soma é ara
kz%akﬂ’ u rie g rica cuj . _)\pr
A
—| < 1. Portanto,
SOC
¢ 1
ZLIE,(\tY)] = . 93
[Ba(M)] = —— (93)

Defini¢ao 10 (Funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros). A fun¢do de Mittag-
Leffler de dois parametros € uma funcao complexa, que depende de parametros com-

plezxos, representada pela série (Teodoro, 2014; Camargo € Oliveira, 2015)

o

Zfﬁ+ak com a,0€C, Re(a) >0 e Re(f)>0. (94)

k=0
A fungao de Mittag-Leffler de dois parametros na equagao (94),

E, p(x), ¢ um generalizagao da fungao de Mittag-Leffler de um parametro na equacao

(91), quando g =1,

=Y w5 = B
pare 1+ ak:

Teorema 5 Seja a € C com Re(a) > 0, temos que

1= Eo(=2%)

ZOL

Egai1(—2%) = (95)

Transformada de Laplace da Fung¢ao de Mittag-Leffler de dois parametros

Iremos aplicar a metodologia de transformada de Laplace (84) na
fungio t*71E, 5(A\t), que envolve a funcio de Mittag-Leffler de dois parametros
(94).
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o0

LT ELs(MY)] = e P E, s(AtY)dL,

S~

o0 6

= (M)
—st ps—1
t Z ak+ﬁ
— > —styak+pB—1
Z{ ok 1 7) / e~ dt],

.« (NF T(ak+B)
B kz:: [F(akjtﬁ) skt } ’

I
S~

k=0
= (A)F . . . , s*7F
No entanto, w15 © uma serle geometrica cuja soma ¢ para
i +8 s* — \
A
—| < 1. Portanto,
sa
Ch
LW Bag(N)] = = (96)

7.1.6 Funcao Gel’fand-Shilov

Iremos apresentar nesta secao a funcao de Gel’fand-Shilov, que é fun-

damental na introdugao da integral fraciondria® (Mainardi, 2010; Kuroda, 2016).

Definigao 11 Definimos a fun¢ao de Gel’fand-Shilov de ordem v (ndo-inteiro),

como:
v—1
set >0
b, (t) = '(v) (97)
0 set <O.

Apresentaremos a seguir os graficos da funcao Gel’fand-Shilov em trés
intervalos distintos em que ha mudanca de monoticidade e de concavidade quando
variamos v, na Figura 32 temos 0 < v < 1, na Figura 33, 1 < v < 2 e na Figura 34

temos 2 < v < 3.
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Figura 32: Graficos da funcao ¢,, para 0 < v < 1.
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Figura 33: Gréficos da funcao ¢,, para 1 < v < 2.

Aplicando a transformada de Laplace (84) na func¢ao de Gel’fand-Shilov
(97) temos que,
Lo, (t)]) =s".

Podemos escrever a conhecida série de Taylor em termos da funcao de
Gel’fand-Shilov. Vejamos, a série de Taylor de f(t) em torno do ponto = = a é da

forma,
f" (a)

n!

ft) = ian(t —a)" sendo a, =
n=0

Assim, reescrevendo essa série em termos da funcao de Gel’fand-Shilov

com v =n € R, temos

F#) =Y ou(t —a)f™(a).

18 A integral fraciondria serd estudada na préxima sessdo.
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Figura 34: Grafico da funcao ¢,, para 2 < v < 3.

7.2 Apéndice B

Solugao completa do oscilador harménico fracionario (33) utilizando a

metodologia da transformada de Laplace.

1

g [cDPz(t)] —w?z(t) = 0
75 [cD2(t)] = —wa(t)
ﬁ [cD¥x(t)] = —wa(t), 0<pB<1,
ﬁz [cD¥x(t)] = - [w’a(t)]
ey [F(s) — P7(0)] = —PE(s)
szBF(s) — Py = —7-2(1_5)w2F(3)
[0 + WP F(s) = 52
F(s) = s28-1g,

$28 4 y272(-B)

Aplicando a transformada de Laplace inversa,



26—-1
e

526 4 272(1-P)
xOEgg(—WQTQ(l_B)tQB), B=wr, 0<7<

W2B)
N

zoEag (— (w7)2(1_ﬁ)w2ﬁt25)

ZL’(]Egﬁ (—52(1_5) (wt)zﬁ) .

SIS

114



7.3

f(®)

115

Apéndice C

Mostraremos a seguir os resultados exibidos da Tabela 2.
1) Pela definicao (56) e seja f(t) = rz(t),

1

PO = pgpgp LDV IOy

r

T [P 0,

= rX(t).

2) Pela definigao (56) e seja f(t) = x(t) £ y(t),
1

F(k) = ————[(D")(x(t) £y(t)],_,, .

T(Bk+ 1)

—

= 1D PO T -

3) Pela definigao (58) e seja f(t) = x(t)y(t),

oo}

S X(K)(E —to)* Z R)(t — o)
k=0

(X(0) + X1t —t0)® + X(2)(t — t0)?P +..).(Y(0) + Y (1) (t — t0)® + Y (2)(t — t0)* +...),

X(0)Y(0) + (X(0)Y (1) + X(1)Y (0)(t — )" + (X(0)Y'(2) + X ()Y (1) + X (2)Y (0))(t —t0)* + ...,

iix(l Dt — to)?F.
k=0 1=0
Logo,
k
F(k)y=> XY (k-1

4) Pela definicio (56) e seja f(t) = «DPg(t),
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F(k) = m [(eDM)ED g(b)],,,

1

= e (P e0)

B T(B(k+1)+1) o
T TBk+DI(Bk+1)+1) (D) 9]y,

DBkt + 1)
- TG T Gk +1).

7.4 Apéndice D
7.4.1 Desenvolvimento Académico

Descritos abaixo as atividades académicas no decorrer do doutorado,
realizado com apoio da Coordenacgao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Supe-
rior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001, Processo: 33004064083P2.
Agradeco o grupo de pesquisa CFQFC.

Participacao do Programa de Aperfeicoamento e Apoio a Docéncia no

Ensino Superior (PAADES)

Primeiro semestre de 2019.

Disciplina: Matematica aplicada a engenharia.
Curso: Engenharia de produgao.

Local: UNESP - Bauru.

Segundo semestre de 2019.

Disciplina: Matematica aplicada a engenharia.
Curso: Engenharia elétrica.

Local: UNESP - Bauru.
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Tabela 8: Tabela de Transformadas integrais.
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Transformada Simbolo Ntcleo I5; Q@
eiwt
Transformada de Fourier F —00 00
V2T
Transformada de Mellin M st 0 00
Transformada de Laplace Bilateral B e st —00 00
Transformada de Laplace A4 e st 0 00
Transformada de Hankel H tJ, (ut) 0 00
t
Transformada de Abel o —_— u 00
t2 _ u2
. 1 1
Transformada de Hilbert I — —00 00
Tu—1
Transformada Identidade I d(u —t) f<u a>u
Transformada de cosseno € e cos(ut) 0 00
1 t—u
Transformada de wavelet /2 —Vv —00 00
NG s




