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" Grandes realizagbes nao sao
feitas por impulso, mas por
uma soma de pequenas

realizagoes.”

(Vincent Van Gogh)
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Resumo

Este trabalho é dedicado aos reticulados algébricos. Estudamos os reticulados de
posto 2 e 3 obtidos via representagdo geométrica de Z-mdédulos do seu anel dos inteiros
algébricos e os reticulados de posto 3 obtidos via representacdo geométrica de ideais.
Visando calcular a densidade de centro de tais reticulados, é fundamental o estudo de

seus discriminantes e minimizacao de uma forma quadritica e da norma de um ideal.

Palavras-Chave: Reticulados, Reticulados Algébricos, Densidade de Centro.
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Abstract

This work is dedicated to the algebraic lattices. We study the lattices of rank 2 and 3
generated from geometric representation of Z-modules of their algebraic integer ring and
lattices of rank 3 generated from geometric representation of ideals. For calculating the
center density of these lattices, it is fundamental to study of their discriminant and the

minimization of a quadratic form and of the norm of ideal.

Keywords: Lattices, Algebraic Lattices, Center Density.
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Indice de Simbolos

N: o conjunto dos nimeros naturais

o conjunto dos nimeros inteiros

o conjunto dos nimeros reais

Z:
Q: o conjunto dos nimeros racionais
R:
C:

o conjunto dos nimeros complexos
df: grau do polinémio f
[L : K]: grau de L sobre K
[I: produtério
>_: somatério
det A: determinante de A
(@i;): matriz
fo(X): polinoémio caracteristico de o
Alay, . .., ap):discriminante de uma n-upla
Op: anel dos inteiros algébricos do corpo de nimeros K
#X: cardinalidade do conjunto X
a,b,c,p,...: ideais
a~!: inverso de um ideal fraciondrio
N(a): norma de a
Az B: produto cartesiano de A por B
(r,s): méximo divisor comum de r e s
#(n): nimero de elementos de (%) ' ou ¢ de Euler

A[X]: anel dos polinémios sobre A em X
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Introducao

Entendemos por Empacotamento Esférico a disposicdo de esferas de mesmo raio no
espaco euclidiano n-dimensional de tal modo que a interseccio de duas delas tenha no
maximo um ponto.

Um problema associado ao Empacotamento Esférico é o de dispor essas esferas no
espago, de modo que elas ocupem a maior parte desse espago, ou seja, que esta distribuicao
tenha alta densidade.

Devido & importancia dessa questdo, durante um Congresso em Paris, no ano de 1900,
Hilbert citou-a como sendo o 18° Problema de uma seleta lista de desafios que viriam
ocupar destaque no desenvolvimento da ciéncia moderna.

Dentre os empacotamentos esféricos aqueles cujo conjunto de centros das esferas cons-
tituia um subgrupo discreto do R™, despertaram particular interesse e passaram a se
chamar empacotamentos reticulados.

Por volta de 1948, surgiu a idéia, pelo artigo de Claude Shannon, que o problema de
encontrar empacotamentos esféricos densos em um dado espago é equivalente a encontrar
cddigos corretores de erro eficientes. A partir dai, passaram-se a associar o estudo dos
cédigos ao dos reticulados. Com isso, o interesse pelo 18° Problema de Hilbert aumentou
consideravelmente, surgiram vérias familias de reticulados, cada uma destas visando dar

uma melhor contribui¢cao no que diz respeito & densidade de empacotamento.
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Introdugao 13

Dentre tais modelos, destaca-se o descrito por Minkowski, chamado método algébrico
baseado na teoria algébrica dos nimeros, o qual utilizaremos neste trabalho.

Devido & complexidade e importancia relevante dos resultados aqui abordados, este
trabalho tem como objetivo obter reticulados algébricos de postos 2 e 3 e buscar resultados
explicitos para a férmula da densidade de centro de tais reticulados, usando a Teoria
Algébrica dos Niimeros.

Vale ressaltar que cada resultado aqui enunciado, ser4 acompanhado de um nimero
que representa a referéncia que o contém. Quando tal nimero nao aparece é porque se
trata de resultado de dominio piiblico ou de nossa autoria.

O Capitulo 1 se destina aos leitores com menos conhecimentos em Teoria Algébrica
dos Nimeros, ao nivel das referéncias ([13], [11]).

Introduzimos os conceitos de elemento algébrico, extensoes algébricas, corpos de niimeros,
inteiro algébrico, base integral, anel dos inteiros algébricos, norma e trago de um elemento,
fatoragdao de um ideal, norma de um ideal, entre outros.

A base integral tem sua importancia no calculo do discriminante e mostraremos este
é sempre um numero inteiro ndo nulo (Lema 1.4.1).

Com relagao ao anel dos inteiros algébricos, mostraremos que este ¢ um Z-médulo
livre de posto n (Teorema 1.4.1) e ainda que é um anel de Dedekind (Teorema 1.7.1).

Quanto a fatoragao de ideais, provaremos que o conjunto dos ideais fraciondrios do

anel dos inteiros algébricos de um corpo K é um grupo abeliano multiplicativo (Teorema

1.7.2), e ainda, que todo ideal nao nulo deste mesmo anel pode ser fatorado unicamente

como um produto de ideais primos (Teorema 1.7.3).
Ainda neste capitulo, apresentamos o Lema de Kummer que serd de grande im-

portancia para a decomposi¢ao de um ideal primo em uma extensao.
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Introducao 14

Por fim, definimos norma de um ideal e apresentamos alguns resultados que serdo
utilizados no decorrer deste trabalho.

No Capitulo 2 caracterizaremos base integral, o anel dos inteiros algébricos e o discri-
minante de corpos quadraticos e ciclotdmicos. Também apresentaremos a decomposigao
de um ideal primo numa extensdo galoisiana e em relacio a este tipo de ideal serdo
definidos o grupo de decomposicao e de inércia.

Definiremos ainda reticulado, empacotamento esférico, densidade de empacotamento,
densidade de centro e apresentamos o Método de Minkowski (Homomorfismo Canénico),
para obtencao de reticulados via representagdo geométrica de ideais. O Teorema 2.5.1
constitui um importante resultado deste capitulo, pois mostra que a representacio geo-
métrica de um ideal é um reticulado.

O terceiro Capitulo é dedicado aos reticulados algébricos e suas aplicagoes, nele em-
pregamos toda a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores.

O objetivo principal deste capitulo é o célculo a densidade de centro de alguns reticu-
lados. Nosso maior desafio no cdlculo da densidade de centro est4 em minimizarmos uma
forma quadrética, oriunda da fungéao traco.

Iniciamos com os reticulados obtidos via representagdo geométrica de Z-mddulos de
anéis dos inteiros algébricos, neste calculamos a densidade de centro em dimensées 2 e 3,

e em ambos os casos explicitamos uma familia de reticulados cuja densidade de centro é

recorde.

Em seguida estudamos os reticulados obtidos via representacao geométrica de ideais,

neste enfocamos a representagao geométrica de ideais principais e a representagao geométrica

de ideais néo principais, em ambos os casos calculamos a densidade de centro para alguns

reticulados algébricos de posto 3.
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Introducao 15

E importante observar que a utilizagao dos softwares MAPLE 7, Microsoft Excel e

GAP, foram indispenséveis aos calculos aqui desenvolvidos.
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Capitulo 1

Corpos de Numeros

O objetivo deste capitulo é introduzir conceitos basicos da Teoria Algébrica dos Niimeros,

tendo em vista fornecer pré-requisitos para um melhor entendimento dos capitulos poste-
riores e também a familiarizacao com a notagao aqui adotada. A presente redacdo visa
os leitores que tenham conhecimentos elementares de .f\lgebra, que pode ser encontrado
nas referéncias ([3], [5]).

Neste capitulo introduziremos conceitos importantes da Teoria Algébrica do Nimeros,
tais como elementos algébricos sobre um corpo, inteiros sobre um anel e observaremos as
relacoes entre eles. Em seguida definiremos Corpo de Niimeros e alguns de seus principais
parametros, como: Anel dos Inteiros Algébricos, Discriminante, Base Integral, Norma e
Trago de um elemento.

As trés tltimas segOes serdo dedicadas ao estudo da fatoracdo de ideais e norma de

um ideal.
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1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo

1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo

Quando K é um subcorpo do corpo L, dizemos que L é uma extensao do corpo K
e denotamos por L/K uma extensdo de corpos. Denominamos a dimensdao de L visto
como espago vetorial sobre K como sendo o grau de L sobre K e denotamos por [L : K].
Dizemos que L/K é uma extenséo finita se [L : K] é finito. Dados K C L corpos e @ um
elemento de L, denotaremos por K[a] o conjunto de todas as expressoes polinomiais em
a com coeficientes em K.

Sejam R um anel e K um subcorpo de R. Dizemos que um elemento o € R é algébrico

sobre K, se é raiz de um polinémio nao nulo, com coeficientes em K. Caso contrario,

dizemos que « é transcedente sobre K.
Exemplo 1.1.1 O elemento a = V/3+ /=5 € algébrico sobre Q, pois € raiz do polinémio
X* +4X?* + 64 € Q[X].

Dizemos que uma extensdo L/K é algébrica se todo elemento de L é algébrico sobre
K e uma extensao L/K é simples quando existe o € L tal que:

L= K(e) = {f(a)/9(e) : f(X), 9(X) € K[X] e g(e) # 0}.

Sejam a € L algébrico sobre K e J = {p € K[X] : p(a) = 0}. O conjunto J contém um
tinico polinémio monico p, = X" + an_1 X" 1+ ...+ ap de grau minimo; p, ¢ irredutivel
sobre K e se a # 0, entdo ag # 0. O polindmio p, que definimos acima é chamado
polindémio minimal de a sobre K, e seu grau é chamado de grau de « sobre K.

Para a algébrico, temos o seguinte resultado:

Sejam L sobre K uma extensdo e a € L, entdo a é algébrico sobre K se, e somente

se, K () é uma extensdo finita de K. Neste caso, [K(a) : K] = Op, onde p é o polinémio

minimal de « sobre K e K(a) = K[a].
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1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo 18

Uma extensao L de um corpo K é um fécho algébrico de K se, L é uma extensao
algébrica de K e L é um corpo algebricamente fechado.

Outro resultado muito 1til de extensoes algébricas é que sendo K um corpo, L uma
extensao algébrica de K e F' uma extensao algébrica de L, temos que F' é uma extensao
algébrica de K e vale [F : K| = [F : L][L : K].

Denotamos por A o conjunto de todos os nimeros algébricos, o qual é corpo devido

ao seguinte teorema.

Teorema 1.1.1 ([13], pag. 39) O conjunto A dos niimeros algébricos € um subcorpo de

C.

Definimos um corpo de niimeros como sendo um subcorpo K de C tal que [K : Q] é
finito. Isto implica que todo elemento de K é algébrico sobre Q e assim K C A. Se K é
um corpo de nimeros entdao K = Q(«y, ..., a,) para finitos nimeros algébricos a1, ..., a,

(por exemplo uma base para K como espago vetorial sobre Q).

Teorema 1.1.2 ([19), pag. 40) Seja K um corpo de mimeros, entdo K = Q(6), para

algum @ algébrico.

Demonstragao:

Como K é um corpo de nimeros, K ¢é infinito e visto que K é obtido de Q pela
adjuncdo de um nimero finito de elementos, suponhamos K = Q(ay, ..., ay). Faremos a
demonstracao por inducdo sobre n. Se n = 1, K = Q(a;) e tomemos f = a;. Provando

que Q(ay, a3) = Q(#) entdo, por hipétese de indugdo sobre s, s < n — 1, temos que:

K =Q(ay,...,an-1)(an) = Q(B)Q(an) = Q(B, an) = Q(6).




1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo 19

Assim, ¢ suficiente provarmos para n = 2. Consideremos K = Q(e, 3) e sejam p(X) e
q(X) os polinémios minimais de a e 3 sobre K, respectivamente, e suponhamos que sobre

C tenham a seguinte fatoraco:
p(X)=(X—Q’1)(X—Q’n) € Q(X)=(X—}31)(X—ﬁﬂ),

e tomemos oy = « e ) = . Como os ;s e ;s sao distintos, para cada i e cada k # 1,

existe no minimo um elemento z € K, tal que:
o; +$ﬁk = + :Cﬁl.

Se existem somente algumas destas equagées, tomemos ¢ # 0 em Q, diferente de

qualquer um destes z's, e entéo:

; —
ait+chy#Fort+cf = c#F ——

ay
B — B’

paral<i<n, 2<k <m. Sejad =a+cf.

Afirmacdo: Q(f) = Q(a, 8). Com efeito, observemos que 6 é uma combinacio linear
de a e B com coeficientes racionais, logo Q(6) C Q(a, 8). Devemos mostrar que a e
estdo em Q(6), para isto é suficiente mostrarmos que 3 € Q(6) se « = 6 — cf. Agora
p(0 — cf) = p(a) = 0. Definimos o polindémio:

r(X) =p(6 — cX) € Q(6)[X],

entdao (3 é raiz dos polindmios r e g sobre Q(#). Esses polindmios tem somente uma raiz
comum (. Se 7(¢) = q(¢), entdo { é um dos fy,. .., Bm € também 0—c¢ é um dos ay, . . ., ap.
Mas pela escolha de ¢, ( = (. Seja h(X) o polinomio minimal de § sobre Q(6). Entéo

h(X) | ¢(X) e h(X) | 7(X). Visto que ¢(X) e r(X) tem exatamente uma raiz comum em

C e todo polinomio irredutivel em C nao tem raizes repetidas, temos que dh = 1. Dal,

h(X) = X +p,
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1.2 Conjugados e Discriminantes 20

para p € Q(0). Agora 0 = h(B) = B + u, o que implica que f = —u € Q(6) e portanto

Q(a, B) € Q(8), donde concluimos a demonstragao.

Exemplo 1.1.2 Se K = Q(V/3, V/5), temos que f(X) = X2 —3 ¢ o polinémio irredutivel
de /3 sobre Q e g(X) = X3 — 5 ¢é o polinémio irredutivel de /5 sobre Q. As raizes de f
sdoay =3 eay =—V3 easdegsiof =5 B= 5w efs=/5w? ondew = eF.
Devemos encontrar ¢ € Q, de modo que,

Q; — Qg

A J#L (L1)

¢ #
A equagao (1.1) vale para todo ¢ € Q*, em particular para c = 1, temos K = Q(v/3 +

V5).

Proposigao 1.1.1 ([7], pag. 38) Sejam K um corpo, f(X) € K[X] um polinémio ir-
redutivel e o, raizes de f(X) em alguma extensdo de K. Entdo existe um inico K-

isomorfismo ¢ : K(a) — K(f), tal que p(a) = (.

1.2 Conjugados e Discriminantes

Em geral, dado K = Q(#) um corpo de niimeros, existem muitos monomorfismos

distintos de K em C. O conjunto de tais monomorfismos forma a parte fundamental da

teoria utilizada neste trabalho.

Teorema 1.2.1 ([13], pag. 41) Seja K = Q(6) um corpo de nimeros de grau n. Entdo

existem ezatamente n monomorfismos distintos

gi: K — C.




1.2 Conjugados e Discriminantes

Os elementos 0;(0) = 6;, sdo as raizes em C do polinémio minimal de 8 sobre Q.

Demonstragao:

Sejam 6y,...,0, as raizes (distintas) do polinémio minimal f(X). Logo,
fX)=(X—=61)...(X —06,).
Pela Proposigdo 1.1.1, existe um tnico isomorfismo:
0i:Q(0) — Q(6:), i=1,...,n,

tal que o;(6) = 6;. Por outro lado, se existe um monomorfismo ¢ : K — C, precisamos

mostrar que o(6) é raiz de f(X). Visto que:

0=0 (Z a,—t’i‘) = f(a(8))

entdo, o(f) é raiz de f(X). Logo, 0 = o;, para algum i, e portanto os monomorfismos

descritos sao os 1inicos possiveis.

Sejam K = Q(#), um corpo de nimeros de grau n e gy, . .., 0, 0s monomorfismos de K

em C. Para cada a € K, definimos o polinomio caracteristico de a sobre @, como sendo:

falX) = [[(X = (@), (12)

Teorema 1.2.2 ([15], pag. 42) Os coeficientes do polinémio caracteristico sdGo nimeros

racionais, de modo que fo(X) € Q[X].

Demonstragao:

Podemos escrever o polinémio (1.2) da seguinte maneira:

falz) = X™ — (Z a,-(a)) X"+ (=) [Joul@).

i=1




1.2 Conjugados e Discriminantes

Por outro lado,

m

irr(a, Q) = H(X - o),

i=1

sendo os a!s as raizes de irr(a,Q),i =1,...,m.

Sejam ¢y, . . ., @y 08 monomorfismos de Q(a) em C definidos de modo que:
o = pile), t=1,...,m

Visto que cada ¢; tem [K : Q(a)] extensoes de K em C, concluimos que:
fa(X) = irr(a, QU

n
Consequentemente, os coeficientes de f,(X) e, em particular, Z oi(a H
i=1 i=1

numeros racionais.

Desta demostracao temos duas consequéncias importantes: o polindmio caracteristico
fa é uma poténcia do polinémio minimal p e os K-conjugados de « séo as raizes de p em
C, cada uma repetida n/m vezes, onde m = 9dp.

Os elementos o;(a), parai = 1,...,n, sdo chamados K-conjugados de c. Por exemplo,

sobre Q, V7 e —/7 sdo os conjugados de v/7, mas por outro lado 1+ v/3 e v/3 néo sdo

Q-conjugados de v/3. Embora os 6; sejam distintos (e sio K-conjugados de 6), nem sempre
é verdade que os K-conjugados de a sdo distintos. Note que os K-conjugados de a nao
sdao necessariamente elementos de K, isto é, os 6; ndo sdo necessariamente elementos de
K. Por exemplo, seja 0 a raiz real ctibica de 7, entdo Q(@) é um subcorpo de R. Os K-

V3

-1 o ;
conjugados de # sdo 0, wh, w?d, onde w = = + i As duas tltimas nao sao reais,
assim néo estdo em Q(0).

Considerando K = Q(#) um corpo de niimeros de grau n, {ai,...,a,} uma n-upla

de K e 0y,...,0, 0s monomorfismos de K em C, definimos o discriminante desta n-upla
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1.2 Conjugados e Discriminantes

por:
Alay, ..., an] = (det(oi(a;)))> (1.3)

Exemplo 1.2.1 Sejam K = Q(v/11) um corpo de nimeros e {1,/11} uma base de K.

Entao:

1 V11
Y —RALL

s (—2\/ﬁ)2 = M.

A [1, \/ﬁJ = | det

Lema 1.2.1 Sejam K um corpo de nimeros de grau n, {ci,...,a,} e {B1,...,0,} sub-

conjuntos de K tais que (B = Zcika,;, comcy, € Q, k=1,...,n. Entdo:

AlBi,y. .., B = (det(cik))*Ala,. .., ]

Demonstracao:

Por definigao,

A[ﬁl:- . -aﬁ‘n]

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesprl 12 13 14 15 16 17 18.
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( Zcilo'l(a’i)

\ Zcuan(as)

( me(ﬂfi)

(det(cik))?.(det(o:(e;)))?

(det(cik))®.Afan, ..., an).

Exemplo 1.2.2 Vimos no Ezemplo 1.2.1 que o discriminante da base {1, /11}, do corpo

de nimeros K = Q(v/11) € 44. Agora, considerando uma outra base de K, por exemplo,

{8 - V11,5 + 3\/1_1}, seque do Lema 1.2.1 que:

2

A[S—\/H,5+3\/ﬁ]= det St .A[l,\/ﬁ]=292.44.
5 3

Teorema 1.2.3 ([15], pag. 44) O discriminante de toda base para K = Q(6) € racional

e ndo nulo, e se todos 0s K -conjugados de 0 sdo reais, entdo o discriminante de toda base

€ positivo.

Demonstragao:

Seja {1,0,...,6" '} uma base de K e suponhamos que os conjugados de ¢ sejam
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6y,...,0,. Pela defini¢dao de discriminante,
T (91)
A=A[,8,...,0%7% = | det : : = (det(0:(6;)))>.
cl".n(‘gl)
Um determinante da forma D = det(c;(6;)) é chamado determinante de Vandermonde

e tem valor

D= [ 6 -6).

1<i<jgn

A=( 11 (9,-—9j))2

1<i<j<n

e A # 0, pois 6; # 60;, se i # j. Sendo f(X) = irr(0,Q), entdo f(X) = f[(X —6;) e sua
i=1

derivada f'(X) = /(X) - Calculando a derivada em cada 6;, temos:
(X —6;)

i=1

f(61) ... f(6n)

(61 — 02) (61 — 05) ... (61 — 0,)(62 — 61)(62 — 63) ... (6 — 6,) ...
(6n —61) ... (60 — 6n1)

(= (61 — 62)*)(=(61 = 63)%) ... (= (61 — 64)%) ... (= (Bn-1 — 6n)?)

1<i<j<n

Logo, + [[ F/(6:) = [ (6:—6;)> Mas, f'(6:) = o:(f(6:)) e f'(6) € Q(0).
i=1 1<i<j<n
Logo, o polinémio caracteristico de f'(6) sobre Q é:

froX) = [IX - or'@) =X~ (Z os(f‘(ﬁ))) X+ (1 o).

i=1

Como cada coeficiente de fg)(X) € racional, segue que A é um niimero racional.
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Com a notacdo acima, A é zero se, e somente se, algum 6; é igual a outro 6;. Portanto,
para que A nao se anule passamos a discriminar os #;, o que motiva a nomenclatura de

A.

1.3 Inteiros Algébricos

Sejam R um anel e A um subanel de R. Dizemos que um elemento # € R é inteiro
algébrico sobre A, se este é raiz de um polinémio ménico com coeficientes em A.

Em outras palavras,
0"+ a, 10" ...+ 210+ a0 =0,
onde a; € A, para todo 1.
Exemplo 1.3.1 Os elementos x = V2 + /3 e 0 = /=5 sdo inteiros algébricos sobre Z.
Segundo a definigao, a é algébrico sobre um corpo K, se satisfaz uma equagao do tipo:

0" + ap10™ ...+ aja+ag =0,

com a; € K, a, # 0. Multiplicando esta equagio por a;!, temos:

1

o™ +a, An_10™ M+ .. +alaa+a;lag = 0.

Portanto, sobre um corpo, o conceito de elemento algébrico coincide com o de inteiro
algébrico.

Sendo [L : K] finito, entdo L é uma extensdo algébrica de K. E como vimos, ser
algébrico tem o mesmo significado de ser inteiro algébrico sobre um corpo, assim podemos
usar os resultados obtidos para elementos algébricos em inteiros algébricos. Logo, para

K C Rez € R, z é algébrico sobre K se, e somente se, [K[z] : K] é finito.
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Chamamos de B o conjunto dos 6 € R, tais que 6 é um inteiro algébrico sobre A. Um

dos objetivos desta secao € mostrarmos que B é subanel de A.

Lema 1.3.1 ([19], pag. 46) Um niimero complezo 6 é um inteiro algébrico se, e somente

se, o grupo aditivo gerado por todas poténcias 1,0,60%,... € finitamente gerado.

Teorema 1.3.1 ([13], pag. 47) Os inteiros algébricos formam um subanel do corpo dos

niumeros algébricos.
A partir de uma extensao simples desta técnica temos o seguinte:

Teorema 1.3.2 ([13], pag. 47) Seja 6 um nimero complezo satisfazendo um polinémio

ménico cujos coeficientes sao inteiros algébricos. Entdo 6 € um inteiro algébrico.

A partir dos Teoremas 1.3.1 e 1.3.2, podemos construir novos inteiros algébricos desco-
nhecidos, por exemplo, v/2 e /3 sdo claramente inteiros algébricos. Entdo, pelo Teorema
1.3.1, os niimeros, tais como, v/2++v/3, 9v/2—-86v3 e (v/2)3(1+/3)?, também séo inteiros

algébricos. E pelo Teorema 1.3.2 os zeros do polindémio

X% — (14 + V3)X° + (V2)X® — 19V3,

sao inteiros algébricos.

Para todo corpo de niimeros K escrevemos
Oxk=KnNnB
e Ok é denominado o anel dos inteiros algébricos de K.

Lema 1.3.2 ([18], pag. 49) Sejam K um corpo de nimeros e & um elemento ndo nulo

de K. Entado, para algum c inteiro ndo nulo temos que ca € Ok.
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1.3 Inteiros Algébricos

Demonstragao:

Seja f(X) = X™ + an1 X" 1 + ... + ap = irr(a, Q). Entdo, existe c € Z* tal que,
ef(X) = X" +éaz 1 X" i+ cag € Z[(X].
Multiplicando ¢f(X) por ¢*~!, obtemos o polinémio:
9(X) = c"f(X) = (eX)" + can-1(cX)" ! +... + c"ap € Z[X],
que tem a como raiz. Entretanto, substituindo ¢X por Y, obtemos o polindmio ménico:
h(Y)=Y"+can Y 1 +... + "ay,

cujos coeficientes sdo inteiros e tem ca como raiz. Portanto ca € Ok.

Coroldrio 1.3.1 ([13], pag. 49) Seja K um corpo de mimeros. Entio, K = Q(f), para

algum @ inteiro algébrico.

Observagao 1.3.1 Para 0 € C, escrevemos Z[f] como sendo o conjunto dos elementos
p(8), para polinémios p € Z[X]. Se K = Q(0), onde 8 é um inteiro algébrico, entdio,
certamente Ok contém Z[6), se Ok € um anel contendo 6. De qualquer modo, Ok ndo
€ necessariamente igual a Z[0). Por exzemplo, Q(v/13) € um corpo de nimeros e v/13 um

inteiro algébrico. Mas,

1+/13
2

¢é um zero de X* — X — 3 = 0, e assim um inteiro algébrico contido em Q(v/13), entdo

pertence a Ok e ndo pertence a Z[/13].

O critério abaixo é 1til, em termos de polinémio minimal, para testar se um nimero

€ um inteiro algébrico.
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Lema 1.3.3 ([18], pag. 49) Um nimero algébrico a é um inteiro algébrico se, e somente

se, seu polindmio minimal sobre Q tem coeficientes em Z.

Demonstragao:

Seja p(X) = irr(a, Q). Caso p(X) € Z[X], entdao a é um inteiro algébrico. Reciproca-
mente, se a ¢ um inteiro algébrico, entao existe ¢(X) € Z[X], monico, tal que g(a) = 0.
Sendo p(X) = irr(a, Q) e g(a) = 0, entdo p(X) divide ¢(X), ou seja, q(X) = p(X)h(X)
e pelo Lema de Gauss, existe A € Q* de modo que Ap(X) e A™'h(X) € Z[X]. Como
Ap(X) € Z[X], temos que A € Z, pois p(X) é ménico. Analogamente \~'h(X) € Z[X],
implicando que A~! € Z, logo A = 1 e, sem perda de generalidade, podemos supor A = 1.

Portanto p(X) € Z[X].

Lema 1.3.4 ([19], pag. 50) Um inteiro algébrico é um mimero racional se, e somente se,

€ um inteiro. Equivalentemente, BN Q = Z.

Demonstragao:

Temos que todo inteiro n é raiz do polindmio X — n € Z[X], entdo n é um inteiro
algébrico e portanto Z C B N Q. Reciprocamente, se « € BNQ, entdo o« € Be a € Q.
Desde que a € Q, seu polinomio irredutivel sobre Q é X — a, e pelo Lema 1.3.3 os

coeficientes de X — a sao inteiros logo o € Z e BN Q C Z. Portanto BN Q = Z.

1.4 Base Integral

Sejam K = Q(6) um corpo de niimeros de grau n e § um inteiro algébrico. Mostraremos

a seguir que o anel Ok dos inteiros algébricos de K, é um Z-mddulo livre de posto n,
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ou seja, admite uma base a qual denominamos base integral. Assim, {a,...,a,} é uma
base integral se, e somente se, todo a; é um inteiro algébrico e cada elemento de Ok pode

ser expresso de modo unico como,
a1 + ...+ apQy,

com a; € Z. Vale observarmos que {1,6,...,6""'} é uma Q-base de K, constituida de
inteiros algébricos, mas nem sempre é uma base integral de O. Por exemplo, {1, 2\/§} é
uma Q-base de Q(v/2), mas ndo é uma base integral.

Assim, o problema é mostrarmos que existe base integral, o que equivale a provar-
mos que (Og,+) é um grupo abeliano livre de posto n. Para provarmos isso, primeiro

estabelecemos o seguinte resultado:

Lema 1.4.1 ([13], pag. 51) Seja {ai,...,a,} uma base de K consistindo de inteiros

algébricos. Entao o discriminante Alay,...,a,] € um inteiro ndo nulo.

Demonstracao:

Pelo Teorema 1.2.3, A = Ala,...,a,] é racional e ndo nulo. Visto que os «;'s sao
inteiros algébricos, seus conjugados também sdo inteiros algébricos, logo A é um inteiro

algébrico. Pelo Lema 1.3.4, A é um inteiro.

Logo podemos afirmar que:

Teorema 1.4.1 ([13], pag. 51) Todo corpo de nimeros K possui uma base integral, ou

n
seja, eristem wy,...,w, elementos de K, com n = [K : Q|, tais que Ok = Z Zw;.

i=1

Demonstracgao:

Seja {wi,...,wn} uma base de K, com w; € Ok, tal que | Alwy, . ..,w,] | seja minimo.
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Suponhamos que {wy,...,w,} ndo seja base integral. Entéo existe w € Ok tal que:
w=aw +...+ a,wy,,

com a; € Q, mas nem todos inteiros. Suponhamos , sem perda de generalidade, que

a1 ¢ Z.Entdoa; =a+r,ondea€Ze0<r<1. Seja
T =W—aw =Tw tawe + ...+ agwy,

eyi=w;; t=2,...,n Entdo {m,...,7.} é uma base constituida de inteiros algébricos

e seu discriminante:

\2

A[’h,...,"}fn] = .A[w;,...,wn] =r2.A[w1,...,w,,].

o W00 L)

Como 0 < r < 1, segue que | Ay, ..., 7] | < | Alws,-..,ws] |, contradizendo a mini-
malidade de | Afwy,...,w,] | . Logo {wy,...,w,} é um base integral de Ok e, portanto,

Ok é abeliano livre de posto n.

m
Dada uma Q-base de K consistindo de inteiros algébricos, o teorema a seguir nos

ajuda a determinar algumas bases integrais.

Teorema 1.4.2 ([15], pag. 53) Sejam K um corpo de nimeros e ay,...,a, elementos
de Ok. Se Alay,...,ay,] € um inteiro livre de quadrados entdo {ay,...,a,} € uma base

integral.
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Demonstragao:
n

Seja {1, ..., Bn} uma base integral. Entdo existem c/;s inteiros, tais que a; = Z €ii 55
i=1

t=1,...,n, e pelo Lema 1.2.1, temos:
A= Alay,...,a,) = (det(c;;))2.AlBy, - - ., Ba

Sendo A um inteiro livre de quadrados, entdo det(c;;) = £1 e a matriz (c;;) é inversivel.
Seja (dij) = (cij)~'; com di; € Z. Assim, B = Z dija;, ou seja, cada B; € Ok se escreve
i=1

como combinagéo linear, a coeficientes inteiros, dos «;’s. Portanto {ay,...,a,} é uma

base integral.

Exemplo 1.4.1 Em Q(v/17) a Q-base {1,V/17} ndo € base integral. De fato, um ele-

mento de Q(v/17) € da forma p + /17 para p,q racionais e tem polinémio minimal:
(X —p—qV1T)(X — p+qV1T) = X* — 2pX + (p* — 17¢°)

Entdo, pelo Lema 1.3.8 p+qV/17 € um inteiro algébrico se, e somente se, os coeficientes
do polinémio minimal, ou seja, 2p e (p* — 17¢%), sdo inteiros. Logo, p = (1/2)P, onde P
€ um inteiro e para P par, temos que p* é um inteiro , entdo 17¢*> também é um inteiro,
o que implica q inteiro.

Para P tmpar, um cdlculo direto (que serd visto mais detalhadamente no prdzimo

capitulo) mostra que ¢ = (1/2)Q, onde Q também €é um inteiro fmpar.

1417
2

1417
> :

} e uma base integral é {1,

A partir disto seque que, Ox =7 [

Pelo Teorema 1.4.2,podemos provar isto usando discriminante, da seguinte maneira:

os dois monomorfismos de Q(v/17) em C sio dados por:

o(p+qV17) =p+qV17 e aalp+qV17) =p—gV1T.
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1.4 Base Integral

Assim,

(01(1) o1 (1+T\/1~7) \

1+ V17
| Lo o(*57) )

1+ /17
2

/

e sendo este livre de quadrados, temos que {1, } é uma base integral.

Observagio 1.4.1 E importante notarmos que existem bases integrais cujo discrimi-
nante nao € livre de quadrados. Portanto a reciproca do Teorema 1.4.2 € falsa. Por
ezemplo, consideremos o corpo K = Q(v/7) que tem base integral {1,v/7} e discriminante

28, o qual ndo € livre de quadrados.

Lema 1.4.2 Seja K um corpo de nimeros de grau n e Ok o seu anel dos inteiros

algébricos. Se {ay,...,an} e {B1,...,0.} sdo duas bases integrais de Ok entdo
A[alr” . !aﬂ] = A[ﬁlv "’lﬁﬂ]'

Demonstragao:
n
Como existe uma matriz C' inversivel, com entradas inteiras, tal que a; = Zc‘fjﬁj,
j=1

entdo, pelo Lema 1.2.1 temos:

Alay,...,an] = (detC)*A[B,. .., L)
= (+1)’A[6y,. .., 0]

= A[By,..., B,

pois a matriz mudanga de base é unimodular.
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Pelo Lema 1.4.2, podemos observar que o discriminante de uma base integral independe
da escolha da base. Este valor comum, o qual denotamos por Dg, é chamado discriminante
de K e é sempre um numero inteiro nao nulo. Corpos de niimeros isomorfos tem o mesmo

discriminante.

1.5 Norma e Traco

A partir da norma e do trago, é possivel transformarmos alguns problemas de inteiros
algébricos em problemas de nimeros inteiros.

Sejam K C L corpos de nimeros, com n = [L : K] e 0y,...,0, 0s monomorfismos
de L em C. Dado um elemento a € L, definimos a norma e o trago de « relativamente a

extensao L/K como sendo, respectivamente:

Ny/k(o) = ]___[Us(a) e Tryk(a)= Zoi(a)-

Observagao 1.5.1 Como vimos, o polinémio caracteristico é uma poténcia do polinémio
minimal, e entio pelo Lema 1.3.8 e o Lema de Gauss ([19], pag. 19), seque que um
elemento a de K € um inteiro algébrico se, e somente se, seu polinémio caracteristico
tem coeficientes inteiros. Portanto, se a é um inteiro algébrico a norma e o trago deste

elemento sdo inteiros.

No contexto em que estiver explicito, a norma e o trago de « serao abreviados por

N(a) e Tr(«), respectivamente.

Sejam K C L corpos de nimeros, [L : K] =n, o, B € L e c € K. Entao valem as

seguintes propriedades:

(1) Tryx(a+ B) = Tryx(a) + Trr/x(B),
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(2) Trr/k(ca) = cTry k(a),
(3) Trr/k(c) = nc,
(4) Np/k(aB) = Np/k(a).Np/k(B),

(5) Np/k(c) =c.

No caso K C L C M, dado o € M, valem:
(6) Nuyx(a) = Npjx(Npyp(a)),

(7) Trmyx (@) = Troyx(Tru/i(e)).

Em particular, se o € L, entao:
(8) T?‘M/K(Q') = [M 5 L]TT‘L/K((I),

(9) Nag/x(@) = Npjx(a)M:Ll.

Proposicao 1.5.1 ([15], pag. 55) Seja K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 8 tem

polinémio minimal p de grau n. A Q-base {1,0,...,0" '} tem discriminante
A[l, g,... !gn_l] = (_I)n(ﬂ_l)ﬁNK/Q(p,( ))7
onde p' é a derivada formal de p.

Demonstragao:

Pelo Teorema. 1.2.3, temos

AL 00| = ( IT (Gs—ﬁj))

1<i<ji<n

com s = zn(n —1). Mas,

[17©) = T[#(@(®) = [[ ¥ (®) = Nicral#'(®))
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Portanto,

A[L,6,...,6™") = (1" D2 Ny /o (¢ (6)).

Exemplo 1.5.1 Sejam K = Q(8), 0 = V2 e f(X) = X3 — 2 = irr(8,Q). Entado,

A[1,6,6% = (—1)3Nk/o(36%) = —(36%)3 = —27.4.

1.6 Decomposicao em Irredutiveis

O objetivo desta secao é introduzir alguns conceitos e propriedades que serao impor-
tantes no decorrer deste capitulo.

Para isso, definimos um dominio como sendo Noetheriano quando todo ideal ¢ finita-
mente gerado. Devemos esta nomenclatura a Emmy Noether (1882 - 1935), que foi quem
introduziu o conceito.

A seguir duas propriedades tteis:

A condicao de Cadeia ascendente: Dada uma cadeia ascendente de ideais:

IyC ByGili € 40.C LaBipss

entdo existe algum N, tal que I,, = Iy, para todo n > N, ou seja, toda cadeia ascendente
¢é estacionaria.

A condigao maximal: Todo conjunto nao vazio de ideais de um anel, tem um
elemento maximal, isto é, um elemento que nao esta propriamente contido em qualquer

outro elemento.
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Proposigao 1.6.1 ([13], pag. 86) Se D ¢ um dominio, as sequintes condi¢ées sdo equi-
valentes:

(a) D € Noetheriano,

(b) D satisfaz a condigdo de cadeia ascendente,

(c) D satisfaz a condigdo mazimal.

Teorema 1.6.1 ([13], pag. 87) O anel dos inteiros algébricos Ok de um corpo de niimeros

K € noetheriano.

Introduziremos a seguir as definigdes e algumas propriedades de unidades, elemen-
tos associados e irredutiveis, para isso, serd utilizada a Lei do Cancelamento e entdo é
necessario tomarmos o anel como sendo um dominio de integridade.

Sendo r = m.n, onde nem m ou n sido unidades, entdo m e n sao chamados fatores
préprios e r é dito redutivel. Assim, ao fatorar um elemento nao unitdrio z, em um

dominio D, é natural buscarmos fatores préprios,

T=pP1...Pm,

onde cada p; é irredutivel. Geralmente isto néo é possivel, mas mostraremos no decorrer
desta se¢do que no anel dos inteiros algébricos O de qualquer corpo de nimeros, sempre
é possivel.

Seja u uma unidade de um anel R. Entdo qualquer elemento z € R pode ser trivial-

mente fatorado como:

T = uy,

onde y = u~'z. Dizemos que o elemento y é associado de z se z = uy, onde u é uma

unidade.
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Para um dominio D, temos os seguintes resultados:
(a) = é uma unidade se, e somente se, z | 1,
(b) z, y sdo associados se, e somente se, z |y e y | z,
(c) z é irredutivel se, e somente se, todo divisor de z é um associado de x ou uma unidade,

(d) z | y se, e somente se, <z >D<y >.
Corolédrio 1.6.1 ([15], pag. 88) Fatoragdo em irredutiveis é possivel em Ok.
A norma é uma ferramenta 1til para se encontrar unidades e irredutiveis em Og.

Proposigao 1.6.2 ([13], pag. 83) Sejam Ok o anel dos inteiros algébricos de um corpo
K ez, y € Ok, entdo:

(a) z € unidade se, e somente se, N(z) = %1,

(b) Se z ey sdo associados, entio N(z) = £N(y),

(c) Se N(z) € um primo racional, entdo x € irredutivel em Ok.

Dizemos que a fatoragdo em um dominio D é tinica quando :

Pr---Pr=q1...Gs,

onde todo p; e g; sao irredutiveis em D, e segue que:

(i) r=s.

(ii) Existe uma permutagao 7 de {1,...,7}, tal que p; e g(;) sdo associados, para todo i,

comi=1,...,7.

Dizemos que um anel de integridade A ¢ fatorial se, a fatoragdo em A é unica e todo
elemento nao nulo e nao inversivel a pode ser expresso como o produto de elementos

irredutiveis, isto é, se p,...,p, sdo elementos irredutiveis de A, entdo a = p; ... p,.
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Sejam p um elemento irredutivel de um anel fatorial A e a € A*, entdo existe um
tinico nimero natural s tal que p* divide a e p**! nao divide a; denotaremos s por v,(a)
e denominaremos multiplicidade de p em a. Obtemos assim uma aplicagdo v, : A* — N,
a qual denominamos valorizagao p-ddica de A, que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) Quaisquer que sejam a, b € A*, temos:
vp(ab) = vy(a) + vy (8).
(ii) Quaisquer que sejam a, b € A*, se a + b # 0, entéo:
vp(a + b) > min{v,(a), v,(b)}.

Essa definigao sera necesséaria para demonstrarmos um resultado importante no préximo
capitulo. Embora a unicidade da fatoracao falhe para elementos de O, o exemplo a seguir
nos mostra que o mesmo nao ocorre para a fatoracao de ideais principais no anel do inteiros
algébricos Ok.

Exemplo 1.6.1 Em inteiros algébricos de L = Q(v/3,/5), temos a sequinte fatoragdo:
10 = (V5)(V5)(V5 + V3)(V5 — V3).

Se K = Q(V/15), esta fatoragdo permanece no anel dos inteiros algébricos Ox. Em

termos de ideais principais, temos:
<10>=<V5><V5>< V6 ><V5+V3><V5-V3>.

Fazendo a intersecgdo dos ideais desta fatoragao com Ok e mais uma vez obtemos

ideais em Ok, mas estes ndo sdo principais.
Por ezemplo, tomando I =< v/5+ /3 >N Ok. Entio, V3(vV/5+V3) =+v15+3€ 1

e, V5(V5 +V3) =5+ V15 € I, e sua diferenga € igual a

(5+V15) - (3+V15)=2€ I
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Suponhamos I =< a+bv/15 > principal, entdo 2 deveria ser um mailtiplo de a+bv/15,

e tomando as normas destes elementos temos,
N(a +bV15) | N(2) = a® — 15b* | 4.
Novamente, tomando I =< a > principal, temos que:
N(5+V15)=10=25 e N(3+ V15) = —6 = 2.(—3)

entdo N(a) divide 2. Visto que I é proprio, temos que N(a) # +1. Entdo, se N(a) =
+2, eziste a,b € Z com N(a + bV/15) = +2, donde seque que a® — 156> = +2, mas

a® = £2(mod 5), o que é uma contradi¢do. Portanto I néo € principal.

Logo, podemos concluir que: para fatorar o ideal principal < z > no anel dos inteiros

Ok, tomamos uma fatoragao nica de ideais
< S>=TIy... Ly

mas, os ideais Iy, ..., I, nao sao principais.

1.7 Fatoracao de Ideais

O objetivo principal desta se¢ao é mostrarmos que a fatoracao de elementos de Ok em
irredutiveis é unica se, e somente se, todo ideal de O é principal. Deste modo unindo as

duas teorias da fatoracao, de elementos e de ideais.

A seguir, veremos algumas propriedades do anel dos inteiros algébricos de um corpo

de numeros:

Teorema 1.7.1 ([13], pag. 115) O anel dos inteiros algébricos O de um corpo de

nimeros K tem as seguintes propriedades:
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(a) Ok € um dominio, com corpo de fragées K,
(b) Ok € Noetheriano,
(c) Se a € K satisfaz um polinémio ménico com coeficientes em O, entdo a € Ok,

(d) Todo ideal primo ndo nulo de Ok é mazimal.

Demonstragao:

(a) Ok é um anel comutativo com unidade,logo é um dominio. Denotemos por Fr(Ox)
o corpo de fragdes de Ok. E claro que Fr(Og) C K, pois Ok C K. Por outro lado, dado
a € Ok, pelo Lema 1.3.2, c.a € Ok, com ¢ € Z*. Assim, 2 € Fr(Ok), donde segue que

C

a € Fr(Ok) e entdo K C Fr(Ok). Portanto Fr(Og) = K.

(b) Do Teorema 1.4.1, o grupo (Ok, +) é abeliano livre de posto n, logo, se a é um ideal
de Ok, segue que (a, +) é abeliano livre de posto menor ou igual a n. Temos que toda
Z-base para (a,+) gera a como um ideal, entdo todo ideal de O é finitamente gerado e,

portanto, Ok é Noetheriano.
(c) Segue do Teorema 1.3.2.
(d) Sejam p um ideal primo de Ok e a # 0, «a € p. Entdo,
N{a) =aj...0n =3,
sendo «; os conjugados de a, com a; = a. Visto que a; € p, entdo < s > C p o que

#Has)>+(5)

Logo, precisamos mostrar que o anel quociente O /p é finito, e para isso basta mostrar-

implica

O # - - -
mos que o anel quociente = K> é finito. Sejam {ey,...,e,} uma base integral de Ok
S
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A={ae1+...+apen: a; €Z, 0 < q; < s}.

Assim, #A = s™. Dado z € Ok, z = Zb,-ei, b; € Z.
i=1

Mas, pelo Algoritmo da Divisao b; = ¢;s + ;. Logo,

m

T = i(sq,- +r)ei=s i gie; + Z T;€i,
i=1 i=1

i=1

onde 0 <r7; < s, ecomo s €p e ge; € Ok, segue que sg;e; € p e a classe lateral

Ti€;.
i=1

[,
Portanto, =t
< s>

é finito. Entretanto, sendo p um ideal primo, Ok /p é dominio e como

Ok /p é finito, segue que O /p é corpo. Portanto, p é maximal.

Um anel satisfazendo todas as condigoes do Teorema 1.7.1 é denominado Anel de
Dedekind.

Observemos que um ideal deve ser descrito como um Og-moédulo de O e, assim,
nos restringimos ao estudo de Og-submdédulos do corpo K. Os submoédulos de interesse
os quais dardo a estrutura de grupo desejada, serdo aqueles caracterizados pela seguinte
propriedade:

Seja Ok o anel dos inteiros algébricos de um corpo de niimeros K. Dizemos que um
Ok-submddulo a de K é um ideal fracionario de Oy, se existir um elemento ¢ nao nulo
de Ok, tal que ca é um ideal de Og. Em outras palavras, o conjunto b = ca é um ideal

de Ok e a =c™1b.

Exemplo 1.7.1 Os ideais fraciondrios de Z sdo da forma rZ, onde r € Q.
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O interesse em ideais fraciondrios é maior , pois Og nao é necessariamente um dominio
de ideais principais. Em geral, um ideal é claramente um ideal fracionério e, reciproca-
mente um ideal fracionario a é um ideal se, e somente se, a C Og.

Os dois teoremas abaixo enunciados representam os principais resultados desta segao

e serao demonstrados juntos, em uma série de etapas.

Teorema 1.7.2 ([15], pag. 117) Os ideais fraciondrios nao nulos de Ok formam um

grupo abeliano multiplicativo.

Teorema 1.7.3 ([13], pag. 117) Todo ideal ndo nulo de Ok pode ser escrito como um

produto de ideais primos unicamente determinados a menos da ordem dos fatores.

Demonstragao:

(a) Seja a # 0 um ideal de Ok. Entéo, existem ideais primos py, ..., p, tais que:

pr...p Ca.

Por contradigdo, suponhamos que nao. Entao, sendo Ok Noetheriano devemos esco-

lher a maximal, sujeito a nao existéncia de tais ideais primos p. Como tal ideal a nao é

primo, entdo existem ideais b, ¢ de Ox com bc Ca, b Z a, ¢ Z a.

Sejam

aa=a+b e aa=a+c

Entdo, a;.02 = (a+b).(a+¢)Ca, a; Jaea Da.

Pela maximalidade de a existem ideais primos py, ..., Ps, Ps+1,-- ., Pr, tais que,

Pr-..PaCS1 € Par...pr S 0o

pr1...pr € @02 C q,
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o que contraria a escolha de a.

(b) Definigao do inverso de um ideal a de Ok.

Para cada ideal a de O, definimos
o' ={zr € K |zaC Ok}

Afirmacdo 1: a=! é um Ok — submddulo.

De fato:
(i) Sejam n;, ny € a”!, ou seja, n; € K tal que nja C Ok e ny € K tal que, npa C Ok.
Entao,

ni1a + nea = (ng + no)a.

Como o lado esquerdo da igualdade estd em Ok, segue que (n; + nz)a C Ok.

ii) Para qualquer o € Ok, a € K, pois Ox C K e dado z € a™! segue que =z € K e
q

za C Ok, logo, (a.z)a = a(za) C Ok, o que implica az € a™'.

Afirmacdo 2: a~! é um ideal fraciondrio.

De fato, se a # 0 entdo para algum c € a, ndo nulo, temos c.a™! C Ok.

Afirmacdo 8: Ok C a™L.

De fato, dado z € Ok temos que za C a C O, logo, z € a~!. Portanto, O C a™1.
Pela afirmacio 3, a = aOk C aa! e da definicio de a™!, aa™! = a~'a C Ok.

De fato , dado z € a™!, za C Ok e y € a, entdo:
(za)y = z(ay) = za C Ok.

Portanto, aa~! é um ideal de QOk. Observemos que dados p, a ideais de Ok, a C p
implica que O Cp~! Cal.

(c) Se a é um ideal préprio, entdo Ox C a'.




1.7 Fatoragao de Ideais 45

1 ¢ assim é suficiente

Sendo a C p, para algum ideal maximal p, entdo p~' C a~
provarmos que p~! # Ok.

Sejaa € p, a #0.

Pelo item (a), consideremos o menor r tal que:
Pissibr Cgia >

para py,...,p, primos. Visto que < a >C p e p é ideal primo, entao algum p; C p.
Suponhamos sem perda de generalidade, que p; C p. Dai p; = p sendo que ideais primos
em Ok sao maximais, logo,

p2...pr € <a>,

pela minimalidade de r. Portanto, existe b € ps...p, tal que b nao pertenca a < a > .

Mas bp C< a > entdo ba™'p C O e pela definicao de ideal inverso segue que ba™' € p~2.
Por outro lado b ¢ aO e entdo ba™! ¢ Ok, portanto, p~! # Ok e, consequentemente

a~! # Ok.

(d) Se a é um ideal ndo nulo e aS C a para qualquer subconjunto S C K, entdo S C Ok.
Devemos mostrar que se aa C a para o € S, entdo a € Og. JAque SC K, a € K e

pelo item (c) do Teorema 1.7.1, temos que a € Ok. Portanto, S C Ok.
(e) Se p é um ideal maximal, entdo pp~! = Ok.

Pelo item (b), pp~! é um ideal tal que,

HEP C Ok

Visto que p é maximal, pp~! é igual a p ou a Ok.

Se pp~! = p, entdo pelo item (d) temos que p~! C Ok, o que contraria o item (c).

Logo, pp~! = Ok.
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Agora, podemos estender (d) para todo ideal a.
(f) Para todo ideal a # 0, aa™! = Ok.
Seja a maximal tal que aa™! # Ok. Entdo, a C p, onde p é maximal. Pelo item (b),

temos Ok C p~! C a™?, logo,

aCaprCan’ € O

~1 ¢ um ideal de Ok. Deste modo, nao vale a igualdade a = ap~!,

Em particular, ap
pois implicaria, pelo item (d), p~! C Ok, contradizendo mais uma vez o item (c).

Assim, a C ap~! e pela maximalidade de a, segue que:
ap~(ap~!)~! = Ok,

e pela definicao de a™?!,

p~Yap~)' Cal,
1

ap~ (ap™")"! Caa"l.

Ok Caa™! e aa™!C Ok

(g) Todo ideal fraciondrio a tem um inverso a~! tal que aa™! = Ok.

Sabemos que o conjunto §, dos ideais fraciondrios, é um semi-grupo, isto é, vale a lei
do fechamento e tem unidade. Entdo, dado um ideal fracionario a, precisamos encontrar
outro ideal fraciondrio t tal que at = O e neste caso t sera o inverso. Mas existe um ideal
b e um elemento ¢ # 0, ¢ € Ok tal que a = ¢~'b e considere t = cb™!, entdo at = Ok e,

portanto, o conjunto dos ideais fracionarios de Ok ¢ um grupo abeliano multiplicativo.

(h) Todo ideal néo nulo a é um produto de ideais primos.
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Suponhamos a maximal e mais, que a néo se fatore em produto de ideais primos. Logo
a ndo é primo, mas a C p, p maximal e pelo item (f) a C ap~! C O.

Por outro lado, pela maximalidade de a temos que a = ap™' ou ap~! = Ok.

Logo,

=1

ap - =pz2...Pr,
onde p;, i = 2,...,r, sdo ideais primos e, portanto, a = pp;...p,.
(i) A fatoragao em ideais primos € tinica.

Sejam pi,...,Pr, 91,---,qs ideais primos nao nulos, tais que:

Pro.-Pr=01...0,

Suponhamos que, para todo t < min{r, s}, seja verdadeira a seguinte afirmagao:

Se ay,...,a4by,...,bs sdo ideais primos nao nulos de modo que
0 ol =Diasaby entio F=8'e 0 =b = Livee s

Se min{r, s} = 1, consideremos por exemplo r = 1.

Entao, a; = by... b, € como a; é primo, temos s = 1. De py...p, =q1...95 C qy,
concluimos que q; divide p; ...p, e sem perda de generalidade, podemos supor q; = p;.
Obtemos assim,

P2..-Pr =0z s

O resultado segue da hipétese de indugéo.

Portanto, todo ideal de Ok pode ser fatorado de modo tinico como produto de ideais

primos.
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Teorema 1.7.4 A fatoragao de elementos em Oy em produto de elementos irredutiveis

€ Unica se, e somente se , todo ideal de Ok ¢é principal.

Proposicao 1.7.1 ([11], pag. 89) Sejam K C L corpos de mimeros, com [L : K] =n, p

um tdeal primo nao nulo de Ok e

g
pOL =[] s, (1.4)
=1

a decomposigdo de pOy, em ideais primos de Oy. Entdo os ideais p}s sGo necessariamente

os ideais primos q de O, tais que qN Ok = p.

A partir da equagéo (1.4), g é denominado niimero de decomposicdo de p na extensao
L/K. Notemos que, os ideais primos q acima de um dado ideal primo p sdo os tnicos
que ocorrem na decomposicao prima de pOy,. Os expoentes es com 0s quais ocorrem sao
chamados de indices de ramificagdo e denotaremos por e(q | p). Dizemos que um ideal
primo p de O é ramificado em Of, (ou em L) se, e(q | p) > 1, para algum ideal primo g

de O, acima de p.

Teorema 1.7.5 ([6], pag. 63) Sejam p um ideal primo de Ok, q um ideal primo de Oy,
entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) q|pOL,

(b) 9 29Oy,

(c)a>p,

(d) aN Ok =,

(e) gNn K =p.

Teorema 1.7.6 ([6], pag. 63) Todo ideal primo q de Oy, estd acima de um inico ideal

primo p de Ok e todo ideal primo p de Ok estd abaizo de no minimo um tdeal primo q

de OL.
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Ha outro numero importante associado com um par de ideais primos p e q, com q
acima de p. Sabemos que os anéis quocientes Ok /p e O /q sdo corpos, se p e q sdo ideais

maximais.

Como Ok C O, temos que Ok em Of, induz um homomorfismo de anéis O —
OL/q, e o niicleo é Ok Nq. Sabemos que Ok Nq = p (pelo Teorema 1.7.5, item (d)), entéo
obtemos a imersao Ok /p — OL/q. Esses sdo chamados de corpos residuais associados a
p e q. Esses corpos sao finitos e assim, O /q é uma extensao de grau finito sobre Ok /p e
seja f este grau. Entao, f é chamado de grau de inércia ou grau residual de q sobre p e
denotaremos por f(q | p).

Notemos que se p C q C u sao ideais primos nos respectivos anéis dos inteiros algébricos

Ok Cc O, C Oy, entao

e(u|p) e(u|q)e(q | p),

fulp) = f(ula)f(alp)

Teorema 1.7.7 (Igualdade Fundamental) ([6], pag. 65) Sejam n o grau de L sobre K e
q1,--.,qq 08 ideais primos de O, acima do ideal primo p de Ok. Denotamos porey, ..., €,

e fi,..., fq 0s correspondentes indices de ramificagdo e graus residuais. Entdo:
O OK
n= e fi = : .
z di= ks S

Lema 1.7.1 (Lema de Kummer) ([1], pag. 186) Sejam K um corpo de nimeros, Ok o

seu anel dos inteiros algébricos e 0 € Ok tal que K = Q(#). Dados um nimero primo

p tal que p ndo divide [Ok : Z[0)]] e f(X) o polinémio irredutivel de 6 sobre Q, entdo

ezistem p1(X),...,py(X) € Z[X), polinémios irredutiveis, ey, ..., e, € N*, tais que,

F(X) = pi(X)* ... pg(X)® (mod pZ[X])
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(i) p: = (p,pi(0)) = pOk + p:(0)Ok sao ideais primos de Ok acima de pZ,i =1,...,g;
g

(ii) pOk = HP?;
i=1

(iii) [O‘f‘ T

= BZJ = 0pi(X) = fi.

Exemplos do Lema de Kummer e do Teorema 1.7.7, serdo vistos no préximo capitulo.

1.8 Norma de um Ideal

Nesta secdo, definiremos a norma de um ideal, como uma generalizagdo da norma
absoluta de um elemento de Ok e, em seguida, mostraremos que a fun¢ao norma é mul-
tiplicativa.

Sejam K um corpo de nimeros, Ok o seu anel dos inteiros algébricos e a um ideal
nao nulo de Ok. Definimos a norma de a como sendo a cardinalidade do quociente Ok /a

e denotamos por N(a). Em outras palavras,

Assim, N(a) é um niimero inteiro positivo.

Teorema 1.8.1 ([15], pag. 126) Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Ok o seu
anel dos inteiros algébricos. Entao,
(a) Todo ideal a C Ok, com a # 0 tem uma Z-base {ay,...,a,};

(b) A norma de um ideal ndo nulo a de Ok, satisfaz:

Alasssinan] [
Dk

N(a):‘
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onde Dy € o discriminante de K.

Demonstragao:
(a) Pelo Teorema 1.4.1, O ¢é abeliano livre de posto n e visto que o anel quociente
Ok /a é finito, entdo a também é abeliano livre de posto n, e portanto, admite uma base

{051, e ,an}.
(b) Seja {wi,...,wn} uma Z-base de Ok e suponhamos «; = Zcijwj; j =
i=1

Visto que Ok e a tem posto n, entao

N(a) = # (%) =| det c;; | .

Pelo Lema 1.2.1, temos:

Al yitn] (det ci;)?Alwy, . ..

(I N(a) 1) Dk

Portanto,

Corolario 1.8.1 ([13], pag. 126) Seja a =< a > um ideal principal, entdo N(a) =

[N (a)].

Exemplo 1.8.1 Seja Ok o anel dos inteiros algébricos de K = Q(v/d), onde d é um

inteiro livre de quadrados, entdo
N(<a+bVd>)=|a® - b%d|,

em particular,temos:

N(<25 5) =252
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A norma de ideais, como a norma de elementos, ¢ multiplicativa.

Teorema 1.8.2 ([13], pag. 127) Sejam K um corpo de nimeros e a , b ideais ndo nulos
de Ok. Entdo

N(ab) = N(a)N(b).

E conveniente introduzir ainda outro uso para a palavra "divide”. Se a é um ideal de

Ok e b um elemento de Ok tal que a |< b >, entdo escrevemos também a | b e dizemos

que a divide b. E claro que a | b se, e somente se, b € a.

Teorema 1.8.3 ([13], pag. 129) Seja a um ideal de Oy, a # 0.
(a) Se N(a) € um primo, entdo a é um ideal primo,
(b) N(a) é um elemento de a, ou equivalentemente, a | N(a),

(c) Se a é um ideal primo que divide um primo p, entdo,
N(a) =p™,

onde m < n, o grau de K.

Em particular, o item (c¢) do Teorema 1.8.3, pode ser escrito do seguinte modo: para
todo ideal primo néo nulo p de Ok, temos que, N(p) = p/, onde f é o grau residual de p

e p o0 unico nimero primo de p. De fato, como [ - ; —Z] = f, entao resulta que Ok /p
j)

tem p/ elementos.
Exemplo 1.8.2 Sejam K = Q(v/—13), Ok = Z[v/—13], 0 seu anel dos inteiros algébricos,
p1 =< 2,1+ /=13 > ideal primo de Ok. Entao N(p;) = 2 e podemos imediatamente

dizer que p; € primo. Notemos que N(p,) = 2 € p;, como garante o Teorema 1.8.3(item

().
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Exemplo 1.8.3 Seja a um ideal primo satisfazendo:
N{a)=p" ;m>1

Isto nos diz que um ideal primo ndo tem necessariamente uma norma que seja um

primo, por exemplo, Ok = Z[\i], a =<7 > . Aqui, 7 € irredutivel em Z[t], logo € primo,

pois Z[i] tem fatoragdo tinica. Se um elemento € primo, entdo o ideal que ele gera também

é primo. Assim, <7 > € um ideal primo em Z[i], mas

N(<T7>)=|NT) |=T7

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesprl 12 13 14 15 16 17 18.



Capitulo 2

Corpos Quadraticos e Ciclotomicos

Neste capitulo temos por objetivo apresentar a Teoria Algébrica. dos Niimeros necessdria
a compreensao das aplicagoes a serem desenvolvidas no capitulo seguinte.

Inicialmente caracterizamos os corpos quadraticos, seu anel dos inteiros algébricos e o
seu discriminante. Na segdo (2.2) caracterizamos os polindmios ciclotémicos, apresentando
uma base integral e o célculo do discriminante.

Em seguida, apresentamos alguns resultados que serao relevantes para o desenvolvi-
mento das aplicagdes acima citadas. Na segdo seguinte, serdo dadas as defini¢des de
empacotamento esférico, empacotamento reticulado, densidade de empacotamento e den-
sidade de centro.

Finalizando, introduziremos o método algébrico para a obtencao de reticulados, bem

como a férmula para o cdlculo da sua densidade de centro.




2.1 Corpos Quadraticos

2.1 Corpos Quadraticos

Chamamos corpo quadratico a qualquer corpo de nimeros de grau 2, o qual tem

as seguintes caracteristicas:

Teorema 2.1.1 ([13], pag. 67) Os corpos quadrdticos sio da forma Q(\/d), onde d é um

inteiro livre de quadrados.

Demonstracgao:

Seja K um corpo quadrético. Entdo K = Q(0), onde 6 é um zero da equagéo:
X*+aX+b=0; abeZ

ou seja,

0 — —a++va? —4b
=

Seja a? — 4b = r%d, onde r,d € Z e d é livre de quadrados. Assim,

—a:i:r\/c_i

0 =
2

E entao,

Q) =Q (ﬂ) =Q (‘—“ + Td) = Q(Va).

2 2

Portanto,

Q(9) = Q(Va).

Teorema 2.1.2 ([13], pag. 67) Sejam d um nimero inteiro livre de quadrados, K =

Q(Vd) e Ok o anel dos inteiros algébricos de K. Entdo O = Z|a|, onde:

Vv, se d=2 ou3 (mod 4);

1+Vd
2 H

o =

e d=1 (mod 4).
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Demonstragao:

Temos que « é raiz do polinémio irredutivel:

X? —d, se d =2 ou 3 (mod 4);

X2—X+1;d, sed=1 (moid).

Notemos que ambos pertencem a Z[X], pois d, 3¢ € Z. Assim a é um inteiro

algébrico, e portanto, Z[a] C Ok.
Reciprocamente, seja v = r + sVd € Og; r,s € Q. Assim, se s = 0, entao r é um

nimero inteiro, logo v € Z C Z[a]. Se s # 0, entdo,
irr(7,Q) = X2 — 2rX + (r? — ds?).

Logo 2r e 12 — ds? sdo inteiros, consequentemente 4r* — 4ds® € 4Z, donde segue que,
(2r)%2 —d(2s)? € 4Z C Z. Visto que 2r é inteiro, segue que d(2s)? também o é. Mostremos
que 2s é um numero inteiro.

De fato, suponhamos que 2s ¢ Z, isto é, 2s = ﬁ, com (z,y) =1, z,y € Z. Sendo y # 1,
existe um primo p tal que p? divide y2. Mas como d(2s)? ¢ inteiro, temos que d;; € Z,
donde segue que p? divide d, o que é um absurdo, pois d é livre de quadrados, e portanto,
2s é inteiro.

Fazendor = § e s = § ; u,v € Z, temos que, u?—dv? € 47Z. Sendo u? = 0 ou 1(mod 4),
se d = 2 ou 3(mod 4), entdo u? — dv? € 4Z se, e somente se, u = v = 0(mod 2), logo, vy €

Z[+/d), e portanto, Ok = Z[V/d]. Entretanto, se d = 1(mod 4), entdo u? = v> = 1(mod 4)

também é admissivel, isto é, para que

u v
’Y-§+§\/¢_f=

AVA
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seja inteiro é suficiente que u e v tenham a mesma paridade. Logo, u — v = 2t e dai,

u=1v+2t, e de (2.2), segue que:

2t 1

e portanto, Ox = Z [“2‘/&] .

Os monomorfismos de K em C sao dados por:

o(a+bVd)=a+bVd e os(a+bVd) =a—bVd.

Assim temos o seguinte cdlculo para o discriminante:

Teorema 2.1.3 ([19], pag. 68)
(i) Sed =2 ou 3 (mod 4) entio Q(Vd) tem discriminante igual a 4d.

(ii) Se d =1 (mod 4) entdo Q(v/d) tem discriminante igual a d.

Demonstracao:

Pelo Teorema (2.1.2) temos o seguinte célculo para o discriminante:

1 Vd
1 -Vd

= (—2Vd)?’ = 4d

Exemplo 2.1.1 O primeiro corpo de niimeros a ser estudado € o corpo de nimeros Gaus-

siano K = Q(+/—1). Pelo Teorema 2.1.2, o anel dos inteiros algébricos de K é Z[\/—1],
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também conhecido como anel dos inteiros algébricos Gaussianos, e do Teorema 2.1.3 temos
que seu discriminante € —4. Neste caso, os monomorfismos de K em C sao dados pela

inclusdo e a conjugagdo compleza, isto €,

oilla+bv/=1)=a+b/-1 e oy(a+by/=1)=a—-b/-1.

Na+b/-1)=a*+b e Tr(a+b/-1)=2a.

Mais geralmente, se K = Q(vd) e N = Ng/q e Tr = Trgq, temos:

N(a + bVd) a? — db;
Tr(a + bVd) 2a.

para a + bv/d € Q(Vd).

Um corpo quadratico Q(v/d), onde d é um inteiro livre de quadrados, é dito real se

d > 0 e imaginério se d < 0.

Nos exemplos seguintes, mostraremos a fatoragao em irredutiveis, aplicacao do Lema

de Kummer e do Teorema da Igualdade Fundamental em corpos quadraticos.

Exemplo 2.1.2 Em K = Q(\/—5) temos a seguinte fatoragao:
6=23=(1++v-5).(1-v-5)

Como —5 = 3 (mod 4), seque do Teorema 2.1.2 que Ok = Z[v/—5|, e assim os inteiros

algébricos em Ok sdo da forma a + b\/—5, para a,b € Z.

Afirmagdo: 2,3,14+/—5,1— /=5, sao irredutiveis em Ok. Com efeito, como vimos,
a norma € dada por:

N(a+ bv/=5) = a® + 5b°.
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Logo as normas dos elementos citados acima sao 4,9,6 e 6, respectivamente. Assim,
se 2 fosse redutivel em Ok, isto €, 2 = z.y, onde x,y € Ok, e ndo sio unidades, entdo
4= N(2) = N(z).N(y). Logo N(z) = £2 e N(y) = £2. De modo andlogo, os divisores
ndo triviais de 3 devem, se existirem, ter norma +3, e os divisores ndo triviais de 1+£+/=5

devem ter norma +2 ou £3. Entao temos as sequintes equagoes:
a’?+50® =+2 ou a®+5b% ==3; a,beZ.

Se |b] > 1, entdo |a®+ 5b%| > 5, donde seque que a unica possibilidade € |b| = 0. Assim
a’ = +2 ou £3, o que é impossivel em Z. Portanto 2,3,1 + /=5 e 1 — /=5 sdo todos
irredutiveis em Q. Ainda, sendo N(2) = 4, N(1++/=5) = 6, do item (b) da Proposigdo

1.6.2 seque que 2 nao € associado de 1++/—5 ou 1—+/=5, e portanto a fatoragdo € unica.

Exemplo 2.1.3 Sejam K = Q(v/11), X2 — 11 o polinémio irredutivel de v/11 sobre Q e

Ok = Z[/11] seu anel dos inteiros algébricos. Consideremos o ideal 5Z C Z, temos que

o polinémio X2 — 11 fatora-se como:
X?2-11= (X +1)- (X +4) (mod 5Z[X]).

Assim, pelo Lema de Kummer, temos:

(a) p1 =<5,0+1> epr=<5,0+4> sdo os ideais de Ok acima de 5Z,

(b) 50k = p; - p2,

O &) 158 Ay o
© 2] - [2 ) 1-nmn

E pelo Teorema da Igualdade Fundamental, temos que os graus residuais sao f, =

fo =1 e os indices de ramificagdo sdo e; = ez = 1.

AVA
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2.2 Corpos Ciclotémicos

2wi/n

Chamamos n-ésimo corpo ciclotomico ao corpo Q(&,), onde &, = e é uma raiz n-

ésima primitiva da unidade e ®,(X) = H (X — &) é o n -ésimo polinémio ciclotémico.

i=1
(i,n)=1

O polinémio ciclotémico ®,(.X) é um polinémio ménico em Z[X], de grau ¢(n), onde ¢ é
a fungao de Euler.
Lema 2.2.1 ([7, pag. 110) Seja n um inteiro positivo, entdo,
X" —1=]J]®u«X).
din
Demonstragao:
Sejam 1 =d, < dy < ... < d, = n todos os divisores de n. Logo,

n-1 n-—1

xr-1= [ x-€). J[ ¢-e)... [ x"-¢),

i=0 i=0 i=0
(i,n)=d) (i,n)=d2 (i,n)=ds

n—1

I[I (X" -&)=2z(X)=@u(X), poisdy = 1.

i=0
(i,n)=d;

Notemos que se d = (j,n) entdo, & = §f;’;j, assim

t—-1

n—1
II x-¢&)= ] (x"-¢&)=2(X),
(ifrt:}id (5{:)21

comt=n/dej=i/d

Repetindo esse mesmo argumento em todos os fatores temos:

XF— 1= (I’%(X]‘I)%(X)@%(X),

n n L A
como —, ..., — também sdo divisores de n, segue o resultado.

d, d,
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Exemplo 2.2.1 Seja, X? —1=®,-®,, p: primo. Assim,

X? -1
cbp(X)=ﬁ=xl““+xi“2+‘..+x+1.

Mais geralmente, para as poténcias de um nimero primo p, p", r > 1, temos:

1

XV —1=0;-®p-... - Bpo1 - Bpr = (XP = 1) - Dy,

e portanto,

r—1

Opr (X) = XP TN L xPTH-D) | X 41
Obtemos o polinémio P15 da iqualdade:
XB—1=9;-®3-P5- D5 = (X5 —1)(X?+ X +1)®y5,
ou seja, Pr5(X) =X - X"+ X5 X'+ X3 - X +1.

Lema 2.2.2 Seja p(X) um polinémio com coeficientes racionais, tal que p(X) = f(X).g(X).

Se f(X) tem coeficientes racionais entdo g(X) também o tem.

Demonstragao:

Faremos a demonstragao por indugio sobre 9(g) = k. Sejam,

F{X) X e X0 X e

g(X) = bp X"+ b X"+ ...+ 5 X + by

polinémios tais que f(X) € Q[X], com ap, b, # 0. Se d(g) = 0, é imediato que g(X) €
Q|[X]. Suponhamos que a afirmagao é vélida para d(g) = 1,...,n — 1, e mostremos que
vale para 8(g) = n. Da hipétese, temos que f(X).g(X) € Q[X]. Logo by € Q.

Visto que a,,, amb, € Q*, entdo b, € Qe

F(X)g(X) = f(X)bu X" = f(X)(bar X"7" + ... + bo) € QX].
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Da hipétese de indugéo by, ...,b € Q e portanto g(X) € Q[X].

Lema 2.2.3 ([7], pag. 114) Seja n um inteiro positivo. Entdo n-ésimo polinémio ci-

clotomico ®,, tem coeficientes inteiros.

Demonstragao:

Faremos a demonstragao por indugao sobre n. Para n = 1, temos que o polinomio
ciclotémico ®,(X) = X — 1 € Z[X]. Suponhamos, entdo, que a afirmacao é vélida para
2,...,n— 1, e mostremos que vale para n. Do Lema 2.2.1, segue que:

Xr—1= H(I)d(X) = &, (X).[[®u(X).

din din
d<n

F(X) = []2a(X).
din

Assim X" — 1 = ®,(X).f(X), e por hipétese de indugéo temos que f(X) € Z[X].
Notemos que:

X"-1€Z[X]cQX] e f(X)e€Z[X]cQX]

Assim, pelo Lema 2.2.2, segue que, ®,(X) € Q[X]. Logo, pelo Lema de Gauss existe
a € Q, tal que a®,(X),a"! f(X) € Z[X]. Podemos supor a = 1, pois X” — 1 é mdnico e

cada ®4(X) também o é. Portanto ®,(X) € Z[X].

Lema 2.2.4 ([7], pag. 116) Seja n um inteiro positivo. Entdo o n-ésimo polinémio ci-

clotomico ®,(X) € irredutivel sobre Q.
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Demonstragao:

Seja f(X) = irr(&,, Q). Suponhamos que ®,(X) seja redutivel sobre Q. Entéo, existe

9(X) € Q[X], tal que,
®n(X) = f(X).9(X),

e mostremos que ¥, (X) = f(X). Sejam K = Q(£,), Ok o anel dos inteiros algébricos
de K, p um ideal primo e k um inteiro, tal que, (k,n) = 1, p | k, onde p é um nimero
primo e p € p. Supondo que £¥ ndo seja raiz de f(X), entdo é raiz de g(X). Seja g(X) =

co+caX + ...+ ¢ X*. Temos que em %K, vale:

g€ =cot+ ik +... + el

Como p | k = k = p.r, assim,

9((&P)=cot+a(&)+... +al)r =0,

onde @ denota a classe de a em €. Logo,

g((&)) =cot+a(&) +...+aly) (modp).
Pelo Pequeno Teorema de Fermat ([5], pag. 44), temos que a? = a(mod p), assim,
9((&)") = b + (ai&n)? + ... + (ci&r)? + ap.

Desse modo, em Qf», temos,

g((&)P) =g+ (a&r)P+ ...+ (a€t)P +ap = g+ (1€l)? + . . . + (a:€7H)P.

E como (X +Y)? = XP + YP, segue que:

g((&r)P) = (co+ 1€+ ...+t =0
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Vimos no Lema 2.2.1 que

X" —1= g[%(X) = &, (X). g[ D4(X) = f(X).g(X)-]I'[@d(X).
d<n d<n

Por outro lado, em 9:1,

X7 =1 = f(X).9(X).] ] 2a(X)
d|n
d<n

Logo X™ — 1 tem raizes muiltiplas, a menos que g(X) seja constante.

Derivando o lado esquerdo da equagio (2.3), temos nX"~', como p nao divide n, 0 é
a Unica raiz para a derivada.

Sendo que 0 néo é raiz de X™ — 1, entdo X" — 1 ndo tem raizes multiplas. Portanto,

g(X) é constante e, conseqiientemente, f(X) = ®,(X).

Assim, o n-ésimo polinémio ciclotémico é o polindémio irredutivel de &, sobre Q, de
grau ¢(n), onde ¢ é a fungao de Euler.

A funcgao ¢ de Euler é caracterizada por:

¢ (Hp?‘) =1 — 1o~

i=1
2.2.1 O p-ésimo Corpo Ciclotomico

Agora veremos o trago, a norma e o discriminante de Q(§,), para qualquer p primo.
As poténcias &, Ef,, s §§‘1 também sao raizes p-ésimas da unidade, distintas de 1,
e também pelo mesmo argumento, tém ®,(X) como polindmio minimal.

Assim, temos:

Op(X)=XP' 4. . +X+1=(X-E)X-&)...(X-&&™),
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e entdo os conjugados de &, sao &, 6;‘;, ..., &1, Isto significa que os monomorfismos de

Q(&p) em C sao dados por:
0i(ép) =6, 1<i<p-1
para um elemento geral,

a=a+aé+...+ ap—2££_21 a; € Q,

oi(a) = ap + alf;; +...+ ap_gf;(p'g).

Em particular,
N(&) =68 &7

Sendo &, e 6:, (1 <7 <p-—1) conjugados, entdo possuem a mesma norma,
N(&) = N(§) = (-1~ =1.
O trago de &, pode ser calculado da seguinte maneira :
Tol&) =Tr(6) =&+ 8 + ... 4+8,

e usando o fato que,

(&) =1+&+E+... +871 =0,

Tr¢)=-1, Trl)=p-1;1<i<p-1.

Tr(l—€) = Tr(1) - Tr(§) =p—1-(-1) = p.
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Sendo £ = 1, podemos usar esta férmula para estender a equagao (2.6) para:

-1, se s#0 (mod p);
Tr(E) =
p—1, se s=0 (mod p).

Para qualquer elemento de Q(&;), o trago é calculado da seguinte maneira:

p—2 p—-2

p—-2
Tr(Zatf:,) Y Tr(aigl) = Tr(a)+ Y Tr(aél),

i=0 i=1
p=2

p—2
= (P- 1)00 o= Zai: = pag = Zai-

A norma é mais complicada no caso geral, mas um caso muito 1til é o seguinte:

p—1
N1-§&)=T]1-¢)
i=1

a qual pode ser calculada colocando X = 1 na equagédo (2.4) para obter:

N1-&)=]J1-¢§)=p,

i=1

entdo, N(1—¢§,) =p.

Observagao 2.2.1 (1 —-§,)OxkNZ=pZ=<p>.

De fato: Por (2.9) temos : p= (1 —&)(1—£2)...(1—¢&:71). Assim temos que:
p€ (1-&)0k.

Portanto < p > C (1—-&,)Ox NZ, (pois < p > é um ideal em Z). Para mostrarmos a
outra inclusio vamos supor que pZ G (1-&,)OxNZ C Z. Como pZ é mazimal([4), pag. 24),
entdo (1 — &)Ox NZ = Z. Como 1 € Z, entio 1 = (1 —§,)a,a € Ok. Entio N(1) =

N(1-¢&,).N(a), donde seque que 1 = p.N(a), com N(a) € Z,0 que € um absurdo.

Observagao 2.2.2 Tr(y(1 —&,)) € pZ, para todo y € Ok.
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De fato: Cada conjugado y;(1 — &) de y(1 — &,) € um miiltiplo em Ok de (1 — &)

Sendo o trago a soma dos conjugados, seque que:
Triy(1-&)) =n(1-&) + (1 - &) +... + (1 -&7) =a(l - §),

com a € Ok. Portanto Tr(y(1 — §&,)) € Ok(1 — &,). Pela observagdo 1.5.1, seque que
Tr(y(l1 —&)) € Z. Assim, Tr(y(1 — &) € ZN (1 - &)Ok. Ainda, pela observagio

(2.2.1), temos que, Tr(y(1 - &,)) € pZ.

Teorema 2.2.1 ([15], pags. 72,74) (a) O anel dos inteiros algébricos de K = Q(&,) €

Z[&y).

(b) O discriminante de Q(&,), onde p é um primo impar é
(_1){p—1)z’2pp—2‘

Demonstragao:

(a) Seja Ok, o anel dos inteiros algébricos de Q(¢,), entdo é claro que Z[¢,) C Ok.

Seja a € Ok. Entdo a € Q(§,). Logo,
a=a+aé+...+ ap_zgg—z,
com a; € Q. Multiplicando ambos os lados por (1 — &), temos:
a(l-&) =ao(l = &) +a1(& —&°) + ...+ apa(72 - E270).
Assim,
Tr(a(l —&)) = aTr(l — &) + aiTr(6 — €2) + ... + apoTr(E272 — £271),
e pela observagdo (2.2.2), Tr(a(l — &,)) € pZ. Mas, pela observagao (2.2.1),

aoTr(1—&,) = ap € PZ,
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donde segue que, ag € Z. Analogamente, mostramos que a; € Z, para todo i. Portanto,

Ok = Z[Ep]'

(b) Vimos que, uma base integral para Q(,) é 1,&,,... ,€02. Assim, pela Proposigdo
1.5.1, o discriminante é igual a:

-2

(-1) N(®,(&)),

com ®,(X) como em (2.4). Sendo p um primo impar, o primeiro fator se reduz a (—1) T

?

pois,

(-1 == = (T = (-

Para desenvolver o segundo fator tomemos,

X2 ; (X —1)p XL (X 21)

o (- Dpei = (8-1)  —(1—&)pet —pe!
YR ===t T P 1-C

Logo,

N(1-¢&,) P

) NCONGP_ oyt

N(®(&)) = N ( v

Portanto o discriminante é (—1)" 2 .pP~2.

Teorema 2.2.2 ([15], pag. 11) Seja n um inteiro positivo. Entdo o anel dos inteiros

algébricos de Q(&,) € Z[&,).

Demonstragao:
A demonstracao sera feita por indugao sobre o nimero de divisores primos de n.

Consideremos dois casos:




2.2 Corpos Ciclotémicos

Caso 1: Quando n = p?, p : primo.
Sejam L = Q(&pe), m = ¢(p*), @ = ap + a1(1 = &) + ... + am-1(1 — &)™t € Oy,
6 €Q;i=0,....m—1eG = Gal(L/Q) = Auty g =0y, i=1,...,p% (i,p) = 1. Visto

que, 0;(€pe) = £la € a é um inteiro algébrico, entdo,
a; = oi(a) =ag+a;(1 — 45:,9) +...+am_(l - E;q)m'l,
é também um inteiro algébrico. Entéao, sejam,

ai;, = oy(@)=a+a(l-&)+...+an (1-)™!

i, = 0'52(0) =ag+a1(1—§i%)+...+am_1(1 = ;%)m—l

a;,, Olm =a0+a1(1—f;‘;‘)+...+am_1(1—£;‘;‘)m_l.

Colocando o sistema acima na forma matricial, temos:

G S

a’ig a

\am )\ mmr )

onde M = ((1 _E;;n)j)ij, t=1...,prej=1,....m—1; (i,p) = 1. Seja M; a matriz
obtida de M, substituindo i-ésima coluna por:

o)

Q;,

\ e )

detM,- ' : . sy s
e, do fato de &, e a;s serem inteiros algébricos,

det M

deduzimos que detM é um inteiro algébrico e detM; também é inteiro algébrico. Por

Pela Regra de Cramer, a; =
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outro lado, sabemos que detM = =+p”; para algum r. Assim +p"a; = detM; € Z, pois

detM; = O, N Q = Z, pelo Lema 1.3.4. Vimos que,
irr(€e, Q) = XP°TI0-) 4 xPTM0-D) 4y x4

logo, m = @(p®) = p*~}(p — 1). Sejam p = (1 — £4)OL, T € p, z ndo nulo, tal que,

vp(z) = mdz{t; z € p*}, logo vy(p) = p*(p — 1) = m, pois,

p°-1
xe g+ x7 +1= T (X -£&),
(i1

assim, para X = 1 temos:

a

=1

= [[ x-g)=0-6) e

(ip)=1

Up(P) = vp(1 — &pa)" - vp(€) = m.

Seja s = min{t; p‘a; € Z}. Entao, existe iy € N, tal que, p*a;, € Z \ pZ. Assim,
pa=pag+pai(l = &) + ... + 9% (1 =) + ...+ pam1(1 — &)™

Dai,

vp(p°a) vp(Pag + p*ar(l — &) + ... + P*aig(1 — &) + ... + P a1 (1 — &a)™ ")

min{vp(psa0)= ey Up(psain(l = gp“)io)r ey Up(psam—l(]- = ép“)m_l)}
0.
Logo, s-m+ vy(a) = ip < m. Sendo vp(a) > 0, segue que, s = 0. Portanto, a; € Z,

para todo ¢, e Op = Z[1 — &pe]| = Z[pe).

Caso 2: Suponhamos, que m tenha mais que um divisor primo, com,

m = [Q(&) : K], Q&) = K[ép) e K = Q(&pay),
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n=p*q"-g; ptg, qtg.Por hipétese de indugdo temos que Ok = Z[€ye ). Assim, dado

a € Og,) C Q(&),
$(n)-1

a= ) bé ; beQ (2.10)

i=0

Sabemos que, &, = 5;,, -5‘}5 , pois, n = p*-¢°- g, com (p°g, ¢*) = 1, logo, pela Identidade
q

de Bezout, existem i, j inteiros, tais que:

i(p°g) + jg* = 1.

i(p®g)+ig®

Assim, &, = Bl

= f;b : 5{%- Dai, podemos reescrever a equagao (2.10) da seguinte
q
maneira:

#(g°)-1

o= z a,-ééb;a; c Q(E;}).

i=0

De modo analogo ao caso 1, temos que a; = %ﬂ onde, detM; e detM sao inteiros

algébricos. Sabemos que detM = +q", logo £q"a; = detM; € ZK;%]' Entéo, para mostrar-

mos que os b;s € Z, é suficiente mostrarmos que os a;s € Z[¢x]. Com efeito, como
q

a € Q(&,), temos que existem r,s € N, tais que, p"a, ¢°a € Z[£,], com (p,q) = 1. Assim,

pela Identidade de Bezout existem u,v € Z tais que:

up” +vg® = 1.

up’a + vg’a € Z[E,)].

a- (up” +vg°) = a € Z&,)].

Portanto, a; € Z[£x]. Logo, o anel dos inteiros algébricos de Q(&,) é Z[&y)-
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Teorema 2.2.3 ([15], pag. 12) O discriminante do corpo K = Q(&,) é:
#(n)
= in—“—-
T
pin

Exemplo 2.2.2 O discriminante de Q(£36) € 2'2 - 3'8, @ menos de sinal.

Dk

2.3 Corpos de Niumeros Abelianos

Dizemos que um corpo de nimeros K ¢ abeliano, se K é uma extensao galoisiana dos
racionais e seu grupo de galois é abeliano.

Nos restringiremos ao estudo dos corpos de niimeros abelianos, pois sao nesses corpos
que obtemos um maior niimero de ferramentas que serao de grande utilidade nos célculos
desenvolvidos no capitulo seguinte.

Da Teoria de Galois, temos que, se um corpo de numeros K estd contido num corpo
ciclotomico, entao K é um corpo abeliano. A reciproca dessa afirmacgao é o Teorema de

Kronecker-Weber, enunciado abaixo.
Teorema 2.3.1 ([15], pag. 319) Se K/Q é uma extensdo finita abeliana, entdo K C
Q(&n)-

O célculo do discriminante é definido, originalmente, sobre uma base integral, cuja
obtencao é, geralmente, um problema complexo. Porém, existem resultados que fazem este
célculo sem o uso da base integral. Enunciaremos a seguir um deles, o qual é consequéncia

do Teorema do Condutor-Discriminante.

Teorema 2.3.2 ([§], pag. 64) Sejam p um nimero primo impar, r um inteiro positivo e

K CQ(&r), [K : Q] =up, p ndo divide u. Entdo,

Dk = ipva
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onde,

pj+1_l

v=u|(j+2)p - - 1.

O resultado a seguir sera muito importante para os exemplos do préximo capitulo.

Teorema 2.3.3 ([14], pag. 57) Sejam K C Q(&,), p: primo, r = [Q(&,) : K], s = [K :

Ql, 0 = Troe,) k(&) € g € Z tal que, o4 gera G = Gal(Q(&,) : Q). Entio K = Q(0)e

Zog(0) + ...+ Zog(0) € o anel dos inteiros algébricos de K. Além disso,
DK = :I:p[KQ]—l

Demonstragao:

Mostremos inicialmente que K = Q(6). De fato, como 6 € K, segue que, Q(0) C K.
Seja G = Gal(Q(&,) : K), por hipétese, G = Gal(Q(&,) : Q) =< g, > é ciclico, entdo,
G = {0g,0g2,...,040} €0 = £ + ...+ £, dai temos que g4(f),...,04:(0) € Q(6),

pois Q(0)/Q é uma extensdo galoisiana. Sejam ay,...,as € Q, tais que,
a104(0) + ...+ as04:(0) =0

Sendo que,

T8

0'9-'(9) = O'gi(fgs-l-...-i-fg") = Ugi(gga)+...+ﬂ'gi(£g )

ga+i ra+i

= €)Y+ +E) =g+ 4,

tos+i . .
=3 72 com 1<t to<rel<i;, iy<s, teremos:

gt1s+i1 — ghs-i—i'z (mod p)’

t15+1 tos+iz __
gt Sy = pv,
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supondo 18 + i, < t98 + 19, temos:
gt13+‘i1(1 oo g(tz—tl)s‘i‘(‘}—l‘l)) = pv.
Como g é gerador, entdo g* = 1(mod p), deste modo,

g(¢2_¢1)3+(i2—51) =21 (mOd p)r

ou seja,

p = 1 I g(tz—fl)s-{‘(fz—i])‘

daf (t; — t1)s + (42 — 41) = rsu, como 1 — s < iy — i; < s — 1, segue que is = 4; (isto é,

i — 1 = 0). Analogamente, temos que ¢, = t;. Assim, temos:

al(ggrf-l +___—+~Eg"+l)+___+as(E£2’+_”+£§N+’):0'

Como [Q(&,) : Q] = p — 1, e todos os Eg"“ sao distintos dois a dois, temos que,
', i =1,...,p — 1, sdo todos distintos. Deste modo, podemos reescrever a equacgao

p?

(2.11) da seguinte maneira:
blfl - O bp—l‘fp_l =Y,

onde, {b;; i=1,.u.,p—1}={asci=1,...,8}.

Por outro lado, {¢},i = 1,...,p — 1} é um conjunto linearmente independente sobre
Q, logo, b; =0; i =1,...,p— 1e, portanto, a; =0; i =1,...,s, ou seja, [Q(F) : Q] > s.
Como Q() C K e [K : Q] = s, temos que, [Q(f) : Q] = s e K = Q(6).

Agora, mostremos que:
Zog(0) + ...+ Zoy(0) = Ok.

E claro que Zay(8) + ... + Zo,s(0) C O, uma vez que 04i(0) € Z[¢,) N K. Falta-nos

provar a inclusdo contraria. Assim, tomemos a € Ok, entao existem ay,...,a, € Q,
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tais que, a = Zaiag;(ﬁ), uma vez que {0,4(f),...,0,4(0)} é base de K/Q. Entédo, como
i=1

a € Z[§,), temos que:

s s
a = Za,-og.-(t?) = Zaiff,’“,
i=1 i=1

pode ser expresso por:

-1

a=) b&, b€z i=1,..,p-1

i=1
Como, {b;; i=1,...,p—1} ={a;; i=1,...,s}, concluimos quea; € Z,i =1,...,s,
donde segue o resultado.

O valor do discriminante decorre do Teorema 2.3.2.

Decomposicao de ideais em uma extensao galoisiana

Trataremos nesta subse¢ao, o problema geral de determinar como um ideal primo de

um anel dos inteiros algébricos se fatora numa extensao de corpos galoisiana.

Teorema 2.3.4 (Teorema da Evidéncia) ([6], pag. 70) Dados L/K uma extensdo ga-
loisiana com grupo de Galois G e q, q dois ideais primos de L, tais que qNOk = q NOk.

Entdo, existe o0 € G, tal que o(q) =4 .

Demonstragao:

Suponhamos a(q) #q,V o € G. Entio, pelo Teorema Chinés do Resto, existe uma

solucdo para o sistema de congruéncias:

=0 (modq)
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para todo ¢ € G. Seja a € O, a tal solugdo,desse modo,
Npk(a) € Ok Nq=p,

onde, um dos fatores de Ny k() é a € q. Por outro lado, temos que a ¢ o(q),Vo € G,
entdo o~ !(a) ¢ q. Podemos expressar Np k() como um produto de todos os o~ !(a),
e visto que, nenhum destes sdo ideais primos de g, isto nos mostra que Ny /k(a) € q.

Absurdo, pois vimos que Ny (a) € p C q. Portanto o(q) =q.

Coroldrio 2.3.1 ([6], pag. 71) Sejam L/K uma extensdo galoisiana e q,q ideais primos

acima de p, entdo e(q | p) = e(q'|p) e f(qlp) = F(q'|p).

Demonstragao:
Seja p um ideal primo de Ok, entdo, pelo Lema de Kummer segue que pO; =
0:5'92% . .. q,%. Do Teorema da Evidéncia, temos que o(q) = q', deste modo, suponhamos

que o(q1) = q2. Assim,

o(pOL) = o(@1®a2...4,*) = a(a)"0(q2)” ... o(q.)"

= 2%0(q2)?...0(q,)" = pOL.
Logo, q2° = q2°2 <> e; = ey, portanto e(q | p) =e(q | p).

Sejam
0L, Ox

2., Ox]
9 P

q P ]zf?l

=f1e[

@
g2
d(z+q1) =o0(z) + qo.
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Temos que & é um isomorfismo, logo,

[% ! %] _ [@ ‘ 0«]
q P 2 p ]’

donde segue que f; = fo.

O coroldrio acima nos mostra que no caso de uma extensao galoisiana, um ideal primo
p de Ok fatora-se em (q; ...q4)° em Of, onde os g;'s sdo os ideais primos distintos acima
de p, todos tendo o mesmo grau residual f sobre p. E mais, pelo Teorema da Igualdade

Fundamental, n = [L : K] = g.e.f.

Exemplo 2.3.1 Seja K = Q(&s), seque do Teorema 2.2.2, que o anel dos inteiros

algébricos de K € Z[€gs). O polinomio minimal de & sobre Q € dado por:
Ps(X) = XB - XT 4 XB X2 XB X+ +X°-X+1.
A decomposigao do ideal 13O0k em ideais primos de Oy satisfaz:

Bes(X) = (X* + X3+ X2 + X + 1) (mod 13Z),

p(X)=X'"+ X3+ X+ X +1.

Assim, pelo Lema de Kummer temos:
(a) p =< 13,p(&s5) >= 130k + p(&65)Ok; € o ideal primo de Ok acima de 13Z,

(b) 130k = p“’,

(c) [% : %} =4, Assim, temosg=1,e=12, f=4¢ed48= ge.f= 1.12.4.
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Sejam K, e K3 corpos linearmente disjuntos (isto é, K; N K> = Q). Dado um ndimero
primo p por ([6]) a decomposi¢do do ideal pOk,k, em K;K, pode ser obtida através
da decomposicao em K; e em K, do seguinte modo: Sejam g;, e; e f; os parametros
relativos a decomposicao de pOk; em Kj; j = 1,2. Em K, K, estes parametros satisfazem
a condigao:

g=0g1G2, e=eez e f = fi1fs.

Cada ideal primo de Ok, acima de p se estende em Ok, g, de modo analogo a que p
se estende em Ok,.

Para cada ideal primo q acima de p, definimos dois grupos de G:

O grupo de decomposigao

D=D(q|p)={o€G/o(q) =q},

e o grupo inercial

E=E(q|p) ={o€G/o(a) = a (mod q),Ya € OL}.

Ambos sao subgrupos de G e E C G, pois para X € q, temos que, X = 0 (mod q),
assim o(X) = X (mod q), entdo, o(X) = 0 (mod q), e como q é maximal, segue que

o(q) = q.

Dados q e q dois ideais primos acima do ideal primo p, temos que:

D(q|p)=0D(q | p)o~".
Logo, se D é normal a G, para algum q, entao,

D(q | p) = D(p).
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Em particular, quando G é um grupo abeliano, D(p;) depende apenas de p, assim

denotaremos apenas por D(p). Como g denota o nimero de conjugados de q, entao,

#G=g-# D(p),

e portanto,

# D(p) = g —e.f.

Os elementos de D induzem um automorfismo do corpo Qqh de modo natural: Para
todo o € G restrito a um automorfismo de Oy, e se ¢ € D, entao a aplicagdo induzida
O, — qu tem ntcleo q, logo cada o € D induz um automorfismo ¢ de Oy, de tal modo

que o diagrama a seguir comuta:

o
—_—

E mais, ¢ fixa o subcorpo Qf, ponto a ponto, se ¢ fixa K. Logo fixa Ok, ponto a
ponto. Entdo, & é um elemento do grupo de Galois G de qu sobre Qpﬁ. Resumindo, temos
um homomorfismo de grupos ¢ : D — 24 Logo Ker(y) = E, assim E é um subgrupo
normal de D e o grupo quociente % é imerso em G. Temos quey : D — Gé sobrejetiva,
assim -g» — G é de fato um isomorfismo de grupos. Sabemos que G é ciclico de ordem
f, assim o mesmo é vélido para 2.

Sejam Lp e Lg, corpos fixados por D e E, respectivamente. Lp é denominado corpo

de decomposi¢do e Lg corpo inercial.

Exemplo 2.3.2 Sejam L = Q(&;5). Assim pelo Teorema 2.2.2 Or, = Z(&;5) e o polinémio

minimal de &5 sobre Q é:

@15(X)=X3—X7+X5—X4+X2—X+l.
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A decomposi¢ao do ideal 7Oy, em ideais primos de Oy, satisfaz:

®15(X) = (p1(X)) - (p2(X)) (mod 7Z),

nX) = X4+4X3+2X%24+ X +4,

pA(X) = X*+2X3+4X%2+ X +2,

e do Lema de Kummer, seque que:
(a) pi =< 7,pi(&15) >= TOL + pi(&15)OL; © = 1,2, sdo os ideais primos de O acima de
TZ,

(b) 701, = p1pa,

Op ZBlE ..
(C)[?ﬁ] —4,3—1,2.

Assim, temos g = 2,e; = e; = 1, fi = fo = 4. O grupo dos Q-automorfismos de K
sobre Q € dado por:

Gi={ai v=1,...,15; o:(Eis) =5}

e verificamos que, p; e pa sdo conjugados, por exemplo, o2(p1) = p2 € o2(p2) = p1. Logo

p1 e p2 sdo ideais primos conjugados que tem o mesmo indice de ramificagao (e =1) e o

mesmo grau residual (f = 4).

O grupo de decomposi¢cio D(7Z) € dado por:
D(TZ) = {0' € G/U(pl) = pl} = {01:04; o7, 013}-

Da mesma forma o grupo de inércia é€:
E(7Z) {oc € G/o(z) =z (mod p,),z € OL}

{0 € D/a(&15) = &5 (mod p1)}-

# E(7Z) = 4 e E(7Z) C D(7Z),
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temos,

E(7Z) = D(7Z).

Teorema 2.3.5 ([6], pag. 100) Sejam L, K, Ok, Oy, p,q, G, D, E, e, f e g como

anteriormente. Entdo temos o seguinte diagrama:

grau indice de ramificagdo grau de inércia

K

O teorema a seguir estabelece certas condigoes maximais e minimais para o corpo de
decomposicio, considerando agora K o corpo fixado por um subgrupo H C G. E mais,
seu anel dos inteiros algébricos é O, = BN K ep = qN O, é o tnico ideal primo de

Oy abaixo de q.

Teorema 2.3.6 ([6], pag. 104) Com as notagdes acima, temos:

(a)Lp € o maior corpo intermedidrio de K' contendo K tal que e(p’ | p) = f(p' | p) = 1;

(b)Lp € o menor subcorpo K', tal que q € o tnico ideal primo de Oy, acima de p;

(c)Lg € o maior subcorpo K', tal que e(p’ | p) = 1;
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(d)Lg € o menor subcorpo K, tal que q é totalmente ramificado sobre p’, (isto €, e(q |

p)=[L: K.

Exemplo 2.3.3 Como vimos no exemplo 2.3.2, e =1, f =4 e g = 2. Logo, pelo Teorema

2.3.6, seque que:

Lp =Q(&) C Q(&is) e f(ap | p) =e(ap | p) = 1.

2.4 Reticulados

Entendemos por empacotamento esférico a disposi¢do de esferas de mesmo raio no
espago euclidiano n dimensional, de tal modo que a intersecgdo de duas delas tenha no
méaximo um ponto.

Dentre os empacotamentos esféricos, aqueles cujo conjunto de centros das esferas cons-
tituia um subgrupo discreto do R™ despertaram particular interesse, e passaram a se
chamar empacotamentos reticulados, ou ainda, definimos reticulado do seguinte modo:

Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita n sobre um corpo K, A um subanel
de K e v1,...,v:; r < n, vetores linearmente independentes de V. Damos o nome de A-
reticulado (ou simplesmente reticulado), com base (vy,...,v,), a0 conjunto de elementos
da forma:

T =av;+...+av,, coma; €A
Doravante, em qualquer citagao de reticulado, vamos supor que K =R, A=2%Z, V =

Rter=n.

Exemplo 2.4.1 Seja A = Z?. Temos que A é um reticulado,gerado pelos vetores e; =

(1,0) e e; = (0,1).
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Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto de centros
formam um reticulado A de R" e, a menos que se diga o contrario, a partir de agora todos
os empacotamentos considerados serao reticulados, e quando o conjunto de centros for
A, dizemos que o empacotamento é associado a A. Definimos a densidade de um dado
empacotamento como sendo a proporgao do espago R" coberto pela unido das esferas.

A seguir, introduziremos os elementos bésicos que possibilitardo obter uma expressao
para a densidade de empacotamento.

Seja A C R™ um reticulado com base = {vy,...,v,}. Entdo, o conjunto

Rg={zeR"|z=) Mv;, 0< X <1, AeR},

i=1
¢ denominado a Regido Fundamental de A associada a base 3. Observamos que a Regido
Fundamental depende da escolha da base do reticulado.
Fazendo v; = (v;,...,vin) € R?, i =1,...,n, o volume de Rg, v(Rg), é o médulo do

determinante da matriz

\Um Un2 ... v,m/

a qual é denominada matriz geradora para o reticulado A.

O volume da Regiao Fundamental, Rg, independe da base, pois a matriz mudanca
de base é invertivel, com entradas inteiras, ou seja, tem determinante +1. Deste modo,
faz sentido definir o volume de A como sendo o volume de uma Regido Fundamental, e
denotaremos por v(A).

Este trabalho tem como objetivo tratar de empacotamentos associados ao reticulado

A cujas esferas tenham raio maximo. Logo, o maior raio possivel para distribuir esferas
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centradas em cada ponto do reticulado A e obter um empacotamento é denominado raio

de empacotamento (p), e é dado por:

onde Apin = min{|v|; v € A, v # 0}. E importante observarmos que p é o maior raio com
o qual é possivel distribuir esferas centradas nos pontos de A e obter um empacotamento.
Dessa forma, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Ao mencionarmos densidade de empacotamento com esferas de raio p, associado a
um reticulado, estamos citando a densidade de um reticulado A, a qual denotaremos por
A(A) e esta é dada por:

Volume de uma esfera de raio p
Volume do reticulado

A(A) =

O volume de uma esfera n-dimensional de raio p é

v(B(p)) = v(B(1)) - p",

onde v(B(1)) é o volume de uma esfera de raio 1. Assim, a densidade de um empacota-

mento reticulado A é dada por:

AW) = (B(1) - -

A fragdo que se destaca é outro parametro importante em empacotamentos reticulados,

denominada densidade de centro, cuja expressao é dada por:

W) = oy

Exemplo 2.4.2 Seja A um reticulado hezagonal gerado pelos vetores (1,0) e (:21, 3?),

1

assim p= 3 e 6(A) = 75 =0,2887.
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Exemplo 2.4.3 Seja A = Z" um reticulado do R™ gerado pela base 8 = {e; = (1,0,...,0),...

en = (0,...,0,1)}. A forma quadrdtica |v|> = 2,% + ... + z,2 assume valor minimo 1,

quando algum dos x; = 1, parai = 1,...,n e os demais sdo todos nulos. Assim, p = %

Como v(A) =| detM |, e M neste caso é a matriz identidade, entdo v(A) = 1 e portanto,

2.5 O Homomorfismo Canodnico

O propésito desta segao é apresentar o método de imersao de um corpo de niimeros
K no espaco euclidiano, de tal modo que ideais em Ok correspondam a reticulado neste

espago.

Sejam K um corpo de nimeros de grau n e

G K — Cot=100m,

os monomorfismos de K em C. Dizemos que um monomorfismo o; é real, se 0;(K) C R,
caso contrario, dizemos que o; é imaginario. Um corpo K é denominado totalmente real,
quando todos seus monomorfismos sao reais, e K é denominado totalmente imagindario
quando todos seus monomorfismos sao imaginarios.

Agora definiremos o homomorfismo candnico para o caso geral. Sejam K um corpo
de nimeros de grau n, r; a quantidade de monomorfismos reais e 2r, a quantidade de
monomorfismos imaginarios. Podemos ordenar os monomorfismos oy, ..., 0, do seguinte
modo:

O1y++30r153 0141, Try 415 - -+ 3 Ory 12 Ory 412y

onde o1,...,0. sao os monomorfismos reais e os demais imaginarios. Assim definimos o

AVA
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homomorfismo canénico,

por
ok(a) = (o1(a),...,0n(a),Red, +1(a), Imoy, 41(@), . . ., Reoy, +rp (@), Imay, 4ry (@),

onde Re(z) e Im(z) representam as partes real e imaginaria do nimero complexo z, res-

pectivamente.
Exemplo 2.5.1 Sejam K = Q(«), onde a € R satisfaz:
a'—2=0.

Os conjugados de o = /2 sdo a, aw, aw?, aw®, onde w € a raiz primitiva da unidade.

Um elemento de K, por exemplo,
z = a+ ba+ ca? +do?,
onde a,b,c,d € Q, € levado em R?* de acordo com,

o(z) = (01(z),02(2), Reos(x), Imos(z))

(a+ba+ca2+daa, a —ba + ca® — do?, a — ca®, ba — dad).

Exemplo 2.5.2 Sejam K = Q(\/7) com Q-base {1,V/7} e 0os monomorfismos de K em

C, o, e 09, que sdo, respectivamente, a inclusao e a conjugagao compleza, isto é,
oa(a+bV7) =a—bVT; a,be Q.

Entado, para x = a + bW/7 € K, a,be Q, temos:

o(z) = (01(z), 02(2)) = (a + bVT,a — bVT).
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Uma das principais aplicagoes deste homomorfismo é a geragao de reticulados no R™ e
alguns parametros associados sao obtidos via Teoria Algébrica dos Niimeros. O Teorema

a seguir representa um dos principais resultados desse capitulo.

Teorema 2.5.1 ([11], pag. 56) Sejam K um corpo de nimeros de graun, oy,...,0, 08
monomorfismos de K em C e M C K um Z-mddulo livre de posto n com Z-base (Z;)1<i<n-
Entado,

(a) ok (M) € um reticulado.

(b) v(ok(M)) = 27" |det(i(x;))| -

Demonstragao:
(a) Sendo {z,...,z,} uma base de M, mostremos que {ok(z;),...,0k(z,)} é uma

base de o (M). No caso em que K é totalmente real,

O'K(.'Iig) = (01(17{), el ,O’n(l’i)), 1= 1, sy T

ai(z1) .8 o, (1)

al(mfi) Un(:rn)

detD = det(oi(z;)).

Por outro lado, sabemos que,

Alzy, . .., 2, = (det(oi(z;)))>.

(detD)? = (det(0:(z;)))* = Alzy, - - -, Tn),
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e pelo Teorema 1.2.3, A[zy, ..., x,] # 0. Assim detD # 0, implicando que ok (zy),...,0k(Zn)
sao vetores linearmente independentes sobre R. Por construgao ok (z;),...,0x(z,) geram
ox(M), logo {ok(z1),...,0k(x,)} é uma base de o (M) e, portanto, ox (M) é um reti-
culado.

Para o caso em que K é totalmente imagindrio, provamos com argumentos similares
que ok (M) é um reticulado.
(b) Mostremos que v(og(M)) = 27"2|det(0i(z;))|, quando K é totalmente imaginério.

Nesse caso,

ok (z;) = (Reoy(z;), Imoy (z), . . ., Reo, (z;), Ima,, (z;)), i =1,...,n.

Reoy(z;) Imoy(z;) ... Reor,(z1) Imo,,(z)

Reoi(z,) Imoy(z,) ... Reon(z,) Imo,,(z,)

Sabemos que Rez = 1(z + Z) e Imz = (2 — Z), deste modo somando & cada coluna

de ordem impar a coluna seguinte previamente multiplicada por 7, e multiplicando as

colunas de ordem par por —2i e a cada uma delas adicionando a coluna anterior, obtemos

a seguinte matriz:

al(xl) 0’,.2(:171) sz(ml)

01(Zn) oo Opy(Tn) Ory(n)

Como detD = (2i)"™.detD, e 7; = Or,+i, €ntdo

v(ox(M)) =| detD |= |(2i)7™| . |detDy| = 27". |det(oi(x;))] -
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Vimos anteriormente, que Ok é um Z-mdédulo livre de posto n, e se a é um ideal nao
nulo de Ok, entdo a é um Z-mdédulo livre de posto menor ou igual a n. Como o indice
de a sobre O é finito, temos que a também é um Z-médulo livre de posto n,. Assim,
pelo Teorema 2.5.1, o (Ok) e ok(a) sdo reticulados. E mais, definimos por realizagao

geométrica do ideal a ao reticulado ok(a).

Exemplo 2.5.3 Sejam K = Q(v19) e Ok = Z[V19] o anel dos inteiros algébricos de

K, com base {1, \/E} Sendo ro = 0, temos:

1 19
v(og(Ok)) = |det e = |—2\/E‘ = 2V/19.

1 —V19

Exemplo 2.5.4 Sejam K = Q(v/-T7) e Og = Z[bzﬁ] o anel dos inteiros algébricos de

K, com base {1, ﬁz'E} Sendo ry = 1, temos:

1 1+/=T7 1
v(og(Ok)) = 27" |det : == |—\/—7| == |ﬁzl =
1 L=v= 2 2
2

V7
5

1

Exemplo 2.5.5 Mais geralmente, sejam K = Q(V/d), onde d é um inteiro livre de

quadrados e

ox: O — R?

z +— ok(z)

o homomorfismo canénico, entdo M C Ok € um Z-mddulo de posto 2.

Suponhamos que M = Ok = Ze, + Zey, entado,
O’K(M) = ZO’K(&I) + ZO’K(eg) G Rz.

Consideremos 0s casos:

(1) d>0, d=2 ou 3 (mod 4).
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Pelo Teorema 2.1.2, O = Z[\/d). Logo
OK : Ok —R?
a+b/d — (a+bVd,a—bV/d)
Neste caso, M = Ze, + Zey = Z.1 + Z\/d
ox(a+bvVd) = ok(1)=ox(l+0Vd) =(1,1)
ox(a+bvVd) = ox(Vd) = okg(0+1Vd) = (Vd,—V4d).
Portanto, ox (M) = Z(1,1) +Z(v/d, —Vd). Sejam v, = (1,1) e v, = (v/d, —V/d). Logo,
v(ok(M)) = |det . : =| - 2vd| = 2V4.
Vi -V
Temos que v = (a + bV/d,a — bV/d). Assim a forma quadrdtica |v|* = 2(a® + db?),

£

assume valor minimo 2 quandoa =1 e b= 0. Logo |v| = V2, donde seque que p =

sy -2 )1
ST Wok(M) T ovd T 44

Portanto

(2) d<0, d=1 (mod 4).

Pelo Teorema 2.1.2, O = 7Z [”‘2/:‘2] . Logo,

Ok
(=63) —

Neste caso, M = Ze; + Zey =Z.1+Z (H"/_) e

oK (a+b(m2@)) ox(1) = (1,0)

1 2 3 4 5 6 7 unesprl 12 13 14 15 1o 17 18



2.5 O Homomorfismo Canénico 91

Portanto, ox(M) = Z(1,0) + Z (%, %) . Sejam v, = (1,0) e vy = (%, —‘/;E) . Logo,
v(og(M)) = |det

Temos que, v = (%’, bg) . Assim a forma quadrdtica |v|* = (a+ %)2 - %, assume
valor minimo 1 quando a=1 e b= 0. Logo |v| = 1, donde segue que p = 3.

Portanto,

0 3
HowlM)) = Som) = i = 2v=d

Analogamente, para os casos:

(3) d<0, d=2 ou 3 (mod 4).

(4) d>0, d=1 (mod 4).

o(ox(M)) =

1
4/d

Teorema 2.5.2 ([11], pag. 57) Sejam K um corpo de nimeros de grau n, com discrimi-

nante Dy e a um ideal ndo nulo de Og. Entdo,
v(og(a)) = 27| Dk|2.N(a).

Demonstracao:

Seja {z1,...,Z,} uma base do ideal a, e como Ok C K, segue do Teorema 2.5.1,que:

v(ox(a)) = |detD),

|detD| = 2772, |det(oi(z;))| -
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Por outro lado, do Teorema 1.8.1, temos:

Alzyy ..., za) |2
Dg ’

N(a):‘

|Alzy, ..., za)|"/? = |Dk|Y2.N(a),

Alzy,. .., zn) = (det(oi(z;)))>

Substituindo (2.14) em (2.13), vem:
|det(0i(ce;))*|"* = | Dx'"* - N(a),

donde segue que,

|det(0i(x;))| = |Dx|"* - N(a),

E por fim, substituindo (2.15) em (2.12), temos,

v(ok(a)) = 27".|Dg|"2.N(a).

Observacao 2.5.1 Dc Teorema anterior, a expressio para a densidade de centro do re-

ticulado ok (a) € dada por:
21"2pﬂ

d(ok(a)) = Drl72.N(a)

Exemplo 2.5.6 Pare K = Q(+/10), pelos Teoremas 2.1.2 e 2.1.3, temos respectivamente,

Ok = Z[V10] e Dk == 40. Dado o = a + by/10 € O, temos:

) ok (@)? = 0177 + 0203 = 2(a® + 100?),
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e esta formula assume valor minimo 2, quando a =1 e b = 0. Portanto,

d(ok(Ok)) = 2~ (), 07906.

1
4/10
' = = 7 |1+v/i3 : o
Exemplo 2.5.7 Sejam K = Q(/13), Ox = Z[ . ] e a o ideal principal de Ok,

gerado por 6 =1 — 21/13. Para a € 00k, eristem a,b € Z, tais que:

a=(1-2V13) (a+b(1+2\/ﬁ)) = (a,

Logo,

)2+2(a—¥) (%b—za)\/ﬁﬂs(%b—m)

lok(@)|* = Tri(aa) = 2 [(a - 2?5,,)2 +13 (%b - 2a)2] ;

atribuindo valores inteiros, nao todos nulos, para a forma quadrdtica acima, concluimos
que esta assume valor minimo 106 quandoa=1 e b= 0.
Sendo Dy = 13 e |Nk/q(0)| = | — 51| = 51, temos:

106

(ox(a)) = 55, 7= =0, 14411




Capitulo 3

Reticulados Algébricos e Aplicacoes

O objetivo deste capitulo é o célculo a densidade de centro de alguns reticulados
algébricos. Visto que se trata de um capitulo de aplicagoes, alguns resultados serao de-
monstrados.

Iniciaremos com o estudo dos reticulados algébricos obtidos via representagao geométrica
de Z-médulos dos anéis dos inteiros algébricos e devido & complexidade em minimizarmos
a forma quadratica, obtida a partir da fungao trago, faremos exemplos e em dimensoes 2
e 3, e em ambos os casos explicitaremos uma ”familia”de reticulados cuja densidade de
centro é recorde.

Em seguida, estudaremos os reticulados algébricos obtidos via representagao geométrica
de ideais, neste enfocamos a representagao geométrica de ideais principais e nao principais.
Convém ressaltar que o Lema de Kummer é extremamente importante para determinar

tais ideais, pois fornece meios de encontrarmos ideais nao principais.




3.1 Reticulados Algébricos

3.1 Reticulados Algébricos

Sejam K/Q uma extensao galoisiana de grau n, G = Gal(K,Q), G abeliano, K =
Qa) e f(X) =irr(a,Q) = (X —aq)(X — a2) ... (X — o). Consideraremos os casos K

totalmente real e K totalmente imaginario.

3.1.1 K é Totalmente Real

Sejam G = {01,02,...,0n}, vi = (0i(o1), 0i(@2), ..., 0i(an)); i

Af = {iaivg; a; € Z} v

i=1

Notemos que Ay nem sempre é um reticulado de posto n.

Exemplo 3.1.1 Sejam K = Q(v2) e f(X) = irr(v/2,Q). Logo, as raizes de f(X) sdo
ar=vV2ea=—-V2eG= {01,032}, onde o1 € a inclusdo e oy é a conjugagdo. Notemos

que vy e vy sao linearmente dependentes. Portanto Ay nao € um reticulado de posto 2.

Exemplo 3.1.2 Seja K = Q(1 + v/2) = Q(v/2). Nesse caso, f(X) = irr(1 +v2,Q) e,
entdo, as raizes de f(X) sGoay = 1+ V2 eas =1 -2 e G = {01,0,}, onde 0, é
a inclusdo e oy é a conjugagdo. Logo, det(M) = (14 v/2)? — (1 — V2)? = 4v/2 # 0.

Portanto, Ay € um reticulado de posto 2.
Em nosso trabalho, estaremos interessados nos casos em que Ay é um reticulado.

Lema 3.1.1 Sejam K = Q(a;) uma extensdo abeliana, f(X) = X" + a,1 X" ! +
an2 X" 2+ ...+ ag, com a; € Z, a;;i =1,...,n as raizes de f,A; um reticulado de

posto n, como definido anteriormente, e v € Ay, tal que v = Xjv, + ... + Xpv,; X; € Q.
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Entao,
n
ol = Q(X1, ..., Xn) = (Gh_y — 28n-2) ) X2 +2 DY Trisoleie;)X:X;,
i=1 1<i<j<n
Demonstragao:
Temos que,
n n n
|vP=vv= (Z X;-v;-) (Z vaj) = Z Vv X7 + 2 Z v;v; X X (3.1)
i=1 j=1 i=1 1<i<j<n

Sabemos que v; = (oi(@1),...,0i(an)). Assim,

vivi = (0i(ar),...,0i(an))-(0i(e1),. .., 0i(an))
oil)?+...+oi(an)? =2 +... +a?,

Portanto,

2 2
od+...+a2

(a1+...+an)2—2 Z ;0

1<i<j<n

2 :
Apn-1 — 2an—21

Desse modo, a primeira parcela para a forma quadritica |v|? pode ser reescrita da

seguinte maneira:

T
(@n-12 — 2ap_53) Z Xf.
i=1

Para a segunda parcela, temos:

v = (0'1(0!1), chee ,oq-(a,;));z' =1 I

(oi(vq), - -an(Gn))-(G’j(al)a ooy 05(an))

gi(an)oj(ar) + ... + oi(an)oj(an).
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Logo,

a;l(v;vj) = a0k(oy) + ... + anor(ay),

onde o = 0] '0;.

Como Za;ak(ai) = Trgg(ar1ok(ay)), temos que:

i=1

Viv; = TT‘K,;Q((IIO';;(Q]_)) € Z.

Observando que:
(

o1(ay)

0'2(0:‘1)

U,;(Ct'l)

\

obtemos,

n

TTK/Q(G;'O.’;;) = ZG;(Q;'QJ')=Zal(ai(al)gj(al))
I=1

=1

n

Y a(oi(@))ai(oj(en)) = Y ai(oi(ar))o;(ou(en))

Zgi(at)aj(al) = Z o7 loi(an)o; oj(en)

Z ao(c) = Trgg(arok(a)).
1=1

Entéo, Try/q(cia;) = Trig(anor(ay)).

Portanto,

Q(Xl, S an) = (an—l2 — 2an_2) ZXE + 2 Z TTK/Q(Q}O.’J;)Xin.

i=1 1<i<j<n
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3.1.2 K é Totalmente Imaginario

Neste caso, n = 2r3, donde segue que 7, = n/2. Logo,

f(X)=X-a)...(X —an)(X —a1)... (X = Tr).

Sejam G = {01,...,00,,01,...,0p,} €

v; oi(u) = (oi(a1), ... ,0i(ay,))
(Reoi(ay),Imo;(ay), . . ., Reoi(ay, ), Imoi(ar,)) € R®i=1,...,n.
Definiremos a seguir a matriz geradora e a forma quadrética, que diferentemente do
caso real ndo ha como simplifica-las.

Assim,

Reoy(a;) Imoy(a;) ... Reoi(ar,) Imoy(ar,)

Reo,(a;) Imo,(e;) ... Reoy(ar,) Imo,(a,)

QXy,..., Xn) =) vwiXP+2 > v XiX;.
i=1

1<i<j<n

A forma quadratica é positiva definida, cujo menor valor com entradas inteiras, nao

todas nulas, nos fornece o dobro do quadrado do raio de empacotamento.

3.2 Reticulados de Posto 2

3.2.1 Caso K Totalmente Real

Sejam f(X) = X2+ aX +b; a,b € Z e a;, ay as raizes de f. Para que oy, ap sejam

reais e distintas é necessério e suficiente que A = a? — 4b seja positivo.
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Sejam,
v = (an,a2) e vy =(az, ),
dois vetores de R? e A o reticulado gerado pelos vetores vy, v2. A densidade de centro de

Ay é dada por:
2

_ P
ag)= |det M|’

sendo M a matriz de ordem 2, dada por:

a; Q2
M =

Qo O}

Lema 3.2.1 O determinante da matriz M, definida acima vale aVA, onde A = a® — 4b.

Demonstragao:

Sejam

9 —a+\/z

2 |
)" — Qg” = )

40:1/Z=a\/z.

Lema 3.2.2 Sejam f(X) = X?+aX +b;a,b € Z e v = X v; + Xovy um vetor de Ay,

entdo:

I'U|‘2 = az(X12 -+ X22) — Qb(Xl = XQ)Z.

Demonstragao:

Pelo Lema 3.1.1, temos que:

I,U|2 — (ai_l — 2%—2) ZX? +2 Z TTK/Q((X,'CI_;;)X;‘XJ;.

i=1 1<i<j<n




3.2 Reticulados de Posto 2

Logo, para n = 2, temos:

|‘U|2 = (a2 - 25)()(12 + X22) + 2Tr(alag)X1Xg “%
(a? — 2b)(X12 + X32) + 2(2b) X1 X,

a?(X,2 + X3%) — 2b( X, — X2)2.

Exemplo 3.2.1 Com a notagdo anterior, sejam f(X) = X*+3X +1, oy e ay as raizes
de f ev = Xjv; + Xova € Ay. Pelo Lema 3.2.2 | v |>= 9(X? + X2) — 2(X; — X,)?, assume
valor minimo 7 quando X, = 1 e X, = 0, donde seque que p = &gm = lé—? e pelo Lema
3.2.1 v(Ay) =| a | Va® — 4b = 3/5. Entado,

P2 (E)P

M) =) = 3v5 " v

(), 143.

Exemplo 3.2.2 Com a notag¢do anterior, sejam f(X) = X?2+6X +6, oy e ay as raizes
de f ev = Xiv1 + Xov2 € Ay. Pelo Lema 3.2.2 | v |?= 36(X2 + X3) — 12(X; — X,)?,
assume valor minimo 24 quando X, = 1 e Xy = 0, donde seque que p = %ﬂ-ﬂ = @ e

pelo Lema 3.2.1 v(Af) =| a | va? — 4b = 61/12. Entdo,

(s, 2048) A
v(Ay) 123  48v3 23

§(As) = & (), 2887.

Observagao 3.2.1 O reticulado obtido no exemplo 3.2.2 tem densidade de centro recorde,

para essa dimensdo.

Teorema 3.2.1 Sejam f(X) = X?*+aX +b, a,b € Z e A; um reticulado como definido

anteriormente. Se f(X) satisfaz:

(3.5)
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Demonstragao:

Com efeito, temos que sua forma quadratica,

[v]? a®(X,? + X;5%) — 2b( X, — X,)?
6b(X12 + X5?) — 2b(X; — X,)?,

assume valor minimo 4b quando X; = 1, X; = 0. Logo, p = @ e |detM| = |a|v/2b,

donde segue que a densidade de centro de Ay é dada por:

5 )_(\/4_6/2)2_ b1
T a2 4lalv2b 26V3 23

= (), 2887.

3.2.2 Caso K Totalmente Imaginario

Sejam f(X) = X%+ aX +b; a,b € Z e a,@ as raizes de f. Para que a,@ sejam
imagindrios é necessario e suficiente que A = a® — 4b seja negativo.

Sejam,

v1 = (Rea,Ima) = (—Tﬂ, @)

v = (Im@, Rea) = (‘T“, _—"?) = (Rea, —Ima),
dois vetores de R? e Ay o reticulado gerado pelos vetores vy, v2. A densidade de centro de

Ay é dada por:

0

Ofas) = |detM]|’

sendo M dada por:

Rea Ima
M =

Rea —Ima

Lema 3.2.3 O determinante da matriz M, definida acima vale £ 2“3‘, onde A = a® — 4b.
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Demonstragao:

Sejam

Lema 3.2.4 Seja v = X v, + Xova um vetor de Ay, entdo:

(X; + X2)% + (AR’T%"’Q)(X1 - X,)2

02

4

of? =

Demonstracgao:

Temos que:

Xi1(Rea, Ima) + Xz(Rea, —Ima)

(Rea(X; + X3), Ima(X; — X3)).

(Rea)z(Xl + X2)2 + (Ima)Q(Xl s X2)2

(_—a)2 (X1 + X2)% + (@) . (Xy— Xa)?

2
(4b — a?)

AN
1 (X1 — X2)

(12 9
Z(Xz + X5)* +

Exemplo 3.2.3 Sejam f(X) = X2+ X +3 ev € Ay, como definidos anteriormente.

Pelo Lema 3.2.4, temos que:

(X1 + X2)% + 11(X; — X3)?
4 ]

|v =
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assume valor minimo 1 quando X, =1 e X, = 1, donde seque que p = ﬁ";m = % e pelo

Lema 3.2.3 v(Ay) = 198l = VI prygo,

oo G T ke
oldhy) v(Ag) (2211) 5.2V A Ok

5.

Exemplo 3.2.4 Sejam f(X) = X2+ X +1 e v € Ay, como definidos anteriormente.
Pelo Lema 3.2.4, temos que:

| v |2: (Xl -+ X2)2 S 2(Xl = X2)2
4 3

assume valor minimo 1 quando X; =1 e Xy = 0, donde seque que p = &*g-“-l = 3 e pelo

Lema 3.2.8 v(Ay) = @ = @ Entdo,

§(Ay) = Upz =

1
= (), 2887.
(Ay) 2v/3

Observagao 3.2.2 Como vimos no caso real, o reticulado obtido no exemplo 3.2.4 tem

a densidade de centro recorde.

Veremos na observagao a seguir, que a partir de algumas condigoes é possivel obtermos

uma ”familia de recordes”.

Teorema 3.2.2 Sejam f(X) = X?+aX +b, a,b € Z e A o reticulado definido ante-

riormente. Supondo

entdo o reticulado Ay possui densidade de centro recorde.

Demonstragao:
Com efeito, temos que sua forma quadratica,

|’UI2 L az(Xl + X2)2 + (4b = (.12)(X1 — X2)2 I8 b(Xl + X2)2 + Sb(Xl - X2)2
_ 4 B 4 ’
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assume valor minimo b quando X; = 1, X; = 0. Logo p = % e |detM| = E"/T‘?_ﬂ, donde

segue que a densidade de centro de Ay é dada por:

(WBDTENS e b mmY
lav3l  4lav/3b]  2VBV3D  20v3  2V3

0(Ag) = & (), 2887.

Observagao 3.2.3 A reciproca do Teorema 8.2.2 ndo é verdadeira, basta tomarmos o

polinémio f(X) = X?+3X + 3.

3.3 Reticulados de Posto 3

Sejam f(X) = X3 +aX?+bX +c; a,b,c € Z e o1,0,03 as raizes de f. Para
que o, &, @3 sejam reais é necessério e suficiente que a derivada de f se anule em dois
pontos distintos, digamos z; e x3, € que f(z;) e f(z;) tenham sinais distintos, isto é,
f(z2) <0 < f(z1), admitindo, sem perda de generalidade, que z;, < z.

Podemos resumir esse comentério formalmente no seguinte resultado:

Lema 3.3.1 ([8]) Sejam f(X) = X3 +aX?2+bX +c; a,b,c € Z e ay,as, a3 as raizes

de f. Para que ay, a9, a3 Sejam reais € necessdrio e suficiente que

3
a®—3b> 0 e que (VaZ—3b)° > |2 9;b+27c_

Demonstragao:
Como f(X) = X3+ aX?+bX + ¢, temos que a sua derivada é dada por:

f'(X) =3X?%+ 2aX + b, cujas raizes sio:

—a—+Va?—-3b —a++Va?—-3b

L =—-—— € Ip=

3 3
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Logo, segue que a? — 3b deve ser um nimero positivo. Agora,

f(z1) 2 +arl+ bz +c

RN = 8 e 2 =
( a a 3b) -i-a( a \/30 36) +b( a

1
E(Qaa + 2(Va? — 3b)® — 9ab + 27c)

3

e, portanto, f(z;) > 0 se, e somente se,

—9q3 -
(m)3 - 2a +2&b 27C

Analogamente,
flz2) = 2%(20:" — 2(vVa? — 3b)® — 9ab + 27¢)

e, portanto, f(z;) < 0 se, e somente se,

—2a% + 9ab — 27c

2 _ )3 ~ —
(Va2 — 3b)° > 5

Visto que a reciproca é imediata, concluimos a demonstragao.

Das relagdes de Girard, sendo a;,ay, a3 as raizes de f(X) = X°® 4 aX? + bX + ¢,

podemos deduzir que:

a1+ o+ a3 = —a

a1ap + ajaz + asaz = b

1 Qaig = —C.
\

Supondo

2a% — 9ab + 27¢
Qi 53 .
(Va? - 3b)° > 5




3.3 Reticulados de Posto 3

Sejam,
(

v = (al: Gg, 053)

vy = (a3, a1, a2)

! Vs = (02:053!0:1)!

trés vetores do R3 e A # o reticulado gerado pelos vetores v;,v,, v3. A densidade de centro

de Ay é dada por:

3
$(y) = [detM]|’

sendo M a matriz de ordem 3 cujas entradas sao as coordenadas dos vetores vy, vy € v,

ou seja,

Q; Q2 Q3
M = az a1 g

Qg (3

e p é o raio de empacotamento de Ay, isto é,
1L
p= §mm{|v|; v €A, v#0}

Lema 3.3.2 ([8]) O determinante da matriz M, definida acima vale —a(a® — 3b).

Demonstragao:

Podemos ver que detM = o, + a® + a3® — 3030003. Por outro lado, sendo
o) + as + az = —a,

segue que,

ar? + o’ + az? + 2(g + qag + apag) = Qs

12 + a® + a3? = a® — 2b.
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Multiplicando o lado esquerdo da equagao (3.6) por a; + a9 + a3 e o lado direito por

—a obtemos a equacio:

ar® + a2® + a3 + a1a? + o132 4+ as? 4+ azas? + asan? + azan?
a1® 4+ a2® + a3 + (o + ) + yas(eg + a3) + azaz(ag + asz)
a1® + a2® + a3 — aja(a3 + a) — ajas(az + a) — azas(ay + a)
—a(a? — 2b).

Mas, a;® +a9® +a3® — 3ayaz03 —a(ayap + a3 +aza3) = —a®+2ab, e consequentemente,
0!13 + 023 -+ 033 = 30:10.’2(}3 = —03 + 3ab.

Portanto, detM = —a3 + 3ab.

Lema 3.3.3 ([8]) Seja v = Xv; + Yuy + Zvs um vetor de Ay, entdo
| = (a® —2b)(X*+ Y2+ Z%) + 20(XY + XZ + Y Z).

Demonstragao:

Sejav = (X + aY + a3Z, asX + 1Y + a2Z, 02X + a3Y + o Z), entao:

I = (e’ + @ + ea®)(X? + Y2 + 2°) + 2(a1c2 + ya3 + 2203) (XY + XZ + Y Z)

(@®—2b)(X*+ Y +ZY) +26(XY + XZ + Y Z).

Exemplo 3.3.1 Seja f(X) = (X —1)(X —3)(X —5) = X® —9X2 + 23X — 15. E claro

que f(X) satisfaz as condi¢ées do Lema 3.3.1, e sua forma quadrdtica

[v|?> = 35(X% + Y2+ Z%) +46(XY + XZ + Y Z),




3.3 Reticulados de Posto 3 108

assume valor minimo 24 quando X =1, Y =—-1e Z =0. Logo p = 3@ e |detM| = 108,

donde segue que a densidade de centro de Ay é dada por:

6(Ay) = &?ééi)a = ‘1/—86 =~ (), 136.

Exemplo 3.3.2 Seja f(X) = X3 +4X%+4X + 1. Ndo € dificil ver que f(X) satisfaz as

condi¢ées do Lema 8.3.1, e sua forma quadrdtica
V2 =8(X%2+Y2%+ 2%+ XY + XZ + Y 2),

assume valor minimo 8 quando X =1, Y = Z = 0. Entdo p = @ e |detM| = 16, donde

seque que a densidade de centro de Ay € dada por:

16 3 —4—\/§=U,1768.

Observacao 3.3.1 O reticulado obtido no exzemplo 3.3.2 tem densidade de centro recorde,

para essa dimensao.

Teorema 3.3.1 Sejam f(X) = X®+aX?+bX +c¢; a,b,c € Z e A o reticulado definido

anteriormente. Se f(X) satisfaz:

2
(%) =b e c(27c+4a’® — 18ab) < 0,

entdo o reticulado Ay possui densidade de centro recorde.

Demonstragao:

Com efeito, temos que sua forma quadratica

2 =26(X?+Y + 22+ XY+ XZ +Y2),
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assume valor minimo 2b quando X =1, Y = Z = 0. Entdo p = ~‘/§2—_” e |detM| = |ab),

donde segue que a densidade de centro de Ay é dada por:

(V32 _ VB3 _ VaVE _ V3 _ 1

= - = — = —— (), 1768.
|alb 8lalb 8v/b 8 42

6(Ag) =

Podemos resumir o Teorema acima dizendo que: Se f(X) satisfaz (3.7), obtemos uma
familia de reticulados cuja densidade de centro é recorde.Convém ressaltar ainda, que

para cada polindomio f(X) obtemos reticulados distintos.

3.4 Representacao Geométrica de Ideais

Sejam K/Q uma extensdo abeliana de grau n, Ok o anel dos inteiros algébricos de
K, I um ideal ndo nulo de Ok e o : K — R" o homomorfismo candnico. Ja vimos
que, ok (I) é um reticulado de posto n, cuja densidade de centro é dada por:

or2 p‘n

d(ok(I)) = W,

onde p = %min{[ax(:s)h z €1, z # 0}.

Nesse reticulado a distancia entre seus pontos é medida pela funcao trago, como vere-

mos a seguir:
Proposicao 3.4.1 ([12], pag. 225) Sejam K um corpo de nimeros e x € K. Entao,

|O'K($C)i2 = CK.TT‘K{‘Q(QIE),

1, se K € totalmente real;

1/2, se K ¢ totalmente imagindrio.
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Demonstragao:

No caso em que K é totalmente real, para z € K, ox(z) = (01(z),...,0.(x)). Assim,

lok(z)]? = o1(@)*+...+0n(z)? = 01(2?) +... + 0, (2?)
= U1($E) 5 SRR 0,.($E) = TrK/Q(x'f).

No caso em que K é totalmente imaginério, para z € K,
ok(z) = (Reay(z), Imoy(z),. .., Reonsa(x), Imon z(x)).

Entdo,
lox(@)* = (Reor(2))* + (Imoy())* + ... + (Reowya(2))? + (Imanya(x))?
= 01(2)01(T) + ... + Onj2(2)0n)a(T)
= 01(aT) + ... + Onp(2T).

Por outro lado,
Tri/Q(2T) = 01(3T) + ... + 03 /2(2T) + 51 (2T) + . .. + Tpy2(aT).
Visto que 7,(2T) = 0,(2T), entdo

TTK/Q(.'EE) = 2(61($§) B AT e 0',1/2(.7'.,5)).

1
—2-TTK/Q(:EE) = 01(2T) + ... + On2(2T).

Portanto,

F=3

2TT'K/0($5_£-)‘

lox(z)

Fazendo uso da Proposi¢ao 3.4.1, podemos reescrever o raio de empacotamento da

seguinte maneira:

1/2
p= %min{ Tris(zZ); z € I, = # 0}.
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Sendo t = min{/Trk/q(zZ); z € I, z # 0} a densidade de centro do reticulado

ok (I), é dada por:
2rzcn/2tnﬁ2

é(ok(I)) = DR N(D)

(3.8)

Observemos que:

Qr;gcn./‘z = 1.

Logo, a equacao (3.8) vale:

tn/?

d(ok(I)) = S DR[EN()

Teorema 3.4.1 (das Médias) Sejam z,,...,x, nimeros reais positivos. Entao,

L R T e

m > (pea) o,

I/n sdo chamadas, respecti-

Observagao 3.4.1 As expressoes b 1 (oo tliy)
n

vamente, de Média Aritmética e Média Geométrica.

Observagao 3.4.2 Notemos que:

TT‘K_/Q (:ET)

N(2Z) = 01(z)01(2) . . . on(x)on(z) = N(z)>.

Assim, como ¢;(zZ) é um nuimero real positivo, pelo Teorema 3.4.1, temos:

01(2)01(z) + . .. + 04 (2)0n(T) > (13[ Ui(!ﬂ)m) i/n s

n

Pela observagao 3.4.2, obtemos que:

Trr(2T) > n.N(z)?/",
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isto é,

t > n.N(z)¥",
onde t = min{Trk,q(2Z); x € I, = # 0}.

Logo, substituindo a equacdo (3.10) em (3.9), temos a seguinte majoragao para a

densidade de centro:

n*2 (N(z)")"*  pr2 N(z)
2" [Dx[V2.N(I) ~ 27Dk N(I)’

d(ox (1)) 2

onde N(z) =min{N(y); y€ I, y # 0}.
Dedicaremos o final desta segao a apresentagao de exemplos, e estes serao divididos

em dois casos: quando o ideal I é principal e quando o ideal I é nao principal.

Caso 1: Quando I é um ideal principal, a norma |N(z)| é minina quando z é um dos

geradores de I, e nesse caso,
|N(z)| = N(I).

Logo, para tais ideais 7,

|N(z)]

—_— =1

N{)
E neste caso, podemos escrever a densidade de centro dos reticulados ok (/) da seguinte

maneira:

nﬂ./?

0ok(I)) 2 ——=—5"

( ( )) = 2R-|DK|]’!2
Faremos exemplos para corpos de grau 3. Visto que, se K estd contido em um corpo
ciclotomico, entdo K é um corpo abeliano, estudaremos as cibicas contidas em corpos

ciclotomicos. A seguir enunciaremos dois resultados e, a partir deles serd possivel saber

quais corpos ciclotomicos contém ciibicas e quantas ciibicas existem em cada um deles.
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Lema 3.4.1 ([14], pag. 83) Dados n um nimero inteiro e L = Q(&,), entdo L contém

uma cibica se, e somente se, 3 divide ¢(n).
Teorema 3.4.2 ([9], pag. 55) Sejam n = p;* ...p,*", sua fatoragdo em primos e

Pi= #{p@ : 3|¢(piﬂi)1 1= 1: =nie vS}'

r

5 ctibicas em Q(&,).

Entdo, existem

A fim de simplificarmos os exemplos, calcularemos a expressao da norma para o caso
geral.
Sejam L = Q(&,), K =Q(8), K C L, onde 8 = Try/x(&) e [K : Q] =3, Ok o anel
dos inteiros algébricos de K e a = a + bf + cf% € Ok. Visto que:
irr(8,Q) = X3 — Triq(0) X2 + Y _ 0:(0)a;(0)X — Nisq(6) e,
irr(6%,Q) = X® — Trgq(6?) X2 + > _ 0:(6)0;(6%) X — Nk/o(6°)

obtemos,

NK’!Q((I) = 03 -+ NK/Q(Q)ba + NK/Q(92)63 + TT‘K’,‘Q(G)Q%J + TTK/Q(Bz)a2C +

(Z o,-(e)aj(a)) ab? + (Z g,-(92)aj(92)) ac® + Ni/o(0)Trx o(0)b%c +
Nisa(0) (3 0:(60)0;(0)) be* + (Z 5:(0)0;(6) ) Tric/a(6) — 3Nic/(6)abe.

Exemplo 3.4.1 Para L = Q(&;), sendo G = Gal(L,Q) , 0 = Try k(&) = & + &° =
E+&,irr(0,Q) = X3+ X2 —-2X -1, irr(6%,Q) = X3 —5X2+6X —1 e a € Ok,

tal que o = a + bl + c6?; a,b,c € Z. Entdo,
Ngjo(@) = a® + b* + ¢ — a®b + 5a’c — 2ab* — b*c + 6ac? — 2bc® — abe.

Calculamos a norma para a,b,c € Z no intervalo de [—5,5] e ndo houve nenhuma

ocorréncia para Ny /() = £2, mas obtivemos 28 ocorréncias para Nk jg(a) = £8 = 23,

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 7 unesprl 12 13 14 15 1o 17 18
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e neste caso I =< a > também serd um ideal principal acima de p = 2. Uma das
ocorréncias foi obtida quando a = —2,b = —4 ec = 0. Assim, fazendo a = —2—46 € Ok,

temos que,

S nn_f? B 3\/5
= 2n. | Dg |2 8. | Dg |12

6(ox (1))
E através do Teorema 2.3.8, temos que | Dk |= T e, portanto,

S(ox(D)) > % = 0. 00270,

Exemplo 3.4.2 Para L = Q(&13), sendo G = Gal(L,Q), 0 = Try k(&13) = &13 + &13° +
€37 +&37°% irr(0,Q) = X3+ X2 —4X +1, irr(%,Q) = X3 -9X?+14X —1 e a € Ok,

tal que a = a + b8 + cb?; a,b,c € Z. Entado,
Ngjo(a) = a® — b3 + ¢ — a®b + 9a%c — 4ab® + b’c + 14ac® + 4bc? + Tabe.

Calculamos a norma para a,b,c € Z no intervalo de [—5,5] e nao houve nenhuma
ocorréncia para Nk () = %2, mas obtivemos 18 ocorréncias para Nk g(a) = +8 = £23,
que também sao ideais principais acima de p = 2. Uma das ocorréncias foi obtida quando
a=-2b=2ec=0.

Entao, seja I =< a >, onde a = —2 + 260 € Ok. Logo,

/2 3V3
> = '
d(ok(I)) 2 27, | Dk |2~ 8.| Dg |'/2

Do Teorema 2.3.3, temos que Dg = +p!K@-1 = 132 portanto,

33 35
D o——— e — O .
S(ox(D) 2 0= = 5= =0,04996
Exemplo 3.4.3 Para L = Q(&,), sendo G = Gal(L,Q), 0 = Trp k(&) = & + &’ +

'+ &GP+ e G T P 6T, irr(0,Q) = X2+ X2 - 10X -

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 7 unesprl 12 13 14 15 1o 17 18
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8, irr(6%,Q) = X2 —21X%2+ 116X — 64 e a € Ok, tal que a = a + b0 + cb?; a,b,c € Z.

Entao,
Ngjo(@) = a® + 8b° + 64c® — a®b + 21a’c — 10ab® — 8b%c + 116ac® — 80bc® — 14abe.

Para a = —5,b = —4 e c = 3, temos que |Nk/q(a)| = 2. Entdo, seja I =< a >, onde

a=—5—40+ 36% € Ok. Logo,

nﬂ/’Z B 3\/§
27, | Di |V/2 ~ 8. | Dy |V/2

(o (1)) 2

Do Teorema 2.3.3, temos que Dg = +plEAU-1 = 312 portanto,

3vV3 3v3
D o = )

Caso 2: Sejam I um ideal nao principal e € I. Logo, < 2 >C I, e o indicede < z >
em I é um numero inteiro sempre maior que 1. Assim, se denotarmos por h; o menor

indice de < z > em I, segue que:
N(<z>)=N(I).h;.

Nesse caso, temos que a densidade de centro dos reticulados ok (I), pode ser dada pela

seguinte expressao:
nn_f' 2

) I) > ——— - hy.

Exemplo 3.4.4 Seja L = Q(&31). Pelo exemplo 3.4.3, sabemos que f(X) = irr(0,Q) =

X%+ X? — 10X — 8 e considerando o ideal 29Z C Z, temos a seguinte fatoragdo para

f(X):

F(X) = (X +5)(X +7)(X + 18)(mod 29Z[X]).

E pelo Lema de Kummer, temos:
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(a) p1 =< 29,0+ 5 >,p2 =< 29,0 +7 > e p3 =< 29,0 + 18 > sdo os ideais primos de
Ok acima de 29Z,

(b) 290k = p1paps,

© 55 g0] ~1=4

Logo Nkjq(p:) = 29. Mas, sendo o = a + b0 + c6? € O, do exemplo 3.4.8, sabemos

que:
Ngjo(a) = a® + 8b* + 64c® — a®b + 21a’c — 10ab® — 8b%c + 116ac® — 80bc? — 14abc.
Tomando o ideal primo p, =< 29,0 + 7 >, temos que:
(0 + 7)(z + y0 + 26°) = (52 + 82) + (z + 5y + 102)0 + (y + 42)6?,

onde 0° = —62 + 100 + 8. Assim, fazendo a = 5z + 8z + 29u, b = z + 5y + 10z + 29v
e c=y+4z+ 29w e calculando as combinagdes para z,y, z,u,v,w € [—2,2],temos que
|N(a)| assume valor minimo 232, quando a = —22, b= —28 e c =0, logo h; = 8. Como
ndo encontramos nenhum elemento com norma +1, ndo podemos afirmar, mas eristem
possibilidades plausiveis do ideal I =< 29,—22 — 280 > nao ser principal. Neste caso,
temos:

nn/?
ook (1)) > W “hy.

E pelo ezemplo 3.4.3, seque que:

8(ox (1)) > % .8220,02095.8 = 0, 1676.

Exemplo 3.4.5 Seja L = Q(&37). Temos que f(X) = irr(6,Q) = X3 + X? — 12X + 11,

onde 0 = Trp k(&s7) = &a7 + Exr® + &3 + 5371,0 + & &P b e

€377 10 + E377 M + &577 2, e considerando o ideal 317 C 7Z, temos a sequinte fatoracdo para

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 7 unesprl 12 13 14 15 1o 17 18
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f(X):
f(X) = (X +2)(X + 8)(X + 22)(mod 31Z[X]).
E pelo Lema de Kummer, temos:
() p1 =< 31,0 +2 >,p, =< 31,0 + 8 > e p3 =< 31,0 + 22 > sao os ideais primos de
Ok acima de 317,
(b) 310k = p1p2ps,
© 35 g05] =1= £

Logo Nkq(pi) = 31. Mas, sendo a = a + b + cf? € Ok, temos que:

Nk jo(a) = a® — 11b° + 121¢* — a®b + 25a°c — 12ab* + 11b%c + 122ac? + 132bc* + 45abe.

Tomando o ideal primo p3 =< 31,0 + 22 >, temos que:
(0 + 22)(z + y0 + 20%) = (22 — 112) + (z + 22y + 122)0 + (y + 212)6?,

onde 0% = —0% + 120 — 11. Assim, fazendo a = 22z — 112+ 29u, b = z + 22y + 12z + 2%v
ec=y+2lz+4+ 29w e calculando as combinagées para x,y, z,u, v, w € [—2,2],temos que
|N(a)| assume valor minimo 248, quando a = —40, b = 14 e ¢ = 2, logo h; = 8. Como
ndo encontramos nenhum elemento com norma +1, ndo podemos afirmar, mas ezristem
possibilidades plausiveis do ideal I =< 31,—40 + 140 + 26% > ndo ser principal. Neste
caso, temos:

nﬂ_f2
6(ok (1)) 2 W +hy.

3v3 3v3
B S f— = —
§(ok (1)) 2 8. | Dk [\/2 8 | Dy |2

Do Teorema 2.3.3, temos que Dy = +plf*A-1 = 372 portanto,

8(ox (1)) > ?’_i = 0, 1404.

AVA
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