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” Grandes realizações não são

feitas por impulso, mas por

uma soma de pequenas

realizações.”

(Vincent Van Gogh)

ES
AVAVAY

7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



5 6

Aos meus pais,

José Eduardo e Sonia

Aos meus irmãos,

Fabiano e Clarissa

E ao meu noivo

Rodrigo

dedico.

ES
AVAVAY

7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Agradecimentos

Ao concluir este trabalho agradeço:

À Deus.

Aos meus pais, que vibram e rezam com minhas glórias e esperança, que são meu apoio

e a quem devo minha vida.

Aos meus irmãos, pelo grande amor que sempre me deram e que foi muito importante

nos momentos difíceis.

À minha família, avós, tios e primos pelo grande incentivo.

Ao meu noivo Rodrigo por seu amor, sua amizade e seu conhecimento.

À banca examinadora.

Ao Prof. Dr. Trajano Pires da Nóbrega Neto, pela amizade, paciência e orientação.

Aos professores do Departamento de Matemática da FCT ­ UNESP (Campus de Presi­

dente Prudente) pela amizade e pelo conhecimento transmitido. Em especial ao Prof. Dr.

José Roberto Nogueira, pela paciência e amizade sempre presentes desde os tempos da

graduação.

À Mariene e ao Anderson, pela amizade, pelo apoio e pelos risos sempre presentes e que

tanto ânimo me trouxeram.

Aos colegas da Pós­Graduação, pelo agradável convívio.

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Aos professores do Departamento de Matemática do IBILCE ­ UNESP pelo conheci­

mento transmitido. Em especial aos professores Aparecida Francisco da Silva e Waldemar

Donizete Bastos pelos conselhos e pela acolhida.

À CAPES pelo apoio financeiro.

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Resumo

Este trabalho é dedicado aos reticulados algébricos. Estudamos os reticulados de

posto 2 e 3 obtidos via representação geométrica de Z­módulos do seu anel dos inteiros

algébricos e os reticulados de posto 3 obtidos via representação geométrica de ideais.

Visando calcular a densidade de centro de tais reticulados, é fundamental o estudo de

seus discriminantes e minimização de uma forma quadrática e da norma de um ideal.

Palavras­Chave: Reticulados, Reticulados Algébricos, Densidade de Centro.
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Abstract

This work is dedicated to the algebraic lattices. We study the lattices of rank 2 and 3

generated from geometric representation of Z­modules of their algebraic integer ring and

lattices of rank 3 generated from geometric representation of ideals. For calculating the

center density of these lattices, it is fundamental to study of their discriminant and the

minimization of a quadratic form and of the norm of ideal.

Keywords: Lattices, Algebraic Lattices, Center Density.

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Sumário

Introdução

1 Corpos de Números

1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo

1.2. Conjugados e Discriminantes

1.3 Inteiros Algébricos

1.4 Base Integral

1.5

1.6

1.7

1.8

Corpos Quadráticos e Ciclotômicos

2.1 Corpos Quadráticos

2.2 Corpos Ciclotômicos

2.2.1 O p­ésimo Corpo Ciclotômico

2.3 Corpos de Números Abelianos

24 Reticulados

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Sumário

2.5 O Homomorfismo Canônico

Reticulados Algébricos e Aplicações

3.1 Reticulados Algébricos

3.1.1.  K é Totalmente Real

3.1.2 K é Totalmente Imaginário

Reticulados de Posto 2

3.2.1

3.2.2 CasoK Totalmente Imaginário

3.3  Reticulados de Posto 3

3.4

Bibliografia

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Índice de Símbolos

Índice de Símbolos

: o conjunto dos números naturais

o conjunto dos números inteiros

o conjunto dos números reais

Z:

Q: o conjunto dos números racionais

R:

C: o conjunto dos números complexos

Of: grau do polinômio f

[L: K]: grau de L sobre K

II: produtório

>>: somatório

det A: determinante de À

(a;;): matriz

fa(X): polinômio característico de a

Alan, ..., 7 ):discriminante de uma n­upla

Ox: anel dos inteiros algébricos do corpo de números K

LX: cardinalidade do conjunto X

a, b,c,p,...: ideais

a“!: inverso de um ideal fracionário

N(a): norma de a

ArB: produto cartesiano de À por B

(r, s): máximo divisor comum der e s
7 N*$d(n): número de elementos de (e) ou é de Euler

A[X]: anel dos polinômios sobre A em X

ES
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ” 1 12 13 14 15 16 17 18



Índice de Símbolos

K(0m,..., An): O corpo obtido pela adjunção de a1,...,ana K
R

:

7 anel quociente
Y: para todo

3: existe

&n = e*ti/" = cos?*E + isen?Z, uma raiz n­ésima primitiva da unidade

T: conjugado complexo do elemento x

Dr: discriminante absoluto do corpo K

Tr1/K: traço em relação à extensão L/K

Nr/K: norma em relação à extensão L/K

A: conjunto dos números algébricos

B: conjunto dos inteiros algébricos

irr(a, K): polinômio irredutível de a sobre K

Ker (f): núcleo do homomorfismo f

<A,..., An >: ideal gerado por a&41,...,An

Gal(L/K): grupo de Galois de L/K

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Introdução

Entendemos por Empacotamento Esférico a disposição de esferas de mesmo raio no

espaço euclidiano n­dimensional de tal modo que a intersecção de duas delas tenha no

máximo um ponto.

Um problema associado ao Empacotamento Esférico é o de dispor essas esferas no

espaço, de modo que elas ocupem a maior parte desse espaço, ou seja, que esta distribuição

tenha alta densidade.

Devido à importância dessa questão, durante um Congresso em Paris, no ano de 1900,

Hilbert citou­a como sendo o 18º Problema de uma seleta lista de desafios que viriam

ocupar destaque no desenvolvimento da ciência moderna.

Dentre os empacotamentos esféricos aqueles cujo conjunto de centros das esferas cons­
tituía um subgrupo discreto do R", despertaram particular interesse e passaram a se

chamar empacotamentos reticulados.

Por volta de 1948, surgiu a idéia, pelo artigo de Claude Shannon, que o problema de

encontrar empacotamentos esféricos densos em um dado espaço é equivalente a encontrar

códigos corretores de erro eficientes. A partir daí, passaram­se a associar o estudo dos

códigos ao dos reticulados. Com isso, o interesse pelo 18º Problema de Hilbert aumentou

consideravelmente, surgiram várias famílias de reticulados, cada uma destas visando dar

uma melhor contribuição no que diz respeito à densidade de empacotamento.
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Introdução 13

Dentre tais modelos, destaca­se o descrito por Minkowski, chamado método algébrico

baseado na teoria algébrica dos números, o qual utilizaremos neste trabalho.

Devido à complexidade e importância relevante dos resultados aqui abordados, este

trabalho tem como objetivo obter reticulados algébricos de postos 2 e 3 e buscar resultados

explícitos para a fórmula da densidade de centro de tais reticulados, usando a Teoria

Algébrica dos Números.

Vale ressaltar que cada resultado aqui enunciado, será acompanhado de um número

que representa a referência que o contém. Quando tal número não aparece é porque se

trata de resultado de domínio público ou de nossa autoria.

O Capítulo 1 se destina aos leitores com menos conhecimentos em Teoria Algébrica

dos Números, ao nível das referências ([13], [11]).

Introduzimos os conceitos de elemento algébrico, extensões algébricas, corpos de números,

inteiro algébrico, base integral, anel dos inteiros algébricos, norma e traço de um elemento,

fatoração de um ideal, norma de um ideal, entre outros.

A base integral tem sua importância no cálculo do discriminante e mostraremos este

é sempre um número inteiro não nulo (Lema 1.4.1).

Com relação ao anel dos inteiros algébricos, mostraremos que este é um Z­módulo

livre de posto nº (Teorema 1.4.1) e ainda que é um anel de Dedekind (Teorema 1.7.1).

Quanto à fatoração de ideais, provaremos que o conjunto dos ideais fracionários do

anel dos inteiros algébricos de um corpo K é um grupo abeliano multiplicativo (Teorema

1.7.2), e ainda, que todo ideal não nulo deste mesmo anel pode ser fatorado unicamente

como um produto de ideais primos (Teorema 1.7.3).

Ainda neste capítulo, apresentamos o Lema de Kummer que será de grande im­

portância para a decomposição de um ideal primo em uma extensão.

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Introdução 14

Por fim, definimos norma de um ideal e apresentamos alguns resultados que serão

utilizados no decorrer deste trabalho.

No Capítulo 2 caracterizaremos base integral, o anel dos inteiros algébricos e o discri­

minante de corpos quadráticos e ciclotômicos. Também apresentaremos a decomposição

de um ideal primo numa extensão galoisiana e em relação a este tipo de ideal serão

definidos o grupo de decomposição e de inércia.

Definiremos ainda reticulado, empacotamento esférico, densidade de empacotamento,

densidade de centro e apresentamos o Método de Minkowski (Homomorfismo Canônico),

para obtenção de reticulados via representação geométrica de ideais. O Teorema 2.5.1

constitui um importante resultado deste capítulo, pois mostra que a representação geo­

métrica de um ideal é um reticulado.

O terceiro Capítulo é dedicado aos reticulados algébricos e suas aplicações, nele em­

pregamos toda a teoria desenvolvida nos capítulos anteriores.

O objetivo principal deste capítulo é o cálculo a densidade de centro de alguns reticu­

lados. Nosso maior desafio no cálculo da densidade de centro está em minimizarmos uma

forma quadrática, oriunda da função traço.

Iniciamos com os reticulados obtidos via representação geométrica de Z­módulos de

anéis dos inteiros algébricos, neste calculamos a densidade de centro em dimensões 2 e 3,

e em ambos os casos explicitamos uma família de reticulados cuja densidade de centro é

recorde.

Em seguida estudamos os reticulados obtidos via representação geométrica de ideais,

neste enfocamos a representação geométrica de ideais principais e a representação geométrica

de ideais não principais, em ambos os casos calculamos a densidade de centro para alguns

reticulados algébricos de posto 3.
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Introdução 15

É importante observar que a utilização dos softwares MAPLE 7, Microsoft Excel e

GAP, foram indispensáveis aos cálculos aqui desenvolvidos.
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Capítulo 1

Corpos de Números

O objetivo deste capítulo é introduzir conceitos básicos da Teoria Algébrica dos Números,

tendo em vista fornecer pré­requisitos para um melhor entendimento dos capítulos poste­

riores e também a familiarização com a notação aqui adotada. À presente redação visa

os leitores que tenham conhecimentos elementares de Álgebra, que pode ser encontrado

nas referências ([3], [5]).

Neste capítulo introduziremos conceitos importantes da Teoria Algébrica do Números,

tais como elementos algébricos sobre um corpo, inteiros sobre um anel e observaremos as

relações entre eles. Em seguida definiremos Corpo de Números e alguns de seus principais

parâmetros, como: Anel dos Inteiros Algébricos, Discriminante, Base Integral, Norma e

Traço de um elemento.

As três últimas seções serão dedicadas ao estudo da fatoração de ideais e norma de

um ideal.
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1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo

1.1. Elementos Algébricos sobre um Corpo

Quando K é um subcorpo do corpo L, dizemos que L é uma extensão do corpo K

e denotamos por L/K uma extensão de corpos. Denominamos a dimensão de L visto

como espaço vetorial sobre K como sendo o grau de L sobre K e denotamos por [L: K].

Dizemos que L/K é uma extensão finita se [L : K] é finito. Dados K C L corpos e a um

elemento de L, denotaremos por Ka] o conjunto de todas as expressões polinomiais em

a com coeficientes em K.

Sejam R um anel e K um subcorpo de R. Dizemos que um elemento a € R é algébrico

sobre K, se é raiz de um polinômio não nulo, com coeficientes em K. Caso contrário,

dizemos que a é transcedente sobre K.

Exemplo 1.1.1 O elemento a = V3+/—5 é algébrico sobre Q, pois é raiz do polinômio

Xº +4Xº +64 E QIX].

Dizemos que uma extensão L/K é algébrica se todo elemento de L é algébrico sobre

K e uma extensão L/K é simples quando existe a E L tal que:

L = K(a) = (f(a)/9(0) : f(X), 9(X) e KIX] e 9(0) É 0).

Sejam a € L algébrico sobre K e J = (p € K[X] : p(a) = 0). O conjunto J contém um

único polinômio mônico p4. = X” +an1Xnl 1, +a, degrau mínimo; p, é irredutível

sobre K e se a £ O, então aq É O. O polinômio p,. que definimos acima é chamado

polinômio minimal de a sobre K, e seu grau é chamado de grau de a sobre K.

Para a algébrico, temos o seguinte resultado:

Sejam L sobre K uma extensão e a E L, então a é algébrico sobre K se, e somente

se, K(a) é uma extensão finita de K. Neste caso, [K(a) : K] = ôp, onde p é o polinômio

minimal de a sobre K e K(a) = Klal.
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1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo 18

Uma extensão L de um corpo K é um fêcho algébrico de K se, L é uma extensão

algébrica de K e L é um corpo algebricamente fechado.

Outro resultado muito útil de extensões algébricas é que sendo K um corpo, L uma

extensão algébrica de K e F' uma extensão algébrica de L, temos que F é uma extensão

algébrica de K e vale [F: K] =[F: L][L: K].

Denotamos por À o conjunto de todos os números algébricos, o qual é corpo devido

ao seguinte teorema.

Teorema 1.1.1 ([15], pag. 39) O conjunto À dos números algébricos é um subcorpo de

C.

Definimos um corpo de números como sendo um subcorpo K de C€ tal que [K : Q] é

finito. Isto implica que todo elemento de K é algébrico sobre Q e assim K € A. Se K é

um corpo de números então K = Q(am,...,an) para finitos números algébricos à1,..., an

(por exemplo uma base para K como espaço vetorial sobre Q).

Teorema 1.1.2 ([15], pag. 40) Seja K um corpo de números, então K = Q(6), para

algum 0 algébrico.

Demonstração:

Como K é um corpo de números, K é infinito e visto que K é obtido de Q pela

adjunção de um número finito de elementos, suponhamos K = Q(m,..., an). Faremos a

demonstração por indução sobre n. Se n = 1, K = Q(a,) e tomemos 6 = a. Provando

que Q(a,, as) = Q(9) então, por hipótese de indução sobre s, 8 < n — 1, temos que:

K = Q(a,...,an­1)(0n) = Q(6)Q(0n) = Q(6, 07) = Q(0).
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1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo 19

Assim, é suficiente provarmos para n = 2. Consideremos K = Q(a, 6) e sejam p(X) e

4(X) os polinômios minimais de a e (6 sobre K, respectivamente, e suponhamos que sobre

C tenham a seguinte fatoração:

P(X)=(X­a)...(X­a,)) e dX)=(X­&)...(X—6),

e tomemos ay = a e (, = À. Como os ais e (0:5 são distintos, para cada à e cada k £ 1,

existe no mínimo um elemento r € K, tal que:

a; + xÔx = a)+ xP.

Se existem somente algumas destas equações, tomemos c £ 0 em Q, diferente de

qualquer um destes x's, e então:

ara
,a; + cor É 94 +cA =>c É BB.

para 1L<i<n,2<k<m. Seja d=a+cb.

Afirmação: Q(9) = Q(a, 6). Com efeito, observemos que 6 é uma combinação linear

de a e À com coeficientes racionais, logo Q(6) E Q(a, 0). Devemos mostrar que a e À

estão em Q(9), para isto é suficiente mostrarmos que À E Q(9) se a = 0 — cf. Agora

D(9 — cB) = p(a) = O. Definimos o polinômio:

r(X) = p(6 — cX) € Q(O0)[X],

então (À é raiz dos polinômios r e q sobre Q(9). Esses polinômios tem somente uma raiz

comum (. Se r(6) = q(6), então ( é um dos 1, ..., Om e também 9 —cC é um dos a1,..., On.

Mas pela escolha de c, ( = 6. Seja h(X) o polinômio minimal de 6 sobre Q(9). Então

h(X) | a(X) e h(X) | r(X). Visto que 9g(X) e r(X) tem exatamente uma raiz comum em

CT e todo polinômio irredutível em C não tem raízes repetidas, temos que Oh = 1. Daí,

h(X)=X+u,
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1.2 Conjugados e Discriminantes | 20

para 1 E Q(69). Agora O = h(60) = B + u, o que implica que À = —u E Q(9) e portanto

Q(a, 6) E Q(9), donde concluímos a demonstração.

Exemplo 1.1.2 Se K = Q(y3, (5), temos que f(X) = Xº —3 é o polinômio irredutível

de V3 sobre Q e g(X) =X*—5 é o polinômio irredutível de &/5 sobre Q. As raízes de f

sãoo) = Y3 ea.=­— 3 e as de g são 0; = 4/5, a = V5w e Ba = +/5wº, ondew=eFE.

Devemos encontrar c E Q, de modo que,

a; a :

Faro itt (1.1)

A equação (1.1) vale para todo c E Q*, em particular para c = 1, temos K = Q(V3 +

5).

Proposição 1.1.1 ([7], pag. 38) Sejam K um corpo, f(X) E K[X] um polinômio ir­

redutível e a,À raízes de f(X) em alguma extensão de K. Então existe um único K­

isomorfismo 4 : K(a) — K(6), tal que p(a) = À.

1.2 Conjugados e Discriminantes

Em geral, dado K = Q(9) um corpo de números, existem muitos monomorfismos

distintos de K em T. O conjunto de tais monomorfismos forma a parte fundamental da

teoria utilizada neste trabalho.

Teorema 1.2.1 ([15], pag. 41) Seja K = Q(9) um corpo de números de grau n. Então

existem exatamente nn monomorfismos distintos

GG: K—C.
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1.2 Conjugados e Discriminantes

Os elementos 0;(0) = 0,, são as raízes em T do polinômio minimal de O sobre Q.

Demonstração:

Sejam d1,...,0n as raízes (distintas) do polinômio minimal f(X). Logo,

FX) =(X—­&a)...(X—­).

Pela Proposição 1.1.1, existe um único isomorfismo:

o; : Q(0) — Q(09;) , i=1L...,n,

tal que 0;(0) = 0;. Por outro lado, se existe um monomorfismo o : K — C, precisamos

mostrar que 0(0) é raiz de f(X). Visto que:

0=0o ”ao) = f(o(9))
então, 0(0) é raiz de f(X). Logo, o = 0;, para algum 1, e portanto os monomorfismos

descritos são os únicos possíveis.

Sejam K = Q(69), um corpo de números de grau n e 01,..., on os monomorfismos de K

em CD. Para cada a E K, definimos o polinômio característico de a sobre Q, como sendo:

n

fa(X) = [[(X— 0:(0)). (1.2)
i=1

Teorema 1.2.2 ([15], pag. 42) Os coeficientes do polinômio característico são números

racionais, de modo que f.(X) E Q[X].

Demonstração:

Podemos escrever o polinômio (1.2) da seguinte maneira:

fal(x) = X" — ”eso) XT! +... +(—1)” IN 6o:(0).

ESES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.2 Conjugados e Discriminantes

Por outro lado,
m

irr(a, Q) = [[(X­a),
i=1

HÁ FA . .sendo os aís as raízes de irr(a, Q,i=1,...,m.

Sejam 41,..., Om os monomorfismos de Q(a) em CT definidos de modo que:

Visto que cada v; tem [K : Q(a)] extensões de K em CT, concluímos que:

fa(X) = irr(a, QRO,
n

Consequentemente, os coeficientes de f,(X) e, em particular, Y 0i(a), TT 6:(0) são
i=1 i=

números racionais.

Desta demostração temos duas consequências importantes: o polinômio característico

fa é uma potência do polinômio minimal p e os K­conjugados de a são as raízes de p em

CT, cada uma repetida n/m vezes, onde m = Ôp.

Os elementos 0;(a), parai= 1,...,n, são chamados K­conjugados de a. Por exemplo,

sobre Q, v7 e —v/7 são os conjugados de v/7, mas por outro lado 1 + V3 e 3 não são

Q­conjugados de y/3. Embora os 6; sejam distintos (e são K­conjugados de 9), nem sempre

é verdade que os K­conjugados de a são distintos. Note que os K­conjugados de a não

são necessariamente elementos de K, isto é, os 0; não são necessariamente elementos de

K. Por exemplo, seja 0 a raiz real cúbica de 7, então Q(0) é um subcorpo de R. Os K­
3—l

: 2 ;

conjugados de 9 são 9, wd, w?0, onde w = >= + iz As duas últimas não são reais,
assim não estão em Q(9).

Considerando K = Q(9) um corpo de números de grau n, fan,..., an) uma n­upla

de K e 01,...,0, os monomorfismos de K em C, definimos o discriminante desta n­upla
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1.2 Conjugados e Discriminantes

por:

Alfa, ..., an) = (det(o;(a;)))?. (1.3)

Exemplo 1.2.1 Sejam K = Q(V11) um corpo de números e (1, V11) uma base de K.

Então:
2

1 1

1/1
= (­2vm)' = 44.ras [1, VA] = | det

Lema 1.2.1 Sejam K um corpo de números de grau n, fa,...,an) e 1, ..., On) sub­
n

conjuntos de K tais que fd, = ND Cio, com ci, EQ, k=1,...,n. Então:
i=1

AB... Bh) = (det(e))?. Alon, ­.., am).

Demonstração:

Por definição,

AÍ, +. Ba]
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1.2 Conjugados e Discriminantes

Í » cao1(0;)
DX  cnon(os)
i=1

S 2, cnoi(os)

3cno(os)

(det(cix))?.(det(0;(0;)))?

(det(cix))?.A[a1,..., on).

Exemplo 1.2.2 Vimos no Exemplo 1.2.1 que o discriminante da base (1, 11), do corpo

de números K = Q(V11) é 44. Agora, considerando uma outra base de K, por exemplo,

(8 vV11,5+ 311), segue do Lema 1.2.1 que:
2

A [8­ VI1,5+3vH] = des | .A (1, V11] = 292.40.
5 3

Teorema 1.2.3 ([13], pag. 44) O discriminante de toda base para K = Q(9) é racional

e não nulo, e se todos os K­conjugados de 0 são reais, então o discriminante de toda base

é positivo.

Demonstração:

Seja (1,9,...,9"!) uma base de K e suponhamos que os conjugados de 0 sejam
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1.2 Conjugados e Discriminantes

d1,..., rn. Pela definição de discriminante,

A = A[1,0,...,0"”] = | det = (det(o;(9;)))?.

Um determinante da forma D = det(0;(9;)) é chamado determinante de Vandermonde

e tem valor

D= T[ (6­9).
1€i<j<n

A = ( II 6­0)
1<i<j<n

n

e À É£ O, pois 0; É 07, se 1 É£ j. Sendo f(X) = irr(0, Q), então /(X) = II —0;) e sua
i=1

derivada f(X) = S.ão Calculando a derivada em cada 6;, temos:
i=1

n

IlFG) = ff)... SO)
(91 — d2)(01 — 93)... (1 — In)(Ga — A1)(O2 — Og)... (da On)...

(9x)...(OnIni)
(—(9 — 92)º)(—(91 — 03)º)... (( = n)º)... ((9n1 — On)?)

= + [[ (4­9.
1<€i<j<n

Logo, + I[5(6)=" TT] (6:­6)*. Mas, f(8:) = 0:(f'(6))) e f'(9) E Q(O).
1Ki<jám

Logo, o polinômio característico de f'(90) sobre Q é:

fri(X) = [TX af) =X" ­ ó”(ro) xt +...+" ITTa(£O).
Como cada coeficiente de fr(9)(X) é racional, segue que À é um número racional.
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1.3 Inteiros Algébricos 26

Com a notação acima, À é zero se, e somente se, algum 6; é igual a outro 7. Portanto,

para que À não se anule passamos a discriminar os 6;, o que motiva a nomenclatura de

1.

1.3 Inteiros Algébricos

Sejam R um anel e A um subanel de R. Dizemos que um elemento 9 E R é inteiro

algébrico sobre A, se este é raiz de um polinômio mônico com coeficientes em A.

Em outras palavras,

MP +an 1d! +... +amd+t+aç=O0,

onde a; € A, para todo ?.

Exemplo 1.3.1 Os elementos x = V2+ 3 ed=/­5 são inteiros algébricos sobre Z.

Segundo a definição, a é algébrico sobre um corpo K, se satisfaz uma equação do tipo:

and +anaXl+. o... +amataçãoO,

com a; € K, ar £ 0. Multiplicando esta equação por az!, temos:

O + an 'anat* +... +armataçaç=O.

Portanto, sobre um corpo, o conceito de elemento algébrico coincide com o de inteiro

algébrico.

Sendo [L : K] finito, então L é uma extensão algébrica de K. E como vimos, ser

algébrico tem o mesmo significado de ser inteiro algébrico sobre um corpo, assim podemos

usar os resultados obtidos para elementos algébricos em inteiros algébricos. Logo, para

KcRkRerxreh, x é algébrico sobre K se, e somente se, [K[x] : K] é finito.
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1.3 Inteiros Algébricos 27

Chamamos de B o conjunto dos 6 € R, tais que 0 é um inteiro algébrico sobre A. Um

dos objetivos desta seção é mostrarmos que B é subanel de A.

Lema 1.3.1 ([153], pag. 46) Um número complexo 6 é um inteiro algébrico se, e somente

se, o grupo aditivo gerado por todas potências 1,0,0º,... é finitamente gerado.

Teorema 1.3.1 ([15], pag. 47) Os inteiros algébricos formam um subanel do corpo dos

números algébricos.

A partir de uma extensão simples desta técnica temos o seguinte:

Teorema 1.3.2 ([15], pag. 47) Seja 6 um número complexo satisfazendo um polinômio

móônico cujos coeficientes são inteiros algébricos. Então O é um inteiro algébrico.

A partir dos Teoremas 1.3.1 e 1.3.2, podemos construir novos inteiros algébricos desco­

nhecidos, por exemplo, v/2 e 4/3 são claramente inteiros algébricos. Então, pelo Teorema

1.3.1, os números, tais como, Y2++3, 9)/2—86/3 e (Y/2)º(1+v3)?, também são inteiros

algébricos. E pelo Teorema 1.3.2 os zeros do polinômio

XxX” — (14+3/B)Xº+(VI)X 198,

são inteiros algébricos.

Para todo corpo de números K escrevemos

Ox=KnB

e Ox é denominado o anel dos inteiros algébricos de K.

Lema 1.3.2 ([13], pag. 49) Sejam K um corpo de números e a um elemento não nulo

de K. Então, para algum c inteiro não nulo temos que ca E Ox.
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1.3 Inteiros Algébricos

Demonstração:

Seja f(X) = X" +an1X"!+...+af=irr(oa, Q). Então, existe c E Z* tal que,

cf(X) = cX" +can1X"+...+ca EZX].

Multiplicando cf(X) por c*!, obtemos o polinômio:

9(X) = c"f(X) = (cX)" + cani(eX)" +... +cCag EZX),

que tem a como raiz. Entretanto, substituindo cX por Y, obtemos o polinômio mônico:

h(Y) =Y" +can1Y" +... +cao,

cujos coeficientes são inteiros e tem ca como raiz. Portanto ca E On.

Corolário 1.3.1 ([15], pag. 49) Seja K um corpo de números. Então, K = Q(0), para

algum 0 inteiro algébrico.

Observação 1.3.1 Para 6 E T, escrevemos Z[9] como sendo o conjunto dos elementos

P(9), para polinômios p E Z[X]). Se K = Q(0), onde 0 é um inteiro algébrico, então,

certamente Ox contém Z[0], se Ox é um anel contendo 9. De qualquer modo, Ox não

é necessariamente igual a Z[0|. Por exemplo, Q(V13) é um corpo de números e 13 um

inteiro algébrico. Mas,

1+ 13
2

é um zero de Xº — X — 3 = O, e assim um inteiro algébrico contido em Q(V13), então

pertence a Ox e não pertence a Z|V13).

O critério abaixo é útil, em termos de polinômio minimal, para testar se um número

é um inteiro algébrico.
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1.4 Base Integral 29

Lema 1.3.3 ([13], pag. 49) Um número algébrico a é um inteiro algébrico se, e somente

se, seu polinômio minimal sobre Q tem coeficientes em Z.

Demonstração:

Seja p(X) = irr(a, Q). Caso p(X) E Z[X], então a é um inteiro algébrico. Reciproca­

mente, se a é um inteiro algébrico, então existe 9g(X) E Z[X], mônico, tal que g(a) = O.

Sendo p(X) = irr(a, Q) e g(a) = O, então p(X) divide g(X), ou seja, a(X) = p(X)h(X)

e pelo Lema de Gauss, existe À € Q* de modo que Ap(X) e A'h(X) e Z[X]. Como

APp(X) E Z[X], temos que À E Z, pois p(X) é mônico. Analogamente A 'h(X) e Z[X],

implicando que A“! E Z, logo à = +1 e, sem perda de generalidade, podemos supor À = 1.

Portanto p(X) e Z[X].

Lema 1.3.4 ([15], pag. 50) Um inteiro algébrico é um número racional se, e somente se,

é um inteiro. Equivalentemente, BNNQ=Z,.

Demonstração:

Temos que todo inteiro n é raiz do polinômio X — n E Z[X], então n é um inteiro

algébrico e portanto Z C BN Q. Reciprocamente, se a € BN Q, entio a € BeaeQ.

Desde que a € Q, seu polinômio irredutível sobre Q é X — a, e pelo Lema 1.3.3 os

coeficientes de X — a são inteiros logo a € Z e BNQ EC Z. Portanto BNQ =7Z.

1.4 Base Integral

Sejam K = Q(0) um corpo de números de grau n e 9 um inteiro algébrico. Mostraremos

a seguir que o anel Ox dos inteiros algébricos de K, é um Z­módulo livre de posto n,
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ou seja, admite uma base a qual denominamos base integral. Assim, fa1,...,an) é uma

base integral se, e somente se, todo a; é um inteiro algébrico e cada elemento de Ox pode

ser expresso de modo único como,

ax, +... + AnAn,

com a; E Z. Vale observarmos que (1,0,...,6"!) é uma Q­base de K, constituída de

inteiros algébricos, mas nem sempre é uma base integral de Ox. Por exemplo, (1, 2/2) é

uma Q­base de Q(V2), mas não é uma base integral.

Assim, o problema é mostrarmos que existe base integral, o que equivale a provar­

mos que (Ox,+) é um grupo abeliano livre de posto n. Para provarmos isso, primeiro

estabelecemos o seguinte resultado:

Lema 1.4.1 ([153], pag. 51) Seja fa,...,an) uma base de K consistindo de inteiros

algébricos. Então o discriminante Alan, ..., am) é um inteiro não nulo.

Demonstração:

Pelo Teorema 1.2.3, À = Aa, ...,an) é racional e não nulo. Visto que os a;'s são

inteiros algébricos, seus conjugados também são inteiros algébricos, logo À é um inteiro

algébrico. Pelo Lema 1.3.4, À é um inteiro.

Logo podemos afirmar que:

Teorema 1.4.1 ([15], pag. 51) Todo corpo de números K possui uma base integral, ou

seja, existem wy,...,wn elementos de K, comn=[K: Q], tais que Ox = NU,
i=1

Demonstração:

Seja few, ...,wn) uma base de K, com w; E On, tal que | Afui,...,wn] | seja mínimo.
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Suponhamos que fuw,...,wn) não seja base integral. Então existe w E Ox tal que:

wW = aw1 +... + ann,

com a; E Q, mas nem todos inteiros. Suponhamos , sem perda de generalidade, que

a, É Z. Então a; = a +r, onde a E Ze 0 <r<I. Seja

N = W—> Aa, = TW, + agwo +... + Ann,

eNN=W;;1=2,...,n. Então (n,...,7n) é uma base constituída de inteiros algébricos

e seu discriminante:

(, as
01...

An. ml= Aff. wn) = rr. A fun oo w).

| 9 0... 1)
Como 0 < r < 1, segue que | A[y1,..., mn] | < | Alf, ...,wn) |, contradizendo a mini­

malidade de | Afwi,...,twn) | . Logo fum,...,un) é um base integral de Ox e, portanto,

Ox é abeliano livre de posto n.

Dada uma Q­base de K consistindo de inteiros algébricos, o teorema a seguir nos

ajuda a determinar algumas bases integrais.

Teorema 1.4.2 ([15], pag. 53) Sejam K um corpo de números e à1,...,an elementos

de Ox. Se Alm, ..., an) é um inteiro livre de quadrados então fa,...,an) é uma base

integral.
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Demonstração:
n

Seja (A1,..., On) uma base integral. Então existem ci;s inteiros, tais que a; = Yy CijBj
j=l

i=1,...,n, e pelo Lema 1.2.1, temos:

A = Ala, ..., an) = (det(e;;))?.AÍlA, 1, Br]

Sendo À um inteiro livre de quadrados, então det(c;;) = 1 e a matriz (c;;) é inversível.

Seja (d;;) = (c;;)"; com d;; € Z. Assim, 6; = DD dijo, ou seja, cada (0; E On se escreve
i=1

como combinação linear, a coeficientes inteiros, dos a;'s. Portanto fa,...,an) é uma

base integral.

Exemplo 1.4.1 Em Q(V17) a Q­base (1, VI7) não é base integral. De fato, um ele­

mento de E(VI7) é da forma p + qV/17 para p,q racionais e tem polinômio minimal:

(X — p— aVIT)(X — p+qavV1T) =X? — 2pX + (pº — 179)

Então, pelo Lema 1.3.8 p+qV17 é um inteiro algébrico se, e somente se, os coeficientes

do polinômio minimal, ou seja, 2p e (p?* — 17qº), são inteiros. Logo, p = (1/2)P, onde P

é um inteiro e para P par, temos que pº é um inteiro , então 170º também é um inteiro,

o que implica q inteiro.

Para P ímpar, um cálculo direto (que será visto mais detalhadamente no próximo

capítulo) mostra que q = (1/2)Q, onde Q também é um inteiro ímpar.
1+ 17

2
14+ 17
o| e uma base integral é àA partir disto segue que, Ox = Z |

Pelo Teorema 1.4.2,podemos provar isto usando discriminante, da seguinte maneira:

os dois monomorfismos de Q(V17) em € são dados por:

on(p+qVI)=p+qVI7 e coap+qaVI7)=p­avVI7.
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1.4 Base Integral

Assim,

2an) a (E)

APOS=) /
1+ 17

2

,

| é uma base integral.e sendo este livre de quadrados, temos que &
Observação 1.4.1 É importante notarmos que existem bases integrais cujo discrimi­

nante não é livre de quadrados. Portanto a recíproca do Teorema 1.4.2 é falsa. Por

exemplo, consideremos o corpo K = EV7) que tem base integral (1, (7) e discriminante

28, o qual não é livre de quadrados.

Lema 1.4.2 Seja K um corpo de números de grau n e Ox o seu anel dos inteiros

algébricos. Se far, ..., an) e (D1,..., On) são duas bases integrais de Ox então

Demonstração:
n

Como existe uma matriz C inversível, com entradas inteiras, tal que o; = > CijLj,
j=1

então, pelo Lema 1.2.1 temos:

Ala, ..an) = (deto)ºA[A,...,Br]

= (H1)ºA(l&,...,68]

pois a matriz mudança de base é unimodular.
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1.5 Norma e Traço 34

Pelo Lema 1.4.2, podemos observar que o discriminante de uma base integral independe

da escolha da base. Este valor comum, o qual denotamos por Dx, é chamado discriminante

de K e é sempre um número inteiro não nulo. Corpos de números isomorfos tem o mesmo

discriminante.

1.5" Norma e Traço

A partir da norma e do traço, é possível transformarmos alguns problemas de inteiros

algébricos em problemas de números inteiros.

Sejam K & L corpos de números, com n = [L : K] e 01,...,0n os monomorfismos

de L em CT. Dado um elemento a E L, definimos a norma e o traço de a relativamente à

extensão L/K como sendo, respectivamente:

Ni/Kx(0) = Il oi(a) e Tri/x(0) = 22 0i(o).
Observação 1.5.1 Como vimos, o polinômio característico é uma potência do polinômio

minimal, e então pelo Lema 1.3.3 e o Lema de Gauss ([153], pag. 19), segue que um

elemento a de K é um inteiro algébrico se, e somente se, seu polinômio característico

tem coeficientes inteiros. Portanto, se a é um inteiro algébrico a norma e o traço deste

elemento são inteiros.

No contexto em que estiver explícito, a norma e o traço de a serão abreviados por

N(a) e Tr(a), respectivamente.

Sejam K C L corpos de números, [L : K] =n, a, BE Lece K. Então valem as

seguintes propriedades:

(1) Trr/x(a + 6) = Tru/kx(0) + Tre/x(6),
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(2) Tr1/K(ca) = cTrr/x(0),

(3) Tr1/x(c) = nc,

(4) N1/x(06) = Ni/x(0).Ni/K(Ô),

(5) Nr/x(c) =".

No caso K € L € M, dado a € M, valem:

(6) Nu/x(a) = Nr/x(Nu/L1(0)),

Em particular, se a E L, então:

(8) Tru/x(0) = [M : LITr1/x(0),

(9) Nu/x(a) = N1/k(a)VH.

Proposição 1.5.1 ([15], pag. 55) Seja K = Q(9) um corpo de números, onde 9 tem

polinômio minimal p de graun. A Q­base (1,0,...,0"!) tem discriminante

A[1,9,...,977] = (<1)"07)/PNe /e(P(6)),

onde p' é a derivada formal de p.

Demonstração:

Pelo Teorema 1.2.3, temos

i=1

2
nNE | Tl 6­9) =(­1)* [[7(6),

1<i<j<n

p'(6:(9)) = ECA) = Nx/0(p'(6)).
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Portanto,

A[1,0,...,97 = (1)"0DA Ne/Q(P(9)).

Exemplo 1.5.1 Sejam K = Q(9), 0=+12 e f(X) = Xº — 2 =irr(0,Q). Então,

A[1,0,8º] = (—1)º Nk/0(36º) = —(39º)* = —27.4.

1.6 Decomposição em Irredutíveis

O objetivo desta seção é introduzir alguns conceitos e propriedades que serão impor­

tantes no decorrer deste capítulo.

Para isso, definimos um domínio como sendo Noetheriano quando todo ideal é finita­

mente gerado. Devemos esta nomenclatura a Emmy Noether (1882 ­ 1935), que foi quem

introduziu o conceito.

A seguir duas propriedades úteis:

A condição de Cadeia ascendente: Dada uma cadeia ascendente de ideais:

RERNELRE.SSETREO..,

então existe algum N, tal que Ir = In, para todo n > N, ou seja, toda cadeia ascendente

é estacionária.

A condição maximal: Todo conjunto não vazio de ideais de um anel, tem um

elemento maximal, isto é, um elemento que não está propriamente contido em qualquer

outro elemento.
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Proposição 1.6.1 ([753], pag. 86) Se D é um domínio, as seguintes condições são equi­

valentes:

(a) D é Noetheriano,

(b) D satisfaz a condição de cadeia ascendente,

(c) D satisfaz a condição maximal.

Teorema 1.6.1 ([15], pag. 87) O anel dos inteiros algébricos Ox de um corpo de números

K é noetheriano.

Introduziremos a seguir as definições e algumas propriedades de unidades, elemen­

tos associados e irredutíveis, para isso, será utilizada a Lei do Cancelamento e então é

necessário tomarmos o anel como sendo um domínio de integridade.

Sendo r = m.n, onde nem m ou n são unidades, então m e n são chamados fatores

próprios e r é dito redutível. Assim, ao fatorar um elemento não unitário x, em um

domínio D, é natural buscarmos fatores próprios,

T=PD1..­Pm,

onde cada p; é irredutível. Geralmente isto não é possível, mas mostraremos no decorrer

desta seção que no anel dos inteiros algébricos O de qualquer corpo de números, sempre

é possível.

Seja u uma unidade de um anel R. Então qualquer elemento x € R pode ser trivial­

mente fatorado como:

T=Uy,

onde y = u"'x. Dizemos que o elemento y é associado de rx se x = uy, onde u é uma

unidade.
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1.6 Decomposição em Irredutíveis

Para um domínio D, temos os seguintes resultados:

(a) z é uma unidade se, e somente se, x | 1,

(b) x, y são associados se, e somente se, r |y ey| rx,

(c) z é irredutível se, e somente se, todo divisor de xr é um associado de x ou uma unidade,

(d) xr | y se, e somente se, < 7 >ID<y>.

Corolário 1.6.1 ([15], pag. 88) Fatoração em irredutíveis é possível em Ox.

A norma é uma ferramenta útil para se encontrar unidades e irredutíveis em Ox.

Proposição 1.6.2 ([73], pag. 88) Sejam Ox o anel dos inteiros algébricos de um. corpo

Kerr, ye On, então:

(a) r é unidade se, e somente se, N(x) = +L,

(b) Se x ey são associados, então N(x) = EN(yY),

(c) Se N(x) é um primo racional, então x é irredutível em Ox.

Dizemos que a fatoração em um domínio D é única quando :

Pi. Pr 201:s,

onde todo p; e q; são irredutíveis em D, e segue que:

(1) r=s.

(ii) Existe uma permutação 7 de (1,...,r), tal que p; e gr(1) São associados, para todo 1,

com t =1,...,r.

Dizemos que um anel de integridade AÀ é fatorial se, a fatoração em À é única e todo

elemento não nulo e não inversível a pode ser expresso como o produto de elementos

irredutíveis, isto é, se p1,...,p, são elementos irredutíveis de A, então a =p] ...pPs.
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Sejam p um elemento irredutível de um anel fatorial A e a E ÀA*, então existe um

único número natural s tal que pº divide a e p*** não divide a; denotaremos s por vp(a)

e denominaremos multiplicidade de p em a. Obtemos assim uma aplicação v, : A'— N,

a qual denominamos valorização p­ádica de A, que satisfaz as seguintes condições:

(i) Quaisquer que sejam a, b € A”, temos:

vp(ab) = vp(a) + vp(b).

(ii) Quaisquer que sejam a, b€ A", se a +b0, então:

vp(a + b) > minfvp(a), vp(b)).

Essa definição será necessária para demonstrarmos um resultado importante no próximo

capítulo. Embora a unicidade da fatoração falhe para elementos de Ox, o exemplo a seguir

nos mostra que o mesmo não ocorre para a fatoração de ideais principais no anel do inteiros

algébricos Ox.

Exemplo 1.6.1 Em inteiros algébricos de L = Q(Y3, V/5), temos a seguinte fatoração:

10 = (V5)(V5)(V5+ Va)(V5 — 3).

Se K = Q(V15), esta fatoração permanece no anel dos inteiros algébricos Ox. Em

termos de ideais principais, temos:

<l10>=<V5S><V/5><V/5><V/5+V/3><V5­VB>.

Fazendo a intersecção dos ideais desta fatoração com Ox e mais uma vez obtemos

ideais em Ox, mas estes não são principais.

Por exemplo, tomando I =< YV5+ V3 >nN Ox. Então, 3(V5+Y3)=V15+3EI

e, V5(V5+ VB) =5+V15 E, e sua diferença é igual a

(5+VI5)­ (3+ V15) =2€].
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Suponhamos I =< a +by15 > principal, então 2 deveria ser um múltiplo de a +bV15,

e tomando as normas destes elementos temos,

N(a + bV15) | N(2) => a? 1582 | A.

Novamente, tomando I =< a > principal, temos que:

N(5+V15) = 10 =2.5 e N(3+ V15) = —6 =2.(—3),

então N(a) divide 2. Visto que I é próprio, temos que N(a) £ +1. Então, se N(a) =

+2, eriste a,b E Z com N(a + byv15) = +2, donde segue que a? — 156º = +92, mas

a? = +2(mod 5), o que é uma contradição. Portanto I não é principal.

Logo, podemos concluir que: para fatorar o ideal principal < r > no anel dos inteiros

Ox, tomamos uma fatoração única de ideais

<T>= Rh... Th,

mas, os ideais /7,...,/]n não são principais.

1.7  Fatoração de Ideais

O objetivo principal desta seção é mostrarmos que a fatoração de elementos de Ox em

irredutíveis é única se, e somente se, todo ideal de Ox é principal. Deste modo unindo as

duas teorias da fatoração, de elementos e de ideais.

A seguir, veremos algumas propriedades do anel dos inteiros algébricos de um corpo

de números:

Teorema 1.7.1 ([15], pag. 115) O anel dos inteiros algébricos Ox de um corpo de

números K tem as seguintes propriedades:
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(a) Ox é um domínio, com corpo de frações K,

(b) Ox é Noetheriano,

(c) SeaEe K satisfaz um polinômio mônico com coeficientes em Ox, então à E Ox,

(d) Todo ideal primo não nulo de Ox é maximal.

Demonstração:

(a) Ox é um anel comutativo com unidade,logo é um domínio. Denotemos por Fr(Ox)

o corpo de frações de Ox. É claro que Fr(Ox) C K, pois Ox € K. Por outro lado, dado

a E Ox, pelo Lema 1.3.2, ca E Ox, com c E Z*. Assim, — € Fr(Ox), donde segue que
a E Fr(Onx) e então K & Fr(Ox). Portanto Fr(Ox) = K.

(b) Do Teorema 1.4.1, o grupo (Ox, +) é abeliano livre de posto n, logo, se a é um ideal

de Ox, segue que (a, +) é abeliano livre de posto menor ou igual a n. Temos que toda

Z­base para (a, +) gera a como um ideal, então todo ideal de Ox é finitamente gerado e,

portanto, Ox é Noetheriano.

(c) Segue do Teorema 1.3.2.

(d) Sejam p um ideal primo de Ox e a £0, a € p. Então,

Nía)=an...an=s,

sendo a; os conjugados de a, com am = a. Visto que a7 E p, então <s > Cpo que

(==) >*(3)
Logo, precisamos mostrar que o anel quociente Ox/p é finito, e para isso basta mostrar­

implica

mos que o anel quociente ” Ss é finito. Sejam fei,...,êm) uma base integral de Ox
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A=Ífae+...+amêm: a; EZ, O0<ai<s).

Assim, A = s"". Dado x E€ Ox, Tr = S biei, bi EZ.
i=1l

Mas, pelo Algoritmo da Divisão b; = q;s + r;. Logo,

x = Y (sa +ri)e: = so qie; + > Tie;
i=1 i=1i=1

onde O <r; <s, e como 8 E p e gje; E Ox, segue que sq;e; E p e a classe lateral

m

T= ) Ti;êi.
i=1

O
:Portanto, ” —s é finito. Entretanto, sendo p um ideal primo, Ox/p é domínio e comoSs

Ox/p é finito, segue que Ox /p é corpo. Portanto, p é maximal.

Um anel satisfazendo todas as condições do Teorema 1.7.1 é denominado Ánel de

Dedekind.

Observemos que um ideal deve ser descrito como um Orx­módulo de Ox e, assim,

nos restringimos ao estudo de Ox­submódulos do corpo K. Os submódulos de interesse

os quais darão a estrutura de grupo desejada, serão aqueles caracterizados pela seguinte

propriedade:

Seja Ox o anel dos inteiros algébricos de um corpo de números K. Dizemos que um

Ox­submódulo a de K é um ideal fracionário de Ox, se existir um elemento c não nulo

de Ox, tal que ca é um ideal de Ox. Em outras palavras, o conjunto b = ca é um ideal

de Ox ea=c"'b,

Exemplo 1.7.1 Os ideais fracionários de Z são da forma rZ, onder E Q.

ESES
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.7 Fatoração de Ideais 43

O interesse em ideais fracionários é maior , pois Ox não é necessariamente um domínio

de ideais principais. Em geral, um ideal é claramente um ideal fracionário e, reciproca­

mente um ideal fracionário a é um ideal se, e somente se, a € Ox.

Os dois teoremas abaixo enunciados representam os principais resultados desta seção

e serão demonstrados juntos, em uma série de etapas.

Teorema 1.7.2 ([15], pag. 117) Os ideais fracionários não nulos de Ox formam um

grupo abeliano multiplicativo.

Teorema 1.7.3 ([15], pag. 117) Todo ideal não nulo de Ox pode ser escrito como um

produto de ideais primos unicamente determinados a menos da ordem dos fatores.

Demonstração:

(a) Seja a £ O um ideal de Ox. Então, existem ideais primos p1,...,p, tais que:

P1...pr Ea.

Por contradição, suponhamos que não. Então, sendo Ox Noetheriano devemos esco­

lher a maximal, sujeito a não existência de tais ideais primos p. Como tal ideal a não é

primo, então existem ideais b, c de Ox com be Ca, bEa, ca.

Sejam

am=atb e a=at+tec.

Então, a1.02 = (a + b).(a+c) Ca, 1 2aemga.

Pela maximalidade de a existem ideais primos p1,...,Ps,Ps+1,..., Pr, tais que,

P1...P;s CN e Ps+1...­Pr À O.
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o que contraria a escolha de a.

(b) Definição do inverso de um ideal a de Ox.

Para cada ideal a de Ox, definimos

al=fíreK|raCOx).

Afirmação 1: a* é um Ox— submódulo.

De fato:

(1) Sejam n1, n2 E a 1, ou seja, n1 E K tal que na € Ox e n2 E K tal que, noaa E Ox.

Então,

na +n.a= (nm) + na)a.

Como o lado esquerdo da igualdade está em Ox, segue que (n) + n2)a & On.

(ii) Para qualquer a € Ox, a E K, pois Ox C K e dado z € a” segue que z E K e

ra € Ox, logo, (a.r)a = a(ra) E Ox, o que implica ar E a.

Afirmação 2: a! é um ideal fracionário.

De fato, se a £ O então para algum c € a, não nulo, temos c.a”! C Or.

Afirmação 3: Ox Ca.

De fato, dado rx E Ox temos que ra € a € Og, logo, x € a!. Portanto, Ox Ca.

Pela afirmação 3, a = aOx € aa”! e da definição de a”), aa! = ala C Og.

De fato , dado r E a”), ra COx ey Ea, então:

(ra)y = r(ay) = xa E Ox.

Portanto, aa”! é um ideal de Ox. Observemos que dados p, a ideais de Ox, a Cp

implica que Ox Cp"! Ca".

(c) Se a é um ideal próprio, então Ox & a.

ESES
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.7 Fatoração de Ideais 45

* e assim é suficienteSendo a C€ p, para algum ideal maximal p, então p*! €C a”

provarmos que p”! £ On.

Sejaa Ep, a £ O.

Pelo item (a), consideremos o menor r tal que:

p1...Pr E <a>,

para p1,...,Ppr primos. Visto que <a >C pe p é ideal primo, então algum p; € p.

Suponhamos sem perda de generalidade, que p, E p. Daí p; = p sendo que ideais primos

em Ox são maximais, logo,

Po...prÉ <a>,

pela minimalidade de r. Portanto, existe b € p2...p, tal que b não pertença a <a >.

Mas bp C< a > então ba"!p & Ox e pela definição de ideal inverso segue que ba"! E p"!.

Por outro lado b é aOx e então ba"! é Ox, portanto, p”! £ Ox e, consequentemente

a! £ Ox.

(d) Se a é um ideal não nulo e a5 € a para qualquer subconjunto S € K, então S € Ox.

Devemos mostrar que se aa Ca paraa E 5, então a E Or. Já que SEK, ae Ke

pelo item (c) do Teorema 1.7.1, temos que a E Ox. Portanto, 5 E On.

(e) Se p é um ideal maximal, então pp"! = Ox.

Pelo item (b), pp"! é um ideal tal que,

p E pp"! E Ox.

Visto que p é maximal, pp"! é igual a p ou a On.

Se pp"! = p, então pelo item (d) temos que p”* E Ox, o que contraria o item (c).

Logo, pp* = On.
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Agora, podemos estender (d) para todo ideal a.

(f) Para todo ideal a £ O, aa”! = Ou.

Seja a maximal tal que aa”! £ Ox. Então, a € p, onde p é maximal. Pelo item (b),

temos Ox E p”! Ca!, logo,

aCap 'Caa'! C Or.

Em particular, ap! é um ideal de Ox. Deste modo, não vale a igualdade a = ap"!,

pois implicaria, pelo item (d), p7* E Ox, contradizendo mais uma vez o item (c).

Assim, a C ap”! e pela maximalidade de a, segue que:

ap(ap!) =Ox,

e pela definição de a”!,

p!(ap"!)! Ca,

(g) Todo ideal fracionário a tem um inverso a”! tal que aa”! = Ox.

Sabemos que o conjunto &, dos ideais fracionários, é um semi­grupo, isto é, vale a lei

do fechamento e tem unidade. Então, dado um ideal fracionário a, precisamos encontrar

outro ideal fracionário t tal que at = Ox e neste caso t será o inverso. Mas existe um ideal

b e um elemento c £ 0, c E Ox tal que a = cb e considere t = cb"!, então at = Ox e,

portanto, o conjunto dos ideais fracionários de Ox é um grupo abeliano multiplicativo.

(h) Todo ideal não nulo a é um produto de ideais primos.
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Suponhamos a maximal e mais, que a não se fatore em produto de ideais primos. Logo

a não é primo, mas a € p, p maximal e pelo item (f) a Ç ap"! C On.

Por outro lado, pela maximalidade de a temos que a = ap"! ou ap"! = Ox.

Logo,

br)

onde p;,, 1 =2,...,r, são ideais primos e, portanto, a = ppo...pr.

(i) A fatoração em ideais primos é única.

Sejam p1,..., Pr, 91,­.., As ideais primos não nulos, tais que:

P1...Pr =01­..­0s­

Suponhamos que, para todo té < minfr, s), seja verdadeira a seguinte afirmação:

Se a1,...,df, b1,...,b, são ideais primos não nulos de modo que

a1...a0; =b,...b; então t=sea=by,t=l,...,s.

Se mintr, s) = 1, consideremos por exemplo r = 1.

Então, a, = b17...b;., e como a, é primo, temos s = 1. De p7 ...pr = q1...9s C Az,

concluimos que q, divide p1 ... pr e sem perda de generalidade, podemos supor q; = pr.

Obtemos assim,

Po...Pr = 2... As.

O resultado segue da hipótese de indução.

Portanto, todo ideal de Ox pode ser fatorado de modo único como produto de ideais

primos.
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Teorema 1.7.4 A fatoração de elementos em Ox em produto de elementos irredutíveis

é única se, e somente se , todo ideal de Ox é principal.

Proposição 1.7.1 ([11], pag. 89) Sejam K C L corpos de números, com [L: KJ=n, p

um ideal primo não nulo de Ox e

9g

pOr =] »é, (1.4)
i=]

a decomposição de pOr, em ideais primos de Or. Então os ideais pis são necessariamente

os ideais primos q de O, tais que q Ox =p.

À partir da equação (1.4), q é denominado número de decomposição de p na extensão

L/K. Notemos que, os ideais primos q acima de um dado ideal primo p são os únicos

que ocorrem na decomposição prima de pO,. Os expoentes eis com os quais ocorrem são

chamados de índices de ramificação e denotaremos por e(q | p). Dizemos que um ideal

primo p de Ox é ramificado em Or (ou em L) se, e(q | p) > 1, para algum ideal primo q

de O, acima de p.

Teorema 1.7.5 ([6], pag. 63) Sejam p um ideal primo de Ox, q um ideal primo de Ox,,

então as seguintes condições são equivalentes:

(a) q | pOr,

(b) 4 5 pÔ,,

(0) qo»,

(d) qn Ox=p,

(e) qn K =p.

Teorema 1.7.6 ([6], pag. 63) Todo ideal primo q de Or está acima de um único ideal

primo p de Ox e todo ideal primo p de Ox está abaixo de no mínimo um ideal primo q

de Ox.
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Há outro número importante associado com um par de ideais primos p e q, com q

acima de p. Sabemos que os anéis quocientes Ox /p e Or /q são corpos, se p e q são ideais

maximais.

Como Ox C Or, temos que Ox em Oz, induz um homomorfismo de anéis Ox —

Or /q, e o núcleo é Ox Nq. Sabemos que OxNq = p (pelo Teorema 1.7.5, item (d)), então

obtemos a imersão Ox /p — Or /q. Esses são chamados de corpos residuais associados a

p e q. Esses corpos são finitos e assim, Or /q é uma extensão de grau finito sobre Ox/p e

seja f este grau. Então, / é chamado de grau de inércia ou grau residual de q sobre p e

denotaremos por f(q|p).

Notemos que se p C q C u são ideais primos nos respectivos anéis dos inteiros algébricos

Ox C Or C Oy, então

e(ulp) = e(ulq)e(a|p),
Sup) Sf(u|q)f(alp).

Teorema 1.7.7 (Igualdade Fundamental) ([6], pag. 65) Sejam n o grau de L sobre K e

qi, ..., q, OS ideais primos de Or, acima do ideal primo p de Ox. Denotamos porex,..., eg

e fis..., fa os correspondentes índices de ramificação e graus residuais. Então:

Or Ox
n= eifi =

:» dis is
Lema 1.7.1 (Lema de Kummer) ([1], pag. 186) Sejam K um corpo de números, Ox o

seu anel dos inteiros algébricos e 0 E Ox tal que K = Q(0). Dados um número primo

p tal que p não divide [Ox : Z(0]] e f(X) o polinômio irredutível de O sobre Q, então

existem pa (X),...,pa(X) E Z[X], polinômios irredutíveis, e, ...,eQ E Nº, tais que,

F(X) = m(X)º... pa (X) (mod pZ[X])

Mr
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(i) p; = (p, p:(0)) = POx + p;:(0)Ox são ideais primos de Ox acima de pZ,i=1,...,9;
9

(ii) pOx = ] [ pé;
i=1

(iii) | AZpi | = Op(X) = fi

Exemplos do Lema de Kummer e do Teorema 1.7.7, serão vistos no próximo capítulo.

1.8 Norma de um Ideal

Nesta seção, definiremos a norma de um ideal, como uma generalização da norma

absoluta de um elemento de Or e, em seguida, mostraremos que a função norma é mul­

tiplicativa.

Sejam K um corpo de números, Ox o seu anel dos inteiros algébricos e a um ideal

não nulo de Ox. Definimos a norma de a como sendo a cardinalidade do quociente Ox /a

e denotamos por N(a). Em outras palavras,

Assim, N(a) é um número inteiro positivo.

Teorema 1.8.1 ([75], pag. 126) Sejam K um corpo de números de grau n e Ox o seu

anel dos inteiros algébricos. Então,

(a) Todo ideal a C Ox, com a £ O tem uma Z­base fa, ..., an);

(b) À norma de um ideal não nulo a de Ox, satisfaz:

Alo, ..., om) 2
Dxno) =|

ESES
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.8 Norma de um Ideal

onde Dx é o discriminante de K.

Demonstração:

(a) Pelo Teorema 1.4.1, Ox é abeliano livre de posto n e visto que o anel quociente

Ox/a é finito, então a também é abeliano livre de posto n, e portanto, admite uma base

fan, ... An).
n

(b) Seja fwi,...,wn) uma Z­base de Ox e suponhamos a; = DS ci j=l....,n
i=1

Visto que On e a tem posto n, então

ON(a) = É (&) =| det e |.
Pelo Lema 1.2.1, temos:

Afon, ..., an)

Portanto,

Alon, «1 nn) 2N(a) =| Dr

Corolário 1.8.1 ([15], pag. 126) Seja a =< a > um ideal principal, então N(a) =

IN(a)|.

Exemplo 1.8.1 Seja Ox o anel dos inteiros algébricos de K = Q(Vd), onde d é um

inteiro livre de quadrados, então

Ní(<at+bVd>)=|aº—badl,

em particular,temos:

N(<25>)=28.
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A norma de ideais, como a norma de elementos, é multiplicativa.

Teorema 1.8.2 ([15], pag. 127) Sejam K um corpo de números e a , b ideais não nulos

de Ox. Então

Ní(ab) = N(a)N(b).

E conveniente introduzir ainda outro uso para a palavra “divide”. Se a é um ideal de

Ox e b um elemento de Ox tal que a |< b >, então escrevemos também a | b e dizemos

que a divide Db. É claro que a | b se, e somente se, bE€ a.

Teorema 1.8.3 ([753], pag. 129) Seja a um ideal de Ox, a £ O.

(a) Se N(a) é um primo, então a é um ideal primo,

(b) N(a) é um elemento de a, ou equivalentemente, a | N(a),

(c) Sea é um ideal primo que divide um primo p, então,

N(a) =p",

onde m < n, o grau de K.

Em particular, o item (c) do Teorema 1.8.3, pode ser escrito do seguinte modo: para

todo ideal primo não nulo p de Ox, temos que, N(p) = p”, onde f é o grau residual de p
Oxe p o único número primo de p. De fato, como js : a = f, então resulta que Ox/p

tem p” elementos.

Exemplo 1.8.2 Sejam K = Q(V­13), Ox = Z[V/—13], o seu anel dos inteiros algébricos,

pi =< 2,1 + V—13 > ideal primo de Ox. Então N(p,) = 2 e podemos imediatamente

dizer que p, é primo. Notemos que N(p,) =2 € p1, como garante o Teorema 1.86.3(/item

(b)).
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Exemplo 1.8.3 Seja a um ideal primo satisfazendo:

Nía)=p" ;m>1

Isto nos diz que um ideal primo não tem necessariamente uma norma que seja um

primo, por exemplo, Ox = Z[Vil, a=<7>. Aqui, 7 é irredutível em Zi, logo é primo,

pois Z[i] tem fatoração única. Se um elemento é primo, então o ideal que ele gera também

é primo. Assim, <7 > é um ideal primo em Z[il, mas

N(<T7>) =| N(1) |= 7.
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Capítulo 2

Corpos Quadráticos e Ciclotômicos

Neste capítulo temos por objetivo apresentar a Teoria Álgébrica dos Números necessária

à compreensão das aplicações a serem desenvolvidas no capítulo seguinte.

Inicialmente caracterizamos os corpos quadráticos, seu anel dos inteiros algébricos e o

seu discriminante. Na seção (2.2) caracterizamos os polinômios ciclotômicos, apresentando

uma base integral e o cálculo do discriminante.

Em seguida, apresentamos alguns resultados que serão relevantes para o desenvolvi­

mento das aplicações acima citadas. Na seção seguinte, serão dadas as definições de

empacotamento esférico, empacotamento reticulado, densidade de empacotamento e den­

sidade de centro.

Finalizando, introduziremos o método algébrico para a obtenção de reticulados, bem

como a fórmula para o cálculo da sua densidade de centro.
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2.1 Corpos Quadráticos

2.1. Corpos Quadráticos

Chamamos corpo quadrático a qualquer corpo de números de grau 2, o qual tem

as seguintes características:

Teorema 2.1.1 ([15], pag. 67) Os corpos quadráticos são da forma Q(Vd), onde d é um

inteiro livre de quadrados.

Demonstração:

Seja K um corpo quadrático. Então K = Q(9), onde 9 é um zero da equação:

Xº+aX+b=0; abEZ.

ou seja,

o=
—a + Va? — 4b

2

Seja aº — 4h = rºd, onde r, d € Z e d é livre de quadrados. Assim,

9= —atryd

Portanto,

Teorema 2.1.2 ([15], pag. 67) Sejam d um número inteiro livre de quadrados, K =

Q(vVd) e Ox o anel dos inteiros algébricos de K. Então Ox = Z[a], onde:

vd, se d=2 ou3d (mod 4);

1+ Vd
2 ,

a =

e d=1 (mod 4).
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Demonstração:

Temos que a é raiz do polinômio irredutível:

Xº —d, sed=20u3(mod4);

x X+E, se d=1(mod4).
1­d2 EZ. Assim a é um inteiroNotemos que ambos pertencem a Z[X], pois d,

algébrico, e portanto, Z[a] C Ox.

Reciprocamente, seja y = r + s/d € Ox; r,s E Q. Assim, se s = 0, então r é um

número inteiro, logo 7 € Z C Za]. Se s £ O, então,

irr(7, Q) = Xº — 2rX + (1º — dsº).

Logo 2r e rº — ds? são inteiros, consequentemente 4r? — 4ds? € 4Z, donde segue que,

(2r)º — d(2s)º E 4Z OZ. Visto que 2r é inteiro, segue que d(2s)º também o é. Mostremos

que 2s é um número inteiro.

De fato, suponhamos que 26 é Z, isto é, 28 = Do com (x,y) = 1; x,y E Z. Sendoy É 1,

existe um primo p tal que pº divide yº. Mas como d(2s)? é inteiro, temos que dE EZ,
donde segue que pº divide d, o que é um absurdo, pois d é livre de quadrados, e portanto,

2s é inteiro.

Fazendor = 3 es=3;u,v€EZ, temos que, u?— dv? e 4%. Sendo u? = 0 ou l1(mod 4),

se d = 2 ou 3(mod 4), então uº — dvº E 4%Z se, e somente se, u = v = 0(mod 2), logo, 7 €

Z[vVd), e portanto, Ox = Z[Vd]. Entretanto, se d = 1(mod 4), então uº =v* = 1(mod 4)

também é admissível, isto é, para que
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seja inteiro é suficiente que u e v tenham a mesma paridade. Logo, u—u=2teda,

u=v+2t, e de (2.2), segue que:

2t1="= +EVE=earo(
e portanto, Ox = Z [A :

Os monomorfismos de K em € são dados por:

ol(a+bvd)=a+bVd e ofa+bvd)=a­—bVd.

Assim temos o seguinte cálculo para o discriminante:

Teorema 2.1.3 ([75], pag. 68)

(i) Se d=2 ou 3 (mod 4) então Q(Vd) tem discriminante igual a 4d.
(ii) Se d=1 (mod 4) então Q(Vd) tem discriminante igual a d.

Demonstração:

Pelo Teorema (2.1.2) temos o seguinte cálculo para o discriminante:

1

1 ­Vd
= (—2/d)º = 4d

Exemplo 2.1.1 O primeiro corpo de números a ser estudado é o corpo de números Gaus­

siano K = Q(yV—1). Pelo Teorema 2.1.2, o anel dos inteiros algébricos de K é Z[NV/­1),
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também conhecido como anel dos inteiros algébricos Gaussianos, e do Teorema 2.1.3 temos

que seu discriminante é —4. Neste caso, os monomorfismos de K em CT são dados pela

inclusão e a conjugação complexa, isto é,

nla+b/"D=a+bV­1 e ola+bV­1)=a—bV­1.

Ní(a+bV/"D=ao"2+V e Tríia+byV"1)=2a0.

Mais geralmente, se K = Q(Vd) e N = Nx/Q e Tr = Trg/o, temos:

N(a + bVd) a? — db?;

Tr(a + bVd) 2a.

para a + byVd e Q(Vd).

Um corpo quadrático QVdD), onde d é um inteiro livre de quadrados, é dito real se

d > O e imaginário se d < O.

Nos exemplos seguintes, mostraremos a fatoração em irredutíveis, aplicação do Lema

de Kummer e do Teorema da Igualdade Fundamental em corpos quadráticos.

Exemplo 2.1.2 Em K = Q(y—­5) temos a seguinte fatoração:

6=2.3=(1+y­—5).(1— Vo)

Como —5 = 3 (mod 4), segue do Teorema 2.1.2 que Ox = Z|V/­5|, e assim os inteiros

algébricos em Ox são da forma a + by—5, para a, bE Z.

Afirmação: 2,3,1+ V/—5,1— V—5, são irredutíveis em Ox. Com efeito, como vimos,

a norma é dada por:

N(a + by—5) = aº + 5º.
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Logo as normas dos elementos citados acima são 4,9,6 e 6, respectivamente. Assim,

se 2 fosse redutível em On, isto é, 2= x.y, onde r,y E Ox, e não são unidades, então

4 = N(2) = N(r).N(y). Logo N(x) = +2 e N(yY) = +2. De modo análogo, os divisores

não triviais de 3 devem, se existirem, ter norma +3, e os divisores não triviais de LEV—5

devem ter norma +2 ou +3. Então temos as seguintes equações:

aº +5bº =+2 ou aº+5bº=++3;a,bEZ.

Se |b] > 1, então Ja? +5bº| > 5, donde segue que a única possibilidade é |b) = O. Assim

aº = +2 ou +3, o que é impossível em Z. Portanto 2,3,1 + V—5 e 1 — 4­5 são todos

irredutíveis em Ox. Ainda, sendo N(2) = 4, N(14+y/­—5) =6, do item (b) da Proposição

1.6.2 segue que 2 não é associado de 14+/—5 ou 1— V­—o, e portanto a fatoração é única.

Exemplo 2.1.3 Sejam K = QR(VII), X?—11 o polinômio irredutível de 11 sobre Q e

Ox = Z[VU1] seu anel dos inteiros algébricos. Consideremos o ideal 5Z C Z, temos que

o polinômio Xº — 11 fatora­se como:

Xº —11=(X+1)­(X+4) (mod 5Z[X)).

Assim, pelo Lema de Kummer, temos:

(a) pi =<5,90+1> ep =<5,0+4> são os ideais de Ox acima de 5Z,

(b) 50x =P1*P2,
Ox Z Ox Z(c) & SE & SE h=fh

E pelo Teorema da Igualdade Fundamental, temos que os graus residuais são fi =

foa=1leosíndices de ramificação são e; = e =.
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2.2 Corpos Ciclotômicos

Chamamos n­ésimo corpo ciclotômico ao corpo Q(£n), onde E, = e?/" é uma raiz n­
n

ésima primitiva da unidade e $,(X) = Il (X — &) é o n ­ésimo polinômio ciclotômico.
(in)E)

O polinômio ciclotômico $&,,(X) é um polinômio mônico em Z[X], de grau g(n), onde Q é

a função de Euler.

Lema 2.2.1 ([7, pag. 110) Seja nn um inteiro positivo, então,

xXx" ­1=T]T$(X).
din

Demonstração:

Sejam 1 =d, <da <... < d; = n todos os divisores de n. Logo,

n—l n—l
i

n—l
|x"­1= || (X­&). 1] Pa)... 1) 7­6,

1=0 i=0 i=0
(i,n)=d) (i,n)=d, (i,n)=d,

n—l

IT (X"­£&)= Pa(X) = $,(X), poisdi = 1.
(2a,

Notemos que se d = (j,n) então, €&Í = SA assim
n—l t—1

II XxX ­&8)= 11 00­68 =8(X),
j=0i=0 =

(in)=d Go=1

com t=n/dej=i/d.

Repetindo esse mesmo argumento em todos os fatores temos:

X"—l= Pa (X)Pa(X) ..Pa(X),

também são divisores de n, segue o resultado....
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Exemplo 2.2.1 Seja, XP — 1 =€&9,­$,, p: primo. Assim,

XP—1l
= = XP! +XP24, +X+l.1 + +... +X+$(X)

Mais geralmente, para as potências de um número primo p, p”, r > 1, temos:

r=lXP?” —1=0,1­b,....Dri Dr=(X” —1): Oy,

e portanto,

Bar (X) = XP DN 4PI4, 4X? +,

Obtemos o polinômio Dr5 da igualdade:

ou seja, Das(X) =XXXXIX XKA+

Lema 2.2.2 Seja p(X) um polinômio com coeficientes racionais, tal que p(X) = f(X).9(X).

Se f(X) tem coeficientes racionais então 9g(X) também o tem.

Demonstração:

Faremos a demonstração por indução sobre 0(9g) = k. Sejam,

f(X) am XX" Hama XX"! +... +aX+ao

9(X) ban X" +bna XX"! +... +bhX+bo

polinômios tais que /f(X) e Q[X], com am,bn É O. Se O(g) = O, é imediato que 9g(X) E

Q[X]. Suponhamos que a afirmação é válida para O(g) = 1,...,n — 1, e mostremos que

vale para O(g) = n. Da hipótese, temos que f(X).9(X) e Q[X]. Logo ha E Q.

Visto que am, ambrn E Q*, então br EQe

F(X)9(X) — f(X)bnX" = S(X)(bn 1X"! +... +bo) E QIX].
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Da hipótese de indução b,,...,bo E Q e portanto 9g(X) e Q[X].

Lema 2.2.3 ([7], pag. 114) Seja n um inteiro positivo. Então n­ésimo polinômio ci­

clotômico D,, tem coeficientes inteiros.

Demonstração:

Faremos a demonstração por indução sobre n. Para n = 1, temos que o polinômio

ciclotômico D(X) = X — 1 E Z[X]. Suponhamos, então, que a afirmação é válida para

2,...,n — 1, e mostremos que vale para n. Do Lema 2.2.1, segue que:

X" —1=T[&1(X)=$(X).[[9:(X).
din din

d<n

f(X) = T[84(X).
din

Assim X"” — 1 = $,(X).f(X), e por hipótese de indução temos que f(X) E Z[X].

Notemos que:

X"­1eEZ|X]CQX] e f(X) EZX] ac QIX).

Assim, pelo Lema 2.2.2, segue que, $,(X) E Q[X]. Logo, pelo Lema de Gauss existe

a E Q, tal que abr(X),a! f(X) E Z[X]. Podemos supor a = 1, pois X"” — 1 é mônico e

cada D4(X) também o é. Portanto D,(X) E Z[X].

Lema 2.2.4 ([7, pag. 116) Seja n um inteiro positivo. Então o n­ésimo polinômio ci­

clotômico Dr(X) é irredutível sobre Q.
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Demonstração:

Seja f(X) = irr(6n, Q). Suponhamos que $,(X) seja redutível sobre Q. Então, existe

9(X) € Q[X], tal que,

$S,(X) = fS(X).(X),

e mostremos que $D,(X) = f(X). Sejam K = Q(6n.),Ox o anel dos inteiros algébricos

de K, p um ideal primo e k um inteiro, tal que, (k,n) = 1, p | k, onde p é um número

primo e p E p. Supondo que £* não seja raiz de f(X), então é raiz de g(X). Seja 9(X) =

ceo+aX+...+cX!. Temos que em e, vale:

9h) = co+aEi+...+oE.

Como p | k => k = p.r, assim,

g9((E&)P) = co + A (Ex)P +... + (Et)? =,

onde a denota a classe de a em EE. Logo,

9((E5)P) = co + A(EI) +... +a(EX)P (modp).

Pelo Pequeno Teorema de Fermat ([5], pag. 44), temos que a? = a(mod p), assim,

9((En)?) = + (as) +... +(aé)º +ap.

Desse modo, em O, temos,

g9((Ex)?) = co + (aa&x)P +... +(cE)) +ap=c+(aEk)P +... + (E).

E como (X + Y)? = XP? + Y?, segue que:

g((E5)?) = (co HER +... +eErt)r=0
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Vimos no Lema 2.2.1 que

X" —1=][ 8X) =$,(X). [1 9a(X) = f(X).9(X).[[9a(X).
din din din

d<n d<n

Por outro lado, em A,

X"—1=f(X).9(X).][ $1(X)
din
d<n

Logo X?— 1 tem raízes múltiplas, a menos que 9(X) seja constante.

Derivando o lado esquerdo da equação (2.3), temos nX"­1, como p não divide n, 0 é

a única raiz para a derivada.

Sendo que O não é raiz de X” — 1, então X" — 1 não tem raízes múltiplas. Portanto,

g(X) é constante e, consequentemente, f(X) = $,(X).

Assim, o n­ésimo polinômio ciclotômico é o polinômio irredutível de £, sobre Q, de

grau Q(n), onde & é a função de Euler.

A função À de Euler é caracterizada por:

n n$ (e) =] [(p, — pi.
i=1 i=1

2.2.1 O p­ésimo Corpo Ciclotômico

Agora veremos o traço, à norma e o discriminante de , para qualquer p primo., Pp

As potências E,, £3,..., £2"'* também são raízes p­ésimas da unidade, distintas de 1,

e também pelo mesmo argumento, têm $,(X) como polinômio minimal.

Assim, temos:

DX) =X"! +... +X+1=(X­E)(X8)... (XE),
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e então os conjugados de £, são £,, & .... E. Isto significa que os monomorfismos de

Q(£,) em T são dados por:

o:(65) =, 1<i<p­l.

para um elemento geral,

a = ag +ab+...+ ap­26P”?, a; EQ,

0;:(a) = aq + mM +... +ap6r?,

Em particular,

— 2 plNE) =&8pEp­­­&& ­

Sendo £, e & (1<i<p—­1l) conjugados, então possuem à mesma norma,

N(t) =N(G)=(­1)""=1

O traço de £, pode ser calculado da seguinte maneira :

Tr(&) =Tr(&) =&+EE+... +88,

e usando o fato que,

DPr(E,) =1+E+E+...+88 =O,

Tr(&i)=­1, Tr(1)=p­1, 1<i<p­l.

Tr(1­ &) = Tr(1) — Tr(&) =p ­1­(—1) =p.
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Sendo £5 = 1, podemos usar esta fórmula para estender a equação (2.6) para:

—l, se sÉ0(modp);
Tr(6&) =

p—l, se s=0(modp).

Para qualquer elemento de Q(6,), o traço é calculado da seguinte maneira:

p—­2 p2Triati) = NS Triaki) = Tríao)+S Tría),
i=0 i=0 i=1

p­2 p­2

(p—1)aç­ Sa, = Pao Drs
i=0 i=0

À norma é mais complicada no caso geral, mas um caso muito útil é o seguinte:

na­&)=ITa­s)
a qual pode ser calculada colocando X = 1 na equação (2.4) para obter:

p­l

N(1­&)=[[0­&8)=»,
i=1

então, N(1—6,) =p.

Observação 2.2.1 (1­ £)JOk NZ=pZ=<p>.

De fato: Por (2.9) temos : p= (1— £)(1— &) ... (1 — &S7!). Assim temos que:

PD€ (1 = &5) Ox.

Portanto <p > C (1—­ £,)OgK NZ, (pois <p> é um ideal em Z). Para mostrarmos a

outra inclusão vamos supor que pZ G (1­6,)JOKkNZ E Z. Como pZ é maximal([4], pag. 24),

então (1 — E,JOK NZ = Z. Como 1 E Z, então 1 = (1— 6,)a,a € Ox. Então N(1) =

N(1— Ep).N(a), donde segue que 1 = p.N(a), com N(a) € Z,o que é um absurdo.

Observação 2.2.2 Tr(y(1— £p)) E pZ, para todo y E Ox.
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De fato: Cada conjugado y;(1 — &) de y(1 — £,) é um múltiplo em Ox de (1— £,).

Sendo o traço a soma dos conjugados, segue que:

Tr(y(1—&) =1(1— 6) +HyYe(1— E) +... +yY1(1­ 68) =0(1­6),

com a E Og. Portanto Tr(y(1— &,)) € Ox(1—&,). Pela observação 1.5.1, segue que

Tr(y(1­8)) E Z. Assim, Tr(y(1­ 6, E€ ZN(1­— E) )OxR. Ainda, pela observação

(2.2.1), temos que, Tr(yY(1—& ) E pZ.

Teorema 2.2.1 ([15], pags. 72,74) (a) O anel dos inteiros algébricos de K = Q(6,) é

Zé).

(b) O discriminante de Q(Ep), onde p é um primo ímpar é

(1)61/27p2,

Demonstração:

(a) Seja Ox, o anel dos inteiros algébricos de Q(6,), então é claro que Z[E&] E On.

Seja a € Ox. Então a E Q(£,). Logo,

a=a+att+...+ ap­26D?,

com a; € Q. Multiplicando ambos os lados por (1 — £,), temos:

a(1— £) = ao(1 — E) + a(£p — Ep) +... +apo(8D?— ER).

Assim,

Tr(a(1 — &)) = aoTr(1— &) + aa Tr(6y— E) +... + apoTriEgg?—E8'),

e pela observação (2.2.2), Tr(a(1 — 6&1,)) E DZ. Mas, pela observação (2.2.1),

aoTr(1­—­&)=ap E DZ,
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donde segue que, ao E Z. Analogamente, mostramos que a; E Z, para todo 1. Portanto,

Ox = VA .

(b) Vimos que, uma base integral para Q(£,) é 1,66,...,6797?. Assim, pela Proposição

1.5.1, o discriminante é igual a:

com $,(X) como em (2.4). Sendo p um primo ímpar, o primeiro fator se reduz a (—1

pois,

(p­1)(p­2)(1) AP NE,()),

Yo ,

Cy FP? =(Cr)?
Para desenvolver o segundo fator tomemos,

XP—1l

X—l
C(X­NpXP(XP=1)

(Ep —1)PER (6­1) —(1­6)P&' —péR'D. (E) =

Logo,

(E, =

—pEp!

1)? " (1 = Ep)? —1­ E |

2 NDA CPR oNE)= N( 1­6, N(1­6£,) Pp

Portanto o discriminante é (1) pp?

Teorema 2.2.2 ([15], pag. 11) Seja n um inteiro positivo. Então o anel dos inteiros

algébricos de Q(En) é Z[En).

Demonstração:

A demonstração será feita por indução sobre o número de divisores primos de n.

Consideremos dois casos:

5 6
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Caso 1: Quando n = pº, p : primo.

Sejam L = Q(£5e), m = Q(p*), a = a +an(1—E)+... +ama(1— En)" E Or,

a; EQ i=0,...,m—1eG=Gal(L/Q) = Autr/g=01, i=1,...,pº, (i,p)=1. Visto

que, o;(65a) = Ea e a é um inteiro algébrico, então,

a; = 0i(a) = ao +a(1— e) +... +aoma(1— Ei),

é também um inteiro algébrico. Então, sejam,

a; = o4(a0)=a+a(1—­68h)t+...+ana(1— E4)TMO

a = 04(0)=a+an(1­ E) +... +am1(1— sa jm!

oim = ao +a(1— 8) +... +aom(1— Ex),a;m

Colocando o sistema acima na forma matricial, temos:

Í Xi | | ao |
NXiz a,

as o Ao
onde M = ((1— &a))i, i = 1,...,p0º ej=1,...,m—1; (t,p) =1. Seja M; a matriz

obtida de M, substituindo i­ésima coluna por:

À Ai, À
QAiz

[o/
­ e, do fato de £,a e a,5 serem inteiros algébricos,detM

deduzimos que detM é um inteiro algébrico e detM; também é inteiro algébrico. Por

Pela Regra de Cramer, a; =
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outro lado, sabemos que detM = +p"; para algum r. Assim tp"a; = detM; E Z, pois

detM;= Or, NQ = Z, pelo Lema 1.3.4. Vimos que,

irr(Eo, Q) = XPIOAD qxP, +XP 4,

logo, m = é(pº*) = p*!(p— 1). Sejam p = (1— 674)Or, 7 E p, x não nulo, tal que,

vÁ(x) = máz(t;x E p*), logo v5(p) = p""!(p— 1) = m, pois,
pl

XPTOD A, A XP 412 [| (X­&),
Gp)=

assim, para X = 1 temos:

a
pi

p= [|X­E)=(1­66)"'6,
ja:

vp(p) = v5(1 — Em)" ­ vi(e) = m.

Seja s = minft; p'a; € Z). Então, existe ig E N, tal que, pºa;, € Z pZ. Assim,

proa = Pao + pa(1 — Épo) +... + pa (1 — Epa )“º +... + pam­1(1 — Epa TA,

Daí,

vp(p"'a) vp(p*ao + pºa1(1— Epa) +... + pan(1— Ea) +... +pana(l— Ee)

minfup(pºao), e... , vp(pºa (1 = Epa)”º), e. , Up(pºam­1(1 = Ee) ))

io.

Logo, s«m+vi(a)=i<m. Sendo v,(a) > O, segue que, s = O. Portanto, a; E Z,

para todo ti, e Or = Z[1 — 65] = Z[Epo].

Caso 2: Suponhamos, que m tenha mais que um divisor primo, com,

m = [Q(S,) : Kl, Q(8) = KiEz] eK= Qí(Épeg),
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n=p":9"­9; pt og, q1g. Por hipótese de indução temos que Ox = Z[£pa4]. Assim, dado

a E Og) E Q(En),
d(n)­1 |

a= 3 bi; bheQ (2.10)
i=0

Sabemos que, &, = &, & , pois, n = p*«qº ­ g, com (pºg,qº) = 1, logo, pela Identidade
q

de Bezout, existem 1, j inteiros, tais que:

i(pº9) +jq'=1.

i(pº9)+ja"Assim, é, = pe gq = o& . Daí, podemos reescrever a equação (2.10) da seguinte
q

maneira:
d(gº)­1

|a = Y» a;Ex; a; E QE).
i=0

De modo análogo ao caso 1, temos que a; = Setlh onde, detM,; e detM são inteiros
algébricos. Sabemos que detM = +q”, logo tq7a; = detM;, € ZE). Então, para mostrar­

qg

mos que os b;s E Z, é suficiente mostrarmos que os a;s € Z[£n]. Com efeito, como
q

a E Q(£,), temos que existem r, s E N, tais que, pra, qa E Z[En), com (p,q) = 1. Assim,

pela Identidade de Bezout existem u,v E Z tais que:

up" +ug =.

upa + vga E ZE).

a (up +vq")=a€E Z[E).

Portanto, a; € Z|£n]. Logo, o anel dos inteiros algébricos de Q(£6n) é ZI£n).
q
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2.3 Corpos de Números Abelianos

Teorema 2.2.3 ([15], pag. 12) O discriminante do corpo K = Q(En) é:

net)
= Im[176

pln

Dx

Exemplo 2.2.2 O discriminante de Q(E36) é 2º ­31?, a menos de sinal.

2.3 Corpos de Números Abelianos

Dizemos que um corpo de números K é abeliano, se K é uma extensão galoisiana dos

racionais e seu grupo de galois é abeliano.

Nos restringiremos ao estudo dos corpos de números abelianos, pois são nesses corpos

que obtemos um maior número de ferramentas que serão de grande utilidade nos cálculos

desenvolvidos no capítulo seguinte.

Da Teoria de Galois, temos que, se um corpo de números K está contido num corpo

ciclotômico, então K é um corpo abeliano. À recíproca dessa afirmação é o Teorema de

Kronecker­ Weber, enunciado abaixo.

Teorema 2.3.1 ([75], pag. 319) Se K/Q é uma extensão finita abeliana, então K C

Q(&n)­

O cálculo do discriminante é definido, originalmente, sobre uma base integral, cuja

obtenção é, geralmente, um problema complexo. Porém, existem resultados que fazem este

cálculo sem o uso da base integral. Enunciaremos a seguir um deles, o qual é consequência

do Teorema do Condutor­Discriminante.

Teorema 2.3.2 ([8], pag. 64) Sejam p um número primo ímpar, r um inteiro positivo e

K € QE), [IK : Q)= up, p não divide u. Então,

Dx = +p”,
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2.3 Corpos de Números Abelianos

onde,

pitlo1
1.

pl
v=u|(j+2)P'­

O resultado a seguir será muito importante para os exemplos do próximo capítulo.

Teorema 2.3.3 ([714], pag. 57) Sejam K C Q(61), p : primo, r = [Q(6,) : KI, s=[K:

Q), 0 = Trote /K(6p) eg E Z tal que, o, gera G = Gal(Q(6,) : Q). Então K = Q(0)e

Zos (0) +...+Zof(0) é o anel dos inteiros algébricos de K. Além disso,

Dx = pre

Demonstração:

Mostremos inicialmente que K = Q(6). De fato, como 6 E K, segue que, Q(0) Cc K.

Seja G' = Gal(Q(£,) : K), por hipótese, G = Gal(Q(£,) : Q) =< 0, > é cíclico, então,

G' =(0g,092%,...,07) e O = ES +... +69, daí temos que 0,(0),...,074:(9) E Q(9),

pois Q(9)/Q é uma extensão galoisiana. Sejam a1,...,a. E Q, tais que,

a1oÇ(0) +...+aíofs(0)=0

Sendo que,

o5:(0) = Og (E +. + E”) = o7:(E9) ++ oi(ES)
s+i ra+i(ET +... +(EO)S= EM +...+es,

tast+i . :

|

= E”, com1l <h, t<rel<i, i2<s, teremos:

gasta — giesti (mod p),

t18s+i tastiagm gu s=p,
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supondo tis +17 < tos + 12, temos:

gta — glentustíii)) =.

Como g é gerador, então 9º = 1(mod p), deste modo,

gltent)at(ia­h) =1 (mod p),

ou seja,

pl | gr t)atíicna)

daí (t2 — t1)s + (12 — à1) = rsu, como 1— 5 < 12 — à] <s­—1, segue que 19 =, (isto é,

12­11 =0). Analogamente, temos que t2 = t7. Assim, temos:

a(E +... +E8 O) +. +a(E +... +68) =0,

Como [Q(6,) : Q) = p— 1, e todos os E são distintos dois a dois, temos que,
4, i = l,...,p— 1, são todos distintos. Deste modo, podemos reescrever a equaçãoPp

(2.11) da seguinte maneira:

hai +... +b6R'=O,

onde, (b;; i =1,...,p— 1) = (a; i=1,...,s).

Por outro lado, (£,i = 1,...,p— 1) é um conjunto linearmente independente sobre

Q, logo, b; = 0; i =1,...,p— 1 e, portanto, a; = 0; i =1,...,s, ou seja, [0(0) : Q)> s.

Como Q(9) Cc K e [K : Q] = s, temos que, [Q(9) : Q) = s e K = Q(9).

Ágora, mostremos que:

Zo (0) +...+Zos(0) = On.

É claro que Za, (90) +...+ Zo,:(0) C Ox, uma vez que 0,:(0) E ZE) N K. Falta­nos
provar a inclusão contrária. Assim, tomemos a E On, então existem a1,...,a0: E Q,
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tais que, a = NY aos (0), uma vez que fo,(9),...,0,7:(9)) é base de K/Q. Então, como
i=1

a E Z[Ep], temos que:
8 8

asa = > a;o:(0) = 3 ai&s +
i=1 i=1

pode ser expresso por:

p­l

a=X "bi, bhEeZ i=l,...,p­L
i=l

Como, fb;; i=1,...,p—1) =(a; i=1,...,s), concluimos quea; EZ,i=1,...,s,

— donde segue o resultado.

O valor do discriminante decorre do Teorema 2.3.2.

Decomposição de ideais em uma extensão galoisiana

Trataremos nesta subseção, o problema geral de determinar como um ideal primo de

um anel dos inteiros algébricos se fatora numa extensão de corpos galoisiana.

Teorema 2.3.4 (Teorema da Evidência) ([6], pag. 70) Dados L/K uma extensão ga­

loisiana com grupo de Galois G eq, q dois ideais primos de L, tais que NOx = q NOx.

Então, existe o E G, tal que o(q) = q.

Demonstração:

Suponhamos co(q)z%q,V o eG. Então, pelo Teorema Chinês do Resto, existe uma

solução para o sistema de congruências:

X=0 (modq')

X=1l (modo(g)),
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para todo o E GG. Seja a E Or, a tal solução,desse modo,

Nr/x(0) E Ox Nq =p,

onde, um dos fatores de Nr/x(a) é a € q”. Por outro lado, temos que a € o(q),Yo E G,

então 0(a) & q. Podemos expressar Nr/x(a) como um produto de todos os 0'(a),

e visto que, nenhum destes são ideais primos de q, isto nos mostra que Nr/x(a) € q.

Absurdo, pois vimos que Nr/x(a) E p C q. Portanto o(q) = q.

Corolário 2.3.1 ([6], pag. 71) Sejam L/K uma extensão galoisiana e q, q' ideais primos

acima de p, então e(q | p) = e(q'lp) e f(alp) = f(q'lp).

Demonstração:

Seja p um ideal primo de Or, então, pelo Lema de Kummer segue que pÔ,r =

q1ºº 922... q.ºº. Do Teorema da Evidência, temos que o(q) = q', deste modo, suponhamos

que 0(q1) = q2. Ássim,

o(pOr) = o(q gq... q.) = 0(q1)º 0(92)? ...0(9.)”

qa 0(q2)”...0(q.)º = pOr.

Logo, q2º! = q3ºº & e, = es, portanto e(q | p) = e(q' | p).

Sejam

q2 p|: = e |: E =91

­ Or Or
g:eX2 4 —&

q q2

xT+q1) mw» G(r+q))=0(r)+q.
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Temos que 0 é um isomorfismo, logo,

|: = |[&:q da=

donde segue que fi = fo.

O corolário acima nos mostra que no caso de uma extensão galoisiana, um ideal primo

p de Ox fatora­se em (q1 .. .q,)º em Or, onde os q;'s são os ideais primos distintos acima

de p, todos tendo o mesmo grau residual f sobre p. E mais, pelo Teorema da Igualdade

Fundamental, n =[L: K] = 9.e.f.

Exemplo 2.3.1 Seja K = Q(66ss), segue do Teorema 2.2.2, que o anel dos inteiros

algébricos de K é Z[£6s). O polinômio minimal de &ss sobre Q é dado por:

Bos(X) = XE XTAKP=KPAXPKT A A+X­XA+L

A decomposição do ideal 13Ox em ideais primos de Ox satisfaz:

Des(X) = (KX +X+Xº+X+1)”? (mod 13Z),

p(X)=X*+X+Xº+X+L

Assim, pelo Lema de Kummer temos:

(a) p =< 13, p(665) >= 13O0x + p(6s) Ox; é o ideal primo de Ox acima de 13Z,

(b) 130 x = p”,

(c) |ãÃ : o = 4, Assim, temos g=1, e=12, f=4 e 48= ge.f= 1.124.
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Sejam K7 e K,2 corpos linearmente disjuntos (isto é, K7 N K2 = Q). Dado um número

primo p por ([6]) a decomposição do ideal pOrx,x, em K1K,z pode ser obtida através

da decomposição em K, e em K27 do seguinte modo: Sejam g;, e; e f; os parâmetros

relativos a decomposição de pOx, em K;; j = 1,2. Em K7 K, estes parâmetros satisfazem

a condição:

9 =, e=aenef=fhh.

Cada ideal primo de Ox, acima de p se estende em Ox, x, de modo análogo à que p

se estende em Or.

Para cada ideal primo q acima de p, definimos dois grupos de G:

O grupo de decomposição

D=D(q|p)=(0EG/0(a)=a),

e o grupo inercial

E =E(q|p)=(0 EG/0(a)=a (mod q),VYa E Oz).

Ambos são subgrupos de G e E C G, pois para X € q, temos que, X = O (mod q),

assim o(X) = X (mod q), então, o(X) = O (mod q), e como q é maximal, segue que

o0(q) =q.

Dados q e qº dois ideais primos acima do ideal primo p, temos que:

D(q |p) = 0D(q' | p)a".

Logo, se D é normal a G, para algum q, então,

D(q | p) = D(p).
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Em particular, quando G é um grupo abeliano, D(p;) depende apenas de p, assim

denotaremos apenas por D(p). Como g denota o número de conjugados de q, então,

e portanto,

Os elementos de D induzem um automorfismo do corpo ­ de modo natural: Para
todo o E G restrito a um automorfismo de O, e se o E D, então a aplicação induzida

Or, — ie. tem núcleo q, logo cada o E D induz um automorfismo 0 de Oy, de tal modo
que o diagrama a seguir comuta:

[A
—

FÃ
—

E mais, 0 fixa o subcorpo &%, ponto a ponto, se o fixa K. Logo fixa Ox, ponto a
ponto. Então, q é um elemento do grupo de Galois G de Ou sobre E. Resumindo, temos
um homomorfismo de grupos v : D — CG. Logo Ker(y) = FE, assim E é um subgrupo

normal de D e o grupo quociente 2 é imerso em G. Temos que y : D — Cé sobrejetiva,

assim XE — G é de fato um isomorfismo de grupos. Sabemos que G é cíclico de ordem
f, assim o mesmo é válido para E.

Sejam Lp e Lp, corpos fixados por D e E, respectivamente. Lp é denominado corpo

de decomposição e Lg corpo inercial.

Exemplo 2.3.2 Sejam L = Q(E15). Assim pelo Teorema 2.2.2 Or, = Z(£15) e o polinômio

minimal de E:5 sobre Q é:

Pis(X)= X=X+KX=XIA+KXP=XKA+L
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A decomposição do ideal TOr, em ideais primos de O, satisfaz:

D15(X) = (pa(X)) ­ (pa(X)) (mod 7Z),

n1(X) X*+AX+INX? HAHA,

Pa(X) = Xi+2NM+4ANM? KA,
e do Lema de Kummer, segue que:

(a) p; =< 7, pi(615) >= 7Or + pi(6:5)Oz; i = 1,2, são os ideais primos de Or, acima de

7Z,

(b) TO, = pipa,

Or Z — 1 —

Assim, temos g = 2,e, = ez = 1,1 = fa = 4. O grupo dos Q­automorfismos de K

sobre Q é dado por:

G=(0;; i=1,...,15; 0:(65) = Es),

e verificamos que, p, e pa são conjugados, por eremplo, o2(p1) = p2 e o02(p2) = pr. Logo

p1 e po são ideais primos conjugados que tem o mesmo índice de ramificação (e=1) e o

mesmo grau residual (f = 4).

O grupo de decomposição D(7Z) é dado por:

D(7Z) = (o € G/o(phi) =p) = (01,041,07,018)­

Da mesma forma o grupo de inércia é:

E(7Z) (o € G/o(r) = x (mod pi),x € Or)

to € D/o(E1s) = 615 (mod p1)).

4 E(7Z) =4 e E(7Z) C D(7Z),
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temos,

E(7Z) = D(7Z).

Teorema 2.3.5 ([6], pag. 100) Sejam L, K, Ox, Or, pq, G, D, E, e, f e g como

anteriormente. Então temos o seguinte diagrama:

grau índice de ramificação grau de inércia

K

O teorema a seguir estabelece certas condições maximais e minimais para o corpo de

e. . [Á .decomposição, considerando agora K o corpo fixado por um subgrupo H C G. E mais,

* . z . rá DÁ , rá DA . . .seu anel dos inteiros algébricos é Oy = BN K ep = qN Oy, é o único ideal primo de

Ox abaixo de q.

Teorema 2.3.6 ([6], pag. 104) Com as notações acima, temos:

(a)Lp é o maior corpo intermediário de K' contendo K tal que e(p |p)=/f(p |p)=1;

(b)Lp é o menor subcorpo K', tal que q é o único ideal primo de Or, acima de p;

(c)Lg é o maior subcorpo K', tal que e(p |p)=1;
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(d)Lg é o menor subcorpo K', tal que q é totalmente ramificado sobre p , (isto é, e(q |

p)=[L:K)).

Exemplo 2.3.3 Como vimos no exemplo 2.3.2, e=1, f=4 eg =2. Logo, pelo Teorema

2.3.6, segue que:

Lp = Q(63) E Q(615) e f(qD | p) = e(qo | p) =L.

2.4 Reticulados

Entendemos por empacotamento esférico a disposição de esferas de mesmo raio no

espaço euclidiano n dimensional, de tal modo que a intersecção de duas delas tenha no

máximo um ponto.

Dentre os empacotamentos esféricos, aqueles cujo conjunto de centros das esferas cons­

tituia um subgrupo discreto do R" despertaram particular interesse, e passaram a se

chamar empacotamentos reticulados, ou ainda, definimos reticulado do seguinte modo:

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita n sobre um corpo K, A um subanel

de K e vn,...,vr; Tr < n, vetores linearmente independentes de V. Damos o nome de A­

reticulado (ou simplesmente reticulado), com base (v1,...,ur), ao conjunto de elementos

da forma:

rx = au +... +arvr,, coma;E A.

Doravante, em qualquer citação de reticulado, vamos supor que K = R, AÀ=Z, V

Rºer=n.

Exemplo 2.4.1 Seja A = Zº. Temos que À é um reticulado,gerado pelos vetores e; =

(1,0) e ex =(0,1).
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Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto de centros

formam um reticulado À de R” e, a menos que se diga o contrário, a partir de agora todos

os empacotamentos considerados serão reticulados, e quando o conjunto de centros for

A, dizemos que o empacotamento é associado a A. Definimos a densidade de um dado

empacotamento como sendo a proporção do espaço R” coberto pela união das esferas.

A seguir, introduziremos os elementos básicos que possibilitarão obter uma expressão

para a densidade de empacotamento.

Seja À C R" um reticulado com base À = fui, ..., vn). Então, o conjunto

Rg=(xER" |x=X"Nv, O0O<N<1,4ER),
i=1

é denominado a Região Fundamental de À associada a base 0. Observamos que a Região

Fundamental depende da escolha da base do reticulado.

Fazendo uv; = (vi, ... vin) ER", i =1,...,n, o volume de Rg, v(Ra), é o módulo do

determinante da matriz

| vm Un2g ... nm
a qual é denominada matriz geradora para o reticulado A.

O volume da Região Fundamental, Rg, independe da base, pois a matriz mudança

de base é invertível, com entradas inteiras, ou seja, tem determinante ­+1. Deste modo,

faz sentido definir o volume de À como sendo o volume de uma Região Fundamental, e

denotaremos por v(A).

Este trabalho tem como objetivo tratar de empacotamentos associados ao reticulado

A cujas esferas tenham raio máximo. Logo, o maior raio possível para distribuir esferas
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centradas em cada ponto do reticulado À e obter um empacotamento é denominado raio

de empacotamento (p), e é dado por:

onde Armin = miní|u|l; ve A, vu2 0). É importante observarmos que p é o maior raio com
o qual é possível distribuir esferas centradas nos pontos de À e obter um empacotamento.

Dessa forma, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Ao mencionarmos densidade de empacotamento com esferas de raio p, associado a

um reticulado, estamos citando a densidade de um reticulado A, a qual denotaremos por

A(A) e esta é dada por:

A(A) = Volume de uma esfera de raio P.” Volume do reticulado

O volume de uma esfera n­dimensional de raio p é

v(B(p)) = v(B(1)) ­ 7”,

onde v(B(1)) é o volume de uma esfera de raio 1. Assim, a densidade de um empacota­

mento reticulado À é dada por:

A fração que se destaca é outro parâmetro importante em empacotamentos reticulados,

denominada densidade de centro, cuja expressão é dada por:

n

() = 5
Exemplo 2.4.2 Seja À um reticulado hexagonal gerado pelos vetores (1,0) e (2 2),
assim p= e (A) = —z = 0,2887.
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Exemplo 2.4.3 Seja À = Z" um reticulado do R” gerado pela base 8 = fe; = (1,0,...,0),...

En = (0,...,0,1)). A forma quadrática |ul?º = 11º +...+ x? assume valor mínimo 1,

quando algum dos x; = 1, para i = 1,...,n e os demais são todos nulos. Assim, p = 32
Como v(A) =| detM |, e M neste caso é a matriz identidade, então v(A) = 1 e portanto,

(A) = 35­

2.5 O Homomorfismo Canônico

O propósito desta seção é apresentar o método de imersão de um corpo de números

K no espaço euclidiano, de tal modo que ideais em Ox correspondam a reticulado neste

espaço.

Sejam K um corpo de números de grau n e

Ga: KT, i=lL....n,

os monomorfismos de K em CT. Dizemos que um monomorfismo 0; é real, se o;(K) CR,

caso contrário, dizemos que 0; é imaginário. Um corpo K é denominado totalmente real,

quando todos seus monomorfismos são reais, e K é denominado totalmente imaginário

quando todos seus monomorfismos são imaginários.

Agora definiremos o homomorfismo canônico para o caso geral. Sejam K um corpo

de números de grau n, r1 a quantidade de monomorfismos reais e 2r7 a quantidade de

monomorfismos imaginários. Podemos ordenar os monomorfismos 01, ...,0n do seguinte

modo:

T17 +++ Tra) Tra+1) Ori+13 ++ Tritras Tritroo

onde 01,...,07r, são os monomorfismos reais e os demais imaginários. Assim definimos o
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homomorfismo canônico,

por

ox (a) = (01(a),...,0n(&), Reon1(&), Imorn1(A),..., Reor+ra(A), Imor+r2()),

onde Re(z) e Im(z) representam as partes real e imaginária do número complexo z, res­

pectivamente.

Exemplo 2.5.1 Sejam K = Q(a), onde a E R satisfaz:

at ­2=0.

Os conjugados de a = 4/2 são a, au, aw?, awº, onde w é a raiz primitiva da unidade.

Um elemento de K, por exemplo,

1 =a+bat+ca? +do,

onde a,b,c,d E Q, é levado em R$ de acordo com,

o(x) = (a1(%),02(x), Reos(x), Imos(x))
(a + ba + ca? + do, a — ba + ca? — doº, a — ca?, ba — do?).

Exemplo 2.5.2 Sejam K = Q(V7) com Q­base (1, V7) e os monomorfismos de K em

C, o1 e 02, que são, respectivamente, a inclusão e a conjugação complexa, isto é,

02(a+ bv7) =a —bV7; a, be Q.

Então, para r = a +byY7 E K, a,bE Q, temos:

a(x) = (a1(7), 062(x)) = (a + bV7,a — bV7).
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2.5 O Homomorfismo Canônico 87

Uma das principais aplicações deste homomorfismo é a geração de reticulados no R" e

alguns parâmetros associados são obtidos via Teoria Algébrica dos Números. O Teorema

a seguir representa um dos principais resultados desse capítulo.

Teorema 2.5.1 ([171], pag. 56) Sejam K um corpo de números de grau n, 01,...,0n OS

monomorfismos de K em Ce M T K um Z­módulo livre de posto nº com Z­base (£i):1<i<n.

Então,

(a) ox(M) é um reticulado.

(b) v(ox(M)) = 2" |det(oi(x;3))|.

Demonstração:

(a) Sendo (T1,...,Tn) uma base de M, mostremos que fox(T1),...,ox(tn)) é uma

base de ox(M). No caso em que K é totalmente real,

oK(ri) = (n1(r;),...,on(t;)), i=1l...,n.

a(rn1) ... on(t1)

o(tn) ... on(Tn)

detD = det(o;(x;)).

Por outro lado, sabemos que,

Alta, ... tn) = (det(o;(x;)))?.

(detD)º = (det(o;(x;)))º = Alta, ..., tn),
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2.5 O Homomorfismo Canônico 88

e pelo Teorema 1.2.3, A[x1,..., Tn) £ O. Assim detD 7% O, implicando que oxí(r1),..., 9K(Tn)

são vetores linearmente independentes sobre R. Por construção ox(71),...,o9Kx(Tn) geram

ITK(M), logo fog(r1),..., 9K(Tn)) é uma base de ox(M) e, portanto, oxK(M) é um reti­

culado.

Para o caso em que K é totalmente imaginário, provamos com argumentos similares

que ox(M) é um reticulado.

(b) Mostremos que v(ox(M)) = 2""P/det(o;(x;))|, quando K é totalmente imaginário.

Nesse caso,

oK(Di) = (Reo, (r;), Imo 1 (x;), ... , Reor[ (Ti), Imo;, (£;)), 1 = l, Th

Reoi(x1) Imai(ti) ... Reorn(ti) Imorn(xi)

Reoi(trn) Ima(trn) ... Reor(tn) Imorn(Trn)

Sabemos que Rez = i(z +) e Imz = (2 — 2), deste modo somando à cada coluna

de ordem Ímpar a coluna seguinte previamente multiplicada por 4, e multiplicando as

colunas de ordem par por —2t e a cada uma delas adicionando a coluna anterior, obtemos

a seguinte matriz:

a(t1) nt) ... o6n(11)) on(t)

nl(tn) n(tn) ... Or(tn) Ora(Tn)

Como detD = (21)? .det D; e 0; = 07,41, então

víox(M)) =| detD |= (21) | «detDi |= 2772. |det(o;(x;))|.
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Vimos anteriormente, que Ox é um Z­módulo livre de posto n, e se a é um ideal não

nulo de Ox, então a é um Z­módulo livre de posto menor ou igual a n. Como o índice

de a sobre Or é finito, temos que a também é um Z­módulo livre de posto n,. Assim,

pelo Teorema 2.5.1, ox(Ox) e ox(a) são reticulados. E mais, definimos por realização

geométrica do ideal a ao reticulado ox(a).

Exemplo 2.5.3 Sejam K = Q(V19) e Ox = Z[V19] o anel dos inteiros algébricos de

K, com base (1, V19). Sendo r2 = O, temos:

v(oxk(Ox)) = |det 1 = |­2v1 = 2119.
1 —//19

Exemplo 2.5.4 Sejam K = Q(V—7) e Ox = Z [42] o anel dos inteiros algébricos de
K, com base (1, EVT), Sendo r2 = 1, temos:

1 1/7
2

2

víox(Orx)) = 27 [det

Exemplo 2.5.5 Mais geralmente, sejam K = Q(Vd), onde d é um inteiro livre de

quadrados e

ox: Og —R

x r—okx(r)

o homomorfismo canônico, então M C Ox é um Z­módulo de posto 2.

Suponhamos que M = Ox = Ze, + Ze,, então,

oKk(M) = Zox(es) + Zox(e2) c Rº.

Consideremos os casos:

(1) d>0, d=2 0u3(mod4).
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2.5 O Homomorfismo Canônico

Pelo Teorema 2.1.2, Ox = Z|Vd). Logo

OK: Ox — Rº?

a+bVd — (a+bVd,a—bVd)

Neste caso, M = Ze, + Ze = Z1+ZVd

ox(a+bVd) oKx(1) = ox(1+ 0Vd) = (1,1)

ox(a+bVd) = orx(Vd) =orx(0+1V0 =(Vd,­Vd).

Portanto, ox(M) = Z(1,1) +Z(Vd, —Vd). Sejam v1 = (1,1) eva = (Vd, —Vd). Logo,

1 1
ví(oxk(M)) = |det =| —2/d = 21d.

Vá Va

Temos que v = (a + bVd,a — bV/d). Assim a forma quadrática |u? = 2(a? + db?),

assume valor mínimo 2 quando a =1 eb=0. Logo |u| = Y/2, donde segue que p = À,
Portanto

(ox(M)) = —
Pp

VIOK

(2) d<O, d=1 (mod 4).

Pelo Teorema 2.1.2, Ox =Z [==] . Logo,
OK: Ox — R?

Neste caso, M = Ze, + Zeg =Z1+Z (2) ”.

ox (a+5(*2E))

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



2.5 O Homomorfismo Canônico 91

Portanto, okx(M) = Z(1,0) +Z (à =) . Sejum vi = (1,0) evo = (=) . Logo,

víokx(M)) = [det

— . e. 2Temos que, v = (2a, E) . Assim a forma quadrática Ju? = (a+ 2)º — 2, assume
valor mínimo 1 quando a =1 eb=0. Logo jul = 1, donde segue que p = 3.

Portanto,

)2

Analogamente, para os casos:

(3) d<0, d=20u3(mod4).

(4) d>0, d=1 (mod 4).

Teorema 2.5.2 ([11], pag. 57) Sejam K um corpo de números de grau n, com discrimi­

nante Dx ea um ideal não nulo de Ox. Então,

víox(a)) = 272. |Dgx|”/?.N(a).

Demonstração:

Seja (x11,..., Tn) uma base do ideal a, e como Ox E K, segue do Teorema 2.5.1,que:

v(ox(a)) = |detD],

[detD|) = 27", |det(o;(x;))|.
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2.5 O Homomorfismo Canônico

Por outro lado, do Teorema 1.8.1, temos:

Al, e... Tn) 2
Dx 'No) =|

[Alta ta = [De]”/2.N(a),

Alt1,... tn] = (det(o;(z;))Y?.

Substituindo (2.14) em (2.13), vem:

|det(ai(e;))2|"? = [Dx]? No),

donde segue que,

Idet(ai(x3))| = [Dx N(a),

E por fim, substituindo (2.15) em (2.12), temos,

víox(a)) =2"2.|Dx|/2.N(a).

Observação 2.5.1 De Teorema, anterior, a expressão para a densidade de centro do re­

ticulado ax(a) é dada por:
272 nó(ox(a)) = DAN)

Exemplo 2.5.6 Para K = Q(V10), pelos Teoremas 2.1.2 e 2.1.3, temos respectivamente,

Ox = Z[V10] e Dx :: 40. Dado a = a + bV/10 E Ox, temos:

) la x (o)? = 01)0]+ 0903 = 2(a? + 10º),
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2.5 O Homomorfismo Canônico

e esta fórmula assume valor mínimo 2, quando a = 1 eb=0. Portanto,

ó(ox(Ox)) = = 0,07906.
1

4/10

Exemplo 2.5.7 Sejam K = Q(V13), Ox = Z [E] ea o ideal principal de Ox,
gerado por 0 = 1 — 2/13. Para a € OO, existem a, b E Z, tais que:

a=(1­ 2/13) (e+s(2E))2

Logo,

lax(a)|º = Trx/0n(0G) = 2 (e — 3) +13 (= — 2a) i ;
atribuindo valores inteiros, não todos nulos, para a forma quadrática acima, concluímos

que esta assume valor mínimo 106 quando a=1 eb=O0.

Sendo Dx =13 e |Nx/Q(9)) =| — 51) = 51, temos:

106
= = 0, 14411.

204/13ó(ox(a))
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Capítulo 3

Reticulados Algébricos e Aplicações

O objetivo deste capítulo é o cálculo a densidade de centro de alguns reticulados

algébricos. Visto que se trata de um capítulo de aplicações, alguns resultados serão de­

monstrados.

Iniciaremos com o estudo dos reticulados algébricos obtidos via representação geométrica

de Z­módulos dos anéis dos inteiros algébricos e devido à complexidade em minimizarmos

a forma quadrática, obtida a partir da função traço, faremos exemplos e em dimensões 2

e 3, e em ambos os casos explicitaremos uma "família” de reticulados cuja densidade de

centro é recorde.

Em seguida, estudaremos os reticulados algébricos obtidos via representação geométrica

de ideais, neste enfocamos a representação geométrica de ideais principais e não principais.

Convém ressaltar que o Lema de Kummer é extremamente importante para determinar

tais ideais, pois fornece meios de encontrarmos ideais não principais.
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3.1 Reticulados Algébricos

3.1  Reticulados Algébricos

Sejam K/Q uma extensão galoisiana de grau n, G = Gal(K,Q), G abeliano, K =

Q(a) e f(X) = irr(a,Q) = (X — 1 )(X — à2)...(X — an). Consideraremos os casos K

totalmente real e K totalmente imaginário.

3.1.1 K é Totalmente Real

Sejam G = (f01,02,..., In), vi = (0;(01), 0:(A2),.. . ,o0i(Mm)); i=l...,mne

As; = (Doe a; E 2) :
i=1

Notemos que À; nem sempre é um reticulado de posto n.

Exemplo 3.1.1 Sejam K = Q(V2) e f(X) = irr(VY2, Q). Logo, as raízes de f(X) são

a =/2e09=—/2eG=f01,02), onde, é a inclusão e 02 é a conjugação. Notemos

que vi, e va são linearmente dependentes. Portanto A; não é um reticulado de posto 2.

Exemplo 3.1.2 Seja K = Q(1 + V2) = Q(V2). Nesse caso, S(X) =irr(1 + /12,Q) e,
então, as raízes de f(X) sãôê mn = 1+V/2em=1­V2eG=Íf01,02), onde o, é

a inclusão e 02 é a conjugação. Logo, det(M) = (1+ VY/2)º =­(1—­ V/2)º = 4/2 40.

Portanto, A; é um reticulado de posto 2.

Em nosso trabalho, estaremos interessados nos casos em que Ar; é um reticulado.

Lema 3.1.1 Sejaem K = Q(a) uma extensão abeliana, f(X) = X" + an 1X" +

an­2X” ?+...+a,, com a; EZ, asi=l,...,n as raízes de f, As um reticulado de

posto n, como definido anteriormente, ev E Az, tal que v=Xy +... +Xnvn; X; EQ.
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3.1 Reticulados Algébricos

Então,

Jul? = Q(X1, e... Xn) = (a2 , — 2an­2) NOx? +2 Y”» Tre/Q(cio;)X;X;
i=1 1<i<j<n

Demonstração:

Temos que,

n n n|vuf=vv= (>xi) >5 = SD vuiX? +2 Y”» viu; X;iXj. (3.1)
i=1 j=1 i=1 1Xi<j<n

Sabemos que v; = (0;(m41), ...,0;(an)). Assim,

vivi = (o;(o1),...,0i(on)).(0;:(0),...,0:(On))

oila)º +... +olant=at+..+0l,

Portanto,

(1) +... +an)Éê— 2 > a;
1<i<j<n

2
.An—1º — 2an­2s

Desse modo, a primeira parcela para a forma quadrática |u|l? pode ser reescrita da

seguinte maneira:

(an­1º — 2an­2) y» xX?.
i=1

Para a segunda parcela, temos:

v= (0:(01), e. ., 0ilan));i =1l,...,n.

(o;(m1),...,0i(an)).(0;(&),...,0;(On))

oi(a1)oj(a) +...+oi(an)a;(an).
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Logo,

07 (vivi) = a1okR(01) +... + AnTL(An),

onde o, = 07 '0;.
n

Como >» a;o£(a;) = Tre/Q(c1ox(01)), temos que:
i=1

VUiVj = Trx/Q(c10x(01)) EZ.

Observando que:
(

a1(01)

02(a1)

oi(a)
t

obtemos,

Trx/Q(aia;) = X aaa) =>aloi(a)oj(c1))

3 aloi(as))ai(o;(0a)) = 3 a:(o1(c1))a;(o1(01))
=l =1

S aila)a;(as) = SD arlai(a)atas(as)
= i=1

3 arox(ai) = Tre/n(cox(0:)).
t=1

Então, Tre/Q(0:2;) = Tre/e(mor(0:)).

Portanto,

Q(X:, ... Xn) = (an1? = 20n­2) VOX? + 2 S. Tre/Q(aia;)X;X;.
i=1 1<i<j<n
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3.2 Reticulados de Posto 2

3.1.2 K é Totalmente Imaginário

Neste caso, n = 2r2, donde segue que ra = n/2. Logo,

SAX) =(X­an)... (X­a)J(X­m)... (X—­G7).

Sejam G = f01,...,0r9,01,...,012 ­ E

v; = oi(u)=(0;(04),...,0:(0r,))

= (Reo;(a1),Imo;(a1),...,Reoi(an,), Imo;i(ar,)) ERNLi=l,...,n.

Definiremos a seguir a matriz geradora e a forma quadrática, que diferentemente do

caso real não há como simplificá­las.

Assim,

Reoi(m1) Iman(m) ... Ren(ar,) Imo1(ar)

Reon(a1) Imon(m) ... Reon(ar,) Imon(ar,)

i=1 1<i<j<n

A forma quadrática é positiva definida, cujo menor valor com entradas inteiras, não

todas nulas, nos fornece o dobro do quadrado do raio de empacotamento.

3.2 Reticulados de Posto 2

3.2.1. Caso K Totalmente Real

Sejam f(X) = Xº +aX +b; a,bE Zea, a, as raízes de f. Para que 01,02 sejam

reais e distintas é necessário e suficiente que À = aº — 4b seja positivo.
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3.2 Reticulados de Posto 2

Sejam,

vu = (01, 02) e nu= (22,01),

dois vetores de Rº e Às o reticulado gerado pelos vetores v1,v2. À densidade de centro de

Ar é dada por:

sendo M a matriz de ordem 2, dada por:

a a
M=

a O

Lema 3.2.1 O determinante da matriz M, definida acima vale aV//A, onde À = a? — 4h.

Demonstração:

Sejam

Lema 3.2.2 Sejam f(X) = Xº +aX +ba,bEZev=Xy + Xava um vetor de Ar,

então:

|U? = aº(X1º + X23º) — 20(X1 — Xa)?.

Demonstração:

Pelo Lema 3.1.1, temos que:

lu? =(ad 1­20n2)) Xi+2 XD" Trenalaia)XiX;.
i=1 1<i<j<n
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Logo, para n = 2, temos:

lvl? = (aº—20)(Xº + XX) +2Tríma) XX:

aº(X1º + X2º) — 20(X7 — X2)?.

Exemplo 3.2.1 Com a notação anterior, sejam f(X) = Xº +3X+1, à ema as raízes

de f ev = Xv + Xava E Az. Pelo Lema 3.2.2 | v |º= 9(X? + X2) — 2(X7 — X2)º, assume

valor mínimo 7 quando X, = 1 e X2 = O, donde segue que p = Amia = A e pelo Lema
3.2.1 v(As) =| a | Va? — 4b = 3/5. Então,

Pp? (X)? 72ITA 35 DV = 0,143.

Exemplo 3.2.2 Com a notação anterior, sejam f(X) = Xº* +6X +6, à e a, as raízes

de fev=Xy + XX, E Ars. Pelo Lema 3.2.2 | vu [= 36(X? + X2) — 12(X, — X2a)?,

assume valor mínimo 24 quando X, = 1 e X2 = O, donde segue que p = Ami = 2 e
pelo Lema 3.2.1 v(As) =| a | Va? — 4h= 6/12. Então,

PP E nx 1

Ag) = v(As) 1218 418/83 28 = 0,2887.

Observação 3.2.1 O reticulado obtido no exemplo 3.2.2 tem densidade de centro recorde,

para essa dimensão.

Teorema 3.2.1 Sejam f(X) = Xº +aX +b, a,bE Z e As um reticulado como definido

anteriormente. Se f(X) satisfaz:
a?
=» (3.5)

então o reticulado Às possui densidade de centro recorde.
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Demonstração: <

Com efeito, temos que sua forma quadrática,

los P(XP+X) 20X, X2)?
= 6b(X1º+X) —20(X, = X2Y%,

assume valor mínimo 4b quando X;7 = 1, X2 = O. Logo, p = E e |detM| = |alV/20,

donde segue que a densidade de centro de Ar é dada por:

(V4b/2)º 4d —b 1
lalv2b — 4lalvVob 2/8 28(As) = & 0, 2887.

3.2.2 Caso K Totalmente Imaginário

Sejam f(X) = Xº +aX +b a bEZeaaas raízes de f. Para que a, sejam

imaginários é necessário e suficiente que À = aº — 4b seja negativo.

Sejam,

vi = (Rea, Ima) = (z

v2 = (Ima, Rea) = (= E) = (Rea, —­Ima),212

dois vetores de R? e As o reticulado gerado pelos vetores v1,v2. À densidade de centro de

Ar é dada por:

sendo M dada por:

Rea

Rea —Ima

Lema 3.2.3 O determinante da matriz M, definida acima vale avV=A, onde À = aº — 4b.
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Demonstração:

Sejam

Lema 3.2.4 Seja v = Xiu, + Xava um vetor de Az, então:

2
4

(4b — a?)2 ==[e (X1 + X2)º + (X7 — Xa)?.

Demonstração:

Temos que:

X1(Rea, Ima) + X2(Rea, —­Ima)

(Rea)º(X] + X2)º + (Ima)º(X1 — X2)?
2 /=Ã) (X1 =X?

Exemplo 3.2.3 Sejam f(X) = Xº +X+3eve Ar como definidos anteriormente.

Pelo Lema 3.2.4, temos que:

[uv 2= (X1 + X2)º +11(X1 — X2)?
4 ,
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3.2 Reticulados de Posto 2 103

assume valor mínimo 1 quando X7 = 1 e Xa = 1, donde segue que p = Amin = 3 e pelo
Lema 3.2.3 v(As) = levZAl = VA. Então,

A SD 1
NA) = a” ( =) apo ot

Exemplo 3.2.4 Sejam f(X) = Xº + X+leveE Ay, como definidos anteriormente.

Pelo Lema 3.2.4, temos que:

[y oz CA FXV=20X1 =X!
4 ,

assume valor mínimo 1 quando X, = 1 e X2 = O, donde segue que p = Amin = 3 e pelo
Lema 3.2.3 v(As) = ev=Âl = .

= 0,2887.
3

Observação 3.2.2 Como vimos no caso real, o reticulado obtido no exemplo 3.2.4 tem

a densidade de centro recorde.

Veremos na observação a seguir, que a partir de algumas condições é possível obtermos

uma "família de recordes”.

Teorema 3.2.2 Sejam f(X) = Xº +aX +b, a,bE ZeAyç o reticulado definido ante­

riormente. Supondo

então o reticulado As possui densidade de centro recorde.

Demonstração:

Com efeito, temos que sua forma quadrática,

of? — aº(X + X2)? + (4h — aº)(X —= Xa)? — b(X, + X2a)? + 3b(X, —= X2)?"

4
"

4 !
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3.3 Reticulados de Posto 3 104

assume valor mínimo b quando X; = 1, X; = O. Logo p = e. e |detM| = leva donde
segue que a densidade de centro de Ar é dada por:

(Vb/2)º 26 b b 1
leva aavao 2/0/36 20/08 2783

2

(As) = = (0, 2887.

Observação 3.2.3 A recíproca do Teorema 3.2.2 não é verdadeira, basta tomarmos o

polinômio f(X) = Xº +3X +3.

3.3  Reticulados de Posto 3

Sejam f(X) = Xº +aXº +bX +c; a,bc E Z e n1,02,03 as raízes de f. Para

que a1,02,03 Sejam reais é necessário e suficiente que a derivada de f se anule em dois

pontos distintos, digamos rx, e 2, e que f(r1) e f(r2) tenham sinais distintos, isto é,

f(r2) <O0 < f(x11), admitindo, sem perda de generalidade, que x17 < >.

Podemos resumir esse comentário formalmente no seguinte resultado:

Lema 3.3.1 ([6]) Sejam f(X) = Xº +aXº +bX +c; a,bcEZ em ,a2,03 as raízes

de f. Para que 01,02,03 sejam reais é necessário e suficiente que

20? — 9ab + 27c
7

:aº —3b>0 e que (Va?— 3b)º >

Demonstração:

Como f(X) = Xº +aXº +bX +c, temos que a sua derivada é dada por:

FX) = 3X? +2aX + b, cujas raízes são:

—a — Va? — 3b —a + Va? —3b
TE ———————— 6 NONE

3 3
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3.3 Reticulados de Posto 3

Logo, segue que aº ­— 3b deve ser um número positivo. Agora,

f(x1) 11º +ar+brito

—a— Va?— 3b 4a —a—
3

020º + 2(Va? — 3b)º — 9ab + 27c)
e, portanto, f(r1) > O se, e somente se,

—93 —

Analogamente,

f(x2) = as 20º — 2(Va? — 3b)* — 9ab + 27c)
e, portanto, f(r2) < O se, e somente se,

s —20? + 9ab — 27c2— 3(Va? — 3b)* >
o

Visto que a recíproca é imediata, concluímos a demonstração.

Das relações de Girard, sendo a1,02,03 as raízes de f(X) = Xº +aXº +bX +o,

podemos deduzir que:

à +Aa + az =­0

ag + A1A3Z + AZAZ = b

A,AZAZ = —C,
t

Supondo

203 — 9ab+ 27c2— b 3 .
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3.3 Reticulados de Posto 3

Sejam,
Á

ur, = (01, &2, 03)

v2 = (03, 01, 02)

vs = (aa, aX3, a),
à

três vetores do Rº e Às o reticulado gerado pelos vetores vi, v2,v3. À densidade de centro

de Ar é dada por:
3

= PRP(Ar) |detM|'
sendo M a matriz de ordem 3 cujas entradas são as coordenadas dos vetores v,,v2 € U3,

ou seja,

a à 03

M=la na

a ag O

e pé o raio de empacotamento de Ay, isto é,

1

p= amintlu|; vEA, v* O).

Lema 3.3.2 ([8)) O determinante da matriz M, definida acima vale —a(a? — 3b).

Demonstração: .

Podemos ver que detM = a? + 2º? + 3º — 3a a2a3. Por outro lado, sendo

a + A + AZ = A,

segue que,

a 1º + 2º + a3º + 2(0102 + nas + asas) = a,

a? + a2º + a3º = a? — 2h.
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3.3 Reticulados de Posto 3 107

Multiplicando o lado esquerdo da equação (3.6) por am + a2 + a3 e o lado direito por

—a obtemos a equação:

a1º + a2º + 3? + aaa? + aa3? + asa? + a2a3? + a3gan? + aza?

a1º + a2º + a3º + araa(a + 02) + mas(a, + as) + asaz(0as + 03)

a1º + 2º + 03º — aas(az + a) — amas(as +a) — azaz(a + a)

—aía? — 2).
Mas, 1º +02+a3? — 3a raças; — a(a10a2+aa3+ aaa) = —a* +2ab, e consequentemente,

a? + 02º + a3º — 3aasas = —a? + 3ab.

Portanto, detM = —aº? + 3ab.

Lema 3.3.3 ([8]) Seja v = Xv, + Y va + Zva um vetor de A,, então

Jul? = (a? — 26)(Xº + Yº + 2º) + 20(XY + XZ +YZ).

Demonstração:

Seja v = (7X + a2Y + a3Z, a3X +aY +a2Z, 2X + a3Y +01 Z), então:

(a? — 20)(Xº + Yº + 2º) +20(XY + XZ +YZ).

Exemplo 3.3.1 Seja f(X) = (X — I)(X — 3)(X — 5) = Xº — 9X? + 23X — 15. É claro

que f(X) satisfaz as condições do Lema 3.3.1, e sua forma quadrática

lu? = 35(X?º + Yº + 2º) + 46(XY + XZ +YZ),

ESES
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



3.3 Reticulados de Posto 3 108

assume valor mínimo 24 quando X =1, Y =—1 e 7 = 0. Logo p = A e |detM| = 108,

donde segue que a densidade de centro de A; é dada por:

ó(As) = PR = o = 0,136.

Exemplo 3.3.2 Seja f(X) = Xº +4Xº +4X +11, Não é difícil ver que f(X) satisfaz as

condições do Lema 3.3.1, e sua forma quadrática

Jul? = 8(Xº +Yº + 3? + XY +XZ+YZI),

assume valor mínimo 8 quando X = 1, Y = Z=0. Então p = À e |detM| = 16, donde

segue que a densidade de centro de A; é dada por:

VANS
EE­

— 8/2
16

6(Ays) O, 1768.

Observação 3.3.1 O reticulado obtido no exemplo 3.3.2 tem densidade de centro recorde,

para essa dimensão.

Teorema 3.3.1 Sejam f(X) = Xº*+aXº*+bX+c a,bcEZehAyç o reticulado definido

anteriormente. Se f(X) satisfaz:

av?(2) =b e c(27e+40º —18ab) <O,
então o reticulado As possui densidade de centro recorde.

Demonstração:

Com efeito, temos que sua forma quadrática

lu? = 2(Xº+Yº+ 3º +XY +XZ+YZ),
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3.4 Representação Geométrica de Ideais 109

assume valor mínimo 2b quando X = 1, Y = Z = O. Então p = 2 e |detM| = |ab|,

donde segue que a densidade de centro de Ar; é dada por:

(A) = (V28/2)? 20/20 VIVO VE 1= VÊ = — 0,1768.
la|b 8lajb 8 8 402

Podemos resumir o Teorema acima dizendo que: Se f(X) satisfaz (3.7), obtemos uma

família de reticulados cuja densidade de centro é recorde.Convém ressaltar ainda, que

para cada polinômio f(X) obtemos reticulados distintos.

3.4 Representação Geométrica de Ideais

Sejam K/Q uma extensão abeliana de grau n, Ox o anel dos inteiros algébricos de

K, I um ideal não nulo de Ox e ox : K — R" o homomorfismo canônico. Já vimos

que, ox(I) é um reticulado de posto n, cuja densidade de centro é dada por:

272Pp”
ó(ox(1)) = [DDxl/º2N(D'

onde p = amintlox(0)|; x El, x£0.
Nesse reticulado a distância entre seus pontos é medida pela função traço, como vere­

mos a seguir:

Proposição 3.4.1 ([12], pag. 225) Sejam K um corpo de números e x € K. Então,

la (x)|? = cxk.Trxk/Q(TZ),

1, se K é totalmente real;

1/2, se K é totalmente imaginário.
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3.4 Representação Geométrica de Ideais

Demonstração:

No caso em que K é totalmente real, para x € K, ox(x) = (01(x),...,on(x)). Assim,

lox(x)|? = mn(r)º+...+on(t)º =n(xº) +... +on(?)

= o1(xT)+...+on(tX) =Trxe/Q(xT).

No caso em que K é totalmente imaginário, para x E K,

ox(x) = (Reo1(x), Imoi(x),..., Reon/2(x), Imon/2(x)).

(Rea1(x))º + (Imoai(x))º +... + (Reon/2(x))º + (Imon/2(x))?

o1(x)O1(D) +... + on/2(t)On/2(T)

a1(TT) +... + on/a(TT).

Por outro lado,

Trx/Q(1%) = o1(T%) +... + on/2(T%) +O1(TE) +... +Tna(TX).

Visto que T1(rX) = 01(TT), então

Trx/n(1%) = 2(01(1E) +... + on/2(1%X)).

1
2TTK/Q(77) = o1(1T) +... + on/2(TT).

1
—lax(x)|? = 2 7 Tx/n(0%).

Fazendo uso da Proposição 3.4.1, podemos reescrever o raio de empacotamento da

seguinte maneira:

e?
p= = min Trx/n(1%); x E 1, x £ 0).
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3.4 Representação Geométrica de Ideais 111

Sendo t = minf /Trx/Q(1X); x E 1, 17 £ O) a densidade de centro do reticulado

oK(1), é dada por:
9r2 cntar/2

d(ox(1)) = [DANO (3.8)

Observemos que:

20? =,

Logo, a equação (3.8) vale:

pl
ó(ox(1)) = VFDkANO

Teorema 3.4.1 (das Médias) Sejam x1,...,Tn múmeros reais positivos. Então,

11 +... +

1/n­ 2 T+.
­ .Observação 3.4.1 As erpressões ntoetm e (11...xn)'” são chamadas, respecti­

n

vamente, de Média Aritmética e Média Geométrica.

Observação 3.4.2 Notemos que:

o(x)aAI(x) +...+ on(r)on(),

Ní(x%) = a1(r)ai(x)...on(r)on(x) = N(xYº.

Assim, como 0;(1T) é um número real positivo, pelo Teorema 3.4.1, temos:

nnlz)aI(s) +... +onlz)On(6) 2 (É(7)' >O
Pela observação 3.4.2, obtemos que:

Trxe/0(1%) > n.N(x)””,
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3.4 Representação Geométrica de Ideais

isto é,

t > n.N(x)””,

onde t = minfTrxk/Q(2X); x E 1, x £ O).

Logo, substituindo a equação (3.10) em (3.9), temos a seguinte majoração para a

densidade de centro:

no, (N(x)2/2)"? nl? Ní(z)> = iox)Z FIDEANÇD "FDA NO)
onde N(r) = minfN(y); y E 1, y £ O).

Dedicaremos o final desta seção à apresentação de exemplos, e estes serão divididos

em dois casos: quando o ideal I é principal e quando o ideal I é não principal.

Caso 1: Quando / é um ideal principal, a norma |N(r)| é mínina quando x é um dos

geradores de 1, e nesse caso,

Logo, para tais ideais Z,

INGL
NI)

E neste caso, podemos escrever a densidade de centro dos reticulados o x (1) da seguinte

maneira:

n/2n

ó(ox(1)) > 2" [DER
Faremos exemplos para corpos de grau 3. Visto que, se K está contido em um corpo

ciclotômico, então K é um corpo abeliano, estudaremos as cúbicas contidas em corpos

ciclotômicos. À seguir enunciaremos dois resultados e, a partir deles será possível saber

quais corpos ciclotômicos contêm cúbicas e quantas cúbicas existem em cada um deles.
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3.4 Representação Geométrica de Ideais 113

Lema 3.4.1 ([14], pag. 83) Dados n um número inteiro e L = Q(6n), então L contém

uma cúbica se, e somente se, 3 divide é(n).

Teorema 3.4.2 ([9], pag. 55) Sejam n = pY"º...pr*, sua fatoração em primos e

T= Hip: : 3 6(pi”), 1i=l,.. 8).

r

Então, existem 7 cúbicas em Q(Én).

A fim de simplificarmos os exemplos, calcularemos a expressão da norma para o caso

geral.

Sejam L = Q(£,), K = Q(0), K Cc L, onde 0 = Trr/Kk(65)) e [K : Q)=3, Ox o anel

dos inteiros algébricos de K e a = a + bd + c0º E Ox. Visto que:

irr(0,Q) = X? — Tre/Q(0)X? + DS 0i(0)o;(0)X — Nx/Q(0) &,
irr(9º, Q) = X? — Tre/Q(62)X?º + DS  0:(0º)a (9º) X — Nxe/0(9º)

obtemos,

Nx/n(0) = a? + Nk/Q(60)6º + Ne/0(0º)eº + Tre/Q(0)aºb + Tre/Q(6º)a?c +

>0;(9)a; 9)) ab? + >0:(62)a;(6º)) ac? + Nx/Q(0)Trx/Q(0)6%c +
Nx/0(9) > 0:(6)a;(9) ) be? + (> 0:(6)a;(6) ) Tri/Q(0) — 3Nx/0(9)abe.

Exemplo 3.4.1 Para L = Q(67), sendo G = Gal(L,Q) , 0 = Trr/k(&) = & + E&$Í =

E +& ', irr(0,Q= X+Xº­2X­1, irr(P,Q=X­5Xº+6X­leaE Ox,

tal que a = a + b9 + co; a,b,ycE Z. Então,

Nx/0(0) = a? + 6º + — aºb + 50ºc — 2ab? — Pc + Gac? — 2bc? — abc.

Calceulamos a norma para a,b,c E Z no intervalo de [­5,5] e não houve nenhuma

ocorrência para Nxk/Q(a) = 2, mas obtivemos 28 ocorrências para Nk/n(a) = 8 = +2º,
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3.4 Representação Geométrica de Ideais 114

e neste caso | =< a > também será um ideal principal acima de p = 2. Uma das

ocorrências foi obtida quando a = —2,b= —­4 ec=0. Assim, fazendo a = —2—40 E Ox,

temos que,

D)> = |ó(ox(1)) > 2º, | Dk |V/2 8. | De |V?

E através do Teorema 2.3.3, temos que | Dx |=7* e, portanto,

ó(ox(D))> O & 0,09279.

Exemplo 3.4.2 Para L = Q(613), sendo G = Gal(L, Q), 9 = Tru/Kx(613) = 613 +63 +

Ei+13, irr(o,Q) = X+X?­4X+1, irr(6º,Q) = Xº­9Xº+14X—1 ea E Ox,

tal que a = a + b9 + c0º; a,b,ycE Z. Então,

Nx/0(0) = a? — D+ — aºb+9a?c— 4ab? + bºe+ 14ac? + 4bcº + Tabc.

Calculamos a norma para a,byc E Z no intervalo de [­5,5] e não houve nenhuma

ocorrência para Nx,/Q(a) = 2, mas obtivemos 13 ocorrências para Nxk/Q(0) = +8 = 2º,

que também são ideais principais acima de p = 2. Uma das ocorrências foi obtida quando

a=­—2,b=2ec=O,

Então, seja I =< a >, onde a = —2 +20 € Ox. Logo,

= on ” qe o 8. | Dx 2ó(ox(1)) >

Do Teorema 2.3.9, temos que Di = +plKU­! — 13º, portanto,

3V3 338,S(ox(1))> AZ = qua 004996.

Exemplo 3.4.3 Para L = Q(631), sendo G = Gal(L,Q), 9 = Trr/Kk(S31) = E31 + E31º +

E31 +Ean +En  +E3 +Eãu + + +”, irr(o,Q)=X+Xº­10X­
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3.4 Representação Geométrica de Ideais 115

8, irr(0º,Q) = Xº — 21Xº +116X— 64 ea E Og, tal que a=a+b9+cP; a,b,cE Z.

Então,

Nx/0(0) = a? + 86º + 640? — aºb + 210ºc — 10ab? — 8hºc + 116ac? — 80bc? — 14abc.

Para a = —5,b=—4 ec=3, temos que |Nx/n(0)| = 2. Então, seja | =< a >, onde

a = —5 — 40 + 30º € Ox. Logo, .

D)> " |ó(ox(1)) > 2º, | Dk |? 8|Dg|?
Do Teorema 2.3.3, temos que Dx = plQN! = 312, portanto,

3/3 3B
>= :ó(ox(1)) > ETERÍCTT 0, 02095

Caso 2: Sejam ] um ideal não principal e x E 1. Logo, <r >C LI, e o índice de <x >

em I é um número inteiro sempre maior que 1. Ássim, se denotarmos por h;, o menor

índice de < x > em /, segue que:

N(<x>)=N(I).h,.

Nesse caso, temos que a densidade de centro dos reticulados ox(T), pode ser dada pela

seguinte expressão:

óortD)> =X .n(ox( ) <= Dx |V? Rg

Exemplo 3.4.4 Seja L = Q(631). Pelo exemplo 3.4.3, sabemos que f(X) = irr(0,Q) =

Xº+Xº­10X­—8 e considerando o ideal 29Z C Z, temos a seguinte fatoração para

f(X):

f(X) = (X + 5)(X + T)(X + 18)(mod 29Z[X]).

E pelo Lema de Kummer, temos:
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3.4 Representação Geométrica de Ideais 116

(a) pr =< 29,0 +5 >,p2 =< 29,0 +7 > epz =< 29,0 +18 > são os ideais primos de

Ox acima de 29Z,

(b) 29Ox = p1pobs,

Ox Z|
,

,

Logo Nx/Q(P;) = 29. Mas, sendo a = a + bd + co? E Ox, do exemplo 3.4.3, sabemos

que:

Nx/0(0) = aº + 86º + 640º — aºb + 210ºc — 10ab? — 8b?ºc + 116ac? — 80bc? — 14abc.

Tomando o ideal primo pa =< 29,0 +7 >, temos que:

(0 + 7)(x + y9 + 20º) = (5x +82) + (x + 5y +102)O + (y + 42)O?,

onde 0º = —Gº + 100 +8. Assim, fazendo a = 5x + 82 + 29u, b=x+5y+102 +29

ec=y+42+29w e calculando as combinações para x,y, z,u,v,w E [2,2], temos que

IN(a)| assume valor mínimo 232, quando a = —22, b=­—28 ec=0, logo hi =8. Como

não encontramos nenhum elemento com norma 1, não podemos afirmar, mas existem

possibilidades plausíveis do ideal IT =< 29,—22 — 280 > não ser principal. Neste caso,

temos:

nel?
> ———+ hr.E ogr[Dg|? 1ó(ox(1))

E pelo exemplo 3.4.3, segue que:

ó(ox(1)) > O ­ 8 = 0,02095.8 = O, 1676.
Exemplo 3.4.5 Seja L = Q(637). Temos que f(X) = irr(0,Q) = Xº +Xº ­12X+U,

onde 0 = Trr/Kk(E37) = Er + Ear + Est + E +Ear  +Esr +Ear  +Esr +63 "+

E37o + Ear"! +E37*, e considerando o ideal 31Z C Z, temos a seguinte fatoração para
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3.4 Representação Geométrica de Ideais

f(X):

F(X) = (X + 2)(X + 8)(X + 22)(mod 31Z[X]).

E pelo Lema de Kummer, temos:

(a) pr =< 31,9 +2 >,pa=< 31,90 +8 > epa =< 31,0 +22 > são os ideais primos de

Ox acima de 31Z,

(b) 31O0x = pipahs,

Logo Nx/Q(p:i) = 31. Mas, sendo a = a + bd + c0?º E Ox, temos que:

= fi

Nx/0(a) = a? — 116º + 1210 — aºb + 250º — 12ab?º + 116ºc + 122ac? + 132bcº + 45abc.

Tomando o ideal primo p3z =< 31,0 + 22 >, temos que:

(9 + 22)(1 + yO + z0º) = (221 — 112) + (x + 22y + 122)0 + (y +212)0?,

onde 0º = —9? + 120 — 11. Assim, fazendo a = 22x — 112 + 29u, b=x+22y+122+29v

ec=y+21l2+29w e calculando as combinações para x,y, 2, u,v,w E [­2,2],temos que

|IN(a)| assume valor mínimo 248, quando a = —40, b= 14 ec=2, logo hy = 8. Como

não encontramos nenhum elemento com norma 1, não podemos afirmar, mas existem

possibilidades plausíveis do ideal 1 =< 31, —40 + 140 + 20º > não ser principal. Neste

caso, temos:

I LANó(ox(1)) > anDgEA

3/8 3/3
(ox())> TH SO Too 78. | Dx | | Dx |

Do Teorema 2.3.3, temos que Dg = EplU­! — 37º, portanto,

ó(ox(I>> 2 = 0, 1404.
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