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RESUMO

Partindo do pressuposto de que o Cdculo Diferencid e Integra (CDI) é de vitd importancia
para a formacdo culturd e intedectua do educando no Ensino Médio, o trabaho aborda as
razdes de ndo mais se endnar o CDI neste nivel, contemplando e envolvendo a descricéo e
andise da metodologia do ensino do CDI., procurando demongtrar, por meio de uma
experiéncia pratica com abdhas, efetuada com aunos dos 1°, 2° e 3° anos do Ensino Médio,
como a Moddagem Matematica pode ser eficiente veiculo de transmissio de conceitos do

CDI de umaforma atraente e motivadora.

Por estas razbes, elegemos como proposta centrd do presente trabaho a incluséo de
conceitos (idéas) do Cdculo Diferencid e Integrd no Ensno Médio com edtratégia que
contempla e aende a interdisciplinaridade e facilita a resolucdo de problemas significativos

do mundo redl.

Nosso problema condste em gpontar uma boa metodologia para transmisso integra €
integrada dos contelidos matematicos, em sintonia com a redidade em continua mutacdo, a

fim de criar condigdes para que o educando possa ampliar sua propria cosmovisao.

Este trabaho parte da hiptese de que devemos mudar nossa abordagem, trabalhando os
conteidos vigentes de uma maneira diferente, no contexto do Caculo Diferencid e Integra

e utilizando uma estratégia de endno interdisciplinar — a Modelagem Matemética.



ABSTRACT

Leaving of the presuppogtion that Diferentid and Integrd Caculus (DIC) is of vitd importance
for the gdudent's cultura and intelectud formation in the Medium Teaching, the work
approaches the reasons of not more to become trained DCI in this level, by the description and
andyss of the methodology of the teaching of DCI, trying to demondrate, through a practica
experience with bees, made with sudents of the 1, 2nd and 3rd years of the Medium Teaching,
as the Mathematicd Moddling can be efficient vehicle of transmisson of concepts of Diferentid

and Integral Cdculusin an dtractive way.

For these reasons, we chose as proposad headquarters of the present work the incluson of
concepts of DCI in the Medium Teaching as drategy that assds to the interdisciplinarity and

facilitates the resolution of sgnificant problems of the redl world.

Our problem conssts of pointing a good methodology for integral and integrated transmisson of
the mathematica contents, in syntony with the redity in continuous mutation, in order to create

conditions so that the student can enlarge your own world conception.

This work part of the hypothess that we should change our approach, working the effective
contents in a different way, in the context of Diferertid and Integrd Caculus and using &
drategy of interdisciplinar teeching - the Mathematica Moddling.



Introduc&o

Introducéo

A questdo primordial ndo é o que sabemos, mas como sabemos. (Aristoteles)

Ao longo do tempo, vimos observando que os aunos cursam a Matemética por
mera imposicdo do curriculo, com muito pouca ou nenhuma motivacdo, havendo, tavez
em decorréncia disso, dgnificativo nimero de evasies, reprovacies e freqientemente o
guestionamento do “onde iremos aplicar iss0?’

Alids, esta questéo da aplicacdo prética da teoria — desde a Antiglidade -
suscitou dividas. Hygino apud Machado (1990,p.172), relata que Euclides, em 300
aC., numa de suas aulas no Museu de Alexandria, apds demongtrar o primeiro teorema
de sua geometrig, foi interrompido por uma pergunta sobre a utilidade daguilo. Depois
de tentar convencer aquele discipulo (a0 que parece sem éxito) do vdor intrinseco do
conhecimento, chamou seu escravo e |he disse: “Dé uma moeda a esse jovem, para que

€le possater proveito com o que esta aprendendo.”

Também fora da sda de aula a descrenca na utilidade das teorias parece
congtante. Ainda segundo Hygino, Michad Faraday, em 1840, numa conferéncia,
mostrou que um magneto introduzido no miolo de uma bobina ligada a um
gdvandmetro fazia a agulha dede insrumento mover-se num sentido e, quando
retirado, no sentido contrario. Ao find, um dos presentes se gproximou e comentou:
“Senhor Faraday, o comportamento da bobina e do magneto foi interessante, mas qua
sua possivel utilidade?' Faraday respondeu polidamente: “Senhor, qual a utilidede de
um recémnascido?'. Ocorre que destas experiéncias resultaram os geradores elétricos

que, meio séeulo depois, comegariam a produzir eetricidade farta e barata.

Mas ndo sBo somente estas velhas dlvidas quanto a utilidade dos contelidos
ensnados que imobilizam a escola do nosso tempo. Muitos outros fatores para isso
contribuem.



Introduc&o

Ha aguns anos, Happer et. d. (1996), anadlisando os males que acometem o
gstema educaciond bradileiro, afirmou:

A escola hoje é um mundo a parte, fechado e protegido, separado da vida
Um mundo de ritos imutaveis, de sléncio e imobilidade, onde os papés de
cada um estdo previamente determinados — o aluno cala, obedece, € julgado;
o professor sabe, ordena, decide, julga, anota, pune — cujo percurso é uma
corrida de obstaculos. Um mundo de contelidos estranhos, atomizados,
compartimentados e rigidamente hierarquizados, que ndo tém quaquer

sgnificacdo nem quaquer utilidade imediata para os aunos.

Este € em répidas pinceladas, 0 contexto com que nos deparamos quando a
questéo é o ensino da Matemética. Como reverter este quadro, ou sgja, como tornar
interessante a matemética a ponto de alimentar a curiosidade do aluno em querer estuda-

la?

Através do trabaho de Bassanezi, passamos a conhecer a estratégia de ensino
denominada“ Modelagem Matemética’'.

Ao agprofundar nossos corhecimentos sobre 0 assunto constatamos que esta
edratégia como ferramenta de ensno caminha em sentido contr&io a tendéncia
formdiga da Matemética pura que acanca generdizagbes somente a partir de axiomas,
definigdes e teoremas que Se encaixam uns nos outros sem nenhuma preocupacdo com a
utilizacgo externa dos seus conhecimentos. Ou sga, através da MM a Matemética pode

ser usada como instrumento de investigacéo e compreensao da redidade que nos cerca.

Como o trabalho em equipe, também a contextuaizacdo dos contelidos e a busca
de inter-relacbes destes com o0s de outras &eas do conhecimento sdo procedimentos
inerentes a0 processo de Moddagem. Edtimulados por estas idéias, apesar da
inseguranca gerada pela gplicacd em sda de aula de uma edratégia de ensno téo
audaciosa e revolucion&ria frente & técnicas educacionais até entéo utilizadas, sentimos

que ali se apresentava a chance de ultrapassar 0 mero repasse de contetidos e de motivar

17



Introduc&o

os dunos a estudar Matemédtica, na medida em que percebessem a influéncia desta em

seu cotidiano, sobretudo quanto a compreensdo das chamadas situaces- problema.

Das experiéncias tratadas por Bassanezi congtatamos também que a linearidade
dos contelidos na construgdo do conhecimento mateméico ndo se coaduna com esta
edratégia de ensino. Entendemos por linearidade a sucessdo de tdpicos que devem ser
gpresentados numa certa ordem. Pires (2000,p.8/9), a0 fazer uma andlise historica dos
curriculos de Matemética, observa que:

Apoiados num modeo curricular cartesano, os eaboradores de curriculos
parecem aceitar a necessdade de cumprir metas cartesanamente definidas,
num dado espaco de tempo, em que cada unidade justifica-se em termos da
sua utilidade para a unidade seguinte. Embora possa parecer um detalhe
sem importéncia a linearidade dos curriculos conduz a uma pratica
educativa excessivamente fechada, em que ha pouco espaco para a
criatividade, para a abordagem interdisciplinar, para o estabelecimento de
relagcbes entre os diferentes campos da matematica, enfim para a
consecucdo de metas colocadas para 0 ensino de Matemdtica pelas

recentes propostas curriculares.

Uma outra preocupacdo relacionada ao ensno da matemética seria romper com a
abordagem que nd interliga as suas diferentes &eass conduzindo a uma
departamentalizacdo do sdber que consderamos danosa a compreensdo  mas

aproximada dos fendbmenos da realidade.

Esta questdo, segundo alguns estudiosos do assunto poderia ser contornada com
a introducéo de contetidos modernos como o Calculo Diferencial e Integral, dada a sua
importancia na unificacdo das diferentes partes da matematica, na valorizacdo das

aplicacdes e na descompartimentalizacdo dos contelidos ensinados. (Beltréo,2001)

18
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Seria oportuno lembrar que ha algumas décadas, uma corrente de estudiosos
entre os quas Fdix Klen, Euclides Roxo, Lasant e mas recentemente Dulcos e
Gerddo Avila, vem defendendo a idéia de que o Cédculo Diferencid e Integr seria de
vital importancia paraaformacéo culturd eintelectua do educando.

A importancia da ciéncia para 0 desenvolvimento sicio-econdmico no inicio do
sfculo XIX acabou gerando a necessdade de se modernizar o curriculo das Escolas
Secundérias introduzindo novos conteldos. Fdix Klein, um dos idedizadores e
defensores deste Movimento de Modernizagdo da Matemética do Inicio do Século
advogou entéo pela introducdo do conceito de funcdo e das nogdes de Cdculo
Infinitesma devido a sua importancia como ferramenta necessaria a compreensdo dos
fendbmenos naturais e de outros campos do conhecimento. Porém, este componente
curricular foi retirado do ensno médio por volta de 1960, sendo hoje, somente abordado

NO ensino superior.

Um estudo mais detido do CDI e sua trgetdria no ensino médio aravés do
trabalho de Carvalho (1996) e Miorim (1998) pbde brnecer importantes subsidios para
elucidar os motivos que levaram a exclusdo deste contelido deste nivel de ensino e,
ainda, fortalecer a visdo de que o CDI, se bem articulado a estratégias capazes de dar
sentido as idéias trabalhadas, pode se tornar valiosa ferramenta na busca de melhoria do

atual ensno, sobretudo no da Matemética

Como se verd em capitulo proprio com mais detalhes, a partir de 1961, o ensno
da Maemdica sofre a influencia da descentrdizacdo e flexibilidade curriculares
prescritas pela Lel 4.024, de 20/12/1961, Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo
Naciond, que preconizou que 0s Sstemas de endno deveriam passar a aender a
variedade dos cursos, flexibilidade dos curriculos e articulacdo dos diversos graus e
ramos (artigo 12), variedade de métodos de ensino e formas de atividade escolar, tendo
em visa as peculiaridedes da regido e de grupos socids, com vidas a etimular

experiéncias pedagogicas, aperfeicoando os processos educativos (artigo 20).

19



Introduc&o

Td descentraizacdo e flexibilidade curriculares fizeram com que fosse retirado
da escola secundaria (denominacdo adotada na época) o ensno de Caculo, que

permaneceu, entretanto, em algumeas escolas i soladas.

Tempos depois os curriculos foram influenciados pelo movimento denominado
Mateméatica Moderna, que pretendia diminuir o descompasso existente entre 0 ensino de
Matemdtica desenvolvido nas ecolas de nivel secund&io e os Ultimos avancos

cientificos tecnol égicos.

Este movimento — que se expandiu rapidamente — gpresentava segundo Miorim
(1998,p.111) uma proposta baseada de um lado, nos postulados estruturaistas de Jean
Piaget, e de outro, na forma axiomética desenvolvida pelo grupo Bourbaki,
privilegiando os conjuntos, as relagbes e as edtruturas, centralizando-se na linguagem e
nas justificagBes mateméticas rigorosas.

Degta forma os contelidos passaram a ser gplicados de uma maneira rigida, com
énfase em definigdes, nomenclatura e exercicios tedricos repetitivos, nos quais se
privilegia 0 desenvolvimento agébrico e a aplicacdo de regras. “A atitude de raciocinar
rigorosamente sobre objetos mateméticos, dos quais 0 aduno poderia inclusive ignorar o
sentido, foi cultivada como umavvirtude’. (Pires,2000,p.14)

Havia muita dificuldade para colocar em préica os novos curriculos, tanto por
parte dos professores que ndo conseguiam transmitir os contelidos de um modo mais
didatico, quanto dos dunos, que ndo conseguiam entender a matéria, por vezes muito
abstrata e complexa. Todos estes impasses conjugados acabaram por afastar de vez o

Cd&culo dos curriculos do ensino médio.

Voltando a questédo que versa sobre a importancia e relevancia do CDI e seu
engno no nived médio como ingrumento para compreenso e resolugdo de problemas
ggnificativos e formacdo culturd e intelectud do educando, podemos comecar por dizer
gue, também, uma breve andlise de dgumas obras sobre 0 assunto mostra que os tépicos

rdativos a0 ensno do Caculo no ensno médio continuam a s tratados de uma
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Introduc&o

mandra tradiciond onde privilegia-se 0 endno mecanico e memorigico condituindo-se

em uma versao reduzida dos livros de Calculo destinados ao ensino superior.

Td deficiéncia, porém, ndo vem de agora. Por volta de 1908, um estudo
detalhado, redlizado em Vé&ios paises, para verificar a Stuacdo em que se encontrava o
ensno de matemética na escola secundaria, concluiu haver desvinculacéo entre o ensino
da matemética neste nivel e o ensino universitario, provocando certa descontinuidade
entre estes dois niveis. Desse modo, buscando contornar a Stuacéo, foi apresentada
como solugdo, entre outras, a introducdo de contetidos mais modernos como Célculo
Diferencial e Integral, devido a sua importancia no desenvolvimento da matematica e
na unificacdo de suas vérias partes, valorizagdo das aplicacbes e a
descompartimentalizacdo dos contelidos ensinados. (Beltrdo, 2001, p.31)

Por volta de 1937, o movimento da Matemética Moderna sofre severas criticas.
Edas multiplicantse a ponto de, segundo Pires (2000,p.13) um dos promotores desta
reforma afirmar:

“Estou estarrecido com 0 que constato no ensino da escola primaia e da
secundéria. Fui um dos promotores da reforma de ensno da Matemética,
mas 0 que eu preconizava era Implesmente uma poda de gadhos mortos,
atravancadores, e a introducdo de um pouco de agebra, mas ha toda uma
amogfera nociva que tem acompanhado seu desenvolvimento. O resultado €
tal que, sem uma forte reacdo de base, eu penso que a geracéo atua de nossa
ecola recebera uma formacdo matemética que ndo a prepara para a
pequisa, nem para a utilizacdo da Maemética em técricas ou ciéncias

experimentals.”

Fundamentando-nos nestas reflexfes resolvemos experienciar nossa proposta:
“ Qugerir a inclusdo de conceitos (idéas) do Célculo Diferencial e Integral
(CDI) no Ensino Médio com estratégia que contempla (atende) a interdisciplinaridade
e resolve problemas significativos do mundo real: Modelagem Matematica (MM)”,

trabalhando os contetidos ministrados neste nivel de ensno sob a perspectiva do CDI,
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com um grupo de aunos de uma escola particular. no periodo compreendido entre 24 de
maio a 29 de novembro de 2000.

Nas aulas regulares (periodos matutino e noturno), a escola adotava materia
didético que apresentava uma rigida estrutura de contelidos distribuidos por sérigfaulas,
tornando-se, pois, impossivedl desenvolver um trabaho que objetivasse agucar a
curioddede dos dunos, desdfid-los a desenvolver sua cridgividede, iniciativa e

curiosdade investigatdria em uma perspectiva cientifica

Desse modo, tendo em vista este contexto adverso, procuramos desenvolver
nossa experiéncia no Periodo da tarde, fora do hor&rio usua das aulas, tendo os aunos
sdo convidados a participar do projeto, sem quaisquer promessas de recompensa em

termos de nota.

A findidade era a de sugerir um modo de desenvolver o conceito de funcdo
como ferramenta necessria a resolucdo de problemas que envolvessem tabelas,
gréficos, obtencéo de vaores méximos e minimos e a idéia de variacdo. Ou sga, as
funcbes neste contexto teriam de ser trabalhadas como ferramenta para compreenséo da
Stuacdo em estudo. Entretanto, no processo de modelagem, isso ndo impediu que outros
contelidos (como trigonometria e geometria, por exemplo) também fossem abordados

na medida em que se faziam necessarios a resolucdo de problemas.

Quando trabahamos com a Moddagem como edratégia de ensno-
gorendizagem, para desencadear 0 processo, utilizamos um tema, agum problema
sgnificativo ou 0 questionamento de dguma Stuacéo da redidade, cujo objetivo é
motivar os dunos para a gorendizagem, deixando-os, sempre que possivel, escolher o
tema com o qual trabalharéo, de acordo com seus interesses e/ou afinidades. Entretanto

€ preciso cuidado, pois, conforme Biembengut (1999):

“a esxcolha do tema pelos dunos tem vantagens e desvantagens. Uma
vantagem é que se sentem participantes no processo. Em contrapartida, as
desvantagens podem surgir se o tema ndo for adequado para desenvolver o
programa ou, ainda, muito complexo, exigindo do professor um tempo de

gue ndo dispde para aprender e paraensina”.
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Como nosso objetivo ndo era Unica e exclusvamente trabahar o processo de
moddar, mas também desenvolver agumas idéas propriass do Cdculo Diferencid e
Integral, optamos por trabahar com um tema ja conhecido e que contemplasse nossas

necessidades.

Resolvemos, entéo, trabadhar com abelhas, para tanto criando um modeo
adequado de avéolo. Adequado aqui Sgnifica bem-sucedido, capaz de cumprir sua
funcBo de matematizar e Smular a redidade. Com efeito, 0 sucesso de um modeo
matemético resulta da capacidade de representar e manipular o conhecimento

quditativo e quantitativo das variavels envolvidas e as formas de interacdo entre elas.

Escolhido o tema, por meio de agumas atividades preparatérias e a exibicdo do
filme “Cidade das Abdhas’, visamos capturar as idéias inicias, envolvendo e fazendo
com que o grupo se familiarizasse com o tema. Apds, sugerimos que trabalhdssemos
com a geometria dos avéolos, 0 que nos permitiu, ao longo do tempo e resolvendo uma
s&rie de problemas (por exemplo: Qua a aea do avéolo? Qud o seu volume? Qua
medida deve ser utilizada para o raio da circunferéncia? etc.), abordar grande parte dos
conteldos do curriculo do Ensno médio, tais como trigonometria, progressies,

geometria plana, geometria espacia e funcdes, dém de nogdes de limite e derivada

Ressdte-se ainda que, devido as limitagbes de tempo, outros conceitos do
cdculo — importantes na resolucdo de certos problemas ligados a0 tema “abelhas’—
deixaram de ser focdizados. Reservamos, no presente estudo, um capitulo a parte para
Sugerir  Atividades 1, 2, 3 etc., que possam ser talvez de interesse a outros pesquisadores
que pretendam trabalhar com este tema ou mesmo com modelagem.

Assm, voltando as indagacfes centrais do trabaho, esperamos que - o porqué
ndo ensnar de forma atraente e motivadora — revele-se afirmativamente, na medida em
que, no decorrer do trabaho, formos gradativamente descrevendo e andisando os

passos e resultados da hossa experiéncia com Modelagem Matemética.
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De antemdo, achamos ter sdo gratificante o resultado da nossa experiéncia
(conjunta), porque, em vez de fornecer a0 auno a expresséo na sua forma find,
acabamos percorrendo — juntos — os caminhos que levaram a da “Neste nivel do
ensno, fatos concretos devem preceder as generdizacOes, que uma vez conseguidas,
dificilmente serdo esquecidas’ (Dulcos1992). Além do mais, durante o processo foi-
nos possive desenvolver varios contelidos ensinados no nivd meédio, agora de forma

contextudizada, fornecendo aos aunos subsidios para a resolucdo dos problemas.

Findmente queremos enfatizar que a findidade da experiéncia foi apenas a de
mostrar uma mandra de trabadhar as idéias do Caculo nestas s&ies iniciais. N&o é
Nnosso desgo nem tampouco objeto deste trabalho abordar agoritmos ou desenvolver
um curso de CDI nestas s&ries, como findlidade em s mesmo ou tépico estanque que

brota em agum momento do curriculo.

No mesmo sentido, também n&o temos a intencdo de sugerir um novo curriculo
para estas sries com a incluséo da disciplina CDI, mas téo-somente 0 objetivo de usar
as idéas do CDI como eemento facilitador da compreensdo e unificador dos atuas

contetidos desenvolvidos nestas séries.

Em vigta deste breve panorama, a probleméatica do presente trabalho poderia ser
assm resumida Se ao professor cabe a responsabilidade pela transmissdo integral e
integrada dos conteldos matematicos, em sintonia com a realidade em continua
mutacdo, ou, em outras palavras, se esta didatica deve estar em consonancia com o
meio, 0s seres e as relacdes (nem sempre visivels) entre eles, como criar condicdes para

gue o educando possa melhorar sua proépria cosmovisao?

Asim, nossa proposta ndo condste em “mudar” o curriculo ora vigente no
Ensno médio, retirando aguns pontos para contemplar outros, muito menos para
reintroduzir o Cdculo para ser trabahado da manera tradiciona (como congtatamos
nas obras consultadas). Ndo se trata de mudar O QUE abordar, mas sm COMO
abordar, ou sga, propomo-nos a trabahar os mesmos contelidos vigentes, porém de
uma maneira diferente, dentro do contexto do CDI e utilizando uma estratégia de ensno

interdisciplinar — a Moddagem Maemdtica. Neste sentido, o Cdculo ndo surge aqui
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como uma “nova disciplind’, mas como ferramenta auxiliar na resolucdo de problemas

diversos conferindo-lhes significado, como o atesta nossa experiéncia com abelhas.

Na tentativa de dar uma visdo gerd do trabaho, enunciaremos o contetido de

cada um de seus capitul os.

No Capitulo - MUDANCA DE PARADIGMA - refere-se a passagem de um modelo
cartesano-podgtiviga de interpretacdo do mundo e seus fendbmenos a um outro modelo,
que leva em conta 0 ero, 0O Caps € 0 acasd Como Vaidveis interagentes em sstemas
longe do equilibrio, como, por exemplo, os sstemas vivos. Abordamos o fenbmeno da
globdizacdo e as novas tecnologias que imprimem velozes mutagdes no modo de se
entender e viver no planeta, solicitando, conseqlientemente, novas edratégias na

educacdo de um modo gerd e no ensino da matemética em particular.

No Capitulo 2 — MODELAGEM MATEMATICA — central a0 nosso trabalho, tratamos
da busca de outros méodos para 0 ensno da matemética, mas adequados com o0
periodo e um novo paradigma educaciona. A Moddagem Matemética permite a0 duno
aticular conhecimentos mateméticos entre § e com outras areas do saber, facilitando o

acesso as relagies entre 0 conhecimento cientifico e aredidade.

O Capitulo 3 — O CALCULO - enfoca as raizes do céculo na Grécia, ha mais de 2000
anos, chegando a seu uso contemporéneo como indispensavel ferramenta para solugéo
de problemas da engenharia, fisca, biologia, quimica, economia, ecologia e aé mesmo
das ciéncias socias, passando por uma andise histérica de seu ensino no Brasil durante
os diversos periodos, confrontando os livros de matemética mais representativos de cada
periodo até nosso dias, constatando que, apesar da preocupacdo desde inicio do século
XX com o0 endno de Matemdtica, as idéias reformadoras ndo vingaram na pratica,
mercé da rigidez com que os novos contelidos foram abordados, énfase em se trabahar

definicOes e excesso de exercicios tedricos e repetitivos.

No Capitulo 4 — TRABALHO DE PESQUISA DESENVOLVIDO - sdo descritos,
narrados e analisados 0s passos, modelos e resultados de nossa experiéncia com aunos
dos 1°, 2° e 3° anos do ensino médio, no periodo compreendido entre 24 de maio a 29 de

novembro de 2000. A propodta foi a de trabahar os contelidos ministrados no ensino
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meédio sob a perspectiva do Cdculo Diferencid e Integrd  segundo a  edraégia
descrita no capitulo 2. Ressdte-se que no decorrer da descricBo serdo encontrados

quadros que fundamentam ateoria desenvolvida com os aunos.

O Capitulo 5 — OUTRAS ATIVIDADES - focdiza dividades que poderiam ser
desenvolvidas mas ndo o foram devido as limitagbes de tempo. Assm, conceitos do
Cdculo — importantes na resolucdo de problemas ligados a0 tema “abelhas’™— deixaram
de ser focdizados. Reservamos, entéo, esse capitulo para indicar Atividades 1, 2, 3etc.,
que possam ser de interesse a pesquisadores que pretendam trabalhar com o tema ou

com Modelagem.
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CAPITULO |

1 Mudancga de paradigma

“Todo mito € perigoso porgue induz 0 camportamento e inibe o pensamento.

O cientista virou um mito.” (Rubem Alves).

Nesse find de milénio, observamos grandes mutagbes nos mapas do mundo e da
cultura, a queda do muro de Berlim, a desagregacd do Leste europeu e a
ocidentaizacdo de paises asiéticos.

Um processo cada vez mais intenso de globdizacd da economia aglutina os
paises, integra certas regides do mundo e esfacda as tradicbes locais. Modificase,
assim, o proprio conceito de nacéo e de fronteira: a soberania naciond é congtantemente
guestionada a medida que os siemas transnacionais - comunidades de livre comércio,
TV a cabo e Internet, entre outros - invadem a esfera privada na nova sociedade de

consumeo.

Edas velozes transformagbes produziram uma crise planetéria, na humanidade e
em seu espaco geografico, solapando crengas e teorias que sustentavam 0 modelo atua
de sociedade; a verdade € que se torna cada vez mais dificil de compreender e explicar a
nova ordem mundid. Fda-se em novos paradigmas que envolvem a complexidade, o
caos e aincerteza

Para Thomas Kuhn, em Estrutura das Revolucgdes Cientificas, paradigmas sdo
modos de ver o mundo, devendo ser capazes de atrair cientistas com idéas divergentes
e suficientemente incompletos para deixarem problemas a ser solucionados. N&o 6
fornecem uma teoria da natureza, mas permitem sdecéo, avdiacdo e criticaa. Toda vez
gue um paradigma é rejeitado pela ciéncia, um outro emerge, abrindo campo para o
saber. No senso comum, paradigmas séo moddos pré-estabelecidos ou padrées que se

perpetuam com o passar do tempo.
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A nova configuracio de mundo cosuma-se denominar globdizagio. Esa
acelera mudancas tecnolégicas e facilita o as comunicacles, causando, por outro
lado, problemas. O fendmeno estd baseado na crenca de que a economia comanda a
histéria por meio das relacdes de producio e consumo.

Uma breve retrospectiva dos antecedentes a referida mudanca de paradigmas
mostra que antes de 1500 a ciéncia baseava-se na fé. Sua principd findidade era
compreender o significado das coisas e ndo exercer sobre elas controle ou predicéo. Os
cientigtas medievas invesigavam os fendmenos naturals e condderavam do mais dto

significado as questdes referentes a Deus, adma humana e aética

Nos saculos XVI e XVII, mudangas revoluciondrias na fiSca e na astronomia
levadas a termo por Copérnico, Gdileu e Newton culminaram com a subgtituicdo da
nogéo de universo organico, vivo e espiritud, pea nogdo de um mundo mecénico, que
funcionava a semelhanca de uma méaguina. Estas revolucles cientificas baseavamse em
um novo méodo de investigacdo defendido vigorosamente por Francis Bacon, que
envolvia a descricdo matematica da natureza e 0 méodo anditico de raciocinio

concebido por Descartes.
Sobre 0 méodo cartesiano, conforme Davis-Hersh (in Bassanezi, 2002, p.18):

A unificagdo e esclarecimento de toda ciéncia, ou de todo conhecimento foi
preconizado pelo méodo da razdo, vidumbrado no sonho de Descartes, e
transmitido em seu oéebre "Discurso sobre 0 método de bem conduzir a razéo na
busca da verdade” de 1637.

A busca do conhecimento cientifico, em qualquer campo, deve consigtir,
essencia mente, em:

a) aceitar somente aquilo que sgja téo claro em nossa mente, que exclua qualgquer

davida;
b) dividir os grandes problemas em problemas menores,
C) argumentar, partindo do simples para o complexo; e

d) verificar o resultado final.
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Smplificadamente, este méodo consste em decompor pensamentos e
problemas em suas partes componentes e dispd-las em sua ordem |6gica, regeitando todo
conhecimento meramente provavel e condderando somente que se deve acreditar nas

coisas perfeitamente conhecidas, sobre as quais néo pode haver dividas.

O méodo de Descates e sua concepcdo de natureza influenciaram todos os
ramos da ciéncia moderna, sendo muito Util a0 seu desenvolvimento. Foi esse método
que permitiu a Nasa levar 0 homem a Lua, de resto influenciando bidlogos, médicos e

psicologos na descricdo dos mecaniSmos que compdem 0S organi SMos Vivos.

Por outro lado, a excessva énfase no méodo cartesano levou a fragmentacéo

caracteristica de nosso pensamento e das nossas disciplinas académicas.

Toda a eaboracdo da ciéncia mecanicista dos seculos XVII, XVIII e XIX,
incluindo a grande sintese de Newton, nada mais foi do que um desenvolvimento da

idéacatesana

A abordagem experimenta e 0 uso de uma descricdo matemética da natureza
tornaram-se as caracteriticas dominantes da ciéncia no século XVIl e subsgtiram como
importantes critérios das teorias cientificas de hoje. Francis Bacon foi o primero a
formular uma teoria clara do procedimento indutivo (redizar experimentos e extrar
dees conclusdes gerais a serem testadas por novos experimentos). A partir deste
pensador, 0 objetivo da ciéncia - que desde a Antiglidade tinha sdo a sabedoria, a
compreensdo da ordem naturd e a vida em harmonia com €la - passou a conhecimento

destinado a controlar a natureza.

Issac Newton (século XVII) redizou uma sintese das obras de Copérnico,
Kepler, Bacon, Galileu e Descartes. Sua fisica era suportada por uma consitente teoria
matemédtica do mundo que permaneceu como Sdlido dicerce do pensamento cientifico
até boa pate do século XX. O Cdculo Diferenciad aravés do qual e descreveu o
movimento de corpos Sdlidos foi consderado por Eingein 0 maior avango ho
pensamento que um individuo sozinho teve o privilégio de redizar.
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O método de Newton para se chegar a essas leis poderia ser resumido

em sua afirmacéo de que:

Tudo o0 que ndo é deduzido dos fendmenos sera chamado de hipétese (...) as
hip6teses, sgjam elas metafisicas ou fisicas, s§am elas dotadas de quaidade
ocultas ou mecanicas, ndo tém lugar na filosofia experimental. Nesta filosofia,
proposi¢des particulares sdo inferidas dos fendmenos e depois tornadas gerais por

inducgdo. (Capra, 1997)

Foi Newton que em sua obra Principios Mateméticos de Filosofia Natural
introduziu a combinacdo apropriada de ambos os métodos, sublinhando que tanto os
experimentos sem interpretacdo sSstemética quanto a deducdo a partir de principios
bésicos sem evidéncia experimental Nndo conduziriam a uma teoria confidvel. Desde ai a

ciéncia natura passou a basear-se nesta teoria

No find do século XIX, os conceitos de detrodindmica e a teoria da evolugéo
em biologia superaram 0 moddo newtoniano, indicando que O universo era muito mais

complexo que Descartes e Newton haviam imaginado.

Mas, antes de fdar sobre 0 novo modeo de pensamento, seria bom lembrar o
impacto causado pelas bombas aOmicas atiradas sobre as cidades jgponesas de
Hiroxima e Nagasiki, em 1945. Estes dois artefatos nucleares, na verdade, ndo apenas
mostraram que a ciéncia gplicada era cgpaz de matar em escaa indudrid, meas
sobretudo causaram uma enorme descrenca no poder de a razdo humana trazer a
felicidade ao homem.

Porém, se de um lado, 0 uso criminoso da energia nuclear semeou a morte e o
desencanto, por outro, a exploracdo espacid, iniciada em 1957, se encarregou de

recolocar a ciénciae atecnologia em um lugar de destaque.

Com €feito, a corrida espacia galvanizou pensadores de todas as &eas do
conhecimento  humano, gerando um desenvolvimento sem  precedentes, agregando
gedlogos, engenheiros adtronduticos, fisicos eminentes, cientistas, filosofos, cada qua
em sua area, mas trabalhando em conjunto, para, ™ mais breve tempo possive, aingir

0s objetivos a que se propunham, e, que, diga-se, foi dcangado com muito Sucesso.
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Aliancas e objetivos em comum permitiram & humanidade aprimorar e acumular
conhecimentos valiosos em todas as &eas do saber, juntando-se academia, governos,
intdligbncias  individuais, empresas, indituigdes nd lucrativas, ONGs, todos
compartilhando descobertas e inventos, unidos pdo mesmo interesse em um  futuro
melhor, e dessa maneira estabelecendo as bases de um produtivo campo de estudos

transdisciplinares.

Mas para que a evolugdo acontecesse, 0s homens tiveram de rgetar a Vvisfo
amplamente aceita de que o futuro é predeterminado, vendo-o, agora, como um terreno
indeterminado, em grande parte sujeito a continuas escolhas humanas, uma vez que o

Universo ndo é somente regido por regularidades, mas por sistemas ditos ndo lineares.

Nestes sstemas longe do equilibrio, como a amosfera do planeta, por exemplo,
uma indgnificante mudanca pode gerar consegiéncias imprevisivels e dragicas com o
passar do tempo. A metéfora usada é a do bater das asas de uma borboleta que provoca
um sutil dedocamento de ar. A perturbacdo inicidmente imperceptivel acaba, com o
passar do tempo, introduzindo na aimosfera uma reacd em cadela capaz de causar uma

complexa s&rie de eventos que podem ir desde um vento leve a, no limite, um furacéo.

Outro fator predominante em sSstemas desse tipo € a “imprevisibilidade’ de um
evento, ligada muito de perto a que se denomina caos! Por razéo, a mecanica
celeste de Newton, que pode, com uma impressionante preciséo, predizer fendOmenos em
gddemas peto do equilibrio, fdece em dgemas longe do equilibrio, nos quas
predomina 0 acaso, isto € um evento pode ser “dissecado” em €os causals, ou sga,
uma causa leva a uma consegiiéncia e edta se torna a causa da conseqiiéncia posterior
até o ponto em que passa a ser observado. Neste momento, se 0 observador tentar
entender como tudo se passou, ou como se chegou aquele resultado, podera concluir que

foi gracas ap “acaso’. Eventos a0 acaso ndo obedecem as leis da mecanica classica,

L A teoria do caos foi formulada por Poincaré. O termo é empregado para designar sistemas com muitos
graus de liberdade, mas sem simetrias suficientes. Assim, o comportamento a longo prazo do sistema
ap0s pequena perturbacdo inicial é impredizivel, pois sdo necessérios muitos dados para descrever
precisamente como o sistema responde a perturbacdo. (ATLAN, Henry. Entre o Cristal e a Fumaga —
Ensaio sobre a Organizacéo do Ser Vivo. Rio de Janeiro: Zahar, 1992, p. 36)
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porque dependem da incerteza e do erro. SO se pode tentar predicbes de
resultados pelo calculos das probabilidades.

Portanto, somente sistemas perto do equilibrio (como os sstemas planetérios ou
um péndulo, por exemplo) obedecem as leis da mecénica classica newtoniana, que é
baseada na crenca de um universo regido por leis cientificas as quais permitem prever
tudo o que acontecesse, bastando conhecer o estado completo do universo num
determinado momento. O resto ou sga, a maior parte do Universo € condituida por
fenbmenos e dstemas complexos distantes do equilibrio, sobre cujo comportamento é

quase impossivel tragar projegdes futuras confidveis, mesmo que a curto prazo.

Assm, resumidamente, mudanca de paradigmas se refere a passagem de um
modelo cartesano-positivista de interpretar 0 mundo, a natureza e seus fendbmenos a um
outro modelo, que leva em conta 0 erro, a corregdo de rumaos, 0 caos e 0 acasd Como
vaidves interagentes em sstemas longe do equilibrio, como, por exemplo, os sitemas

Vivos.,

1.1 Educacgéo, Ensino da Matematica e Novos Paradigmas

Na educacdo de ha muito se faz sentir a necessdade de uma mudanca de
paradigma, uma mudanca de mentaidade, percepcéo e vaores que formam a nossa

atua visdo daredidade e da escola

Assim, avdiando a influéncia dos novos paradigmas no processo de redefinicéo
do mundo em seus aspectos tecnoldgicos, econdmicos e socials mas visivels, notamos
que, gpesar de vivermos hoje em um mundo globdmente interligado, no qua os
fendbmenos biologicos, psicologicos, socias e ambientais sfo todos interdependentes,
aplicamos, ainda, dentro da nossa escola conceitos de uma visdo de mundo fragmentada
herdada da ciéncia cartesana-newtoniana para interpretar uma redidade impermeave a

€SSeS concaitos.

A educacdo € um sstema que engloba, em interacdo red, viva e permanente,
milhares de variaveis Como ja& referimos, em sSsemas assm, ndo ha quaquer

possibilidade de previsdo futura, mesmo a curto prazo.
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Em poucas pdavras. também na escola 0 antigo paradigma deveria ter
sdo subgtituido, o que dgnificaria o fim dos "plangamentos de arquivo’, das aulas
preparadas e nunca mudadas, da passividade-receptividade dos dunos, numa paavra, 0

abandono das certezas, dos objetivos de longo prazo.

Mas ndo € o que vem sucedendo. Em grande parte das escolas em todo o pais
continua-se a aplicar métodos esclerosados de ensino, a revelia das mudancgas que estéo

aexigir umanova mentaidade.

Assmann (1996, p.55) dirma “Confesso a minha perplexidade, ndo agpenas
diante de muitos aspectos da atua evolucdo da humanidade, mas também diante dos que
perssem em ndo evoluir. HA muita literatura sobre a educacdo na qua néo se registra

nada acerca dos terremotos  epistemnoldgicos do séeulo XX.”

Moraes (1997, p.50/51) diagnostica 0 estado de calamidade do sistema escolar

brasileiro como devido ao arcaismo do paradigma determinista:

Na area educacional, as influéncias do pensamento cartesiano-newtoniano parecem
anda mais graves considerando 0 seu significado para a formagdo de novas
geracOes, com sérias implicagdes para o futuro da humanidade. (...) Em vez de
produzir as transformacfes necessérias para 0 desenvolvimento harmonioso do ser
humano, a educagdo atua continua gerando padrdes de comportamento
preestabelecidos, com base em um sistema de referéncia que nos ensina a néo
questionar, a Nndo expressar 0 pensamento divergente, a aceitar passivamente a
autoridade, ater certeza das coisas (...)

Mais afrente daarremata

Onde estard a origem de tudo isso0? Por que nossas escolas continuam repetindo,
confirmando e reconfirmando o velho ensino? Apesar de todas as correntes
filostficas que continuam disputando 0 espaco pedagdgico, 0 que observamos &
gue a escola atua continua influenciada pelo universo estdvel e mecanicista de
Newton, pelas regras metodol 6gicas de Descartes, pelo determinismo mensurével,
pela visdo fechada de um universo linearmente concebido. Conseqlientemente, €
uma escola submetida a um controle rigido, a um sistema paterndista, hierarquico,
autoritario, dogmaético, ndo percebendo as mudangas ao seu redor e, na maioria das
vezes, resistindo a elas.
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O endno da Matemédtica ndo foge a regra. As trandformagbes por que
passa 0 mundo, o ritmo ducinante da evolugdo solicita outra didéica, mentdidade,
metodologia.

Como diz Zuniga (1991):

O reflexo disso se faz sentir na Matematica (...) a natureza da Matemética esta
mudando: h& muitos indicios disso. Cada dia mais pessoas questionam o modelo
matemético infaivel, absoluto, longe da intuicdo empirica e da redidade terrena,
que dominou até agora ... Cada vez se percebe melhor a intima relacdo entre as
mateméticas e a sociedade. Cada vez tem-se mais espaco para um novo paradigma
sobre a natureza das mateméticas, un paradigma empirico e congtrutivista, um
paradigma que recorre a intuicdo sensorial, um paradigma que integre no seu seio
as influéncias sociais e culturais, que recorre a Historia das Mateméticas e das
Ciéncias como inspiracéo, ndo sO para anedotas, sendo para estabelecer a logica
gue sustenta a prética educativa de uma forma mais acertada.

Mas antes de propormos estratégias de ensino que nos permitam trabalhar para a
foomagdo e preparacd de um novo homem segundo uma nova mentaidade,
recordemos, em resumo, as idéas e os vaores contemplados pelo antigo paradigma e

gue perduram no ensino escolar, a saber:
a) 0 método cientifico como Unica abordagem vaida do conhecimento;

b) a concepcdo do universo como sSistema mecanico composto de unidades

elementares;
C) aconcepcdo da vida em sociedade como uma luta competitiva e existencial;

d) a crenca no progresso materia ilimitado a ser alcangado via crescimento

econdmico.

Asim, ¢ hoje 0 universo e o homem nd podem mas ser visos como uma
maquina composta de sujeitos e objetos mas um todo harmonioso e indivisivel
composto pelas relacles dindmicas entre ambos (0 que aponta para concepcdo sSistémica
de universo), a educacéo "precisa ir contra a fragmentacdo, precisa gudar a humanidade
a colar as partes que separou nos cinco séculos em que se submeteu a ditedura da

razéo’. (Capra, 1997)
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Mas para adcancar tals objetivos dentro das limitagbes que o aua Sstema
escolar nos impde, precisariamos, entre outros procedi mentos:

a) incorporar atransdisciplinaridade;

b) relacionar educacéo e vida cotidiang;
c) estimular acriatividade;

d) trabahar o ser humano como um todo.

No ambito da Educacdo Matemdtica encontramos trés tendéncias muito
difundidas nos Ultimos tempos, quais sgam a introducdo de aspectos de aplicacies,
resolucdo de problemas e a modedagem matemédtica. Entretanto, a nosso ver, apesar
destas trés tendéncias guardarem estreita rdacd com a Moddagem Matemética, esta
contemplaria Smultaneamente 0s quatro itens acima enunciados de uma forma mas
abrangente e eficaz.
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CAPITULO I

2 A Modelagem Matematica

"O cérebro é um tear encantado, tecendo perpetuamente uma imagem do mundo externo,
rasgando-a e retecendo e inventando outros mundos, criando um universo em miniatura."
(Charles Sherrington).

Como dissemos anteriormente, também na educacdo sente-se a necessidade de
uma mudanca de paradigma. E necessaio superar a relagio linear e mecanica entre o
conhecimento cientifico-tedrico e a préatica da sda de aula, uma vez que os problemas
enfrentados pelo professor requerem um tratamento Sngular, pois se  encontram
fortemente determinados pelas caracteriticas Stuacionais de um contexto complexo,

vivo e mutavel, definido pelainteracéo smultanea de muiltiplos fatores e condigles.

Antes, porém, de trabalharmos técnicas capazes de mangiar a complexidade e a
integrac@o inteligente e criativa do conhecimento, vamos Stuar a Maemética e 0 seu

ensino no atua contexto histérico.

A Maematica, surgida na Antigliidade por necessidade do cotidiano, convertew

Se, com o passar dos anos, em um complexo sstema de variadas disciplines.

Como as demais ciéncias, reflete as leis sociais e serve de poderoso insrumento
para 0 conhecimento do mundo e dominio da natureza, podendo ser caracterizada por
tragos como a abstracdo, precisdo, rigor bgico, cardter irrefutdvel das conclusies e mais

um extenso campo de aplicacoes.

Conforme os Parémetros Curriculares Nacionais para 0 Ensno médio (1997), a
abstracdo matemética revela-se no tratamento de relagBes quantitativas e de formas
epacias, pois eda ciéncia move-se quase exclusivamente no campo da abstracdo e de

suas inter-rel agoes.
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Mateméticos também usam congantemente modeos, andogias fiscas
e exemplos bem concretos na descoberta de teoremas e métodos. Mas os teoremas

mateméticos 20 rigorosamente demonstrados por raciocinio [gico.

Assm, o0s resultados matemdticos didinguemse pela sua precisito e oS
raciocinios desenvolvemrse num dto grau de minuciosdade, que os torna

incontestavel's e convincentes.

Mas a vitdidade da Matemédtica deve-se a0 fato de seus conceitos e resultados
terem origem no mundo fisco e red, apesar de seu cardter abdtrato, e virem sendo
gplicados em indmeros campos da vida didria, indistria, comércio e érea tecnoldgica
Ciéncias como a Fisica, a Quimica, a Astronomia e mais recentemente a Biologia usam,
em suas formulagbes e conceitos, a Matematica como ferramenta essencia (PCNS,
1997).

Embora com uso mas reduzido, outras &ess do conhecimento, como
Sociologia, Psicologia, Antropologia, Medicing, Economia politica, utilizamna como
subsidio importante, em funcéo de conceitos, linguagem |dgica, estatisticas etc.

Em sua origem, a Maemaica condituiu-se a partir de uma colegdo de regras
isoladas, decorrentes da experiéncia e diretamente conectadas com a vida diaria. N&o se

tratava, portanto, de um sistera logicamente unificado.

Por sua vez, a aitméica e a geomelria originaramse de conceitos que se
interligavam, generdizando-se, tavez em conseqiéncia disso, a idéda de que
Matemética € a ciéncia da quantidade e do espaco, surgida a partir da necessidade de

contar, calcular, medir, organizar formas e 0 espaco.

O desenvolvimento da geometria e 0 aparecimento da adgebra marcaram uma
ruptura com 0s aspectos puramente pragméticos da Matemdica, impulsionando-a a
sgematizacdo dos conhecimentos e gerando novos campos, como 0S da geometria

anditica e geometria projetiva, dgebra linear etc.
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O estudo das grandezas varidaveis deu origem ao conceito de funcéo e fez surgir,

em decorréncia, um novo ramo: a andise matematica

Aos poucos a Maemética tranformouse na ciéncia que edtuda todas as
possivels relaches e interdependéncias quantitativas entre grandezas, comportando um
vasto campo de teorias, modelos e procedimentos de andise, metodologias préprias de
pesquisa, formas de coletar e interpretar dados. Embora as investigages se situem ora
no interior da Maemética pura, ora no da Maeméica agplicada, eas se influenciam
mutuamente. muitas das descobertas “tedricas’ mais tarde revelamrse préticas, assm
como 0 estudo de propriedades matemdticas em fendmenos particulares podem por

vezes conduzir auma sistematizacéo tedrica (Eves,1996).

Na escola, apesar de todo o progresso e melhoria dos méodos de ensino, ainda
s exige do aduno escutar e ou repetir todos os "pontos’, quando seria mais vantgoso

preticar os raciocinios e caculos de modo mais smples e proveitoso.

Em muitos lugares do mundo, inclusve no Brasll, teorias truncadas e carregadas
de pormenores indtels sGo detalhadamente enfocadas nos curriculos, em detrimento de
proposicdes smples, que doreviariam em muito os caminhos, dém de contribuir para o

gperfeigoamento do pensamento |6gico.

Por ironia, a mesma coisa que estamos aqui afirmando no ano 2002, século XX,
ja fora denunciada por Evaristo Gaois em A Gazeta das Escolas, em 2 de janeiro de
1831.

Segundo Roxo (1937,p.141), Jules Tannery, famoso matematico francés,
comenta que ha muita coisa que se gprende SO para fazer exame; 8o minlcias que néo
gpresentam nenhum valor educativo, ndo passando de curiosdades:

“O pior é que tais bisantinices (...) sufocam as idéias gerais. Falseia-se, de ta
modo, a finalidade da educacdo matemética por um adestramento na arte do
algebrismo mais estéril e dos problemas gréficos mais intrincados e sem nenhuma
importancia para a compreensdo gera do vaor da Matemdtica e para o
esclarecimento e a fixagdo das nogles bésicas’.
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A este respeito também Avila (1991, p.6) acrescenta:

“O exemplo mais evidente disso estd no ensino das fungdes. Gasta-se muito tempo
para introduzir uma extensa nomenclatura — contradominio, funcdo inversa, funcéo
composta, fungdo injetiva, sobrgjetiva — num esforgo de poucos resultados préticos.
E antipedagdgico introduzir conceitos que ndo estgam sendo solicitados no
desenvolvimento da disciplina. E se o professor seguir esta salutar orientacéo, ele
nao precisara, por bom tempo, de nenhum dos conceitos mencionados’.

A Maemética modernizou-se, mas seu ensno nd acompanhou esta evolugéo.
Por sua vez, a educagdo matemética — como prética escolar — teve um grande impulso
no inicio do sfculo, mais precisamente em 1908, com Felix Klein e a fundacdo da
Comissdo Internacional de Instrucdo Matemética, dele participando Eugénio Raga
Gabaglia, 0 que influiu na evolucéo da educacdo matemética em nNOSo pais.

Apesar diso, no Brasl e no resto do mundo, a referida disciplina foi encarada
gpenas como ensinar bem (isto &, ter boa didética) aquilo que constava dos programas
(ou sga, conhecer bem contetidos) e verificar se 0 duno gprendeu bem tais contelidos (0
gue dggnifica gplicar exames rigorosos).  Lamentavel mente, percepcdo  ainda

encontra adeptos no Brasil e no resto do mundo (D’ Ambrosio, 1999).

Nas escolas, bem como fora delas, 0 que se passava com o educando e com a

sociedade ndo eram prioridades, sendo, portanto, relegado a um segundo plano.

No campo da educacdo matemdtica, a tendéncia para se gproximar de um
enfoque Sicio-cultural surgiu por ocasd do Tercero Congresso Internacionad de
Educacdo Matemédtica, na Alemanha, em 1976, e tem se firmado como um dos seus

pontos bési cos.

Porém, o advento da dta tecnologia impulsionaria 0 ensno na busca de outros
métodos, que aém da preocupacdo socid, pudessem integrar a Matematica com outras

disciplinas e com aciéncia

Contudo, para viabilizar eda Ultima tendéncia, novos conteldos se fazem

nNecessarios.
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2.1 A Matematica e os Novos Contetdos

Muitos entendem a Matemética como consistindo gpenas em cdculos, sem lugar
para o espirito criativo.

Mas hoje muita coisa mudou. Com o advento de uma nova Matemética, a
matéria a ser ensnada passou a ser conjuntos, intersecgdes, propriedades, produtos
catesanos. Esta Matemética € fruto de muitas discussoes e trabaho. Embora hd muito
tempo matemaicos e mestres exigissem revisdes no ensino, cosduma-se creditar ao
advento da era espacia e depois da informéatica o despertar da comunidade cientifica e

educaciona parao problema?

Com efeito, 0 avanco da tecnologia fez com que, nunca como antes, 0 mundo se

gpoiasse na ciéncia e esta, por sua vez, em caculos mateméticos.

Por conta disso e da necessdade de descrever com rigor as descobertas
cientificas, os cientigas tém de smular, em equacles, problemas a serem resolvidos a
luz de novos paradigmas (da relatividade, do caos, teoria dos sstemas €tc.), que, para
terem credibilidade na comunidade cientifica internacional e aplicacdo praica na vida

cotidiana, precisam fundamentar-se numa linguagem légica precisa e dara

A despeito desta necessidade, como refere Roxo (1937,p.223), “0 curioso € que
vivemos na era da ciéncia, e a ciéncia fda a linguagem da Maemética, mas sobretudo,

do cdculo infinites ma, contelido inexistente nos curriculos atuas.”

Hoje, o que é chamado de eementar e se encontra nos curriculos escolares sfo
conceitos de d&gebra (teoria dos conjuntos, fungdes linear, quadrdica, modular,
exponencia e logaritmica, probabilidades), PA e PG, binbmio de Newton e nUmeros
complexos. Alem de trigonometria que incui a resolugdo de triangulos e fungbes
trigonométricas, a geometria plana, espacid e anditica.

Mais curioso anda € que conteldos como fungdes, progressdes, binbmio de
Newton, abordados no ensno médio, sdo considerados pré-requisitos para 0 ensino do
cdculo. Porém este ndo € apresentado aos adunos, deixando-o0s, a NosO ver, com a

sensacdo de que os contelidos SO servem mesmo para passar no vestibular.

2 EDITORIA. A Velha Matematica Moder na. Revista Petrobrés, 243, mai/jun/1970.
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Mas teria Sdo sempre assm?

Roxo (1937) discute a inconssténcia das definicbes sobre Matemética elementar
e cita Klein que critica as definigdes aceitas na época a este respeito. Segundo Klein, os
mateméticos ditos puristas compreendian como eementar todas aquelas pates da
Matemédtica nas quais se evitaanogdo de limite.

Afirma também que nenhuma dessas definicbes se coaduna com a préica da

escola secundéria, pois esta jamais renunciaria a ocupar-se com 0s irracionas J2 ou P,
ou referir-se a concepcdo arquimediana da superficie do circulo como limite de
supefides poligonas, do mesmo modo como ndo se hedta em fdar, na escola
moderna, da tangente a uma curva qualquer, da \eocidade, da aceleracdo, do trabaho

produzido por um ponto em movimento qualquer etc.

Outra afirmacdo de Klein (apud Roxo, 1937) refere-se a geometria, na qua se
conddera dementar tudo aguilo que estd em Euclides ou, de um modo gerd, na
geometria antiga, 0 que também é inaceitavel, pois como haveriamos de consderar
edementar 0 que condituia, entre os gregos, as profundezas do conhecimento

matemético?

Mais adiante Roxo (1937,p.223) escreve:

“...se é verdade gque a escola secundéria ndo tem por objetivo preparar técnicos e
sim fornecer a base da cultura geral, desta ndo se pode excluir a aptidéo para
entender 0 que se passa em torno de nés. Logo, estamos convencidos de que as
nogdes do CDI sdo nogles indispensaveis ndo apenas a uma formagdo mental

eficiente, mas sobretudo a quem quer que, como homem moderno, queira penetrar
com espirito aberto no desenvolvimento da nossa vida cultural”.

Congtatamos mais uma vez que as observagbes feitas no séeculo passado
continuam atuais. Podemos ler em Avila (1991,p.7): “Descartar o cdculo no ensino é
grave, porque deixa de lado uma componente ggnificativa e cetamente a mas

relevante da Matematica para a formacdo do auno num contexto de ensno moderno e
atual.”
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Mais adiante o autor completa “A idéia de que os programas de
Matematica sB0 extensos e ndo comportariam a inclusio do clculo € um equivoco. Os
atuais programas estdo, isto sm, mal estruturados.” (p.5)

As dfirmacBes destes autores, mostrando a inconsisténcia do que € considerado
Matemdtica elementar, apresenta aspectos importantes na elucidacdo de parte da nossa
propoga de trabaho: incluir conceitos do Cdculo Diferencid e Integrd no Ensno
médio.

Contudo, na nossa opini&o, novas técnicas se fazem necessirias para que este
contelido ndo venha a se cordituir em mas um tépico a ser trabadhado de manera
edanque em adgum momento do curso. Queremos que o CDI sga utilizado como
articulador dos atuais contetidos ministrados nestas séries.

2.2 A Matematica e Novas Técnicas

Uma das caracteristicas mas importantes na evolucdo da espécie humana
sempre foi 0 registro e, depois, a transmissdo de conhecimento de geracdo a geracéo
gracas aqua o homem pode sempre se utilizar do trabaho dos que o precederam.

E necessrio lembrar que a transmissio de conhecimentos b geracio a geracio
ndo se faz, quase sempre, como ago imutdvel, pois cada geracdo acrescenta sua
contribui¢do, que se gusta ao ja conhecido ou que o modifica

Em nossa época - caracterizada por um crescimento extraordinariamente rgpido -
se 0 progresso cientifico fosse apenas um acréscimo de conhecimentos, 0 ensno se
tornaria um problema insollvel. Na redidade, esse progresso se rediza por seguidas
reestruturaces, sstematizacéo e smplificacdo dos conhecimentos anteriores, e um dos
sintomas desta evolucdo é a crescente facilidade de redizar 0 que nossos antecessores

conseguiam com dificuldade.

E esse 0 objetivo que o professor de Matemética tem de procurar, visando

transformar seus alunos em criaturas livres, reponsaves e cridivas.

Para tanto o ensno da Matemética deve buscar:
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acentuar as idéias simples e fecundas que a humanidade
acumulou progressivamente e ndo se dedicar a idéias pouco exatas ou

proveitosas,

dar prioridade absoluta & atividade do espirito, pois, antes de aprender
um resultado, é preciso compreender e desgjar descobrir os caminhos

que levem & solugao.

Mas para atingir estes objetivos, seria preciso utilizar, cada vez mas, méodos
ativos, onde se privilegie a participagdo ativa do educando na construgcdo de sua
gorendizagem. Isso ndo dgnifica que a meméria deva s negligenciada, mas, a0
contrario, gudada pela forca da reflexdo. Caculos, também indispensaveis, ndo podem
ser equecidos, mas, note-se, calcular bem € conseqliéncia de raciocinar com clareza e
l6gica

No nosso pais, essas idéias vém sendo discutidas e agumas delas gparecem
incorporadas nas propostas curriculares das secretarias de Estado e municipais de

Educacgo, levando a experiéncias bem-sucedidas.

Todavia, € importante sdientar a ingsténcia no trabadho com os conjuntos nas
séries inicias, o predominio absoluto da dgebra nes s&ries finas, a formdizacdo

precoce de conceitos e a pouca énfase nos aspectos préticos da disciplina

Dentre as inlmeras experiéncias mais recentes bem-sucedidas, € preciso citar 0
Programa de Etnomatemdica’ (literdmente Matemdtica de um povo), que traz
propostas adternativas para a acdo pedagOgica, contrgpondo-se a orientacOes
desvinculadas de aspectos scio-culturais e politicos. Este programa, do ponto de vista
educacional, procura entender os processos do pensamento, modos de explicar, entender
e auar na redidade, dentro do contexto cultura do préprio individuo, buscando partir
da redidade a acdo pedagdgica de maneira natural, mediante um enfoque cognitivo com
forte fundamentagdo cultural (PCN,1997). O que D’Ambroso conceitua como

3 A expressiio Etnomatemética foi cunhada por Ubiratan D’ Ambrosio na década de 70, quando ao
relatar sua trajetdria rumo ao que chamava de Programa Etnomatemético , ele ressaltava que o programa
nascia “de um inconformismo com a fragmentacdo do conhecimento”, buscando “nas praticas
mateméticas em diversos ambientes culturais’, os elementos necessarios para uma visao holistica do
conhecimento. (D’ AMBROSIO, Ubiratam. A educacdo matemartca e a reincorporacgéo da Matematica a
histéria e a filosofia. In: Anais do Seminério Internacional de Educacdo Matemética, 1, 1993. Rio de
Janeiro: UFRJ, 1993, p. .91-104.)
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Etnomatemética, num sentido mas ged, creditanos a Moddagem
Matemédtica quando se aua na formaizacdo e entendimento dos conceitos mateméticos
empregados. Pode-se dizer que a modelagem descenda da resolugdo de problemas
guando descreve, em termos matemdicos, uma Stuacdo mais ou menos complexa
Assm, edsa atvidade pode ser interpretada, sem nenhum desdouro, como a
matematizacdo de uma Stuacdo-problema. Alguns dos grandes feitos da ciéncia
ocorreram na &ea de modelagem, como, por exemplo, os modelos da gravitacdo
universa de Newton e da Teoria da Relatividade de Eingein. O endno com modeagem
tenta fazer com que o aduno participe, em um nivel mais modesto, desta atividade de
explicar matemati camente fendmenos bem contextuaizados (INEP,1994).

Por outro lado, a0 experienciarmos a Moddagem Matemédtica em sala de aula,
verificamos que eda da oportunidade ao duno de aticular os conhecimentos
matemédticos, ndo somente entre §, mas também com as outras aeas do saber,
fadilitando-lhe perceber, portanto, as relagbes entre o conhecimento cientifico e a
realidade.

Ege carder da moddagem € importante, pois, como sdienta Moisés (1997),
mantendo-se o0 sentido do todo e de cada operacd mental, em particular, eté& e mas
apto a resolver adeguadamente o problema, como também a transferir para novas

StuagBes o conhecimento construido na pratica

Como resultado, esta busca de contextualizagdo e insercdo da Matemética em
um meio e época definidos fez crescer também o interesse pela Historia da Matemética
como ferramenta de ensino, tendo sSdo criada mesmo uma associacdo internaciond

dedicada as relacfes entre a Pedagogia e a Histéria da Matemética.

Apesar dessas tendéncias, no ensno da Matematica prevaecem ainda em grande
parte das escolas “antigos’ métodos, segundo 0s quais um problema matemético parte
de dguma sdtuacdo ficticia que solicita uma seqiéncia de agBes ou operagdes
(algoritmo) exposta minutos antes para se chegar a um resultado. Ou sga, a solucéo esta
praticamente disponivel, ndo tem de ser congruida. Todavia, na maior parte dos casos,
estes exercicios ndo podem ser consderados problemas, porque, via de regra, néo

condituem desafios nem necesstam de verificacdo para vdidar o processo de solucéo.
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Além do mais, o que para um auno é problema para outro pode ndo s&-1o, em
funcdo do nivel de desenvolvimento intelectua de cadaum (PCN, 1997).

Enquanto isso acontece, observamos, a0 nosso redor e neste inicio de século, 0
crescente predominio dos meios de comunicacdo audiovisuais (TV, fax, computadores,
CD-ROM, DVD e outros), e 0 de um novo tipo de conhecimento por smulacdo, tipico

da cultura informética e de muitas aress do saber e do fazer humanos.

Num periodo assm configurado, a aprendizagen da Maeméica teria de
enfatizar a gpreenso do sgnificado de um objeto ou acontecimento, 0 que pressupde
vé-lo em suas relagbes com outros objetos e acontecimentos. Dessa maneira, 0
tratamento dos contelidos em compartimentos estanques e numa rigida sucessfo linear
deveria dar lugar a uma abordagem em que as conexbes fossem favorecidas e
destacadas. O dggnificado da Matemdica para o duno resulta das conexdes
estabdecidas entre da e as demais disciplinas, entre da e o cotidiano e entre os
diferentes temas mateméticos (PCN,1997).

Quanto a smulagdo, a Matemética apresenta muitos campos de investigacéo e
de aplicagbes préticas, rdacles, regularidades e coeréncias, que permitem sSmular
Stuagdes reals, generdizar, projetar, prever e abstrair, favorecendo a estruturacdo do
pensamento e 0 desenvolvimento do raciocinio l6gico, em todas as &ess do saber
humano, quantidades, calculos de sdarios, confeccdo e leitura de gréficos etc., que véo
da Fisca a agricultura, passando pela Arquitetura e pea Quimica, sendo também
ingrumento importante nas ciéncias da natureza e nas socials, na composicdo musicd,

coreografia, artes e esportes.

Essa aplicabilidade e potencididade do conhecimento matemético devem ser
exploradas no ensino, visando a gudar na formacdo da inteigéncia abstrata e concreta,
na estruturacdo do pensamento e no raciocinio dedutivo do duno, para a solugdo de
problemas no trabaho, casa, lazer e na aquisicdo de conhecimentos em outras areas do
saber.

A percepcdo da importancia de recontextudizar a Maemdtica levou Régine
Douady a criagdo do conceito de dudidade ferramenta-objeto. os conceitos

mateméticos sBo primeiro uma ferramenta para a resolucéo de SituacOes-problema bem
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especificadas, contextudizadas. Uma vez aingido este datus de ferramenta,

s80 explicados peo professor aos dunos, e se tornam descontextudizados, adquirem o
satus de saber matemdtico, podendo ser aplicados em outras Stuagdes, 0 que
paradoxdmente |lhe da uma grande egplicabilidade e versdtilidede. Santadla (1993)
também refere a idéia de instrumento,entendendo que a escola deve impor desafios ao
aluno, entre os quais, o de resgatar 0 saber como ferramenta que os alunos trazem de

casa, darua, e transforma-1o em saber-objeto, rico e frutifero.

Para tanto, dentre as tendéncias comentadas ha pouco, optamos pela Modelagem
Maemética como edratégia de endno a ser utilizada neste trabaho, por agumas
razdes. primeiramente, por uma preferéncia pessod, uma vez que nos utilizamos desta
edtratégia em nossa sdla de alla; em segundo lugar, por reconhecer que de um ponto de
vida filosdfico-metodologico, a Moddagem guarda semelhancas metodologicas com o
Programa Etnomatemético, cuja principd findidade € resgatar a Mateméica nas
diferentes formas de expressio culturd do cotidiano do auno. Desse modo, embora a
Etno-Moddagem matemética ndo pata da matematica académica (ou ocidenta),
emprega a terminologia académica na sua discussdo, criando modeos mateméticos que
tentam encontrar solugbes para 0s questionamentos levantados pela Etnologia em uma
dada realidade.

Assim, neste trabalho, seguindo a orientacdo de Bassanezi, da Etnomatemética
tomamos principios sicio-culturais dirangentes, enquanto que da Moddagem, os
fundamentos empiricos e anditicos no que impliqguem a importéncia da experiéncia e da
matematizacdo de uma dada Stuacdo do red como o fundamento pedagdgico para a
Educacdo Matemética.

2.3 Modelo Matematico

No dicion&io a padavra modelagem refere a acdo correspondente ao ato de
modelar, ou sga, tracar, ddinear, contornar, dar forma a um objeto que se quera
reproduzir por imitagdo ou ainda a representagdo em pequena escaa de um objeto que
s pretenda interpretar em grande escala. A este objeto damos 0 nome “genérico” de
modelo. Mas isso se refere a quaquer tipo de modelo. No nosso caso, estamos

interessados em um modelo matemético. Mas, o que seriaum model 0 matematico?
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Para Santadlla (1993,p.32) a Matemética € uma ciéncia observativa, na

medida em que constr6i objetos ideais na imaginacdo “de acordo com preceitos
abgtratos, passando, entdo, a observar esses objetos imagin&rios para neles encontrar

relacOes entre as partes que ndo estavam especificadas no preceito da construcao”.

Mas ndo s a Matemética opera por observacdo. Em geral, a ciéncia o faz por
intermédio de modelos, congtructos abstratos que representam a redidade do fendmeno

submetido a estudo, estruturando seu estado possivel num recorte do tempo e do espaco.

Subjaz, portanto, a idéia de modelo, a nocdo de analogia, ou sga, uma certa
correspondéncia formal e edrutura entre 0 modelo e o fendbmeno como se gpresenta a
mente naguele momento, porém expressando equivaéncia parcid (ha sempre uma
defasagem entre a obsarvacéo e a redidade), entre entidades que normamente nos
parecem didintas. Edabedecer andogia € um procedimento heuristico que busca
confrontar aspectos de algum modo equivaentes. O processo envolve, pois, a procura
de semehancas formais entre 0 modelo e as coisas, entre os fendmenos observados no
mundo e sua possivel expressdo matemética, sga por meio de diagramas, sga por meio
de uma equacdo que descreve 0 movimento parabdlico de um corpo, determinando uma
correspondéncia entre uma Stuacd ou edado e uma linguagem formd que tenta

apreendé-los.

Bassanezi (2002), de forma bem smplificada, decreve modelo como um
conjunto de simbolos e relagbes mateméticas que representam de aguma forma o objeto
estudado. Mais adiante, aprofundando o conceito, este autor dizz “Quando se procura
refletir sobre uma porcdo da redidade, na tertativa de explicar, de entender, ou de agir
sobre ela - 0 processo usua é sdecionar, no Ssema, argumentos ou parametros

condderados essencias e formdiza-los através de um sgema atificid: o moddo”.
(p-29)

Assm, Bassanezi ¢ refere a uma importante (tavez fundamental) caracterigtica
do moddlo, qua sga a de revelar - de um modo mais ou menos convenciond (ou sga,
conforme lels e normas da representacdo pictérica, geométrica, espacial etc.) — as
relagdes (por vezes ocultas ao observador) entre as partes do objeto representado.
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Concluindo, ainda segundo este autor, os modelos sGo formulados de
acordo com os fendmenos ou Stuagdes analisadas, podendo ser classificados conforme
o tipo de Mateméatica utilizada Como veremos mais adiante, no trabaho desenvolvido
com os adunos, utilizamos a forma geométrica de um dvéolo. Este tipo de modelo é
chamado estatico. Para estudar o crescimento populaciond da colméia, utilizamo-nos de

ummodelo dindmico, poissmulavariaghes de estagios do fendmeno.

2.4 Processo de Modelagem Matemética

A escola de hoje tem de encontrar novos modos de agenciar o saber e cativar
seus aunos. Como sabiamente disse Gustavo lochpe, “Fora das paredes da escola, o

espirito critico, a imaginacddo e a vontade de fazer diferente sfo fatores indispensaveis

a0 sucesso”.?

Conforme a opinido de adguns autores, a Moddagem Matemética como

edtratégia de ensino:

a) da ao duno a oportunidade de estudar Situaces-problema por meio de pesquisa,

desenvolvendo seu interesse e agucando seu senso critico (Bienbemgut, 1990 );

b) posshilita a espirdizacdo do ensno-gprendizagem de Maemédica, uma vez que
requer contelidos estudados anteriormente (...); desse modo, os estudantes tém a
oportunidade de recontextudizar os conceitos internalizados em periodos escolares
passados, ou fortalecé-los, ou mesmo corrigi-1os (Borba, 1999);

C) € um méodo para compreensdo das ciéncias, pois consste "num conjunto de
procedimentos cujo objetivo € congruir um paado paa tentar explicar
matematicamente os fendmenos que o homem vive em seu cotidiano, gudando-o a

fazer predicOes e atomar decisdes” (Burak, 1992).

Burek dfirma ainda que a Matemética escolar et marcada pelo “como fazer”,
deixando de lado o “por que fazer”, gpassvando o duno e deixando-o dependente
professor. Assm, este autor entende ser necessario “através da agdo do fazer, chegar a
saber”, atribuindo a Modedagem a virtude de incentivae no duno a liberdade para

* JOCHPE, Gustavo— Artigo Folha de Sao Paulo. Anexo 2.
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raciocinar, conjecturar, etimar e dar vazéo a criatividade, numa gproximacao

da postura cientifica.

Quando no inicio deste trabadho referimo-nos a paradigmas, constatamos que a
higtéria da Maemdica vem confirmar que 0 avango dedta ciéncia se deu gracas a
problemas surgidos das necessdades humanas em diversas épocas, as quais ndo 0O
permitiram a Matemdica evoluir e s tornar complexa como ciéncia, mas também
permitiram a0 homem criar, inventar e propor solugdes para 0 mundo socid e fisico que

se |lhe apresentava.

Também no nosso ponto de visa 0 ensno por meio da Modelagem Matemética
permite reproduzir, com 0 educando, 0 caminho que a ciéncia matematica percorreu
para se desenvolver como ta, ou sga, permite que o aduno percorra 0s caminhos da
pesquisa cientifica, 0 que Bassanezi ratifica, afirmando que trabahar com modeagem
matematica no ensno ndo € goenas uma questdo de ampliar os conhecimentos

mateméticos, mas sobretudo de se estruturar a maneira de pensar e agir.

Visto deste ponto de vista, 0 méodo cientifico € portanto, um conjunto de
regras gerals que nos gudam a reolver problemas que envolvem observagOes,
buscando padrdes nas observactes, formulando hipdteses para explicar as observagoes e
testando estas hiplteses por meio de experiéncias adicionais. Ao executar as
experiéncias, podem surgir modelos que irdo conduzir a explicacbes ou hipoteses que

servirdo de guias no plangamento de outras experiéncias.

Logo, 0 processo de obtencdo de um modelo matemético de uma Stuacdo ou
problema red denomina-se Modedagem Matemética, e sua findidade em um contexto
de ensno-gorendizagem € despetar no aduno a motivacdo para criar problemas,
buscando para td subsidios fora da Matemdtica, ou sga, formulando sempre novos
problemas cada vez mais proximos da redidade, da sua redidade e de seu dia-a-dia, a
partir de modelos.

Vé&ios foram os esquemas por nos estudados, que representam graficamente o
processo de obtencdo do modelo, ou sga, a Moddagem Matemética, entre os quais
podemos citar 0 esquema de Bassanezi (1988), Bittinger (1976), Biembengut (1990),
Gazetta (1989), D’ Ambrosio (1986) e outros.
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Como professores, devemos lembrar que, afora preocupacoes éticas,
filosoficas e metodolégicas, ha ainda problemas de ordem prética, restando-nos
concordar com Biembengut em suas inquietagbes com o curriculo a ser cumprido

guando se aplica o processo de Modelagem em cursos regulares:

“Tendo pois como objetivo ensnar Matemética inserida num programa definido a
priori, o processo classco de modelagem deve ser modificado, levando-se em
conta sempre o momento de sistematizacdo do contelido e uma anal ogia constante
com outras Situagdes-problema’

No esguema de D’ Ambrosio (1986), 0 processo de Modelagem Matemética se
bassia na dinamica “redidade-reflexéo sobre a redidade’, enquanto modelo seria o
ponto de ligacdo entre as informacbes captadas pelo individuo e sua acdo sobre a
redidade, e, portanto, um instrumento de auxilio & compreensio da redidade através da
reflexdo e andlise sobre sua natureza. Este autor defende que o individuo cria modelos
que lhe permitem daborar edtratégias de acdo: “Essa recriacdo de modeos pelo sujeito,
gue pode utilizar outros modelos que ja foram incorporados a sua redidade e que € a

esséncia do processo criativo, deveria congtituir o ponto foca dos sistemas educativos.”

Esta € também a posicdo de Gazetta (1989), quando afirma que, para exercer
acdo no melo em que vive, o individuo se utiliza de dgum tipo de moddo que seria 0
elo entre as informagdes e sua agdo, e que Ihe serve como “ingrumento de auxilio para a

compreensdo daredidade.”

Entdo, Gazetta propde uma integracdo das concepgdes de Modelagem propostas
por D’ Ambrosio e Bassanezi, tendo a compreensdo da realidade como ponto de partida
para o levantamento de problemas que se apresentam, e o inicio do processo a traducéo

da situacéo red em linguagem matemética, ou sgja, em um processo de abstracao.

Ao trabadharmos com o grupo de adunos participantes deste trabaho, notamos
gue os esguemas citados fornecem uma seqUéncia pormenorizada do processo de
modear, mas deixam obscuras relagbes valiosas e tavez as mas dgnificativas em um

processo de ensino- gprendizagem, como, por exemplo, as do processo de abstracao.

Elegemos como esgquema de modeagem centrd do nosso trabaho um dos
esquemas de Bassanezi, no qua o cardter abstrato do modelo é evidenciado, pelo autor

denominado Esquema do Processo de Abstracao.
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Esguema do Processo de Abstragéo

Esco i das
§ varénvzls 2 Paréirretcs
Problema de |Abstracag 1
Interesse i ,
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o *l&is” “Lais”
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Previsdo )
. Interpretacdao
Avaliacdo: da Solucdo ) i
Fonte: Bassanezi (2001) Figural

O esquema citado evidencia que modelos sfo abstragtes de estados ou Situacdes
que se dad no mundo red, entendendo-se por abstragdo o0 ato de consderar
separadamente coisas relacionadas e unidas, a fim de que, por meio de procedimentos
matemdticos, possa ser interpretado e entendido em toda a sua complexidade o
fenbmeno sob estudo, recurso utilizado pelos maeméticos na construcdo de modelos

gue expliguem aredidade e Srvam para andise, previsies etc.

A fase de abstracdo € a nosso ver, fundamental para o processo educaciond,
pois € 0 momento em que o0 duno ird interagir com a linguagem matemética, ganhando
a chance de perceber detadhes tavez imperceptivels numa linguagem naturd. Por outro
lado, uma das dificuldades que se apresentam em uma Situacéo rea € a quantidade de
vaiaveis nda envolvidas. Sendo assim, o0 aduno devera diminar dgumas delas para

conseguir formular a Stuacdo em linguagem matemética
Porém, um outro impasse persste: Quais variaveis devem ser eliminadas?

Para D’ Ambrosio (1986,p.65):

“0 jogo de dois aspectos agparentemente contraditorios na reformulacdo do
problema, que poderiamos chamar de aspecto holistico em contraposicdo ao
aspecto reducionista, esta na esséncia do método cientifico e desde os primeiros

anos de escolarizacdo deve ser um dos principais componentes do processo
educacional”.
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Entretanto, ainda segundo este autor, somente a sdecdo de vaiaves
ndo € suficiente para resolucdo do problema. Devemos, ainda, formular hipdteses, outro
fator essencid no processo cientifico, uma vez que a “formulacdo precisa das hipiteses

sera fundamental para que a solucdo encontrada encontre sua interpretacdo adequada.”
(p.66)

Ese processo de sdecionar varidveis e formular hipdteses estd diretamente
ligado a capacidade de o educando interpretar a redidade e agir sobre ela. Para Piaget, o
principd fator do desenvolvimento vem a ser a aividade do sujeito, suas agdes e
relacbes com objetos, fatos e outras pessoas. Todavia isso ndo dgnifica apenas “agir
com o0s setidos’ (ou énfase no agpecto figurativo do conhecimento). O
desenvolvimento ocorre quando 0 sujeito age sobre o0 ambiente e experimenta
desequilibrios. Um ambiente que apresenta desafios, contradigdes, conflitos, €,
conseqlientemente, ideal para 0 aparecimento das estruturas operatérias, momento em

gue acontece uma intima conexao entre 0 método, ateoria e a observacéo da redlidade.

Porém, como vimos, a redidade s nos € dada a conhecer por meio de suas
representacfes. Mas sO isso ndo basta, temos de estar preparados teoricamente para
interpretar o red. Conforme a opini&o de Gustineli (1990), “representacies externas S0
freqlientemente muito Uteis na resolucdo de problemas dificeis. (...) Devemos notar, no
entanto, que as representagbes externas ndo podem gudar-nos a ndo ser que também

tenhamos uma representacdo interna do problema”.

Entendemos que isto acontece porque, gerdmente, na resolucéo de problemas, a
redidade se gpresenta de forma limitada, em um determinado enunciado colocado de
forma ja bem definida, onde exisem dados e uma ou mas perguntas sBo formuladas,
solicitando resposta. Néo ha, portanto, necessidade de se fazer uma sdegéo de variavess,
uma vez que edtas ja foram de dgum modo, sdecionadas e ja constam no proprio

enunciado da stuacdo-problema.

Uma dtuacdo-problema seria, grosso modo, qualquer circungténcia e lugar em
que o duno, em seu cotidiano, é olicitado a interpretar variavels e tomar decisdes.

Subjaz, portanto, aidéia de Modelagem, aresolucéo de problemas.
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Polya goud Gudindi prescreve quatro fases para se chegar a solugéo

deum dado problema

a) 12fase: compreensdo do problema;
b) 22fase daboracéo de um plano;

c) 3*fase execucdo do plano; e

d) 42fase retrospecto.

Note-se ai que, segundo Polya, a resolucdo de um problema pate da
interpretacdo da redidade. Ou sga, é impossivel resolver um problema, se ndo
conseguirmos ler e interpretar todas as suas varidvels, e para issO a conhecida
"decorebd’ ndo pode ser alocada. Por iss0, gpesar de dguns crerem que a smples
repeticdo pode favorecer a memorizacdo, nada € mais forte para a aprendizagem que a
motivacdo emociona para regidrar informagdes e conhecimentos que serdo assmilados

de mangrainddévd.

Hoje, num tempo de velozes transformacles, os mais bem-sucedidos sfo os que
sabem sdlecionar as informagdes de que precisam para propor novas solugdes a antigos
problemas. Porém, achar solucbes inéditas dgnifica docar conhecimentos ja
assmilados, estabelecendo entre eles relagbes. Para se chegar a0 novo, precisamos
agenciar conhecimentos anteriores, baseados, por sua vez, em nogdes elementares. Se
desde o inicio do processo, 0 auno entender o que (e gue) precisa aprender, Ndo vai
mais acetar quaquer novidade sem entendé-la. Se e quando a aceita, ja a asamila, para

aumentar sua sabedoria

Para que tudo isso se fagca de um modo correto, ndo podemos contar com
conhecimentos (ou melhor, dados) “decorados’. Assm, encontrar novas solugdes
ggnifica goroximar e reacionar dados esparsos, transformando conhecimento em
sabedoria. 1ss0 exige, primeiramente, assmilacd dos conhecimentos € em segundo

lugar, muito treino e prética
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3 Ensino de Calculo

3.1 O Calculo

E mais facil dizer o que o calculo faz do que dizer o que ele é. Fora dos ambientes
académicos, aqueles que se preocupam com o Calculo Infinitesimal, de uma maneira ou de
outra estdo interessados em suas aplicacdes. Em geral a derivacdo esta relacionada com a
descricdo e mensuracdo da maneira como as coisas variam, se movem e crescem; vamos
utiliza-la para calcular razdes de crescimento, decrescimento, assim como para prever
desenvolvimentos futuros. A integracdo constitui uma ferramenta basica nos processos de
somas; por exemplo, ela é usada para determinar a pressdo total da dgua contra uma
represa, para determinar a quantidade total de energia que flui através de um cabo elétrico
num determinado tempo ou a quantidade de terra a ser escavada de uma determinada
regido. (Baron)

N&o precisamos fazer uma analise muito minuciosa para percebermos que a
nossa volta nada € estatico, os dias se sucedem e cada momento vivido é diferente do
anterior. Assim também sdo todas as coisas e pessoas que nos cercam. Tudo estd em

constante movimento. Neste contexto o calculo teria muita aplicabilidade.

No passado, homens cultos da época, filosofos e matematicos, utilizaram o
calculo para explorar o universo fisico em que vivemos através de problemas

importantes e atuais como determinar:
a) avelocidade e a aceleragdo de um corpo dado a sua lei de movimento;
b) retas tangentes a curvas;
€) maximos e minimos de uma funcao;

d) comprimento de curvas (descrita por um planeta, por exemplo), areas, volumes e

centros de gravidade.

Mas as raizes do calculo estdo fincadas na Grécia, ha mais de 2000 anos.
Conhecido hoje como método da exaustdo, tendo sido criado provavelmente por
Eudoxio de Cinido (390-337 a.C.), mas usado com sucesso por Arquimedes (287-212
a.C.) para determinar a area de um circulo e de outras figuras especiais.

54
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O método de exaustdo conseguia contornar o uso de “limites”. Num de seus

trabalhos, no calculo de uma é&rea, Arquimedes chegou ao que seria hoje a série

a-+ Z + E + a +... Mas na Matematica grega ndo havia fundamento que justificasse

uma soma infinita. Assim Arquimedes, depois de perceber, por meio de toda a sua arglcia
” . 4 . .

matematica, que o resultado deveria ser 5 a. Provou por dupla reducéo ao absurdo que ndo

poderia ser nem maior nem menor que este valor, logo teria que ser igual. Algo para génios,

. . - ) a
sem ddvida. Ocorre que a agora bem conhecida e “democratica” formula S :1— da
—q

soma de uma P.G. infinita a + a.q + a.q*... (0 < q < 1) pressupde a idéia de limite que

para os gregos era inaceitavel (...) Nenhum deles sonhava com os “g” e “8”da atual teoria
dos limites. (Higino, 1990, pg. 172)

Gradualmente, o método de exaustdo foi transformado no assunto que
chamamos hoje Caélculo Integral, uma nova e poderosa disciplina com larga variedade

de aplicacdes além daquelas geométricas relacionadas com areas e volumes.

Assim como o Calculo Integral, o Calculo Diferencial originou-se de um
problema de geometria, s6 que muito mais recente. No século XVII, o matematico
francés Pierre Fermat estudou o problema de determinar o valor méaximo de
determinadas func@es e concluiu que se fazia necessario determinar os pontos da curva
onde a reta tangente era “horizontal”. Isso deu origem a questdo mais geral da
determinacdo da reta tangente em um ponto qualquer da curva. Estava lancada a idéia

da derivada.

A primeira vista parecia ndo haver conexo entre as idéias de integral e derivada.
Foi no século XVII que Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716)
perceberam a importancia do fato de que essas idéias estdo na verdade intimamente
relacionadas e exploraram isso, dando origem ao Calculo Diferencial e Integral. Seu
desenvolvimento continuou com grande impeto durante o século XIX, quando foi
colocado sob uma firme base matematica por homens como Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857) e Bernahard Riemann (1826-1866). Refinamentos e extensdes da teoria

tém sido buscados por matematicos contemporaneos.
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Juntamente com o Célculo nasceram as Equacgdes Diferenciais. Os dois
teoremas basicos do Célculo estdo intimamente ligados a solucéo da equacéo diferencial

mais simples e importante

x*(t)=f(t)
ou seja, obter a funcdo incognita x(t), uma vez conhecida a sua derivada f(t). O teorema

fundamental do Calculo Integral nos fornece uma solucdo: x(t) = _[; f(z)dz (se f for

continua) e o Teorema do Valor Médio assegura que todas as suas solu¢des podem ser

escritas na forma ¢ + J‘t f (z)dz, onde ¢ é uma constante.(Bassanezi; Ferreira, 1988 p.7).

O fato é que, como diz Franchi (1973,p.14) a ciéncia é uma forma de conhecer e
explicar o mundo. O CDI (associado a outros conhecimentos cientificos) facilita a
compreensdo do mundo tecnologicamente desenvolvido e a sua apropriacdo pelo

individuo.”

Hoje o CDI é uma ferramenta poderosa para abordar problemas de Engenharia,
fisica, biologia, quimica, economia, ecologia e at¢ mesmo problemas envolvendo as

ciéncias sociais.

Apenas como ilustracdo, utilizando o conceito do Calculo Diferencial e Integral,

resolvem-se problemas do tipo:

e Qual a velocidade com que deveria um foguete ser langado para cima de modo

que ele nunca retornasse a Terra?

e Quais as dimensdes ideais de uma caixa de papeldo com capacidade
preestabelecida, para que a quantidade de material empregado na sua fabricacao

seja a menor possivel?

e Se uma espécie de bactéria cresce a uma taxa proporcional a populagdo presente
e se a populagdo dobra em uma hora, quanto a populagdo crescera ao final de

duas horas?

e Um lago é abastecido por um riacho. Um curtume é instalado a beira desse
riacho, poluindo-o. Até quanto o curtume pode funcionar sem causar danos a

vida aquatica? Qual a concentragdo de poluentes no lago depois de um ano?
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A diversidade de aplicacGes do Calculo néo justificaria plenamente sua

popularizacao, por meio da inclusdo de seus conceitos no ensino médio?

3.2 Precedentes de Ensino do Calculo no Ensino médio

Ao mergulharmos na historia a procura de subsidios que nos permitissem
entender a trajetdria do ensino do Célculo no ensino médio, verificamos que desde o
final do século XIX, comecaram a surgir em diferentes paises europeus movimentos de
modernizacdo do ensino de Matematica nas escolas secundarias. Um dos motivos destes
movimentos ja era, na época, o de diminuir o descompasso existente entre os estudos de
Matematica desenvolvidos nas universidades e o praticado nas escolas de ensino
secundario, situacdo que perdura até os dias atuais.

Em um momento de grandes avancos cientificos e tecnoldgicos, de crescimento
da industria e do comércio, no qual as aplicacGes praticas da Matematica nas ciéncias ja
impregnavam os estudos universitarios, no ensino secundario continuava a se estudar
geometria pura baseada em Euclides com um pouco de algebra e de teoria dos nimeros.
Felix Klein (1849-1925), grande matematico alemao, professor da Universidade de
Goetingen e um dos maiores impulsionadores deste movimento, escreveu:

O jovem estudante se encontra ao comegar seus estudos (universitarios) ante problemas que
ndo lhe recordam nada das coisas de que até entdo havia se ocupado e, naturalmente,
esquece rapido e completamente todas elas (...) Essa (...) descontinuidade ndo tem trazido
vantagens nem para a escola nem para a universidade: por isso, agora é feito um grande
esforco para elimina-la completamente, procurando, de um lado, embeber, por assim dizer,
0 ensino das escolas com as idéias ajustadas ao moderno desenvolvimento da ciéncia e da
cultura geral, e tendo em conta, de outra parte, as necessidades dos professores do ensino
universitario.(Klein,apud Miorim,1995,p.7)

Segundo Carvalho, este seria o verdadeiro objetivo de Klein quanto ao
movimento de reforma: melhorar o ensino de Matematica no 3° grau. Para isso seria

necessario que desde o ensino secundario, os alunos comecassem a lidar com as nogdes

basicas do Calculo:

Em uma manobra sagaz, Klein ndo defendeu diretamente a incluséo do calculo no ensino
secundario. Em vez disso, concentrou sua pressdo na introducdo do conceito de fungéo e
Seu uso no ensino secundario, certo de que entdo os proprios professores deste nivel de
ensino, entusiasmados com a exploracdo do conceito de fungdo se mobilizariam e
apoiariam a introducéo de nogdes de calculo no ensino secundario. (Carvalho, 1996).

Na Franca, por exemplo, o movimento modernizador tomou vulto mais ou
menos em 1900. A comissdo encarregada de promoveé-lo concluiu pela necessidade de
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uma renovacdo no ensino secundario, no sentido de torna-lo mais simples, mais
intuitivo e préximo da realidade, incluindo-se nele certos assuntos que, de ha longo
tempo, eram considerados como pertencendo a uma matematica superior .

O outro motivo para a modernizacdo do ensino na escola secundaria foi de
ordem sdcio-politico-econbémica, uma vez que se comegava a exigir um estudo mais
rigoroso do movimento, um estudo quantitativo, que permitisse medir e prever.

Esta moderna Matematica estaria, entdo, associada ao desenvolvimento da
ciéncia moderna e representaria a unido da matematica pratica com a matematica
tedrica. Dessa maneira, ela seria uma ferramenta importante para a explicagdo,
formagéo, comprovacéo e generalizagdo dos fenémenos observados na natureza.

Assim, com relacdo aos conteudos, a “modernizacdo” proposta neste momento
estava ligada a uma moderna Matematica que teria sido iniciada com Newton (1642-
1727) e Leibniz (1646-1716) e que teria como centro o conceito de lei quantitativa, ou
de funcdo, valorizaria o0 aspecto quantitativo, as ligacGes entre geometria, aritmética e
algebra, o conceito de movimento e as aplica¢des praticas. (Miorim,1998,p.10).

Essa Matematica seria considerada nova ou moderna, porque representava a
superacdo dos limites estabelecidos pela antiga Matematica grega. Iniciativas com as
mesmas tendéncias surgiram em outros circulos matematicos e pedagdgicos. Entretanto,
tais idéias comecaram a influenciar o ensino da Matematica brasileira apenas no final da
década de 20.

Segundo Jodo Pitombeira de Carvalho (1996) falar no ensino secundario no
Brasil do século passado até 1930 é referir-se obrigatoriamente ao Colégio Pedro I,
fundado em 1837, no Municipio da Corte, com a finalidade de ser o estabelecimento
padrdo para o ensino secundario, cuja estrutura e funcionamento eram até entdo
caoticos”.

Entdo, tomando o Colégio Pedro 1l como referéncia, Pitombeira, em seu artigo,
analisa detalhadamente os programas de Matematica ali praticados, e, em particular, o
de Célculo, desenvolvido desde sua criacao até 1961.
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3.2.1 Breve histérico sobre o ensino do Calculo no Brasil

Pitombeira, resumidamente, descreve a trajetoria historica do ensino da
Matematica e, em especial, do Calculo, a partir das atividades pedagdgicas

desenvolvidas no Colégio Pedro II.

1837 - Periodo Imperial

Fundacdo do Colégio Pedro Il. Ndo ha mencdo nos programas deste Colégio ao

Célculo ou ao conceito de funcéo até 1889.

1890 - Inicio do Periodo Republicano

A reforma conhecida como “Benjamim Constant” reestrutura 0 ensino
secundario e cria a cadeira de Nocdes de Calculo Infinitesimal num dos ultimos anos do
curso secundario. Porém, como afirma Roxo (1937,pg.220), tal estudo ndo tinha
"nenhuma liga¢do com o resto do curso, onde nédo era desenvolvida a idéia de funcéo, e
feito de um ponto de vista excessivamente formalistico, tornou-se inatil e contra-

producente.”

Tal postura culminaria em 1900 com a Retirada dos programas oficiais do

Calculo Diferencial e Integral, Geometria Analitica e Geometria Descritiva.

Os livros indicados para a época eram Bourdon: Algebra; Sonnet e Frontera:

Géométrie analytique; Sonnet: Calcul infinitesimal.

Colocamos em seguida um trecho do livro de Sonnet (1969), extraido do
trabalho de Carvalho (1996,p.70/71) para que possamos perceber como abordava 0s

contetdos dessa disciplina.

1. O cilculo diferencial € a parle da materndtica que rata das variages infinita-
menle pequenas das fuaghes.

2. Sabe-se que uma varifivel y € chamada uma fungio de uma outza varidvel x,

S€ Y VAria COm X, e se y assume umt o vérios valores bem determinados quando
se alribui um valor determinado a x. Assim, em coordenadas retilineas, a
ordenada de uma curva € uma fungio da abcissa,
Sc a relagio que une x ¢ y se exprime por uma equagio que pede ser resolvida
para se achar y, podenda st posta na foemia y = £ (x), diz-se que y € uma fungfio
explicita de x. Se esta refagiio se exprime por uma equacic ndo resolvida,
aprescuiando-se sob a forma £ (x, ) = 0, diz-s¢ que y € uma fungiio implicita
de x. [im qualquer um dos casos, x recebe o nome de varifvel independente;
¢ a varifvel 3 qual damos valores particulaces, a fim de deduzir os valores
correspondentes da funcio v,
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3. Analogamente, uma variivel z & chamada fungio de duas outras varidveis x e

¥y se ela varia simuttaneamcnte com x e y, e se assume um ou mais valores bem
determinados quando se atribuem valores bem determinados a x e a y. Assim,
em coordenadas etilineas a ordenada z de uma superficie curva € ema fungio
das outras duas coordenadas x e y.
Temos uma fungio explicita se a relagio que wne as trés varidveis se exprime
por uma equagio resolvida para exprimir z em fungdode x e y,como z = f (x,
v); € uma funcic implicila se esta relagdo esl4 expressa por uma equagio nio
tesolvida, da forma f {x, v, ) = 0. Em ambos os casos, X e y sAo as varifveis
independentes; atribuimos a elas pares de valores parliculares, para deduzir
entio os valores correspondentes da fungio z.

4. Talvez seja necessirio considerar [ungées de mais de duas varidveis inde-
pendentes, comoz=f(x, v, ), ocf{x, v,z )= 0.

Sonnet continua:

Quando duas vatidveis x e y estio ligadas por uma relagio tal que

(Dy=1(x)

dando-se um acréscimo Ax a x, resuliard um acréscimo comrespondente de y, Ay,
positivo ou negativoe, e tem-se

(D Ay =f(x + Ax) - T (x).

Os acréscimos Ax e Ay recebem o nome de diferengas.

Diz-se que a fungio f € continua se pode-se escolher Ax suficientemente pequeno
de maneira que Ay possa ser tornado menor do que qualquer quantidade dada.
Consideraremos somente fungdes continuas, as finicas que se encontram nas
aplicagies. Neste caso, se Ax se torna infinitamente pequeno, o mesmo em geral
aconiece com Ay; as diferencas recebem entio o nome de diferenciais e substitui-
mos a caraleristica A pela caracter{stica d. Escrevemos entio

(3) dy =f{x +dx) - f(x).

A diferencial dy da fungio y € assim o acréscimo que sofreu f(x) quando
adicionamos a x sua diferencial dx.

A parte da andlise que tem por objetivo principal o estudo das diferenciais € o
cilculo diferencial; e calcular a diferencial de uma funcio € o que chamamos
diferenciar esta fungiio.

Tralaremos primeiramente das fungbes de uma varidvel, comegando pelas fitnges (:)qilcﬂas.
I1- Principios de Diferenciagio

1. - Diferenciagiio das fungdes explicilas

Fungdes explicitas de uma varidvel

13. - Dividamos por Ax os dois membros da equagio (2} do nimero precedente;,
obteremos

ay _f(x+Ax)-f(x)
Ax Ax

Se fizermos Ax tender para zero, Ay tenderd também para zero; mas a razio Ay/Ax
nio se torna indeterminada; ela tende sempre, como o céleubo vai mostrar, para
uma limite determinado; este limite é ainda uma fungio de x, que foi derivada de
f(x}, e por causa disso efe € chamado fungao detivada ou simplesmente derivada
e que representamas pela notagio £(x).
Escreve-se porlanto
(4) £* (x)_ Iim f{x+Ax)-{(x)

Ax —~D Ax
Vemos, por esta relagio, que a derivada de uma fungio & o limite da razio entre
o acréscimo desta fungio e o acréscimo da varidvel; e, para achar esta derivada,
¢ necessirio trocar x por X + Ax na fungio f (x), subtrair f (x) de f {x + Ax), dividir
o resullado por Ax, e calcular o limite do quociente quando Ax tende para zero.
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1931 - Criacéo do Ministério da Educagéo

A Reforma Campos reintroduz no curriculo regular da escola secundaria o

Célculo infinitesimal.

O professor Euclides Roxo, diretor do Colégio Pedro Il de 1925 a 1935,
inspirado nas idéias de Klein e do Imuk (Comissdo Internacional para o Ensino da
Matematica) em relacdo ao ensino de Matematica, difundidos na Europa, e, em
particular, na Alemanha, a partir do inicio do século, foi um dos grandes defensores da
inclusdo no ensino secundario das nocGes de funcdo, de geometria analitica e de calculo
infinitesimal. Autor da proposta de programa de Matematica implantada a partir de
1931, cria a disciplina Matematica, na qual aparecem englobadas a algebra, aritmética,

geometria e trigonometria, além de estabelecer o curriculo seriado.

Conforme Roxo (1937,p.133), os reformadores baseavam-se na idéia de
"conduzir o ensino, na escola secundaria, de tal modo, que o aluno seja, a cada instante,

levado a compreender o valor que a Matematica adquire pela sua significacdo geral.”

Um dos livros textos da época era Curso de Matematica, de Euclides Roxo;
Cecil Thiré e Mello e Souza. Nele encontramos um forte apelo as representacdes
geomeétricas, aos graficos e ao uso de tabelas. Percebe-se uma tentativa de articulacéo
entre os conteddos e a introducgdo de uns poucos exemplos praticos. Observemos alguns
trechos do volume 5 desta colecdo: onde o autor trabalha o conceito de funcdo e de

variacdo.

4- Funcgéo

Vamos supor que duas variaveis x e y sdo ligadas de tal modo que, sendo dado o
valor de uma delas, fica bem determinado o valor da outra. Dizemos, nesse caso,
que uma das variaveis é funcdo da outra. (***).

Assim, o volume da esfera é funcdo do raio; a distancia percorrida por um movel
(no caso do movimento uniforme) é fungdo do tempo; o volume de uma certa

quantidade de gas (sob temperatura constante) é funcéo da presséo . (*)

(*) E evidente que uma expressdo puramente numérica serd sempre uma

constante absoluta. Exemplo: \/E +5 & uma constante absoluta.

(***) Essa definicdo refere-se apenas as fungbes univalentes
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Os autores continuam com a definigdo e a representacdo grafica de funcdes:

algébricas, transcendentes, explicita, par, impar, univalente e plurivalente, etc. até chegar

a definicdo de acréscimos e de derivada. Selecionamos abaixo mais um trecho deste

livro.

Consideremos a fungdo univalente Y =f(x)
Vamos supor que num intervalo (a, b), para o qual essa funcao é definida,
atribuimos a x um acréscimo Ax; resulta para a funcdo um acréscimo Ay.
Temos assim:
y + Ay = f (X + AX).
Dessa equacdo, tiramos o valor do acréscimo Ay, substituindo y por f (x).
Ay=f(x+Ax)-f(x)
Determinando o quociente do acréscimo A y da fungdo pelo acréscimo A x da
variével, obtemos:
Ay f(x+Ax)—f(x)
X AX
A expressdo Ay sera denominada razdo dos acréscimos ou quociente das
AX
diferencas.
O acréscimo Ax da variavel independente é, em geral, suposto diferente de zero e
positivo. A razéo dos acréscimos pode ser um numero positivo, nulo ou negativo.
Convém acentuar que, em geral, o acréscimo da funcdo, tomado de modo
absoluto, nada significa. O que nos interessa € o acréscimo da fun¢do tomado em
relacdo ao acréscimo da variavel.
Se nos disserem, por exemplo, que houve uma variagao de 11° na temperatura de
uma certa regido, isso nada nos adiantara, a ndo ser que nos indiquem o

intervalo de tempo durante o qual se tiver dado a referida variacéo.
Significagdo geométrica da razdo de acréscimo.

Consideremos uma funcéo y =f (x) representada graficamente por uma curva

Quando passamos do ponto M para o
ponto M’, a variavel x sofre um
acréscimo A X, representado, na
figura, pelo segmento MP; o
acréscimo correspondente na funcéo,
Ay, é representada por M’P.

Os pontos M e M’ determinam uma secante; essa secante forma com o eixo dos x

A A - s . A
um certo angulo a. A tangente desse angulo é igual a raz&o dos acréscimos, 2y
AX
Obs: O autor continuara com o desenvolvimento do conceito de reta tangente,

limites, até chegar a definigdo de derivada.
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Apesar desse enfoque, estes contetidos continuavam a ser abordados somente na
ultima série deste nivel de ensino, juntamente com uma vasta quantidade de outros
topicos de geometria espacial e analitica, dai o fato de muitos educadores tacharem esta

reforma de enciclopedista.

A partir do indice deste livro, fizemos um resumo dos tépicos referentes aos

contelidos de célculo:

9 - Nocoes de Limites;

10 - Determinacdo do limite de certas expressdes. Limites
singulares. Formas ilusérias:...

11 - Variavel. Funcéo. Continuidade de uma funcéo;

12 - Razdo dos acréscimos. Derivada de uma funcéo. Interpretacdo
grafica;...

13 - Derivada das fungdes elementares. Diferencial de uma funcéo;
14 - Derivagdo das funcgdes transcedentes: senx, cosx, tgx e cotgx:
15 - Derivadas sucessivas de uma funcdo;

16 - Sinal da derivada, M&ximo e minimo de uma funcéo;

17 - Nocdes elementares sobre séries. Convergéncias de uma série;
18 - Problema inverso da derivagdo. Primitivas imediatas;

19 - Desenvolvimento em séries;

20 - Interpretagdo geométrica da integracdo. Integral Definida.

Aplicacdo ao célculo de certas areas.

1942: Reforma Capanema

Esta reforma coloca fim a uma série de discussdes sobre o ensino da
Matematica. Reformulou o ensino secundario, dividindo-o em dois ciclos: a) ginasial; b)
classico ou cientifico. No que se refere ao ensino do Calculo, ela 0 mantém nos

programas regulares no cientifico, porém de forma mais sintética, até 1961.

Transcrevemos abaixo parte do programa de Matematica do curso cientifico

promulgado pela reforma:
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Primeira Série

()

Algebra

Unidade IV — Os Polindmios

2- Nocao de variavel e de funcdes; variagdo do trindmio do segundo grau;
representacdo gréfica

3- Nogdes elementares sobre continuidade e sobre maximos e minimos.

()
Segunda Série
Unidade | — A funcéo exponencial

()

2- Nocéo de funcdo exponencial e de sua funcdo inversa.

()

Terceira Série

Algebra

Unidade 11 — Funcdes

1 - Nocdo de funcdo de variavel real.

2 - Representacdo cartesiana.

3 - Continuidade; pontos de descontinuidade; descontinuidades de uma funcéo racional.
Unidade 111 — Derivadas

1 - Definicdo; interpretacdo geométrica e cinematica.

2 - Calculo das derivadas.

3 - Derivacdo das funcdes elementares.

4 - Aplicacdo a determinacgdo dos maximos e minimos e ao estudo da variagdo de algumas
funcbes simples. (...) (Carvalho,1996,p. 77/78).

Neste periodo encontramos mencdes ao célculo no livro de Manuel Jairo Bezerra
(1964), Curso de Matematica, destinado aos primeiro, segundo e terceiro anos dos
cursos classico e cientifico. Entretanto, sO conseguimos dois exemplares, datados de
1964 e 1966. Pelo programa acima transcrito e o texto abaixo extraido da edicdo de
1964, podemos perceber que, apesar de todas as discussdes a respeito do assunto,
prevalece a abordagem rigorosa, linear e formal dos conteudos, assim como a total

desarticulacdo destes com os demais conteudos.
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1. Canceito elementar de funcio.

Diz-se que uma varidvel y 4 uma fungfo de uma
varidvel x, quando s cada valor de z corresponda,
mediante uma certa lei, um ou mais valores de u. 1

E indica-se assim: y=f(2) .
Entio o lef que estabelece a correspondéncia entre os

valores de z ¢ y é que chamamos de funcdo

A variavel x é chamada varidyel independenie e a varigvel

y varidvel dependente. Exemplo :

Sabemos do segundo ano colegial, que o desenvolvimento

do bindmio (x+a)™ tem m+1 térmos, entdo, chamando de &
ésse ndmero de térmos, podemos escrever : N =m+1.

B, N=m-1 ou simplesmente m--1 é uma funcio de m

(funcio lineary.
1. Definicio da derivada em um ponto. Seja uma.

fungdo y=f () uniforme em um certo intervalo (a, b}, e con-
sideremos zo um ponto désse intervalo e Azg 0 acréscimo da
variavel,

Quando a varidvel sofre um acréscimo Azg a func¢io
sofre um acréscimo Ayg=7 (To+ Axo) = f (20).

Ayo _ f(ro + Azo) - f (z0)
Azg FAY )

A relagio (I)
univocamente defirida para cada valor de Axp, chama-ge
r@zdo dos acrésctmos ou rezdo incremental.

Chama-se derivada da funcio y=f(x) no ponto xy, 80
hmite, finito, caso exista, da razio incremental (I) quando
Axg — (.

E indica-se assim :

. Ayo
lim —= = § (» (II)
Are— Do J' (za)
Se & fungio y=1 (z) admite derivada em um ponto, diz-se
dertvdvel nesse ponto.
A derivada em um ponto, quando existe, é uniea {Unigi-
dade do {imite).

2. Funciio derivada. Pode sacontceer que a fungfo
y=f {z} seja derivivel em cada ponto de {a, b). Nestas con-
digdes, a cada ponto do intervalo (a, b) corresponde um niimero
que € a derivada de f (z} nesse ponto. Assim sendo, podemos
considerar ums, outra fungio de z, definida em {a, b), que se
chama funcdo derivada de f (z), tal que, para eada z, 0 valor
da fungio coincide com o valor da derivada de F{z) nesse
ponto.
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4. Limite de uma fungfio. Definic¢les.

1.2) Seja y=F (¥) uma fun¢io definida em um intervalo
(a, ) e seja xq um ponto de (a, b).

Diz-se que a fun¢io y tem um limite finito I, quando a

varidvel z tende para =z, se para cada nimero e positivo,
existe em correspondéncia com e, um nGmero d tal que para

D<|z—xal <d setenhal|f(zx) 1] <e

Indica-se essa defini¢gio com a notagéo
lim f (z) = 1

2.9 Seja y=f(z) uma fungdo definida em (-e, 4 )

Se a varidvel z tem um limite infinito (N.° 3), diz-se
que ¥ tem para limile finilo | se para cada e positivo existe
em correspondéncia com e, um mimero & tal que, para

|z|>E se tenha |f{x)—-1] <e -

E representamos simbolicamente assim :
lim f(z) =1 ou lim f{x) =1

G+t =

conforme se tenha, respectivamente, z positive ou negativo.

Esta fungdo derivada costuma-se indicar por um dos
sfmbolos
dy

’ ' oy
¥ ou f(z) ou .

Embora a énfase conteudista ainda permanecesse, observava-se que muitos
educadores ja recebiam influéncias sociais e culturais quando da elaboracdo dos
conhecimentos em sala de aula. Sobre isso afirma D'Ambrosio (1999, p.7): “O fato é
que notava-se ja, embora poucos tivessem a coragem de tornar isso explicito, que a

matematica dos curriculos escolares era desinteressante, obsoleta e inutil”.
1951: Portaria Ministerial n°® 1045 de 14/12/1951

Devido a atmosfera de descontentamento que persistia no ensino, Simdes Filho,
entdo Ministro da Educacdo, pede a Congregacdo do Colégio Pedro Il que elabore
novos programas de modo que estes tenham “certa plasticidade a ajustar-se as

diferenciacdes regionais” (Nobrega 1952, p.419).
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Assim esta portaria oferece uma abertura para que 0s governos estaduais e
territorios elaborem seus programas de ensino obedecendo a um programa minimo de

conteddos e as respectivas instrugdes metodologicas.

Estes programas, que contém a “matéria minima” a ser desenvolvida no ensino
secundario, nao diferem substancialmente do programa anterior. Com relacdo a
matematica os contelldos sdo 0os mesmos, apenas distribuidos de forma diferente entre

as séries. O Unico contedo ndo incluido, de fato, é “séries” (portaria citada pg. 33/41).
1961: Lei de Diretrizes e Bases (LDB)

De acordo com esta lei, a estrutura da escola brasileira ficaria dividida em quatro
graus escolares — primario, ginasial, colegial e superior. O seu objetivo principal seria a

formacédo integral do homem como pessoa humana.

Boynard et al. (1971), opinando sobre esta norma legal, dizem: “Exceto quanto a
rigidez curricular, a LDB manteve a estrutura Capanema, que conservava boa parte da
Francisco Campos. E foi um Ministério de Educacdo e Cultura estruturado para a

aplicacdo da reforma Campos que recebeu a incumbéncia de executa-la”.

Assim, a partir de 1961, o ensino de Matematica sofre modificacdes devidas em
parte a descentralizacdo e a flexibilidade curricular permitida pela Lei de Diretrizes e

Bases.

Os artigos abaixo séo referentes a lei 4024 de 20/12/1961, de Diretrizes e Bases

da Educacgéo Nacional.

Art. 12. Os sistemas de ensino atenderdo a variedade dos cursos, a flexibilidade dos

curriculos e a articulagdo dos diversos graus e ramos.

Art. 20. Na organizacdo do ensino primario e médio, a lei federal ou estadual
atenderé:

a) a variedade de métodos de ensino e formas de atividade escolar, tendo-se em
vista as peculiaridades da regido e de grupos sociais;
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b) ao estimulo de experiéncia pedagdgicas com o fim de aperfeicoar os
processos educativos.

Como lembra Carvalho (1996, p.78), com isso, “desaparece o ensino do Calculo

na escola secundaria, salvo em algumas escolas isoladas, situacdo que perdura até hoje.

A partir dai os programas de Matematica fundamentam-se no “Movimento da

Matematica Moderna”.

O Unico objetivo em comum deste movimento com o “Movimento
Modernizador” do inicio do século seria diminuir o descompasso existente entre o
ensino de Matematica desenvolvido nas escolas de nivel secundario e os ultimos
avancos cientificos tecnoldgicos, insuflado pelo Movimento Internacional de
Modernizagdo do Ensino de Matematica, deflagrado nos Estados Unidos devido ao
sucesso tecnoldgico inesperado dos soviéticos, com o langcamento em 1957 do foguete
Sputinik. Foi justamente este fato que levou o governo americano a tomar consciéncia
de que, “para resolver o problema da clara desvantagem tecnoldgica existente em
relacdo aos russos, seria necessario repensar o ensino de Matematica e o de ciéncias”.

(Miorim,1998,p.111)

Enquanto isso, 0 outro movimento a que nos reportamos, ou seja, 0 movimento
reformador do inicio do século procurou na intuicdo e nas aplicacbes da Matematica a
outras areas do conhecimento os elementos fundamentais para a elaboracdo de sua

proposta, elegendo o conceito de fun¢do como o elemento unificador.

O Movimento da Matematica Moderna, entretanto, apresentou uma proposta
baseada exclusivamente na Moderna Matematica em sua forma axiomatica
desenvolvida pelo grupo Bourbaki®, na qual os elementos essenciais eram os conjuntos,

as relagdes e as estruturas e nas propostas estruturalistas de Jean Piaget.

® Nicolas Bourbaki foi um nome ficticio escolhido por um grupo de matematicos, na maioria franceses;
dentre eles, Cartan, Chevalley, Dieudonné, Weil, que tinham a intengdo de apresentar toda a Matematica
de seu tempo em uma obra intitulada Elements de mathématique. O primeiro volume dessa obra apareceu
em 1939.
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Ao contrério do primeiro movimento, este se expande rapidamente,
agravando ainda mais o quadro do ensino de Matematica, devido ao enfoque
excessivamente centralizado na linguagem e nas justificacdes matematicas rigorosas.
Porém, ndo é objetivo do nosso trabalho estudar mais profundamente estes movimentos

e suas implicacdes no ensino. ®

De acordo com Pavanello, (1989,p.177), em 19/01/1975 no Diario Oficial do
Estado de S&o Paulo foram publicadas “sugestes para um roteiro de programa para a
cadeira de Matematica”, elaboradas pela Secretaria de Educacdo do Estado de Séo
Paulo, de acordo com a nova politica de descentralizacdo que a Lei de Diretrizes e

Bases da Educacao Nacional pretendia promover”, onde esta tendéncia faz-se sentir.

Desde entdo observa-se nos textos pesquisados que um dos problemas
enfrentados foi e ainda é a selecdo dos conteudos a serem desenvolvidos ao longo do
Ensino médio. Assim com o objetivo de subsidiar a acdo docente, estabelecendo os
objetivos e contetdos minimos a serem alcancados pelos alunos ao final de cada ano
letivo, a Secretaria de Estado de Educacdo publica a “Proposta Curricular para o Ensino

de Matematica no 2° Grau”.

A referida proposta (p.14) publicada em 1991, sugere que os alunos trabalhem
prioritariamente com os seguintes contetdos: fungdes, geometria, trigonometria, analise

combinatoria, probabilidade, geometria analitica, matematica financeira e estatistica.

Entretanto, ao fazer algumas consideragdes metodoldgicas para a

operacionalizacdo dos contetdos, salienta:

“Qutro tema bastante polémico € calculo no 2° grau. Consideramos que um curso
de célculo deve decorrer do estudo feito com funcBes, passar pelas questdes que
envolvem taxa de variacdo de grandezas e encaminhar prioritariamente para a
resolucdo de problemas praticos que envolvem maximos e minimos. Os conceitos

de limite e de derivada, porém, serdo trabalhados intuitivamente”. ( p. 20).

® Para os interessados em pesquisar este assunto, sugerimos a leitura da obra de Miorim, Introducdo a
Histéria da Educacdo Matematica. S&o Paulo: Atual, 1998. Esta obra, minuciosamente, analisa 0s
mencionados movimentos.
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Sugere entdo a distribuicdo de conteldo para 0s cursos com 4 ou 5 aulas/semana,

ao longo dos trés anos do 2° grau, contido no quadro a seguir:

12 série 2% série 3% série
- Funcdo (comP.A) - Trigonometria da 12 volta. - Geometria Analitica
- Trigonometria no triangulo - Analise combinatoria - Matematica Financeira ou
- Poténcias e Expoentes - Probabilidade Estatistica
- Sistemas Lineares - Geometria - Geometria
- Rudimentos de Célculo

* O aprofundamento dos contetdos propostos, bem como a introducdo de novos conteldos dependera
sempre da disponibilidade e necessidade da clientela.

A Ultima proposta curricular para o Ensino da Matematica publicada foi a de
1992. Nesta proposta encontramos menc¢do ao Projeto Educacional Escola Padréo,
instituido pelo Decreto lei n® 34035 de 22 de outubro de 1991 e a distribuicdo de

conteddos sugerida para 0s cursos com 4 ou 5 aulas/semana passa a ser a seguinte:

12 série 22 série 3% série
- Funcéo (com P.A) - Trigonometria da 1%| - Geometria Analitica
- Trigonometria no volta. - Matemaética Financeira ou
triangulo Retangulo - Anélise combinatéria Estatistica
- Poténcias e Expoentes| - Probabilidade - Geometria

com  Exponencial e . . s ~ . L
P - Geometria Prismas - Polindmios e EquagBes Polinomiais.

Logaritmo.
- Sistemas Lineares com| - NUmeros complexos.

Matriz e Determinante.

* O aprofundamento dos contelidos propostos, bem como a introducdo de novos contetdos dependera
sempre da disponibilidade e necessidade da clientela.

Note-se que o CDI desaparece da proposta curricular. Mas, apesar da nao-
obrigatoriedade curricular, alguns livros continuaram e continuam mantendo nogoes de

calculo como um capitulo destinado ao ensino no ultimo ano.
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Por exemplo, ao consultarmos o livro do professor Bezerra, para 0 ensino
de 2° grau, publicado em 1966 (18?2 edicéo), verificamos que a sua apresentacao, no que
se refere aos tdpicos de calculo, era exatamente a mesma consultada por nés
anteriormente. Mas no volume editado em 1994, agora sob o titulo Novo Bezerra,

Matematica — 2° Grau, ndo existe nenhuma alusdo a estes contetdos.

Luiz Mauro Rocha e Ruy Madsen Barbosa (1971) no livro: Curso colegial
Moderno — Volume 3, colocam como objeto de controvérsia a questdo de ser ou nao
oportuno o ensino desta matéria nos cursos secundarios, dado que os conceitos, em

forma razoavelmente correta, parecem de dificil assimilacdo pelos alunos.

“A guisa de motivacdo para os cursos subseqiientes, apresentaremos apenas as
idéias gerais, em forma intuitiva, e algumas técnicas simples de calculos. Nesse
sentido, essas noc¢Bes poderdo ser Uteis mesmo aqueles que, apds o curso colegial,
venham a optar por cursos superiores “que usam pouca matematica” ou pelos
cursos técnicos de varias modalidades”. (Introducéo)

Apesar destes dizeres, observamos no trecho abaixo, extraido deste livro, o tipo

de abordagem usado pelos autores.

151. Derivadas
Seja ¥ = f (x) uma funcao definida num intervalo (a, b)
e x. um ponto désse intervalo.

Se x é outro ponto do mesmo intervalo, a diferenca se-
guinte, indicada por h ou por A xX : (*)

a4

x, x
Fig. T4

se denomina acréscimo da varidvel independente x, “a partir
do ponto x,7;

(]

3}
h = AXx = x —x, a

a diferenca entre os valdéres da funcao nesses dois pontos
se indica por k ou Ay e se denomina acréscimo da fungdo,
entre os pontos x, e x:

Y A
1 l k = Ay — £(x) — f(x.)
Doy
ou, visto gue
X = X, + h = x, + 4Ax
| ! & = Ay = £ (%X + h) — f (x),
; ! ou
| i k= Ay = £ (X, + AX) — £ (x,)
] A I
1 I _.__’
o Xo > B Fig. 75
(*) — O simbolo A é a letra grega maitscula ‘“delta’’;

AX se 1&: “delta x.
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234 Luiz Mauro — Ruy Madsen

A razdo entre os acréscimos da variavel independente
e da funcao:

k Ay 00— £(x.) £(x,+h)—F (xX.)

h AX X — X, h

se denomina razd@o dos acréscimos.

Esta razdo da a indicagio aproximada da “variagdo rela-
tiva entre x e y no ponto x,”, porém nao é um valor deter-
minado, pois depende do acréscimo h escolhido.

E claro que gquanto menores sejam os acréscimos h, to-
madaos positivos e negativos, tanto mais a inclinacao da reta
PQ, em geral, indica melhor a inclinagio da curva, ou seja, a
razao mais exata dos acréscimos.

Por éste raciocinio intuitivo, vocé percebe que se torna
conveniente considerar o limite da razfo incremental (se tal
limite existir) como o melhor indicador da razdo de variacéo
entre as variaveis, no ponto X,.

A ésse limite, quando existe e tem valor finito, deno-
minamos derivada da funcio y = f (%) no ponto x,; e indi-
camos:

FaN
lim — = '(x)

f(x.+h) — (%)
ou f’(x,) = lim
h—0 h

152. Observacoes

1. G@Graficamente, vocé verifica que a razao dos acrésci-
mos & o coeficiente angular da reta secante gque possul os
pontos P(X,, ¥,) € Q(x, y); isto é:

Ay
—_— = tg .
HMX

2. Quando A X

h — 0, o ponto @ tende ao ponto

P e a secante PQ tende & reta tangente t: enta
da secante tende a um wvalor lirnite.g ’ @ o éngulo

Fig. 76

Portanto, a derivada f’(x,) tem por significado geomé-

131'itco o coeficiente angular da reta tangente t e o seu valor
é tg o:

f’(xn) = tgcz (152, I)
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Convenhamos, a linguagem acima é no minimo desmotivadora se nao for

acompanhada de aplicacGes relevantes.

Em 1979, Trotta, Imenes e Jakubovic publicam o livro Matematica Aplicada — 2°
grau, Editora Moderna, que foi, inclusive, alvo de resenha na Revista do Professor de
Matemética devido & maneira como estes autores tratam estes contelidos.” Muitos
educadores consideram este como um dos melhores materiais publicados para este grau

de ensino.

Os autores, em uma linguagem acessivel, ao introduzir os contetdos, partem do
concreto (situacdes praticas) para o abstrato, ou seja, utilizando-se de textos da historia
da Matematica e de situagfes corriqueiras colocadas em forma de problemas, véo
introduzindo as idéias, intuitivamente durante os trés anos do curso, até 0 momento de

sistematiza-las, apelando também para representagdes gréaficas.

Como ilustragdo no volume 1 quando os autores introduzem o conceito de
funcdo estes também, abordam a idéia de variagdo e estabilidade como podemos

observar no trecho abaixo extraido deste livro:

3. LEl DE UMA FUNCAO

As leis que descrevem os fendmenos, relacionando matematicamente as va-
rdveis envolvidas, s3o de fundamental importincia na Ciéncia. Vejamos alguns
exemplos.

Exemplo 1

Sob temperatura constante, o volume de certa massa de gis ¢ fungo da
pressao a que o mesmo estd submetido, como se vé no grafico seguinte.

i pressio
2 3 (atm)

Vocé jd deve conseguir responder as perguntas:

a) que significa o fato de o grifico, & medida que avanga para a direita, ir
descendo?

" BERTONI, Nilza. Resenha sobre o livro Matematica Aplicada. RPM, n.1, p. 18-9.
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fatm/
— Vocé jd deve conseguir responder s perguntas;

a) que significa o fato de o gréfico, 2 medida que avanga para a direita, ir
descendo?

b) qual ¢ a variagdo de volume deste gds quando alteramos a pressdo a que
estd submetido de 0,5 para | atmosfera? e de 2 a 2,5 atmosferas?
¢) que significa o fato de o erifico. 4 medida aue avanca nara a direita ir se

No momento ndo nos fixaremos a essas perguntas. O centro de nossas
atengdes ¢ a lei que descreve tal situagdo, relacionando matematicamente o valor
do volume do gds, que é uma varidvel, com o da pressdo a que estd submetido, que
é outra varidvel. Essa lei, descoberta pelo cientista e fil6sofo inglés Boyle em
1662, comprovada e aprimorada pelo fisico francés Mariotte em 1676, tem o
seguinte enunciado:

O volume de uma massa gasosa é inversamente proporcional @ pressdo a que
ele estd submetido, isto é, o produto da pressio pelo volume é constante, quando
sug temperatura permanece constante.

Uma série de experiéncias possibilitou a descoberta desta lei, cuja validade
pode ser comprovada no grifico anterior. Escolha alguns valores para a pressdo,
obtenha os volumes correspondentes e efetue, em cada caso, o produto da pressao
pelo volume: vocé vai verificar que todos os produtos sdo aproximadamente iguais
a 21, neste caso particular do grifico apresentado.

Indicando o valor da pressdo pela varidvel P, que pode assumir valores di-
versos, o valor do volume por ¥, também varidvel, temos, no caso particular exem-
plificado, que:

21
PXV =121 ==»V—P

Nesta Gltima formula, atribuindo um valor 4 varidvel P e efetuando a divisdo
indicada, obtém-se o valor de V que corresponde a tal pressdo. Assim, por exemplo,

a pressdo de 7 atmosferas, o volume de tal massa de gis é iguala V = 2_}1_ = 3cm’

(localize, no grafico, a situagdo relativaa P = 7 atmosferas).
No caso geral, a formulagdo matemitica da lei de Boyle-Mariotte, de funda-
mental importancia ao estudo dos gases, ¢ a seguinte:

Lei de Boyle-Mariotte

Mantida a temperatura constante, tem-se:

PXV =k

onde k é uma constante.

Observa-se também no volume 2, desta colecdo, que o0s autores ao
mencionar algumas aplica¢des da Trigonometria, trabalham a idéia de variacdo média e
no volume 3, a idéia de Variacao Instantanea e Derivada, como vemos a seguir:
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Consideremos uma particula
que se move sobre uma trajetoria
qualquer obedecendo a lei s = (7).

E conhecido o grifico desta
fungdo.

A velocidade média v, da
particula, no intervalo de tempo
At =t - 1,, é:

v =_A_3_=5(31)‘5(31)
m At -1

sftq)]

]

AT
I

Interpretacdo trigonométrica da velocidade média de uma particula

l
I
t
3]

. e
[+
~

Ora, sendo P, P, a reta secante ao grifico da fung¢do dada e sendo « o dngulo
agudo que P, P, forma com o eixo das abscissas temos:

't & = -és'.
Y.
logo: Vm = tga
No entanto, este resultado
ndo é geral. De fato, se num certo
. . y
intervalo de. tempo 0 movimento é oty )E__T_‘_ﬁ P,
retrogrado, isto €, se s(t,) < s(t,),
entdo o cateto oposto a a, no
triangulo PPiP,, ¢ s(t,) - s(t,) = . As
= -As.
As s(l‘g}______ _-l & Py
logo: tga="=-= P
o ar | i \
¢ como vy =23 | |
" Ar [ ! I
vem: Vpy = - tga ty ta t

Em resumo, sc num certo intervaio de tempo o movimento é;

® progressivo, temos v, = tg w
® retrogrado, temos v, = - 1z a

* Texto extraido do volume 2 desta colegéo, pg. 130

onde a ¢ o 4ngulo agudv que a secante P,P, faz com o sixo das ibseissas,
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6. O movimento de uma parti- ks
cula € dado pelo seu diagrama
hordrio:

a) Qual € a interpretacdo geo-
métrico-trigonométrica da
velocidade média da parti-
cula no intervalo de tempo
2,2+ Ar)?

b) Qual € a interpretacdo geo-
métrico-trigonométrica da
velocidade instantinea da
particula no instante 2?

Resolugao

a) Retomemos o diagrama hordrio dado e chamemos de Pede P, respectivamente,
0s pontos do diagrama de abscissas 2 ¢ (2 + At):

is {secante)
2+ At)4————
S(2) e g L
|
4'
|
j t
0 2 2+ At

A reta determinada por P e P' serd uma secante a0 diagrama dado. O seu
coeficiente angular, m, serd:

PQ_s2+an-s@) as
PQ  (2+an-2 A 'm

ms = tgas =

* Texto extraido do volume 3 desta colecdo, pg. 26
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Logo, a velocidade média da particula no intervalo de tempo (2, 2 + Ar) é
numericamente igual ao coeficiente angular da reta secante ao diggrama hordrio
pelos pontos P e P,

b) Para termos a velocidade instantinea 1(2) devemos observar o que ocorre com
v quando Ar tende a zero. Quando isto acontece, P permanece fixo e P’
“‘escorrega sobre o diagrama”, se aproximando cada vez mais de P e tendendo a
coincidir com P; logo, a reta secante por P e P' tenderd i reta tangente a
curva pelo ponto P:

As

|

[s)

Entdo oy tenderd para o e m; tenderd para m,, coeficiente angular da reta
tangente ao diagrama pelo ponto P.
Logo. a velocidade instantdnea da particula no instante 2 é numericamente

gual ao coeficiente angular da reta tangente ao diagrama hordrio pelo ponto P:

v = my;

* Texto extraido do volume 3 desta colegdo, pg. 27.

Como varias das idéias preconizadas por estes autores quanto a abordagem dos
contetidos coaduna-se com a nossa proposta, gostariamos de citar a observacao feita por
estes autores sobre como trabalhar o conceito de volume de um solido.

“Muitas sdo as maneiras de se calcular os volumes dos sélidos fundamentais. O
calculo integral é uma ferramenta poderosissima que se presta muito bem a este
fim. A nivel de 2° grau, no entanto, julgamos interessante o clculo dos volumes
com base no Principio de Cavalieri. O método é didatico, de facil compreenséo,
dindmico (o plano de corte movimenta-se) e contém em si mesmo o gérmen do
Célculo Integral (os “indivisiveis” de Cavalieri, heranca do “método de

exaustdo” de Arquimedes)”.
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Certa ocasido, quando ja estdvamos desenvolvendo este trabalho, o professor
Imenes esteve em Barretos dando suporte pedagdgico a uma escola que adota seu
material didatico. Trocando idéias sobre o ensino de Matematica, ocorreu-nos
perguntar porque também ele, no seu livro para o Ensino médio, colocava o CDI como
um capitulo do altimo ano deste curso, ao que respondeu:

“Achamos que o momento de sistematizar estes contetdos é no 3° ano. Todavia
estes sdo conceitos muito profundos e, segundo nossa experiéncia, devemos

comecar a trabalha-los desde o ensino fundamental.”

Ao analisarmos a colecdo Matematica, Imenes & Lelis, editora Scipione (1998)
para o ensino fundamental, pudemos observar que ao longo destas séries é trabalhada a
capacidade de perceber a idéia de “padrdes” no seu sentido mais amplo, 0 que a nosso
ver propiciard em niveis superiores de abstracdo destes conceitos.

Mostramos abaixo uma atividade proposta no volume destinado a 5% série, na
qual o autor trabalha construcbes geométricas. Observe que isso ja vai preparando o
aluno para a idéia de sequéncia, que, num curso mais adiantado, o auxiliara no
entendimento dos conceitos bésicos do célculo.

Figura 8 Atividade proposta no livro de Imenes, 52 série, p.105.
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Bongiovanni, Vissoto e Laureano, na colecdo Matematica e Vida, no
volume 3, ano de 1993, editora Atica. No prefacio baseia-se no artigo de Avila (1991)
para justificar a inclusdo destes contedos na cole¢do, segundo o qual:

O Célculo é moderno porque traz idéias novas (...) Ndo apenas novas, mas idéias
que tém grande relevancia numa grande variedade de aplicacfes cientificas (...)
Ademais, o Calculo, desde que apresentado convenientemente, ao contrario de ser
dificil, é muito gratificante pelas idéias que traz e pelo poder e alcance de seus
métodos (...) Destacar o Calculo no ensino é grave, porque deixa de lado um
componente significativo.

A nosso ver, apesar do colorido da edi¢do, da diagramacédo agradavel e da énfase
nas aplicacdes, parece-nos que a forma como estas idéias sdo trabalhadas ainda é
bastante tradicional, ou seja, em relacdo as idéias fundamentais do calculo, os autores
conservam basicamente a mesma estrutura de apresentacdo dos conteudos e nao
conseguem dar ao estudante uma idéia da verdadeira dimensédo e alcance de tais idéias
como instrumentos para a vida. O trecho abaixo nos mostra a tendéncia da cole¢éo:

mam Como achar a velocidade instantdnea de um mdvel

Considerando a equacdo horaria de um mdvel Sit) = 2, vamos
descobrir a velocidade instantanea desse mével no instante para o qual t = 3.
A velocidade escalar média de um mdwvel, num intervalo de tem-

_ a5 Sq’3+4ﬂ—5f3?
po At, & dada por o, = N = i .
« Para & = 1, temos v, = 7;
= Para At = .5, temos v, = 6.5,
» Para At = O.1, temos v, = 6,1
A velocidade instantanea {v) & definida por:
vi{3 = linn YVim
at — 0O
- g S8 iﬁ — S(3)
At — 0
z _
N iy s ]
At —+ 0
= lim 6 + MJ;)= &
St — O

Logo, vf3) = 6.
De modo geral, o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico
da fungao fix), no ponto da curva de abscissa xp, € a derivada f'{xg}, na qual:

= L
5&}: e e T
SRR ¥ R T

-

Sendo o a medida do &ngulo indicado na figura acima, temos:

i fixg) = tg @ = coeficiente angular da reta I
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Antes de falar em equacdo horaria e de velocidade instantanea no instante
t=3, que sdo idéias abstratas para um aluno desta idade, poderiamos leva-los a imaginar
situagdes mais familiares como associar a velocidade instantdnea com aquela mostrada
no velocimetro do carro.

Por fim analisamos um livro basico e preparatério para o vestibular, escrito por
GENTIL, Marcondes e GRECO, Sérgio, Matematica para o 2° grau, Volume 3, 52
edicdo, 1996, Editora Atica, onde estes conteidos sdo apresentados de maneira
tradicional . Como os autores ndo justificam a inclusdo deste capitulo na colecgéo,
pensamos que talvez o motivo seria o valor que tais conteldos representam no curso

universitario, uma vez que este nao e conteido exigido nos vestibulares.

3.3 Relevancia do Ensino do CDI no Ensino médio

Apesar da preocupacdo desde inicio do século XX com o ensino de Matematica,
tendéncia que se intensificou nas décadas de 60 e 70 com a criacdo de varios 6rgaos
cuja preocupacéo era a Educacdo Matematica, percebemos que a “esséncia” das ideias
reformadoras ndo se concretizaram na pratica, pois apesar de se terem introduzido
novos conteudos — CDI - que se faziam necessarios a educagdo da época, a rigidez com
que foram abordados, a énfase em se trabalhar as definicGes, além do excesso de
exercicios teoricos e repetitivos (nos quais se privilegia o desenvolvimento algébrico e a

aplicacdo de regras) levaram a sua exclusao dos programas.

E aqui parece-nos ter chegado ao d@mago da questdo: as propostas falam em
“educagdo”, ndo em *“treinamento”. Como afirma D'Ambrosio(1999,p.5).

“faz-se treinamento para passar em um teste, como 0s cursinhos, ou para
desempenhar bem uma profissdo, mas isso nao é educacdo.”

Treinamento e educagdo sdo processos distintos com objetivos igualmente

distintos:

A educacdo existe por toda parte e, muito mais do que a escola, é o resultado da
acéo de todo meio socio-cultural sobre os seus participantes. E o exercicio de viver
e conviver que educa. A escola de qualquer tipo é apenas um lugar e um momento
provisorio onde isto pode acontecer. (Brandao, 1985)
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Achamos interessante salientar que, ao desenvolver a analise bibliogréafica,
verificamos que na realidade os topicos relativos ao ensino do céalculo no Ensino médio

sdo uma versdo reduzida dos livros de calculo destinados ao ensino superior.

Foérmulas, exemplos e exercicios sugeridos nos livros sdo sempre escolhidos
para que os resultados e as situacfes obtidas sejam exatos. Acontece que historicamente
muitos resultados e expressfes que temos hoje foram obtidos a partir de uma tabela de

dados obtidos experimentalmente.

No nosso ponto de vista, a introducdo de conceitos do CDI no Ensino médio
justifica-se se atender a dois objetivos interligados: a) motivar o estudo de conteddos
“classicos” do Ensino médio tais como: fungdes, geometria analitica, logaritmos,
trigonometria e outros; e b) mostrar que a Matematica oferece ferramentas para

solucionar problemas concretos.

Ocorre que, como foi dito, os conceitos de Céalculo para o Ensino médio que
encontramos na literatura sdo trabalhados por meio de situagdes artificiais ou modelos
pré-formulados sem origem e nem fim: a equacdo horéria de um movimento é s(t) =

08 ate, Mas

t2...; 0 consumo de energia numa cidade obedece & equacéo: c(t) = 2.700 . e
na pratica, nao se tem a equacéo horaria de um movimento ou a equacao do consumo. O
que se obtém, em situacdes reais, sdo tabelas de dados advindas da anélise e observacédo

da situacéo em estudo.

Muitas vezes, problemas reais acabam requerendo ferramentas do CDI, que, por
sua vez, requer uma boa parte, sendo a totalidade, da Matematica ministrada no Ensino

médio.

Para desenvolver a trigonometria, por exemplo, uma motivacao usual é o célculo
da altura de uma torre, uma vez conhecido o angulo sob o qual um observador vé o seu
topo e a distancia do observador a torre. Isto ocorre quando o autor do livro didatico se
preocupa em dar alguma motivacdo. Mas, na maioria vezes, ja sdo introduzidos sen,
cos, tg de um éangulo agudo de um tridngulo retangulo, depois vem o circulo
trigonométrico, a definicdo das funcBes trigonométricas e uma longa série de férmulas.

A motivacéo para o aprendizado de tais formulas ¢ a resolucéo de exercicios do tipo:
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Obter tg 2x, sabendo que sen x :g e 0<x< %

O objetivo desse exercicio € apenas a memorizacdo de formulas.

A partir da formula sen® x+cos® x=1 obtém-se o cosx e dai a férmula

sen x o . 2tgx
tgx = —— fornece o valor da tgx. Este valor, substituido na férmula tg2x :—gz,
COS X 1-tg“x

da o valor solicitado. A nosso ver, dificilmente alguém consegue emocionar um aluno

com este exercicio. Ele se interessa muito mais em resolver o exercicio na calculadora.

3 . 3 — .
Na calculadora, com o valor c obtém-se x =arc sen c Entdo x é duplicado, e

a tecla tg € acionada, fornecendo tg2x. Assim, se as férmulas de trigonometria s6 séo
utilizadas em exercicios deste tipo, o aluno dificilmente se convencerd de que deve

aprendé-las, uma vez que ele obtém os mesmos resultados sem elas, com a calculadora.

Na verdade, ndo queremos dizer que estas formulas ndo sejam importantes, e
gue, portanto, o exercicio resolvido na calculadora ndo é valido por ndo atender ao
objetivo de fixa-las. Mas quanto ao aluno, é inevitavel que ele encare o exercicio como
a finalidade da férmula (o aluno é imediatista), ou seja, se Ihe solicitamos a tg2x, este é
0 objetivo para o aluno. Se ha um modo de atingir este objetivo sem as férmulas, ele se

perguntara porque deve conhecé-las.

Para fazer a ligacdo entre os conteudos, preconizada nas propostas curriculares,
os livros didaticos costumam fazé-la através de exercicios envolvendo dois ou mais

assuntos, como no exemplo a seguir:

Calcule o determinante da matriz:

sen X COS X
25en X —Ccos X sen X
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Num trabalho de Modelagem, os problemas séo extraidos de situacdes
naturais (cotidianas) e podemos observar que o0s estudantes se envolvem profundamente
na resolucdo deles. Também a ligacdo entre conteudos que normalmente sdo impostos
de maneira estanque, so se interligando por meio de exercicios sem significado., como

ilustramos anteriormente, agora pode ocorre de maneira natural, agradavel e légico.

No capitulo seguinte descrevemos como desenvolvemos estas idéias usando de
um modelo estatico — o alvéolo, através do trabalho que da suporte a esta proposta ,

realizado por nés em sala de aula com alunos do ensino médio.

Muitas formulas e conceitos de trigonometria sdo envolvidos na obtencdo de
derivadas de funcdes trigonométricas. Estudo de situacdes abordadas dentro da
Modelagem Matematica conduzem freqlientemente a necessidade de obtencdo de

valores maximos e minimos que envolvem derivadas.

No referido trabalho desenvolvido segundo a estratégia da Modelagem
Matematica, surgiu de modo natural a necessidade de determinacéo do ponto de minimo
de uma funcdo que envolvia funcdes trigonométricas. Seria 0 momento ideal para

definir derivada e desenvolver boa parte da trigonometria segundo a motivacao:

Obter a derivada e o ponto de minimo da referida funcg&o.

Como podemos observar, no proximo capitulo, a construcdo e o estudo do
alvéolo sdo situacdes complexas; entretanto, o envolvimento é tdo grande que eles
aceitam, mais do que isso, eles querem se apoderar de conhecimentos e técnicas para
chegarem as solucdes. Cria-se a necessidade e motivacdo de aprendizagem de

conteddos, muitas vezes aridos noutra situacéo

Ainda no capitulo abordamos a fungdo exponencial e logaritmica (que fazem
parte dos contetdos do ensino médio) que aparecem naturalmente no modelo dinamico

do crescimento populacional da colméia.

Ressalte-se, mais uma vez, que a nossa proposta ndo é desenvolver o Célculo
Diferencial e Integral no ensino médio por si mesmo. Trata-se de lancar as idéias do

Célculo sem enfatizar algoritmos, mas desenvolvé-las como ferramenta para resolucéo

84



Capitulo 111

de problemas. Os contelidos a serem estudados mais minuciosamente sdo aqueles

pertinentes ao ensino médio,segundo os atuais PCN, e que surgirem durante a resolucéo
do problema levantado. Assim esperamos, com esta estratégia, privilegiar a construcéo
de idéias e ndo de algoritmos, como também conseguir um ponto de equilibrio a

respeito do quanto e do como desenvolver os conteudos.

Acreditamos que, trabalhando dessa maneira, teriamos a oportunidade de
desenvolver o raciocinio, a compreensdo e estimular a criatividade, além de usar novas
tecnologias e eliminar uma série de terminologias e nomenclaturas que S0
sobrecarregam o aluno e ndo tém valor formativo nenhum. E, uma vez que o aluno opte
por continuar seus estudos superiores em um curso onde a Matematica seja

fundamental, dar-lhe-iamos a oportunidade de conhecer e se aprofundar nas abstragdes.
O quadro a seguir resume a idéia dos proximos capitulos:

 APRENDIZAGEM DOS CONTEUDOS DE ,
MATEMATICA DO ENSINO MEDIO COM MODELAGEM MATEMATICA

!

COM AS IDEIAS DO CALCULO DIFERENCIAL INTEGRAL

PROBLEMAS REAIS

|

(QUESTOES DE OTIMIZACAO, ETC.)

!

PROPICIAM DESENVOLVIMENTO DE
CONTEUDOS DO 2° GRAU
(TRIGONOMETRIA,
GEOMETRIA ANALITICA, ETC)

!

MOTIVACAO PARA APRENDIZAGEM DOS
CONTEUDOS FORMAIS DO ENSINO MEDIO

Esperamos tambem que ao assim proceder, vencer o tabu de que estes assuntos
seriam muito complicados a compreensdo do estudante no Ensino Fundamental.
Professores que somos, sabemos por experiéncia propria que o fato de a compreensdo

de um assunto tornar-se facil ou dificil para os alunos depende, em um alto grau, da
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maneira de expd-lo e trabalhd-lo. A este respeito, o Professor Euclides Roxo

argumentou, por volta de 1930, que:

A condicdo essencial para que o estudo das noc¢Bes de calculo se torne proveitoso
na escola secundaria é que ndo se dé a tal estudo um carater absolutamente
sistematizado e formalistico, nem se apresente aos alunos como uma disciplina a
parte, uma coisa nova nem mesmo como um capitulo acrescido a matematica
elementar. Trata-se apenas de utilizar simbolo e processos que servem para
simplificar e generalizar assuntos que, quase sempre, se apresentam de modo
artificioso e complicado, somente com a preocupacéo de banir da escola secundaria

tudo o que se refira ao calculo infinitesimal.
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CAPITULO IV

4 Abelhas: Tema que deu origem a um trabalho de Modelagem Matematica

“NaMM podemos tanto adaptar conceitos, configuragfes ou estruturas mateméticas aos
fendmenos da realidade quanto obter novos conceitos e estruturas mateméticas a partir
de situacbes darealidade e nesse segundo sentido paradigmas da construcdo cientificaja
sistematizados déo origem a novos paradigmas e assim a matemética evolui como um

retrato do universo”. (Bassanezi)

4.1 Trabalho de Pesquisa Desenvolvido

Como ja vimos anteriormente, quando se trabaha com a modeagem
como edtratégia de ensno-gprendizagem, para se iniciar 0 processo Uutiliza-se um tema,
agum problema sgnificativo ou 0 questionamento de adguma Stuacdo da redidade. O
objetivo do tema € o de motivar 0 duno para a aprendizagem. Sempre que possivel é
conveniente deixar que eles escolham o tema, com o qua trabaharéo, de acordo com
Seus interesses elou afinidades. Entretanto segundo Biembengut (2000,p.20) "a escolha
do tema pelos adunos tem vantagens e desvantagens. Uma vantagem é que se sentem
participantes no processo. Em contrapartida, as desvantagens podem surgir se o tema
ndo for adequado para desenvolver o programa ou, ainda, muito complexo, exigindo do
professor um tempo de que ndo dispbe para gprender e para ensinar.” Como NOSO
objetivo ndo € unica e exclusvamente trabahar o processo de modear, mas também
desenvolver dgumas idéias propriass do Cdculo Diferencid e Integra, optamos por

trabahar com um tema ja conhecido e que contempla nossas necess dades.

Assm, depois da apresentacéo do tema escolhido - "Abdhas" - com o objetivo
de capturar, envolver e fazer com que 0 grupo se inteirasse sobre 0 MesMo, passamos 0
filme"Cidade das Abelhas ™.

Do filme o que mais chama a atencdo dos alunos é a danca das abelhas e a
geometria dos advéolos que formam a colméia Sugerimos, entdo, que trabalhdssemos

com os avéolos.
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O filme relata que se as abelhas congtruissem um aveéolo gpenas, a forma ided 8

seria a dlindrica Egta € mais “confortével” para as abelhas que utilizam os avéolos
também para 0 desenvolvimento populacional da colméa, possui maior espago interno,
maior volume e exige um consumo minimo de cera para sua construcéo. Porém, quando
os advéolos se juntam para formacdo do favo as vantagens desgparecem, pois surgem
epacos indteis entre eles e 0 que é mais importante os lados de um avéolo ndo servem
de parede para 0 aveéolo seguinte. O pentdgono também poderia dbrigar as abelhas mas,
€ impossivel colocar varios pentdgonos juntos de maneira que as paredes se
justgponham. Somente trés formas possbilitam paredes comuns: tridngulo, quadrado e
hexégono.

Figura2

Figuraretiradas do filme “Maravilhoso Mundo das Abelhas’

O tridngulo € o que possibilita menor espaco (til e portanto menor volume em
rlacdo a quantidede de materia usado na sua construcdo. O quadrado € melhor, mas
anda é ineficiente. Apesr do espaco Util deste, com a mesma quantidade de cera
utilizada anteriormente ser maior, ainda é menor que o obtido quando € usado o
hexégono. Este, sm, € a forma ided e naturdmente foi a usada pelas abelhas pois, da
proporciona 0s maiores volumes com minimo de materid gasto na sua congtrugdo. As
aividades 1 e 2 dtuadas no capitulo V deste trabaho, ilustram as afirmacbes feitas

acima.
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Mais familiarizados com 0 assunto patimos para o levantamento de questGes
sobre 0 objeto em estudo: alvéolo. No processo de Modelagem esta é uma etapa
importante — despertar no auno a criatividade na formulacéo e resolucdo de problemas
aplicados a sStuacdo em estudo. Tais problemas S0 “o norte’ para dar continuidade as

atividades a serem desenvolvidas em sdlade aula
Percebemos que os dunos as formulam, limitando- se a questdes do tipo:
- Qua aéeado avéolo?
- Qud 0 sau volume?

Congtatamos que estes tém dificuldade em perceber e formular problemas com
clareza. Certamente, iss0 se deva em grande parte a0 noss0 Sistema escolar vigente onde
S30 poucos os adunos acostumados a questionar uma vez que 0 ensino atual se concentra
mais na capacidade do aluno para responder do que na formulagdo de problemas. A
este respeito em Alves (2000,p.25) encontramos:

“O que = teta nos vedibulares, e 0 que os cursnhos ensnam, néo €
smplesmente a capacidade para dar respostas? FreqlUentemente, fracassamos no ensino
da ciéncia porque apresentamos solucles perfeitas para problemas que nunca chegaram

a ser formulados e compreendidos pelo duno”.

Mais adiante acrescenta:

“Todo pensamento comega com um problema. O que ndo € problema ndo é
pensado”.

Procurando revelar relagbes que passam desapercebidas aos alunos na nossa faa
e nas imagens apresentadas pelo filme, incentivamos os dunos participantes do estudo
a condruir um avéolo. Por meio desta atividade obtémse um modelo geométrico. A
andise do modelo pelos dunos permite obter dados importantes para eaborar com
maior clareza o problema aravés do qua desenvolvemos os contelidos mateméticos

propostos nesse trabal ho.
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4.1.1 CONSTRUCAO DO ALVEOLO

"Os recipientes, denominados alvéolos, tém a forma de um prisma hexagonal
regular (faces lateraisiguais e angulos entre as faces iguais) aberto numa extremidade

e formando um apice triédrico na outra face.” (Bassanezi,2002,p.215)

Y

_ ] | Fgura3
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ALVEOLD
Para condruir os avéolos, os adunos precissram agprofundar seus conhecimentos
matematicos. O primeiro problema detectado foi na construcdo do hexagono regular

(base dos dvéolos). Como obter um hexégono regular ?

Seguindo nosso propdsto de ndo fornecer formulas prontas incentivamos 0s
adunos a procurar embasamentos que Ihes permitisssm comecar o modelo do avéolo.

No livro Vivendo a Matematica, (p.20) os aunos encontraram:

Constru¢do do hexagono regular

A
e

Figura4
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Assm, des teriam que tracar uma circunferéncia de rao R e em seguida o seu
didmetro. Depois, mantendo 0 compasso aberto com 0 mesmo raio que deu origem a
circunferéncia, mudar a ponta seca do compasso do centro O da circunferéncia, para o
ponto D situado em um dos extremos do didmetro e tracar um semi-circulo passando
por O. A interseccdo deste com a circunferéncia nos daria os pontos E e C.
Anaogamente determinamos os pontos E e B. Em seguida unindo-se os pontos A, B, C,
D, E e F obtivemos o hexdgono regular. Este processo, evidentemente, leva em

consderagdo que L=R.

Outro duno do grupo disse ter encontrado uma solucdo mais facil: “Professora
para construirmos um hexégono é s marcar, com 0 compasso, ha circunferéncia o0 seu

raio seis vezes e depois ligar os pontos’.

(@]
(@] |

Fgura5

E importante, antes de prosseguir, levar o duno a refletir sobre a diferenca ou
dmilaridade entre a proposta do colega com a fornecida pelo livro. AsSm como as
vantagens e desvantagens de um ou outro procedimento de quaquer forma, em todo

processo de construgdo do hexégono é fundamenta a propriedade R=L.

Temse aqui um momento precioso para comecar a desenvolver no duno o
senso critico, a andlise, a observacdo e a tomada de decisies que lhes permitem

formular os conceitos e assmila-los.

A questéo sobre a real dimensdo dos avéolos volta a ser colocada pelos alunos

da seguinte maneira:

Qua amedida que deve ser utilizada para o raio da circunferéncia ?
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Para obter esta resposta utilizanos da seguinte informacdo obtida em
Bassanezi (1999/2002,p218):

"como o didmetro do corte transversal do abdémen da abelha é aproximadamente 2 mm, elas

constroem os hexagonos com apétema perto deste valor” .

Através da questdo levantada vidumbramos a oportunidade de trabahar o
teorema de Pitagoras de forma “contextudizada’. Asim, aplicando este teorema no
tridngulo equildero com origem no centro da circunferéncia obtivemos o raio que sa

utilizado na congtrucéo do hexégono.

a =2mm
2
R =4+ 2
4
R2 - K:
4
2 2 -
R=—@2,31mm
V3
Figura6

Como o vaor obtido para o raio € muito pequeno e de dificil manuseio para os
aunos sentimos a necessidade de representalo segundo vaores mas visuas e de

preferéncia exatos para facilitar o trabalho de construcdo do modelo.

Assim sendo, trabadhamos em seguida a escda em que foi congtruido o modelo
do dvéolo definindo que usdssemos a escda 1.0231 ou sga cada centimetro
correspondera a 0,231mm.

Usando para o raio 2,31mm e dtura 4,75mm teremos.

1cm 34 0,231mm
R 3% 2,31mm

R= 10cm

Icm 34 0,231mm

\' h =20,5cm
h 3% 4,75mm

Vencido o primeiro obstéculo passamos a congruir o prisma hexagond que dara

origem ao avéolo mostrado nafigura 3.
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FIGURA 7

Registramos atraveés de fotos este momento de trabaho dos aunos:

FIGURA 2

Asfotos 1 e 2 mostram afaseinicia de construcdo do prisma hexagondl.

Os aunos com auxilio de um compasso desenham o hexagono (base do avéolo)
em umafolha de papd sulfite, utilizando as medidas determinadas por ees.
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FOTO 4 FOTOS

Nas fotos 3, 4 e 5, ja com as varetas de madeira cortadas, os aunos comecam a
dar forma ao prisma hexagona colando-as.

RWOG FOTO 7

Nas fotos 6 e 7 a equipe terminou 0 hexaedro e com o0 auxilio de uma linha

resistente e colorida determinam as diagonai's citadas no texto que se segue.
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Construido o hexaedro, observa-
$£ que uma das extremidades do
dvéolo é fechada por trés planos
formando um vétice egpacid. Para
determinar este ponto usamos uma
linha colorida com a quad os duncs
condruiram as diagonais ad, be fc,
AD, BE, e FC do prisma hexagond.
Edtas diagonais se encontram no centro

do hexdgono nos pontos que

denominamos de O e N e por onde

FOTO 8 - EIXO VERTICAL

passamaos um eixo vertical.

Utilizando, agora, o principio dos pontos de fuga (ponto para 0 qua convergem
as aredtas laterais de um objeto), construimos a partir dos vértices das faces do hexaedro

as semi-retas que convergem para o ponto que chamamos de V, situado no eixo ON.

Asfotos 9 e 10 ilustram esta fase do traba ho:

Ponto VvV

FOTO9 FOTO

Em seguida, aravés da andlise da figura 7, congtruimos os losangos que fecham
a parte superior do hexaedro e ao fina observamos que os grupos obtiveram losangos
diferentes quando consideram dturas digtintas dos aveéolos.

Surge aqui um problema que é mais complexo que os anteriores. Qua serd a
melhor forma de encaixar 0os losangos no sentido de usar menor quartidade de cera e
obter amaior &rea?
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FIGURA 8

AQui tornou-se necessario que Pesuisassemos um pouco mais sobre os avéolos

e as abelhas. Usamos para este fim livros sobre 0 assunto encontrados na biblioteca e na
casa de alguns dunos.

Dedta forma descobriram que as faces que fecham o prisma hexagona formam
com 0 eixo veticd um angulo aproximado de 54,7°. De posse dessa informagéo
reproduzimos parte do favo representado nafigura 8.

A fotografia 11 mostra um duno com
compasso de madeira, congtruido por €le, para
gudar a determinar o angulo de 54,7° junto ao eixo
vertica.

FOTO 13

As fotos 12 e 13 modtram a fase find do trabaho quando os dunos juntaram os
avéolos parareproduzir parte de um favo.



Capitulo 1V

Antes de continuar desenvolvendo o trabdho queremos comentar que a
construcéo do aveolo foi toda feita na escola e em grupos. Observamos que os aunos
gque ndo se adaptam muito ao STV ( Ssema Tradiciond Vigente de Ensno ) neste tipo
de atividade se apresentaram participativos, criativos e abertos a inovagdes. De maneira
gerd a euforia e a emocdo do grupo ao terminar os avéolos foi grande. Segundo €es a

atividade fora complexa mas gratificante.

A foto 14 mostra parte da
equipe de adunos apresentando o
trabaho redizado na semane

culturdl promovida pelaescola

Noso problema agora é judificar matematicamente este valor encontrado na
literatura para o angulo formado na parte superior da avéolo (pice triédrico) e que

chamaremosde q .

Passamos entdo, a andisar mais detalhadamente o modelo obtido e a levantar
questbes que nos permitam gprofundar Nosso conhecimento sobre 0 mesmo e 0 nNosso
conhecimento matemético. O importante neste momento é procurar fazer com que os

aunos desenvolvam sua capacidade de andise e questionamento.

Concordamos com aguns maeméaticos quando dizem que “A chave para a
andlise matemética de situagbes geométricas ou cientificas € essencialmente o
reconhecimento de relagbes entre as variaveis que estdo envolvidas no modelo” .
(Edwards et. a., 1997)

Area é uma medida de superficie, logo a &ea do dvéolo esta relacionada com a

quantidade de cera e de esforco gasto pelas abelhas na construcdo do mesmo.
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Do filme mostrado no inicio do trabadho coletamos a informacdo de que na
gpicultura raciond sf0 usadas laminas de cera também chamadas pré-favo (dpice
triédrico) que servem de guia ou dinhamento para congtrucdo do favo. Edas laminas
representam o aicerce do favo e diminui para as abelhas o trabaho cansaivo de
produzir cera e congruir os avéolos. Assm as abelhas podem aproveitar mehor as

floradas, uma vez que perdem menos tempo na construcéo do favo.

Sabemos ainda, que em uma colméa os aveéolos se justapdem de ta forma que
cada parede separa sempre dois avéolos e que em cada dpice triédrico se encaixam trés
advéolos. Assm sugpeitamos que o angulo g, do apice, deveria ter influéncia na &ea dos

recipientes. Aqui surge umanovadividaA &eado aveéolo variacom o angulo q ?

E, s vaia o0 vdor g=54,7° € redmente agude que minimiza a &es,

confirmando alel do minimo esforgo e méximo rendimento da natureza?

Para judificar 0 vaor encontrado na literatura para 0 éhgulo q necesstamos

também cdcular a &ea do avéolo, questéo que ja havia sdo levantada anteriormente.

As questfes levantadas anteriormente geram o0 seguinte problema matemético.

Obter uma expressdo matemética que determine a area do avéolo.

A resolucdo deste problema pode ser encontrada em Batschelet (1978).
Entretanto a0 invés de fornecer para 0 aluno a expresséo na sua forma acabada julgamos
importante percorrer os caminhos gque levam a ea. Rensamos que “ndo se pode ensinar
a0 aduno os conceitos matemédticos apresentando-lhe generdizagbes ja fetas Um
passeio sobre os fatos concretos deve preceder uma andlise critica dos mesmos’. Assim,
durante esse processo foi-nos possivd desenvolver vaios contelidos ensinados no
ensno médio como: trigonometria, geometria plana e espacid, aress, volume e funcles,
agora de forma contextudizada e para atender as necessdades dos aunos para
resolucéo do problema. A seguir relatamos o desenvolvimento do problema para que o
leitor possa ter uma maior visdo de como os contelidos mateméticos citados a pouco
puderam ser desenvolvidos na obtencdo da expressio que nos fornecesse a aea do

avéolo.
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4.1.2 Céalculo da Area do Alvéolo

As faces laterais do advéolo possuem a forma trapezoidd e a sua parte
superior é fechada por trés losangos que formam o pice triédrico.

Neste momento trabahamos com os aunos o conceito de diedro ,
poliedro e tetraedro. No caso do avéolo, para formar o gpice triédrico precisamos de
trés tetraedros.

A figura acima representa um diedro e o plano p é uma seccao reta do diedro.
Ja a figura abaixo representa um poliedro (poli=varias, edro=faces).

\pértice
T~ : Angulo da Face
> Face
A
I resta

Existem apenas cinco tipos de poliedros regulares (suas faces sédo poligonos regulares
e seus angulos poliédricos sdo congruentes), sdo eles: tetraedro, octaedro, icosaedro,
hexaedro ou cubo e dodecaedro.

Um tetraedro € uma pirémide que tem um tridngulo por base. O estudo
do tetraedro € importante porque quaquer piramide pode ser decomposta em um certo
numero de tetraedros.

Condiderando o tretraedro ACEV da figura 9, obtido na construgcdo do

alvéolo estabe eceu-se que:
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Vértice
. Apétema da piramide
, Altura da piramide
E c Fi 9
_|\ igura
N| /M
A

O ponto N é o baricentro do Triangulo Equildtero ACE, portanto NM :%W.

O sgmento NM também é chamado gpotema da base.
O tridngulo VNM é retdngulo e, assm, vae ardacdo de Pitagoras.

VM® =VN" +NM"

Antes de prosseguir na andise do tetraedro trabadhamos as seis funcghes
trigonométricas (seno, cosseno, tangente cotangente, secante e cossecante) a partir de
uma revisio da trigonometria no tridngulo retangulo.

Trigonometria no tridngulo retdngulo faz pate do contelido programético
desenvolvido no 1° ano do ensno médio portanto, durante o periodo de aula
continuamos a trabaha-1a com o auxilio da gpostila adotada pela escola.

Para que pudéssemos visudizaa mehor a supeficie do avéolo, resolvemos

planifica-lo (figura 10) , ou sga, 0 seccionamos em uma de suas arestas e 0 abrimoas.

Ag

A1 Az Az Ay As As

Figura10
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Logo a &rea tota do avéolo serd dada pela soma das areas dos sais trapézios que

formam a suaface latera e dos trés |osangos que fecham a sua parte superior.

Aotal = 6"A\rapézio T 3"A\osango

Para cdculaa a &ea dos losangos necesstamos determinar a medida dos

segmentosW e W(Figura4), pois Alosango = 4'Ariéngulo

Paa cdcular a aea latera do prisma hexagond, necessitamos determinar o

vaor do segmento chamado por nés de Bx (Figura1l) pois:

Aateral - 6 Arapézio

A B
X
A1 __éAa+bx) .sU
ateral —6-e#u
.. P S
Figura 11

O segmento Bx (figura 11) possui a mesma dimensdo do segmento VN (figura
12) eV éo vértice do avéolo.

Agora, nos ja temos condigbes de procurar
rlacionar aravés de uma expressio matematica as
medidas das arestas que formam o avéolo com angulo q
formado entre o eixo verticd (imagin&io) que passa peo

centro do avéolo e as faces losangonais que fecham a

Sua parte superior.

Estudando melhor a geometria da parte superior

do advéolo, paa determinar 0 segmento CM  nos

utilizamos do tridngulo equildero NCB dafigura 12.

Figura 12
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Redesenhando o tridngulo NCB (figura 13) temos:
22 2 - 2
=29 sem’p -2 =cm'p oM’ =3,
e2g 4 4
Figura 13

w
o5

entdo; |C

- todo tridngulo equilatero é também equiangulo.

- aaltura CM é mediana de NB e bissetriz de C.

- A medida da altura CM ¢ obtida aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo

retangulo CMB.

Neste momento aproveitamos para trabdhar o triangulo equilatero e
conceitos como dtura, mediana e bissetriz. Como tarefa pediu-se aos dunos que usando
0 procedimento visto acima determinem os valores das razdes trigonométricas para 0s
angulos de 30°, 45° e 60°.

Quando usamos a modelagem como estratégia de ensno em sda de aula
nosso objetivo é o de trabahar os contelidos estabelecidos pelo programa de uma forma
mas criaiva, contextudizada e motivadora para os aunos devido a todo o

envolvimento deste com o tema e com a Situac@o problema colocada

Trabdhando anda na face superior do dvéolo temos o tridngulo

retangulo NVM (Figura 14) de onde obtivemos VM .

\
S
Alt d senq = —2
ura Figura 14 -
da VM
Piramide S
N VM =
M 2senq

N »
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Utilizando pitédgoras novamente:

VM’ =VN° +NM"

Sereq + costq = 1

2 s?.cos’q

VN
4.sen®q

Relembrando que VN = BX e bx = h - Bx a&reado trapézio sera dada por:

S e
Atrapézio = E eh ?1 2 QH

S scot
ATrapézio = —-@h - 9q 0
2 é 2 g
s? cot
ATrapézio =sh- qu
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AsIm temos.

s24/3

Areatota do épicetriédrico: Aq=3.
2senq

s*.cot gq 0

. &
Arealateral do hexdgono: A =6. gsh -
4 4

A Areatota (A) do avéolo ser&

2 s % 2 6
A= 6.§esh- s? cotq g+3p s2./3 ¢
4 & S2senqgy

3s? cot gq N 3s%4/3
2 2senq

A=6..h-

3 &3 o)

A=6sh+ = &2 - cot gq T (1)
2 ésenq o

A expressio 1 acima nos permite cacular a &ea de um avéolo. Nesta expressao
s e h sho congtantes sendo g a variavel. Logo, devemos determinar o valor de q para que
o vaor obtido pela expressdo 1, sga 0 menor possivel, isto é quando as abelhas gastam
a menor quantidade de cera para obter 0 mesmo resultado prético para armazenar 0 mel
(volume do avéolo). Como ja dissemos anteriormente, eta € uma Le da Natureza

Menor Esforgo e Méaximo Rendimento.

Convenhamos que a expressdo acima néo € muito smpética principdmente para
jovens que anda etd cursando o ensno médio. Em virtude deste fato muitos
professores teriam encerrado o problema neste ponto formaizando que a expresséo
obtida é uma funcdo que relaciona a aea do dvéolo com o0 angulo g e representa a
solucdo para 0 rsso problema inicid: obter uma expressdo matemédica que determina a

areado avéolo.
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~ 1

Entretanto, nosso objetivo et centrado na “interpretacdo” da expresséo 1 e
consequentemente do fendbmeno em estudo. Por interpretacéo queremos dizer, traduzir,
explicar, aclarar a expresso matemética para a linguagem usud (cotidiana) do auno.

A visudizacdo gréfica do fendmeno é uma das mangras mas féceis paa

interpretacdo do mesmo. Sabemos que “S’ e “h” sdo condantes e a parte variavel da

expressao 1 que nos fornece adreado dvéolo &

-cotgg= , onde q podevariar entre(®e 90 (0°<q<90®). (2

3 3- coxq
sen senq
Contudo, apesar de sabermos que s e h sGo condtantes os aunos sentiram a
necessidade de atribuir um vaor para estes. Evidendia-se agui a necessidade que o duno
sente de trabahar com dados concretos. Para Piaget apud. Pires (2000,p.26), “é
necessaio que as criangas compreendam bem que fazendo-se abstragBes de situagOes
mais concretas, pode-se chegar a situagbes mais grais’. No entanto, como 0 problema
com o qua estamos trabahando é complexo, julgamos melhor atender a necessdade
dos aunaos de atribuir valores particulares paras e h.

Para que os dados fossem 0 mais proximo possivel da redidade, através de uma
pesquisa em manuais técnicos sobre gpicultura consideramos para "'s' o vaor 2,31mm e
paa "h" o vaor 4,75mm, usado pelas abdhas operdaias da espécie "Apis Mdifera
Adansoni”. A profundidade dos avéolos depende da espécie da abelha e da sua fungéo
na colméa. As operarias s80 menores do que a rainha e estas menores que 0s zang0es.
O comprimento das abelhas operarias dessa espécie eta entre 4,6 e 4,9mm, sendo a

média mais comum 4,75mm. Subgtituimos estes vaores na expressao (1) e obtivemos.

A(q) = 65,8 + 8 aeﬁ/é e (3
= 65, : - cotg T

Para representé&la graficamente condruimos a tabela (1) com o auxilio da
cdculadora. Longe de ser uma atividade cansativa e sem gragca, 0 grupo Se entusiasmou
bastante devido a0 uso na calculadora das fungdes seno e cosseno. Segundo os alunos

eles ndo sabiam como utilizar a maioria das fungdes exisentes na mesma. Assm sendo
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redizamos todo um trabalho de exploracdo da caculadora em relacdo as fungbes

trigonométricas e as unidades de conversio grau e radiano. Aproveitamos a

oportunidade para abordar também o sgnificado geomérico da medida de um angulo

em radiano e a relacdo entre 0 seno, cosseno ou tangente de um nUmero X com Seno,

C0OSseNno ou tangente de um angulo.

160

140

120

100

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100]

a(Graus) | a(Radianos) Area
5 0,09 133,4141
10 0,17 100,2785
15 0,26 89,5279
20 0,35 84,3782
25 0,44 81,4741
30 0,52 79,6986
35 0,61 78,5743
40 0,70 77,8639
45 0,79 77,4369
50 0,87 77,2164
55 0,96 77,1548
60 1,05 77,2221
65 1,13 77,3994
70 1,22 77,6751
75 1,31 78,0429
80 1,40 78,5011
85 1,48 79,0513
90 1,57 79,6986
TABELA 1

Gréafico 1 — variagéo da area do alvéolo com q variando de 5 em 5°
FIGURA 15

Para condruir o gréfico nos utilizamos do programa computacional EXCEL.

Ega escolha posshilitou-nos obter a tabela 1 utilizando agora, como ferramenta, o

computador. O desenvolvimento desta etgpa do traba ho se encontra no anexo 4.

A sequéncia de vaores decrescentes e depois crescentes da referida  tabela,

sugere que a&ea do avéolo tem um vaor minimo paraagum vaor de g entre 5° e 90°.
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A pdavra seqiéncia de numeros reds sugere a idéia de sub-conjuntc

ordenado de A ou SUCESSHO: X, %,,..., X,... que € indicada por {x,}.,. Cade

demento x_ daseqiénciaéimagemdeumafuncio f : N® A ,igoé& x_ = f (n).
Dizemosquef éale deformacéo de uma sequéncia.

Toda tabela (vide tabela 1) € um exemplo de uma seqiéncia finita pois €

sempre o resultado de uma experiéncia.

Muitas vezes, € importante sabermos se a fungéo redmente se edtabiliza isto
€ Se aumentando o vaor de n o vaor de f(n) for se goroximando de um Unico vaor
red L, temos uma seqiiéncia convergente e dizemos que L € o vaor de estabilidade

da sequiéncia

Uma seqiéncia que ndo converge para um numero red € chamade

divergente.

Exemplo: s f (n) = 1 para n 1 N, quando n aumenta 1 tende aO.
n n

2 2

s f(n)=2" T nl A entdo, ndo existe LT A tal que ® L.
n+

n+1

O gréfico 1 (figura 15), como esta, ndo fornece uma boa representacéo visual da
Stuacdo em estudo. Apesar de observarmos pela tabela que o vaor da &ea diminuiu a
medida que aumentamos o vaor do angulo g aumentando posteriormente. O grafico
nd modra nitidamente esta “variacdo”. A curva, no intervao 50°<g<60° parece ser

constante.

Paa mdhor andisar nossa Stuacdo condruimos a tabda 2 e o gréfico 2
(figura 16) condderando um intervalo numérico mais proximo do vaor de q que

provavelmente fornece a &reaminima e variamos q de 1 em 1°.
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g(Graus) | g(Radianos) Area
50 0,87 77,21636
51 0,89 77,19248
77,2

52 0,91 77,17463

77,18
53 0,93] 77,16254

77,16 @
54 0,94 77,15599 M

77,14 ¢
55 0,96 77,15476 nd

77,12 MEE AR
56 0,98 77,15865 771
o7 0,99 77,16749 48 50 52 54 56 58 60 62
58 1,01 77,1811
59 1,03 77,19935 Gréfico 2 — Variacdo da area do alvéolo com q variando de 1 em 1°
60 1,05 77,2221 FIGURA 16

Tabela 2

Agora a curva descrita pelos pontos do grafico 2 (figura 16), confirmam que
deve exigir um vaor de q que dd um minimo para a &ea e nos mostra 'Intuitivamente’

gue as abelhas podem economizar cera e tempo utilizando tal angulo.

Conseguimos, assm, visudmente determinar 0 ponto gproximado onde a curva
para de decrescer e comeca a crescer. Como obter um vaor mais exato de g com os

recursos de que dispomos?

Para darmos uma resposta agébrica, em termos dos contelidos vistos pelos
nosos dunos no ensdno médio, uma dternativa para o problema de determinar a area

minima do aveéolo sera congderar um “guste de curvas'.

Colocando de uma maneira bem smples o que chamamos de “guste de curvas’
€ 0 processo utilizado para a obtencdo de uma formula, quando ainda ndo possuimos

uma, através da trgjetdria descrita pel os pontos indicados no grafico.

Edtas férmulas sBo normadmente chamadas de “equaches de regressio”’ que
dependendo das suas caracteristicas podem s linear, quadrédtica, exponencid,
logaritmica, etc. Elas ndo nos fornecem resultados exatos, mas nos permitem “fazer
previsies’.

Como ja temos uma expressao para a area A(g) do avéolo, utilizamos o guse
para obter uma equacd mais smples e que faca parte do contelido ensnado no ensino

médio. Na opini&o de Bassanezi (1999):
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“De uma maneira geral, quando um tema é escolhido para ser trabalhado via
model agem matematica, o processo fornece meios necessarios para o desenvol vimento
da criatividade em uma proposta de ensi no-aprendizagem desde que adaptemos nossos
model 0s ao contetido programatico de cada disciplina.”

Qual seria 0 guste mais adequado para 0 nosso problema?

Através do gréfico 2 (figura 16) pudemos observar que os pontos di locaizados
nos fornecem uma idéa da forma da relacdo exibida entre as varidveis a qud chamamos
de "linha de tendéncid'.

Desta maneira aravés da linha de tendéncia fornecida pelos pontos e com o
auxilio do programa computacional EXCEL, (ndo € nosso objetivo desenvolver a teoria
de guste de curva neste nive de ensno, mas tdo somente utiliza-la como ferramenta
para desenvolver os contelidos), os aunos aproximam o0s pontos tabelados para uma
funcdo polinomia do 2° grau.

O gréfico 3 (figura 17) nos mostra a curva gustada para uma funcdo quadrética.

1,65

1,6

1,55

1,5

1,45

0 20 40 60 80 100

GRAFICO 3
FIGURA 17
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A equacdo (4) abaixo foi obtida através do guste polinomia

y = 0,0003x? - 0,0334x + 2,3485

O procedimento utilizado para obtencdo do gréfico 3 (figura 17) e da equacéo 4

pode ser encontrado no anexo 5.

médio para se obter 0 vaor minimo desta €&

PV b
emnmoéx=- —

2a

/
Valor /
Minimo e g

de f(x)

Tendo a funcéo do 2° grau, o que se faz normamente em sda de aula no ensno

Dada a fungdo f(x) = ax2+ bx + ¢, sea> 0, entdo o vaor de “X” para o qud f(x)

No caso de uma fungdo quadratica f(x)= ax2 + bx + C, se a >0, entdo o valor de x para o qual f(x) é

b

minimo é dado por: x = - —

2a
Podemos demonstrar esta afirmacéo da seguinte maneira:

f(x) =ax®+bx+c

f(x) = a.%@ +9x9+c
e ag

2a

& b b> b® 0
f(x) =a.gx’+2.—x+—- —itc
2a 4a° 4da’
& b b 0 a.b
f(X) =a.gx’ +2.—x+—zi- =
2a 4da" gy 4a
.2 2
® bo b
f(x)=a.cx+—+ +c- —
g 2ag 2a
onde:
b )
a.$( + _9 € um valor variavel mas nunca negativo para a > 0.
e 2ag
2
¢ - — é um valor fixo, independente de x. Logo, f(x) tem o menor valor possivel quando 5
2a '
tiver o menor valor possivel. Como a t 0 isso ocorrera quando X +—= 0, ouseja, X =- —

2a

2
b &
2, b0

2ag




Capitulo IV
ap 110

Logo utilizando os valores da expresséo 4 temos.

- 0,0334

\ x@56°.
0,006 @

O vador obtido € goroximado, uma vez que a curva que representa a equagéo
quadrética é uma aproximacdo aos pontos obtidos no grafico. No nosso problema do

3

aveéolo os pontos obtidos através da expressio A = 6.sh + > S

2.3 0
z.é—- cot gq I, néo
seng P

representam uma parébola
Como proceder no ensino médio?

O Cdculo Diferencid Integrd € uma importante ferramenta para a resolucéo do
problema proposto. Ele se digingue da dgebra dementar e da geometria pela
introducdo de uma nova operacdo relativamente sofisticada a passagem ao limite. Edta
nos leva a um dos conceitos essenciais do CDI: o conceito de derivada

Tdvez por isso 0 CDI tenha Sdo evitado no ensno médio. Mas, somos
favoravels a desenvolver o conceito de derivada para obter o valor exato de q que

minimizaa aea do dvéolo.

Temos pelo menos duas razes para fazé - |o: a primeira delas pode ser expressa
pela questéo levantada pelo professor Euclides Roxo (1937):

“Nao valeria a pena um maior esforco por parte dos alunos para adquirirem um
processo geral e de poderoso alcance em todos os dominiosda ciéncia, aoinvésde
aprender artificios particulares engenhosamente inventados para suprir a falta dos
métodos criados por Newton e Leibniz e dar lugar a métodos mais gerais, simples e

fecundos, como sdo os do célculo infinitesimal ?”

Embora colocada na forma interrogativa a sentenca € uma afirmacéo favoravel
a0 uso de processos mais gerais mesmo embuidos de alguma complexidade na solucéo

de problemas, a0 invés de e utilizar artificios SO gplicavels em Stuacles particulares.
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A segunda razéo que temos para desenvolver conceitos de cdculo a serem
usados na solucdo de problemas relaciona-se a0 objetivo deste trabalho colocado por
nés nos capitulos introdutérios. desenvolver conteldos do ensno médio de forma

interligada e segundo uma motivacao.

Nesse caso, a0 derivar a fungéo f(g) = A, temos a oportunidade de desenvolver a

trigonometriamuito dém do que foi feito até agui.

Vamos, entéo, buscar novas ferramentas, mais fecundas e que nos fornegca uma

precisdo maior.

Antes porém, godtariamos de comentar que a partir do século XVI os
metematicos comecaram a descobrir que uma dada funcdo pode ser aproximada por
uma funcdo polinomia nas vizinhangas de um ponto dado.

O polindbmio representativo da Stuagdo nas vizinhangas do ponto procurado tem
um comportamento bastante parecido com o0 da funcdo origind nas vizinhangas deste
mesmo ponto. Através da “Série de Taylor” podemos judtificar a aproximacdo de uma
funcdo qualquer por outra polinomid nas vizinhangas de um vaor dado, diferente de
zero.

No nosso trabalho com os aunos optamos por trabahar com o guste de curva
uma vez que para desenvolver a expansdo polinomia estes teréo que conhecer regras de

derivacdo. Temos aqui a matemética pura fundamentando nossos procedimentos.

A formageral da Série de Taylor &

f n+l

f” (]j() (X_ a)n+1

F0=f(@+ D x-ay+ @ (a2 4 4 (a)(x a)" +
1 2 n!

Por exemplo, ao tragarmos uma reta tangente a uma curva podemos dizer que esta reta seria a melhor

aproximagao linear do gréfico no ponto de tangéncia. Para obtermos a equacéo desta reta fariamos:
f(x)= f(a)+? (x- a)
No caso de queremos aproximar a curva para uma funcéo do 2° grau fariamos:
f'x)=f (a)+% (x- a)+f“2@(x- a)?

€ assim sucessivamente a medida que aumentamos o grau do polinémio
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4.2 Introducgéo ao Caélculo

Como dissemos anteriormente o sgnificado da matemética para 0 duno resulta
das conexfes que de estabelece entre da e seu cotidiano. Por outro lado a relevancia
desta disciplina também reside na sua capacidade de representacdo, através de simbolos,

dos fenbmenos naturais.

Normadmente estes fendmenos envolvem conceitos como: relacdo ou funcdo,

edtabilidade, variacdo, érea, etc podendo ser representados em linguagem matemética

COMO SeguEe:
fendbmenos naturais representacdo matematica
relag&o ou fungéo 0] y=f(x)
estabilidade 0 limf( =k
x® ¥
variacéo 0 f(x)= —
dx
b
area 0 Q f (x)dx
4.2.1 Funcgao

Para representar 0 modo pelo qua uma quantidade depende de outra usamos
uma funco, que pode ser representada por tabelas, gréficos, formulas e descricbes com

palavras. O caculo comeca com o estudo de funcles reais.

Tomemos como exemplo deste conceito a experiéncia redizada com o avéolo:
“A &eado avéolo é umafuncéo do angulo g .
6

3 ,®43
Alq)=6.sh + —s"¢——- cotgq
2 gsenq 1]
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Funcao real
f:Al A® A
X® y = f(X
Grafico de f
{(xy) T A% 1 y=f(x)}

£ A=N temos uma sequéncia discreta

f(0), f(D, f(2),...e f(x) sdo dados tabelados (vide tabela 1);

s A=[0, 90] temos uma funcio de dominio continuo e y= f(x)T A

4.2.2 Estabilidade

Muitas das varidveis que a natureza nos proporciona se estabilizam. E o caso por
exemplo da dtura de uma planta como funcdo do tempo ou do tamanho de uma
populacdo, expressos como fungdes do tempo, que costumam ser fungdes crescentes,

porém ndo crescem indefinidamente, tendem a um ponto de equilibrio.

A idéa de edabilidade conditui uma boa maneira de introduzir o conceito de
limites podemos dizer que uma funcéo f(x) se estabiliza se existe um nimero k ta que
f(x) “tende’ a k, quando x cresce muito. Esse fato € expresso maematicamente pela
expressio

lim f(x)=k

X® ¥
0 que sgnifica que f(xX) se torna téo proximo de k quanto se desgar, desde que se tome

vaores de x suficientemente grandes.

Mais precisamente,
lim f(x)=k

X® ¥
significa que dado um nimero € positivo existe um nimero mtal que:

x>mb | f(X)- k|<e y

<

k-e

k+§
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Paa exemplifica o0 concdto de edabilidade utilizanos o crescimento

populaciona dacolméia
Imaginemaos 0 seguinte:

Serd que 0 nimero de abehas numa colméa cresce indefinidamente ou h&a um

momento em que ele para de crescer?
Nosso problema agora seré&

Obter uma expressio (modelo matematico) representativo do  crescimento

populaciona de uma colméia

Os dados empiricos e experimentais utilizados por nés para resolver o problema
proposto foram colhidos pelo grupo de professores de Guarapuava (1982), em
entrevistas com apicultores da regido, quando desenvolveram este tema no Curso de

Especidizacdo em Modelagem Matemética sob coordenacdo do Prof°. Bassanez.

Tentamos a seguir smplificar a linguagem, usada por estes professores, e ilugtrar
com exemplos dguns trechos mais complexos, buscando tornar o assunto abordavel no

ensno médio.

Para 0 estudo do crescimento da populacéo em uma nova colméia consideramos

0s seguinte dados e hipéteses:

Postura da rainha é constante: 2.000 ovog/dia

Periodo entre a postura e 0 nascimento da abelha: 21 dias.
Quantidade inicia de abelhas: 10.000.

Longevidade média de uma operaria: 40 dias.

Um moddo maemético da dindmica populaciond de uma nova colméa deve
levar em consideracdo dois estggios digtintos. 0 periodo de adaptacdo que € intermédio
entre a postura inicid e 0 nascimento das primeiras oper&rias (21 dias), e o periodo de

desenvolvimento quando nascem diariamente 2.000 abel has.
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A) Periodo Inicial da Colméia (Periodo de Adaptacéao)
Em rdagdo a0 periodo inicid podemos estabelecer duas hipdteses digtintas
guanto ao indice de mortalidade das operarias.

H-1) Abelhas tém idades equidistribuidas:

Neste caso estamos supondo que em cada grupo, distribuido por idade (dias de
vida), exigem exatamente a mesma quantidade de oper&ias, ou sga 0 numero de
abelhas com zero dias de idade € igua a0 nimero de abelhas com 39 dias, que por sua
vez éidéntico ao nimero de abelhas aos 58 dias e assm periodicamente.

Degta forma, das 10.000 abelhas iniciais, em cada dia morrerdo, em média, 250

abelhas o que corresponde a 4—10 de 10.000.

Sga y, = y(n)a quantidede de operdaias no néimo dia de exiséncia de nova
colméia, 0 £ n £ 21. Podemos obter a expressao de y(n) recursivamente, isto €,

Y, =10.000

Y1 = Yo - 250

Yy, =Yy, - 250=y,- 2.250
Y;=Y,-250=y,-3.250

Podemos generdizar, escrevendo:
Y, =VY,- Nn.250
Observe que Y, V;, Y,,... € Uma progressio aritmética derazéo 250 e y, €a
expresso gera do (n + 1) ésmo termo.
Surge aqui 0 momento de se trabalhar 0 conceito de progressdes com os aunos e

definir progressio aritmética

Uma progressio aritmeética (a,,) de razéo r possui termo gerd:

a,=a+(n-1).r

onde: a, =n- ésimo termo
a = primeiro termo
N = numero total de termos da P.A
r=razio da P.A
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Asim, obtemos um modelo matematico que nos da a informacdo sobre a
quantidade de abelhas “velhas’ no n-ésmo dia de exigénciada colméa

y. =10.000- 250n, O£ng 2L (5)

Observacdo 1. O modeo (5), é dito discreto no sentido que a varidvel independente n

(tempo) esta tomando vaores no conjunto dos nimeros naturais N .
H-2) — A mortalidade das abelhas é “proporcional” a quantidade que se tem de
abelhas em cada instante:
O que s quer dizer com isto?
o o N . 1 .
Na primera hipbtese imaginamos que morreria 0 da populacdo inicid

(10.000) por dia, ou sga, sempre morreriam 250 abelhas por dia. Mas podemos pensar
noutra possibilidade: morre sempre 4—10 da populacdo do diaanterior. Assm,

y, =10.000
1 16
%= Yor 5V = gi 0o =095y,
y, = 0,975y, - ——.0975y, =0,975y,&- ~9= 0,975y,
40 & 40g

Continuando o processo interativamente obtemos:

y, =0975"y, 0OEn£20 (6)

O nlmero 0,975 = 1- % chamaremos “taxa de sobrevivéncid'.
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A mesma expressdo poderia ser obtida (deduzida) por meio de uma equacdo variacional , isto é por
meio de uma equagdo de diferencasfinitas. Assim,

y, =10.000

Vi = Yo - 4—]6y0 P y-Y,=- %y. (mortalidade de abelhas no 1° dia)
A variagdo discreta de abelhas em 2 dias consecutivos é proporcional (taxa de mortalidade) a
quantidade de abelhas do dia anterior. Logo,

1 . :
Y, - Y, =- Vo Y, e assim sucessivanente:

Generalizando temos:

Dy = Yo = Yo =- 0 Yn (a variacéo do niimero de abelhas é diretamente
proporcional a pooulacéo atual)
ai 16 ~ . - . - .
You = YaGl- E+ equacadode diferencasfinitas cuja solucéo veremos a seguir
e %]

Y.n =0,975y,

Sga y,,, =ay,, entdo y =1 " serduma solugao se, e somente se,
"™ =al"0 | =a

Portanto Y, =a" é a solu¢do da equacdo

No nosso exemplo Yy, = 0,975"

Definimos:
Dy =V,.. - V., vaiacdo smples— modelo discreto — intervao de tempo discreto

Graficamente temos;

n Y. =0975.y, ou
y(n) =0,975"
10000
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9506,25
9268,594
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8810,957 12000
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8166,518 8000 96’0000
' 90044

6000 ¢
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=
(53]

6840,207 Variag&o populacional da colméia nos primeiros 20 dias

=
[<2]

6669,202 GRAFICO 4

[y
-~

6502,472 FIGURA 18
6339,91

6181,412
6026,877

=
o)

=
©

N
o

Tabela 3
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Funcédo Exponencial e Logaritmica

O estudo de fungdes exponenciais e logaritmicas € prescrito no ensno médio.

Para Marilene Fdinto em Anexo 3, 0 ensno dos logaritmos como vem sendo
feito nos dias atuais, ndo serve para quase nada. Segundo ela “para o auno pobre, cuja
vida tem urgéncia de solugbes préticas que o coloquem no mercado de trabaho cedo, o
ensno médio sera apenas mais um aestado de ndo-saber, um diploma para a “nova
pobreza’. [...] O ensno médio do logaritmo é uma perda de tempo. SO serve para o filho
do rico (desocupado, enfim) decorar formulas que |he servindo, como a um autdmato,
para passar no vestibular da universidade publica’.

Entretanto o logaritmo na opinifo de aguns matemédicos como Avila (1991,
p.9), continua sendo muito importante, Nndo mais para 0 caculo numeérico, Mas como
funcdo logaritmica Sua inversa, a funcdo exponencid, é tdvez a fungdo mais
importante de toda a matemédtica, com muitas aplicagtes interessantes [...]. O natural,
como e Vé, € levar o logaritmo para o contexto do caculo”.

Com o auxilio das funches exponencias podemos decrever StuacOes
envolvendo: crescimento e decrescimento (populacional, bactérias, vendas, €tc), como
também controle de qualidade, propagacdo de uma epidemia, depreciacdo e eficiéncia

de umaméguina.

A funcdo y(n)=0,975", que expressa a populacdo y(n) de abelhas no résimo dia
(OE£n£20) é uma funcdo exponencia surgida de uma Stuacdo concreta. Cremos que
este momento proporciona a0 auno motivagcdo e significado para 0 estudo de fungdes
exponenciais e logaritmicas. Acreditamos também que se deva abordar a base ‘€” uma
vez que 0 nimero de Euler se presta para descrever Stuagbes onde a variagdo €

continua, no Nosso caso discreto a populacéo y(t) de abelhas no caso continuo.
O numero de Euler

O nimero e é um numero irraciond de vaor goroximado 2,718... também
chamado nimero de Euler devido ao matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) que

escolheu aletra e paradesigna-lo.
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Uma mandra facil de se ddfinir o nimero e é aravés do limite da seqiéncia

n

16 . . L
g'i+—9 quando n se torna muito grande ou sga N® ¥. Temse também
e ng

LN
lim ai+19 =e.
n® - ¥ e ng

n

: - 14 )
Vamos associar a expressio 8'i+—9 a0 nosso problema do crescimento
e nNg

populaciona das abelhas.

Imaginemos uma Stuacdo bagtante smplificada onde tenhamos no inicio da
colméa uma quantidade y, de adhas e que eda quantidade diminui a uma taxa
congante r ao dia 8‘? :4—39 levando-se sempre em consderacdo a quantidade de

e 7]
abelhas da colméa no dia anterior.

Paratraduzir esta Situacdo em linguagem matemética representamas por:

y(t) = aquantidade de abelhas em cada dia

t = tempo (dias)

Y, = quantidede inicid de abelhas

r = taxa de mortaidade das abelhas em porcentagem

AsIm teremos;

Yi= VYot VYo I =Yl+r)
Yo =Y+ Y, =y () = v @+r)A+r) =y (L+r)?
Ya= Yo+ Y, T =Y,(L+r) =y (A+r)2@+r) =y, (L+1)°

continuando O pProcesso teremos.

y(t) = Yo (1+r)’

Esta expressdo nos permite saber qual o nimero de abelhas (populacdo) da

colméiaem cadadia
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Se quisermos determinar 0 nimero de a@belhas em momentos intermedi&rios de

tempo, enfim, num indante t qualquer, imaginando que se a populacéo decresce a taxa r
a cada dia, decresce a metade disso a cada doze horas, decresce % acadasais horas e
asdm sucessvamente.

Assm, teremaos no fina do primeiro dia

Y, =Y,.(1+r) consderando que o crescimento é computado apenas umavez ao dia

2
ro ) ) ; .
Y, =Y, 8+°_2 sconsderamos gue o crescimento € computado duas vezes ao dia.
1 oG 25

4
ro . . , .
y, =y, &1+ -2 seconsderarmos que o crescimento é computado quatro vezes ao dia
1 0 g 4

86400
Y, =Y, gi+ T 9  seconsiderarmos que o crescimento é computado 86400 vezes 2o dia.
e

86400 g

n
ra . . ) ,
Yi =Y .§ﬁ+ —9 s considerarmos gue o crescimento € computado n vezes ao dia.
Ng

Usando o nimero e podemos obter a expressdo de y, quando consideramos que
0 decrescimento é continuo isto €, quandon ® ¥ na expressao:

r N
y1 = YO'gi-l__g

e nNg

Esta expressdo pode ser escrita naforma:

-

Y

e U L

é 1.4 c 1o Y n
ylzyO'Agl-'-FI g o y1:y0.§°¢‘3+ﬁ+ G onde m=—

& —i 0 ee 2 g r

z re g
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..M

quando N® ¥ , M® ¥ eé‘i+i9 ® e=27182  (r<0)

e Mg

assm, obtemos:

Y. = Yoe"

Para obter y, usamos o mesmo processo com a diferenca que a populagdo inicial agora
ey,:
y, =y, € =y, .e =y,e”

iterativamente conclui-se que gpést dias:

y(t) =y, e"

No caso das abel has, abordado por nds, temos:

Y (1) = yo.€%%|  (modelo continuo) (Expressio 7)

B) Periodo de Desenvolvimento da Colméia

O modelo continuo foi usado para introduzirmos a funcdo exponencia de base e.
Para estabelecer um modelo matemético para 0 periodo de desenvolvimento da nova
colméia, levando em consderacdo que a partir do 21-ésmo dia nascem, 2.000 abelhas
voltamos a0 model o discreto:
yt)=y,.A+1)' =0,975" (O£t £ 20)
A quantidade remanescente de operdrias velhas no 21° dia, pode ser obtida da
expressao y(t) fazendo t=21:

A, =0,975%y, teremos parao 21-éimo dia
Y, = y,, = A, +2000 @7876

Condderando agora a taxa de sobrevivéncia igud a 0,975, aravés de uma

relacdo de recorrénciaa partir do vaor Y, obtivemos

Y, = y,, = 0,975Y, + 2000 = 0,975( A, + 2000) + 2000 =
= 0,975A, +0975 . 2000 + 2000 = 0,975A, + 2000(0,975+ 1)
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Y, = y,, = 0,975Y, + 2000 = 0,975(0,975A, + 0,975 . 2000 + 2000) + 2000 =
= (0,975)% A, +(0,975) . 2000+ 0,975 . 2000+ 2000

= (0,975)% A, +2000[(0,975)2 + 0,975 +1)].

E assm sucessvamente, chegamos a

Y, = (0975 “‘1A) +(0,075)™* . 2000+ (0,975)™ 2. 2000 +...+ 0,975 . 2000+ 2000
= (0,975 A, +2000[(0,975) "1 +(0975)" % +...+ 0,975 +1].

A expressio entre colchetes é a soma de uma progressdo geométrica de razéo

igud a0,975, o que nos permite amplificar, escrevendo:

1- (0975)"

Y. =(0,975"™* A, + 2000
=099 A 1- 0,975

=(0975)™* A, +80000(L- 0,975")

Y, =(0,975™* A, +80000 - 80000 . (0,975)"

Y. =(A, - 78000)(0,975)" + 80000 )

Notemos que, agora, este é um momento propicio para 0 desenvolvimento do

conceito de progressio geométrica.

Termo Geral deuma Progressdo Geométrica ou Série Geométrica
a,=a.q""

onde a,=n- éimo termo da PG.
a, = primeiro termo da P.G.
n = ndmero de termos da P.G.
g=razdo da PG.

A “soma’ dos n primeiros termos que estéo em uma série geomeétrica finita € dado por:

Sh= ai(qn' 1)
q.l
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Crescimento Populacional da Colméia a partir do 21° dia.
Gréfico 5
FIGURA 19

Tabela 4

Logo através das expressies 6 e 8 podemos expressar a populagéo y, de abelhas

da colméa no n-ésimo dia da seguinte forma:

B I (0975)".y,
1(A, - 78000).(0,975"*+80000 para n? 21

para O£n£ 20

(Expressao 9)
onde A, = (0,975)™.y,
Graficamente temos.
o A o & o ¢ o
o*?
¢
R
N Modelo do
10000 <’~,~ ' Desenvolvimento
8000 “‘“M é -
W Populacional da
Caméa
20
Gréfico 6

FIGURA 20
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Podemos suspeitar pelo gréfico e tabedla que quando n cresce o nimero de
abelhas se gproxima de um vaor fixo: 80.000. Este vador sera chamado de ponto de
estabilidade ou de eguilibrio, que é um vdor limitante, pois representa a capacidade
méxima de abel has na colméa (popul acdo maxima).

Reforcando o conceito de estabilidade:

Seja a seqliéncia,

y=f(n)={x}nl N

Dizemos que f € convergente para L e denotamos por ”Ql f(n)=L, se X, seaproximade
L quando n cresce.

Em outras palavras:

Dado e >0 arbitrério, existe N, T N tal quese n3 n, entdo |x, - L[<e.
O vaor L é denominado limite da seqliéncia ou valor de estabilidade.
No gréficoy = L é umareta horizontal (assintota).

Se considerarmos agora a funcgo continua y=f(x), X1 A , os pontos da sequiéncia
discreta f(n) estéo sobre a curva continua.

O valor de estabilidade é definido por "Ql f (x) = L, significando que:
Dado e >0, existe x, € A ta quese x>x, P | f(X) - L|<e.

No caso das abelhas
Iiggé (A, - 78000)(0,975)n + 80000 =80000 umavez que H([)Tgé 0,975" =0

A populacdo Y, se edabiliza e o vaor de estabilidade é 80.000, no modelc
considerado.
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4.2.3 Variagcao

Ainda no modelo que vamos gpresentar necessitaremos da nocdo de derivada
como taxa de variagdo instantanea e equacdo diferencia, que sdo conceitos abordados
somente em cursos de céculo que normamente acontece em Cursos SUpPeriores.

Dinamica populacional da colméa— Modelo Continuo

Para haver o entendimento do crescimento continuo de uma populacdo é

necessario conceituar derivada associada a uma taxa de variagdo instantanea.

Sey = f(t) entéo % mede a taxa de variacdo média de y por unidade de

vaiacdo det, nointervalo [t,t + Dt],onde Dy = f (t + Dt) - f(t).

. D : . A :
O |[!tm Ey =f'(t)=y" é a taxa de variagdo indanténea de y no indante t.

Costuma-se também representar a derivaday’ por (nota;ao de Leibniz)

Dy=V... - Y, vaiacdo smples— modelo discreto — intervalo de tempo discreto

yn+1 yn Dy 103 i
=—, vai média, Dt qualquer
O D aG0 a, Dt quaq
ﬂ_“m yn+l——||m E—y (derivada no indante t), variacdo instanténea =
dt  ‘neo Dt oteo Dt

coeficiente angular da retatangente - Modelo Continuo.

Trabahemaos os conceitos contidos no quadro acima através de alguns exemplos.

Exemplo 1:
Congderamos a fungdo y(n) =y, que fornece a populagdo da colméa para

0 £ n £ 20 nas condigBes da hipbtese H; (pagina 115 deste trabalho):
y,=10.000 - 250 . n
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A variagdo dey entreosdiasnen+ Dt &
Dy=V,.y - ¥, = (10000- 250(n+ Dt))- (10.000- 250n) = - 250Dt

A taxa de variagdo média nesse interval o de tempo €

Dy _ - 250Dt _
Dt Dt
Note-se que edta taxa é condante e independente do ingtante inicid n e do

“lgpso” detempo Dt .

Isto é reflexo do fato de supormos no caso H, que a mortalidade era fixa,

exatamente 250 abelhas por dia, em qualquer dia. Assm, a variagdo diaria de abelhas -
250, é o coeficiente angular daretay = 10000 — 250n

Exemplo 2:

Retomando a fungdo y, que fornece a populagio da colméa O£ n£ 20 nas

condigdes da hipotese H , (pagina 116 deste traba ho):

da

y,=0,975".10000 temos:

A vaiacdo dey entreosdiasne n+Dt &

Dy = yn+Dt - yn
Dy = 0,975™™.10000- 0,975".10000
Dy =10.000 . 0,975" (0,975 - 1)

A taxa de variacdo média nesse intervalo de tempo &

Dy _10000.0,975"(0.975" - 1)
Dt Dt

Nesse caso ataxa depende de n e de Dt

Para Dt =1, % = ;,_g'y“ que retrata o fato de que nesse caso a taxa de reducéo

populacdo  era  proporciond a populacdo  presente, isto &

Dy =y(n+1)- y(n):;l—;y(n).
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Exemplo 3:
y:et p y:et
defato:
Dy _e™-¢e _ ,e*-1
Dt Dt Dt
d o .er-1
Y~ jim e, =e”.lim
dt oo eo Dt
o
jim & 1=1
oeo [

Vamostornar este fato compreensivel atraves da tabela abaixo:

Dt e”-1
Dt
0,1 1,051709181
0,01 1,005016708
0,001 1,000550016
-0,1 0,951625819
-0,01 0,995016624
-0,001 0,99950016

Portanto, dy =g
dt

Exemplo 4:

y=Intp %y:} (t >0) de fato:

t

Dy _ Int(t+Dt)- Int —iInHDt _
Dt

D D
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}Ingﬁig onde n:i
t e ng Dt

Quando Dt ® 0O temos é®¥ (t>0)

n

. 1 s
Lembrando que lim g‘i+—9 = e podemos escrever:
D®0 e ng

Insstimos em detdhar 0 exemplo acima para sdientar que para obter a derivada
de Int temos oportunidade de aplicar vérias propriedades de logaritmos que sGo
trabalhadas no ensno médio. Claro que se pode aplicar tais propriedades em exercicios
convencionais. A diferenca €, que aqui, o aduno tera como objetivo obter a populacéo de

abelhas num diat qualquer.

Se condderamos 0 tempo t como uma varidve continua podemos usar a
linguagem de derivadas e expressar a hipdtese de que a taxa de mortalidade das abelhas

€ proporcional a quantidade que se tem de abelhas em cada ingante como veremos a

Seguir.
A) Periodo Inicial da Colméia

Se y € a populacéo de abelhas no ingante t, % expressa a taxa de variagdo da

populacdo no ingante t. Nos primeros 21 dias, quando s6 hd mortadidade e néo
nascimentos, td taxa é negativa.

Em linguagem matemética escrevemos.

pdy _
bat <y O£t£20 k= constante de proporcionalidade

{ y(0) =10000
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Esta expressdo é uma equacdo diferencidl.
Separando as variavels da equacéo diferencia temos.

ﬂ:k.dt, logo:
y

C%%zzékdt

Iny=kt +c
y:ekt+c
y=e“e

Considerando €° = y, obtemos:

y (@)= y,e"

logo: %:k.y U y=y,e"

Voltando a0 nosso problema como quando t = 0, y,=10000 temos:

y(t) =10000e"

Para determinar k necesstamos de outra hipGtese inicid do problema morrem

em média 250 abelhas por dia
Portanto parat = 1 diatemosy = 9750

Dey = 10000.e" obtemos:
9750 = 10000.e**

o = 9750
10000
k=2 \ k@ 0025
10000

Temos agora a expressdo que fornece o nimero de abelhas na colméia em um

ingantet qualquer; O£t £ 20.
y(t) =10000e % 0£t£20 (t medido em dias)
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E natura que o aluno questione a diferenca entre as formulas:

y, =0975"y°, y,=10.000 e vy, =10.000.e >%".

Uma tabela poderia convence-los de que elas ddo o mesmo resultado parat = O,

1, ... 20. Mas pode-se mostrar, também, agebricamente que eas coincidem pois usando

uma propriedade de logaritmo temos. 0,975" =097 = gnInds7 = -002n = ga modo

que, no caso discreto a expressdo da populacdo no n-ésimo diatorna-se:

y, =10000.e %%

B) Periodo de Crescimento da Colméa

Para 0 periodo de crescimento da colméia (t 3 21) vamos fazer uma andogia
com o0 modelo dale de resfriamento de Newton:

dy
7 = k |_ -
m (L-y)

No caso da le de resfriamento y(t) representa a temperatura de um corpo num
indante t e L é a temperatura do meio ambiente que cerca 0 corpo, ou sga, € a
temperatura limite a ser aingida pelo corpo.

Para a colméia usaremos a seguinte notacao:

dy .
— =k -
% (y -y
Neste caso y(t) representa a quantidade de abelhas na colméa em um ingante t e

y* € a quantidade méxima de abel has que a colméa suporta.

Para resolver a equacdo acima seria preciso ensnar para 0 auno do ensino
médio regras de derivacdo inclusive, regra de derivacdo em cadeia para que se pudesse

dln(a-t):_ 1
dt a-t

concluir que . N&0 é nosso objetivo neste trabaho ir tdo longe com

as regras do CDI, mas sm, como ja dissemos anteriormente, trabahar suasidéas.
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Haviamos obtido anteriormente para a colméia a expressao:
y, = (A, - 78000)(0,975)"* +80000, onde Y, éa populacéo de abelhas no n-ésimo dia (n 9 21)
Quando N® ¥, 0,975™* ® 0 e portanto a populacio limite de abelha é 80000 (y* = 80.000).

L ogo escrevemos:

dy
— = k(80000 -
m ( y)

1
Dy/n(80.000- y) = - ——
yen( Y) =" 80000y
dy ~ i .
A =-/n(80000- y)+c uacao diferencial
o005 - ™ y)+c  (equag )

Resolvendo a equacéo diferencia com a condicdo y(21) @500
ousga: y(21) = 1000.e%%% + 2000 P y(21) @500

abel has remanescentes recém nascidas

Temos.
y(t) = (A, - 78000).e *°*""*» + 80000 para t3 21

Para concluir nosso estudo sdientamos que uma aividade viavel nedtas éries
seria abordar a@nda a0 fazer 0 estudo de vaores maximos e minimos de fungdes, o

conceito de reta tangente e derivada a partir da definicéo geométrica.

4.2.4- Obtencéo do valor de g que torna a area minima.

Como vimos anteriormente, suspeitamos que o vaor de g que torna a area, A(q)
do aveéolo, minima € aproximadamente 54,7°, mas ainda ndo podemos ter certeza de
gue este valor para o angulo sga correto, ou sga ndo conseguimos ainda, com 0s
recursos Uutilizados aé o momento, determinar 0 ponto “exat0” onde a curva para de
decrescer e comeca a cresce.

Como fornecer uma resposta andlitica a nossa questéo?

Para resolvermos o problema vamos utilizar ferramentas do Caculo Diferencid
Integrd jaintroduzidas na secéo interior.

No momento o que queremos € associar derivada com reta tangente.

Trabalhando o conceito de reta tangente

Neste momento introduzimos o conceito de reta tangente que € uma outra forma

de determinarmos a derivada em um ponto.




Capitulo 1V

132

Através do ponto do gr&fico da funcdo A(q), escolhido por nés e com o auxilio
de uma régua achamos a direcdo da régua td que muito proximo deste ponto seria
impossivel  digingui-la da curva Com a régua nesta posicdo tracamos uma reta
passando pelo ponto escolhido. A esta reta denominamos reta tangente.

Graficamente podemos representar a Stuacdo da seguinte maneira:

\ Reta FIGURA 21

tangente

O angulo formado entre uma reta e o eixo de Ox determina a sua inclinacdo e o

coeficiente angular.

Inclinac@o: a (medida a partir da parte positiva do eixo x, até a reta).

Y
N

L m——————

i — = =

Em um determinado ponto a tangente a curva fica horizonta. Comentamaos que
guando a reta tangente em um determinado ponto é paralda ao eixo 0x, a curva pode
atingir nesse ponto um vaor de maximo ou de minimo e nesse caso, tais pontos podem

ser chamados pontos de minimo ou de maximo locai's da fungéo.
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Ponto de Minimo / \

Como o gréfico da funcdo que representa a variacdo da area do avéolo em

funcdo do angulo q (figura 16) se assemelha a0 de uma pardbola percebemos que no

ponto onde a area atinge 0 seu menor vaor pode-se tracar uma reta tangente a este

ponto que € paraela ao eixo Ox. Este ponto foi chamado anteriormente por nos de ponto

de minimo.

Quando a tangente € horizonta 0 seu coeficiente angular € iguad a zero pois

neste ponto a componente y, - y; =0

Reta horizontd tém coeficiente angular zero, ou sgia, tgx = 0.
Reta vertica néo tém coeficiente angular definido, ou sga, tgx = = infinito.

Comentamos com os dunos que, a partir do procedimento ilustrado na figura 22,

podemos escrever a expressao gerd do coeficiente angular da reta secante.

Fixando um ponto P, de abscissa X, na curva y=f(x) acreditamos que um auno

do segundo grau possa entender que a reta tangente em P tem, como coeficiente angular

£ (%),

m=Iim
h® 0

f(x+h)- f(x):"m @:ﬂ:f'(
h DX®0 Dx dx

X)

FIGURA 22

(expressdo 10)
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Tomado um conjunto de nimeros reais que representam as abscissas dos pontos
de uma curva, existe uma lei de correspondéncia que associa a cada abscissa um Unico
numero real, denominado derivada, que representa o declive da curva em cada ponto.

A B

conjunto de abscissas conjunto de declives
fA® Bb y =f(x)

A essa lei de correspondéncia da-se o nome de Funcéo Derivada.

Mat .Aplic. - Félix da Cunha - pg. 193

Poderiamos ainda no ensno médio cadcular a derivada de funcBes polinomiais a
partir da definicdo de derivadas.

A titulo de curiosdade vamos tentar descobrir como se  obteve

o vdor '2—b255,6 (pég. 110 deste trabaho) no caso da fungdo quadrdtica
a

y =0,0003x? - 0,0334x + 2,3485 utilizada por nGs no guste de curvas, agora através da
definicéo de derivada.

Sabemos que 2—b € um vaor de minimo da fun¢do ou sga ee esta relacionado
a

a0 ponto onde o vaor de x dafun¢do € o menor possive.

Para solucionar este problema imagine que ndo soubéssemos que o gréfico dessa

funcéo é uma parabola e muito menos que x = a € 0 ponto gque estamos procurando.
a

Consderamos entdo a curva abaixo:

F(x + h)

F)
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Vamos admitir um ponto “P’ quaquer de abcissa “X” no gréfico da fungéo e

determinar o coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto”P’.
Paraisso sga“Q” um outro ponto da curvadistinto de“P’ de abscissa“x + h”.
O coeficiente angular dareta PQ &

_f(x+h)- f(x)

Mpg = -

f (x) = 0,0003x? - 0,0334x + 2,3485
f (x+h) = 0,0003(x+h)? - 0,0334(x+h) +2,3485
f (x+h) - f () =h(0,0003h +0,0006x - 0,0334)

_h(0,0003h+0,0006x - 0,0334)
PQ
h

M, =0,0003h+0,0006x - 0,0334

Se h se torna muito pequeno e se gproxima de zero dizemos que h ® 0 (h tende

a zero) e oonsequentemente Mpg  se gproxima  de 0,0006x-0,0334 ou sga
Mpo ® 0,0006x-0,0334, assm dizemos que:

M =lm Mg,

h®0

C
M= 0,00034h’ +0,0006x - 0,0334

M =0.0006x - 0.0334 (11) Equacao da reta tangente a curva
' ' ou Equacdo da funcédo declividade.

A expressdo acima nos fornece a inclinagdo da reta tangente em qualquer ponto
dacurvadafigura 17 (pagina 108 deste trabaho).
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Observamos, anteriormente que o menor vaor da fungdo ocorre no ponto onde o
gréfico possui a reta tangente horizonta. Ja sabemos que quando a reta tangente €
horizontal sua inclinacdo é zero, ou sgja M=0. Substituindo este vador na equacdo (11)

pudemos obter o valor aproximado de g onde a&rea do avéolo é minima

0,0006x —0,0334=0

= 0,0334
0,0006
X @b65,6°

Mas cacular a derivada de uma funcdo através da definicdo pode ser trabahoso
quando afuncéo a ser derivada ndo é relativamente Smples como anossa.

Da surgiu a necessdade de se criarem regras e técnicas de derivacdo que
permitam obter a derivada de uma funcdo qualquer sem recorrer a definicdo. Estas

podem ser encontradas nos livros de caculo.

Neste ponto se edtivessemos trabahando no periodo norma de aula e a
trigonometria fosse um dos conteldos programados, a0 buscar a derivada da funcéo
A(Q) o duno perceberia a necessdade de possuir maiores conhecimentos de

trigonometria

Apenas a trigonometria do tridngulo retahgulo ndo € suficiente para e derivar a

e 0
funcdo A(g) = 6sh + §.52.§£- cot gq=. O auno necesstaria das definigbes
2 senq P

também das seis Lingdes trigonométricas de um mesmo nimero e férmulas de adicéo de

arcos que poderiam ser endnadas nesse momento.

O préximo paso seria modtrar informamente, aravés de uma tabela, que

1- cosh _
h

lim snh _ 1.A seguir, mogtrariamos que Ihi(gn0 0.

h® 0 h

Com esses fatos torna- se possivel mostrar através da definicéo de derivada que:
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D,senx=cosx e D,cosx=- senx

Poderiamos mencionar aé mesmo sem demonstracdo adgumas regras de

derivacao:

D,LT(X) +g(x)] = Dx f(x) + Dx g(x);

D,C.f (x) = C.D, f (x);

f() _ £'(x).9(x - 9'(¥.f(X)
*g(x) 9°(x)

Um préximo passo seria

COSX SenX.(- senx)- CosSX.CoSX 1 )
= 5 =-——-—=-COSSEC" X €
sen x sen® x sen® x

D, cotgx= D,

1 _senx0- l.cosx _  cosx

D, cossecx = D, > - >
sen X sen “ X sen - x

= - COt gx . COSsec X

Observemos que para se chegar a esses resultados bastante trigonometria fol
assmilada e praticada, dentro de uma motivacdo: obter o angulo g que torna A(Q)

minimo.

No quadro abaixo usamos estas regras para calcular a derivada da nossa funcéo e

determinar precisamente o valor de g, onde a derivada da fungéo A(q) € nula



Capitulo 1V

138

NS

fr@=0

Temos:

2.3

3 0
A(q) = 6Sh + —S? - cotggz=
2 (ésenq &

= 6Sh + gsz ( cot gq +«/§cossecq)

A‘(Q) = gsz. (- cot gq +«/§cossecq)'
= gsz : [ 1(cot gq)'+J§(cossecq)'J:
= gsz : l 1(- cossec?q) ++/3(- cossecq.cot qu:

= SSZ . cossecq (cossecq - «/§ cotgq).

3
L 2 e
Como cossecq nunca € igual a zero nem E S, A’ (g) = 0 se e somente se:

cossecq - J3cot gqg =0

ou seja:

1 NE cosq
seng ‘senq
isto é:

«/§cosq =1 ou cosq :i

Ve

1
Logo: g = arc cos — e portanto q @54,73°.

NE

Determinar o valor minimo de A(qQ) significa determinar q, q° < q < 90° tal que A ’(q) = 0.
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Se prestarmos atengdo a0 desenvolvimento do trabalho observamos que os
contelidos abordados até 0 momento, ndo seguiram a sugestéo de apresentacdo dos
contetidos contidos nos livros didéticos e nos programas curriculares. As idéas de
coeficiente angular e equacdo da reta sBo contelidos normamente abordados no 3° ano
do ensno médio, totamente desvinculado de quaquer outro conteldo visto nos anos
anteriores.

E importante observar ainda, que estes contelidos aparecem vinculados & sua
importancia na interpretaciio e resolugdo do nosso problema E claro que ndo vamos
esgotar 0s assuntos ao primeiro contato com eles. Estes serdo abordados novamente de

forma mais abrangente, quando se fizerem necessarios em um novo contexto.

Poderiamos ainda, no contexto da sda de aula, quando faamos sobre reta
secante ou tangente estar estudando as equacOes da reta, condicdo de paraldismo e
perpendicularidade, etc. Entretanto para nds o importante é que os contelidos adquiram
sgnificado para os aunos.
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CAPITULOV

Outras atividades que poderiam ter sido desenvolvidas ao longo do estudo dos alvéolos

5.1 - Mosaicos

“O corte transversal de um favo gpresenta a configuracd de um mosaico

formado pela repeticdo de hexagonos regulares’.

Um poligono regular € uma figura geométrica plana cujo contorno é formado por
segmentos de retas. Um poligono é regular se obedecer a duas condicoes.
Equilétero: todos os lados sdo congruentes, isto €, tém medidasiguais.

Equidngulo: todos os angulos s3o congruentes, ou sgja, tém medidas iguais.

Mosaicos sio desenhos formados por uma ou mais formas geométricas que se

encaixam perfeitamente e cobrem uma superficie.

Um poligono regular pode se propagar formando um mosaico, se 0 seu angulo

interno q for um divisor de 360°.
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Observe este mosaico formado por losangos, iguais aos que fecham a parte

superior dos dvéolos.

A estrelatem, ao redor do ponto A, seis éngulos de 60° . O hexagono tem, em torno do ponto B,
trés angulos de 120°.

6x60°= 360° 3x120°=360°

Como vocé pode notar, nas duas figuras a soma dos angul os ao redor de um mesmo ponto € 360°.
Quando reunimos figuras ao redor de um ponto e conseguimos que a soma dos angulos seja 360°, as
figuras se encaixam sem deixar vaos, nem se sobreporem. Esta € a propriedade que nos permite construir

M osai cos.

Extraido em parte do livro, Geometria dos Mosaicos - pag. 15

Entretanto se quisermos que um plano sga coberto por um Unico tipo de
poligono regular como no caso do favo podemos utilizar somente trés poligonos,
regulares: tridngulo equilétero, quadrado e hexagono.
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Bassanezi (1990), demonstraisso da seguinte forma

“Todo poligono regular pode ser inscrito em um circulo de modo que seus lados
sgam cordas deste circulo — Assm, dado um poligono regular de n lados podemos
sempre dividi-lo em n tridngulos isdscdes. Cada trigngulo é formado considerando o
lado do poligono como base e tendo vértice no centro do circulo que circunscreve o
poligono.

. ¢ 1 |
- . | . i o
NA
v
|

- . A

Em cada tridngulo, o angulo v do vértice, € gud av = 360 e 0s angulos iguais
n

vdema =q/2, onde q éo angulo interno do poligono.

A rdagdo entreosangulos q e v noslevaa

a:g:180-v’
2 2
a :m1 com ﬂ:r{ N (12)
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Sabemos que um poligono regular pode se propagar, formando um mosaico, se
géﬂgfor um nUmero inteiro posgtivo. Este nimero nos da a quantidade de poligonos
eq g

gue tém vértice comum.

Como g = 2a , usando a equacdo 12, obtemos

360 360n _ 2n

q _180(n-2)_n-2(n| N.#3). (13)

Assm, um poligono regular de n lados pode formar um mosaico no plano se, e

2n , o . -
somente s, > for um ndmero inteiro pogtivo, divisor de 360, com n 3 3. Os
n_

divisores de 360, s80 1, 2, 3,4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72,
90, 120, 180, 360. Sabemos que q deve ser menor que 180° pois g € o angulo interno
do poligono. Por outro lado, o poligono regular de menor nimero de lados € o tridngulo

equilétero, n= 3. Neste caso, usando 2 temos.

_360(3- 2)
d 6

Como q cresce quando n cresce, devemos ter entdo:

60 £q9 <180

Desta forma, os valores possiveis que ¢ pode assumir sdo 60, 72, 90 e 120. Para
q =72°, temos

@:5:&@ 2n:5n-10'
72 n-2
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n=24 N
3
Iso sgnifica que nd podemos ter um mosaico do plano formado somente de

pentagonos regulares.

Para q =60°P n=3 (tridngulo equilatero)
Paraq =90°P n =4 (quadrados);
Parag =120°P n=6 (hexagono);

Logo, s6 podemos ter 3 poligonos regulares para pavimentar o plano: triangulo

equiléero, quadrado e hexégono.

5.2 —Por que o hexagono?

Congderando os seguintes poligonos regulares. trigngulo equildero, quadrado e
hexégono o que aconteceria com o perimetro de cada um deles se fixarmos uma area A.

Utilizando os conceitos de &ea e perimetro das figuras geométricas planas
podemos verificar que ao fixarmos uma aea A para os trés poligonos o que apresenta
menor perimetro entre eles € 0 hexagono. Para o quadrado teremos P=4./A; para o
tridngulo P@,56/A e para o hexégono P@,72/A.

Quadrado:
y
y y Area A =y? (14)
Perimetro: P=4y (15)
y

Como queremos estabelecer uma relacéo entre a area e o perimetro do quadrado
daexpresséo (14) obtemse y = JA, que substituida em (15) resulta:
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P=4/A

Este € 0 valor do perimetro do quadrado em funcéo da&rea A (fixa).

Faremos 0 mesmo para 0s outros poligonos lembrando que aarea A éfixa.

Triangulo Equilatero

I
<] ]
I
2
_base . altura

Area,: 5

1/3
2

Aplicando o teorema de Pitégoras no trigngulo obtemos adtura h =——

1143 12,43
Logo.Ab—E.I.T\ A= 2

(16)

Perimetro: 3.1

Da expressdo (16) obtemos: | = 2-1/%J§

Subgtituindo | naformula do perimetro obtemos:

AB _ . AB B
P=3.2./5% = 6.2 = 2[3/3JJA @ 456VA

\ | P,@56VA
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Hexagono:

Area=6.A equildero

Ne

3x2.4/3

. Y&
Area=6.C
&

4

6
g

2

Perimetro = 6x

Da expressao (4) obtemos x:

J2AV3

3

X =

Perimetro=6. §42§«/§9_2. J23AA

2

Phexégono @’72\/K

O mesmo pode s feito fixando-se em vez da area o perimetro p. Para os
mesmos poligonos observaremos que 0 hexégono é aquele que possui maior &rea. Para

(17)

o quadrado A =P2/16 , parao tridngulo A= P?./3/36 e parao hexégono A=

pe 3
o2

“Edte resultado pode ser generdizado para quaquer poligono regular de n lados,

isto &, dado um perimetro P fixado entdo A cresce quando n cresce’. (Bassanezi).

5.3 —Volume do Alvéolo

Ao terminarmos a execucdo dos aveéolos uma questéo que foi colocada por um

dos dunos foi quanto ao volume do mesmo.

Como fazemos para cdcular o volume do avéolo?
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Ap6s andlisarmos cuidadosamente nosso modelo (alvéolo) percebemos que os 3
tetraedros retirados dos extremos do hexdgono formam o &pice triedrico. Em outras
palavras aquilo que é tirado das laterais do hexaedro € colocado na parte superior
mesmo fechando-o em uma de suas extremidades. Conseglientemente o volume do
advéolo tem 0 mesmo vaor do volume do hexaedro (prisma regular hexagond) que deu
origem ade.

Usando as formulas fornecidas pela geometria clédssca obtivemos este volume
da seguinte forma:

V = &eabase. dtura

A base é um hexégono de arestas 2,31 mm e dtura 4,75 mm.

Ahexégono = 6''A\rié\nguloequiléltero
Os trigngul os equil&eros possuem base igud a 2,31 mm e gpdtema 2 mm

ASSM: A sgono = 6% =1386mnr’

e V=1386.4,75=6583 mm’

Vamos comprovar na prética (experimentamente) que o prisma hexagona que

deu origem ao dvéolo e o dvéolo possuem volumes iguas?

Usando um pape resstente nds vedamos o hexaedro e o advéolo de “bases
equivaentes’. Em seguida enchemos o avéolo com gréos de arroz cru e despgamos o

contetido no prisma hexagonal.

Obsarvamos que a quantidede de aroz cru contida no avéolo encheu o

hexaedro, provando assm, que os volumes sfo iguais.
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Registramos atraves de fotos este momento de traba ho dos aunos:

Foto 17

Foto 18
Poderiamos também ter usado o méodo da balanca. Confeccionados os dois

prismas com bases equivdentes e com 0 mesmo materid e pesando-o0s separadamente,
“dentro do limite do erro experimental” comprova-se que se ambos tem a mesma massa

terdo também o mesmo volume. (Mat. Aplicada— Vol. 3 — pag. 157).

Estas conclusdes de que todos os prismas de bases equivaentes e dturas iguas

tem 0 mesmo volume foram obtidas com base no “Principio de Cavdieri”.

Cavdiei foi discipulo de Gdlileu, que viveu naltdiano inicio do século XVII.
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Ele basda-se na idéa de que “uma aea pode ser pensada como sendo formada

por segmentos ou indivisiveis e que um volume pode ser considerado como composto
de &eas que s volumes indivisivels ou quase admicos. (Carl. B. Boyer — pagina 241)

Para compreender melhor asidéas de Cavdieri observemos o texto abaixo:

~

Que s “indivisveis'? Diga-se que Cavdieri escreveu dois livros dentados
sobre 0 assunto, sem contudo nos dar a respodta. Isto, a bem dizer, ndo € fora do
comum; notavel, porém, é que com o auxilio deste conceito obscuro, em parte dguma
definido, ele consegue resolver uma s&ie dos mais beos problemas. A idéa
fundamentad € sempre a mesma Decomposicdo duma superficie ou dum sdlido num
conjunto de dementos “infinitamente pequenos’. Assm, uma linha é formada por
pontos sem comprimento, uma superficie por ndmero infinito de linhas sem largura, um
solido finAmente por uma soma de superficies as quais ndo corresponde atura. Estes
seres elementares, como que aomos geométricos, devem ser, por certo, aguilo que se
conddera os ndo divisivels os “indivisivels’. Eis a compaacéo feita pedo proprio
Cavdieri: “Fcou portanto evidente que podemos conceber as figuras planas como
tecido, compostos de fios parados, e os solidos como livros, que s2o pilhas de folhas
pardeas’.

Cavdieri faz uso, anda, duma segunda imagem, que é muito explicita e que
tangencia futuros raciocinios. tracamos 0 esbogo duma figura e perguntamos pea sua
area.

Para torna-la bem visivel, podemos prender a folha uma
prancheta e dedizar a régua sobre a figura, sempre
parddamente. Atingimos uma poscéo inicd A, quando a
régua toca a figura pela primeira vez, e comegamos entéo

£ Sp= L
z 555 P, ,
{7{ - A.m.zz_.ﬁJ asombrea-la

Trago por trago a figura surge entdo do nada, a medida que a régua prossegue — e
findmente aparece a segunda posicio limite B, onde pela Ultima vez a régua toca o
contorno, e onde terminamos 0 sombreado. No conjunto destas linhas poderiamos
conceber agproximadamente os “indivisiveis’ de Cavdieri - gproximadamente, pois o
matemédtico itdiano frisa expressamente que e€e jamas dirmara que o Sdlido ou a
superficie sgam um conjunto de planos ou linhas. O que ee afirma, é apenas o fato de
gue as figuras se comportam como seus dementos condtituintes, e assm, redmente, ee
raciocina

Estas observaghes mostram nitidamente quéo &dua ainda era a luta de Cavdieri
com este problema do infinitamente pequeno, e quéo claras se tornaram para ele as
dificuldades de conceituacdo que aqui se esbocam. Arquimedes tratava de evitar estas
mesmeas dificuldades, ao afirmar que o seu méodo — cuja afinidade com os raciocinios
de Kepler e Cavdieri € evidente — ndo fornecia uma demondracdo legitima, mas que
esta deveria ser apresentada de acordo com o severo méodo geométrico. Elas so foram
superadas com absoluto rigor dois séculos mais tarde, quando Cauchy logrou formular
com clareza o conceito de limite, proscrevendo assim, em definitivo, o espectro do
infinitamente pequeno.

Pelo menos, o caminho estava delineado! Para determinar a érea de superficie ou
COrpos quaisguer, de contornos curvos, era mister decompd-los em camadas e, faando
de maneira pouco precisa, Somar uma a uma estas camadas “ infinitamente pequenas’

(Imenes - Mat. Aplicada— volume 3 — pégina 139)
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5.4 - Curiosidade envolvendo o conceito de limite (Bassanezi 1990)

Dado quaquer poligono regular, o vaor numéico do seu perimetro coincide

com 0 da sua &rea se, e somente se, seu apétemavae 2”.

Defato, sgal o vaor do lado do poligono regular de n lados. Podemos dividir o
poligono em n tridngulo isdsceles de baseigud al .

O apdétma a do poligono sera a dtura destes tridngul os. }

A &eade cadatriangulo vdelza. a

. . . . nla .
Assim aé&rea do poligono seraA:7 e seu perimetro p =nl. i

Ent&o, respeitadas as unidades de medida, temos:
~ la ~
p=AU nE:nI U a=2(n33el>0)

Chamaremos de 2-poligonos os poligonos regulares cujo apdtema vde 2
(unidade de medida dos lados).

Dado um 2-poligonos de n lados podemos determinar facilmente o vaor de seu

lado e portanto de sua area:

Em cada um dos n trigngulos isosceles em que foi dividido o 2-poligono da

figuraacimatemos.
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a=2
o -
v:360 0 a:180 Y,
n
tga—i—ﬂ
/2 1
logo:
| = 4 4 _ 4 _4tg€é80('_j
Ttga 5 . 180 "Y&n g
tga th%O-lS—OQ cotg— eng
e [} n

Assm, o lado de um 2-poligono de n lados é dado, em radianos, por:
| = 4tgB
n
Como a area de um 2-poligono €igua ao seu perimetro, temos

An=nl = 4nth (n3 3
n
A sequéncia (An), n 3 3, das éreas de 2-poligonos de n lados é decrescente com n

e limitada pela area do circulo de lado 2. (Vide tabda 5). Uma judtificativa para esta
fato é aseguinte:

Quando n é muito grande entdo o vaor de P g proximo de zero, logo:
n
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Tridngulo Equil&ero 3 20,7846
Quadrado 4 16,0000
Pentégono 5 14,5308
Hexégono 6 13,9967
Decé&gono 10 12,9967
100-&gono 100 12,5705

1000-&ono 1000 12,56641
10000-&gono 10000 12,5663371

Tabda5- Areados 2-poligonos de lado n
Asim,
_ a0 P _ 3
A = 4ntggﬁf@4n I 4p @12,566371 (guando n=3 10000).
eng

As agproximagdes vidas anteriormente podem ser deduzidas anditicamente. O

fato da sequiéncia An ser mondtona e limitada implica que é convergente,

Por outro lado, temos que

0<senB<B

n n

para todo n?3 3, e portanto,

O<th<B.—
n n cosp/n

Pojm —1
¥ cosp /n

Logo, peo “Teorema do Confronto” temos que lim tg

Portanto,

. L pi _ - . :
lim An=lim, 4n. P 4p =aeadoscirculosderao 2.
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CAPITULOV

Outras atividades que poderiam ter sido desenvolvidas ao longo do estudo dos alvéolos

5.1 - Mosaicos

“O corte transversal de um favo gpresenta a configuracd de um mosaico

formado pela repeticdo de hexagonos regulares’.

Um poligono regular € uma figura geométrica plana cujo contorno é formado por
segmentos de retas. Um poligono é regular se obedecer a duas condicoes.
Equilétero: todos os lados sdo congruentes, isto €, tém medidasiguais.

Equidngulo: todos os angulos s3o congruentes, ou sgja, tém medidas iguais.

Mosaicos sio desenhos formados por uma ou mais formas geométricas que se

encaixam perfeitamente e cobrem uma superficie.

Um poligono regular pode se propagar formando um mosaico, se 0 seu angulo

interno q for um divisor de 360°.
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Observe este mosaico formado por losangos, iguais aos que fecham a parte

superior dos dvéolos.

A estrelatem, ao redor do ponto A, seis éngulos de 60° . O hexagono tem, em torno do ponto B,
trés angulos de 120°.

6x60°= 360° 3x120°=360°

Como vocé pode notar, nas duas figuras a soma dos angul os ao redor de um mesmo ponto € 360°.
Quando reunimos figuras ao redor de um ponto e conseguimos que a soma dos angulos seja 360°, as
figuras se encaixam sem deixar vaos, nem se sobreporem. Esta € a propriedade que nos permite construir

M osai cos.

Extraido em parte do livro, Geometria dos Mosaicos - pag. 15

Entretanto se quisermos que um plano sga coberto por um Unico tipo de
poligono regular como no caso do favo podemos utilizar somente trés poligonos,
regulares: tridngulo equilétero, quadrado e hexagono.
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AVAN

VAVAVAN
i %
A INAVAN S

Bassanezi (1990), demonstraisso da seguinte forma

“Todo poligono regular pode ser inscrito em um circulo de modo que seus lados
sgam cordas deste circulo — Assm, dado um poligono regular de n lados podemos
sempre dividi-lo em n tridngulos isdscdes. Cada trigngulo é formado considerando o
lado do poligono como base e tendo vértice no centro do circulo que circunscreve o
poligono.

. ¢ 1 |
- . | . i o
NA
v
|

- . A

Em cada tridngulo, o angulo v do vértice, € gud av = 360 e 0s angulos iguais
n

vdema =q/2, onde q éo angulo interno do poligono.

A rdagdo entreosangulos q e v noslevaa

a:g:180-v’
2 2
a :m1 com ﬂ:r{ N (12)
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Sabemos que um poligono regular pode se propagar, formando um mosaico, se
géﬂgfor um nUmero inteiro posgtivo. Este nimero nos da a quantidade de poligonos
eq g

gue tém vértice comum.

Como g = 2a , usando a equacdo 12, obtemos

360 360n _ 2n

q _180(n-2)_n-2(n| N.#3). (13)

Assm, um poligono regular de n lados pode formar um mosaico no plano se, e

2n , o . -
somente s, > for um ndmero inteiro pogtivo, divisor de 360, com n 3 3. Os
n_

divisores de 360, s80 1, 2, 3,4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72,
90, 120, 180, 360. Sabemos que q deve ser menor que 180° pois g € o angulo interno
do poligono. Por outro lado, o poligono regular de menor nimero de lados € o tridngulo

equilétero, n= 3. Neste caso, usando 2 temos.

_360(3- 2)
d 6

Como q cresce quando n cresce, devemos ter entdo:

60 £q9 <180

Desta forma, os valores possiveis que ¢ pode assumir sdo 60, 72, 90 e 120. Para
q =72°, temos

@:5:&@ 2n:5n-10'
72 n-2
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n=24 N
3
Iso sgnifica que nd podemos ter um mosaico do plano formado somente de

pentagonos regulares.

Para q =60°P n=3 (tridngulo equilatero)
Paraq =90°P n =4 (quadrados);
Parag =120°P n=6 (hexagono);

Logo, s6 podemos ter 3 poligonos regulares para pavimentar o plano: triangulo

equiléero, quadrado e hexégono.

5.2 —Por que o hexagono?

Congderando os seguintes poligonos regulares. trigngulo equildero, quadrado e
hexégono o que aconteceria com o perimetro de cada um deles se fixarmos uma area A.

Utilizando os conceitos de &ea e perimetro das figuras geométricas planas
podemos verificar que ao fixarmos uma aea A para os trés poligonos o que apresenta
menor perimetro entre eles € 0 hexagono. Para o quadrado teremos P=4./A; para o
tridngulo P@,56/A e para o hexégono P@,72/A.

Quadrado:
y
y y Area A =y? (14)
Perimetro: P=4y (15)
y

Como queremos estabelecer uma relacéo entre a area e o perimetro do quadrado
daexpresséo (14) obtemse y = JA, que substituida em (15) resulta:
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P=4/A

Este € 0 valor do perimetro do quadrado em funcéo da&rea A (fixa).

Faremos 0 mesmo para 0s outros poligonos lembrando que aarea A éfixa.

Triangulo Equilatero

I
<] ]
I
2
_base . altura

Area,: 5

1/3
2

Aplicando o teorema de Pitégoras no trigngulo obtemos adtura h =——

1143 12,43
Logo.Ab—E.I.T\ A= 2

(16)

Perimetro: 3.1

Da expressdo (16) obtemos: | = 2-1/%J§

Subgtituindo | naformula do perimetro obtemos:

AB _ . AB B
P=3.2./5% = 6.2 = 2[3/3JJA @ 456VA

\ | P,@56VA
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Hexagono:

Area=6.A equildero

Ne

3x2.4/3

. Y&
Area=6.C
&

4

6
g

2

Perimetro = 6x

Da expressao (4) obtemos x:

J2AV3

3

X =

Perimetro=6. §42§«/§9_2. J23AA

2

Phexégono @’72\/K

O mesmo pode s feito fixando-se em vez da area o perimetro p. Para os
mesmos poligonos observaremos que 0 hexégono é aquele que possui maior &rea. Para

(17)

o quadrado A =P2/16 , parao tridngulo A= P?./3/36 e parao hexégono A=

pe 3
o2

“Edte resultado pode ser generdizado para quaquer poligono regular de n lados,

isto &, dado um perimetro P fixado entdo A cresce quando n cresce’. (Bassanezi).

5.3 —Volume do Alvéolo

Ao terminarmos a execucdo dos aveéolos uma questéo que foi colocada por um

dos dunos foi quanto ao volume do mesmo.

Como fazemos para cdcular o volume do avéolo?
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Ap6s andlisarmos cuidadosamente nosso modelo (alvéolo) percebemos que os 3
tetraedros retirados dos extremos do hexdgono formam o &pice triedrico. Em outras
palavras aquilo que é tirado das laterais do hexaedro € colocado na parte superior
mesmo fechando-o em uma de suas extremidades. Conseglientemente o volume do
advéolo tem 0 mesmo vaor do volume do hexaedro (prisma regular hexagond) que deu
origem ade.

Usando as formulas fornecidas pela geometria clédssca obtivemos este volume
da seguinte forma:

V = &eabase. dtura

A base é um hexégono de arestas 2,31 mm e dtura 4,75 mm.

Ahexégono = 6''A\rié\nguloequiléltero
Os trigngul os equil&eros possuem base igud a 2,31 mm e gpdtema 2 mm

ASSM: A sgono = 6% =1386mnr’

e V=1386.4,75=6583 mm’

Vamos comprovar na prética (experimentamente) que o prisma hexagona que

deu origem ao dvéolo e o dvéolo possuem volumes iguas?

Usando um pape resstente nds vedamos o hexaedro e o advéolo de “bases
equivaentes’. Em seguida enchemos o avéolo com gréos de arroz cru e despgamos o

contetido no prisma hexagonal.

Obsarvamos que a quantidede de aroz cru contida no avéolo encheu o

hexaedro, provando assm, que os volumes sfo iguais.
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Registramos atraves de fotos este momento de traba ho dos aunos:

Foto 17

Foto 18
Poderiamos também ter usado o méodo da balanca. Confeccionados os dois

prismas com bases equivdentes e com 0 mesmo materid e pesando-o0s separadamente,
“dentro do limite do erro experimental” comprova-se que se ambos tem a mesma massa

terdo também o mesmo volume. (Mat. Aplicada— Vol. 3 — pag. 157).

Estas conclusdes de que todos os prismas de bases equivaentes e dturas iguas

tem 0 mesmo volume foram obtidas com base no “Principio de Cavdieri”.

Cavdiei foi discipulo de Gdlileu, que viveu naltdiano inicio do século XVII.
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Ele basda-se na idéa de que “uma aea pode ser pensada como sendo formada

por segmentos ou indivisiveis e que um volume pode ser considerado como composto
de &eas que s volumes indivisivels ou quase admicos. (Carl. B. Boyer — pagina 241)

Para compreender melhor asidéas de Cavdieri observemos o texto abaixo:

~

Que s “indivisveis'? Diga-se que Cavdieri escreveu dois livros dentados
sobre 0 assunto, sem contudo nos dar a respodta. Isto, a bem dizer, ndo € fora do
comum; notavel, porém, é que com o auxilio deste conceito obscuro, em parte dguma
definido, ele consegue resolver uma s&ie dos mais beos problemas. A idéa
fundamentad € sempre a mesma Decomposicdo duma superficie ou dum sdlido num
conjunto de dementos “infinitamente pequenos’. Assm, uma linha é formada por
pontos sem comprimento, uma superficie por ndmero infinito de linhas sem largura, um
solido finAmente por uma soma de superficies as quais ndo corresponde atura. Estes
seres elementares, como que aomos geométricos, devem ser, por certo, aguilo que se
conddera os ndo divisivels os “indivisivels’. Eis a compaacéo feita pedo proprio
Cavdieri: “Fcou portanto evidente que podemos conceber as figuras planas como
tecido, compostos de fios parados, e os solidos como livros, que s2o pilhas de folhas
pardeas’.

Cavdieri faz uso, anda, duma segunda imagem, que é muito explicita e que
tangencia futuros raciocinios. tracamos 0 esbogo duma figura e perguntamos pea sua
area.

Para torna-la bem visivel, podemos prender a folha uma
prancheta e dedizar a régua sobre a figura, sempre
parddamente. Atingimos uma poscéo inicd A, quando a
régua toca a figura pela primeira vez, e comegamos entéo

£ Sp= L
z 555 P, ,
{7{ - A.m.zz_.ﬁJ asombrea-la

Trago por trago a figura surge entdo do nada, a medida que a régua prossegue — e
findmente aparece a segunda posicio limite B, onde pela Ultima vez a régua toca o
contorno, e onde terminamos 0 sombreado. No conjunto destas linhas poderiamos
conceber agproximadamente os “indivisiveis’ de Cavdieri - gproximadamente, pois o
matemédtico itdiano frisa expressamente que e€e jamas dirmara que o Sdlido ou a
superficie sgam um conjunto de planos ou linhas. O que ee afirma, é apenas o fato de
gue as figuras se comportam como seus dementos condtituintes, e assm, redmente, ee
raciocina

Estas observaghes mostram nitidamente quéo &dua ainda era a luta de Cavdieri
com este problema do infinitamente pequeno, e quéo claras se tornaram para ele as
dificuldades de conceituacdo que aqui se esbocam. Arquimedes tratava de evitar estas
mesmeas dificuldades, ao afirmar que o seu méodo — cuja afinidade com os raciocinios
de Kepler e Cavdieri € evidente — ndo fornecia uma demondracdo legitima, mas que
esta deveria ser apresentada de acordo com o severo méodo geométrico. Elas so foram
superadas com absoluto rigor dois séculos mais tarde, quando Cauchy logrou formular
com clareza o conceito de limite, proscrevendo assim, em definitivo, o espectro do
infinitamente pequeno.

Pelo menos, o caminho estava delineado! Para determinar a érea de superficie ou
COrpos quaisguer, de contornos curvos, era mister decompd-los em camadas e, faando
de maneira pouco precisa, Somar uma a uma estas camadas “ infinitamente pequenas’

(Imenes - Mat. Aplicada— volume 3 — pégina 139)
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5.4 - Curiosidade envolvendo o conceito de limite (Bassanezi 1990)

Dado quaquer poligono regular, o vaor numéico do seu perimetro coincide

com 0 da sua &rea se, e somente se, seu apétemavae 2”.

Defato, sgal o vaor do lado do poligono regular de n lados. Podemos dividir o
poligono em n tridngulo isdsceles de baseigud al .

O apdétma a do poligono sera a dtura destes tridngul os. }

A &eade cadatriangulo vdelza. a

. . . . nla .
Assim aé&rea do poligono seraA:7 e seu perimetro p =nl. i

Ent&o, respeitadas as unidades de medida, temos:
~ la ~
p=AU nE:nI U a=2(n33el>0)

Chamaremos de 2-poligonos os poligonos regulares cujo apdtema vde 2
(unidade de medida dos lados).

Dado um 2-poligonos de n lados podemos determinar facilmente o vaor de seu

lado e portanto de sua area:

Em cada um dos n trigngulos isosceles em que foi dividido o 2-poligono da

figuraacimatemos.
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a=2
o -
v:360 0 a:180 Y,
n
tga—i—ﬂ
/2 1
logo:
| = 4 4 _ 4 _4tg€é80('_j
Ttga 5 . 180 "Y&n g
tga th%O-lS—OQ cotg— eng
e [} n

Assm, o lado de um 2-poligono de n lados é dado, em radianos, por:
| = 4tgB
n
Como a area de um 2-poligono €igua ao seu perimetro, temos

An=nl = 4nth (n3 3
n
A sequéncia (An), n 3 3, das éreas de 2-poligonos de n lados é decrescente com n

e limitada pela area do circulo de lado 2. (Vide tabda 5). Uma judtificativa para esta
fato é aseguinte:

Quando n é muito grande entdo o vaor de P g proximo de zero, logo:
n
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Tridngulo Equil&ero 3 20,7846
Quadrado 4 16,0000
Pentégono 5 14,5308
Hexégono 6 13,9967
Decé&gono 10 12,9967
100-&gono 100 12,5705

1000-&ono 1000 12,56641
10000-&gono 10000 12,5663371

Tabda5- Areados 2-poligonos de lado n
Asim,
_ a0 P _ 3
A = 4ntggﬁf@4n I 4p @12,566371 (guando n=3 10000).
eng

As agproximagdes vidas anteriormente podem ser deduzidas anditicamente. O

fato da sequiéncia An ser mondtona e limitada implica que é convergente,

Por outro lado, temos que

0<senB<B

n n

para todo n?3 3, e portanto,

O<th<B.—
n n cosp/n

Pojm —1
¥ cosp /n

Logo, peo “Teorema do Confronto” temos que lim tg

Portanto,

. L pi _ - . :
lim An=lim, 4n. P 4p =aeadoscirculosderao 2.
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Anexo 1

PAULO RENATO SOUZA

ensino |
m o :
que; te-

mos no-Brasil,
carente de identi-
dade e desconee-
tado das exipén-
clas.do mundo
moderno,. estd

culares Macio-
nais, elahoradas
onsellin

O novo ensino medio brasile

passar os contcUdos umas
das outras, conectando o sa-
ber. Ao contextualizar, a esco-

Tacao a parhir ae
roposta do ini-
_nistério Elm Trapos-

ta cita que busca
a expansio quali-

com os dias t:jalll- I Acabama t.'iii&r'a do ensino
tados, O-modela e médio, cuja ma-
buracratizon a impﬂill;uu E’Q tricula cresceu
trangmissio do  saber;afria, . 57% nos ditinos
cenhecimento.. mrnﬁq;&n- . ..cineo am::is, ?JE
Translormou-se T " gdo, mais de 7,
em mera fabrica- - _[furp‘_lul an milhides de.alu-
da chamada de- | @UNOPASSUT  pos hoje; serdo
coreba, premian-  ter pupel ativo 10, milhies em
do 'a memidria,  w = 2L

em vez (o racio-
cinio. Seu tinico objetivo pas-
sou a ser "preparar” jovens
para o vestibular, hoje em
vias de profunda revisan, pe-
la crescenle aceitagio do Exa-
me Macional do Ensing Mé-
dio (Enem) como relerencial
de acesso ao ensino suporior,
{0 ciclo exigia radical reforma
de concepgdo, cuja implanta-
CAD qUEremas ageia acelerar.
A proposta abarca medi-
ilas pelas quais propiciamos

ao_ensiug médio hom cum-
prir o papel que dele se exige

fioje em dix wi [Fansmisson
MMexivel e dialélico de canheci-

menio, que ensine a_apren-
der, nricnie em telacan a vi-
da, 4 carieira, prepaie para o
exercicio da cidadania e da

‘democracia, E que, como su-
gere a Lej e Direlrizes € Ba-
‘dar com novas lecnologias ¢

lormias de produzir hens, ser-
vigos e conhiecimento,

Q0 novo_perfil deste ciclo ¢
descrito was Direlrizes Cuarii-

e R —

Fizemos mu-
dancas nes planos estrutu-

eln
Jfl‘facinlml e Erlu-.

la_se referencia nd vivencia

Iro

podern virar assuntos de estu-
dg. Acabaim a imposigio do
saber, a [ria avaliagdo Tor-

mal. O estudante & encoraja-

do aluno, 1o seu meio social,
associando_conliecimentn &
vida pritica. Retita-se o jo-
vem do papel passivo, fazen-
do de suas experincias pes-
s0dis, sociais ¢ cullurais a
maior fonte do aprendizado,
Os conceitos resumem o espi-
rito da reforma: fornar a esco-
la'wm ambiente agregador on-

" de o aluno se sinta valoriza-

- do, encamintiado, em aperfci-

goamento e se orientando em

relagdg ao seu {uturo..
Messe senlido destaca-se

ainda a reorganizagio dos

ral, didatico-pedapigico e
curricular. Mo primeiro ca-

s0, a principal novidade foi

separar o ensing médio do
cursn téenico. Agora o profis-
sionalizante € complementar
aguele. Ganhou condigies
de habilitar de fato e, separa-
do, atraira s jovens que dese-
jam verdadeiramente afuar
comn téenicos. O ensing me-
div, por seu tumo, ganhou es-
paco para o papel que de {a-
{0 The cabe e, nesse sentido,
coutinuarenios a perseguir a
meta de universalizd-lo. -
Na pedagogia do nove ensi-
nn n‘n‘ﬂm1 a escola enconira-
1é grande apoio uos Parane-
tios Curriculares Nacionals,
os quais estio contidus dois
conceitos vitais a relorma: in-
terdisciplinaridade ¢ contex-
tual ngnnfnﬂmn E[E'S Q EITS;HQ
sem vida e [ragmentado de
loje passa a fzer sentido pa-
ra o jovenn, O primecicrn diz
que as malérias devem per-

curriculos, Ma reforina, gles

y esenvaolvere n-
cias e habilidades do alung,

com énfase no significado so-

cial e cultural do conhecimen-
to, no dominio de procedi-
mentos e de fercamentas basi-
cas da cicncia. & uma abnrda-
gem hoje ja medida pelo
Enem e que constitni um anii-
doto contra a repeténcia, a
evasin ou a violéncia gerada
pela cultura do {racasso esco-
lar, hoje em dia combatida de
virias foninas.
- Uma porcentagein d
do contendo curricular £
pord uma base nacional co-
muimn, nas fireas de_Lingua-
ﬁzm.’CﬁdiE{m, Ciéncias_da
atureza/Matemalica, Ciell-
clas Humanas e respectivas
tecnologias. As praprias esco-
mﬁiﬁn, com [lexibilida-
de, matérias e Lemas, desde
que se relacionem s dreas oi-
tadas e desenvolvam miilti-

plas aptidies.
Violencin, sande, ambiente

do a allorar potencialidades,
a participar vivamente da vi-
da eseolar, com direito até
mesmo de escolher malérias
que desela dominar. Exerce-
rd tal liberdade em 25% das
disciplinas, a serern apresen-
tadas pelas escolas com base
nas caracleristicas socioeco-

O programa da reforma,
apoiado pela unanimidade
das redes de ensing, estd a dis-

osigdo das Secretarias de
Educacin dos Estados, que
devem, ao implanti-la, insti-
tuir métodos de avaliagio e
de prestagio de contas. Cabe
ans Estados, constitucional-
mente, a responsabilidade pe-
la administragiio e pelo finan-
ciamento do ensinn meédin.e,
agora, pela implantagio da re-
forma deste ciclo, Para reali-
zd-la, porém, contardo com re-
cursys ¢ assisténcia técnica fe-
deral. O ministérin negocia
USE 500 milhies do BID
{com contrapartida igual), pa-
ra custear a formago de pro-
fessores, o melhoria das esco-
las e a construgio de prédins,
entre oulras agoes,

E traballio para, no mini-
mo, cinco anos, Especialnen-|
te para os professores, verda-
deiros protagonistas da relor-
ma. Deles, principalmente,
dependerd o sucesso do novo
ensing médio que o Brasil
quer ¢ merece oferiar ang
sous jovens cidad fos.

W Panle Eenafn Soura & raisitten da
Fduragio

SAAabo Z4 ?‘-‘__’.;T%,FTG@T_ ) Exiann _1}1.-7-' Jdao Tavio. Pag />
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Anexo 2

reeway

Por que a escola ndo
serve pra (quase) nada

GUSTAVD IOSCHPE
Colunista da Falha

Sempre me intrigow o fazo de
gue o5 melhores alunos termi-
nam ndo repetindo o sucesso
escolar vida afora e, a0 mesmo
TP, qie s pessoas de gran-
de xito em suas atividades fio-

Tam j'fcqw:nt:meme. maus
ii_unna cu pelo menos nada
tes, Nio sio inguiseta-

WE‘S que e surgiram AEOr,
mias jd na época de estudante.

Nessa mesma época, de estu-
dante secunddrio, comecei a
sentir um profunds ncdmodo
com a vida estudantil. Quando
criancs, tinha muite prazer cm
ir ao colégio, ¢m a i
aquelas coisas novas todo dia,
em resolver mistérios, A edu-
‘cagao € o mecaniso de inser-
a0 mais poderoso que hd: com
ela, penetrames no mundo e
nos sentimos participantes da
nossa realidade. A grande pa-
rede de ignorincia que nos
barra da compreensao do uni-
werso val aos poucos sendo
derrubada.

Mas, em wm certo momento,
I pelo fim do primeiro grau, o
encantamento se quebrow Nao
sei se eu ¢ gque perdi a ingenui-
dade, ou se foi a escola que mu-
dow, mas ficou tudo esquema-
tico, mecdnico ¢ completamen-
1e broxante. A relacio com o
professor, que antes era de
companheitismo e admiraclo
nessa viagem de descobrimen-
1o, virou burecrdtica ¢ antago-
nfstica. Pairava no ar o reco-
nhecimento miitwo de que en-
tdvamos em um lealro, onde
mestres ¢ pupilos eram atores
secundirios e o papel principal
ficava a cargo da medioarida-
de, a se infiltrar & dominar tu-
do. Ela ditava que o nosso pa-

pel ali era de fingidores: o pro-
fessor fingia estar ensinando e
se interessando pela inteligén-
cia de seus alunos, ¢ o aluno
fingia estar aprendendo e alr-
sorvendo conhedmentos que
1 seriam titeis.

Mo fundo, todos sabiam que
grande parte do que se ensina-
va ali era imitil ¢ desinteressan-
te, rmas, enfim, cafa no vestibu-
lar, entZo o que € que se havia
defazer, nit

Assim, passel, como todos os
s colepas, anos e anos re-
gargitando o que diziam os bi-
wrinhos que os professores nos
indicavam. Liamos grandes li-
vros, faldvames sobre grandes
persomsagens histdricos, mas o
que fcava eram perguntas so-
bre o enredo, pedidos de des-
crigio de eventos e cansas, Ne-
rhuma elucubracdo, nenhum
desejo de ir além do texto, ne-
nhuma tentativa, enfim, de
pensar e imaginar, Cualquer
tentativa de dizer alpo diferente
o pensar o proibido era (e
sontina sendo) punida com
canetacos vermelhos e notas

baixas ou, em casos mais seve-
ros, conversinhas com orienta-
dores pedapdglens ¢ coordena-
dores educacionais (nomes in-
farmes para cargos que se resu-
mem aos de carcerdrios do pre-
sidio de almas que ¢ a escola

'lIlcEE'na]

Assim, o sistema educacional
transformou-se numa makqui-
na produtora de mediocridade
£ resignacio, que vai aos pou-
cos filtrando os inconformistas
& deixando-os de lado, rotulan-
do-0s como "pmblmtﬁdms
Matando o espirito questiona-
dor, jd que qualquer pergunta

fiadora ¢ vista como wm
desaﬁuamnndad: Por isso ¢
gue os bons alunos ndo raro
tém vida escolar apagada, e os
maus alunos se saem bem: fora
das paredes da escola, o espiri-
to critico, 4 imaginacio e d von-4
tade de fazer diferente sio fato-
res indispensdveis a0 sucesso.

O quie 56 comprova a impres-
sao de que colégios viraram
exatamente aguile que foram
criados para combsater: tem-
plos da gratificacio da medio-
cridade e da mesquinharia; for-
talezas que massacram aquilo
que hi de espontines nos jo-
YEns, € 05 “Preparam pare a vi-
da”, dando-Thes a garantia de
sobrevivincia que é ao mesmo
tempo, a garantia de uma vida
sem saltos, voltas, dividas, ex-
plostes, entusiasmos, desco-
bertas, angiistias e fascinios.
Tude, enfim, que faz com que a
vidavalha a pena.

P.5. Antes que o tradicional
espitito de porco pergunte se
me imagino um génio incom-
preendido, confessa que passel
minha temporada escolar per-
seguindo notas altas ¢ me em-
penhando em ser o melhor da
classe, mesmo sabenda g falén-
cia moral que isso significava,
0 que 50 me entristece & enver-
gonha,

st awo loschpe, 23, mora em Landies.
E-mail desambucha®uol.com.br
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RIBEIRAO

ERTA POBREZA Brasileira
de i & stz analfabeta
—lem 0 segundo grau complein,
o “ensino médin” de hoje, 0 anti-
g0 “colegial”. B Sd0 Paulo, se-
gundo bevantarento da gestio
Marta Suplicy feito com 1L8 mil
famiiios pobres cadastradas em
pragramas sociais, s “nova po-
breza” inclui 64.7% de jovens en-
ire it e 20 anos.

E fdcil dechiztr que a matoria
Jormou-se na escola priblica e nio
ingressard ra wniversidade que
ndo fent eTRPTERD ¢ g passou
Irés anos o rres vagando entreq
Jjei vaagea (e imitil) mogdo de logarir-
w0, e ou mitocindrio. A maip-
rit sde sabe bater um prego me-
ma madeira, frocar wnd Idmipa-
da, descascar wm pedago de fio ou
datilagrafar (digitar, quera dizer)
com destreza, Ndo estido habilie-
dos para nada, embora fenharm
o curriclo o “ensing médin®,

E mais feicil obter de urn beby de
JUAdlTe ahos a resposta para a
pergurta “o gue & uma cadeirai™
do gue de um aluno do ensing
médip a definigdo de “logaritmo”,
“Lima cadeira & para semiar’, res-
ponde o bebé, sorvidente ¢ con-
[fiuzete de que acertou, ainda inca-
paz de ver a cadeira como wm
corpe individual separado da
apio que a ela s¢ relaciona (a
apdo de sentar-sel,

Ainda ndo estd preparado para
quito definir uth objete —um
substanfivo— separando-o dos
seres ou das apbes com gue se re-
laciova, O bebé comsegue, o -
ximo, definir 0 que s s s
cofsds (por isso ele usa um verba),
nnas nido @ coisd éim 1 cadeirg
& urn objeto, wuma pega de mobi-
lidrio formado por um gssenio
ete. efe.").

() conceito ¢ uma expresdo

HAI:III..EH_E_H_FEI.IHTﬂ

mental, isto & abstrotivo-infelec-
tual. Como conseguir de um jo-
vem do primeiro ano do amsino
médio (ou mesmo do ferceira)
Jquae ele defing o congeite de Toga-
rittnol Mo sabe, ndo consegue
Duvido que alé wmiésmio seu pro-
fessor spiba ou tenha passddo a

ele ez combrecimento, a elaboro-
o verbal desse covceito para Id
de complexe; “Logaritmo € o ex-
poente a que se deve cevar um
rbero constante para se olier
oufro nifmera”,

“Expoente”, “mimero constan-
te?* O aluno pode até saber —e

Para que serve o ensino médio do logaritmo

frequentements sabe— resolver a
equayido logarfimica dada, mas
nidio sabe para que serve aguilo no
vida prdtica, porque ndo The foi
dada a chance de elpborar o con-
cetlo (e wmesmio @80 aluna da
melhor escola particular send filcil
explicar). Dal o cardter de cir-
cumstartcial apenas de tudo o gue
s¢ aprevde na escoln nessa época
dia vide: sd sabemos enguanto es-
fudamos para @ prowe. Depois,

FOLHA DE S.PAULO

Macional do Ensino Médio), gue
e conta ponitos para o vestibu-
lar ¢ mede as “habilidades™ ou
“conripeténcias” que ele adquiriu
nessa fase de s formagde esco-
lar, contribui para manier as con-
dighes injustas em que os pobres
disprriam com o5 rices o aoesse d
umiversidade.

Ao jovem pobre, s faria sentido
um ensing médio de nivel tenten,
que [he garantisse algurma hibili.
dade para o trabalhe depols de
Jormado, alguma renda pana cos-
tear, entdo, seus estudos universi-
tedrigs, A ele, o ensino médio dolo-
garitrio & uma perda de tempa,
S serve para o filho do rico (deso-
cupado, enfim) decorar féirmulas
que the servirda, como a um dtd-

mato, para passar mo vestibular
da ritversidade piblica.

(@ E-mail- rfelinto@usk com.br

£ oxauy

SoXauy



Anexos

ANEXO 4 — Obtencdo do Grafico 1 através do Programa Computacional Excel.

Obtivemos a tabela 1 e o gréfico 1 (figura 15) locdizados na pagina 105 deste trabalho da
Seguinte manara

Abrimos o programa EXCEL naplanilhainicid einserimos afungéo

&3 0
AQ) :65,8+8<:3enﬁ- cotq
7]

no editar férmula utilizando a linguagem exigida pelo programa computaciond.

Na planilhainicid digitamos nacolunaA os vaores atribuidos para o a&hgulo g, em graus.
Em seguida selecionamos a célula B1 da coluna B que contera os vaores do angulo g em radianos.

Para convertemos estes va ores em radianos clicamos no menu inserir, fungéo.

AsilustragBes mostram 0s passos seguidos por nos:

. EA4 Microsoft Excel - Pasta2
.J arquivo  Editar  Exibir | Inserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda o =
il = 1 Lnhas §§§|§*,dg;gg|g.&,&,f
t Planilb
1l 2o BRI YBR[ v 4 EE 2R
ﬂ Grafica. ..
E1 ﬂ —
A B <2 T L
|1 | 5] Home 3
2 10 =~

|3 | 15 Figura 3

| 4 | 20 Y

|5

| B

s

| 8 <

44w [¥]"Plan1 {Flanz £ Flans / 4] I ow

JDesenIJarv [+ % | AukoFormas = \DO.‘|@|-£vévE ’.’!

Pronto | | | [ (VT

B Calar hunc&a | j = =T PTENOERAT
ARDTAHTS -
| Sevpuls o -5
= 00072

A T ) Pk

Sngmla & umn Arguln an g sisgUe s desia Conver e

 BADIANOSLEngulu) i ch ch Forrmda = [ R 245 & ] modw

Corwerte Oraus em radianos.

G e i
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Ed Microsoft Excel - Pasta2 - 0] %]

I Arquivo  Editar Exibir Inseric Formatar Ferramentas Dados Janela  Ajuda ,;lili]

[ aria -0 - NZ S ESE=EBFRS -d-A-Y

] q. :
] I L
B1 Ll =| =RADIANOSAT)

Tt S e 2 S

LI 5| 00537266

2 10

~ T

4 2l

| 5

| B |

el

| 8 | E

144 [¥ ¥l Plant /Planz 7 Pland 7 141 | ﬂJJ

IDesenharv[}@j|nutch-rma5v\ \DD‘@|@"£'Q'EE ).’!

Pronto | | | | MO [ =

ApGs ter obtido Bl, basta ir com o cursor na pate inferior direita da cdula Bl e
pressonando o botdo esguerdo do mouse arrastamos na direcéo das outras cdlulas. Desta forma
obteremos todos os valores da coluna A convertidos na coluna B.

Repetiremos todo o procedimento para obter os vaores da area que seréo inseridos na
colunaC.

A =6h S+ 3/2 S (( grt(3)/senx) — cotgx)

h=dturadoadvéolo h=475
S=ladodo hexdgono S=2,31

Trocando os vaores:

A=6*%475*% 2,31 +3/2* (2,31)%* (syrt(3) /senx — cotgx)
= (6 * 475 * 231) + ((L5 * POTENCIA(23L2) * (RAIZ(3)/SEN(B13)-
COS(B13)/SEN(B13)))

Uma vez obtidos todos os val ores, passamos para a construcdo do gréfico.
Procedemos da seguinte maneira
Sdlecionamos a Coluna A e pressonando a tecla Cirl selecionamos a Coluna C. Em seguida

clicamos no botdo Asdstente de Gréfico.
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Ed Microsoft Excel - Pasta? '
]@ Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Ferramentas Dados Janela  Ajuda -IE'I_E_I
DEEHS GRY (BB ©-|& = & 3 ELIQ[I%@ i
J b | ‘ - E z22] | i=| @ | . Assistente de gr;éficcu

1 _ﬂ =| =" 752 311+ ,E*F'DTENCIJRQ ST 2ARAIZGSENB -
A B COS(B1WSEMEBIN

1 5 009 1334741 —

2z 10 0,17| 100 2785

3 15 026| 895279

4 20 0,35| 84,3782

a 25 044| 81 4741

6 30 052 79 B985

7 35 0E1) ¥85743

i} 40 070 7 8633

a9 45 079 ¥7 4365

10 S0 087 |0 FE 2164

11 55 0961 FF 1548 Jﬂ
[4 4[> [p[Plan1 ¢ Flanz £ Pland 4] | ¥
!Desenharv [+ (¢ | AutgFormas = ™, \I:|C:ld|&v£v£vfi| i’!

ApGs pressonarmos 0 botéo assistente de gréafico aparecera quadro contendo os tipos de gréfico,
apés salecionar o grafico desgado é clicar avancar, até concluir o gréfico.

i Aszsistente de grafico - etapa 1 de 4 - tipo de grafico

Tipos padrao | Tipos personalizados |

Tipo de grafico; Subtipo de grafico:

|_“_ Colunas

E Barras

|ﬁ Linha

i3 Fizza

Bl Clispers 3o (=)
|y Area
iJy Fosca
@r Radar
,@ Superficie
®: Bolhas

|5 Ades

X
i

Dispersdn, Compara pares de valores,

=5

Manter pressionado para exibir exemplo |

| @l Cancelar « Molcar I .ﬁ.vangar:bl Concluir I
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ANEXO 5 — Obtencéo Grafica da Curva Ajustada para uma Funcao Quadratica

Obtivemos esta curva e a sua equagdo procedendo da seguinte maneira:

Abrimos o programa EXCEL e a pasta que ja continha o gréfico da funcdo (gréfico 3), Figura 17.
Em seguida com o mouse clicamos em cima de um dos pontos do grafico. Imediatamente os pontos
mudaram de cor indicando que eles estavam acionados. Agora na Barra de Menu clicamos na opgao grafico

gue nos forneceu algumas opcdes, dentre as quais escolhemos adicionar linha de tendéncia

2 Microsoft Excel
”:a frquivo Editar  Exibir  Inserir  Formatar Ferramentas | Grafico Janela  Ajuda

DS SRY| L 2@ |- Teodasfio.

= v| N 7 S |§ Dados de origem.. .

Opeiies de grafico...

Seqiéndat x| =| =SEQUENCIAS(Plan. 7
E | F [T 6 | H | =

1 Adicionar dadas. ..
24 nar linha de tendéncia...
i Eibian ar
Lo
(5| | 185
|5 e
i 18 +

] ?
5 | 1.59 ."
| | »
- N % d
EE1E ' s :
12 | 145 5 ;
L I o
ﬂ 1 ,4 T T T T
1_8 0 20 40 B0 a0 100
it -
|« J» [pils Plan1 £ Planz / Plans / LER I»II_J
Prontn | I T

Ao clicar na opcéo adicionar linha de tendéncia aparece o seguinte quadro:;
Adicionar linha de tendéncia EiEdl

Tipa | Qpries I
~Tendénciajtipo de regressaon

o e e Ordemn:
e e . =
Linear Logaritmica Polinomial
L ..~ || Perioda:
Poténcia Exponencial — Média mawvel

Zom base na seqléncia:

Cancelar I
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Antes de dar OK clicamos em Opgles, que nos mostrara o seguinte quadro.

Adicionar linha de tendéncia EE

Tipo Opcies |

~Linha de tendéncia

" Aukamatica: Polindgmio (Seqiéncial)
¥ Personalizar: I
~Previsdon

Prospectiva: iEI 5‘ Unidades
Retrospectiva: IEI 5‘ Lnidades

[ Definir intersecso = IIZI

v Exibir equacdn no grafico

W Exibir walor de Roguadrado no grabico

(] I Cancelar

Neste quadro acionamos as opcles persondizar, exibir equacdo no gréafico e exibir vaor de
R-quadrado no grafico. Agora pdemos concluir o gréfico clicando na opgdo OK. Ao fazer isto, nds
obtivemos o gréfico 3 (Figura 17) e a equacéo 4, que podem ser encontrados nas paginas 108 e 109
deste trabal ho.
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