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Resumo

Sao apresentadas condigOes para o estudo da estabilidade de sistemas nio-lineares, continuos e
discretos no tempo, descritos por modelos fuzzy. Uma anilise teérica demonstra que o método
proposto fornece resultados melhores ou iguais que os outros métodos descritos na literatura.
Simulagoes digitais ilustram este fato. Estes resultados sdo também utilizados no projeto de
reguladores fuzzy e observadores fuzzy. Para isso sistemas n3o-lineares sao representados pelos
modelos fuzzy propostos por Takagi-Sugeno. Além disso, as andlises de estabilidade e problemas
de projetos de sistemas de controle sdo descritos como a solugdo de Desigualdades Matriciais
Lineares (em inglés, Linear Matrix Inequalities (LMI)), que podem ser resolvidos eficientemente
na prética por técnicas de programacgao convexa. As técnicas de projeto também permitem a
especificagdo do transitério através da taxa de decaimento e a especificagdo de restrigdes nos
sinais de controle e nas saidas: O projeto e a simulacdo do controle de um péndulo invertido

ilustram o sistema de controle estudado.
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Abstract

Conditions for the stability study of nonlinear, continuous and discrete-time systems given by
fuzzy models are presented. A theoretical analysis shows that the proposed method provides bet-
ter or at least the same results of the methods presented in the literature. Digital simulations
exemplify this fact. These results are also used for the fuzzy regulators and fuzzy observers
design. The nonlinear systems are represented by the fuzzy models proposed by Takagi and
Sugeno. The stability analysis and the design of controllers and observers are described as the
solution of LMIs (Linear Matrix Inequalities), that can be solved efficiently by convex program-
ming techniques. The specification of the decay rate, constraints on control input and output
are also described by LMIs. Finally, the proposed design method is applied in the control of an
inverted pendulum.
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Capitulo 1

Introducao

O primeiro passo no projeto de um sistema de controle é a construcao de um “modelo verdadeiro”
do sistema dindmico que serd controlado. O modclo verdadeiro serd utilizado nas simulagGes
para verificar o desempenho do regulador projetado e deve incluir todas as caracteristicas rel-
evantes do processo. Normalmente o modelo verdadeiro é muito complicado para o projeto de
sistemas de controle. Assim, necessita-se de um modelo simplificado, denominado “modelo de
projeto”, vide (Friedland, 1996) para maiores detalhes. O modelo de projeto deve capturar as
caracteristicas essenciais do processo. A técnica mais comum para a obtengdo de um modelo de
projeto para plantas nao-lineares é sem divida a linearizacao da planta em um ponto de operagao
de interesse. Com este método o modelo de projeto é em geral um sistema linear invariante no
tempo e o projeto de reguladores é relativamente simples em muitos casos. Entretanto, este
modelo de projeto descreve bem a dindmica do sistema somente em uma certa vizinhanca em
torno do ponto de operagdo no qual o sistema foi linearizado. Assim, nos casos onde o sistema
pode operar em regiGes distantes do ponto de operagéo, este modelo de projeto ndo é, em geral,
adequado. Neste caso deve-se adotar um modelo de projeto mais sofisticado, que considere adi-
cionalmente a dinimica da planta em regides distantes do ponto de operagdo mencionado. Uma
possivel solu¢do para este problema é a representacio da planta nao-linear por modelos fuzzy
Takagi-Sugeno (T-S) ou Takagi-Sugeno-Kang (T-S-K) (Takagi and Sugeno, 1985), (Sugeno and
Kang, 1988). A idéia destes modelos consiste da descrigdo aproximada de um sistema nio-linear
como a combinagdo de um certo nimero de modelos lineares invariantes no tempo locais, que
descrevem aproximadamente o comportamento deste sistema em diferentes pontos do seu espago
de estados. Desta forma, pode-se interpretar a técnica tradicional de linearizagdo em apenas
um ponto de operagdo como um caso particular dos modelos fuzzy T-S-K, consistindo apenas
de um modelo local. Esta classe de modelos de projeto permite que o engenheiro utilize o seu
conhecimento sobre o sistema que vai ser controlado, na defini¢io do nimero dos modelos locais
e dos pontos ou regides nas quais estes modelos locais serdo definidos.

O modelo global do sistema é obtido através da combinagdo fuzzy destes modelos lineares
locais. A idéia é que para cada modelo linear local seja projetado um controle de realimentacio
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14 : . _ CAPITULO 1. INTRODUCAO

linear. O regulador global resultante, que é nao-linear em geral, é uma combinagdo fuzzy de
cada regulador linear individual.

Mais significativamente, problemas como as anélises de estabilidade e o projeto de controle
sdo reduzidos a problemas descritos por LMIs (Boyd et al., 1994). Numericamente, os problemas
de LMIs podem ser resolvidos muito eficientemente por meio de algumas ferramentas poderosas
disponiveis na literatura de programagio matemética (Boyd et al., 1994). Desta forma, a solugdo
encontrada para tais problemas descritos por LMIs é equivalente a encontrar solugdes para o
problema original.

Durante a tltima década o controle fuzzy tem atraido grande atencdo e muitas aplicagoes
tém sido feitas, por exemplo, na anélise de novos sistemas de controle para automéveis (Will
et al., 1997) e controle de elevadores de alta velocidade (Tanaka, Nishimura and Wang, 1998).
E uma das mais iteis aproximagdes para se utilizar o conhecimento qualitativo de um sistema
para projetar um regulador, mas muitas questoes permanecem para discussdes adicionais.

A andlise da estabilidade de sistemas de controle fuzzy é um dos conceitos mais impor-
tantes em sistemas de controle fuzzy. E possivel projetar teoricamente um regulador fuzzy se
for disponivel um bom critério para a andlise da estabilidade adequado a estes sistemas. Re-
centemente muitos esforgos tém sido feitos nesta drea (Tanaka and Sugeno, 1992), (Tanaka and
Sano, 1994), (Cao et al., 1997b), (Cao et al., 1997a), (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998).

Este trabalho trata das questdes de estabilidade e projeto de reguladores fuzzy e observadores
fuzzy. Sao apresentados estudos e condices suficientes sobre a estabilidade de sistemas fuzzy
utilizando o método direto de Lyapunov, mais rglaxadas que aquelas existentes até o momento.

Métodos de projeto baseados em LMIs para reguladores fuzzy e observadores fuzzy sdo con-
struidos usando a Compensagado Distribuida Paralela (CDP) (Tanaka and Sugeno, 1992), (Wang
et al., 1996) e as condigbes para estabilidade. Exemplos de projeto para sistemas nao-lineares
demonstram a utilidade das condigdes de estabilidade e os métodos de projeto baseados em
LMIs.

O Segdo 2 apresenta o modelo fuzzy proposto por Takagi-Sugeno. A Seg¢do 3 introduz o
regulador fuzzy e suas questdes de estabilidade utilizando o modelo fuzzy Takagi-Sugeno. Sdo
apresentados também resultados para a estabilidade e projetos descritos por LMIs para regu-
ladores fuzzy, enfocando a estabilidade do sistema, a taxa de decaimento e restrigdes na entrada
e saida de controle. E apresentado um exemplo de aplicacdo utilizando o modelo do péndulo
invertido na forma continua. A Segéo 4 introduz o sistema aumentado, ou seja, o regulador fuzzy
e o observador fuzzy, e suas questGes de estabilidade utilizando o modelo fuzzy Takagi-Sugeno.
Sao apresentados também resultados para a estabilidade e projetos descritos por LMIs para o
sistema aumentado e um exemplo de aplicagdo no controle discreto de um péndulo invertido.
Na Secdo 5 sdo discutidos os resultados apresentados.
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Neste trabalho, M7T ¢ a transposta da matriz M, S > 0 (S > 0) significa que S é uma matriz
positiva definida (semidefinida), S > T (S > T) significaque S-T>0(S—-T >0),e W=0
significa que W é uma matriz zero, isto é, seus elementos sdo todos iguais a zero. E utilizada a
seguinte notagdo: 3 i.;, que significa, para r =3,

3

Z aij < a12 + a13 + azs.
i<j
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Capitulo 2

Modelo Fuzzy Takagi-Sugeno

No método de projeto proposto, uma dada planta nao-linear é representada pelo modelo fuzzy
Takagi-Sugeno (Takagi and Sugeno, 1985). Este método de modelagem fuzzy é simples. As
dinamicas do sistema sdo capturadas por um conjunto de implicagbes fuzzy que caracterizam
relagdes locais no espago de estados. A principal caracteristica de um modelo Takagi-Sugeno
¢ a descrigdo das dindmicas locais de cada implicagdo fuzzy (regra) por um modelo de sistema
linear. O modelo fuzzy global do sistema é obtido pela combinagao fuzzy dos modelos do sistema

linear.

Especificamente, o sistema fuzzy Takagi-Sugeno é descrito pelas regras fuzzy SE-ENTAO,
que representam localmente relacoes lineares entre a entrada e a saida de um sistema.

A descrigao local da planta dindmica a ser controlada est4 disponivel nos termos dos modelos
lineares locais, sendo conveniente mencionar que na descrigdo do Sistema Fuzzy Discreto a
notacdo x(t + 1) e x(t) representa respectivamente os sinais amostrados x(KT + T') e x(KT),
sendo T o periodo de amostragem. Esta notagdo foi empregada em (Tanaka, Ikeda and Wang,
1998) por motivo de simplicidade. Portanto tem-se os seguintes modelos lineares locais:

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):
x(t) A;x(t) + Bju(?),
y(?) Cix(t);

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):
x(t+1) = A;x(t)+ Bju(t),
y(t) = Cix(t),

sendoi = 1,2,...,r (r é o niimero de modelos lineares), o vetor estado x(t) € R", o vetor entrada
u(t) € R™, o vetor saida y(t) € R?, A; € R"*", B; € R®™*™ e C; € R”". A informagio acima
é entdo fundida com as regras SE-ENTAO disponiveis, onde a i-ésima regra pode ter a forma:

17
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' CAPITULO 2. MODELO FUZZY TAKAGI-SUGENO

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

Regrai : SEz(t) 6 MiE ... Ezyt) é M:,,

~ [ x(t) = Aix(t) + Biu(?)
ENTAO{ y(t) = Cix(t);

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Regrai : SEz(t)é MIE ... E z(t) é M,

x(t + 1) = Aix(t) + Biu(?)

y(t) = Cix(2). (22)

ENTAQ {

Tem-se que M}, j=1,2,...,p é o conjunto fuzzy j da regra i e 21(t),...,2p(t) sdo as varidveis
premissas. Seja p(z;(t)) a fungéio de pertinéncia do conjunto fuzzy Mj, e seja

- p .
w'(2(t) = [T #j(zi(®), 2(t) = [21(t) 22(t) ... z(®)]-
ES :

j
Como p(z;(t)) > 0 tem-se, para i =1,2,...,r,

w'(z(t)) >0 e iwi(z(t)) > 0.
i=1

Uma escolha para a obtengao de um modelo fuzzy Takagi-Sugeno para sistemas nao-lineares
é adotar z(t) = x(t), sendo x(t) o vetor de estado do sistema nao-linear. Um exemplo na Segao
3.7 ilustra esta idéia.

Desta forma, dado um par (x(t),u(t)), o sistema fuzzy resultante é tido como a média
ponderada dos modelos locais, e tem a forma:

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):
i1 w'(=(t)) (Aix(t) + Biu(t))
Yi wi(z(?))

= zr: i(2(t)) (Aix(t) + Biu(t))

f=1

= (i a;(z(t))Ai) x(t) + (i Qi(z(t))Bi) u(t)
i=1 i=1

= A(a)x(t) + B(a)u(t).

x(t) =

O sistema ndo forgado (u(t) = 0) é definido como segue:

: T wia(t) Asx(t)
2 ST wi(a(0)

zf: ai(z(t)) Aix(t).
i=1
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A saida para ambos os casos, for¢ado e nao forgado, é dada por

i1 w'(z(t)) Cix(t)
Yio wi(z(t))

3" ai(a())Cix(?)
i=1
C(a)x(t).

y(it) =

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

i1 w'(2(2)) (Aix(t) + Byu(t))
Zim v (z(?))

= Y ai(a(t))(Aix(t) + Biu(t))

i=1

(E ai(z(t))As ) x(t) + (Z ai(2(t))B; ) u(t)

i=1
A(a)x(t) + B(a)u(t).

x(t+1) =

O sistema nao forcado é definido como segue:

Tioy wi(z(t) Aix(t)

x(t+1) = S5 i)

3 e (a(t)) Asx().
i=1

A saida para ambos os casos, forgado e ndo forgado, é dada por

i1 w(a(t)) Cax(t)
i=1 0 (z(2))

3 au(a(8)) Cix(t)
i=1

C(a)x(t).

y@t) =

w'(2(t))

ai(z(t)) = S wi(2()

Note que, parai=1,2,...,r,

ai(z(t) > 0 e ia,-(z(t)) =1 (2.8)

i=1

Os modelos fuzzy Takagi-Sugeno tém sido tteis na descrigdo aproximada de sistemas nio-
lineares. Na Segdo 3.7 este fato é ilustrado no controle de um péndulo invertido. E bem conhecido
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20 : : _ CAPITULO 2. MODELO FUZZY TAKAGI-SUGENO

que sistemas fuzzy aditivos F : R® — RP, como o modelo fuzzy TSK, podem aproximar uni-
formemente qualquer fungio contfnua f : U C R" — R? em um dominio compacto (fechado
limitado) U (Kosko, 1997). No caso do modelo fuzzy TSK, quanto maior o nimero de modelos
locais, melhor serd a aderéncia do modelo a equagao diferencial ndo-linear da planta.
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Capitulo 3

Reguladores com Modelos Fuzzy
Takagi-Sugeno

Utilizou-se o conceito de Compensagdo Distribuida Paralela (CDP) para projetar reguladores
fuzzy para estabilizar sistemas nao-lineares descritos por modelos fuzzy. A idéia é projetar um
compensador para cada regra do modelo fuzzy. Para cada regra, sdao utilizadas técnicas de
projeto de controle linear. O regulador fuzzy global resultante, que é nao-linear em geral, é
uma combinagio fuzzy de cada regulador linear individual. A CDP oferece um procedimento
para projetar um regulador para o modelo fuzzy Takagi-Sugeno, onde cada regra de controle é
projetada a partir da correspondente regra de um modelo Takagi-Sugeno da planta. O regulador
fuzzy projetado compartilha 0s mesmos conjuntos de regras com o modelo fuzzy nas partes
premissas. Para os modelos fuzzy (2.1) e (2.2), sendo ¢ = 1,2,...,r, os reguladores fuzzy via

CDP possuem a seguinte estrutura:

Regrai : SEz(t)é MiE ... E z,(t) é M;;,
ENTAO u(t) = —F;x(t). (3.1)

Portanto, de forma andloga a efetuada na obtengdo de (2.3), o regulador fuzzy é dado por
1w (a(t) Fox(t)
i=1 w(z(t))
%
- ai(=(t))Fix(t)
i=1
—F(a)x(t).

u(t) -

O objetivo do projeto do regulador fuzzy é determinar os ganhos de realimentagio locais F;
nas partes conseqiientes. Para a lei de controle (3.2), as equagdes (2.3) e (2.6) sdo dadas por
(3.3) e (3.4) respectivamente (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998), tendo em vista (2.8):

21
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CAPITULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

©(t) = 3 eila(t))a;(a(t){Ai — BiF;}x(t)
i=1j=1
Za (a(6)) Gasx(t) +2 3" s (a(t)) s (a(1) (S0, 09
i<j
Sistema Fuzzy Discreto (SFD):
x(t + 1) 33 ai(a(t)ay(z(t) {Ai — BiF;}x(t)

i=1j=1

Za?(z(tnG,.x(t)+2Za,(z(t Jo@®) { ZEEx0, (3.4

i<j

Gi; = A; — B;F;.

3.1 Condigoes para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

As condigdes suficientes para a estabilidade de sistemas fuzzy continuos e discretos no tempo
sdo derivadas usando fungdes Lyapunov quadraticas do tipo V(x(t)) = xT (t)Px(t) (Tanaka and
Sugeno, 1992). Os principais resultados estdo descritos abaixo.

Lema 1 O ponto de equilibrio x = 0 do sistema fuzzy continuo descrito por (2.4) € assin-
toticamente estdvel globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P tal
que

ATP +PA; <0

para i =1,2,...,r; isto €, para todos os subsistemas.

Prova: Segue diretamente da aplicagio da fungdo de Lyapunov V(x(t)) = xT (t)Px(t).

Lema 2 O ponto de equilibrio x = 0 do sistema fuzzy discreto descrito por (2.7) € assintotica-
mente estdvel globalmente se eziste uma matriz simétrica positiva definida comum P tal que

ATPA;-P <0

para i =1,2,...,r; isto é, para todos os subsistemas.

Prova: Vide (Tanaka and Sugeno, 1992).
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3.1. CONDICOES PARA A ESTABILIDADE DE REGULADORES FUZZY 23

Para a apresentacdo dos resultados para a estabilidade do sistema forgado, serd utilizada a
definicdo de mimero de regras ativas: os sistemas fuzzy (3.3) e (3.4) possuem r regras e para
um certo z(t) = zg o nimero de regras ativas é igual ao nimero de termos a;(2p),.-.,ar(z)
ndo nulos. Por exemplo, na Figura 3.1 as regras ativas para z(t) < a, 21(¢) € (a,b), z1(t) = b,
z1(t) € (b,¢), 21(t) = ¢, z1(t) € (¢, d), 21(t) > d sdo respectivamente as regras 1; 1 e 2; 2; 2 e 3;
3; 3 e 4; 4. Assim o niimero de regras ativas é menor ou igual a dois.

“al(zl) ax(z1) a3(z1) aa(z)

B

d z1(t)

Figura 3.1: Exemplo de um conjunto de 4 regras fuzzy: a;(21(t)), a2(z1(t)), as(z1(t)),
as(21(t)) € [0,1] e a1(21(2)) + a2(21(2)) + a3(21(2)) + aa(21(2)) = 1.

Observe que na Figura 3.1, a;(21(t))asz(z1(t)) = a1(21(t))as(z1(t)) = a2(z1(t))es(z1(t)) =
0, V 2z (t) € R. A existéncia deste fato também foi explorada no estudo da estabilidade, como
sera visto nos Lemas 3-6.

Lema 3 O ponto de equilibrio x = 0 do sistema de controle fuzzy continuo descrito por (3.3) é
assintoticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

GIP +PG; <0

para todoi=1,...,r e

(——-—G*J' ; G"")TP +P (—G"";G"‘) <0, i<

para todo i,j = 1,...,r ezcetuando-se os pares (i,7) tais que o;(z(t))c;(z(t)) = 0,Vz(t).
Prova: Segue diretamente do Lema 1.

Lema 4 O ponto de equilibrio x = 0 do sistema de controle fuzzy discreto descrito por (3.4) é
assintoticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

GIPG;-P <0

A
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24 CAPITULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

para todoi=1,...,T e

(Gij;'Gﬁ)Tp (G,-,-;—G_,-,-) ~P <O, i<i

para todo i,j = 1,...,r ezcetuando-se os pares (i,5) tais que a;(z(t))e;(z(t)) = 0,Va(t).

Prova: Segue diretamente do Lema 2.

Essas condigGes para estabilidade, em geral, sdo conservativas. Foram propostas em (Tanaka,
Ikeda and Wang, 1998) condicGes mais relaxadas que as condigGes descritas anteriormente.

Lema 5 Assuma que o nimero de regras que estdo ativas para todo t € menor ou igual a s,
sendo 1 < s < r. O ponto de equilibrio x = 0 do sistema de controle fuzzy continuo descrito
por (3.3) € assintoticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz simétrica positiva definida

comum P e uma mairiz simétrica semipositiva definida comum Q tais que

GIP +PG;+(s—-1)Q <0 (3.5)

para todoi=1,...,r e

(__.__G'J+GJ') p+p(—G"+G")—qso, i<j

2 2

para todo i,j = 1,...,r ezcetuando-se os pares (i,7) tais que a;(z(t))e;(z(t)) = 0,Vz(t).
Prova: Vide (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998).

Lema 6 Assuma que o nimero de regras que estdo ativas para todo t € menor ou igual a s,
sendo 1 < s < r. O ponto de equilibrio x = 0 do sistema de controle fuzzy discreto descrito
por (3.4) € assintoticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz simétrica positiva definida

comum P e uma matriz simétrica semipositiva definida comum Q tais que
GIPG; -P+(s-1)Q<0 (3.7)
para todoi=1,...,T e

(G2 u)"p (St S _p_q<o, i;

para todo 1,7 = 1,...,r ezcetuando-se os pares (i,5) tais que ai(z(t))a;(z(t)) = 0,Vz(t).

Prova: Vide (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998).
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3.2 Condigoes para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

Para analisar a estabilidade do sistema de controle fuzzy é preciso encontrar uma matriz simétrica
positiva definida comum P que satisfaga as condigdes de um dos Lemas 1-6. Portanto, quanto
mais conservativas forem as condigbes de estabilidade, mais dificil ser4 encontrar a matriz P,
se ndo impossivel. Nesta secao sdo obtidas condigtes de estabilidade, mais relaxadas que as
descritas na Secao 3.1. Os Teoremas 1 e 3 apresentam novas condigGes para os sistemas continuos

e discretos no tempo, respectivamente.

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

Teorema 1 Assuma que o nimero de regras que estdo ativas para todo t € menor ou igual a s,
sendo 1 < 8 <r. Considere i,j =1,...,r, sendo i < j e defina

Q: = GP + PGy, (3.9)
Qy = (235%) p yp (St Sa), (3.10)
0, se ai(z(t))a;(z(t)) = 0,Vz(t),
Qi; — Q + Pyj, caso contrdrio.
Entdo, o ponto de equilibrio x = 0 do sistema de controle fuzzy continuo descrito por (3.3) é
assintoticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz simétrica positiva definida comum P,
uma matriz simétrica positiva semidefinida comum Q e matrizes semidefinidas positivas P;; tais

que
Q+(-1)Q  Qtp ... Qb

Gt = Qt::u Q2 + (3 -1)Q Qf” <0. (3.12)

Qt,, Qty, e Qr+(s—-1)Q

Prova: Considere uma candidata da fungdo Lyapunov V(x(t)) = xT(t)Px(t), onde P =
PT > 0. Entdo, com a equagio (3.3) obtém-se

V() = 303 en(a(t))o(a(t)xT ()[(A: — BF;)TP + P(A; — BiF;)]x(t)
i=1j=1

Z o?(z(2))xT (t)[GEP + PGy;]x(t)

i=1

+ 3" 204(a(6)) o ()< (0 KM) P+P (GJ—’;GJ—)] x(t).

i<j

Das condigdes (3.9) e (3.10) tem-se

V(x(®) = Z of (2(2))x" (£) Qix(t) + Z 204 (=(t)) o (2(t))x" (£)Qisx(t)

i<j

AY‘YAY
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=% of (2(t))x" (£)Qix(t) +2 ) ai(a(t))aj (2(2))x (£)(Qij — Q)x(2)

i<j
123" a(a(t)) o (@) < () Qx ().
i<j

No Corolério 4 de (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998) foi demonstrado que

3 a2 (a(t) - — 3 20u(a(t)a x(8) > 0
i<j

i=1
Desta forma, tendo em vista a equacdo (3.11),

V(x(t) < ia?(z(t))x""(t)a,-x(t)+2ija,-(z(t))a,-(z(t))x"(t)(Q,-,-—Q)x(t)
i<j

i=1

+s—1)3 a?(a(t)xT (1)Qx(?)
i=1

i o (2(8))xT ()(Qi + (s — )Q)x(t) +2 iai(z(t))aj(z(t))xT(t)(Qij - Q)x(¢)
i=1

i<j

> e (z()x"()(Qi + (s — 1)Q)x(t)

i=1

23 s (a(t)) ot (a(8)xT (£)(Qis — Q + Pig)x()

i<j

> o (a(t)x" (8)(Qi + (s — 1)Q)x(2)

i=1

+2) - ei(a(t))a; (a()xT (£)Q;x(t)
i<j
xT(t)[all a2l ... o

Qi +(s-1)Q Qty, “e Qt),
Qt;, Q:+(s—-1)Q ... Qt,,

Qt,, Qb o @Ee—10

sendo I a matriz identidade, I € R™*".

Entdo, da equagdo (3.12), V(x(t)) < 0 para x(t) # 0.
Coroldrio 1 Se r = s, entdo pode-se adotar Q = 0 nas condigoes do Teorema 1.

Prova: Como s=r, entdo existe z(t) tal que todas as r regras estdo ativas, ou seja,

ai(z(t))e;(z(t)) # 0,
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parai,j=1,2,...,7.
Nesta situagdo, de (3.11) e (3.12) tem-se

Q: Qiz2+P12 ... Qir+Py,
Qt = Q12 +Pp2 Q: cor Qor +Poy

er + Plr Q2r + P2r

(s-1)Q -Q
—Q  (s-1)Q

Qt' = :
Q@  -Q

+ Qt’,

(3.15)

Agora serd demonstrado que, se r=s, entdo Qt’ > 0 e desta forma Qt’ pode ser removida
para a obtengdc da condigdo Qt < 0. Assim, sem perda de generalidade, serd adotado no

Teorema 1 Qt’ = 0, o que equivale a Q = 0.
De (3.15),

Qt’ Qt' +Qt'y +...+ Qt'_,
[ Q -Q ]
-Q Q i g
0 s 0
0 0

AVA
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tal que a matriz Qt'; possui (s — i) termos, para i =1,2,...,(r — 1).

Como Q = QT > 0, entéo existe L tal que Q = LTL. Assim, Qt’ dada pela equagio (3.16)
pode ser representada da seguinte forma:

B AT R AR [ s b g 5 ke
=1L
Qt’ 0 -LT

0
LT
LT

Entdo cada matriz do lado direito de (3.16) é semi-definida positiva e assim, Qt’ > 0, o que
conclui a prova.

Observagio 1 E conveniente registrar que o caso r = s = 2 é o mais abordado nos ez-
emplos de aplicagdo de sistemas de controle com modelos TSK, por ezemplo (Teizeira and
Zak, 1999), (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998), (Ma et al., 1998), (Cao et al., 1997), (Cao
et al., 1997a).

O teorema a seguir mostra que os resultados apresentados neste trabalho sdo no minimo
iguais aos disponiveis na literatura.

Teorema 2 Se as condi¢ées do Lema 5 sdo satisfeilas, entdo as condigoes do Teorema 1 também

serdo.

Prova: De (3.6) e (3.10),

parai,j =1,...,r,sendo i < j.

AVA
AVAYEY
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Assim, de (3.11), para i,j =1,...,r, sendo i < j,

Qt;; =0

Qt;; =Qi; —Q+P;; e Py >0.

Assim, quando Qt;; é dada por (3.17) e Py; = —Q;; + Q > 0, obtém-se
Qt;; =0,
para i,y =1,...,r,sendo ¢ < j.

Agora, de (3.5) e (3.9),
Qi+(s—-1)Q<0,

parai=1,...,r .

Logo, de (3.12), (3.18) e (3.19),

Qi+ (s—1)Q 0 0
0 Q:+(s-1)Q ... 0

Qt = ] : <0
0 e Qr+(s—-1)Q

e a prova estd concluida.
Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Para resolver o problema de estabilidade para o caso discreto utiliza-se o complemento de
Schur (Boyd et al., 1994) da seguinte forma: o sistema forgado para esse caso é estdvel se

(A-BF)TP(A -BF)-P <0.

Multiplicando-se a desigualdade & esquerda e 3 direita por P~!, como descrito em (Wang
et al., 1996), e definindo-se uma nova varidvel X = XT = P!, pode-se reescrever a equacio

anterior como
X(A-BF)TX(A-BF)X-X<0.

Aplicando o complemento de Schur (Boyd et al., 1994), tendo em vista que X > 0, obtém-se:

X X(A - BF)T £0
(A-BF)X X J

Teorema 3 Assuma que o nimero de regras que estdo ativas para todo t é menor ou igual a s,

sendo 1 < s <r. Considere i,j =1,...,r, sendo i < j e defina
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M;; = Gii = A; — B;F;, (3.20)
) Gij + Gj§ = A; — BiFj + Aj - BjF,; (3 21)
2 ! 3

2
_[ Ry Wf
Ty = [ W:j s,—,-’ ] >0, (3.22)

T
Nt-,-=[x_1$‘_i;{1)y ngﬁl e (3.23)
0, se ai(z(t))e;(z(t)) = 0,Vz(?),
Ny = e e B (3.24)
y [i{;-g _VI:;’ XI‘}%} SW‘T-; ] , caso contrdrio.
ij<> — VYV ij = 5

Entdo, o ponto de equilibrio x = 0 do sistema de controle fuzzy discreto descrito por (3.4)
€ assintoticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz simétrica positiva definida comum
X = P~1, uma matriz simétrica positiva semidefinida comum Y e matrizes semidefinidas posi-

tivas T;; tais que
Nuiu N2 ... Ny,
N12 N22 e N2r

Nt = > 0. (3.25)

le NQ’- “ee Nrr
Prova: Considere uma candidata da funcio Lyapunov V (x(t)) = x7 (t)Px(t), onde P > 0.

Tem-se que

AV(x(t) = V(x(t+1) - V(x(t)
x”(t) [[A(e) - B(a)F()]"P[A(a) — B(a)F(a)] - P] x(2).

Para obter AV(x(t)) < 0, é necessério que

[A(a) - B(a)F(a)]"P[A(a) — B(a)F(a)] - P < 0.

Aplicando Schur, da expressdo acima obtém-se:

X X [A(e) - B(a)F(a)]T

[A(a) - B(@)F(e)] X X =,

T(a) =

sendo

X=Pl A(a)= zr:a,-(z(t))A,-, B(a) =) _ ai(z(t))B; e F(a) = ia,-(z(t))Fi.
i=1 i=1 i=1

AVA
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Desenvolvendo-se a expressdao de T(a) acima tem-se:

r T r T
T(a) =) _ o} (z(t)) [ M}:X X?f"" ] +23 ai(a(t)e; (z(2) [ M’_:X X?{% ] > 0.
i=1 i<j i

Agora,
T(a) = ia?(z(t))[MXx XM |+ 23 aualt))a (a(t)

i<j

X+Y XMZ
M;X X

—22 a;(z(t))a;(z(t)) [ ] ;

i<j

sendo Y > 0. Entdo, pelo Coroldrio 4 de (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998), tem-se
A X XMz X+Y XM
2
T(@ > 3 al(a(t) [ A ] + 2%a,(z(t))a, (=(®) [ = ]
L X0
~6-n3 ey o]
i=1

£ ~1)Y XM“
>aem | X 5%

. X+Y XM[
+2§ae(z(t))a:'(z(“)) [ MyX X ]

Da expressao (3.22) tem-se

r g T r T
T@ > Zag(z(t))[x LY o +zzag(z(t))a,-(z(t))[’lfﬁ; X?f"]
ryr i i<i t

-2 Z ai(z(t))a;(z(t)) [ 2:?

i<j

—i5~ T
E“?‘““” [ X 1\(43,-,-x1)Y X?{’In

L X+Y-R;; XML -WT
+2) ai(z(t))a;(z(t J 4 L I
Substituindo-se as equagdes (3.23) e (3.24) na equacdo (3.26) tem-se
Nu Nz ... Ny a1l
N2 N2 ... Ny asl
Tle) =\mE el el 50 0s L :
Nlr N2r “ne Nrr a,-I
Portanto, se a condigdo (3.25) se mantém, AV(x(t)) < 0 para x(t) # 0, o que conclui a
prova.

Coroldrio 2 Se r = s, entdo pode-se adotar Y = 0 nas condigies do Teorema 3.

‘YAYAY
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Prova: Como s=r, entdo existe z(t) tal que todas as r regras estdo ativas, ou seja,
i(a(t)) e (a(2) 70,

paraf, j=12...,r

Nesta situagdo, de (3.23), (3.24) e (3.25) tem-se

X xM7 X-Ri; XML -wf,
M; X X Mp2X - Wi2 X —-5;2
X-R;; XML -WT X XML
MpX - Wi X —-8;2 M22X X

X-R, XML-WZ X-R, XMI-WL

L hdlw'X = wlr X = Slr M?rx = w2r X - S2r
X -Ry, XM’{; - W'{:. g

M;; X - Wy, X -8y,
X-Ryy XML -WZT

Mz, X — Wo, X — Sor

X XMT.
M, X X

Agora serd demonstrado que, se r=s, entdo Nt’ > 0 e desta forma Nt’ néo contribuir4 para
a obtencdo da condigdo Nt > 0. Assim, sem perda de generalidade, serd adotado no Teorema 3
Nt’ =0, o que equivalea Y = 0.

Como Y = YT > 0, entdo existe L tal que Y = LTL. Assim, de modo anilogo ao que foi
feito com Qt’ para o caso continuo na prova do Corolério 1, (3.27) pode ser representado da

AVA
AVAVAY
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seguinte forma:

-

'LT" LT'T

T

Desta forma, Nt’' > 0, o que conclui a prova.

Teorema 4 Se as condigoes do Lema 6 sao satisfeitas, entao as condigcoes do Teorema 3 também

serao.

Prova: Considere que existem P = PT > 0 e Q = QT > 0 tais que as condigdes (3.7) e (3.8)
do Lema 6 sdo satisfeitas. Entdo, multiplicando-se (3.7) e (3.8), pela esquerda e pela direita,
por X = P!, obtém-se:

XGIX1GiX -X+(s—-1)XQX <0 (3.28)

AVA
AVAYAY
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paratodoi=1,...,Te

para todo 4,5 = 1,...,r excetuando-se os pares (i,7) tais que a;(z(t))a;(z(t)) = 0, Vz(t).

Aplicando-se o complemento de Schur nas equagtes acima, tendo-se em vista as equagdes
(3.20) e (3.21), entdo (3.28) e (3.29) podem ser reescritas respectivamente como:

No— | X—(s=1)Y XM{
= M;X X

] >0 e (3.30)

> 0. (3.31)

X+Y XM%
M;;X X

sendo Y =P~ IQP-! > 0.

Agora, de (3.24),

N;; =0 ou

N — | X+Y XM
BT MEX X

] - Tyj, (3.32)

sendo que T;; > 0 foi definida em (3.22). Quando N;; é dada por (3.32), entdo, pela equagdo
(3.31), existe Ty; > O tal que N;; =0, parat,j =1,...,r, sendo i < j.

Assim, de (3.30) e N;; = 0, entdo
Ny O
0 No
0 0

o que conclui a prova.

Observagdo 2 O resultado descrito no Coroldrio 1 resulta em simplificacio das LMIs pro-
postas no Teorema 1. Estas simplificacées nao produzem um ganho significativo no procedi-
mento numérico da solugado das LMIs consideradas. As justificativas para a apresentagdo deste
Colordrio, foi a demonstragdo que para r = s o método proposto nao necessita da varidvel Q,
sendo que esta varidvel foi acrescentada seguindo as idéias ezpostas em (Tanaka, Ikeda and
Wang, 1998). Assim, para r = s, o método proposto ¢ totalmente independente dos resultados
ezpostos em (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998). Estas observagées sdo vdlidas para o resultado
descrito no Coroldrio 2, trocando-se Q por Y.

Os exemplos a seguir comparam o critério de estabilidade proposto neste trabalho com o
proposto em (Tanaka, Tkeda and Wang, 1998). Para os dois exemplos abaixo, os ganhos de

AV
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realimentacdo F; e F, para cada valor de a e b, sdo determinados selecionando-se [-2 -2] como
autovalores para os dois modelos locais na CDP no caso continuo e [1/2 1/2] no caso discreto.
As expressoes para F'; e Fa sdo:

Caso Continuo:

Caso Discreto:

FO% il
[ 2]

As Figuras 3.2 e 3.3 mostram as 4reas factiveis para o caso continuo e discreto, respectiva-

mente.
Ezemplo 1: Caso Continuo

Considere o SFC onde r=s=2. Neste caso utilizaram-se os resultados do Corolério 1.

2 -10
wo[i ] i

1
a -—10 b
e[t 2] 1]

A Fig. 3.2 mostra a 4rea factivel para os dois métodos, variando-se a e b na regiao coberta

pela figura.
Ezemplo 2: Caso Discreto

Considere o SFD onde r=s=2. Neste caso utilizou-se os resultados do Corolério 2.

7] =[]

A Fig. 3.3 mostra a 4rea factivel para os dois métodos, variando-se a e b na regiao coberta
pela figura.

E observado nestas figuras que as condigbes apresentadas por (Tanaka, Ikeda and Wang,
1998) levam a resultados mais conservativos para ambos os casos continuo e discreto pois sua
4rea factivel é menor. Estes resultados, aliados aos Teoremas 2 e 4, mostram que os critérios de
estabilidade propostos neste trabalho sdo mais gerais do que os apresentados em (Tanaka, Ikeda
and Wang, 1998).
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JOUCRA

Figura 3.2: Caso contfnuo: Area factfvel do método proposto em (Tanaka, Ikeda and Wang,
1998) indicada por (“0”) e 4rea factivel do método proposto neste trabalho indicada por (“”).

Figura 3.3: Caso Discreto: Area factivel do método proposto em (Tanaka, Tkeda and Wang,
1998) indicada por (“o”) e 4rea factivel do método proposto neste trabalho indicada por (“”).

6

7
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3.3. PROJETO DE REGULADORES FUZZY COM LMIS

3.3 Projeto de Reguladores Fuzzy com LMIs

Para as novas condigdes de estabilidade propostas neste trabalho, o problema de projeto para
determinar os ganhos de realimentagio F;, para¢ = 1,...,r, pode ser definido por meio de LMIs

como segue:
Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

Encontre X, Y, P;; e M; para i,j = 1,2,...,r, sendo ¢ < j, satisfazendo X > 0, Y > 0,
P;;j>0e
Cu Ci2 ... Cyr
Cp2 Cxp ... C
G bl | 1 210 (3.33)

Clr C2r o Crr

Cii = A;X - B;M; + XAT - MTBT + (s - 1)Y,
0, se aj(z(t))a;(z(t)) = 0,Va(t),

= : (A,-x — B;M; + A;X - B;M; + XAT - MTBT + XAT - M,.TB}‘) -

-Y + P;j, caso contrério.

As condigbes acima sdo LMIs com respeito as varidveis X, Y, Pj; e M; e sdo obtidas
diretamente do Teorema 1. Pode-se encontrar uma matriz positiva definida X, uma matriz
semidefinida positiva Y, matrizes semidefinidas positivas P;; e M; satisfazendo as LMIs ou
determinar que X, Y, P;; e M; ndo existem. Este é um problema de factibilidade. Se existe
solugio, os ganhos de realimentacio F;, uma P comum e uma Q comum podem ser obtidas da
seguinte forma:

P=X"!, F;=M;X"! e Q=PYP,

a partir das solucoes X, Y e M;.

As condigdes acima sdo LMIs que devem ser aplicadas quando r # s. Quando r = s, levando-
se em conta os resultados do Coroldrio 1, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condigoes
descritas acima, considerando-se agora Y = 0.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Encontre X, Y, Ryj, S;;, W;; e M; para,j =1,2,...,r, sendo ¢ < 7, satisfazendo X > 0,
Y >0,
D;; Dy ... Dy
D D iR Dgs
'12 .22 . -2 i (3.34)

Dy Do ... Dy

T
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Wi ] >0, (3.35)

ij

D.o | X-(=-1Y XAT -MTBT
" A X —-B;M; X !

(0, se aj(z(t))e;(z(t)) =0,Va(t),

X+Y-Ry
5 (AiX — B;M; + A;X — B;M;) - W;;

1 T _mMTRT T _mMTBT) - wWT
E(XA:' M;B; +XAj - M; BJ) w"l;], caso contrario.

X —8S;;
As condigOes acima seguem diretamente do Teorema 3.

Se existe solugdo, os ganhos de realimentacdo F; e uma P comum podem ser obtidos da
seguinte forma:
P=X"1 e F;=MX",

a partir das solucgdes X e M;.

As condigoes acima sao LMIs que devem ser aplicadas quando r # s. Quando r = s, levando-
se em conta os resultados do Coroldrio 2, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condigdes
descritas acima, considerando-se Y = 0.

3.4 Taxa de Decaimento

E importante considerar ndo somente a estabilidade, mas também outros indices de desempenho
do sistema controlado tais como velocidade de resposta, restricoes da entrada e da saida. A
velocidade de resposta est4 relacionada com a taxa de decaimento, isto é, o maior expoente
Lyapunov.

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

Do Teorema 1, para uma candidata da fungdo Lyapunov V(x(t)) = x7(t)Px(t) entdo
V(x(t)) <0 se Qt < 0, sendo Qt dado em (3.12). Agora, utilizando-se o resultado da equagéo
(2.8) tem-se que

PP ...P al
PxP P asl
P=[a11 agl aee arl] N .

PP ...P arl

Logo, a condigio que V(x(t)) < —29V(x(t)) (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998) para toda

AV
AVAVAL
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3.4. TAXA DE DECAIMENTO

trajetéria é satisfeita para
P P
P P
PP
ou seja
Qi+ (s—1)Q+29P Qt}, i Qt},
Qti Q:+(s-1)Q+ 2P ... Qt3, =
Qtt, Qt3, Q- +(s—1)Q+2yP

0, se o(z(t))a;(z(t)) = 0,Vz(t),
Qt; =

Qi; — Q + P;; + 29P, caso contrdrio.
e v > 0. Portanto, o maior limite inferior para a taxa de decaimento que pode ser encon-
trado usando uma fungdo Lyapunov quadrética é obtido resolvendo-se o seguinte problema de
minimizagdo dos autovalores generalizado (GEVP) (Boyd et al., 1994) em P e 7:

Mazimize v e encontre X, Y, Py;, Mj,...,M, sujeitoa X >0, Y >0,P;; >0e
Ch Cip ... Ci
Cl, Ch ... Ch
Lo aiech = | |00
;.!‘ fgf o C:‘f"
Cl; = AiX — B;M; + XAT - MTBT + (s — 1)Y + 2yX,
0, se ai(z(t))e;(z(t)) =0, Va(t),

Cly =

} (AiX - B:M; + A;X - B;M; + XAT - MTBT + XAT - MTBT) +
=Y + 29X + P;;, caso contrério.

Novamente, os ganhos de realimentagdo F;, uma P comum e uma Q comum podem ser
obtidos da seguinte forma:

P=X"!, F;=M;X"! e Q=PYP,
a partir das solugées X, Y e M;.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

A condigdo que AV (x(t)) < (y* — 1)V(x(t)) (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998) para toda
trajetéria é equivalente a

" " "
N, Nf ... Ni
(] ')
NY, N&,

" "
1r N2r

> 3 a4 s ¢ 7 UNGSP

1 12 13 14 15 16 17 18



CAPITULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

NE [ PBX = (e=DY XMZ :
7 M;;X X

0, se ai(z(t))a;(z(t)) = 0,Vz(t),
Nij; = ,rz T _wT
L= X+Y—'jo XMtJ— ij s =
, caso contrario.

sendo v < 1. Portanto, obtém-se o seguinte problema de minimiza¢do dos autovalores general-
izado (GEVP) (Boyd et al., 1994) em P e § sendo 8 = 7%

Minimize ( e encontre X, Y, Ry, S;j, Wij, My,..., M, sujeitoa X >0, Y >0,

Di; Di, ... Di
D, D
.12 -22 i 2r %0 e

] ] !
Dlr D2r Drr

_[Rs WE
Tij—[w:j S'_J_"IZO,

o _ | BX—(s-1)Y XAT-MTBT
#5AX - BiM; X :

(0, se a;(z(t))a;(z(t)) = 0,Va(t),

BX +Y - Ryj
% (A,—X - B,‘Mj + AJ'X - BJ'M,') - W;,-

1 T _mMTBT T _MTBT)-wWT
2 (XAf M; B, ;xgi M; B; ) 3 ] , caso contririo.
— Sy

Como no caso anterior, os ganhos de realimentagio F; e uma P comum podem ser obtidos
da seguinte forma:
P=X"1 e F;=MX"},

a partir das solugdes X e M;.

Deve ser notado que 0 < 8 < 1.

3.5 Restricao da Entrada

Assuma que a condigZo inicial x(0) é conhecida. A restrigao || u(t) ||2< p é imposta para todo

tempo ¢t > 0 se as LMIs
1 x0T
> 3
[ x(0) X ] >0 (3.37)
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3.6. RESTRICAO DA SAIDA

e

[ W (3.38)

se mantém (vide (Boyd et al., 1994) e (Tanaka, Tkeda and Wang, 1998)), sendo X = Pl e
M; = F;X.

Um problema de projeto de reguladores fuzzy estiveis satisfazendo a restricdo da entrada
pode ser definido como segue:

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

Encontre X, Y, P;; e M; parai,j =1,2,...,r, sendo 7 < j, satisfazendo X >0, Y > 0 (se
r # 3), Pij > 0, (3.33), (3.37) e (3.38).

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Encontre X, Y, Rjj, S;;, W;; e M; parai,j =1,2,...,r, sendo i < j, satisfazendo X > 0,
Y >0 (se 7 # s), (3.34), (3.35), (3.37) e (3.38).

Para ambos os casos continuo e discreto, se r = 3, pelos Corolarios 1 e 2, pode-se adotar
Y =0.

3.6 Restricao da Saida

Assuma que a condicdo inicial x(0) é conhecida. A restricdo || y(t) [|2< A é imposta para todo
tempo ¢ > 0 se as LMIs
1 x(0)T ]

- x(0) X >0 (3.39)

X xcT]

cx Jzo (3.40)

se mantém (vide (Boyd et al., 1994) e (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998)), sendo X = P!,

Um problema de projeto de reguladores fuzzy est4veis satisfazendo a restri¢do da saida pode
ser definido como segue:

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

Encontre X, Y, P;; e M; para i,j = 1,2,...,r, sendo i < 7, satisfazendo X > 0, Y > 0 (se
r # 8), Pi; > 0, (3.33), (3.39) e (3.40).

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

AV
AVAVEY
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CAPITULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

Encontre X, Y, Ryj, S;j, W;; e M; para 4,5 = 1,2,...,r, sendo i < j, satisfazendo X > 0,
Y >0 (se r # ), (3.34), (3.35), (3.39) e (3.40).

Para ambos os casos continuo e discreto, se r = 3, pelos Corolarios 1 e 2, pode-se adotar
Y =0.

3.7 Exemplos de Aplicacdo

Considere o problema do equilibrio e balango de um péndulo invertido sobre um carro, conforme
ilustrado na Fig. 3.4. As equagbes de movimento para o péndulo invertido, conforme descrito
em (Ma et al., 1998), sdo

Ty = T2

1.0
[(M + m)(J + mi?) — m212 cos?
+fomlz4 cos 21 + (M + m)mgl sen z; — mli(cos z1)u] (3.41)

Z2 z1] [=f1(M + m)zo — m?1*23 (sen z;) cos T,
1

T4
1.0

[(M + m)(J + mi2) — m2i2 cos?
—fo(J + mi?)z4 — m2gi? (sen ;) cos zy + (J + mi?)u]

= ][flmizrg cos z; + (J + mi?)miz3 sen z,
1

sendo que z; é o dngulo (rad) do péndulo com relagdo ao eixo vertical, z; é a velocidade angular
(rad/s), z3 é o deslocamento (m) do carro, e z4 é a velocidade (m/s) do carro, g=9.8 m/s?
é a aceleragdo da gravidade, m é a massa (kg) do péndulo, M é a massa (kg) do carro, fp é
o coeficiente de atrito (N/m/s) do carro, f; é o coeficiente de atrito (N/rad/s) do péndulo, !
é o comprimento (m) do centro de massa da haste até a sua base, J é o momento de inércia
(kgm?) do péndulo em torno do seu centro de massa, e u é a forca (N) aplicada no carro. Tem-
se que, conforme descrito em (Ma et al., 1998), M=1.3282 kg, m=0.22 kg, fo=22.915 N/m/s,
f1=0.007056 N/rad/s, I=0.304 m, J=0.004963 kgm?.

Para projetar o regulador fuzzy deve-se ter um modelo fuzzy que represente as dinamicas da
planta nao-linear. Portanto, primeiro representa-se o sistema pelo modelo fuzzy Takagi-Sugeno.
Aqui o modelo global do sistema foi obtido através da combinagao fuzzy de dois modelos lineares
locais. Desta forma aproximou-se o sistema através das seguintes duas regras do modelo fuzzy,
como efetuado em (Ma et al., 1998):

Regra 1 da Planta : SE z,(t) estd em torno de 0,

x(t) = A1x(t) + Byu(?)
y(t) = Cix(t).

Regra 2 da Planta : SE z;(t) estd em torno de + /3,
x(t) = A2x(t) + Bau(t)
y(t) = Cax(2).

ENTAO {

ENTAO {
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S LT BT T LSS T LA T LALALS

SN W

Figura 3.4: Péndulo invertido sobre um carro.

A lei de controle resultante é

Regra 1 do regulador : SE z;(t) estd em torno de 0,
ENTAO u(t) = —F;x(t).

Regra 2 do regulador : SE z)(t) est4 em torno de + 7/3,
ENTAO u(t) = —Fax(t).

0.0 1.0 0.0 0.0 0.0

a1 a2 0.0 a4 | b _
00 00 00 10 |* B1=|gp|» Gx=[00 00 10 00],

aq1 ag2 0.0 ayq bg

(M 4+ m)mgl —fi(M +m) fomnl
a = ———, ap = —-—7-—, 024=T

a a

—m?gl? —fo(J +mi?)
4y =——"

a41 =
pS ’ o )

-ml J +mi?
b2=_m1 b4= +ﬂ H

a
a= (M +m)(J +mi%) - m?l?,

0.0 0.0

aj, _| b =
T | 02_[0.0 0.0 1.0 0.0],

!
Q44 511
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CAPITULO 3. REG ULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

_ 3V3 (M +m)mgl 7

_ =fi(M +m) o foml cos 60°
S = o ol 7 Vi e Y T

a 24 a )
, _ _3V3m?glfcos60° , _ fimlcos60° o —fo(J +mi?)

aq = Qy0 =
41 2?? a; L] 42 ! ] 44 a; ]

a

—mlcos60° ,, J+mi?

1o —
b2_ a; ! b‘l_ a' !

a' = (M + m)(J + mi?) — m%?(cos 60°)2.

Um procedimento metédico para a determinac@o dos modelos lineares locais é apresentado
em (Teixeira and Zak, 1999).

As funcgGes de pertinéncia para as regras 1 e 2 da planta séo:

1.0 1.0
a1 (z1(t)) { L0 - T e romm—r7al } { 1.0 + e 70z (O +7/6] }
e

az2(z1(t)) 1 — ay(z1(t))

e suas respectivas curvas estao ilustradas na Fig. 3.5.

‘ 2 (1 (2))
0.9
08
0.7
0.6+
0.5+
0.4

0.3

0.2

Figura 3.5: Fungdes de pertinéncia para as regras 1 e 2 da planta.

Como r = s = 2, o8 projetos descritos a seguir consideram os resultados do Corol4rio 1. Estes
projetos foram realizados utilizando o software LMISol (Oliveira et al., 1997). Todas simulagGes
apresentadas nos préximos exemplos empregaram o modelo nio-linear do péndulo descrito em
(3.41) e foram feitas com o MATLAB.

Ezemplo 3 - Estabilidade: Primeiro projetou-se um regulador fuzzy estavel considerando-se
a taxa de decaimento nula, utilizando-se os resultados descritos na Secdo 3.3. O problema de
projeto do sistema fuzzy continuo é definido como segue:
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Encontre X, P12, M; e M3 sujeito a X > 0, P12 > 0 e (3.33), sendo Y = 0.

O software LMISol forneceu as matrizes X, P12, M; e M, que solucionam as LMIs acima.

A solugdo obtida foi:

Fi=MX 1= [ —96.4207 -16.0122 -—4.8356 —32.6352 ] ,

Fo =MX~ ! = [ —153.5370 —25.9934 -7.8314 —38.5572 ] :

131.9837 26.8515 8.6039 17.1465
p= 26.8515 6.7121 1.8408 4.2475 <00
| 8.6039 1.8408 1.1127 1.3198

17.1465 4.2475 1.3198 3.3138

0.3559  0.0436 —0.1574 -0.2040
0.0436 0.8975 —0.1975 -—0.0232 >0
—-0.1574 -0.1975 0.9587 -0.0087 | =
—-0.2040 -0.0232 -0.0087 1.1316

Py =

Para ilustrar a validade da lei de controle projetada, que visou apenas a estabilidade, foi feita
a simulagdo digital do sistema original (3.41) com a lei de controle (3.2) para r = 2, empregando
F) e F, projetados acima. A Fig. 3.6 apresenta os resultados obtidos. Para efeito de comparacao
a Fig. 3.6 apresenta também outros resultados de simulages referentes aos préximos exemplos.

Ezemplo 4 - Taza de Decaimento: Pode ser visto no Exemplo 3 que o tempo de estabilizagao
do sistema é t = 6seg. Na pratica, é importante considerar o tempo da resposta transitéria. O
problema de projeto que considera a taxa de decaimento é definido como segue:

Mazimize v e encontre X, P12, M; e M3 sujeito a X > 0, P12 > 0 e (3.36), sendo Y = 0.

Quando v = 1.5 < Ymaz, obtém-se pelo LMISol as matrizes X, P12, M; e M3 que solucionam
as LMIs acima. Foram obtidos os seguintes resultados:

F1=M1X‘1=[-1587.4244 —315.4873 —466.1611 -413.3526],

Fo=MX ' = [ —2874.8561 —572.7537 —846.8954 —732.0994 ] 3

4871.2449 976.0819 1459.1957 1217.8839
Pisa 976.0819 196.0875 292.5022  244.2353 ita
T | 1459.1957 292.5022 444.7780 367.3122

1217.8839 244.2353 367.3122 306.0708

0.3917 -0.1176 -—0.0144 -0.7514
—-0.1176 1.0871 —0.0363 —0.0134
—-0.0144 -0.0363 0.0900 -—0.0612
-0.7514 -0.0134 -0.0612 1.9719

Py =

As linhas contfnuas na Fig. 3.6 mostram as respostas de z;(t) e u(t), sendo que o tempo de
estabilizacdo é t = 2.7seg. O regulador projetado diminuiu o tempo de estabilizagio do sistema,
mas exigiu uma alta amplitude da entrada de controle.
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CAPITULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

Neste exemplo ndo foi utilizado ymez = 2.03 pois os ganhos de realimentacio obtidos neste
caso praticamente ndo sdo implementdveis.

Ezemplo 5 - Taza de Decaimento+Restrigio na Entrada de Controle: Pode ser visto no
Exemplo 4 que maz; | u(t) ||o= 2704.01. Na pratica existe uma limitacio da entrada. E
importante considerar nao somente a taxa de decaimento mas também a restricio na entrada
de controle. O problema de projeto que considera a taxa de decaimento e a restrigdo na entrada

de controle é definido como segue:

Mazimize 7y e encontre X, P2, M; e M, sujeito a X > 0, Pj2 > 0, (3.36), (3.37) e (3.38),
sendo Y =0, u = 200 e x(0) = [0.96 0 0 0]T.

Note que 0.96 rad corresponde a 55°.
Quando ¥ = Ymaz = 0.85, a solugdo obtida foi:

F1=M1X"1=[—100.4075 —19.4875 —12.0272 —36.3688 ]

Fo=MX! = [ —191.6522 —38.7406 -—23.0668 —49.0006 ] s

[ 2.0030 0.4128 0.3602 0.4194
0.4128 0.0854 0.0730 0.0854
0.3602 0.0730 0.1061 0.0891
| 0.4194 0.0854 0.0891 0.1012

>0e

0.2080 -—0.8032 0.0057 —0.1572
—0.8032 3.2590 -0.0124 0.5138

0.0057 -—0.0124 0.0008 -—0.0098
| —0.1572 0.5138 —0.0098 0.1743

P, = 104 >0.

A linha pontilhada na Fig. 3.6 mostra a resposta z;(t) e u(t), onde o tempo para estabilizar
o sistema é ¢ = 4.3seg. O regulador projetado também realizou a restricdo da entrada pois
maz: || u(t) ||l2= 180.03 < u.

Ezemplo 6 - Estabilidade+Restrigdo na Entrada de Controle: Também é possivel projetar um
regulador fuzzy estével satisfazendo a restricdo da entrada, para a restrigdo da entrada p = 200
e x(0) = [0.96 0 0 0]7.

Encontre X, P13, M; e M sujeito a X > 0, P12 > 0, (3.33), (3.37) e (3.38), sendo Y =0,
s =200 e x(0) =[0.96 00 0]”.

A solugdo é obtida quando

Fi=MX!= [ —68.3823 —13.2795 —9.0490 x 10~6 —25.5947 ] ;

Fo=MX"!= [ —106.1515 —21.5707 —1.3709 x 10~° —27.0206 ] 3

AVA
AVAYAY

2 3 4 5 6 7 unespwl 2 43 14 1 16 i

18



3.7. EXEMPLOS DE APLICACAO

o
[0

z1(t) (rad)

I
&
0

I
-

i i i i ; i
0.2 04, o35 Li04 | G45 05
Tempo(s)

Figura 3.6: Respostas de z;(t) e u(t) para condigdo inicial x(0) = [0.96 0 0 0]7 e considerando-
se 0s casos: apenas estabilidade (linha tracejada); apenas taxa de decaimento (linha continua);
taxa de decaimento e restricdo na entrada (linha pontilhada).

0.5107 0.1073 2.5515 x 10~7 0.0873
0.1073 0.0226 0.5210 x 10~7 0.0178
2.5515 x 10~7 0.5210 x 107 0.0695 x 10~7 0.6347 x 10~7
0.0873 0.0178 0.6347 x 10~7 0.0218

>0 e

113.6072 —452.7603 3.8481 —78.7145
—452.7603 1824.6033 —14.2441 301.9384
3.8481 —14.2441 10.8879  —3.3622
—78.7145 301.9384 —3.3622 61.6110

P, = 102 > 0.

A linha tracejada na Fig. 3.7 mostra a resposta de z3(t) e u(t). Pode ser determinado que
maz; || u(t) |l2=101.47 < p.

A varidvel z3(t) possui um tempo de estabilizagio muito superior a 15 seg. Esse tempo nio
¢ mostrado na Fig. 3.7, sendo mostrado na figura apenas o valor méximo que z3(t) atinge.

Ezemplo 7 - Estabilidade+Restrigdo na Entrada de Controle+Restricio na Saida de Cont-
role: A resposta do sistema de controle no exemplo 6 tem um grande valor de saida (maz; ||
z3(t) ||2= 7.65) visto que a restrigio na saida nio é considerada no projeto de regulador fuzzy.
Para melhorar a resposta, pode-se projetar um regulador fuzzy adicionando-se a restri¢io na

saida.

Encontre X, P12, M; e M; sujeito a X > 0, P12 > 0, (3.33), (3.37), (3.38) e (3.40), sendo
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Y =0, u =200, A = 3.6 e x(0) = [0.96 00 0].

A solugdo é obtida quando

Fi=MX"!=[-1075916 —21.3158 —22.7633 —36.7818 |,

Fo=M,X"! = [ —178.0852 —36.1143 —40.4190 —45.9859],

1.0554 0.2181 0.2480 0.2230
P— 0.2181 0.0453 0.0505 0.0455 >0
~ | 0.2480 0.0505 0.1436 0.0605 &

0.2230 0.0455 0.0605 0.0557

107.8741 —471.9367 0.1726 —44.7636

P, — 102 | —471.9367 21065348 22412  169.1742 5%
s 0.1726 2.2412 0.2463 —2.0568 | =

—44.7636  169.1742 —2.0568 36.1378

A linha continua na Fig. 3.7 mostra a resposta de z3(t) e u(t). A resposta do sistema de
controle satisfaz as restricoes maz; || u(t) ||2= 167.90 < u e maz; || z3(t) ||2=1.88 < A

Os resultados das simulagdes dos exemplos acima atestam o bom desempenho dos sistemas
de controle projetados.

1

10 15

Tempo (s)

Figura 3.7: Respostas de z3(t) e u(t) para condigéo inicial x(0) = [0.96 0 0 0]” e considerando-se
os casos: estabilidade e restrigdo na entrada (linha tracejada); estabilidade, restricao na entrada
e restricdo na saida (linha continua).




Capitulo 4

Observadores com Modelos Fuzzy
Takagi-Sugeno

Foi proposto na Se¢ao 3.3 projetos baseados em LMIs para reguladores fuzzy. O regulador fuzzy
tem as leis de realimentacdo de estados lineares locais nas partes consequentes. Entretanto,
em problemas de controle reais, nem sempre pode-se medir todos os estados de um sistema.
Nesta se¢do propde-se um observador fuzzy para estimar as varidveis de estado do modelo fuzzy
Takagi-Sugeno.
Os observadores fuzzy devem satisfazer
x(t) —%(t) - 0 quando t »> 0 e || x(¢) —%(¢) || <oo, VEt2>0,

sendo que %(t) denota o vetor de estado estimado por um observador fuzzy. Esta condicdo
garante que o erro entre o vetor de estado x(t) da planta dindmica fuzzy e o vetor de estado
estimado %(t) pelo observador fuzzy converge para 0. Os observadores fuzzy sdo projetados por
meio da CDP.

Para o projeto de observadores fuzzy, considere dois casos com respeito as varidveis premissas
21 (t) ~ 2p(2):

e Caso A: z)(t) ~ 2zp(t) dependem apenas das varidveis de estado disponiveis;

e Caso B: z(t) ~ zy(t) dependem das varidveis de estado ndo disponiveis;

A - Caso A

Parai=1,2,...,r, os observadores para estimar as variaveis de estado dos modelos dinamicos

fuzzy (2.3) e (2.6) sdo projetados como segue.

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):
Regra i do Observador : SE z(t) § MLE ... E 2p(t) é M;,

49
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CAPITULQ 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO
ENTAO %(t) = A;%(t) + Byu(t) + Hi{y(t) — 3(t)}-

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):
Regra i do Observador : SE zi(t) 6 Mi E ... E z(t) é M,
ENTAO %(t + 1) = A;%(t) + Bju(t) + Hi{y(t) - 7(¢)}.

A saida final do observador fuzzy para ambos os sistemas, continuo e discreto, é dada pela
equagao: .
3(1) = > w'(a(t))Cix(2). (4.1)

i=1

O observador fuzzy possui as leis do observador de estado linear nas suas partes consequentes.
Desta forma, o estado estimado final do observador fuzzy é:

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

r_ w'(z(t){Aix(t) + Biu(t) + Hi(y(t) — 7(2))}
=1 wi(z(t))

= 3 au(a(t) {A(E) + Biu(t) + Hi(y () — §()).
i=1

%(t)

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

=1 v (z(t) {Ax(2) + Biu(t) + Hi(y(t) — 3(2))}
Lo wi(z(t))

%(t+ 1)

= Y o) AR(E) + Biu(t) + Hi(y(t) - 5(2)}, (43)
i=1

sendo utilizado o mesmo peso w'(z(t)) da i-ésima regra fuzzy do sistema fuzzy continuo (2.3)
e discreto (2.6). Os pardmetros do observador sao H;, para i = 1,2,...,r. O projeto dos
observadores fuzzy é a determinagido dos ganhos locais H; nas partes consequentes.

Substituindo-se (2.5) e (4.1) em (4.2) e (4.3) tem-se:
Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

§0) = 3 ai(s)ARE) + Y os(a(t)Biu(t)
i=1 i=1

* Zr: Zr: ai(2(t))ej (z(t))Hi C;{x(t) — %(t)}.

i=1j=1
Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

R(E+1) = 3 a@®)ARE) + 3 ai(a)Beu()
i=1 i=1

+3° 3 au(a(t) s (a(t) Hi s x(t) - %(0).

i=1j=1

BCplS - FEIS - UNESP
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Utilizando-se o estado estimado final %(t), (3.1) e (3.2), obtém-se o seguinte regulador fuzzy:

Regrai : SEz(t)é MiE ... E z(t) é M},
ENTAO u(t) = —F;ix(t).

Portanto, a saida final do regulador fuzzy é dada por

ut) = - 3 cu(alt) Fix(t).
i=1

Substituindo-se (4.6) em (2.3), (2.6), (4.4) e (4.5), obtém-se:

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):
[ x(t) = Tiz1 ai(2(t)) Aix(t) — Xizy Xj=1 i(2(t)) e (2())BiF;%()

%(t) = Yio1 5o 0i(z(8))ay(2(t)) {As — BiF;}X(2)
+ i1 E§=1 a,—(z(:))aj(z(t))H;Cj{x(t) -x()}.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):
[ x(t + 1) = iy ei(z(t)) Aix(t) — iy Xj= @i(z(2))e;(2(t)) BiF%(t)

X(t + 1) = Xioy Xj= i(2(2))ey (2(2)){Ai — BiF;}%(2)
+ Xio1 Xj=1 0i(z(2)) ey (2(2) Hi Ci{x(2) — %(2)}-

Seja e(t) = x(t) — %(t). Entao

8() = 3° 3" a(a(t))exs (a() {As — HiCj Je(t).

i=1j=1

Portanto, o sistema de controle que contém o regulador fuzzy e o observador fuzzy (sistema
de controle aumentado) é dado por:

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

x(t) = Xio1 Xj=1 i(z(t)) o (z(2) ) {Ai — BiF;}x(t)
+ Xi1 5= ai(2(2))a;(2(t)) BiFje(?)

é(t) = X1 Xj=1 i(2(t))a;(z(t)){A: — HiCj}e(?).

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

x(t +1) = Tioy Xj=1 i(z(t))a;(z(t) {A: — BiF;}x(2)
+ 11 T @i(2(2))e(2(2))BiF je(t)

e(t +1) = i, Tj=y ei(z(t))e; (z(t)) {Ai — HiCjle(?).
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

Portanto, o sistema aumentado é representado da seguinte forma:
Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

Xa(t) = DD ai(z(t)e;(z(t) GExa(t)

i=1j=1

L LE G2 + G4
> ad(=(t))GExa(t) +2 Y i(a(t))e;(=(t)) { %} Xq(t). (4.7)
i=1

i<j
Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

ot 1) = 3 ai(alt))a;(a(6) Gxa()

i=1j=1

i o? (2(t)) GExa(t) + 2 i ai(z(t))a;((t))
i=l1

{ G% + G%
i<j

5 }xa(t)- (4.8)
Em (4.7) e (4.8)

x(t) A; -B;F; BF; ]

xa(t) = [ e(t) 2 G?j & [ 0 A; -H;C;

As representacgdes do sistema aumentado nas formas (4.7) e (4.8) foram obtidas em (Tanaka,
Ikeda and Wang, 1998).

B - Caso B

Neste caso, as varidveis premissas z(t) sao desconhecidas visto que elas dependem de variaveis
de estado da planta, ndo disponiveis. Desta forma utiliza-se %(t), que depende das varidveis de
estado estimadas, no lugar de z(t). Portanto, serd utilizado w*(2(¢)) ao invés de w'(z(t)) no
controlador fuzzy (4.6). Em outras palavras, neste caso a;(z(t)) # ai(Z(t)) porque z(t) # z(t),
em geral. Portanto, o regulador fuzzy para o caso B é dado abaixo:

u(t) = - 3 ai(BO)F(0). @9)

i=1

Para o observador fuzzy continuo (ou discreto), serd utilizada a equagio (4.10) (ou (4.11))
ao invés de (4.2) (ou (4.3)).

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

2(t) = 3 au(BOMAR(D) + Beut) + Hi(y(t) - 9(2)}.

i=1
Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

£t +1) = 3 ai(B(O){AR(E) + Boult) + Hi(y(t) ~ 9(0).

i=1
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A saida final do observador fuzzy para ambos os sistemas, continuo e discreto, é

§() = 3 a(2() Ci(t),

i=1

ao invés da equacao (4.1).
Para o obtengdo das equagdes do sistema aumentado tem-se:
Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

Substituindo-se na equagao (2.3) e (4.10), a equagéo (2.5), o regulador fuzzy (4.9) e a equacio
(4.12) tem-se:

x(t) = Tio1 (@) Ak (t) — Tioy oy ei(E(2))aj (3 (2)BiF;% ()
G 2::1 a; (ﬁ(t))Ht {):§=1 27] (Z(t) ij(t) = 2::1 Qg (ﬁ(t)) C,J‘E(t)} (4'13)

C X() = Xioy ei(z(0)Aix(t) — i) X5y ai(z(t)) e (2(2))BiF % (2).
Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Substituindo-se na equagio (2.6) e (4.11), a equagdo (2.5), o regulador fuzzy (4.9) e a equagdo
(4.12) tem-se:

X(t+1) = Xioi ai(@()Aik(2) — Xioy Xjmn @i(3(1)) oy (2(1))BiF;%(t)
+ Sy 0 (B(t))H; {72, 0 (2(8) Cix(t) — Ty (ﬁ(t))csa‘c(t)} (4.14)

x(t +1) = oy ai(z() Aix(t) — Tiog 5oy ai(=(?)) e (2(2)BiF;%(2)-

A equagoes (4.13) e (4.14) sdo equivalentes a:

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

( %(t) = Yoy 0a(B(t)) Aik(t) — Thoy X5—) ci(®(t))as (2(t)) BiF;%(2)
+ Ty ci(8(t))H: { Ty 05 (2(8)Cix(t) — Tiy s (B() Cox(t)}

| &) = Thy (@) Ax(®) — Thoy Thoy as(a(t)) o3 BO)BFSR()
+ 30 () Ax(E) — STy ai(B(2) Aix(t)
+ 30, Ty B (8)) 0 (B0 Hi Cox(t) — oy oy @i(3(8)) e (1) HiCyx(2).

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

(R(t+1) = Tiy (30 Ak(t) — T, Ty a(B(2)a (3(8)BiF;R(2)
+ S5 (B ) H; { Shey 05 (a(t)Cyx(t) — Sy s (B(2) Co (1)}

| x(t+1) = S, cu(a®) Ax(®) — T, oy 0s(a)e; (2()BiF5%(2)
F Thr (B () Aix(t) - T, calB(t) Aix(?)
+ 501 T ()t (38 EL Cyx(8) — it Thor (B(8)) 3 (3(0) HiCyx(t).
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

Seja e(t) = x(t) — x(t). Entao

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

é(t) = YD D ai(z(t))a;(#(t))as (2(2)){Ai — Aj + Hj(C, — Cj) — (B; — B;)F,}x(?)

i=1j=1s=1
T r r

+3 2D ailz(t)e;(8(2))as (2(2){Aj — H;C, + (B; — B;)F, Je(t). (4.15)

i=1j=1s=1
Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

e(t+1) Z Z Z ai(2(t))a;(2(t)) s (2()){Ai — Aj + H;(C, — C;) — (B;i — B;)F, }x(t)

:_ljnla—

+ Z E Z i(2(t))a; (2(t)) s (2(t)){Aj — H;C, + (B; — Bj)F,Je(t).  (4.16)

i=1 j=13s=1

Portanto, de x(t) e &(t) dados pelas equagoes (4.13) e (4.15), e de x(¢ + 1) e e(t + 1) dados
pelas equacgdes (4.14) e (4.16), respectivamente, tem-se que o sistema de controle que contém o
regulador fuzzy e o observador fuzzy (sistema de controle aumentado) é representado da seguinte

forma:

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

0f) = 333 ai(a(t))e; ((8)as () Gijsxa(t)

i=1j=1s=1

Zr: i ;i(z(t))a (2(2)) Gijxal(t)

i= 13-1

£23° 3 ai(a(t))a (&(t)) e (5(0) {G;G} xa(t) (4.17)

i=1j<s

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Xa(t +1) 22 cila(t))ey(&(t))as (8(t)) Gijexal(t)

i=1 j=1s=1

i i ai(z(t)) o} (2(t)) GijXa(t)

i=1j=1
23S alaeEOa60) { Sl g, (@)

i=1j<s

Em (4.17) e (4.18),

2 3 4 5 6 7 unespw 13 14 15 1le¢ 17

18



4.1. CONDICOES PARA A ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUMENTADOS

Gl A; — B;F, B/F,
Y07 | (Ai—Aj) - (Bi - Bj)F, + Hj(C, - C;) Aj—H;C, + (B; - Bj)F,

As representagoes do sistema aumentado nas formas (4.17) e (4.18) foram obtidas em (Tanaka,
Tkeda and Wang, 1998).

4.1 Condigoes para a Estabilidade de Sistemas Aumentados

Considere, para isto, os casos A e B vistos anteriormente
A - Caso A

Observe que o sistema aumentado dado em (4.7) (e (4.8)) tem a mesma forma da equagio
da planta com regulador dada em (3.3) (e (3.4)). Assim, os resultados descritos nos Lemas 3,
4, 5 e 6 podem ser aplicados diretamente para o estudo da estabilidade do sistema aumentado.
Portanto, as condicoes suficientes para a estabilidade dos sistemas aumentados (4.7) e (4.8) estdo
descritas nos Lemas 7, 8, 9 e 10, derivados dos Lemas 3-6, respectivamente.

Lema 7 O ponto de equilibrio x, = 0 do sistema aumentado continuo descrito por (4.7) €
assintoticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

(G&)TP +PGE <0

i

para todoi=1,...,Tr e

T

2 2

para todo i,j = 1,...,r excetuando-se os pares (i,j) tais que i(z(t))a;(z(t)) = 0,Vz(t).
Prova: Segue diretamente do Lema 3.

Lema 8 O ponto de equilibrio x, = 0 do sistema aumentado discreto descrito por (4.8) ¢
assintoticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

(GE)TPGL -P <0

para todoi=1,...,Tr e
T “
(—G?"’;G?‘) P (—————G"":G;") -P<0, i<j

para todo i,j = 1,...,r excetuando-se os pares (i,7) tais que ai(z(t))a;(z(t)) = 0,Vz(t).
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

Prova: Segue diretamente do Lema 4.

Lema 9 Assuma que o nimero de regras que estdo ativas para todo t € menor ou igual a s,
sendo 1 < 8 < r. O ponto de equilibrio x, = 0 do sistema aumentado continuo descrito por
(4.7) € assintoticamente estdvel globalmente se eriste uma matriz simétrica positiva definida

comum P e uma matriz simétrica semipositiva definida comum Q tais que

(GHTP+PGL +(s-1)Q <0

para todoi=1,...,T e

T
2 2 -

para todo i,j = 1,...,r ezcetuando-se os pares (i,7) tais que a;(z(t))a;(z(t)) = 0,Vz(t).
Prova: Segue diretamente do Lema 5.

Lema 10 Assuma que o numero de regras que estao ativas para todo t € menor ou igual a s,
sendo 1 < s <. O ponto de equilibrio x, = 0 do sistema aumentado discreto descrito por (4.8)
€ assintoticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz simélrica positiva definida comum

P e uma matriz simétrica semipositiva definida comum Q tais que
(GE)TPGE -P+(s-1)Q <0

para todoi=1,...,r e

14
(G%+G?i) p(M)—P—Q‘:U i<j
2 2 g

para todo i,j = 1,...,r ezcetuando-se os pares (i,7) tais que a;(z(t))a;(z(t)) = 0,Vz(t).

Prova: Segue diretamente do Lema 6.
B - Caso B

Observe que o sistema aumentado dado em (4.17) (e (4.18)) tem uma forma similar & equagdo
da planta com regulador dada em (3.3) (e (3.4)). Assim, os resultados descritos nos Lemas 3
e 4 podem ser aplicados diretamente para o estudo da estabilidade do sistema aumentado.
Portanto, as condigGes suficientes para a estabilidade dos sistemas aumentados (4.17) e (4.18)
estdo descritas nos Lemas 11 e 12, derivados dos Lemas 3 e 4, respectivamente.

AV,
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4.2. CONDICOES PARA A ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUMENTADOS 57

Lema 11 O ponto de equilibrio x, = 0 do sistema aumentado continuo descrito por (4.17) é
assintoticamente estdvel globalmente se eriste uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que
: GLP+PGy; <0 e
T
(—G"’" ;’ G"") P+P (————G"" ; G"j) <0, j<s;
para todo 4,3,8 = 1,...,r, excetuando-se o3 casos em que o;(2(t))e;(2(t))as(2(t)) = 0, Vt.

Prova: Segue diretamente do Lema 3.

Lema 12 O ponto de equilibrio x, = 0 do sistema aumentado discreto descrito por (4.18) é
assintoticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

ngPGij —P<ie

T

(Gijs + Giaj) p (Gijs 15 Gisj) P, s
2 2

para todo i,j,8 = 1,...,r, excetuando-se os casos em que o;(z(t))e;(2(t))as(2(t)) = 0, Vi.

Prova: Segue diretamente do Lema 4.

Observagéio 3 Deve-se notar que na literatura disponinel ndo foram obtidas condicées mais
relazadas para os Lemas 11 e 12, como foram feitas nos Lemas 3 e 4.

4.2 Condigoes para a Estabilidade de Sistemas Aumentados

A - Caso A

Os Teoremas 2 e 4 mostram que os resultados apresentados nos Teoremas 1 e 3 sio mais
gerais que os descritos nos Lemas 5 e 6, respectivamente. Portanto, pode-se derivar condigdes
mais relaxadas para os Lemas 9 e 10 aplicando-se os Teoremas 1 e 3 em (4.7) e (4.8). Esses
resultados estdo descritos nos Teoremas 5 e 6.

Teorema 5 Assuma que o nimero de regras que estdo ativas para todo t é menor ou igual a s,
sendo 1 < s <r. Considere i,j =1,...,r, sendo i < j e defina

Qf = (G{)"P + PG,

Ge +Ge\T G2 + G
- (SE5%5) e yp (S11SH),

r
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

0, se ai(z(t))e;(z(t)) =0,Va(t),
Qtf; =
E‘J- — Q + Pjyj, caso contrdrio.
Entao, o ponto de equilibrio x, = 0 do sistema aumentado continuo descrito por (4.7) € assin-
toticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz simétrica positiva definida comum P, uma

matriz simétrica positiva semidefinida comum Q e matrizes semidefinidas positivas P;; tais que

+(-Q Qf, ... Qi

Qtf, Q+(s-1)Q ... Qtz,

Qt? = <0.

Qts, Qt, ... Q+(s-1)Q

Prova: Segue diretamente do Teorema 1.

Teorema 6 Assuma que o nimero de regras que estdo ativas para todo t € menor ou igual a s,
sendo 1 < s <r. Considere i,j =1,...,r, sendo i < j e defina

M;; = Gj;,
Gf; + G};
2 1
R;; Wi
e >

o _[X-(-DY XuyT
N""= [ NE"X X ] €

0, se ai(z(t))a;(z(t)) = 0,Vz(t),

a
Hg = X+Y-Ri X(ME)T -
M{X - W5 X —S;;

4 ] , caso contrdrio.

Entdo, o ponto de equilibrio x, = 0 do sistema aumentado discreto descrito por (4.8) ¢
assintoticamente estdvel globalmente se eriste uma matriz simétrica positiva definida comum
X =P}, uma matriz simétrica positiva semidefinida comum Y e matrizes semidefinidas posi-

tivas Ty; tais que
Nf; Ni; ... Ni,
N{, N3 ... N3,

Nt® = > 0.

a a a
Nlr N2r Nrr

Prova: Segue diretamente do Teorema 3.

Da mesma forma, se r = s, aplicando-se os resultados dos Coroldrios 1 e 2 tem-se, respecti-
vamente, os Corolérios 3 e 4.
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4.2. CONDIGOES PARA A ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUMENTADOS

Coroldrio 3 Se r = s, entdo pode-se adotar Q = 0 nas condigées do Teorema 5.

Prova: Segue diretamente do Corolério 1.

Coroldrio 4 Se r = s, entdo pode-se adotar Y = 0 nas condi¢ées do Teorema 6.

Prova: Segue diretamente do Corolério 2.
B - Caso B

Para os sistemas aumentados descritos por (4.17) e(4.18), novas condigdes de estabilidade
mais relaxadas que as descritas nos Lemas 11 e 12 sdo apresentadas. Os Teoremas 7 e 8 estab-
elecem essas novas condigGes para os sistemas continuos e discretos no tempo, respectivamente.

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

Teorema 7 Assuma que o nimero de regras que estdo ativas para todo t é menor ou igual a v,
sendo 1 <v <r. Considere i,7,8s=1,...,r, sendo j < s e defina

Qijj = Gj;P + PGyjj, (4.19)

Qujo = (G"J'_""E."EE.)TP +P (@) , (4.20)

2 2

0, se ai(z(t))e;(2(t))as(z(t)) =0, Vaz(t) e z(t),
Qtyj, = (421)
Qijs — Qi + Pyjs, caso contrdrio.
Entdo, o ponto de equilibrio x, = 0 do sistema aumentado continuo descrito por (4.17) é ass-
intoticamente estdvel globalmente se eziste uma matriz siméltrica positiva definida comum P,

matrizes simélricas positivas semidefinidas Q; e matrizes semidefinidas positivas P;;, tais que

Qi+ (v - 1)Q; Qt;12 e Qt;i,
t; i = A i2r
2o 2 LR St <0, i=1,2,...,r (422)

q‘;ilr Q£i2r i Qirr + (” V=1 I)Qi

Prova: Considere uma candidata da fungio Lyapunov V(x,(t)) = xI (t)Px,(t), onde P > 0
e P = PT. Entio, com a equagio (4.17) obtém-se

Vea®) = 333 aua(®))e; G0)es GE)E O[GT,P +PGislxa(t)
i=1 j=1s=1
= >3 ai(a(t)ed(&(t))x: (t)[GE;P + PGijj]xa(t)
i=l j=1

AVA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 4 unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

; : % o T
+2) 3 aq(a(t)aj(2(2)) s (2(2)x; (2) [(___G.,, ;‘ G,,,) p

i=1j<s

+P (Gijs ';' G‘tsj)] xa(t).

Das condigdes (4.19) e (4.20) tem-se

Vo) = 33 aula(®))e?(@0)xT (6)Qusxalt)

=1 j=1

12373 u(at))a (5(8)) s ()X (8) Qigoxat)

i=1j<s

i i ag(z(t))a? (2(t))xI (£)Qijjxal(t)

i=1j=1

+2 Z E ai(2(t)) o (2(2)) s (3(2))x; (£)(Qijs — Qi)Xa(2)

i=1j<s

#2373 u(a(t)) o ((8) s BT () Qurct).

i=1j<s

No Corolério 4 de (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998) foi demonstrado que, para Q; > 0, tem-se

3 a2(@()Qi — = > 205(5(1)as (5(1))Qi > 0.
j=1

j<s
Desta forma, tendo em vista a equagdo (4.21),

Voa®) < 03 ala(t)e?(@6)xT () Qijsxa(t)

i=1 j=1

+2 i Zr: i (z(t)) aj (2(t)) s (2(2))xa (£)(Qijs — Qi)xa(t)

i=1j<s

Fo -1 S aua(®)e? G () Qixalt)

i=1j=1

33 aula(®)) o2 (G ()xT (6)(Quss + (v — )Qo)xa(?)

i=1j=1

12303 u(a(t)) s B (8)) s (B))XT(B)( Qe — Qo)al)

i=1j<s

Xrl Zr: ai(z(t))aZ (2(2))x2 (£)(Qijj + (v — 1)Qi)xa(t)

i=l1 j=1

. i i ai(z(t))e; (&(t))as (2(2))xT (t)(Qijs — Qi + Pijs)Xa(t)
i=1j<s
i Zr: ai(z(t))od (2(t))x; (£)(Qijs + (v — 1)Qi)xa(t)

i=1j=1
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CONDICOES PARA A ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUMENTADOS

+2) Y ai(a(t))a;(3(2))as (B(2))x () Qtyjexalt)

i=1j<s

= x1 () Y eila(t) [ @GO @O ... e G |
' i=1

[ Qi+ (v—-1)Q; Qt;i2 .o Qt;;,
Qt;o Qiz+(v—-1)Q;i ... Qtor

& Q';ilr Qt;;’:!r oo Qirr+ (;J - I)QI
[ o (2(t))1

@O |

| o @)

Entio, da equagio (4.22), V/(x,(t)) < 0 para xa(t) # 0.
Coroldrio 5 Se r = v, entdo pode-se adotar Q; = 0 nas condigdes do Teorema 7.

Prova: Segue diretamente do Corol4rio 1.
Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Teorema 8 Assuma gque o nimero de regras que estdo ativas para todo t é menor ou igual a v,

sendo 1 < v <r. Considere i,j,8 =1,...,r, sendo j < 8 e defina
Mij; = Gijj,

Gijs + Gisj
M;j, = —%,

R-ijs iTja
= s >
Tl-JS [ W“J’ S"J“ i 01

| X=(w-1)Y; xM,-Tﬁ
Ng_” = [ M‘JJX x e

0, se ai(z(t))a;(2(t))as(2(2)) =0, V z(t) e 2(2),

T
= Wijs ] caso contrdrio
: :

js

Nis =\ [ X4Yi-Ryj, XM
Mijsx = Wt'js X - Sija

Entdo, o ponto de equilibrio x, = 0 do sistema aumentado discreto descrito por (4.18) €

assintoticamente estdvel globalmente se eriste uma matriz simélrica positiva definida comum
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62 CAPfTULO 4. OBSERYADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

X = P~1, matrizes simétricas positivas semidefinidas comuns Y; e matrizes semidefinidas pos-

itivas T;, tais que
Niin N2
Nii2 Nix

Niir Nior

Prova: Considere uma candidata da fungdo Lyapunov V (x4(t)) = xI (t)Px,(t), sendo P > 0
e P = PT. Tem-se que
AV (x4(t)) = V(xa(t + 1)) — V(xa(2))-

Utilizando-se a equagdo (4.18), tem-se

i=1j=1s=1

AV (xa(t)) = xZ (2 (2 53 cula(®)as @E(0)anG(1) [GL,PGy, - P]) xa(t)

Para que AV (x4(t)) <0, V x4(t) # 0, é necessério ter

Z Z Z D!;(Z-(t))aj (z(t))as (Z(t)) [szsPGijs r P] < 0.

i=1lj=1s=1

Multiplicando-se a equacdo acima por X = P! pela direita e pela esquerda, tem-se

r r

32D ailalt) e (E(t)es (3() [XGE,X ' GyjpX - X] < 0.

i=1j=1s=1

Tem-se que Y [_; @;(z(t)) = 1. Com este resultado, manipulando-se a equagio acima e
aplicando-se o Complemento de Schur, obtém-se:

ijs

T = Y Y Y aa®eEe0) | oy X5

i=1j=1s=1
r

[x xGT}

Zza;(z(tna?(z(tn[M e Xg&]

i=1j=1

+2 Z Z oi(z(t)) e (2(t) s (2(2))

i=1j<s

X XMZ,
MijX X

T
Zzas(Z(t))Cr”(z(t)) [ M,;;X XI;:‘JJ ]

:ljl

4233 aula(t))os (3(0) e (3(0)

i=1j<s

-22Zas(z(t))a:(Z(t))as(Z(t))[ :

i=1j<s

X+Y; XMF,
Mi,X X

AV‘YAY
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4.2. CONDIGOES PARA A ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUMENTADOS 63

sendo Y; > 0, parai =1,2,...,r. Entdo, pelo Corolario 4 de (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998),
tem-se:
5 X XML
@ > Y za,(z(:))a (2(2)) [ Mi;X X

i=1 =

+2ZZas(z(t))a,-(ﬁ(t))a,(a(t))

i=1j<s

~(0 - 1) Y ai(a(t))e? (5(1) [ i ] :

i=1j=1

X+Y; XML,
M;;. X X

> ai(a(t)aj (E(t)

i=1j=1

+2 i Zr: oi(z())aj(2(t)) s (2(2))

i=1j<s

- (- 1Y XMW

X+Y; XML,
[Eoeemnil

Da expressao (4.23) tem-se:

T(a) > iiae(z(t))aﬁ(ﬁ(t))

i=1j=1

12303 au(a(t) oy (B(0)s (1) [

£—1j<s

X-(v-1Y; XM,
M;;;X X

x+Y, XM ]

23" 3 aula(t) e (B8 (5(1) [ Rije - Wiis ]

i=lj<s ‘3"

¥ aia®)ed 3(0) [ X~ 2 l

i=1j=1

+23 > ez EMe@®) |\ X' Wy X - i ] > (4.27)

[ X +Y;- Ry, XMJ, - WL,
i=1j<s

Substituindo-se as equagdes (4.24) e (4.25) na equagdo (4.27) tem-se
T(@) = Y aifa() [ G GO ... ar(EE)I ]

i=1
Niin Niz ... Nar a1 (2(t)I
Niiz Niz ... Npr az(z(t))1

Nir N; oo Nipr ar(i(t))l

Portanto, se a condigdo (4.26) se mantém, AV (x,(t)) < 0 para x4(t) # 0, o que conclui a
prova.

Coroldrio 6 Se r = v, entdo pode-se adotar Y; = 0 nas condigées do Teorema 8.

Prova: Segue diretamente do Corolério 2.
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64 CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

4.3 Projeto de Observadores e Reguladores Fuzzy com LMIs

Considere, para isto, os casos A e B vistos anteriormente.
A - Caso A

Para este caso, sdo apresentados trés métodos de projeto baseados em LMIs para se deter-
minar os ganhos do observador e os ganhos do controlador. Estes trés métodos sdo apresentados

a seguir.
Método 1 - Caso A

Foi demonstrado em (Ma et al., 1998) que o projeto dos ganhos do observador H; e do regu-
lador Fy, para i = 1,2,...,r, pode ser feito separadamente. Este resultado é uma generalizagao
do “Principio da Separagao”, bem conhecido na teoria de sistemas lineares, e facilita o projeto
de reguladores com observadores. Tendo em vista este fato, os projetos dos ganhos H; e F; para
que o sistema aumentado (4.7) seja assintoticamente estével globalmente é equivalente a:

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

Determine H; e F;, para i = 1,2,...,r, tais que os sistemas

xt) = 33 aila(t)ay(@(t){A: — BiFj}x()

i=1j=1

&t) = YD ai(z(t)e;j(z(t){A: — HiCjle(t).

i=1j=1

sejam assintoticamente estdveis globalmente.
Claramente, (4.28) representa a parte do regulador e (4.29) a do observador.

De forma andloga, a estabilizagio do sistema aumentado discreto (4.8) pode ser descrita da
seguinte forma:

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Determine H; e F;, para i = 1,2,...,r, tais que os sistemas

xt+1) = 33 aila(t) e @(t){Ai - BF;}x() (4.30)

i=1j=1

et+]) = 33 aila®)a;@®){A: — HiCjle(t). (4.31)

i=1j=1

sejam assintoticamente estiveis globalmente.

Claramente, (4.30) representa a parte do regulador e (4.31) a do observador.
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS 65

Portanto, para as novas condigoes de estabilidade de sistemas aumentados, tendo em vista
que a Propriedade da Separagdo é vélida (vide (Ma et al., 1998)), ou seja, os ganhos do regulador
podem ser projetados separadamente dos ganhos do observador, o problema de projeto para
determinar os ganhos do observador H; e os ganhos do regulador F;, levando-se em conta a
taxa de decaimento, para ¢ = 1,...,r, pode ser definido por meio de LMIs, sendo que para
determinar a estabilidade do regulador utilizou-se uma fungdo Lyapunov quadritica do tipo
V(x(t)) = xT(t)P.x(t) e para o observador V (e(t)) = eT(t)Poe(t).

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

As LMIs para o projeto dos reguladores nesta segdo sdo iguais aquelas LMIs realizadas na
Secao 3.3. As LMIs para o projeto dos observadores neste caso sdo determinadas da seguinte
forma: para se verificar a estabilidade de um 1inico modelo do observador deve-se encontrar uma
matriz P, = PT > 0 tal que

P,(A-HC)+ (A -HC)TP, <0,

ou seja,
P,A -P,HC + ATPp, - CTHTP, < 0.

Portanto, fazendo M = P,H tem-se a seguinte equagao na forma de uma LMI:
P,A -MC +ATP,-CT™MT <0,
com as varidveis P, e M. O ganho do observador é dado por H = P, !M.

Esta idéia serd utilizada na obtengdo das LMIs dadas abaixo.

Utilizando os resultados do Lema 9, em (Tanaka and Wang, 1997), (Tanaka, Nishimura and
Wang, 1998) e (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998) sdo apresentadas as seguintes LMIs para este

Caso:

Mazimize 7y sujeito a § > 0, v > 0,

3 [zeBzl2v0 _19Qu Qa
P_[ 0 P >0’Q—[Q12 sz]zo’

AP.—-BM +PAT —MIBT + (s -1)Y +27P. < 0,
A;P. - B;M; + A;P. - BjM,; + P, AT — MLBT + P.AT - MLBT - 2Y
; +4vP. <0,
(4.32)
PoA; — M;C; + ATP, —CTMZL + (s —1)Q2 +297P, <0 e
PoA; — M,;C; + PoAj — M,;C; + ATP, — CTMZ + ATP, — CTM7; — 2Q
+4vP, <0,
(4.33)

para todo i e j, sendo 7 < j, excetuando-se os pares (i,j) tais que o;(z(t))a;(z(t)) = 0,Vz(t), e
s > 1, onde M; = FiP., My,; =P,H; e Y =P.Q:1,P..
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sdao dados por
F; =M,P;! ¢ H; =P;'M,;
das solucoes P., P,, M.; e M,; obtidas.

Observe que os autores aplicaram o Principio da Separagao, ou seja, as LMIs (4.32) especi-
ficam os ganhos do controlador e as LMIs (4.33) os ganhos do observador. Assim, como ndo foi
obtida uma fungio de Lyapunov do tipo V(x,(t)) = X! (t)P¢x,(t) para o sistema aumentado,
nao é possivel o uso direto das condigoes descritas em 3.5 e 3.6 para a especificacdo adicional das
restrigoes nas entradas e saidas do sistema aumentado, respectivamente, pois elas necessitam da

‘matriz P;.

Utilizando-se os resultados do Teorema 5, que possuem condigdes mais relaxadas que as
apresentadas no Lema 9, obtém-se as seguintes LMIs para este caso:

Mazimize 7, e encontre Py, Q,, PE’J- e M; parai,j7 =1,2,...,r, sendo i < j, satisfazendo
P, >0, Q, >0, P% >0,

0 o o
C} Ci ... Ci,
0 (] 0
Cf, Cg ... C4,

<0,

o o o
1r 2r e Crr

C% =P,A; — M,;C; + ATP, — CTMZ, + (s = 1)Q, + 270 Po,
0, se oj(z(t))a;(z(t)) = 0,Va(t),

} (PoAi - MyiC; + PoA; — My;C; + ATP, — CTMZ, + ATP, — CTMT) +
-Qo + P; + 27,P,, caso contrério.

Mazimize 7y, e encontre X,, Y, P;-’J-, P;?J- eMgparai,j=1,2,...,r,sendo < j, satisfazendo
X:>0,Y:. >0, P§; >0,

¢, Ch ... ©f

Cis C ... C5

ey " | <o,

c c c
1r oy See Crr

C§ = AiX, — B;M; + X AT - MZBT + (s - 1)Y, + 27X,
0, se a;(z(t))a;(z(t)) =0,Va(t),

% (A,‘Xc -B;M. + A;X;-B;Mg + XCAST o MZ;B? + chJr T3 MEBT) i
-Y.+Pj; + 27.X., caso contririo.
As condigdes acima sdo LMIs com respeito as varidveis X, Py, Y, Q,, Pl P;’J-, M e M,;.
Se existe solugdo, uma P, comum, os ganhos H; e F; e uma Q. comum podem ser obtidas da
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS

seguinte forma:
P.=X!, H;=P;'M,;, Fi=M:X;'! ¢ Q.=P.Y.P,,

a partir das solucoes X, Py, Y., M. e My;.

O problema de projeto acima é reduzido & estabilizagao de um sistema aumentado, sem taxa

de decaimento, se for resolvido com v, = v, = 0.

De modo andlogo ao efetuado no projeto de reguladores e observadores para sistemas lin-
eares, pode-se especificar o tempo de estabilizagdo do observador bem menor que o tempo de
estabilizagdo do controlador. Uma regra de projeto é especificar 7. de acordo com o desejado
para o sistema aumentado e 7, duas a cinco vezes o valor de -y, como descrito em (Ogata, 1997).

As condi¢oes acima sdo LMIs que devem ser aplicadas quando r # s. Quando r = s, levando-
se em conta os resultados do Corolario 3, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condigdes

descritas acima, considerando-se agora Q, = Y, = 0.
Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

As LMIs para o projeto dos reguladores nesta se¢do sdo iguais aquelas LMIs realizadas na
Secdo 3.3. As LMIs para o projeto dos observadores neste caso sdo determinadas da seguinte
forma: para se verificar a estabilidade de um tinico modelo do observador deve-se encontrar uma
matriz P, = PT > 0 tal que

(A -HC)TP,(A —HC)-P, <0.

Multiplicando-se a equagio acima pela direita e pela esquerda por X, = P!, obtém-se:

X, — Xo(A -HC)TX (A - HC)X, > 0.

Aplicando o Complemento de Schur na equagio acima tem-se:

X, Xo(A —HC)T
[ (A —HC)X, X, ] Z%

Multiplicando-se a equagao acima pela direita e pela esquerda por
X0
(] o a f B
tendo em vista que P, = X1, tem-se:

>0,

[ P, (A -HC)TP,
P,(A - HC) P,

r
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68 CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO
ou seja,

P, ATp, - CTHTP, =5
P,A -P,HC P, :

Portanto, fazendo M = P,H tem-se a seguinte equacdo na forma de uma LMI:

P, ATp, - CTMT =D
P,A - MC P, .

com as varidveis P, e M. O ganho do observador é dado por H = P, M.

Esta idéia serd utilizada na obtencao das LMIs dadas abaixo.

Observagé@o 4 Na literatura disponivel, em particular (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998), ndo
sao apresentadas as condigoes na forma de LMIs para que se encontre diretamente os ganhos do
regulador F; e os ganhos do observador H; para o caso discreto. A seguir sdo mostradas essas
condi¢ées na forma de LMIs utilizando-se os resultados do Lema 10.

Minimize B sujeito a X >0, P, >0, Yo > 0e Q, > 0,
BX. — (3 = I)Yc XCAT = M?:;B;F >0
A; X, - B;M X !

BX.+ Y, } (XAT - MIBT + X AT - MgB}')

>0,
[ 1 (AiX: - B;M; + A;X; — B,My) X,

>0,

BP, - (s—1)Q, ATP,-CTMZL
Po,A; — M,;C; P,

BP, + Q, 1 ATP,, - CTMT + ATP,, — CTMT,
IS Jj ol J i o) >0.
% (PoA; — M,iC; +P,A; — MojC,-) P,

para todo i e j, para i < j, exceto os pares (4,7) tais que a;(z(t))c;(z(t)) = 0, V¢, sendo s > 1.
Tem-se que M, = F;X. e M,; = P,H;. O problema de projeto acima é reduzido a um
problema de projeto de um sistema aumentado estdvel, sem taxa de decaimento, se for resolvido
com B = 1. Se existe solugao, os ganhos do observador e do regulador sdo obtidos da seguinte

forma:

H; =P;'M, e F; = MsX;"
a partir das solugdes X, = P!, P,, M,; e M.

Utilizando-se os resultados do Teorema 6, que possuem condigGes mais relaxadas que as

apresentadas no Lema 10, obtém-se as seguintes LMIs para este caso:

AVA
AVAVEY

2 3 4 5 6 4 unespw.l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS 69

Minimize B, e encontre Py, Qo, RY;, Sf;, WY; e My, para 1,5 = 1,2,...,r, sendo i < j,
satisfazendo P, > 0, Q, > 0,

D‘fl Dg? ‘fr ]

DY Dg1 .ol DS

ir o e D?‘r J

o (wWeo)T |
G L

D¢ = BoPo — (3 — l)Qo A;_TPO sl C‘TME;
ii P,A; — M,;C; P, .

(0, se ai(a(t))a;(z(t) = 0,Va(t),

ﬁopo =+ Qo ik R?j
5 (PoA; — MyC; + PoAj — M,;C;) — WY
3 (ATP, - CTME, + ATP, - C}"Mg"j) - (Wg)T
Po = S?J‘

] , caso contrério.

.

Minimize f. e encontre X, Y., R{;, S:-’j, Wi e Mg, para 4,j = 1,2,...,7, sendo i < 7,
satisfazendo X, > 0, Y. > 0,

c c €
Dll D12 1r

c c c
l)12 D22 2r

c c c

1r 2r - Drr ]

R§; (W)T ]
T | Ve |26,
J [ wg oSG |

DS = BXc—(s—1)Y, XCA;‘" — MEB',-T
e A X, -B;M X, 2

(0, se ai(z(t))e;(z(t)) = 0,Va(t),

BeXc+ Y — R-fj
3 (AiX; — BM,; + A;X. — B;My) - W§;
1 T TRT T TRT T
2 (chi - M;;Bi +XcAj — MciBJ') — (W) ] , caso contrario.

| X. - 85

As condiges acima sdo LMIs com respeito as varidveis X, P, Y¢, Qo, Rf;, RY;, S§j;, S§j,
Wi, WP, M e My;. Se existe solugdo, uma P, comum, os ganhos H; e F; e uma Q. comum

podem ser obtidas da seguinte forma:

P.=X;!, H;=P;'M,;, F;=MsX;! e Q. =P.Y.P,,
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70 CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

a partir das solugoes X., Po, Y., My e My;.

Para este caso tem-se que 8, = 72, e = 72,0 < B <1 e 0 < B. < 1. O problema de
projeto acima é reduzido 2 estabilizagdo do sistema aumentado, sem taxa de decaimento, se for

resolvido com B, = B, = 1.

As condigoes acima sdo LMIs que devem ser aplicadas quando r # s. Quando r = s, levando-
se em conta os resultados do Corolé4rio 4, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condicoes

descritas acima, considerando-se agora Q, = Y. = 0.
Método 2 - Caso A

Este método foi desenvolvido para que os resultados das segGes 3.5 (restrigGes na entrada)
e 3.6 (restrigdes na saida) pudessem ser impostas no sistema aumentado. Para isto, utiliza-se

uma matriz P do tipo
_ |°Py- 0
e-[% 2]

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):
Para que o sistema dado pela equagao (4.7) seja estdvel deve-se ter:

(G%)TP + PGY; <0.

Multiplicando-se a equagio acima por X = P~! pela direita e pela esquerda, tem-se:

E° =X(G%)T + GEX <0, (4.38)

_fixy 0
x=[% 2]

Manipulando-se a equagdo (4.38), obtém-se o seguinte resultado:

. [E B
E‘[ 5, ES, |’

o X;AT - X, F] B + A;X; — B;F;X,,
5 = (BR)' = XIF}.B:'T e
ES = XiAT - X CTHT + AiX, - HiC,;X,

Para que as componentes da matriz E€ sejam LMIs, faz-se Mp; = F;X;. Um outro artificio
que serd utilizado para que as componentes da matriz E€ sejam LMIs, como descrito em (Crusius

r
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS 71

and Trofino, 1996), é fazer C;X; = MC,;. Desta forma, os termos do tipo H;C,X,; serdo iguais
a H;MC;. Assim, pode-se fazer H;M = L;.

Desta forma, tem-se as seguintes equagdes na forma de LMIs para os elementos da matriz
E€:
= X;A7 - ME,BT + A;X; — B;Mp;,
= (Bf)" =ME,B] e
= XiAT - CTL] + AiX; — L;C;

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sdo dados da seguinte forma:
Fi=MpX{' e Hi=L;M™,
das solugoes Mp;, X, L; e M.

De posse dos resultados acima e com base no Teorema 5, tem-se as seguintes LMIs com taxa

de decaimento:

Mazimize v e encontre X;, Yy, Y3, Y3, PL, P%, PY, Mgy, Li e M, parai,j = 1,2,...,r,

sendo ¢ < j, sujeito a X; > 0,
Cu Ci2 ... Cyr
Ci2 Co22 ... Co
; S : <0,

Cir Cor ... Cp

Pl
P‘J = |: P;

_| Y
Y_[Y3
C;X; -

0, se ai(z(t))a;(z(t)) =0,Vz(t),
NI (N2)T

“ e C; =
N l E [ ﬁz (N‘l‘sz ] , €aso contrario,

X1AT - MLBT + A;X; — BiMF; + (s — 1) Y1 + 29X,
(NPT = MLBT + (s - 1)Ys3,
X,AT - CTLT + AiX; — LiCi + (s - 1) Y2 + 29X,
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CAPfTUIO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

1
3 {XlA'-P - MT BT + AiX; — B;MF; + XIA? - MgiB?

+A;X; — B;MFi} — Y1 +Pj; + 29X,
1

(le T 2{MFJBT+M } -Y; -i-P,;J e

5 {xlA? - CTLT + AiX, - L;C; + X;AT - cTLT

+A;X; — L;C;} — Y2 + P} + 29X;.

11
Nij

O problema de projeto acima é reduzido & estabilizagdo do sistema aumentado, sem taxa de

decaimento, se for resolvido com v = 0.
Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sdo dados da seguinte forma:
F;=MpX;! e H;=L,M™},
das solugées Mp;, X, L; e M.

Projetos mais praticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrigoes da

entrada e da saida, como descrito nas segées 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condigoes acima sdo LMIs que devem ser aplicadas quando r # s. Quando r = s, levando-
se em conta os resultados do Coroldrio 1, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condigGes

descritas acima, considerando-se agora Y = 0.
Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Para que o sistema dado pela equagdo (4.8) seja estdvel deve-se ter:
(G4)TPGE - P <.

Multiplicando-se a equagio acima por X = P~! pela direita e pela esquerda, tem-se:
X - X(GE)TX1GEX > 0, (4.39)
0 X

x= %l

Aplicando o Complemento de Schur na equagio (4.39), obtém-se o seguinte resultado:

Ed — Eﬁ[ Ezz )
E3 E3

B;F; Xl B,'ijl
AX, - H,'ijl

£ [H]e
[x
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS 73

Utilizando-se os mesmos artificios do caso continuo, tem-se as seguintes equacoes na forma
de LMIs para os elementos da matriz E9:

X a0
Ef, = E§2=[ 5 Xl] e

A;X; - B;Mp; B;Mrp;
d s d AT = e | iYiFj iViFj
E5, (Ef2)" = [ 0 AX, -LC; |

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sao dados da seguinte forma:
F;=MpX;! e H; =L;M™},
das solugﬁes MF,', Xl, L,‘ e M.

De posse dos resultados acima e com base no Teorema 6, tem-se as seguintes LMIs, levando-se
em conta a taxa de decaimento:

T, 1 q2 1 2
Minimize § e encontre X;, Y, Y, Y3, R}J-, ?j: ‘33-, S,-J-, Siis S?j, Wi, Wi, Wg Mpg;,

L;e M, parai,j=1,2,...,r, sendo i < 7, sujeito a X; > 0,

Dy Dy2 ... Dy
Dj2 D3z ... Do
: Nk .= 20,

Dlr D2r o Drr

RL (RYT (WYT (WH)T
2. 3. 2\T
i

Sl
s¢ SZ

Tyi= | wi (wf)T
W W

8 | £
v[2

D}/
D%
D¢
D;i

Dii =
(0, se oi(a(t))e;(z(t)) = 0,Va(t),

11 12 13 14
D?- D;? Dj;; D?
21 22 % 24 =
7 D‘ E p , caso contrario,

1 1 )
pf p% D% D
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGL-SUGENO

= BX,-(s-1)Yy,
(D)7 = —(s - 1)Ys,
= BX; - (s-1)Yy,
(DT = A;X; - B;Mp;,
(DF)T = B;Mp,
X4,
(D) =0,
(DZHT = A;X; - L;C;,
(DY) =0
Xy
BX1 +Y1 - Ry,
(D))" = Y3 - RYj,
BX, +Y; —RE,
= e,
(DB)T = 7 (B:Mr; +B;Mri} - (W5)",
X, - 8j;,

Oy = -w}

1
(D) = 3 {AiX1 — LiC; + A;X; — L;C;} - W

ij
DT =-8%, e

LY
2
X Sij'

ij

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sdo dados da seguinte forma:
F;= Mpixl-l e H; = L,‘M—]‘,
das solugdes Mp;, X, L; e M.

O problema de projeto acima é reduzido & estabilizacao do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com 8 = 1.

Projetos mais préticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrigdes da
entrada e da saida, como descrito nas segdes 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condigGes acima sdo LMIs que devem ser aplicadas quando r # s. Quando r = s, levando-
se em conta os resultados do Corol4rio 2, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condicdes
descritas acima, considerando-se agora Y = 0.
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS

Método 3 - Caso A

Este método também foi desenvolvido para que os resultados das secoes 3.5 e 3.6 pudessem
ser aplicados no sistema aumentado. Sua idéia bésica estd descrita abaixo.

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):
Para que o sistema dado pela equagdo (4.7) seja est4vel deve-se ter:

E, = (G%)TP + PG} <0.

Multiplicando-se a equagdo acima por X = P! pela direita e pela esquerda, tem-se:

E. = X(G)T + GEX <. (4.40)
Manipulando-se a equagio (4.40), obtém-se o seguinte resuitado:

0 A;

0

+X[A:'F 0 l+x[‘I]F}"[B§" 0]+x[ . ]H,.T[o 1]<o.

E, = [A" 2 ]x+[B‘]FJ-[—1 1]x+[2]H,-[o -C; |x

0 AT I -CT

‘l, ci=[0 -ci], 11=[—1 1| e12=lgl,

tem-se
Ex = A{X+B{F;I;X +LH;C!X +X(A?)T + XITF] (B)T + X(CH)TH{1; <0.
Para que a matriz E, fique na forma de uma LMI, utilizando-se os resultados descritos em
(Crusius and Trofino, 1996), faz-se I, X = MFrI; e C;X =MgCj. Assim os termos B{F;1;X
e IL,H;C;X serdo iguais a B{F;MFlI; e LH;M nCj, respectivamente. Assim, pode-se fazer

F;MFr = Lr; e HiMyg = Ly;. Desta forma, tem-se a matriz Ex na forma de uma LMI, como
descrito abaixo:

= A{X +B{Lp;I; + Ly CS + X(AH)T + ITLE;(BY)T + (CHTLEIE <0.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sdo dados da seguinte forma:
F; = Lng;-]“ e H; = LHiMj-tfls

das 30111(}688 LF,', MF, LH,' e MH.

AVA
AVAVEY

1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 1 .17

18



CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

De posse dos resultados acima e com base no Teorema 5, tem-se as seguintes LMIs com taxa
de decaimento:

Mazimize vy e encontre X, Y, P;j, Lp;, Ly, Mp e My, parai,j=1,2,...,r, sendo i < j,
sujeitoa X >0, Y >0, P;; >0,

Cu Ci2 ... Cyr
Ci2 Cx2 ... Co

<0,

Clr C2r crr
ILX-MrI; =0ce
C?X_‘MHC?=O$

Ci = A{X+B{Lpl; +LLgiC? +X(AHT + ITLE(B)T + (CHTLLIT
+(s—-1)Y + 29X,

0, se aj(z(t))a;(z(t)) = 0,Va(t),

- {Agx + B?Lp;I; + LLyiC? + X(AH)T +ITLE,(BY)T + (CH)TLT,1]
+A%X + BILp;I; + I Ly;C¢ + X(A9)T + ITLT, (BT + (CH)T L}'}J-I;"}
=Y + P;; + 27X, caso contrério.

O problema de projeto acima é reduzido & estabilizagido do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com v = 0.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sdo dados da seguinte forma:
F;= LF,;M;-]' e H; = LHiMil,
das solugoes Lr;, M, Ly; e My.

Projetos mais préticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrigées da
entrada e da saida, como descrito nas segdes 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condigdes acima sdo LMIs que devem ser aplicadas quando r # s. Quando r = s, levando-
se em conta os resultados do Corolério 1, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condigées
descritas acima, considerando-se agora Y = 0.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Para que o sistema dado pela equagdo (4.8) seja estavel deve-se ter:

(G%)TPGE; - P <0.
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS

Multiplicando-se a equagdo acima por X = P~! pela direita e pela esquerda, tem-se:

X - X(GHTXIGEX > 0. (4.41)

Aplicando o Complemento de Schur na equagio (4.41), obtém-se o seguinte resultado:

Ed = Egl Eg2 x
E‘21 E22

El, =X e
(ES)T = [‘;‘ i]x+[%"]p,-[-1 I]X+[2lH;[O -C; |x

Utilizando-se os mesmos artificios do caso continuo, tem-se as seguintes equacdes na forma
de LMIs para os elementos da matriz E9:

E, = E,=Xe
Ed, (BE$,)T = A?X + BfLg;I; + ILg;CS.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sdo dados da seguinte forma:
F; =LpMp! e H; =Lg;My,
das solugoes Lg;, Mg, Ly; e My,

De posse dos resultados acima e com base no Teorema 6, tem-se as seguintes LMIs, levando-se
em conta a taxa de decaimento:

Minimize e encontre X, Y, R;j, Sij, Wij, Lri, Lyi, Mr e My, parai,j = 1,2,...
sendo ¢ < j, sujeitoa X >0, Y >0,
D;; Djy2 ... Dy
Di2 D2 ... D
. b o =8,
Dlr D2r LR Drr
R; W
L= 7 >0,
P | wy Sy
LX-MgIL; =0 e
C{X-MyxC{ =0,

0, se a(z(t))a;(a(t)) = 0,Vz(t),

Dll
[ D"”l D2’2 caso contrario,
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

BX - (s—1)Y,

(DT = A!X + B{LpiI; + Ly CY,

X,

BX +Y - Ryj,

DT = % {A?X + BILpiL + LLyiCY + AJX + BILpiLy + LLy;CP ) - Wi e
X - Sij.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sdo dados da seguinte forma:
F; = LF,'M;-I e H; = LH,‘M;}I,
das solugdes Lr;, Mp, Ly; e My.

O problema de projeto acima é reduzido a estabilizacdo do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com 8 = 1.

Projetos mais préaticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrigoes da
entrada e da saida, como descrito nas segoes 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condigdes acima sdo LMIs que devem ser aplicadas quando r # s. Quando r = s, levando-
se em conta os resultados do Corolério 2, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condigoes
descritas acima, considerando-se agora Y = 0.

B - Caso B

Para o caso B, nido sdo apresentadas LMIs na literatura disponivel. No entanto, isto é
realizado neste trabalho. Para este caso, sdo apresentados dois métodos de projeto baseados
em LMIs para se determinar os ganhos do observador e os ganhos do controlador. Estes dois
métodos sao apresentados a seguir.

Método 1 - Caso B

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

E mencionado em (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998) que ¢ dificil transformar as condigdes
deste caso B em LMIs. Em (Tanaka and Wang, 1997), sdo apresentadas algumas condigdes que
nao sdo LMIs, como mostrado abaixo.

O ponto de equilibrio x, = 0 do sistema aumentado descrito por (4.17) é assintoticamente
estivel globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P tal que
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS

Mazimize 7y sujeitoa § > 0, a > 0,

=1
p=[‘“;c P°_1‘>0,

o

' AP, - B;M,; + P.AT - MIBT +29P, <0,

P,AT - P,CTH] + MZ(B; - B;)T + A;P, — H;C,P, + (B; - B;)M,; + 27P, <0,

P.A] — M(BY + AiP; — B;M,, + /YP. + P.AT - MLBT + A;P. — B;M,; <0, j<s,
P,AT — P,CTHT + ML (B; — B;)T + A;P, — H;C,P, + (B; — B;)M, + 47P,

+P,A7 — P,CTHT + ML (B; - B;)T + A,P, — H,C;P, + (B; — B;)M,; <0, j<s,

para todo 4, j e s, excetuando-se os casos em que o;(z(t))a;(%(t))a,(2(2)) = 0,V¢, sendo M; =
F;P. e M,; = F;P,.

Note que as condigcOes acima ndo sdo LMIs com respeito a F;, H;, P, Py, Mg e M,;.
Para que o problema tenha solucdo, deve-se primeiro determinar os ganhos H;. Desta forma, as
varidveis M; e P, podem ser obtidas pelas equagdes acima e os ganhos do regulador sdo obtidos
pela expressdo F; = M;P; L.

Isto ndo é pratico pois o ideal é que se tenha equacdes na forma de LMIs que determinem os
ganhos do regulador e do observador. Abaixo estdo descritas LMIs que encontram diretamente
os ganhos F; do regulador e os ganhos H; do observador.

Para que o sistema dado pela equagdo (4.17) seja estdvel deve-se ter:

GJ,P + PGyj, <0.

Multiplicando-se a equagdo acima por X = P~! pela direita e pela esquerda, tem-se:

E° = XGJ, + GijsX <0, (4.42)

P 0 |'% 0
Manipulando-se a equagio (4.42), obtém-se o seguinte resultado:

rhe o[RS E‘fz]
E5, Ef |’

X,AT - X, FTBT + A;X,; - B;F, X,

(BS)T = XiFTBT + A;X, — A;X; - B;F,X; + B;F,X; + H;C,X; - H;C;X, e
X;A] - X,CTHT + X,FTB] - X,FTBT

+A,X, - H;C,X, + B;F,X, — B,;F,X,.

A
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

Utilizando-se os mesmos artificios que foram utilizados no Método 2-Caso A, tem-se as

seguintes LMIs para os elementos da matriz E€:

= X;AT - ME,B] + AiX, — B;Mp,,
S = (BES)T =ME,BT + AiX; — A;X, - B;Mp, + B;Mp, + L;C, - L;C; e
ES = XiA] - CTL] + ME,BT — ME,BT + A;X; — L;C, + B;Mr, — B;MF,.

sendo que os ganhos do regulador F; e os ganhos do observador H; sdo obtidos da seguinte

forma:
F; = Mpgxl_l e H; = LiM_l,

das solucoes Mp;, X, L; e M.

Utilizando-se os resultados descritos acima e aqueles do Teorema 7, tem-se as seguintes LMIs
para este caso, levando-se em conta a taxa de decaimento:

Mazimize y e encontre, para 4,5,8 = 1,2,...,r, sendo j < 3, X1, Yi, Yi, Yi3, PL,, P%,,
,J,, MFpF; e L;, sujeito a X; > 0,
Cin Ci2 ... Car
Ciiz Cizz ... Cior
y . . ) <0,
Ciir Cir ... Cirr

| Ya (Ya)T
M [ Vs | Xg |2

Pijs = [ Pfij’ E:”)T ] >0e

ijs ijs

CiX;, -MC; =0,

0, se ai(z(t))a;(2(t))as(2(t)) =0, V z(t) e 2(t),
N‘E’ E; e Cyjs = 11 12
N Nijj : [ g.ﬁ g.g ] , caso contrério,

ijs ijs

X1AT - MT,BT + AiX; - BiMF; + (v — 1) Ya + 29Xy,

(NZ)T = ME;BT + AiX; — A;X; — B;MF; + BjMF; + L;C; — L;C;
+(v—-1)Y3,

X;AT - cTLT + MT,BT — ML, BT + A;X; — L;C; + B;MF; — B;MF;
+(v = 1) + 27X,

1
5 {2x,AT - ME,BT + 2A;X; - BiMF, - ME,B] —B;M Fi}
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS

-Y; + P}J, + 27X,

(N =3 {M T +2A;X, - A;X; — B;MF, + B;Mp, +L;C, - L;C;
+MF,B] — A, X, - B;MF; + B,MF; +L,C; - L,C;}
~Yi3+P}, e

% {x:AT - cTL] + ML, BT — ME,BT + A;X, - L;C, + B;MF, - B;Mr,
+X1A7 - CTL] + ME,BT — ME;B + A,X; - L,C; + B;Mr; - B,Mp; }
—-Yio + P;’}, + 2vX;.

Os ganhos do regulador F; e os ganhos do observador H; sdo dados da seguinte forma:
F;= Mp','xl_l e H; =L;M™},
das solugoes Mp;, X, L; e M.

O problema de projeto acima é reduzido & estabiliza¢io do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com v = 0.

Projetos mais préticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrigdes da
entrada e da saida, como descrito nas segdes 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condigdes acima s3o LMIs que devem ser aplicadas quando r # v. Quando r = v, levando-
se em conta os resultados do Corolério 1, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condigGes
descritas acima, considerando-se agora Y = 0.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Utilizando-se os mesmos artificios que foram utilizados no Método 2-Caso A e os resultados
do Teorema 8, tem-se as seguintes equagdes na forma de LMIs, levando-se em conta a taxa de
decaimento:

Minimize 8 e encontre, para 4,5, =1,2,...,r,sendo j < s, X, Y;1, Yio, Y3, R}J-s, R‘gjs,
Ry, Sljsr S¥s» Si» Whiys W, Wi, Mp;, L; e M sujeito a X; > 0,
Dii1 Dii2 ... Dy
D12 Di22 ... Do
. S : >0,
Diir Dior ... Dt'rr
vvlsjs ('(‘V ’))T
S; S3
S!' l%s

ijs :Ja

20,

Yis
Yi2

]20e
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

C;X; - MC; =0,

11, 12, 13, 14,
Diind pE oY
Dijj = D?’f D?ﬂ’ D?’f D?‘i’
o, o ol of

(0, se a;i(z(t))e;(&(t))as(2(t) =0, V z(t) e 2(t),

11 pl2 pl3 pi4
Dijs = § 4] D"j?’ D%’ 2
H D i , €aso contrario,

D:ﬁ’ D;jzs D%’

ijs ijs ijs

sendo que

BX; — (v—=1)V;,

(DZ)T =—(v-1)Yi,

BX; — (v —1)Y;,

(D)7 = AiX; - B;Mp;,

(DF)T = BiMF;,

X1,

(DT = AiX, — A;X, — B;Mp; + BjMp; + L;C; — L;C;,
(DZ)T = A;X; - L;C; + B;MFp; — BjMp;,

(D,)T =0,

X1,

BX, + Yi — Rjj,,
(D) =Y - RY,,

BX1+ Yo — Rl?js"
1
(D)7 = 5 {2A:X1 — BiMr, - BiMr;} - Wi,

17

1
DF)T = 3 {BiMF, + B:MF;} - (Wi)T,

X1 — S

(D) = % {2A;X, - A;X; — B;Mp, + BjMFp, + L;C, — L;C; — A, X,
—B;Mg; + B,Mp; + L,C; — L,Ci} - W},

(D" = ‘;' {A;X; - L;Cs + BMps — BjMp, + A,X, — L,C; + B;Mp;
-B,Mp;} - W,

(D) =-83, e

ijs 1]
X; - S%
1 ijs°

AV,
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sao dados da seguinte forma:
F;= Mpgx;l e H; = L,‘M—l,
das solugées Mp;, X;, L; e M.

O problema de projeto acima é reduzido a um problema de projeto de um sistema aumentado
estdvel, sem taxa de decaimento, se for resolvido com f = 1.

Projetos mais praticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrigoes da
entrada e da saida, como descrito nas segoes 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condicoes acima sao LMIs que devem ser aplicadas quando r # v. Quando r = v, levando-
se em conta os resultados do Corolério 2, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condigGes
descritas acima, considerando-se agora Y = 0.

Método 2 - Caso B
Utilizando-se os resultados obtidos no Método 3-Caso A, utilizou-se para este caso

A; 0 B;

Agj:[(At‘—Aj) AJ‘]’ BE}:[(B;'—B:')]’ c¢y=[©-0) -c.],

L=[-11I] e12=[g].

Sistema Fuzzy Continuo (SFC):

Utilizando-se as definicGes acima e os resultados do Teorema 7, tem-se as seguintes LMIs

para este caso, levando-se em conta a taxa de decaimento:

Mazimize v e encontre, para i,j,3 = 1,2,...,r, sendo j < 3, X, Yy, Pijs, Lri, Lyi, Mp e
My sujeito a X > 0, Y; >0, P;j, > 0,
Cii Ciz ... Car
Ciz Ciz2 ... Cior
- . ; <0,
Cilr Ci2r ree Cirr
I1X o Mpll =0e
C{,X - MpgCj, =0,
sendo
Cijj = A}X+BELpI +1I,Ly;CY + X(A%)T + ITLE,(B)T + (C)TLE,1T
+v-1)Y;+297X e
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO
0, se ai(z(t))a;(E(t))as (3(t) =0, V 2(t) e (t),

}{A$X + BYLrT + LLa;CY, + X(Ag)T + LT (B 57+ (CRITLEL
+A%X + B Lp;I; + I,Ly,CY + X(AL)T + ITLE; )T +(CE)TLE,I
3 —Y + IF'tjra + 27X caso contré.rio.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sao dados da seguinte forma:
F; =LpM;' e H; =Lg;My,
das solugées Lr;, Mp, Ly; e Mp.

O problema de projeto acima é reduzido & estabilizacdo do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com 7y = 0.

Projetos mais praticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrigdes da
entrada e da saida, como descrito nas segoes 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condicoes acima sdo LMIs que devem ser aplicadas quando r # v. Quando r = v, levando-
se em conta os resultados do Corolério 1, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condigoes
descritas acima, considerando-se agora Y = 0.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Utilizando-se os resultados do Teorema 8, tem-se as seguintes LMIs para este caso, levando-se

em conta a taxa de decaimento:
Minimize B e encontre, para %,j,8 = 1,2,...,r, sendo j < s, X, Y, Rjjs, Sijs, Wijs, Lri,
Ly;, M e My sujeitoa X >0, Y >0,
Dii1 Diz ... Dy
Dj12 Diz2 ... Dy
- S, . >0,
Dii;r Digr ... Dirr
Rijs
T, J SJI > 0
e [ Ws:a
le — MFI]_ =0e

C{X - MyC{, =0,

0, se a;(z(t))e;(z(t)) = 0,Vz(t),

11
Di:':'=[ 9 iz’ ~ 11 2
¥ D% [3;1 Dl

ijs ijs

] , caso contrario,
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4.4. EXEMPLO DE PROJETO

X - (s—-1)Y;,

(DI)T = A4 X + BELE;1; + LLyg;CY,

X,

BX +Y; — Ryjs,

{A%X + B{Lp;T, + LyjCh + AL X + B4 LrL + LLg,Cl )

1
(D}J?T=§
—¥ijs €

x = Sijs.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador sdo dados da seguinte forma:
Fi=LpMp' e Hi=LgMy,
das solugdes Lr;, MFp, Ly; e My.

O problema de projeto acima é reduzido a estabilizagao do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com 8 = 1.

Projetos mais praticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrigdes da
entrada e da saida, como descrito nas segdes 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condigGes acima sdo LMIs que devem ser aplicadas quando r # v. Quando r = v, levando-
se em conta os resultados do Corolério 2, pode-se por simplicidade utilizar as mesmas condigoes
descritas acima, considerando-se agora Y = 0.

4.4 Exemplo de Projeto

Projeto de um regulador fuzzy e um observador fuzzy: Para este exemplo, utilizou-se 0 modelo
do péndulo invertido dado pela equagao (3.41) na forma discretizada utilizando-se um periodo
de amostragem T = 0.0053, como descrito em (Ma et al., 1998).

Para projetar o regulador fuzzy e o observador fuzzy deve-se ter um modelo fuzzy que
represente as dindmicas da planta ndo-linear. Portanto, primeiro representa-se o sistema pelo
modelo fuzzy Takagi-Sugeno. Aqui o modelo global do sistema foi obtido através da combinagéo
fuzzy de dois modelos lineares locais. Desta forma aproximou-se o sistema através das seguintes
duas regras do modelo fuzzy, como efetuado em (Ma et al., 1998):

Regra 1 da Planta : SE z,(t) est4 em torno de 0,

r
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

x(t +1) = A¢x(t) + Bfu(t)
y() = Cix(t).

Regra 2 da Planta : SE z,(t) est4 em torno de + 7/3,

x(t +1) = Agx(t) + Bu(t)
y(t) = Cix(1),

ENTAO {

ENTAO {

1.00036435382220  0.00499668532032 0.0 0.00053694917482
0.14548923599960 0.99879808214278 0.0 0.21178674758507
—0.00001535803517 0.00000013956098 1.0 0.00479683778240
—0.00605760930610 0.00004985546214 0.0 0.91985283848186

Af =

—0.00002343221361

—0.00924227569649
0.00000886590520 |’
0.00349758505425

4_[1.0 00 00 00

= 0.0 00 1.0 0.0 |’

1.00027541825024 0.00499687384590 0.0 0.00024540136153
0.11010754204057 0.99884207145830 0.0 0.09691078779658
—0.00000580472257 0.00000006582749 1.0 0.00481429623406
—0.00229232728470 0.00002403610304 0.0 0.92665011300373

A2=

~0.00001070920190
~0.00422914195054 | g _ [ 1.0 0.0 0.0 0.0]
0.00000810402644 00 00 1.0 00 |
0.00320095513839

B2=

As fungdes de pertinéncia para as regras da planta 1 e 2 sdo:

1.0 1.0
a1(z1(t)) {1‘0 T 1.0 + e-70[z1(8)-7/6] } { 1.0 + e-7-0[z1(t)+=/6] }
e

az(z1(t)) 1 — aq(z1(t))

Para solucionar o problema de projeto do sistema fuzzy discreto, utilizou-se 0 Método 1-Caso
A para o sistema fuzzy discreto (considerando-se a taxa de decaimento nula), pois z (t) ~ z,(t)
dependem apenas das varidveis de estado disponiveis. O observador é descrito por (4.1) e (4.3)
e o controlador por (4.6).

O problema de projeto do sistema fuzzy discreto é definido como segue:

Encontre Po, RY;, Sf;, W¢; e M,; e para i,j = 1,2,...,r, sendo i < j, sujeito a P, > 0,

ij?

(4.34) e (4.35), sendo Q, =0, pois r = s = 2.

Encontre X, R{;, S;, W{; e Mg, para ¢,j = 1,2,...,r, sendo i < j, sujeito a X > 0,

(4.36) e (4.37), sendo Y, =0, poisr = s = 2.
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4.4. EXEMPLO DE PROJETO

A solugio obtida, sendo F; = MgX;! e H; = P;'M,;, foi:

1.2093

0.0182

—0.1745 0.0182 —0.3572
—0.1745 0.1538 -0.0133 0.2018
—0.0133 1.0016 —0.0429

>0,

—0.3572 0.2018 —0.0429 1.6649

0.0798
—0.1168
0.0058
—-0.0781

0.0883
-0.2110
—0.0524 0.1091 1.0759 —0.4376
—0.1616

6

—0.1184 0.0055 —0.0832
0.1589 —0.0075 0.0736

—0.0075 1.0004 -—0.0116 |’
0.0736 -—0.0116 0.8814

0.0057
—0.0076
1.0004
—0.0128

-0.1122 0.0056 —0.0800
0.1563 -0.0075 0.0811

—0.0076 3.9465.10~* —0.0071 |’
0.0710 -0.0102 0.7506

-0.2110 -0.0524 -0.1616

1.1998  0.1091 —0.3063 >0,

—0.3063 —0.4377 1.6560

—0.1084

—0.1506

—0.0761
0.8291

—0.0550 —0.1151
0.0006 —0.1055
0.7214 -0.0736 |’

—0.0736  0.8089

0.0725 —0.1500 —0.0551 —0.1100
—-0.1411 0.5719 —0.0020 0.0107
-0.0552 0.0072 0.7177 -—0.0704 |’
—-0.1105 0.0049 -0.0714 0.7370
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CAPITULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI-SUGENO

1.0014 -0.0012 0.9957 —0.0011
1.1726  0.0637 Hoe 1.1204  0.0624
-0.0011 1.0000 |’ 2~ | —0.0010 1.0000 |’
0.0802 0.0171 0.0866 0.0171

H, =

F1=[—348.4109 —96.6046 —26.2414 -—71.4663] e

F2=[—313.7987 —90.6055 —21.3581 —62.2254 ]

A Fig. 4.1 mostra o resultado da simulagdo com periodo de amostragem T' = 0.005s, sendo
que as linhas continuas denotam as varidveis de estado medidas e as linhas tracejadas denotam
as varidveis de estado estimadas pelo observador fuzzy. As simulagGes empregaram o modelo
nao-linear do péndulo descrito por (3.41).

A simulagio digital foi feita considerando-se que o sinal de controle u(t) aplicado & planta é
a saida de um conversor D/A de ordem zero, cuja entrada é u(kT), ou seja, u(t) = u(kT'), para
kT <t < (k+1)T. O sinal y(kT) foi obtido na saida de um conversor A/D, cuja entrada foi o
sinal y(t).

Toda simulagao foi feita no MATLAB utilizando a fungdo ODE23, que emprega o método
de Runge-Kutta-Fehlberg, cujo passo de integracdo é ajustado automaticamente.
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4.4. EXEMPLO DE PROJETO -

Tempo (8)

Figura 4.1: Resultado da simulagdo para o projeto do controlador fuzzy discreto e do observador
fuzzy discreto considerando-se z(0)=55°, z2(0)=z3(0)=z4(0)=0, £1(0)=22(0)=23(0)=24(0)=0,
e 4(0)=0: z;(t)-(linhas continuas) e #;(t)-(linhas tracejadas), para i = 1,2,3,4.
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho apresentou novas condigoes para o estudo da estabilidade e projeto de reguladores
fuzzy e observadores fuzzy, adcyuadas a sistemas nao-lineares descritos por modelos fuzzy Takagi-
Sugeno. Os resultados concebidos permitem uma descricao direta em termos de LMIs e desta
forma, podem ser facilmente resolvidas com softwares que solucionam problemas de programacao
semi-definida, que apresentam caracteristica polinomial de convergéncia (Boyd et al., 1994).
Para o projeto de reguladores e observadores fuzzy foram obtidas condi¢Ges nao registradas na
literatura disponivel em termos de LMIs, para sistemas discretos (caso A), e para os sistemas
continuos e discretos (caso B). No projeto de reguladores fuzzy e observadores fuzzy abordado,
é possivel especificar além da estabilidade, a taxa de decaimento, restrigdes na entrada e na
saida. Sao apresentadas provas tedricas e simulacdes digitais para validar os métodos propostos
e finalmente, o controle completo de um péndulo invertido na forma continua e discreta.
Trabalhos futuros possiveis sdo a inclusdo de outras restrigdes no projeto, como por exemplo a
rejeigdo de distirbios e robustez (Tanaka, Nishimura and Wang, 1998), a obtengao de condicdes
mais relaxadas em termos de LMIs e a aplicacao dos resultados obtidos em situagdes praticas.
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