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Resumo

São apresentadas condições para o estudo da estabilidade de sistemas não­lineares, contínuos e
discretos no tempo, descritos por modelos fuzzy. Uma análise teórica demonstra que o método
proposto fornece resultados melhores ou iguais que os outros métodos descritos na literatura.
Simulações digitais ilustram este fato. Estes resultados são também utilizados no projeto de
reguladores fuzzy e observadores fuzzy. Para isso sistemas não­lineares são representados pelos
modelos fuzzy propostos por Takagi­Sugeno. Além disso, as análises de estabilidade e problemas
de projetos de sistemas de controle são descritos como a solução de Desigualdades Matriciais
Lineares (em inglês, Linear Matrix Inequalities (LMI)), que podem ser resolvidos eficientemente
na prática por técnicas de programação convexa. As técnicas de projeto também permitem a
especificação do transitório através da taxa de decaimento e a especificação de restrições nos
sinais de controle e nas saídas: O projeto e a simulação do controle de um pêndulo invertido
ilustram o sistema de controle estudado.
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A bstract

Conditions for the stability study of nonlinear, continuous and discrete­time systems given by
fuzzy models are presented. A theoretical analysis shows that the proposed method provides bet­
ter or at least the same results of the methods presented in the literature. Digital simulations
exemplify this fact. These results are also used for the fuzzy regulators and fuzzy observers
design. The nonlinear systems are represented by the fuzzy models proposed by Takagi and
Sugeno. The stability analysis and the design of controllers and observers are described as the
solution of LMIs (Linear Matrix Inequalities), that can be solved efficiently by convex program­
ming techniques. The specification of the decay rate, constraints on control input and output
are also described by LMIs. Finally, the proposed design method is applied in the control of an
inverted pendulum.
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Capítulo 1

Introdução

O primeiro passo no projeto de um sistema de controle é a construção de um “modelo verdadeiro”
do sistema dinâmico que será controlado. O modelo verdadeiro será utilizado nas simulações
para verificar o desempenho do regulador projetado e deve incluir todas as características rel­
evantes do processo. Normalmente o modelo verdadeiro é muito complicado para o projeto de
sistemas de controle. Assim, necessita­se de um modelo simplificado, denominado “modelo de
projeto”, vide (Friedland, 1996) para maiores detalhes. O modelo de projeto deve capturar as
características essenciais do processo. À técnica mais comum para a obtenção de um modelo de
projeto para plantas não­lineares é sem dúvida a linearização da planta em um ponto de operação
de interesse. Com este método o modelo de projeto é em geral um sistema linear invariante no
tempo e o projeto de reguladores é relativamente simples em muitos casos. Entretanto, este
modelo de projeto descreve bem a dinâmica do sistema somente em uma certa vizinhança em
torno do ponto de operação no qual o sistema foi linearizado. Assim, nos casos onde o sistema
pode operar em regiões distantes do ponto de operação, este modelo de projeto não é, em geral,
adequado. Neste caso deve­se adotar um modelo de projeto mais sofisticado, que considere adi­
cionalmente a dinâmica da planta em regiões distantes do ponto de operação mencionado. Uma
possível solução para este problema é a representação da planta não­linear por modelos fuzzy
Takagi­Sugeno (T­S) ou Takagi­Sugeno­Kang (T­S­K) (Takagi and Sugeno, 1985), (Sugeno and
Kang, 1988). A idéia destes modelos consiste da descrição aproximada de um sistema não­linear
como a combinação de um certo número de modelos lineares invariantes no tempo locais, que
descrevem aproximadamente o comportamento deste sistema em diferentes pontos do seu espaço
de estados. Desta forma, pode­se interpretar a técnica tradicional de linearização em apenas
um ponto de operação como um caso particular dos modelos fuzzy T­S­K, consistindo apenas
de um modelo local. Esta classe de modelos de projeto permite que o engenheiro utilize o seu
conhecimento sobre o sistema que vai ser controlado, na definição do número dos modelos locais
e dos pontos ou regiões nas quais estes modelos locais serão definidos.

O modelo global do sistema é obtido através da combinação fuzzy destes modelos lineares
locais. A idéia é que para cada modelo linear local seja projetado um controle de realimentação

13
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14 : CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

linear. O regulador global resultante, que é não­linear em geral, é uma combinação fuzzy de
cada regulador linear individual.

Mais significativamente, problemas como as análises de estabilidade e o projeto de controle
— são reduzidos a problemas descritos por LMIs (Boyd et al., 1994). Numericamente, os problemas

de LMIs podem ser resolvidos muito eficientemente por meio de algumas ferramentas poderosas
disponíveis na literatura de programação matemática (Boyd et al., 1994). Desta forma, a solução
encontrada para tais problemas descritos por LMIs é equivalente a encontrar soluções para o
problema original.

Durante a última década o controle fuzzy tem atraído grande atenção e muitas aplicações
têm sido feitas, por exemplo, na análise de novos sistemas de controle para automóveis (Will
et al., 1997) e controle de elevadores de alta velocidade (Tanaka, Nishimura and Wang, 1998).
É uma das mais úteis aproximações para se utilizar o conhecimento qualitativo de um sistema
para projetar um regulador, mas muitas questões permanecem para discussões adicionais.

A análise da estabilidade de sistemas de controle fuzzy é um dos conceitos mais impor­
tantes em sistemas de controle fuzzy. É possível projetar teoricamente um regulador fuzzy se
for disponível um bom critério para a análise da estabilidade adequado a estes sistemas. Re­
centemente muitos esforços têm sido feitos nesta área (Tanaka and Sugeno, 1992), (Tanaka and
Sano, 1994), (Cao et al., 1997b), (Cao et al., 1997a), (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998).

Este trabalho trata das questões de estabilidade e projeto de reguladores fuzzy e observadores
fuzzy. São apresentados estudos e condições suficientes sobre a estabilidade de sistemas fuzzy
utilizando o método direto de Lyapunov, mais rglaxadas que aquelas existentes até o momento.

Métodos de projeto baseados em LMIs para reguladores fuzzy e observadores fuzzy são con­
struídos usando a Compensação Distribuída Paralela (CDP) (Tanaka and Sugeno, 1992), (Wang
et al., 1996) e as condições para estabilidade. Exemplos de projeto para sistemas não­lineares
demonstram a utilidade das condições de estabilidade e os métodos de projeto baseados em
LMIs.

O Seção 2 apresenta o modelo fuzzy proposto por Takagi­Sugeno. AÀ Seção 3 introduz o
regulador fuzzy e suas questões de estabilidade utilizando o modelo fuzzy Takagi­Sugeno. São
apresentados também resultados para a estabilidade e projetos descritos por LMIs para regu­
ladores fuzzy, enfocando a estabilidade do sistema, a taxa de decaimento e restrições na entrada
e saída de controle. É apresentado um exemplo de aplicação utilizando o modelo do pêndulo
invertido na forma contínua. A Seção 4 introduz o sistema aumentado, ou seja, o regulador fuzzy
e o observador fuzzy, e suas questões de estabilidade utilizando o modelo fuzzy Takagi­Sugeno.
São apresentados também resultados para a estabilidade e projetos descritos por LMIs para o
sistema aumentado e um exemplo de aplicação no controle discreto de um pêndulo invertido.
Na Seção 5 são discutidos os resultados apresentados.
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Neste trabalho, MT é a transposta da matriz M, S > 0 (S > O) significa que S é uma matriz
positiva definida (semidefinida), S > T (S > T) significa que Ss­ T>0(S­ T>0))eW=O0
significa que W é uma matriz zero, isto é, seus elementos são todos iguais a zero. É utilizada a
seguinte notação: XT ,;, que significa, parar =3,

3

Sai &S a12 + a13 + 023.
i<j
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Capítulo 2

Modelo Fuzzy Takagi­Sugeno

No método de projeto proposto, uma dada planta não­linear é representada pelo modelo fuzzy
Takagi­Sugeno (Takagi and Sugeno, 1985). Este método de modelagem fuzzy é simples. Às
dinâmicas do sistema são capturadas por um conjunto de implicações fuzzy que caracterizam
relações locais no espaço de estados. À principal característica de um modelo Takagi­Sugeno
é a descrição das dinâmicas locais de cada implicação fuzzy (regra) por um modelo de sistema
linear. O modelo fuzzy global do sistema é obtido pela combinação fuzzy dos modelos do sistema
linear.

Especificamente, o sistema fuzzy Takagi­Sugeno é descrito pelas regras fuzzy SE­ENTÃO,
que representam localmente relações lineares entre a entrada e a saída de um sistema.

A descrição local da planta dinâmica a ser controlada está disponível nos termos dos modelos
lineares locais, sendo conveniente mencionar que na descrição do Sistema Fuzzy Discreto a
notação x(t + 1) e x(t) representa respectivamente os sinais amostrados x(KT + T) e x(KT),
sendo T o período de amostragem. Esta notação foi empregada em (Tanaka, Ikeda and Wang,
1998) por motivo de simplicidade. Portanto tem­se os seguintes modelos lineares locais:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Xx(t) A;x(t) + Biu(t),

y(t) Cix(t);

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

x(t+1) = Ajx(t)+ Biu(t),

y(t) = Cix(t),

sendo à = 1,2,...,r (ré o número de modelos lineares), o vetor estado x(t) E R", o vetor entrada
u(t) E R", o vetor saída y(t) E Rº, A; E RU", Br E RUM e C; E RI". A informação acima
é então fundida com as regras SE­ENTÃO disponíveis, onde a i­ésima regra pode ter a forma:

17
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18 co | CAPÍTULO 2. MODELO FUZZY TAKAGLESUGENO

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Regrai : SEN(NÉéMIE... Ez(t) é Mi,
X(t) = Aix(t) + Biu(t)
y(t) = Cix(t);ENTÃO |

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Regrai : SEn(NEMIE... Ez(t)é MÍ,
x(t+1) = Ajx(t) + Bju(t)
y(1) = Cix(1). (22)ENTÃO |

Tem­se que Mi, j=1,2,...,p é o conjunto fuzzy j da regra i e z1(t),...,zp(t) são as variáveis
premissas. Seja nú (2; (t)) a função de pertinência do conjunto fuzzy Mi, e seja

Pp

vwi(s(t)) = TT ni(z;(8)), 2(8) = [21() 220) ­.. 2,(O).
| :

I=

Como ui(zj(t)) > O tem­se, para i =1,2,...,7,

wi(z(t)) >O e 3 wi(a()) >O.
i=1

Uma escolha para a obtenção de um modelo fuzzy Takagi­Sugeno para sistemas não­lineares
é adotar z(t) = x(t), sendo x(t) o vetor de estado do sistema não­linear. Um exemplo na Seção
3.7 ilustra esta idéia.

Desta forma, dado um par (x(t), u(t)), o sistema fuzzy resultante é tido como a média
ponderada dos modelos locais, e tem a forma:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Ci, wi(e(t))(A;x(t) + Biu(t))
Diz: Wwi(z(t))

= 3 ai(e(0)(Asx(9)+ Biu(d))
i=1

= ”estate As) x(t) + (= asta(e)B;) u(t)
i=l i=1

= Aloa)x(t) + B(a)u(t).

(1!) =

O sistema não forçado (u(t) = 0) é definido como segue:
ro, wi(e(t))JA;x(t)

i=1 Wi (z(t))

3 ai(a(1)) Ax(2).
i=1l

X(t) =
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A saída para ambos os Casos, forçado e não forçado, é dada por
E=1 wi(2(t))Cix(t)
Dis: v'(z(t))

2aila(t))Cix(t)
i=1

C(a)x(t).

y(t) =

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

1 w'(z(t))(A;x(t) + Biu(t))
i=1 wi (z(t))

3 ai(e(t))(Asx() + Biu(d))
i=l

x(t +1)

ó” aste(0) A) x(t) + (> a;Es; u(t)
i=1 i=1

A(a)x(t)+ B(a)u(t).

O sistema não forçado é definido como segue:

=, wi (2(t))A;x(t)
i=1 wi (z(t))

DD aile()Aix().
i=1l

x(t +1)

A saída para ambos os casos, forçado e não forçado, é dada por

Li wi(2(t))Cix(t)
i=1 wi (z(t))

S ai(a(8)) Cix(t)
i=l

C(a)x(t).

y(t) =

Para 1 =1,2,...,7r,
À

PANO)ax(z(t)) = TE wi(e(0)'i=1l

Note que, para 1 = 1,2,...,r,

cxle(t)) > 0 e SD a(a(0)) =1. (28)
i=1l

Os modelos fuzzy Takagi­Sugeno têm sido úteis na descrição aproximada de sistemas não­
lineares. Na Seção 3.7 este fato é ilustrado no controle de um pêndulo invertido. É bem conhecido
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que sistemas fuzzy aditivos F : Rº — RP, como o modelo fuzzy TSK, podem aproximar uni­
formemente qualquer função contínua £f : U C Rº — R? em um domínio compacto (fechado
limitado) U (Kosko, 1997). No caso do modelo fuzzy TSK, quanto maior o número de modelos
locais, melhor será a aderência do modelo à equação diferencial não­linear da planta.
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Capítulo 3

Reguladores com Modelos Fuzzy
Takagi­Sugeno

Utilizou­se o conceito de Compensação Distribuída Paralela (CDP) para projetar reguladores
fuzzy para estabilizar sistemas não­lineares descritos por modelos fuzzy. A idéia é projetar um
compensador para cada regra do modelo fuzzy. Para cada regra, são utilizadas técnicas de
projeto de controle linear. O regulador fuzzy global resultante, que é não­linear em geral, é
uma combinação fuzzy de cada regulador linear individual. A CDP oferece um procedimento
para projetar um regulador para o modelo fuzzy Takagi­Sugeno, onde cada regra de controle é
projetada a partir da correspondente regra de um modelo Takagi­Sugeno da planta. O regulador
fuzzy projetado compartilha os mesmos conjuntos de regras com o modelo fuzzy nas partes
premissas. Para os modelos fuzzy (2.1) e (2.2), sendo à = 1,2,...,r, os reguladores fuzzy via
CDP possuem a seguinte estrutura:

Regrai : SEZ(N EMI E... Ezp(N)é MÍ,
ENTÃO u(t) = —F;ix(t). (3.1)

Portanto, de forma análoga à efetuada na obtenção de (2.3), o regulador fuzzy é dado por

CEE vi(e(t))Fix(t)ul) a vi(a())

3 as(e(D)Fix(0)
i=1l

—F(a)x(t).

O objetivo do projeto do regulador fuzzy é determinar os ganhos de realimentação locais F;
nas partes conseqiientes. Para a lei de controle (3.2), as equações (2.3) e (2.6) são dadas por
(3.3) e (3.4) respectivamente (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998), tendo em vista (2.8):

21
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CAPÍTULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGLI­SUGENO

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Xx(t) = NS 3) a(e(t))aj(z(t))(A:— BiF;)x(t)
lis1
27 at((9)Gx(0 +23 ai(z(1))a;(z()) [ISO (3)

i<j

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

x(t+1) = > ai(e(0)a;(a(0)( A: —— BF; Jx(t)
i=1j=1

D at((0)Gx() +23 ai(a())a; (2(d))Pox(), (34
i<j

Gij = A; — B;F;.

3.1. Condições para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

As condições suficientes para a estabilidade de sistemas fuzzy contínuos e discretos no tempo
são derivadas usando funções Lyapunov quadráticas do tipo V(x(t)) = x” (t)Px(t) (Tanaka and
Sugeno, 1992). Os principais resultados estão descritos abaixo.

Lema 1 O ponto de equilíbrio x = O do sistema fuzzy contínuo descrito por (2.4) é assin­
toticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P tal
que

ATP+PA;<O

para 1 =1,2,...,r; isto é, para todos os subsistemas.

Prova: Segue diretamente da aplicação da função de Lyapunov V(x(t)) = x" (t)Px(t).

Lema 2 O ponto de equilíbrio x = O do sistema fuzzy discreto descrito por (2.7) é assintotica­
mente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P tal que

ATPA;­P<O

para 1 =1,2,...,r; isto é, para todos os subsistemas.

Prova: Vide (Tanaka and Sugeno, 1992).

a2 3 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



3.1. CONDIÇÕES PARA A ESTABILIDADE DE REGULADORES FUZZY 23

Para a apresentação dos resultados para a estabilidade do sistema forçado, será utilizada a
definição de número de regras ativas: os sistemas fuzzy (3.3) e (3.4) possuem r regras e para
um certo z(t) = z9 o número de regras ativas é igual ao número de termos a1(209),...,ar(zo)
não nulos. Por exemplo, na Figura 3.1 as regras ativas para 21(t) <a, 21(t) E (a,b), (tt) =,
z1(t) E (bjo), a1(t) = o, 1(t) E (c,d), 11(t) > d são respectivamente as regras 1; 1 e 2; 2; 2 e 3;
3; 3 64; 4. Assim o número de regras ativas é menor ou igual a dois.

Ton (21) a2(z1) a3(z1) as(z1)

ds

d 21 (t)

Figura 3.1: Exemplo de um conjunto de 4 regras fuzzy: am(21(t)), a2(a(t)), aas(a(t)),
as(21(t)) E [0,1] e e(21(t)) + as(21(t)) + as(21(t)) + as(a(t)) =1.

Observe que na Figura 3.1, a1(21(t))as(a11(t)) = a1(21())aa(a(t)) = aa(a1(t))aa(a1(t)) =
0, V na(t) ER. A existência deste fato também foi explorada no estudo da estabilidade, como
será visto nos Lemas 3­6.

Lema 3 O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por (3.3) é
asstintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

GTP + PG; <O0

para todo1 =1,...,r e

(STE) P+p(SETE) <o, i<j
para todo i,j =1,...,r ercetuando­se os pares (i,j) tais que a;(z(t))a;(z(t)) = O, Vz(t).

Prova: Segue diretamente do Lema 1.

Lema 4 O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por (3.4) é
assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

GIPG;­P<O
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24 CAPÍTULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGESUGENO

para todoi =1,...,r e

(Su TE)" p (EE) —P<0, i<j
para todo i,j =1,...,r excetuando­se os pares (i,j) tais que a:(z(t))a; (Z(t)) = O, Vz(t).

Prova: Segue diretamente do Lema 2.

Essas condições para estabilidade, em geral, são conservativas. Foram propostas em (Tanaka,
Ikeda and Wang, 1998) condições mais relaxadas que as condições descritas anteriormente.

Lema 5 Assuma que o número de regras que estão ativas para todo t é menor ou iguala s,
sendo 1 < s <r.. O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito

por (3.3) é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida
comum P e uma matriz simétrica semipositiva definida comum Q tais que

GIP + PG; +(s ­ 1)Q <O (3.5)

para todoi =1,...,re

(SutS8)" p4p (SAFE)quo, 14;
para todo i,j =1,...,r excetuando­se os pares (1,3) tais que a;(z(t))a;(z(t)) = O, Vz(t).

Prova: Vide (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998).

Lema 6 Assuma que o número de regras que estão ativas para todo t é menor ou igual a s,
sendo 1 <s <r. O ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy discreto descrito
por (3.4) é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida
comum P e uma matriz simétrica semipositiva definida comum Q tais que

GEPG; — P+(s ­1)Q<O (3.7)

para todo 1 =1,...,r e

(SutEH)Tp (SutSX) ­poqso, ic
para todo i,j = 1,...,r excetuando­se os pares (1,3) tais que a;i(z(t))a;(z(t)) = O, Vz(t).

Prova: Vide (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998).
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3.2. CONDIÇÕES PARA A ESTABILIDADE DE REGULADORES FUZZY

3.2 . Condições para a Estabilidade de Reguladores Fuzzy

Para analisar a estabilidade do sistema de controle fuzzy é preciso encontrar uma matriz simétrica
positiva definida comum P que satisfaça as condições de um dos Lemas 1­6. Portanto, quanto
mais conservativas forem as condições de estabilidade, mais difícil será encontrar a matriz P,
se não impossível. Nesta seção são obtidas condições de estabilidade, mais relaxadas que as
descritas na Seção 3.1. Os Teoremas 1 e 3 apresentam novas condições para os sistemas contínuos
e discretos no tempo, respectivamente.

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Teorema 1 Assuma que o número de regras que estão ativas para todo t é menor ou igualas,
sendo 1 <s<r. Considere 1,j=1,...,r, sendo i <3j e defina

Q;=GIP + PG;, (3.9)

Q: = (TE.E)P+P (TS'=) ; (3.10)

O, se as(e(t))a;(2(t)) = 0,Yz(),
Qt; = (3.11)

Q:; — Q+ Pij, caso contrário.
Então, o ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy contínuo descrito por (3.3) é
assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P,,
uma matriz simétrica positiva semidefinida comum Q e matrizes semidefinidas positivas P;; tais
que

Q1 +(s­1)Q Qto e. Qt,
Qt, Q+(s­1)Q ... Qt,

Qt =
: : : :

: (3.12)

Qt, Qt>, —.. Qr,+ (s = 1Q

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(t)) = x” (t)Px(t), onde P =
PT >0. Então, com a equação (3.3) obtém­se

Vix(t)) = >>ar(z(t))a; (2(t))Xx" (t)[(A; — B;iF;)"P + P(A; — B;F;)Jx(t)
iz j=l

= > ot(a(9)X"(01Ti P + PGii]x(t)
+3 2ai(2(9)a; (a(0)7(4) (Es)P+P (Sz)| x().

i<j

Das condições (3.9) e (3.10) tem­se

Vix(t)) = » aj ((t))x”(t)Qix(t) + > 20; (a(t))a; (2(1))Xx" (t)Qux(t) (3.13)
i<j
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CAPÍTULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI­SUGENO

= >aj(z(t))Xx”(1) Qix(t) + 2 >ai(z(t))a; (e(t))x"(1)(Q:; — Q)x(t)
i=1 i<j

+23) ai(a(t))a;(2(t))Xx”(t)Qx(t).
i<j

No Corolário 4 de (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998) foi demonstrado que

D a?(e(0) — —— 37 2a:(a(0))a; (a(9)) > 0.
i=1 i<j

Desta forma, tendo em vista a equação (3.11),

i=1

VOO) < XD af(e(M))xT (0 Qix(t) + 23 ai(2(8))a;(a(1)) x" (9)(Q:; — Qx(1)
i<j

+61)7 0?(0)X7(0) Qx()
i=l

XD aj(z(t))x  (8)(Q: + (s — 1) Q)x(t) +2 3 as(a(t))a;(a())X (0)(Qs; — Q)x(t)
i=l i<j

XD aj(z(t))x  (t)(Q; + (s — 1)Q)x(t)
i=1

+23 ai(a(t))aj(2(t))X" ()(Q:; — Q + Pi)x(t)
i<j

3 a2(a(t))x” (1)(Q: + (s — 1)Q)x(d)
i=l

+23)ai(z(t))aj(z(t))x”(t) Qt; ;x(t)
i<j

x (Hal a2lI ... al)
Q1 +(s ­1)Q Qt1, ... Qt, ol

Qt Q> + (s — 1)Q e... Qta, a2Í

Qt, Qt2r ... Qr+(s­1)Q a,I

sendo I a matriz identidade, I E Rº*”.

Então, da equação (3.12), V(x(t)) < O para x(t) £ O.

Corolário 1 Ser =s, então pode­se adotar Q = O nas condições do Teorema 1.

Prova: Como s=r, então existe z(t) tal que todas as r regras estão ativas, ou seja,

ai(z(t))aj(2(t)) É O,
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3.2. CONDIÇÕES PARA A ESTABILIDADE DE REGULADORES FUZZY

para 1,7 =1,2,...,r.

Nesta situação, de (3.11) e (3.12) tem­se

Q: Qi: +P1 ... Qi+Pir

Qt = Q12 +P12 Q> ... Qu +P>2

Q:r + P1r Q>2r + P2r

E­NQ AQ

qu=| 72 GDA
­Q  ­Q

+ Qt,

(3.15)

Agora será demonstrado que, se r=s, então Qt! > 0 e desta forma Qt' pode ser removida
para a obtenção da condição Qt < 0. Assim, sem perda de generalidade, será adotado no
Teorema 1 Qt' = 0, o que equivale a Q = O.

De (3.15),

Qt' =" Qt, +Qt4+...+Qt]
Q ­Qo o
­Q Q0O0 e. O

o o A |
o 0 0
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28 CAPÍTULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI­SUGENO

tal que a matriz Qt'; possui (s — 1) termos, para i = 1,2,...,(r—1).

Como Q = QT > 0, então existe L tal que Q= LTL. Assim, Qt' dada pela equação (3.16)
pode ser representada da seguinte forma:

LI rfLNDI! fpxn1r ES E
—L7 —LT 0

—1L”
Qt =

Então cada matriz do lado direito de (3.16) é semi­definida positiva e assim, Qt' > 0, o que
conclui a prova.

Observação 1 E conveniente registrar que o caso r = s = 2 é o mais abordado nos ex­
emplos de aplicação de sistemas de controle com modelos TSK, por exemplo (Teixeira and
Zak, 1999), (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998), (Ma et al., 1998), (Cao et al., 1997b), (Cao
et al., 1997a).

O teorema a seguir mostra que os resultados apresentados neste trabalho são no mínimo
iguais aos disponíveis na literatura.

Teorema 2 Se as condições do Lema 5 são satisfeitas, então as condições do Teorema 1 também
serão.

Prova: De (3.6) e (3.10),

para 1,j =1,...,r, sendoà <7;.
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3.2. CONDIÇÕES PARA A ESTABILIDADE DE REGULADORES FUZZY

Assim, de (3.11), para 1,j = 1,...,r, sendo 1 <j,

Qt;;=0

Qt;; = Q; — Q+P;; e P;;>O0.

Assim, quando Qt,; é dada por (3.17) e P;; = ­Q;; + Q > O, obtém­se

Qt;; =O0,

para 1,7] =1,...,r, sendo à < j.

Agora, de (3.5) e (3.9),

para1 =1,...,r.

Logo, de (3.12), (3.18) e (3.19),

Q1 +(s ­1Q 0

Qt = N+EADO
o —. Qr+(s­DQ

e a prova está concluída.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Para resolver o problema de estabilidade para o caso discreto utiliza­se o complemento de
Schur (Boyd et al., 1994) da seguinte forma: o sistema forçado para esse caso é estável se

(A — BE)TP(A — BF) — P < O.

Multiplicando­se a desigualdade à esquerda e à direita por P­!, como descrito em (Wang
et al., 1996), e definindo­se uma nova variável X = XT = P­!, pode­se reescrever a equação
anterior como

X(A — BE)X !(A­BE)X — X <O.

Aplicando o complemento de Schur (Boydet al., 1994), tendo em vista que X > O, obtém­se:

x X(A — BF)! Oo
(A — BF)X x

Teorema 3 Assuma que o número de regras que estão ativas para todo t é menor ou igual a s,
sendo 1 <s<r. Considere i,j=1,...,r, sendo i <j e defina
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CAPÍTULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGL­SUGENO

M;; = Gi; = A; — B;F;, (3.20)

— Gy+G; A;—­B;F;+A;— BiF;
2 2 '

TWE
ij

M;ij (3.21)

| >O, (3.22)

o X­(s­1N)Y XMINi = | M;X x e (3.23)

O, se ai(z(t))aj(z(t)) = O, Va(t),
Ni; = 3.24? X+Y­ Ro XM;; ” Wi caso contrário. 2

M;jX — Wij X — Si ?

Então, o ponto de equilíbrio x = O do sistema de controle fuzzy discreto descrito por (3.4)
é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum
X =P­!, uma matriz simétrica positiva semidefinida comum Y e matrizes semidefinidas posi­
tivas T;; tais que

Nu Np ... Nr
Ni Nx ... Nx

Nt = : eo :

Nir No ... Nr,

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V(x(t)) = x(t)Px(t), onde P > O.
Tem­se que

AV (x(t)) Ví(x(t +1)) — V(x(t))

x” (t) [[A(a) — B(a)F(a)]"P[A(a) — B(a)F(0)] — P] x().

Para obter AV (x(t)) < O, é necessário que

[A(a) — B(a)F(0)]T P[A(a) — B(a)F(a)] —­ P < O.

Aplicando Schur, da expressão acima obtém­se:

x X[A(a) — B(a)F(0)]” >T(%) = | [4(0) ­ B(a)F(0)] X x 0,

sendo

X=P­|, A(o) = SD ai(e(t))A:, B(a) = 3 ai(z())B; e F(a) = 3 ai(z())F:.
i=1 i=1i=1

Ah
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3.2. CONDIÇÕES PARA A ESTABILIDADE DE REGULADORES FUZZY

Desenvolvendo­se a expressão de T(a) acima tem­se:

T(a) = 22 2G() | x +23  a(a(9))a; (2() | MAX Mi | >O.
i<j *

Agora,

T(0) = 020 | neo MS | + 23 as(a(0))as(2(9)
i<j

++ XMÍx

237 ai(e(d)a; (=(t)) 7 o
1<j

sendo Y > 0. Então, pelo Corolário 4 de (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998), tem­se
r TTa) > Daft)| po To | +asaate| TX So |

i=1 * i<j

(s­Dat) | Sã. |
X+Y XMF; | |DDEHAO) |XYMi| +23 ai(a(8))a; (2(8)) [ix "

i=1l Ná i<j

Da expressão (3.22) tem­se

Ta) > Cat| TT SE +2atoato| Tx |
i=1 n

À i<j ;

23 aile(0)as(a() | 5o So
i<j

et) | Six xMÍ
X+Y­R; XML Wi
M;jX — Wij X— Si

r

+23 a:(e(1))a;(2())
i<j

Substituindo­se as equações (3.23) e (3.24) na equação (3.26) tem­se

Nu N;2 ... Nr al
Ni No ... N alT(a) = [nl al ... al) ? há : hi ó
Nr Nor ... Nrr a,lI

Portanto, se a condição (3.25) se mantém, AV (x(t)) < O para x(t) £ O, o que conclui a
prova.

Corolário 2 Ser =, então pode­se adotar Y = O nas condições do Teorema 93.
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Prova: Como s=r, então existe z(t) tal que todas as r regras estão ativas, ou seja,

ai(z(t))aj(2(t)) É O,

para 1,j =1,2,...,r.

Nesta situação, de (3.23), (3.24) e (3.25) tem­se

x

MnX
X — Ri

PD. Rir
L M1rX — Wir

XxX — Rir
M1,X — Wir
* — R2r

M2,X — Wo,

XxX

M,rX

XMT, X­Rp»p XMS, —= wB

Mp3X — Wi2

D. M12X — Wi2
XML, — WT, x

X — S12

X*X — S12
XML,

M959 X D.

XML. — WI.
* — S2r

X­ R>2r
M2rX = Woor

XMTF. — WTF.
*X — S1r

XMi, = Wir ]
X—­ S1r

XMJT. — WI.
X — 82, — Nt',

XMT.
x

Agora será demonstrado que, se r=s, então Nt! > O e desta forma Nt' não contribuirá para
a obtenção da condição Nt > O. Assim, sem perda de generalidade, será adotado no Teorema 3
Nt' =0O, o que equivaleaY = O.

Como Y = YT > 0, então existe L tal que Y = LTL. Assim, de modo análogo ao que foi
feito com Qt' para o caso contínuo na prova do Corolário 1, (3.27) pode ser representado da

2 3 4 5 6 7
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3.2. CONDIÇÕES PARA A ESTABILIDADE DE REGULADORES FUZZY

seguinte forma:

LT

Desta forma, Nt' > O, o que conclui a prova.

Teorema 4 Se as condições do Lema 6 são satisfeitas, então as condições do Teorema 3 também
serão.

Prova: Considere que existem P = PT > 0 e Q= QT > 0 tais que as condições (3.7) e (3.8)
do Lema 6 são satisfeitas. Então, multiplicando­se (3.7) e (3.8), pela esquerda e pela direita,
por X = P­!, obtém­se:

4 5

XGIX 'G;X—­X+(s­UXQX<O (3.28)

6 7

Ah
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para todo 1 = 1,...,r e

x (SET) x­! (SITE) x­x­xox<o, 1<] (3.29)

para todo 1,] = 1,...,r excetuando­se os pares (1,j) tais que a;(z(t))a; (z(t)) = O, Ve(t).

Aplicando­se o complemento de Schur nas equações acima, tendo­se em vista as equações
(3.20) e (3.21), então (3.28) e (3.29) podem ser reescritas respectivamente como:

N,=| X­(s­1)Y XMÍ
so M;;X XxX | >0e (3.30)

: T[Fox XMi; | >O0. (3.31)M;X X

sendo Y = P­!'QP­! > 0.

Agora, de (3.24),
Nij =0 ou

X+Y XML
N;; = |Ty, 3.323 | M;jX x | Ur) ( )

sendo que T;; > O foi definida em (3.22). Quando N;; é dada por (3.32), então, pela equação
(3.31), existe T;; > O tal que N;; = O, para 1,j =1,...,r, sendo à <j.

Assim, de (3.30) e N;; = O, então

Nu o
O N

Nnt=|
­

2
o o

o que conclui a prova.

Observação 2 O resultado descrito no Corolário 1 resulta em simplificação das LMIs pro­
postas no Teorema 1. Estas simplificações não produzem um ganho significativo no procedi­
mento numérico da solução das LMIs consideradas. As justificativas para a apresentação deste
Colorário, foi a demonstração que para r = s o método proposto não necessita da variável Q,
sendo que esta variável foi acrescentada seguindo as idéias erpostas em (Tanaka, Ikeda and
Wang, 1998). Assim, para r = s, o método proposto é totalmente independente dos resultados
expostos em (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998). Estas observações são válidas para o resultado
descrito no Corolário 2, trocando­se Q por Y.

Os exemplos a seguir comparam o critério de estabilidade proposto neste trabalho com o
proposto em (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998). Para os dois exemplos abaixo, os ganhos de
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3.2. CONDIÇÕES PARA A ESTABILIDADE DE REGULADORES FUZZY 35

realimentação F,; e F2, para cada valor de a e b, são determinados selecionando­se [­2 ­2] como.
autovalores para os dois modelos locais na CDP no caso contínuo e [1/2 1/2] no caso discreto.
Às expressões para F, e F,2 são:

Caso Contínuo:

Caso Discreto:

F:

F>

As Figuras 3.2 e 3.3 mostram as áreas factíveis para o caso contínuo e discreto, respectiva­
mente.

Exemplo 1: Caso Contínuo

Considere o SFC onde r=s=2. Neste caso utilizaram­se os resultados do Corolário 1.

A Fig. 3.2 mostra a área factível para os dois métodos, variando­se a e b na região coberta
pela figura.

Exemplo 2: Caso Discreto

Considere o SFD onde r=s=2. Neste caso utilizou­se os resultados do Corolário 2.

2 —1l0 1

a —lo0 baa=| os | m=/ô]|.
A Fig. 3.3 mostra a área factível para os dois métodos, variando­se a e b na região coberta

pela figura.

É observado nestas figuras que as condições apresentadas por (Tanaka, Ikeda and Wang,
1998) levam a resultados mais conservativos para ambos os casos contínuo e discreto pois sua
área factível é menor. Estes resultados, aliados aos Teoremas 2 e 4, mostram que os critérios de
estabilidade propostos neste trabalho são mais gerais do que os apresentados em (Tanaka, Ikeda
and Wang, 1998).
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CAPÍTULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGLI­SUGENO

Figura 3.2: Caso contínuo: Área factível do método proposto em (Tanaka, Ikeda and Wang,
1998) indicada por (“0”) e área factível do método proposto neste trabalho indicada por (“­”).

so

40

3o

20

10

o

=10

=20

­30

—4o0

­52. 0.6 0.8 '

Figura 3.3: Caso Discreto: Área factível do método proposto em (Tanaka, Ikeda and Wang,
1998) indicada por (“o”) e área factível do método proposto neste trabalho indicada por (“”).
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3.3. PROJETO DE REGULADORES FUZZY COM LMIS

3.3 Projeto de Reguladores Fuzzy com LMIs

Para as novas condições de estabilidade propostas neste trabalho, o problema de projeto para
determinar os ganhos de realimentação F;, para 1 = 1,...,r, pode ser definido por meio de LMIs
como segue:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Encontre X, Y, P;; e M; para 1,j = 1,2,...,r, sendo i < ;, satisfazendo X > 0, Y > O,
P;;>0e

Cn Cp ... Cr
Cp Cn ... CORSA DA) (3.33)

Cr C2r ... Crr

Ci; = A;X — B;M; + XAIT — MTB] +(s­1)Y,

O, se as(z(t))aj(z(t)) = O, Vz(t),

Ci = 2 (AX — BM; + A; X —­ BM; + XAT — MTB] +XA7J — MTBT) +
—Y + Pi, caso contrário.

As condições acima são LMIs com respeito às variáveis X, Y, P;; e M; e são obtidas
diretamente do Teorema 1. Pode­se encontrar uma matriz positiva definida X, uma matriz

semidefinida positiva Y, matrizes semidefinidas positivas P;; e M; satisfazendo as LMIs ou
determinar que X, Y, P;; e M; não existem. Este é um problema de factibilidade. Se existe
solução, os ganhos de realimentação F;, uma P comum e uma Q comum podem ser obtidas da
seguinte forma:

P=X, F=M;X' e Q=PYP,

a partir das soluções X, Y e M,.

As condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ s. Quando r = s, levando­
se em conta os resultados do Corolário 1, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se agora Y = 0.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Encontre X, Y, R;;, Si, Wi; e M; para 1,] =1,2,...,r, sendo é < ;j, satisfazendo X > O,
Y>O,

Du Dr ... Di
Di2 Dx» ... D2 URCIION soe (3.34)

Dir Dx ... Drr
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[8 W8 |Ti = | W; S;; | >O, (3.35)

p,=| X­(s=1Y XAT ­ MTBT4| A;KX— B;M; De !

( O, se as(=(t))aj(z(t)) = 0, Ve(t),

X+Y­Ri;
à (A;X — B;M; + Aj;X — B;M;) — Wii

A (xAT MTB] +XATY MTBT) ­
Xx­S;;

TWi; | caso contrário; :

As condições acima seguem diretamente do Teorema 3.

Se existe solução, os ganhos de realimentação F; e uma P comum podem ser obtidos da
seguinte forma:

P=X, e Fj=MX",

a partir das soluções X e M,.

As condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ as. Quando r = s, levando
se em conta os resultados do Corolário 2, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se Y = 0.

3.4 Taxa de Decaimento

É importante considerar não somente a estabilidade, mas também outros índices de desempenho
do sistema controlado tais como velocidade de resposta, restrições da entrada e da saída. À
velocidade de resposta está relacionada com a taxa de decaimento, isto é, o maior expoente
Lyapunov.

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Do Teorema 1, para uma candidata da função Lyapunov V(x(t)) = x"(t)Px(t) então
Víx(t)) <O se Qt <O, sendo Qt dado em (3.12). Agora, utilizando­se o resultado da equação
(2.8) tem­se que |

PP. ..P al
PP P a2lI

P= [11 as2l e... ay) . .

PP..P a,I

Logo, a condição que V(x(t)) < —27V(x(t)) (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998) para toda
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trajetória é satisfeita para
PP
PP

PP

ou seja

Q1 +(s ­ IQ +24P Qt, aee Qtt,
Qt, Q+(s­NQ+NP ... Qt,

<oO,

Qt, Qt, .. Qr+(s­NQ+NP

O, se a(z(1))aj(z(8)) = 0,Vz(t),
Qt; =

Qi; — Q+ P;; +27P, caso contrário.
ey7>0O Portanto, o maior limite inferior para a taxa de decaimento que pode ser encon­
trado usando uma função Lyapunov quadrática é obtido resolvendo­se o seguinte problema de
minimização dos autovalores generalizado (GEVP) (Boyd et al., 1994) en P ey:

Maximize 7 e encontre X, Y, P;;, M1,..., Mr, sujeito a X>0, Y > 0, P;;>0e

Cu 2 e... Cr
Cia C22 ... Cx

: oo «
|<o,

1 1 1
17 2r cos Cr,

Cj; = A;K — BM; + XAT — MTB] +(s—1)Y + 27X,
O, se a;(z(t))aj(z(t)) = O, Vz(t),

Cc. =
ij 3 (AX — BiM; + A;X — B;M; + XAT — MTB] + XAT — MTBJ) +

—Y + 27X + P;j, caso contrário.

Novamente, os ganhos de realimentação F;, uma P comum e uma Q comum podem ser
obtidos da seguinte forma:

P=X!, FRF=M;X' e Q=PYP,
a partir das soluções X, Y e M,;.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

A condição que AV (x(t)) < (7º — 1)V (x(t)) (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998) para toda
trajetória é equivalente a

Nu Ny ... NY,
12 NX

" "Nir N>2,

Es

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 3. REGULADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI­SUGENO

[UR M;;X X

O, se a:(z(t))a;(z(t)) = O, Ve(t),

­ [PED “|
N". —ij PX+Y­R; XME­ WE

M;jX — Wi; X — Si
sendo y < 1. Portanto, obtém­se o seguinte problema de minimização dos autovalores general­
izado (GEVP) (Boyd et al., 1994) em P e À sendo 8 =º*:

| , Caso contrário.

Minimize À e encontre X, Y, Ri, Si, Wii, M1,..., Mr, sujeito a X>0, Y > O,

Du Dio e... D',
Dis D» ... D

12 Dm 2 50e

Di, D%, ... Dr,

=| RG Wi

p!,=| AX­(s­1)Y XAT — MTBJT
4| A;X­ BM; D.€ !

( O, se a;(z(t))a&;(z(t)) = O, Ve(t),

BX + Y Ri;
3 (A;X — BIM; + A;X — BjM;) — Wi;

3 (XAFT ­ MTB] + XAJ — MFBT) — WI
*X — Sij | , caso contrário.

Como no caso anterior, os ganhos de realimentação F; e uma P comum podem ser obtidos
da seguinte forma:

P=X", e F;=M;X!,

a partir das soluções X e M,;.

Deve ser notado que 0 <6B < 1.

3.5 Restrição da Entrada

Assuma que a condição inicial x(0) é conhecida. A restrição || u(t) ||>< 4 é imposta para todo
tempo t > O se as LMIs

1. x(0)7| x(0) X | >O0 (3.37)

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



3.6. RESTRIÇÃO DA SAÍDA

e

x MT| M; pl | >O (3.38)

se mantém (vide (Boyd et al., 1994) e (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998)), sendo X = P­! e
M; = F;X.

Um problema de projeto de reguladores fuzzy estáveis satisfazendo a restrição da entrada
pode ser definido como segue:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Encontre X, Y, P;; e M; para 1,j =1,2,...,r, sendo i < j, satisfazendo X > O, Y > O (se
r*;s), Pi; > 0, (3.33), (3.37) e (3.38).

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Encontre X, Y, R;;, Si, Wi; e M; para 1,7 =1,2,...,r, sendo à < j, satisfazendo X > O,
Y >0 (ser As), (3.34), (3.35), (3.37) e (3.38).

Para ambos os casos contínuo e discreto, se r = s, pelos Corolários 1 e 2, pode­se adotar
Y=O.

3.6 Restrição da Saída

Assuma que a condição inicial x(0) é conhecida. À restrição || y(t) |l2< à é imposta para todo
tempo t > O se as LMIs

x T| x(0) & |=º (3.39)

x xCcf|[6X NE >O0 (3.40)

se mantém (vide (Boyd et al., 1994) e (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998)), sendo X = P­!,

Um problema de projeto de reguladores fuzzy estáveis satisfazendo a restrição da saída pode
ser definido como segue:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):
Encontre X, Y, P;; e M; para 1,jy =1,2,...,r, sendo i < j, satisfazendo X > O, Y > O (se

rÉs), Pi; > O, (3.33), (3.39) e (3.40).

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

EV
AVAVAY
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Encontre X, Y, Ri;, Si, Wii e M; para 1,] = 1,2,...,r, sendo 1 < j, satisfazendo X > O,
Y > 0 (ser xs), (3.34), (3.35), (3.39) e (3.40).

Para ambos os casos contínuo e discreto, se r = s, pelos Corolários 1 e 2, pode­se adotar
Y=O.

3.7 Exemplos de Aplicação

Considere o problema do equilíbrio e balanço de um pêndulo invertido sobre um carro, conforme
ilustrado na Fig. 3.4. As equações de movimento para o pêndulo invertido, conforme descrito
em (Ma et al., 1998), são

di = T2
1.0

[((M + m)(J + ml2) — mºº cos?
+fomlra cos 1; + (M + m)mgl sen x1 — ml(cos x1 )u] (3.41)

ão p [AM +m)x2 — mºlºx3 (sen x1) cos x11

TA
1.0

[(M + m)(J + ml?) — m2? cos?
—fo(J + mlº)xa — mºgl? (sen x1) cost1 + (J + ml?º)u]

= lmis? cost] + (J + mlº)mlx3 sen x,1

sendo que x é o ângulo (rad) do pêndulo com relação ao eixo vertical, r2 é a velocidade angular
(rad/s), r3 é o deslocamento (m) do carro, e 4 é a velocidade (m/s) do carro, g=9.8 m/s?
é a aceleração da gravidade, m é a massa (kg) do pêndulo, M é a massa (kg) do carro, fo é
o coeficiente de atrito (N/m/s) do carro, fi é o coeficiente de atrito (N/rad/s) do pêndulo, |
é o comprimento (m) do centro de massa da haste até a sua base, J é o momento de inércia

(kgm?) do pêndulo em torno do seu centro de massa, e u é a força (N) aplicada no carro. Tem­
se que, conforme descrito em (Ma et al., 1998), M=1.3282 kg, m=0.22 kg, fo=22.915 N/m/s,
fi=0.007056 N/rad/s, E=0.304 m, J=0.004963 kgmº.

Para projetar o regulador fuzzy deve­se ter um modelo fuzzy que represente as dinâmicas da
planta não­linear. Portanto, primeiro representa­se o sistema pelo modelo fuzzy Takagi­Sugeno.
Aqui o modelo global do sistema foi obtido através da combinação fuzzy de dois modelos lineares
locais. Desta forma aproximou­se o sistema através das seguintes duas regras do modelo fuzzy,
como efetuado em (Ma et al., 1998):

Regra 1 da Planta : SE x1)(t) está em torno de O,
X(t) = Aix(t) + Biu(t)
y(t) = Cix(t).

Regra 2 da Planta : SE x1(t) está em torno de + 7/3,
X(t) = Agx(t) + Bau(t)
y(t) = Cox(t).

ENTÃO |
ENTÃO |

EV
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A
N

S
S

S
S

S

[LILI LI LILI LL LD /I////0///0/0/0/0

Figura 3.4: Pêndulo invertido sobre um carro.

A lei de controle resultante é

Regra 1 do regulador : SE x,(t) está em torno de O,

ENTÃO u(t) = —F  x(t).
Regra 2 do regulador : SE rx)(t) está em torno de + r/3,

ENTÃO u(t) = —Fax(t).

0.0 1.0 0.0 0.0 0.0

a21 ao OD.O0O axa — bo
—00 no oo 10|: mM=/,6%|, Ma=[00 00 10 oo],

a41 Go DO au ba

—A(M +m) — foml
A a=a

—fo(J+ ml?)
Aga = Iocc—————

— (M+m)mgla = =—ã————, G99= ,

a = (M +m)(J + ml?) ­ mº?,

0.0 0.0

aa | —1] Bs 9 ca=|[o00 0.0 1.0 0.0],
1,

244 bh

AA"
AVAVAY
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1 3B (M + m)mgl rr  =­h(M+m) ,  fomlcos6o
921 = >37 a 3 AREOT UMES

r — 3VSmºglcos60º , fimlcos60º , —R(J+m?)
4 == a , 42 Tn UM TOS ,

J+ ml!
a!

= —nl cos 60 , h=
a!

a' = (M + m)(J + ml?) — mºº(cos 60º)?.

,

Um procedimento metódico para a determinação dos modelos lineares locais é apresentado
em (Teixeira and Zak, 1999).

As funções de pertinência para as regras 1 e 2 da planta são:

1.0 1.0a(rn1(t)) = fo IO+ e­TolaO­7/6] ) Í LO + e­Tola1 +76] )
e

aa(ni(t)) = 1­a(n1(d))

e suas respectivas curvas estão ilustradas na Fig. 3.5.

1

0.9

o.8

o7

os

os

0.4

o.3

0.2

Figura 3.5: Funções de pertinência para as regras 1 e 2 da planta.

Como r = s = 2, os projetos descritos a seguir consideram os resultados do Corolário 1. Estes
projetos foram realizados utilizando o software LMISo! (Oliveira et al., 1997). Todas simulações
apresentadas nos próximos exemplos empregaram o modelo não­linear do pêndulo descrito em
(3.41) e foram feitas com o MATLAB.

Exemplo 3 ­ Estabilidade: Primeiro projetou­se um regulador fuzzy estável considerando­se
a taxa de decaimento nula, utilizando­se os resultados descritos na Seção 3.3. O problema de
projeto do sistema fuzzy contínuo é definido como segue:

AA"
AVAVAY
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Encontre X, Pio, Mh e M, sujeito a X > 0, Pi; >0 e (3.33), sendo Y =O0.

O software LMISol forneceu as matrizes X, Pio, M1 e M2 que solucionam as LMIs acima.
A solução obtida foi:

Fi=MX'= | —96.4207 —16.0122 —4.8356 —32.6352 ] ;
F2 = MAX"' = [ —153.5370 —25.9934 —7.8314 —38.5572 ] ,

131.9837 26.8515 8.6039 17.1465
26.8515  6.7121 1.8408 42475
8.6039 —“1.8408 1.1127 1.3198
17.1465 42475 1.3198 3.3138

0.3559  0.0436 —O.1574 —0.2040

p. =| 00436 08975 —0.1975 —0.0232 |. ,
12| 01574 —0.1975 09587 —0.0087 |9”

—0.2040 —0.0232 —0.0087 1.1316

P= >0e

Para ilustrar a validade da lei de controle projetada, que visou apenas a estabilidade, foi feita
a simulação digital do sistema original (3.41) com a lei de controle (3.2) para r = 2, empregando
F7 e Fa projetados acima. À Fig. 3.6 apresenta os resultados obtidos. Para efeito de comparação
a Fig. 3.6 apresenta também outros resultados de simulações referentes aos próximos exemplos.

Exemplo 4 ­ Taxa de Decaimento: Pode ser visto no Exemplo 3 que o tempo de estabilização
do sistema é t = 6seg. Na prática, é importante considerar o tempo da resposta transitória. O
problema de projeto que considera a taxa de decaimento é definido como segue:

Marimize 4 e encontre X, P12, M1 e M>2 sujeito a X > 0, P12 > O e (3.36), sendo Y = 0.

Quando y = 1.5 < ymaz, obtém­se pelo LMISo! as matrizes X, P12, M, e M; que solucionam
as LMIs acima. Foram obtidos os seguintes resultados:

F, =MX"' =| —1587.4244 —315.4873 —466.1611 —413.3526 |,
Fo =MX '= | —2874.8561 5572.7537 —846.8954 — 7732.0994 ] ;

4871.2449 976.0819 1459.1957 1217.8839
976.0819 196.0875 292.5022  244.2353
1459.1957 292.5022 444/7780  367.3122
1217.8839 2442353 367.3122  306.0708

0.3917 —O1176 —0.0144 —0.7514
—0.1176 1.0871l —0.0363 —0.0134
—0.0144 ­—0.0363 0.0900 —0.0612
—O0.7514 —0.0134 —0.0612 1.9719

P = >0e

Pin =

As linhas contínuas na Fig. 3.6 mostram as respostas de 1 (t) e u(t), sendo que o tempo de
estabilização é t = 2.7seg. O regulador projetado diminuiu o tempo de estabilização do sistema,
mas exigiu uma alta amplitude da entrada de controle.

AA"
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Neste exemplo não foi utilizado ymaz = 2.03 pois os ganhos de realimentação obtidos neste
caso praticamente não são implementáveis.

Exemplo 5 ­ Taxa de Decaimento­+Restrição na Entrada de Controle: Pode ser visto no
Exemplo 4 que max; || u(t) |li= 2704.01. Na prática existe uma limitação da entrada. É
importante considerar não somente a taxa de decaimento mas também a restrição na entrada
de controle. O problema de projeto que considera a taxa de decaimento e a restrição na entrada
de controle é definido como segue:

Maximize 7 e encontre X, P12, M; e M> sujeito a X > 0, P12 > O, (3.36), (3.37) e (3.38),
sendo Y = O, 4 = 200 e x(0) = [0.96 0 0 0)T.

Note que 0.96 rad corresponde a 55º.

Quando 7 = 7maz = 0.85, a solução obtida foi:

Fi=M X'! = [ —100.4075 —19.4875 —12.0272 —36.3688 ] ,

F;=M,X"! =| —191.6522 —38.7406 —23.0668 —49.0006 |,
[ 2.0030 0.4128 0.3602 0.4194

0.4128 0.0854 0.0730 0.0854
0.3602 0.0730 0.1061 0.0891

| 0.4194 0.0854 0.0891 0.1012

>0e

[ 02060 —0.8032 0.0057 —0.1572
—0.8032  3.2590 —0.0124 0.5138
0.0057 ­—0.0124 0.0008  —0.0098

| —0.1572 0.5138 —0.0098 0.1743

Pp =10%. >O.

A linha pontilhada na Fig. 3.6 mostra a resposta x1(t) e u(t), onde o tempo para estabilizar
o sistema é t = 4.3s8eg. O regulador projetado também realizou a restrição da entrada pois
mary || u(t) |l2= 180.03 < 4.

Exemplo 6 ­ Estabilidade+Restrição na Entrada de Controle: Também é possível projetar um
regulador fuzzy estável satisfazendo a restrição da entrada, para a restrição da entrada 14 = 200
e x(0) = [0.96 0 0 Oo)”.

Encontre X, P12, M1 e M; sujeito a X > 0, P;i2 > O, (3.33), (3.37) e (3.38), sendo Y = O,
1 = 200 e x(0) = [0.96 0 0 0)T.

A solução é obtida quando

F,=M(X­' =| —68.3823 —13.2795 —9.0490 x 1076 —25.5947 hs

Fo =MX'= [ —106.1515 —21.5707 —1.3709x1075 —27.0206 ] ,

AA"
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o o

T1
(t)

(ra
d)

! o [6a
]

| —

1 1 1 1 1 1

o.2 o.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Tempo(s)

Figura 3.6: Respostas de x1(t) e u(t) para condição inicial x(0) = [0.96 0 O 0)7 e considerando­
se os casos: apenas estabilidade (linha tracejada); apenas taxa de decaimento (linha contínua);
taxa de decaimento e restrição na entrada (linha pontilhada).

0.5107 0.1073 2.5515 x 1077 0.0873
0.1073 0.0226 0.5210 x 1077 0.0178

2.5515 x 1077 0.5210x1077 0.0695x10” 0.6347x107
0.0873 0.0178 0.6347 x 1077 0.0218

P — >0e

113.6072  —452.7608 3.8481  —78.7145

—452.7603 1824.6033 —14.2441 2301.9384 >O
3.848]. —14.2441 — 10.8879  —3.3622

—78.71145  301.9384  —3.3622  61.6110

Pi =10?.

A linha tracejada na Fig. 3.7 mostra a resposta de r3(t) e u(t). Pode ser determinado que
max; || u(t) |l2=101.47 <p.

A variável z3(t) possui um tempo de estabilização muito superior a 15 seg. Esse tempo não
é mostrado na Fig. 3.7, sendo mostrado na figura apenas o valor máximo que r3(t) atinge.

Exemplo 7 ­ Estabilidade+Restrição na Entrada de Controle+Restrição na Saída de Cont­
role: À resposta do sistema de controle no exemplo 6 tem um grande valor de saída (maxi ||
t3(t) ||a= 7.65) visto que a restrição na saída não é considerada no projeto de regulador fuzzy.
Para melhorar a resposta, pode­se projetar um regulador fuzzy adicionando­se a restrição na
saída.

Encontre X, P12, M1 e M>2 sujeito a X > 0, P12 > O, (3.33), (3.37), (3.38) e (3.40), sendo
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Y =0O, 4 =200, à = 3.6 e x(0) = [0.96 0 0 0)T.

A solução é obtida quando

F, =M/X"' =| —107.5916 —21.3158 227633 —36.7818 |,
Fo =MX'= [ —178.0852 —36.1143 —40.4190 —45.9869 ] ,

1.0554 0.2181 0.2480 0.2230
0.2181 0.0453 0.0505 0.0455
0.2480 0.0505 0.1436 0.0605
0.2230 0.0455 0.0605 0.0557

107.8741 —471.9367 01726 — 447636

Po =10? —471.9367 2106.5348 22412  169.1742 >O
'

0.1726 2.2412 0.2463 — —2.0568
—44.76356 1169.1742 ­—2.0568 36.1378

P= >0e

A linha contínua na Fig. 3.7 mostra a resposta de r3(t) e u(t). A resposta do sistema de
controle satisfaz as restrições max; || u(t) |2= 167.90 <u e mar; || 73(t) |l2= 1.88 <.

Os resultados das simulações dos exemplos acima atestam o bom desempenho dos sistemas
de controle projetados.

T3
(t)

(m
)

10 15

Tempo (s)

Figura 3.7: Respostas de r3(t) e u(t) para condição inicial x(0) = [0.96 0 O 0)! e considerando­se
os casos: estabilidade e restrição na entrada (linha tracejada); estabilidade, restrição na entrada
e restrição na saída (linha contínua).
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Capítulo 4

Observadores com Modelos Fuzzy
Takagi­Sugeno

Foi proposto na Seção 3.3 projetos baseados em LMIs para reguladores fuzzy. O regulador fuzzy
tem as leis de realimentação de estados lineares locais nas partes consequentes. Entretanto,
em problemas de controle reais, nem sempre pode­se medir todos os estados de um sistema.
Nesta seção propõe­se um observador fuzzy para estimar as variáveis de estado do modelo fuzzy
Takagi­Sugeno.

Os observadores fuzzy devem satisfazer

x(t) — &X(t) > O quando t—>0o e || x(t) ­ X(t) | <0oo, Vit >O,

sendo que &(t) denota o vetor de estado estimado por um observador fuzzy. Esta condição
garante que o erro entre o vetor de estado x(t) da planta dinâmica fuzzy e o vetor de estado
estimado &(t) pelo observador fuzzy converge para 0. Os observadores fuzzy são projetados por
meio da CDP.

Para o projeto de observadores fuzzy, considere dois casos com respeito às variáveis premissas
21 (t) — zp (8):

e Caso A: z1(t) ­—­ z,(t) dependem apenas das variáveis de estado disponíveis;

e Caso B: z1(t) — z,(t) dependem das variáveis de estado não disponíveis;

A ­ Caso A

Para i = 1,2,...,r, os observadores para estimar as variáveis de estado dos modelos dinâmicos
fuzzy (2.3) e (2.6) são projetados como segue.

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Regra i do Observador : SEN(NEMIE... Ezp(t)é Mi,
49
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ENTÃO &(t) = A;&(t) + Biu(t) + H;(y(t) — $(t)).

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Regra i do Observador : SE (EMI E... Ezp(t)é MÍ,
ENTÃO &(t + 1) = A;&(t) + B;u(t) + H;(y(t) — $(1)).

A saída final do observador fuzzy para ambos os sistemas, contínuo e discreto, é dada pela
equação:

r

$(1)) =) w'(a(t))C;&(t). (4.1)
i=1

O observador fuzzy possui as leis do observador de estado linear nas suas partes consequentes.
Desta forma, o estado estimado final do observador fuzzy é:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):
|

Ei wi (2(8)) (A:&(t) + Biu(t) + E;(y(t) — $(8)))
Liz, W'(z(t))

= >) ai(e(t))(A:&(t) + Biu(t) + H;(y(t) — $(1))).
ti=1l

(1)

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):
o wi(e(t))(A;&(t) + Biu(t) + H;(y(t) — $(1)))&(t+1) Dis, W'(2(t))

= >ai(z(t)) (A:;X&(t) + Bju(t) + H;(y(t) — $(t))), (4.3)
i=l

sendo utilizado o mesmo peso wi(z(t)) da i­ésima regra fuzzy do sistema fuzzy contínuo (2.3)
e discreto (2.6). Os parâmetros do observador são H;, para i = 1,2,...,r. O projeto dos
observadores fuzzy é a determinação dos ganhos locais H; nas partes consequentes.

Substituindo­se (2.5) e (4.1) em (4.2) e (4.3) tem­se:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

i=l i=l

+ > > a;(2(t))a; (2(1))H;C; (x(t) — 2(t)).
i=1j=l

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

SET) = D ai(e(0)ARO)+) cie(O)Biu(d)
1i=l i=l

+>>ai (z(t))o; (2(t))JH;C;(x(t) — (t)).
i=lj=l

BCpIS ­ FEIS ­ UNESP
Ara

AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



51

Utilizando­se o estado estimado final X(t), (3.1) e (3.2), obtém­se o seguinte regulador fuzzy:

Regrai : SEnNn() é MI E... Bzp()é MÍ,
ENTÃO u(t) = —F;%(t).

Portanto, a saída final do regulador fuzzy é dada por

u(t) = = 3 as(e(0)) F:2().
i=l

Substituindo­se (4.6) em (2.3), (2.6), (4.4) e (4.5), obtém­se:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

| X(t) = 25,ai(e(t)JA ix(t) = 277 3 u(e(t))oj (2(t))B;F;3()X(t) = DL 21 en (2(t))aj (2(t)) (A; — BiF;)R(t)
+Lic1 Dj, i(s(t))a;(2(t)JH; C;(x(t) — 2(t)).

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

| x(t +1) = 27, ai(e(t)) Aix(t) = 3772, 21 es(2(t))aj(2(t))B;F;X(t)R(t +1) = 2, 251 en(e(t))oj (2(1)) (A; — BF; )R(t)
+Lis1 Dj, 0 (2(t)Ja (2(t)JH; Cj;(x(t) — R(t)).

Seja e(t) = x(t) — &(t). Então

é(t) = 373 ai(a(t))a;(z(t))(A: — HiC;Je(d).
i=1 j=1

Portanto, o sistema de controle que contém o regulador fuzzy e o observador fuzzy (sistema
de controle aumentado) é dado por:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

X(t) = 2711 Dj, 0ni(e(t))aj(e(t))(A:; — BF; )x(t)
+Lisi Dj, 0(e(t))aj(2(t))B;F je(t)

é(t) = TiDj Oni(e(t))aj(2(t))(A: — H;C;Je(t).

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

x(t+1) = 3,22ai(e(t))oj(Z(t))(A; — B;F;jx(t)
+21 Di Oi(2(t))oj(2(t))B;F je(t)

e(t +1) = 327.1 21 cu(a(t))a; (Z(t)) (A: — H;C;J)el(t).
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CAPÍTULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGLESUGENO

Portanto, o sistema aumentado é representado da seguinte forma:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

*u(t) = ND ci(a(t))a;(2(0))GS;xa(t)
i=1j=1

2 a?(a(1)) GBxa(1) + 23 as(a(8))a; (a(9) [ET0. A
i=1 1<j

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

xa(t+1) = > > ax(z(t))aj(z(t)) Gi;xa (t)
i=1j=1

> af(2(0)) Gfxa(1) + 23as(a(0))ag (=(9) [Ezxa). (48)
i=1 i<j

Em (4.7) e (4.8)

A;:­BF; BF,xa =|[*8 | . es=| o ato, |
As representações do sistema aumentado nas formas (4.7) e (4.8) foram obtidas em (Tanaka,

Tkeda and Wang, 1998).

B ­ Caso B

Neste caso, as variáveis premissas z(t) são desconhecidas visto que elas dependem de variáveis
de estado da planta, não disponíveis. Desta forma utiliza­se Z2(t), que depende das variáveis de
estado estimadas, no lugar de z(t). Portanto, será utilizado w'(&(t)) ao invés de w'(z(t)) no
controlador fuzzy (4.6). Em outras palavras, neste caso a;(z(t)) Z a;(8(t)) porque z(t) £ Z(t),
em geral. Portanto, o regulador fuzzy para o caso B é dado abaixo:

r

u(t) = =X a(a(t))F;&(t). (4.9)
i=1

Para o observador fuzzy contínuo (ou discreto), será utilizada a equação (4.10) (ou (4.11))
ao invés de (4.2) (ou (4.3)).

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

$(0) = 3 a:(2(1))(As&() + Biu(d) + Hi(y(t) — $()).
i=1

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

&(t+l1)= > ax (E(t)) (A;&(t) + Biu(t) + H;(y(t) — $(t))).
i=l

E
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A saída final do observador fuzzy para ambos os sistemas, contínuo e discreto, é

$$) = 37 a: (800) C;&(),
i=1

ao invés da equação (4.1).

Para o obtenção das equações do sistema aumentado tem­se:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Substituindo­se na equação (2.3) e (4.10), a equação (2.5), o regulador fuzzy (4.9) e a equação
(4.12) tem­se:

A(t) = CT, en(8(8)) AiR(8) — DE DF, on (2(t))a; (E(t)) B;iF;X(2)
+ Lis: a; (E2(t))H,; (El aj (z(t)Cix(t) = List as (E(1)) C.2(8) ) (4.13)

CX) = 37,ai(a(t)JA ix(t) — 227, 252 oi(s(t))oj (2(t))B;F;X(t).

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Substituindo­se na equação (2.6) e (4.11), a equação (2.5), o regulador fuzzy (4.9) e a equação
(4.12) tem­se: :

XR(t+1) = 377, es(2(t)JA &(t) — 27 DS, on (E(t))a; (2(1))B;iFjR(t)
+10((8))E; (377, 0s(E(0) Cjx(8) — Cs as (EM) ORM) — 14)

x(t +1) = 2,cu(z(t))A ix(t) => 25, 2a, en(e(t))a; (2(t))B;F ;X(t).

A equações (4.13) e (4.14) são equivalentes a:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

[ A) = ZE as(8(8)) AsR(9) = EE DJs en (8())a; (8(9)) BiFj2()
+ EE; ei (8(8))E: (251 aj (2(1) C3x(t) — Exa, as(8(0))Cs &(8) )

| 26) = XL 20) Aix(0) — EF Dio(2(0)a; (200) BiF5$(0)
+ os(8(8)) Asx(8) — DL, os (8 (0)Asx()
+ Ejos:(8(8))as (É) EL Cjx(t) — DE Ei, es (8(9))a;(2(0))E; C;x(1).

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

[ RE) = DE, ai(8(8)) ARO) — DE ET oi (8(8))a; (2(8)) BiF;2()
+ on(B)H; (355, aj(e() C;x(t) — Cf, 04 (8(8)) Cs&() )

x(t +1) = 275, as(a(t)) Aix(t) — 7, 252, ei(e(t))oj (2(t))B;F;2(t)
+ Liz, 0 (E(8)) Aix(t) — 27,os(8(t))A ix(?)
+Liz1 Djs: 0i(8(t))a; (2(t))H;Cjx(t) — Liz, 21 OM(()aj(E(t))H;Cjx(t).
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CAPÍTULO 4. OBSERVADORES COMMODELOS FUZZY TAKAGI­SUGENO

Seja e(t) = x(t) — 2. Então
Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

é(t) = 3733 ale())aj(A(1))as(2(1))(A: — Aj + Hj(C, — C;) — (B; — B;)F Jx(t)
i=1 j=1s=1

+29> ale(1))a;(8(t))as (2(1))(A; — HjC, + (B; — B;)F,Jje(t). (4.15)
i=1 j=1s=]1

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

e(t+1) =>>>an(z(t))a;(2(t))a, (2(1)) (A; —Aj + Hj(C, — Cj) — (B; — B;)F,Jx(t)
tj1s8=1
+>>>a (z(t))aj;(2(t))a. (2(t)) ([Aj — HjC, + (B; — B;)F,je(t). — (416)

i=1 j=1s=1

Portanto, de x(t) e é(t) dados pelas equações (4.13) e (4.15), e de x(t +1) e e(t +1) dados
pelas equações (4.14) e (4.16), respectivamente, tem­se que o sistema de controle que contém o
regulador fuzzy e o observador fuzzy (sistema de controle aumentado) é representado da seguinte
forma:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

*a(8) = S>373 ai(a(1))a; (2(9)) a (2(9) Gijaxa()
i=l j=1s=1

> > a(z(t))ai (2(t)) Gijjxa(t)
i=1o
+23> 3 ai(a(1))a;((0)a. (8(0) Í Gijs > Gisj )

i=1j<s
xa(t). (4.17)

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

xa(E+1) = DS3ai(a(t))a;(2(8))as (2(9)) Gujsxa(1)
i=l1j=l1s=1

> > a;(z(t))aj (2(t)) Gijjxa(t)
i=1j=1

+23> 3 aila(0)as(a(6)) a (a(e)) ( Si + Eis) xa). — (418)
i=1 j<s

Em (4.17) e (4.18),

xa(t) = | Sa | e

AAA
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4.1. CONDIÇÕES PARA A ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUMENTADOS

G.,=
A;j­=BiF, B;F,

9º (As> Aj (Bi BjF,+Hj(C,­Cj) Aj­HjC,+(B;­B;jJF,

As representações do sistema aumentado nas formas (4.17) e (4.18) foram obtidas em (Tanaka,
Ikeda and Wang, 1998).

4.1 Condições para a Estabilidade de Sistemas Aumentados

Considere, para isto, os casos A e B vistos anteriormente

A ­ Caso A

Observe que o sistema aumentado dado em (4.7) (e (4.8)) tem a mesma forma da equação
da planta com regulador dada em (3.3) (e (3.4)). Assim, os resultados descritos nos Lemas 3,
4, 5 e 6 podem ser aplicados diretamente para o estudo da estabilidade do sistema aumentado.
Portanto, as condições suficientes para a estabilidade dos sistemas aumentados (4.7) e (4.8) estão
descritas nos Lemas 7, 8, 9 e 10, derivados dos Lemas 3­6, respectivamente.

Lema 7 O ponto de equilíbrio x = O do sistema aumentado contínuo descrito por (4.7) é
assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

(G&)TP + PG <O

para todoi =L1,...,re
T

(2) p+p(STE)<o, i<j2 2

para todo 1,j =1,...,r ercetuando­se os pares (1,3) tais que a;(z(t))aj;(z(t)) = O, Vz(t).

Prova: Segue diretamente do Lema 3.

,Lema 8 O ponto de equilíbrio x, = O do sistema aumentado discreto descrito por (4.8) é
asstintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

|

(GL)TPGA ­P<O

para todoi =1,...,r e

GL +eaNVT /curG( = *) P( v E) ­Pp<0, i<j
para todo 1,j =1,...,r ercetuando­se os pares (1,3) tais que ai(z(t))a; (z(t)) = O, Va(t).
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CAPÍTULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGE­SUGENO

Prova: Segue diretamente do Lema 4.

Lema 9 Assuma que o número de regras que estão ativas para todo t é menor ou igual a s,
sendo 1 <3<r. O ponto de equilíbrio x, = O do sistema aumentado contínuo descrito por
(4.7) é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida
comum P e uma matriz simétrica semipositiva definida comum Q tais que

(GL)TP + PG +(s ­ 1)JQ <O

para todoi =1,...,r e

Gs 4 ca VT Gt. + Go.(Eà p.ip(ST%E) ­qso i<j
para todo 1,j =1,...,r ercetuando­se os pares (1,3) tais que a;(z(t))aj(z(t)) = O, Vz(t).

Prova: Segue diretamente do Lema 5.

Lema 10 Assuma que o número de regras que estão ativas para todo t é menor ou igual a s,
sendo 1 <s<r. O ponto de equilíbrio xq = O do sistema aumentado discreto descrito por (4.8)
é assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum
P e uma matriz simétrica semipositiva definida comum Q tais que

(G&)TPG& — P+(s­1)Q<O

para todo1 =1,...,r e
T

para todo i,j = 1,...,r excetuando­se os pares (1,3) tais que ai(z(t))aj;(z(t)) = O, Vz(t).

Prova: Segue diretamente do Lema 6.

B ­ Caso B

Observe que o sistema aumentado dado em (4.17) (e (4.18)) tem uma forma similar à equação
da planta com regulador dada em (3.3) (e (3.4)). Assim, os resultados descritos nos Lemas 3
e 4 podem ser aplicados diretamente para o estudo da estabilidade do sistema aumentado.
Portanto, as condições suficientes para a estabilidade dos sistemas aumentados (4.17) e (4.18)
estão descritas nos Lemas 11 e 12, derivados dos Lemas 3 e 4, respectivamente.
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4.2. CONDIÇÕES PARA AESTABILIDADE DE SISTEMAS AUMENTADOS 57

Lema 11 O ponto de equilíbrio xa = O do sistema aumentado contínuo descrito por (4.17) é
assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

T

T(Sue Ei. Gisj ) P+P (Sue TO' Gis ) <0O, j<s,
para todo i,j,s =1,...,r, ercetuando­se os casos em que au(z(t))a;(2(t))a.(E(t)) = O, Vt.

Prova: Segue diretamente do Lema 3.

Lema 12 O ponto de equilíbrio x = O do sistema aumentado discreto descrito por (4.18) é
assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P
tal que

GL;PGy;;­P<GSe
Gijs + Gisj T Gijs + Gisj(EX) r(OS

para todo 1,j3,s = 1,...,r, ercetuando­se os casos em que a;(z(t))a;(2(t))a,($(t)) = O, Vt.
)­P<o, I<s,

Prova: Segue diretamente do Lema 4.

Observação 3 Deve­se notar que na literatura disponínel não foram obtidas condições mais
relazadas para os Lemas 11 e 12, como foram feitas nos Lemas 3 e 4.

4.2 Condições para a Estabilidade de Sistemas Aumentados

A ­ Caso A

Os Teoremas 2 e 4 mostram que os resultados apresentados nos Teoremas 1 e 3 são mais
gerais que os descritos nos Lemas 5 e 6, respectivamente. Portanto, pode­se derivar condições
mais relaxadas para os Lemas 9 e 10 aplicando­se os Teoremas 1 e 3 em (4.7) e (4.8). Esses
resultados estão descritos nos Teoremas 5 e 6.

Teorema 5 Assuma que o número de regras que estão ativas para todo t é menor ou iguala s,
sendo 1<s<r. Considere i,j=1,...,r, sendo é <j e defina

Q? = (G$)TP + PG,
T

2 = (Es= P+P SAX. = ;
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CAPÍTULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGLESUGENO

O, se ai(z(t))aj(z(t)) = O, Va(t),
a

7
&; — Q+Pi, caso contrário.

Então, o ponto de equilíbrio x, = O do sistema aumentado contínuo descrito por (4.7) é assin­
toticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P, uma
matriz simétrica positiva semidefinida comum Q e matrizes semidefinidas positivas P;; tais que

I+(S­1Q Qt QU,

qu2| Mo QrGIDA QE
. . D e.

< 0.

Qti, Qt3, ... Q? + (s = 1Q

Prova: Segue diretamente do Teorema 1.

Teorema 6 Assuma que o número de regras que estão ativas para todo t é menor ou iguala s,
sendo 1 <s<r. Considere 1,j=1,...,r, sendo i <j e defina

Gs + GS,
2 H

nte [Cx E | e

a —

M$ X x

O, se ai(z(t))aj(z(t)) = O, Ve(t),

Ni; = T TX+Y­ RR; X(M3s) Wi ”| M$;x­ Wi; x­ S;; , Caso contrário.

Então, o ponto de equilíbrio x, = O do sistema aumentado discreto descrito por (4.8) é
assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum
X =P­!, uma matriz simétrica positiva semidefinida comum Y e matrizes semidefinidas posi­
tivas T;; tais que

Nº N& ... Nº
Nº NS ... Nº,

Ntº = > O.

Nº, Nó, ... Nº

Prova: Segue diretamente do Teorema 3.

Da mesma forma, se r = s, aplicando­se os resultados dos Corolários 1 e 2 tem­se, respecti­
vamente, os Corolários 3 e 4.
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4.2. CONDIÇÕES PARA A ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUMENTADOS

Corolário 3 Ser =s, então pode­se adotar Q = O nas condições do Teorema 5.

Prova: Segue diretamente do Corolário 1.

Corolário 4 Ser=s, então pode­se adotar Y = O nas condições do Teorema 6.

Prova: Segue diretamente do Corolário 2.

B ­ Caso B

Para os sistemas aumentados descritos por (4.17) e(4.18), novas condições de estabilidade
mais relaxadas que as descritas nos Lemas 11 e 12 são apresentadas. Os Teoremas 7 e 8 estab­
elecem essas novas condições para os sistemas contínuos e discretos no tempo, respectivamente.

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Teorema 7 Assuma que o número de regras que estão ativas para todo t é menor ou igual a v,
sendo 1<v<r. Considere 1,19,8=1,...,r, sendo j <s e defina

Qi; = GE;P + PGij;, (4.19)

Gi +GL NT Gi. + Gis
2 2

O, se as(z(t))a;(2(t))a,(2(t)) = 0, Vz(t) e à(t),
Qt; = (4.21)

Qijs — Qi; +Pija, caso contrário.

Então, o ponto de equilíbrio x, = O do sistema aumentado contínuo descrito por (4.17) é ass­
intoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P,
matrizes simétricas positivas semidefinidas Q; e matrizes semidefinidas positivas P;j, tais que

Qi + (v — 1)Q; Qt;12 ... Qt,

Qti2 Qi22 + (& ­1)Q: CO Qti2r <O, i=12...,r (422)

Qt, Qt — co Qrr+(­DOQ:
Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V (xa(t)) = x7 (t)Pxa(t), onde P > O

e P=PT, Então, com a equação (4.17) obtém­se

VE) = 3373ai(e(0)a;(2(1)as (A(0))I (DIGT,P + PG;jsbra(0)
i=1 j=1s=1

> as (2(t))a3(2(t))x] (t)[GLS;P + PG;ijj]xa(t)
i=1 j=1
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23") ai(z(t))a;(2(t))as (2(t))x] (t) (É ijs : o) P
i=1j<s

+P (Fe TECisj )| xa(t).
Das condições (4.19) e (4.20) tem­se

V (xa (t)) = >>» ai(z(t))oj(E(t))x2(8) Qizjxa(t)
i=1j=1l

+2 >>ai(z(t))a; (E(t))as (E(t))x] (1)Qijaxa(t)
i=1j<s

>>> ai(e(t))a?(2(t))x(t) Qiixa(t)
i=1j=1

+2373  as(a(8))a;(8(0))as (200): (0)(Qus — Qu) xa(t)
i=1j<s

+23 3” ai(a())a; (2(8)) as (200): (1) Qixa (1).
i=1j<s

No Corolário 4 de (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998) foi demonstrado que, para Q; > O, tem­se

2a2(8(1)Q: — —— 2: 20;(2(1))a. (8(1)) Q: > 0.
j=1 j<s

Desta forma, tendo em vista a equação (4.21),

V(xa(t)) <

5

> > as(z(t))a3(2(t))x](t) Qijixa(t)
i=1j=1

+2 >> as(z(t))aj (2(t))as(2(t))x] (9)(Qijs — Qi)xa(t)
i=1j<s

+(v—1) > > ai(z(t))o3 (E(t))x] (1) Qixa (1)
i=1j=1l

33 ai(a(8))a?(2(8))XT (1)(Qu3 + (v — 1)Qi)xa()
i=1j=1

+2 >> ax(z(t))a (2(t))a,(2(t))x] (t)(Qijs — Qi)xa(1)
eljes

DD ai(e(t))oiE(8))x7 (0)(Qu3; + (v — 1)Qi)xa(t)
i=1j=1

+2 > > as(z(t))a;(2(t))a, (E(t))x7 (t)(Qijs — Q; + Pija)Xa(t)
i=1 j<s

323 a((0))a2(2(t))xT (0)(Qua + (v — DQi)xa(1)
i=1j=1
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+2 >D7 aile(t))a;(2(t))a, (2(t))x2a(1) Qt;jaxa(t)
i=1 3<s

= x1(0) 2 aile(0)[ a(a(6))I as(E(T ... arla(0)|
' i=1

Qu +(v—­1)Q; Qt;12 e. Qt;17
Qt;12 Qi +(v ­1)Q; ... Qti2,

L Qt, Qt;2r e... Qirr + (v = 1) Q;
| a(8(t))I

eatateDE |
L ar (2(t))I

Então, da equação (4.22), V(xa(t)) <O para xa(t) £ O.

Corolário 5 Ser =nv, então pode­se adotar Q; = O nas condições do Teorema 7.

Prova: Segue diretamente do Corolário 1.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Teorema 8 Ássuma que o número de regras que estão ativas para todo t é menor ou igual a v,
sendo 1<v<r. Considere 1,9,8=1,...,r, sendo j <s e defina

Mijj = Gijj,

Mij, = Hd,
1 FRijs WE,Tijs = | Wiss Siza >O, (4.23)

X­(v­1)Y; XME, | (4.24)Nijj = | M;jjX X

O, se ai(z(t))a;(2(t))a.(2(t)) = O, V z(t) e 2(t),
(4.25)

1)sNs | [X+Yi­Ry XML, WI,
Mij5X — Wijs X — Sijs | , caso contrário.

Então, o ponto de equilíbrio x = O do sistema aumentado discreto descrito por (4.18) é
assintoticamente estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum
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X = P­!, matrizes simétricas positivas semidefinidas comuns Y; e matrizes semidefinidas pos­
titivas T;js tais que

Nin: Nip
Ni2 Ni»

(4.26)

Ni1r Nor

Prova: Considere uma candidata da função Lyapunov V (xa(t))= xT(t)Pxa(t), sendo P > O
e P=PT, Tem­se que

AV (xa(t)) = V(xa(t +1)) — V(xa(t)).

Utilizando­se a equação (4.18), tem­se

AV (xa(t))= x” (t) (EzYy > ai(z(t))a;(2(t))as(2(t)) [GE.PG;s — i) xa(t)i=l1j=l1s=1l

Para que AV (xa(t)) < O, V xa(t) £ O, é necessário ter

>> > ai(a(t)a;(E(8))as (2(8)) [CEPE ­P] <o.
i=1j=ls=

Multiplicando­se a equação acima por X = P­! pela direita e pela esquerda, tem­se

DDai(e(0)as(E(8))a. (60) [XETXGy, XX] <o.
i=l1j=1s=1

Tem­se que 37 ; as(z(t)) = 1. Com este resultado, manipulando­se a equação acima e
aplicando­se o Complemento de Schur, obtém­se:

js
XxX XGE

G;.XXT(a) = 37373 ai(a(t))a;(2(8))a, (2()
i=l1j=l1s=1

SD > ai(z(t))aj(2(t))
i=1=
+2>>as (a(t))aj; (2(t))a, (2(t))

i=1 j<s

323 ai(2(1))a2(2(t))
i=1j=1

+237 3 ai(e(8))a;(2(8))os (2(8))
i=l js

2373 ai(e(1))a; (20) a (2(8)) [* 0o | >Oo,
i=1j<s

LA [sx EA)D.. |
XxX XMÍ,

M;i5X X

X XML,
M;jjX Dé

AX XMÍ,

AAA
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sendo Y; > O, para íi=1,2,.. " r. Então, pelo Corolário 4 de (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998),
tem­se:

|

XMT,2 ijjT(a) > BECO2(2(t)) [azME x |
3

2 X+Y; XML

i=1 j<s—(v—1) > D ai(a(9))a2(2(9)) *Yi 0j ;
i=1j=1

3 3 ai(e(0))a2(a(t)) | x­AA xME;
ia
+2 > > anla(t))a; (2(t))o, (2(t)) | X+Y; XML

i=1 j<s

ija+ xt 10
Da expressão (4.23) tem­se:

T(0) > XX ai(a(9)a2(80))
i=1 jo
+23> ai(z(t))a; (2(t))a, (2(t)) [Eex XMi, |

i=1 ds

X­(v­1)Y; XML,
M;ijjX x

2373 asla(t))as((1)a, (2(9)) [|BisWi, |
ieniao

Wijs  Sij

>> ai(z(t))ai (2(t)) | X n..Al Mis |
i=1j=1

+2373  ai(a(1))a;(2(1)) a, (2(9)) [BExXOWE XMF,—WE,
i=1j<s

> (4.27
Mij5X — Wijs *X — Sijs | q )

Substituindo­se as equações (4.24) e (4.25) na equação (4.27) tem­se

T(a) = Dae) [EMT a(a(6)T ... arla(o)I |
i=1

Núi1i No ... Nas a(E(t))I
Ni12 Nin ... Ni a2(2(t))I

Nir Ni ... Nirr ar(E(t))I

Portanto, se a condição (4.26) se mantém, AV (xa(t)) < O para xa(t) £ O, o que conclui a
prova.

Corolário 6 Ser =v, então pode­se adotar Y; = O nas condições do Teorema 8.

Prova: Segue diretamente do Corolário 2.

E
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4.3 Projeto de Observadores e Reguladores Fuzzy com LMIs

Considere, para isto, os casos À e B vistos anteriormente.

À ­ Caso À

Para este caso, são apresentados três métodos de projeto baseados em LMIs para se deter­
minar os ganhos do observador e os ganhos do controlador. Estes três métodos são apresentados
a seguir.

Método 1 ­ Caso À

Foi demonstrado em (Ma et al., 1998) que o projeto dos ganhos do observador H; e do regu­
lador F;, para i = 1,2,...,r, pode ser feito separadamente. Este resultado é uma generalização
do “Princípio da Separação”, bem conhecido na teoria de sistemas lineares, e facilita o projeto
de reguladores com observadores. Tendo em vista este fato, os projetos dos ganhos H; e F; para
que o sistema aumentado (4.7) seja assintoticamente estável globalmente é equivalente a:

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Determine H,; e F;, para t = 1,2,...,r, tais que os sistemas

(O = DS ai(z(t))aj(e(O)(A:— BiF;)x(1)
i=lj=l

é(t) = 3) a(z(t))aj(e(t))(A:— HiCj)e(t).
1i=1j=

sejam assintoticamente estáveis globalmente.

Claramente, (4.28) representa a parte do regulador e (4.29) a do observador.

De forma análoga, a estabilização do sistema aumentado discreto (4.8) pode ser descrita da
seguinte forma:

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Determine H,; e F;, para i =1,2,...,r, tais que os sistemas

x(E+1) = 373 ai(e(1)a;(2(0)(A: — BiF;Jx(1) (4.30)
i=1j=1

eltt+1) = DD ai(e(0))aj(e(0))(A:— H;CjJe(t). (4.31)
i=l1j=1

sejam assintoticamente estáveis globalmente.

Claramente, (4.30) representa a parte do regulador e (4.31) a do observador.
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Portanto, para as novas condições de estabilidade de sistemas aumentados, tendo em vista
que a Propriedade da Separação é válida (vide (Ma et al., 1998)), ou seja, os ganhos do regulador
podem ser projetados separadamente dos ganhos do observador, o problema de projeto para
determinar os ganhos do observador H; e os ganhos do regulador F;, levando­se em conta a
taxa de decaimento, para i = 1,...,r, pode ser definido por meio de LMIs, sendo que para
determinar a estabilidade do regulador utilizou­se uma função Lyapunov quadrática do tipo
V(x(t)) = xT(t)P.x(t) e para o observador V (e(t)) = e” (t)P,e(t).

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

As LMIs para o projeto dos reguladores nesta seção são iguais àquelas LMIs realizadas na
Seção 3.3. As LMIs para o projeto dos observadores neste caso são determinadas da seguinte
forma: para se verificar a estabilidade de um único modelo do observador deve­se encontrar uma
matriz P, = PT > O tal que

PA(A — HC) + (A — HC)YTP, <O,

ou seja,
P,A — P,HC + ATP, — CTHTP, <O.

Portanto, fazendo M = P,H tem­se a seguinte equação na forma de uma LMI:

PA ­ MC + ATP, ­CTMT <O,

com as variáveis P, e M. O ganho do observador é dado por H=P3'M.

Esta idéia será utilizada na obtenção das LMIs dadas abaixo.

Utilizando os resultados do Lema 9, em (Tanaka and Wang, 1997), (Tanaka, Nishimura and
Wang, 1998) e (Tanaka, Tkeda and Wang, 1998) são apresentadas as seguintes LMIs para este
caso:

Marimize 7 sujeito a 6 > 0,7 >O,

=.)0 P, Q: Qx»

A;P.— B;Ma + PAT — MEBI +(s —1)Y +274P1 <O,
AiPc — BiMo + AjPc — B;Ma + P.AT — MLEBJ] + P.AJ — MEBj] —2Y

: +47P1 <O,
(4.32)

PA; — M;C; + ATP, = CIT ME +(s­1)Q2 +27P01<0 e
PAA; —MoiCj + PoAj — MojC; + AFP, — CTMI; + ATP, — CTMZ; — 2Q22

+47P, <O,
(4.33)

para todo i e j, sendo é < j, excetuando­se os pares (1, j) tais que a;(z(t))aj(z(t)) = 0, Vz(t), e
3 > 1, onde Ma = F;P., Mo = PH; e Y = P.QuP..

E
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Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados por
F; = M4ÂP;' e Hi=P7'M,

das soluções P., Po, Mc e Mo; obtidas.

Observe que os autores aplicaram o Príncipio da Separação, ou seja, as LMIs (4.32) especi­
ficam os ganhos do controlador e as LMIs (4.33) os ganhos do observador. Assim, como não foi
obtida uma função de Lyapunov do tipo V (xa(t)) = x(t)Pixa(t) para o sistema aumentado,
não é possível o uso direto das condições descritas em 3.5 e 3.6 para a especificação adicional das
restrições nas entradas e saídas do sistema aumentado, respectivamente, pois elas necessitam da

matriz P;.

Utilizando­se os resultados do Teorema 5, que possuem condições mais relaxadas que as
apresentadas no Lema 9, obtém­se as seguintes LMIs para este caso:

Magzimize 7, e encontre P,, Q,, P?; e M.; para 1,j =1,2,...,r, sendo 1 <j, satisfazendo
P,>0,Q,>0,P5>0,

Ch Ch ... Cl,
C% Cs ... C8

12 2 x. <o,
o o oo, Cs, ... Cc?

C? = PA; — M.;C; + ATP, — CITMT + (s — 1) Qo + 27% Po,
O, se a(z(t))a;(z(t)) = O, Ve(t),

3 (PoAi = MoiCj; + PA; — MojCi + ATP, — CFMZ + ATP, ­ CTMI) +
—Q, + P?; + 275Po, caso contrário.

Maximize 7, e encontre X,., Y., Pí,, P?; e Ma parai,j = 1,2,...,r, sendo i < ;, satisfazendo

Cn No
Cc Cc

27
<oO,

ir e... Ci

Ci = A;X, — BM; + XcAÍ — MEBT + (s — 1)Ye +27eXxc,
O, se a;(z(t))aj(z(t)) = O, Ve(t),

3 (AiXc— BiMe + AjXe — BjMa + XcAT — MZB] + X.AT — MZBJ) +
—Y.c + Pi; + 27X, caso contrário.

As condições acima são LMIs com respeito às variáveis X., Po, Ye; Qo, Pi; P%, Me Mo.
Se existe solução, uma P. comum, os ganhos H; e F; e uma Q, comum podem ser obtidas da
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seguinte forma:

P.=X­', Hi=P'Máu, Fi=MAX;' e Qç=P1YeP,,

a partir das soluções X., Po, Ye, Meca e Mo.

O problema de projeto acima é reduzido à estabilização de um sistema aumentado, sem taxa
de decaimento, se for resolvido com 75 = 4. =O0.

De modo análogo ao efetuado no projeto de reguladores e observadores para sistemas lin­
eares, pode­se especificar o tempo de estabilização do observador bem menor que o tempo de
estabilização do controlador. Uma regra de projeto é especificar 7. de acordo com o desejado
para o sistema aumentado e 7, duas a cinco vezes o valor de y., como descrito em (Ogata, 1997).

As condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ s. Quando r = s, levando­
se em conta os resultados do Corolário 3, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se agora Q, = Y,= 0.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

As LMIs para o projeto dos reguladores nesta seção são iguais àquelas LMIs realizadas na
Seção 3.3. As LMIs para o projeto dos observadores neste caso são determinadas da seguinte
forma: para se verificar a estabilidade de um único modelo do observador deve­se encontrar uma
matriz P, = PT > 0 tal que

(A — HC)TP,(A — HC) — P, <O0.

Multiplicando­se a equação acima pela direita e pela esquerda por X, = Pz!, obtém­se:

X, — X.(A — HC)TX>!(A — HC)X, > 0.

Aplicando o Complemento de Schur na equação acima tem­se:

>. X(A = HOC)”| 1a Rox, xo |>º
Multiplicando­se a equação acima pela direita e pela esquerda por

Xx;' o
o XX! |

tendo em vista que PQ, = X>!, tem­se:

P, (A — HC)TP, SO
P.(A ­— HC) P, '

Ara
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ou seja,

P, ATP, — CTHTP, >O

Portanto, fazendo M = P,H tem­se a seguinte equação na forma de uma LMI:

P, ATP, — CTMT O

com as variáveis P, e M. O ganho do observador é dado por H = P;'M.

Esta idéia será utilizada na obtenção das LMIs dadas abaixo.

Observação 4 Na literatura disponível, em particular (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998), não
são apresentadas as condições na forma de LMIs para que se encontre diretamente os ganhos do
regulador F; e os ganhos do observador H; para o caso discreto. A seguir são mostradas essas
condições na forma de LMIs utilizando­se os resultados do Lema 10.

Minimize À sujeito a X. > 0, P, > 0, Y<>0e Q, > O,

BXc­(s­1)Y. XAT­MIBT |,A;Xc — BiMa X. !

| BXc+ Ye 3 (X­AT — MZB] + X.AJ — MTBJ) | Ooà (A;X. — B;M,.; + A;Xc— B;jMa) Xe "­

BP, (s­1)Q, ATP, CTME |. ,

| BP, + Q, 3 (AFP, CTMT + AJP,­ CIMZ) | Ooà (PLA; = MC; + P,A; = M,jCi) P,
”

para todo i e j, para i < j, exceto os pares (1,3) tais que a;(z(t))a;(z(t)) = O, Vt, sendo s > 1.
Tem­se que M.; = F;X. e M.; = P,H;. O problema de projeto acima é reduzido a um
problema de projeto de um sistema aumentado estável, sem taxa de decaimento, se for resolvido
com À = 1. Se existe solução, os ganhos do observador e do regulador são obtidos da seguinte
forma: |

H; =P;'M,; e Fj = MX7'

a partir das soluções X, = P­!, P,., M.i e Mx.

Utilizando­se os resultados do Teorema 6, que possuem condições mais relaxadas que as
apresentadas no Lema 10, obtém­se as seguintes LMIs para este caso:

E
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Minimize BJ e encontre P,, Q., R$:, Si;, Wi; e Moi, para 1,)j = 1,2,...,r, sendo à <j,
satisfazendo P, > 0, Q, > O,

Di, Df2 ... Di, |
Dº; D%; ... D8,

fr or ... D?­ ­

R$; (W3)"o—Tá | se |7º

pº — |BoPo­(s­1)Q, AFTP,— CTMÍFE PLA; — MC; P, ,

[ O, se ai(z(t))aj(z(t)) = 0, Vz(t),

boPo + Q, = Ri;
à (PA; — MoaiC;j +P,A; = Moji Ci) = Wi;

3 (ATP, CTMT + ATP, CTMTE) — (We) | , caso contrário.
)

Minimize D. e encontre X., Y., Ri, Sii, Wi; e Ma, para 1,] = 1,2,...,r, sendo à < j,
satisfazendo X,. > 0, Y. > O,

c c c

c c c

c c c
1r 2fp ++ Dr, d

c erT 1]Re (W8
CcSi; >O,

ps = | deXe­(s—1)Yc X.A7 — MÊB;]
" A;Xc — BiM« X.

( 0, se a;(z(t))a;(z(t)) = O, Ve(t),

BeXe + Yc = Ri;
à (AiXe — BiMej + AjXe — Bj;Ma) — Wi;

3 (XcAT — MSBT + X.AT — MEBF) — (W$)”
X.­St, | , caso contrário.

JJ

As condições acima são LMIs com respeito às variáveis X., Po, Yc, Qo, R$;, R$, Sã, Si,
Wiz Wi; Mi e M,;. Se existe solução, uma P. comum, os ganhos H; e F; e uma Q, comum
podem ser obtidas da seguinte forma:

ce)P,=X7', Hi=PJ'M,, Fi=M1iX;' e Qu=PeYeP,,
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a partir das soluções X., P,, Y., Ma e Mo.

Para este caso tem­se que Py = 72, fe= 12, 0 <P <le0<Bb.<l1l O problema de
projeto acima é reduzido à estabilização do sistema aumentado, sem taxa de decaimento, se for
resolvido com 8, = Br = 1.

As condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ s. Quando r = s, levando­
se em conta os resultados do Corolário 4, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se agora Q, = Y. = O.

Método 2 ­ Caso À

Este método foi desenvolvido para que os resultados das seções 3.5 (restrições na entrada)
e 3.6 (restrições na saída) pudessem ser impostas no sistema aumentado. Para isto, utiliza­se
uma matriz P do tipo

2 )P O

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Para que o sistema dado pela equação (4.7) seja estável deve­se ter:

(GL;)TP + PG$; <O.

Multiplicando­se a equação acima por X = P­! pela direita e pela esquerda, tem­se:

Eº = X(GL)” + GH$X<O, (4.38)

x ox=[* 2].
Manipulando­se a equação (4.38), obtém­se o seguinte resultado:

ge |En EL ;
En E5

à = XAF­X:F]B] +A;X1 — B;FjXi,
à = (EL)'=X! FB] «

ES = X/AT=X,CTH] + A;X1 — H;CjX,

Para que as componentes da matriz Eº sejam LMIs, faz­se Mr; = F;X1. Um outro artifício
que será utilizado para que as componentes da matriz Eº sejam LMIs, como descrito em (Crusius
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and Trofino, 1996), é fazer C;X,1 = MC;. Desta forma, os termos do tipo H;CjX, serão iguais
a H;MC;. Assim, pode­se fazer H;M = L;.

Desta forma, tem­se as seguintes equações na forma de LMIs para os elementos da matriz
E“: |

|

à = X:1A]­MF,B] +A;X1 — BiMr;,
E = (Ei)T=MFB; e

S2 = X AL = CiL; + A;X1; — L;C;

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados da seguinte forma:

F;=MriX7' e H=LM,

das soluções Mr;, X1, Llje M.

De posse dos resultados acima e com base no Teorema 5, tem­se as seguintes LMIs com taxa
de decaimento:

Mazximize 7 e encontre X1, Y1, Y2, Ya, Pi, Pi, Pi, Mri, L: e M, para i,j=1,2,...,r,
sendo 1 < 7, sujeito a X, > O,

Cu Cn ... Cr
Ci2 Cx ... Cx

: oo .
|<O,

Cir C2r ... Crr

| Pi; PIY"so | Pá pó 2º
—)Y) Yiv=|Z 200
C;X1 — MC; =O,

0, se as(z(1))a;(z(t)) = O, Vz(t),
12yT

e Cj;= | NU (NLJT:

tNº Nº
ij ij

| , caso contrário,

X,AT — ME,B] + A;X1 — BiMri +(s — 1)Y1 + 29X,t

(Ni?) = ME;B] +(s­1)Ys,
X,AÍT — CTLT + A;X1 — L;C; +(s = 1)Y3 +27X1,
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2

Ni = > (AT — ME;B] + A;X1 — BiMr; + X1 A] — MFB;
1

Nº = (MAP OIL] + AX: ­Li0;+X1AT — CFLT
+Aj;X1 — L;C;) — Ya +Pi + 27X.

O problema de projeto acima é reduzido à estabilização do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com + = 0.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados da seguinte forma:

F; = Mr;X7' e H;=LM",

das soluções Mr;, X1, Lj e M.

Projetos mais práticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrições da
entrada e da saída, como descrito nas seções 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ s. Quando r = s, levando
se em conta os resultados do Corolário 1, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se agora Y = 0.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Para que o sistema dado pela equação (4.8) seja estável deve­se ter:

(G;)"PGS; —P <O.

Multiplicando­se a equação acima por X = P­! pela direita e pela esquerda, tem­se:

X­X(GL)TX GLAX>O, (4.39)

IX ox=|[* a)
Aplicando o Complemento de Schur na equação (4.39), obtém­se o seguinte resultado:

E, E |
sendo

x, Od 1= Faz o X | e
(El Yr — A;X, — B;FjX1 B;FjX,

|P ) A;X1— H;C;X,
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Utilizando­se os mesmos artifícios do caso contínuo, tem­se as seguintes equações na forma.
de LMIs para os elementos da matriz Eº:

dma | X Oeh = e&=[% 2].
d ar| A;X1—­ B;iMr; B;Mr;En = (E)y) =| o A;X1 =LiC; |*

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados da seguinte forma:

F; =MrX]' e H=LM,

das soluções Mr;, X1, L; e M.

De posse dos resultados acima e com base no Teorema 6, tem­se as seguintes LMIs, levando­se
em conta a taxa de decaimento:

Minimize À e encontre X1, Y1, Y2, Y3, Ri, R$, Ri, Siz, Só, Si, Wii, W2, Wi, Mri,
L; e M, para 1,] =1,2,...,r, sendo i <, sujeito a X, > O,

Du Dp ... Dir
Di2 D2» ... Dx

: oo .
|>O,

Dr Dr ... Drr

Ri; ij Wi; (Wi) | o
wl wir sho (sr |?

XY Yiv=|% É | =.
ij

C;X1 — MC; =,

D;; =

[ 0, se ai(z(8))aj(z(1)) =0,V2(),

D!! D|º p!38 DU"

EM E, E. FZ , caso contrário,
à nº nô ná1 2 3 4
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CAPÍTULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGESUGENO

BX1 — (s­1)Y:1,
(Di?) =—(s — 1)Ys,

= AX, ­(s­1)Y,

(DI3)YT = A;X; — B;iMri;,
(Di?)Y” = B;Mr;,
X1,

(Di) =0,
(D32)T = A;X1 — LC,

(DT =o,
XxX,

= PX1i+Yi­R,
(Di) =Y;­ Ri,
BX1 + Y2 — Ri,
(Dj? T — : (A;X1 — BiMr; + A;X1 — B;Mri) — Wiz
(D3)T = 2 (BiMr; + B;Mr;)— (W3;Y”,
X1 Si,
(Di) =—Wi,
(DT = : (A;X1 — L;Cj + AjX1 — LjC;) — Wi,
(Di) =­Si, e
X1 Si.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados da seguinte forma:

F;=Mr;X1' e H;=LM",

das soluções Mr;, X1, Lj e M.

O problema de projeto acima é reduzido à estabilização do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com 8 = 1.

Projetos mais práticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrições da
entrada e da saída, como descrito nas seções 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ s. Quando r = s, levando­
se em conta os resultados do Corolário 2, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se agora Y = O.
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4.35. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS

Método 3 ­ Caso À

Este método também foi desenvolvido para que os resultados das seções 3.5 e 3.6 pudessem
ser aplicados no sistema aumentado. Sua idéia básica está descrita abaixo.

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Para que o sistema dado pela equação (4.7) seja estável deve­se ter:

E, = (G$,)"P + PG$; <O.

Multiplicando­se a equação acima por X = P­*! pela direita e pela esquerda, tem­se:

Ex = X(G%)” + G&X<O. (4.40)

Manipulando­se a equação (4.40), obtém­se o seguinte resuitado:

E, = | à xs [E 5 1)x+ [go ­C;] x
x à +x[ 7 | 6 oJ+x| es|mF(o 1 | <o.

8/7) ci=[0 o], n=[­11] ens|5],

AFX +BF;X + LH;CIX + X(At)YT + XITF;(Bt)" + X(Cs)THTIZ <O.

Para que a matriz E, fique na forma de uma LMI, utilizando­se os resultados descritos em

(Crusius and Trofino, 1996), faz­se 1 X= Mr e CX = MÓaCis. Assim os termos B/F;T,X
e I2H;C[X serão iguais a BEF;Mrpl e LH;MnCs, respectivamente. Assim, pode­se fazer
F;iMr = Lrj; e H;Mgy = L;. Desta forma, tem­se a matriz E, na forma de uma LMI, como
descrito abaixo:

= AGX+BiLr;l + LLHiC+X(AS)T +11 LF;(B3)T +(Cs)TLHEZ <O.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados da seguinte forma:

F;= LrFiMy' e H;= LHiMHg,
das soluções Lr;, Mr, Ly; e Mn.
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76 CAPÍTULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGESUGENO

De posse dos resultados acima e com base no Teorema 5, tem­se as seguintes LMIs com taxa
de decaimento:

|

Maximize 7 e encontre X, Y, P;i, Lri, Ly, Mr e Mn, para 1,3 =1,2,...,r, sendo à <,
sujeito a X > 0, Y > 0, P;; > O,

Cn Cpo ... Cr
C1i2 Co ... Cx

. e. .
<oO,

Cr Car ... Crr

LX­Mrh=0e

CX —­ MyC? =0,

C; = ASX+BSLrili + LLHiCt +X(AS)T +ITLFE;(BS)T +(C)TLEIS
+(s — 1)Y +27 X,

O, se a;(z(t))aj;(z(t)) = O, Vz(t),

à (ASX + B$Lrjil1 + LLA;C] + X(AS)T +ITLE;(B3)" + (C3)TLE;IZ
+ASÍHX + BiLrili + LLHjCt + X(A9)T +ITLE,(Bi)" + (C)TLE;I)

—Y + Pi; + 27X, caso contrário.

O problema de projeto acima é reduzido à estabilização do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com 7 = O.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados da seguinte forma:

F; =LriMy' e H; =LyiMy,

das soluções Lr;i, Mr, Ly; e Mn.

Projetos mais práticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrições da
entrada e da saída, como descrito nas seções 3.5 e 3.6, respectivamente.

Às condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ s. Quando r = s, levando­
se em conta os resultados do Corolário 1, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se agora Y = O.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Para que o sistema dado pela equação (4.8) seja estável deve­se ter:

(GL)TPG; ­P<O.
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS

Multiplicando­se a equação acima por X = P­! pela direita e pela esquerda, tem­se:
X—X(GL)TX GLX >O. (4.41)

Aplicando o Complemento de Schur na equação (4.41), obtém­se o seguinte resultado:

E, EL |'

= Eb=Xe

(EL)YT= | ESSES [­1 1)x+ [2140 Cj;|X.
Utilizando­se os mesmos artifícios do caso contínuo, tem­se as seguintes equações na forma

de LMIs para os elementos da matriz E:

E = Eb=Xe
E = (Ef) =AX+BLrjl +LLnHiCt.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados da seguinte forma:

F; = LriMy' e Hi=LaiMy

das soluções Lri, Mr, Lni e My.

De posse dos resultados acima e com base no Teorema 6, tem­se as seguintes LMIs, levando­se
em conta a taxa de decaimento:

Minimize À e encontre X, Y, Ri, Si, Wii, LFi, LH, Mr e Mn, para 1,j = 1,2,...
sendo t < 7, sujeito a X>0, Y >O,

Dn Dp ... Dir
D1i2 D> ... Dz

: oo .
|>O,

Dir Dx ... Drr

” TTu=| Wii7 | 0,ij ij

nX­Mrl=0 e

CºX ­ Mg Cf =0,

0, se ai(a(t))a;(z(t)) = O, Vz(t),
Di! 12D; D2 pº | e Dy = DY DP

* Dê Dê | caso contrário,

AAA
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CAPÍTULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI­SUGENO

BX­(s­1Y,

(Di?) = AºX + B$Lrili + LLH;CS,
X,

BK +Y Ri,

(DP? T­ : [Asx + BELrjl! + LLHiC? + AX + BiLrili + LLnjC$) — Wi e
X—­ Si.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados da seguinte forma:

F; = Lr;:My' e H;=LniMy,

das soluções Lr;, Mr, Ly; e Mn.

O problema de projeto acima é reduzido à estabilização do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com 8 = 1.

Projetos mais práticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrições da
entrada e da saída, como descrito nas seções 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ s. Quandor = s, levando­
se em conta os resultados do Corolário 2, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se agora Y = 0.

B ­ Caso B

Para o caso B, não são apresentadas LMIs na literatura disponível. No entanto, isto é
realizado neste trabalho. Para este caso, são apresentados dois métodos de projeto baseados
em LMIs para se determinar os ganhos do observador e os ganhos do controlador. Estes dois
métodos são apresentados a seguir.

Método 1 ­ Caso B

Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

É mencionado em (Tanaka, Ikeda and Wang, 1998) que é difícil transformar as condições
deste caso B em LMIs. Em (Tanaka and Wang, 1997), são apresentadas algumas condições que
não são LMIs, como mostrado abaixo.

O ponto de equilíbrio x, = O do sistema aumentado descrito por (4.17) é assintoticamente
estável globalmente se existe uma matriz simétrica positiva definida comum P tal que
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS

Marimize 7 sujeito a 6 >0,a>O0,

—J/óP! Oo

" A;Pce = BiM.j +PLAJ — MEBI +279P1<O,
P,Aj — P.C]Hj + M3Z(B; — Bj)" + AjP1, — HjCjP, +(B;— B;)M,; +27P5 <O,

P,A; — MEBj + A:iPc— BiM,, + 47P. + PAT — MEB] + A;Pc— BiMog <0, j<s,
PLA; — P,CTH] + MZ,(B; — Bj)” + AjP1 — Hj;C,P, +(B; — B;)M,, +47P,
+P,AT — P,C7THT + ML.(B; — Bj)! +A,PJ — H,CjP, +(B;i­B;jM,j<0, j<s,

para todo 1, j e s, excetuando­se os casos em que a;(z(t))a;(2(t))a,(2(t)) = O, Vt, sendo Mx =

Note que as condições acima não são LMIs com respeito a F;, H;, Pre, Po, M.; e My.
Para que o problema tenha solução, deve­se primeiro determinar os ganhos H;. Desta forma, as
variáveis M.; e Pr. podem ser obtidas pelas equações acima e os ganhos do regulador são obtidos
pela expressão F; = M.;P­!.

Isto não é prático pois o ideal é que se tenha equações na forma de LMIs que determinem os
ganhos do regulador e do observador. Abaixo estão descritas LMIs que encontram diretamente
os ganhos F; do regulador e os ganhos H; do observador.

Para que o sistema dado pela equação (4.17) seja estável deve­se ter:

GE,P + PG;ij, <O.

Multiplicando­se a equação acima por X = P­! pela direita e pela esquerda, tem­se:

Eº = XGL, + Gy. X<O, (4.42)

2 Pr O IX O

Manipulando­se a equação (4.42), obtém­se o seguinte resultado:

ES, E |'

= X,Af ­X,FIB] + A;X1) — B;F,X:,
(Ef5)T = X,FTBI + A;X1 — A;X1 — BiF,X1 + BjF,X1 + H;C,X1 — HjC;X] e

= X1Aj ­X;CTH] + X1FTB] — X1FIB]
+AjX1 — HjC,X, + B;F,X, — B;F,X:.
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CAPÍTULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI­SUGENO

Utilizando­se os mesmos artifícios que foram utilizados no Método 2­Caso A, tem­se as
seguintes LMIs para os elementos da matriz E“:

= X1A]l ­MF,B] + A;X1 — BiMrs,
& = (ES) =MF,B] +A;X1 — Aj;X) — BiMr, + B;yMr, + LjC, — LjC; e

E5 = X1A) ­CTL] +MTF,Bj — MFE,Bj + A;jX1 — LjCs; + BiMr, — BjMrs.

sendo que os ganhos do regulador F; e os ganhos do observador H; são obtidos da seguinte
forma:

F; = Mr;X]'* e Hi =LM”,

das soluções Mr;, X1, Lj e M.

Utilizando­se os resultados descritos acima e aqueles do Teorema 7, tem­se as seguintes LMIs
para este caso, levando­se em conta a taxa de decaimento:

Marimize 7 e encontre, para 1,3,8 =1,2,...,r, sendo j <s, X1, Yan, Yi2, Yis, Pis Pia,
Pi.., Mri e Li, sujeito a X; > O,

Ci: Ci
Ci12 Cio

Cir Ci2r

YaYi= | Yi
jsPijs = |

C;X1 — MC; =O0,

tal que

O, se ai(z(t))aj(E(t))as(E(t)) = O, V z(t) e 2(t),

Cijj = | SE Ni e Ci; = 11 12ijj Ni; Ni J | NÃ Nº | , caso contrário,
sendo

= X1A; ­ MFT,Bj] + A;X1 — BiMrj; + (v— 1)Ya +27X1,
= (NI)”=MF;B] + A;X1 — AjX1 — BiMr; + BjiMr; + LjC; — LjC;

+(v—=1)Yis,

= X1AJ ­CTL] + ME,B] — MF;Bj + A;X1 — LjC; + BiMr; — B;Mr;

7º — 1)Yi2 +27X1,
2 (2X1A7 — ME,BT + 2A4;X1 — BiMrs — ME;B] — BiMr;)
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS

—Ya + Pi, +27X1,
Nº = (NEJI = ­ (MFE,B] +2A;X1 — A;X1 — BiMrs + BjMr, +LjC, — LjC;

+MF;B7 — A,X1 — BiMrp; + BsMr; + L,C; — L,C;).
—Y;3 + Pi, e
: (X1AJ — CILT + MF,B] — MF,B; + A;X1 — LjC, + BiMr, — BjMr,
+X1A7 — CTLT + ME;B] — ME;B1 + A,X1 — L.C; + BiMr; — B,Mr;)
—Yi2 +Pi, + 2X.

Os ganhos do regulador F; e os ganhos do observador H,; são dados da seguinte forma:

F;=MrpiX]' e H=LM"!,

das soluções Mr;, X1, Lj e M.

O problema de projeto acima é reduzido à estabilização do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com y = O.

Projetos mais práticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrições da
entrada e da saída, como descrito nas seções 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ v. Quando r = v, levando­
se em conta os resultados do Corolário 1, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se agora Y = O.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Utilizando­se os mesmos artifícios que foram utilizados no Método 2­Caso À e os resultados
do Teorema 8, tem­se as seguintes equações na forma de LMIs, levando­se em conta a taxa de
decaimento:

Minimize À e encontre, para 1,7,s = 1,2,...,r, sendo j <s, X1, Yi, Yi2, Yiz: Rj, Ri,,
djs Sis, São) Sis, Wijs Wis wWw3 Mri, L; e M sujeito a X, > O,ijso

Diu1 Di ... Dir
Di12 Dio ... Diz

. o :
> O,

Dir Dior ... Dirr

Ri;, (Ri.,)” (Wii)? (Wi;,)"R$ R2, Wis (Wi)”
Si is (Si)) Sº

1js 1js

>0O,

Yi3
Yi EX
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CAPÍTULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI­SUGENO

C;X1 — MC; =O,

11 12 13. 14Di DA Do Do
Dê no pá pá

ij] ijj ij3j 13)

| O, se ai(z(1))oj(8(t))a,(28(t)) = 0, V z(t) e 2(t),

Diis 12 Dj, D,21 2 D3 pD*
À ne ni pá |, caso contrário,
ijs ijs tis ijsDÁ pD2º pô pá
ijs ijs ijs js

sendo que

pX1 = (v—1)Ya,

(Di3)” =—(v — 1)Yis,
BX1, — (v— 1)Yi,

(Di3)T” = A;X; — BiMr;,
(D33)” = B;Mr;,
X1,

(Dii)7 = A;X1 — A;X1 — BiMr; + B;Mr; + LjC; — LjC;,
(DL) = Aj;k1 — Lj C; + BiMr; — BjMr;,
(Di) =0O,
X1)

BX1 + Yan — Ria,
(Di3)” =Y;3­Ri,,
BX1 + Yi — R?ijs1

(Di3)T = : ([2A;X1 — BiMr, — BiMr;) — Wi;s,
(DF)” = 3 (BiMr, + BiMrp;) — (Wi),
X1 — Sia,
(Dii)YT = ; [2A;X1 — A;X1 — BiMr, + BjiMrs + LjC; — LjC; ­ A,QX,
—B;Mr; + B.Mr; +LC; — LC) — Wi;,,
(Di) = ­ [AjX1 — LjCs + BiMr, — BjiMr, + A,X1 — L,C; + BiMr;
—­B,Mr;) — Wijs
(Dii)Tº=­Si, eij

= *X, — Ss?ijs*
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4.3. PROJETO DE OBSERVADORES E REGULADORES FUZZY COM LMIS

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados da seguinte forma:

F;=Mr;X]' e H=LM"!,

das soluções Mr;, X1,L; e M.

O problema de projeto acima é reduzido a um problema de projeto de um sistema aumentado
estável, sem taxa de decaimento, se for resolvido com À = 1.

Projetos mais práticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrições da
entrada e da saída, como descrito nas seções 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ v. Quando r = v, levando­
se em conta os resultados do Corolário 2, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se agora Y = 0.

Método 2 ­ Caso B

Utilizando­se os resultados obtidos no Método 3­Caso A, utilizou­se para este caso

a A; 0
a B; aAb = [ (ara) &) B5= | mÃB)|: C$; =[(C,­C;) e, |,

n=[­1] en=|1|.
Sistema Fuzzy Contínuo (SFC):

Utilizando­se as definições acima e os resultados do Teorema 7, tem­se as seguintes LMIs
para este caso, levando­se em conta a taxa de decaimento:

Marimize 7 e encontre, para 1,7,8 = 1,2,...,r, sendo j <s, X, Yi, Pijs, Lri, Ly, Mr e
My sujeito a X > 0, Y; >0, Pi, > O,

Cin1 Cuz ... Cir
Cia Cia ... Ci

: Na :
<oO,

Cir Ci2r ... Cirr

IX­Mrli=0e

CLX­ MAC, =0O,

sendo

Cijj = A&X+BLÍLrl +LLA;OL + X(ALS)T +17 LEF;(BL)T + (C%;)TLH;I
+H(v = 1)Y;+24X e
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CAPÍTULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI­SUGENO

O, se as(z(t))as(8(1))as (2(8)) =0, V 2(1) e 2(2),
à (AgX + B&;Lr,.l1 + LLHjCg + X(AS)T +ITLF, (Bt) + (CL)TLE,
+ALX + B&Lrjli + LLn,Cf; + X(ASL)T +ITLE;(BL)T + (C)TLE,IS)
'

—Y; + Pijs + 27X, caso contrário.

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados da seguinte forma:

F; = LriMy' e H;=LyiMy,

das soluções Lr;i, Mr, Ly; e Mm.

O problema de projeto acima é reduzido à estabilização do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com 4 = O.

Projetos mais práticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrições da
entrada e da saída, como descrito nas seções 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ v. Quando r = v, levando
se em conta os resultados do Corolário 1, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se agora Y = 0.

Sistema Fuzzy Discreto (SFD):

Utilizando­se os resultados do Teorema 8, tem­se as seguintes LMIs para este caso, levando­se
em conta a taxa de decaimento:

Minimize À e encontre, para 1,7,8 = 1,2,...,r, sendoj <s, X, Y, Rijs, Sijs, Wijs, Lri,
Lrnri, MF e Mg sujeito a X>0, Y >O,

Di Diz ... Dir
Dii2 Di ... Dir

: oo : >O,

Dir Dir ... Dir

11 = >Tijs | Wijs Sijs = 0,
ILX­MrIli=0e

CLX­MhCL =0,

à
O, se aj(z(t))aj(z(t)) = O, Ve(t),

Dil. DZ?Dijj=|p% p2 | e Dis=4 [pu px
ijj Pijj | pá Dº | , caso contrário,ts ijs
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4.4. EXEMPLO DE PROJETO ­

BX ­(s­1)Y;,

(Di?)” = AS;X + B&Lrj;l1 + LLHjCi,
x,

EX + Yi = Rijs,

(DI)T = ­ (ALX + BLSLrF;N! + LLAj;CL + ALX + B&Lre;h! + LLH, CL)
—Wijs e

X­ Sia

Os ganhos do regulador e os ganhos do observador são dados da seguinte forma:

F;= LriMz' e H;= LHiMg,

das soluções Lr;, Mr, Ly; e Mn.

O problema de projeto acima é reduzido à estabilização do sistema aumentado, sem taxa de
decaimento, se for resolvido com À = 1.

Projetos mais práticos podem ser realizados adicionando nas LMIs acima as restrições da
entrada e da saída, como descrito nas seções 3.5 e 3.6, respectivamente.

As condições acima são LMIs que devem ser aplicadas quando r £ v. Quando r = v, levando­
se em conta os resultados do Corolário 2, pode­se por simplicidade utilizar as mesmas condições
descritas acima, considerando­se agora Y = 0.

4.4 Exemplo de Projeto

Projeto de um regulador fuzzy e um observador fuzzy: Para este exemplo, utilizou­se o modelo
do pêndulo invertido dado pela equação (3.41) na forma discretizada utilizando­se um período
de amostragem T = 0.0058, como descrito em (Ma et al., 1998).

Para projetar o regulador fuzzy e o observador fuzzy deve­se ter um modelo fuzzy que
represente as dinâmicas da planta não­linear. Portanto, primeiro representa­se o sistema pelo
modelo fuzzy Takagi­Sugeno. Aqui o modelo global do sistema foi obtido através da combinação
fuzzy de dois modelos lineares locais. Desta forma aproximou­se o sistema através das seguintes
duas regras do modelo fuzzy, como efetuado em (Ma et al., 1998):

Regra 1 da Planta : SE x1(t) está em torno de 0,
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CAPÍTULO. 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGISUGENO
x(t +1) = Adx(0) + Bfu(t)
y(t) = Cix(t).

Regra 2 da Planta : SE rx1(t) está em torno de + 7/3,
x(t +1) = AÍx(t) + B$u(t)
y(t) = Cix(t),

enTÃO |
ENTÃO |

1.00036435382220 —0.00499668532032 0.0 0.00053694917482

0.14548923599960 — 0.99879808214278 0.0 0.21178674758507
—0.00001535803517 0.00000013956098 1.0 0.00479683778240
—0.00605760930610 0.00004985546214 0.0 0.91985283848186

AÍ=

—0.00002343221361
—0.00924227569649
0.00000886590520 |”?
0.00349758505425

a [10 00 00 00= 0.0 0.0 1.0 0.0 |*Bi =

1.00027541825024 —0.00499687384590 0.0 0.00024540136153

At 0.11010754204057 —0.99884207145830 0.0 0.09691078779658
2 "| —0.00000580472257 0.00000006582749 1.0 0.00481429623406

—0.00229232728470 0.00002403610304 0.0 0.92665011300373

—0.00001070920190

—0.00422914195054 e Cê | 1.0 0.0 00 co |0.00000810402644 0.0 0.0 1.0 0.0 |'
0.00320095513839

As funções de pertinência para as regras da planta 1 e 2 são:

1.0 1.0a(n1(t)) = foLO pe Toag­n/6] ) Í 1.0 + e­Tolai(o FA/6] )
e

aa(ni(t)) = 1­ a(n1(t)).

Para solucionar o problema de projeto do sistema fuzzy discreto, utilizou­se o Método 1­Caso
À para o sistema fuzzy discreto (considerando­se a taxa de decaimento nula), pois z1 (t) — z,(t)
dependem apenas das variáveis de estado disponíveis. O observador é descrito por (4.1) e (4.3)
e o controlador por (4.6).

O problema de projeto do sistema fuzzy discreto é definido como segue:

Encontre P,, R$., S,, W?; e M.; e para 1,j = 1,2,...,r, sendo i < j, sujeito a P, > O,
(4.34) e (4.35), sendo Q, = 0, pois r=s=2.

Encontre X,., Ri,, Si, Wi; e Ma, para 1,j = 1,2,...,r, sendo à < 7, sujeito a X. > O,
(4.36) e (4.37), sendo Y. = O, pois r=s=2.
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4.4. EXEMPLO DE PROJETO .

A solução obtida, sendo F; = M;X7'! e H; = P;! My, foi:
1.2093 —0.1745 0.0182 —0.3572

—O.1745 0.1538 —0.0133 0.2018 O
0.0182  ­—0.0133 1.0016

—0.3572 0.2018 —0.0429

—0.1184
0.1589

—0.0075
0.0736

0.0055
—0.0075
1.0004

—0.0429
1.6649

—0.0832
0.0736

—0.0116 |*
0.8814—0.0116

0.0057
—0.0076
1.0004

­—0.0128

0.0798 —0.1122 0.0056 —0.0800

o —) 01168 0.1563 —0.0075 0.0811
1| 0.0058 ­0.0076 3.9465.10­º —0.0071 |*

—0.0781  0.0710 —0.0102 0.7506

0.0883 —0.2110 —0.0524 —0.1616

XxX, = —0.2110  1.1998  0.1091  —0.3063
º  |[­0.0524 010901 1.0759 —0.4376

—O0.1616 —0.3063 —0.4377 1.6560

>O,

—0.0550
0.0006
0.7214

—0.0736

0.0725' —0.1500 —0.0551 —0.1100

—0.1411 / 0.5719 —0.0020 /0.0107
—0.0552 0.0072  0.7177 —0.0704
—0.1105 0.0049 —0.0714 0.7370
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CAPÍTULO 4. OBSERVADORES COM MODELOS FUZZY TAKAGI­SUGENO

1.0014 — —0.0012 0.9957 ——0.0011

1.1726 — 0.0637 H, = 1.1204 —0.0624
—0.0011 1.0000 |? *?º “| —0.0010 1.0000 |*
0.0802 —0.0171 0.0866 — 0.0171

HH;=

Fi = [ —348.4109 —96.6946 —26.2414 —71.4663 | e
F3; = [ —313.7987 —90.6055 —21.3581 —62.2254 l­

A Fig. 4.1 mostra o resultado da simulação com período de amostragem T = 0.005s, sendo
que as linhas contínuas denotam as variáveis de estado medidas e as linhas tracejadas denotam
as variáveis de estado estimadas pelo observador fuzzy. As simulações empregaram o modelo
não­linear do pêndulo descrito por (3.41).

A simulação digital foi feita considerando­se que o sinal de controle u(t) aplicado à planta é
a saída de um conversor D/A de ordem zero, cuja entrada é u(kT), ou seja, u(t) = u(kT), para
kT <t <(k+1)T. O sinal y(kT) foi obtido na saída de um conversor A/D, cuja entrada foi o
sinal y(t).

Toda simulação foi feita no MATLAB utilizando a função ODE23, que emprega o método
de Runge­Kutta­Fehlberg, cujo passo de integração é ajustado automaticamente.
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4.4. EXEMPLO DE PROJETO

Tempo (s)

Figura 4.1: Resultado da simulação para o projeto do controlador fuzzy discreto e do observador
fuzzy discreto considerando­se x1(0)=55º, x2(0)=rx3(0)=z4(0)=0, 21(0) =22(0) =23(0) =241(0)=0,
e u(0)=0: r;(t)­(linhas contínuas) e £;(t)­(linhas tracejadas), para i = 1,2,3,4.
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Capítulo 5

Conclusões

Este trabalho apresentou novas condições para o estudo da estabilidade e projeto de reguladores
fuzzy e observadores fuzzy, adequadas a sistemas não­lineares descritos por modelos fuzzy Takagi­
Sugeno. Os resultados concebidos permitem uma descrição direta em termos de LMIs e desta
forma, podem ser facilmente resolvidas com softwares que solucionam problemas de programação
semi­definida, que apresentam característica polinomial de convergência (Boyd et al., 1994).
Para o projeto de reguladores e observadores fuzzy foram obtidas condições não registradas na
literatura disponível em termos de LMIs, para sistemas discretos (caso A), e para os sistemas
contínuos e discretos (caso B). No projeto de reguladores fuzzy e observadores fuzzy abordado,
é possível especificar além da estabilidade, a taxa de decaimento, restrições na entrada e na
saída. São apresentadas provas teóricas e simulações digitais para validar os métodos propostos
e finalmente, o controle completo de um pêndulo invertido na forma contínua e discreta.
Trabalhos futuros possíveis são a inclusão de outras restrições no projeto, como por exemplo a
rejeição de distúrbios e robustez (Tanaka, Nishimura and Wang, 1998), a obtenção de condições
mais relaxadas em termos de LMIs e a aplicação dos resultados obtidos em situações práticas.
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