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RESUMO

Neste trabalho estudamos condigoes necessarias e suficientes de otimalidade para pro-
blemas de controle 6timo com tempos finais livres, compreendendo o estudo do Principio
do Maximo e convexidade generalizada. Apresentamos as condi¢oes necessarias do prin-
cipio do maximo com tempos finais fixos e do principio do maximo com tempos finais
livres. Logo apresentamos as condi¢oes suficientes para problemas de controle étimo
com tempos finais fixos; introduzimos duas defini¢des de convexidade generalizada, a pri-
meira denominada PML-pseudoinvexidade, que envolve os multiplicadores de Lagrange
e, a segunda denominada PM-pseudoinvexidade, que nao envolve os multiplicadores de
Lagrange. Mostramos que para um problema PML-pseudoinvexo todos os PM-processos
(processos de controle que satisfazem as condigoes necessérias do principio do méaximo) sao
processos 6timos e reciprocamente os problemas tais que todos os PM-processos sao 6ti-
mos, sao problemas PML-pseudoinvexos; também mostramos que sob algumas condigoes,
PML-pseudoinvexidade é equivalente a PM-pseudoinvexidade. Finalmente apresentamos
as condigoes suficientes para problemas de controle 6timo com tempos finais livres; intro-
duzimos uma definicao de convexidade generalizada denominada PM-pseudoinvexidade
livre, que nao envolve os multiplicadores de Lagrange. Mostramos que sob algumas con-
digoes, se o problema é PM-pseudoinvexo livre, entao todo PM-processo normal é um
processo 6timo; também mostramos que sob algumas condigoes, se o problema é tal que
todo PM-processo é um processo 6timo, entao o problema é PM-pseudoinvexo livre.

Palavras-chave: Principio do Maximo, Condig¢oes de Otimalidade, Convexidade Ge-
neralizada.



ABSTRACT

In this work we study necessary and sufficient optimality conditions for free end-time
optimal control problems, comprising the study of the Maximum Principle and generalized
convexity. We introduce the necessary conditions of the fixed end-time maximum princi-
ple and of the free end-time maximum principle. Next, we present sufficient conditions for
fixed end-time optimal control problems; we introduce two definitions of generalized con-
vexity, the first called LMP-pseudoinvexity, which involves the Lagrange multipliers and
the second called MP-pseudoinvexity, which does not involve the Lagrange multipliers. We
show that for a LMP-pseudoinvex problem all the MP-processes (control processes that
satisfy the necessary conditions of the maximum principle) are optimal processes and con-
versely the problems such that all the MP-processes are optimal, are LMP-pseudoinvex
problems; also we show that under some conditions, LMP-pseudoinvexity is equivalent
to MP-pseudoinvexity. Finally, we present sufficient conditions for free end-time opti-
mal control problem; we introduce a definition of generalized convexity called MP-free
pseudoinvexity, which does not involve the Lagrange multipliers. We show that under
some conditions, if the problem is MP-free pseudoinvex, then all normal MP-processes
are optimal; also we show that under some conditions, if the problem is such that every
MP-process is an optimal process, then the problem is MP-free pseudoinvex.

Keywords: Maximum Principle, Optimality Conditions, Generalized Convexity.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

E bem conhecido que uma variedade de problemas que ocorrem, por exemplo, em
economia ([ll]), no crescimento de plantas ([?]), na medicina ([3]), na descida de uma nave
na Lua ([d]), etc., podem ser modelados como problemas de controle étimo. O nimero
grande de aplicacoes da vida real em que sistemas de controle estao envolvidos faz a teoria

de controle uma ferramenta realmente util.

Os resultados tedricos sobre condicoes de otimalidade sao tteis nao s6 para fins analiti-

cos dos problemas de controle, mas também para o desenvolvimento de métodos numéricos
([&], 6] e [@]).

As condigoes necessérias de otimalidade para problemas de controle étimo estao pre-
sentes no célebre Principio do Méximo ([3], [R], [9] e [I0]). Aqui vamos usar o Principio do
Méximo nao-suave com tempos finais fixos e vamos desenvolver o Principio do Maximo
nao-suave com tempos finais livres de [I0]. O Principio do Maximo nao-suave com tempos
finais livres é obtido da seguinte maneira: estuda-se problemas de controle étimo suaves
os quais derivam uma condi¢ao de Euler-Lagrange Extendida, que, por sua vez, deriva um
Principio do Méaximo nao-suave com tempos finais fixos. Logo, o Principio do Méximo

nao-suave com tempos finais fixos é aplicado em um problema auxiliar com que obtém-se

o Principio do Maximo nao-suave com tempos finais livres.

Em relagao as condigoes suficientes de otimalidade ha aquelas envolvendo hipdteses
de convexidade ([I1]), convexidade generalizada ([12]), condigdes de segunda ordem ([I3],
[T4], [15] e [16]) e 0 método da fungao de verifica¢ao através da Teoria de Hamilton-Jacobi-

Bellman ([I0]). Aqui vamos considerar hipdteses de convexidade generalizada.
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As necessidades da teoria da otimizacao tém servido para o desenvolvimento de uma
classe importante de funcoes conhecidas como funcoes invexras. Na otimizacao com res-
tricoes de desigualdade, as condicoes necessarias classicas de Kuhn-Tucker sao também
suficientes para a otimalidade se, como mencionado paragrafo anterior, as fungoes envol-
vidas do problema sao convexas ou satisfazem certas propriedades de convexidade genera-
lizada, como a pseudoconvexidade ou a quaseconvexidade estudadas em [I2]. O conceito
da invexidade (traduzido da palavra em inglés “invex”, de “invariant convex”) generaliza
a nocao da convexidade e é particularmente interessante a partir de um ponto de vista
da otimizagao, uma vez que proporciona um ambiente mais amplo no qual as condi¢oes
de Kuhn-Tucker sdo suficientes para a otimalidade. Em 1981, Hanson ([I7]) foi o pri-
meiro em definir o conceito da invexidade quando ele considerou uma funcao diferenciavel

f:R"™ — R para a qual existe n(z, ) € R" tal que

f(z) = f(@) > Vf(z) nlz,z); (1.1)

note que se f é convexa, entao n(z,T) = x — & pode ser escolhida para satisfazer ().
A utilidade das fungoes satisfazendo () foi rapidamente estabelecida quando Hanson
mostrou que se a funcao objetivo e as funcgoes que definem as restricoes de um problema
de programagcao nao-linear satisfazem (II) para a mesma 7, entdo a dualidade fraca
e as condicoes de suficiéncia de Kuhn-Tucker ainda satisfazem-se. As aplicacoes para
a otimizacao avancaram quando as fungoes invexas foram mostradas a ter a propriedade
seguinte: a funcao f é invexa se, e somente se, todo ponto estacionario é um minimo global.
Esta propriedade primeiro foi mostrada por Craven e Glover ([I8]) em um ambiente de

dimensao infinita (para uma prova simples em dimensao finita, ver Ben-Israel ¢ Mond
([a]).
Em [[7], Hanson introduziu uma certa generalizacao de convexidade para problemas

de otimizacao com restricoes da seguinte forma:

Minimizar f(z) paraz € D C R" (12)

s.a g(x) <0,

onde f: D — Reg:D — R™ sao fungoes diferencidaveis num conjunto aberto D em R™.

A convexidade de (I2) estd caracterizada pelas desigualdades

()

— T) >0,
9(z) = 9()

r,z €D =

F(@) - f(@) (@ -
— (@) —z) 0.
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Aqui, Hanson percebeu que a forma funcional do fator + — Z nao desempenha nenhum
papel que seja importante no estabelecimento das seguintes duas propriedades conhecidas

de problemas convexos:

(A) Todo ponto admissivel de Kuhn-Tucker é um minimo global;

(B) A dualidade fraca satisfaz-se entre o problema (I2) e seu dual do tipo Wolfe formal.

Portanto, Hanson considerou problemas (I"2) para os quais existe uma fungao n: DxD —
R™ tal que

rzeD = f(@) = f(z) = f(@)n(z, ) 2 0, (1.3)

9(x) = 9(z) = ¢'(T)n(x, ) > 0,
e ele apontou que estes problemas também possuem as propriedades (A) e (B).

Martin em [20] mostrou que as relaxagoes elementares das condigoes definindo a invexi-
dade levam a noc¢oes de invexidade modificadas que sao ambas necesséria e suficiente para
a dualidade fraca e a suficiéencia das condi¢oes de Kuhn-Tucker. A nocao de invexidade
mais fraca que também é uma condicao suficiente para a propriedade (A) é denominada
invezidade de Kuhn-Tucker, isto é, o problema (I33) foi denominado Kuhn-Tucker invexo

(K T-invezo) se existe uma funcao n: D x D — R" tal que

z,2 €D f(x) = f(x) = f'(@)n(z,2) = 0
g(x) <0 = parai =1,2,...... ,mseg;(Z) =0
9(z) <0 entao — g;(z)n(xz, ) > 0

Para mais detalhes da KT-invexidade veja [20]. Trazemos para o contexto de controle
6timo com tempo livre a no¢ao da PM-pseudoinvexidade (introduzida em [21] e [22] para
problemas com tempos fixos). A PM-pseudoinvexidade livre é, de fato, uma generalizagao
da KT-invexidade para problemas de controle 6timo (por isso ela é uma condigao suficiente

de otimalidade) que tem também sido estudada em [21], [23] e [24].

Podemos considerar problemas de controle com restrigoes livres nos pontos finais e
podemos supor diferenciabilidade tanto para o funcional objetivo como para as fungoes
que definem a dinamica do sistema, com respeito ao estado e ao controle, mas isto nem
sempre acontece na vida real. Aqui vamos considerar problemas de controle com restrigoes
nos pontos finais, Lipschitz continuidade local com respeito ao estado e mensurabilidade

com respeito ao controle.
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Os resultados centrais deste trabalho sao: sob suposicoes de diferenciabilidade, se um
problema é PM-pseudoinvexo livre, entao cada processo de controle normal que satisfaz o
Principio do Maximo livre é um processo 6timo e, reciprocamente, se um problema é tal
que cada processo que satisfaz o Principio do Maximo livre é um processo 6timo entao o
problema é PM-pseudoinvexo livre. A principal caracteristica da generalizacao dada aqui

é que consideramos problemas onde os tempos finais sao livres.

Este trabalho tem mais cinco capitulos. No que segue, apresentamos alguns preli-
minares. No terceiro capitulo o Principio do Maximo ¢ enunciado para problemas de
controle 6timo do tipo Mayer, e estendido para cobrir problemas do tipo Bolza, com
um termo integral na funcao de custo. No quarto capitulo, sao desenvolvidas as condi-
¢oOes necessarias para problemas de controle 6timo com tempo livre, e da mesma forma
que no Capitulo B pode-se obter um Principio do Maximo, mas agora com tempos fi-
nais livres, para problemas com termos mistos, do tipo Bolza. No quinto capitulo, sao
fornecidas a definicao da PML-pseudoinvexidade, da PM-pseudoinvexidade e a defini-
¢ao da PM-pseudoinvexidade livre. A partir destas, alguns resultados e exemplos sao
obtidos e dados. A PM-pseudoinvexidade para tempo fixo foi estudada em [21] e a PM-
pseudoinvexidade para tempo livre foi desenvolvida durante meu periodo de mestrado, e
apesar de ser esta ultima uma adaptacao simples dos resultados deste artigo, obtivemos
resultados novos. Finalmente, no ultimo capitulo fazemos consideragoes finais e sugestoes

de alguns trabalhos futuros.
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CAPITULO 2

PRELIMINARES

Aqui nés definimos algumas notagoes e lembramos algumas definicoes da anélise nao-

suave.
Lembremos algumas defini¢oes dadas em [I0].

Dado um conjunto fechado C' C R¥ e um ponto = € C,

1. NE(z) denota o cone normal prozimal a C' em x, isto é,

NE(x):={peRF:3IM > 0tal quep- (y —x) < M|y — z|*Vy € C}.
2. N¢(z) denota o cone normal limite a C em z, isto é,
Ne(z) ={p: 3z, S 2, p; — p, tal quep; € NE(z)Vi}.
Tomemos um conjunto fechado C' C R* e um ponto = € C. Entao:
1. NE(z) e No(z) sao cones em R¥| contendo {0} e NZ(z) C Ne(z);
2. N} (z) é convexo (mas possivelmente nio fechado);

3. x € int {C'} implica que Ng(z) = {0} (e assim N&(z) = {0}).

4. z € fr {C} implica que N¢(z) contem elementos diferentes de zero.

Tomemos subconjuntos fechados C; C R™ e Cy C R™ e, um ponto (x1,x5) € Cy x Cs.
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Logo
NExey(T1,m2) = NE, (1) X NG, (w2),
Noyxey(T1,3) = Ney (1) X Ney(x2).
Tomemos um conjunto fechado e convexo C' C R¥ e um ponto z € C, entao
NE(Z) = Ng(z)={¢: ¢ (v —7) <0OVx € O
Consideremos uma funcao f : R¥ — R e um ponto € R”, epi f denota o epigrafe de

f, isto é,

epi f = {(z,0) ER* xR:a > f(zx)}.

Tomemos uma fungao semicontinua inferiormente f : R¥ — R U {+o00} e um ponto

x € dom f,

1. OF f(x) denota o subdiferencial proximal de f em x, isto é,

0" f(x) == {€: (& —1) € Nopi s, f(2)) } -
2. 0f(z) denota o subdiferencial limite de f em x, isto é,

Of (x) :=={&: (& —1) € Nepis(z, f())}-

Note que, como NE(x) C N¢(x), temos que 9% f(x) C df(x).

Dados v. w € R, denotamos o produto interno usual entre v e w como v - w. Dado
) )

um conjunto S C R¥, denotamos o cone polar de S como S°, isto é,
S°:={CeR: (- v<0VveSh

L denota os subconjuntos de Lebesgue de um intervalo dado [S,T], B¥ os conjuntos de

Borel de R* e £ x B* a o-4lgebra produto.

Dada uma multifuncao F : [S,T] — R* Gr (F) denota o grifico de F, isto ¢,
Gr(F):={(t,7) € [S,T] x R* : y € F(t)}.

O conjunto de todas as fun¢oes absolutamente continuas ® f : [S,T] — R* é denotado
por WH([S, T]; R¥).

'Uma funcdo f : [S,T] — R é absolutamente continua se, satisfaz-se uma das seguintes:
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Lembremos algumas defini¢oes dadas em [9].

Seja f : R¥ — R uma funcdo Lipschitz definida em uma vizinhanca de z € R* e seja
v € R* uma direcdo. Denotamos por f°(x;v) a derivada direcional generalizada de Clarke

de f em x na direcao v definida como

fo<33’ ’U) — lim sup f(y + tU) — f(y)
, ‘ y—x; t}0 t '

Denotamos por df(z) o gradiente generalizado de Clarke ou subdiferencial de Clarke f

em x definido como
Of(x) :={¢ € RF: fo(z;v) > ¢ -vVv € RF}.

Sejam f : R¥ — R semicontinua inferiormente e x € R*. Suponha que f é Lipschitziana,

em uma vizinhanga de x, entao

codf(z) = 0f (x).

Seja f : R¥ — R Lipschitziana em uma vizinhanca de x € R¥. Entao

1. Se f ¢é diferencidvel em z: V f(x) € codf(x) = 0f (x).

2. Se f é continuamente diferenciavel em z: {V f(z)} = codf(z) = 0f(z).

Para mais detalhes veja [d] e [I0] e para um tratamento mais abrangente em andlise nao-
suave com aplicagbes ao controle 6timo e a andlise variacional ver, por exemplo, [10], [25],
[26] e [21].

1. Ve > 036 > 0 tal que para cada colegdo {[S;, T;]} de sub-intervalos disjuntos de [S,T] tem-se

D(Ti=8) <8=3 (1) = f(Si) < e.

?

2. v e L(S,T) (o espago das fungdes integraveis definidas en [S,T]) tal que

T

f@) = f(9) +/S v(r)dr,t € [S,T).

Dai f(t) = 4 £(t) = v(t), para quase todo (q.t.)t € [S,T7.
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CAPITULO 3

O PRINCIPIO DO MAXIMO

Hoje em dia muitas condicoes otimais estao disponiveis, mas o Principio do Maximo
é o mais especial pois ele marcou o surgimento da Teoria de Controle como um campo
novo de pesquisa. Os minimizadores locais podem ser obtidos pelas condi¢oes de primeira
ordem, condig¢oes de ordem superior e a andlise da geometria das trajetérias de estado.
Porém, as condigoes necessarias de primeira ordem semelhantes as do Principio do Maximo
continuam sendo as principais para a solucao de problemas de controle 6timo especificos
(direta ou indiretamente por meio dos procedimentos computacionais que eles inspiram),

ou pelo menos para gerar “candidatos” para suas solugoes.

Muitas condigdes necessarias de primeira ordem sao encontradas em [[0]. Inicialmente,
foi tentado o Principio do Maximo nao s6 porque foi a primeira condi¢ao necesséaria desen-
volvida de maneira satisfatéria para problemas com restri¢oes tipicamente encontradas em
otimizacao dinamica, mas também pelo papel importante que ele desenvolve na derivagao

de todos os outros.

A versao mais geral do Principio do Maximo aplica-se aos problemas de controle étimo
com restrigoes gerais nos pontos finais e restrigoes dinamicas expressas em termos de uma

equacao diferenciavel “nao-suave” parametrizada por uma variavel de controle.

A cadeia de argumentos usados em [[] para obter o Principio do Méximo “nao-suave”
segue-se da seguinte maneira. Primeiro, o Principio do Maximo é provado para problemas
de controle 6timo com restricoes “suaves” em sua dinamica. Logo, este Principio do
Maximo “suave” é usado para derivar a condicao de Euler-Lagrange Extendida. Por fim,

a condi¢ao de Euler-Lagrange Extendida é entao invocada na derivagao que damos do
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Principio do Maximo “nao-suave”.

Porém, nao desenvolveremos essa cadeia de argumentos, neste capitulo vamos sim-
plesmente enunciar esse principio, mas vamos desenvolver uma extensao deste principio
para problemas com um termo integral na fungao do custo (além do funcional envolvendo
os pontos finais) e, vamos tirar algumas conclusdes quando as fungoes envolvidas sao

continuamente diferencidveis.

3.1 O Principio do Maximo para o Problema de Mayer

Nesta se¢ao veremos um problema de controle muito conhecido, algumas definigoes,

o Principio do Maximo mais geral e algumas observagoes.

Estudaremos inicialmente um problema de controle 6timo na forma de Mayer, que é
posto como:

(

Minimizar g(z(S), z(T))
s.a. arcosx € WH([S, T]; R™) e fungdes mensuraveisu : [S, T] — R™ satisfazendo
(P)a(t) = f(t,2(t),u(t)) para q.t.t € [S, T],

u(t) € U(t) para q.t.t € [S,T]e,

| (2(5).2(1)) € C.

onde [S,T] é um intervalo, g : R® x R" — R (a qual é denominada func¢do de custo) e,
f[S,T] x R" x R™ — R” sao fungoes, U : [S,T] ~ R™ é uma multifungdo nao-vazia
(multifuncao a valores nao vazios), C' C R™ x R™ é um conjunto fechado e, q.t. é uma

sigla para dizer quase todo.

Defini¢ao 3.1. Uma fungao mensurdvel u : [S,T| — R™ que satisfaz
u(t) € U(t) para q.t.t € [S,T)

¢ denominada uma fungao de controle. O conjunto de todas as funcoes de controle é

denotado como U.

Definigao 3.2. Um processo (x,u) compreende uma fun¢io de controle u e um arco

x € WHY[S, T]; R™) que é uma solu¢do a equagdo diferencial

z(t) = f(t,x(t),u(t)) para g.t.t € [S,T)].
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Definicao 3.3. Uma trajetoria de estado x € a primeira componente de algum processo
(2, u).
Definigao 3.4. Um processo (x,u) é denominado um processo admissivel ou factivel para

(P) se a trajetoria de estado x satisfaz as restrigées finais

(2(S),z(T)) € C.

O Principio do Maximo e as condicoes de otimalidade relacionadas sao satisfeitas por
todos os minimizadores. Estas condigoes sao também satisfeitas por processos que sao
minimizadores apenas “locais” para (P). As diferentes escolhas da topologia no conjunto
de processos dao origem a diferentes nogoes de minimizadores locais. Uma topologia
adotada neste trabalho ¢ aquela do minimizador local W', onde W'l é o espaco de

Sobolvev (onde as fungoes sdo absolutamente continuas).

Definicao 3.5. Um processo admissivel

1. (z,u) é um minimizador global em Wt se

9(%(8),2(T)) < g(=(8), 2(T))
para todo processo admissivel (x,u).

2. (z,u) é um minimizador local em W se existe 6 > 0 tal que

9(2(5),2(T)) < g(x(8),2(T))

para todo processo admissivel (x,u) que satisfaz
T

|(z — 2)(9)| +/S |(z = 2) ()]dt = [l = Z[lwra < 0.

3. (Z,u) € um minimizador local forte se existe § > 0 tal que

9(2(8),%(T)) < g(a(S),z(T))
para todo processo admissivel (x,u) que satisfaz
ess supers 71| (2 — Z) (1) = [lz — 7L~ <0,

onde L € o espaco de todas as n-uplas de funcoes essencialmente limitadas em
[S,T] com norma |||~ = esssupe(sr1|z(t)| € onde esssup denota o menor nimero

A tal que |z(t)| < X para q.t. t € [S,T].
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Uma questao a ser destacada é que as condigoes de otimalidade usualmente encontra-
das na literatura sao de carater local e, portanto, nao garantem a otimalidade global, que

é nosso principal interesse.

A norma W'l ¢ mais forte que a norma L™ e portanto a classe dos minimizadores
locais Wh! é maior que a classe dos minimizadores L>. Segue-se que, ao escolher traba-
lhar com os minimizadores locais W1 estamos realizando uma andlise mais profunda da
natureza local do Principio do Maximo do que seria o caso se escolhemos derivar condi¢oes

satisfeitas pelos minimizadores locais fortes.
Notagao: Denote por H : [S,T] x R" x R" x R™ — R a fun¢ao Hamiltoniana

nao-maximizada para (P), definida por

H(t,z,p,u) =p- f(t,z,u).

Teorema 3.1. (O Principio do Mdximo) Seja (T,u) um minimizador local em W11

para (P). Suponha que para algum § > 0 as sequintes hipoteses sao satisfeitas.

(H1) g € localmente Lipschitz continua,

(H2) Para v € R" fizo, f(-,x,-) é L x B™ mensurdvel e eziste uma func¢ao L x B™
mensuravel k : [S,T] x R™ — R tal que t — k(t,u(t)) € integrdvel e, para q.t.
te[9,T],

\f(t,z,u) — f(t 2" u)] < k(t,u)|z—2'|Va, 2" € Z(t) + 0B eu € U(t)
(B denota a bola unitdaria em R™);

(H3) GrU ¢é um conjunto L x B™ mensurdvel.
Entao existem p € WH([S, T];R") e A > 0 tais que
(1) (p,A) # (0,0);

(i) —p(t) € co0,H(t,z(t),p(t),u(t)) para g.t. t € [S,T]
(0, H denota o subdiferencial limite de H(t,-,p,u) para (t,p,u) fixo);

(i) (p(S), —p(T)) € X0g(x(S5), 2(T)) + No(z(S), z(T))
(Nc(z(S),z(T)) denota o cone normal limite a C' no ponto (z(S),z(T)));
(i) H(t, z(t),p(t),u(t)) = maxueyw) H(t, 2(t), p(t), u) para q.t. t € [S,T].

Agora, se f(t,z,u) e U(t) sdo independentes de t, entdo, além das condigdes acima,

existe uma constante r tal que



3.1 O Principio do Mdximo para o Problema de Mayer 22

(v) H(t,z(t),p(t),u(t)) =r para q.t. t € [S,T].

Os elementos (p, A) cuja existéncia é afirmada no Principio do Méximo sao denomina-
dos os multiplicadores para (P). As componentes p e A sdo denominados arco adjunto ou
varidvel de co-estado e multiplicador de custo, respectivamente. A condigoes (i), (i7), (iii)
e (iv) sao denominadas a condi¢ao da nao-trivialidade dos multiplicadores, a condi¢ao da
nclusao adjunta, a condi¢ao de transversalidade e, a condi¢cao de Weierstrass, respecti-

vamente.

Observacao 3.1. Notemos os sequintes:

1. A condigao (ii) é muitas vezes expressa em termos do Jacobiano Generalizado de

Clarke.

Definicao 3.6. Tome um ponto y € R® e uma funcao L : R™ — R™ que € Lipschitz
continua em uma vizinhanca de y. Entao o Jacobiano Generalizado DL(y) de L em

Yy € o conjunto das matrices m X n:
DL(y) := co{n : 3y; — y tais que VL(y;) existeVi eV L(y;) — n}.

Uma propriedade notdvel do Jacobiano Generalizado DL(y) de uma fun¢ao L :

R™ — R™ no ponto y € que, para cada vetor linha r € R™,
r-DL(y) = cod(r- L)(y).

Aqui, O(r - L)(y) € o subdiferencial limite da fun¢do y — r - L(y). Segue-se ime-
diatamente que a condicao da inclusao adjunta pode ser equivalentemente escrita

—p(t) € p(t) - Do f(t,2(t), u(t)),

onde D, f(t,z(t),u(t)) denota o Jacobiano Generalizado com respeito a varidvel x.

2. As condigoes necessdrias do Teorema do Principio do Mdzimo (Teorema B1) sdo
homogéneas com respeito aos multiplicadores (p, \). Isto significa que se (p, \) serve
como um conjunto de multiplicadores entao, para qualquer o > 0, (ap,aX) tam-
bém serve. Como (p,\) # 0, entdo sempre podemos arrumda-lo escolhendo um «
apropriado tal que

[pllzee + X =1.

Desta maneira, escalar os multiplicadores € frequentemente usado para auziliar and-

lises de convergéncia.
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3.2 O Principio do Maximo para o Problema de Bolza

Comecamos esta secao tratando um problema de controle, que deriva um Principio do
Méximo extendido para problemas mistos, isto é, na funcao de custo nao somente temos
ponto final mas também temos um termo com integral. Logo, vamos considerar o caso

continuamente diferenciavel das fungoes envolvidas.

O Principio do Méximo (estabelecido como acima) extende-se para cobrir problemas
com um termo de integral na funcao de custo, isto é, problemas nos quais procuramos

minimizar um funcional na forma de Bolza:

/SL(t,x@),u(t))dt+g(:v(5),w(T)),

onde L : [S,T] x R x R™ — R ¢é uma fungao dada. Isto é logrado introduzindo uma nova

variavel de estado z € R que satisfaz as relagoes

() = L(t, 2(1), u(?))
z(S) = 0.

Logo,
T T
/ Sydt - / L(t, o (t), u(t))dt
s s
T
o A(T) — 2(S) = / L(t, (t), u(t))dt
s
T
=z2(T) = / L(t,z(t),u(t))dt.
s
O custo misto pode entao ser substituido pelo custo puro no ponto final:
2(T) + g(x(5), =(T)).

Sob condigoes apropriadas em L, temos um problema onde o teorema do Principio do
Méximo (Teorema Bl) pode ser aplicado. Aplicando o teorema e interpretando as con-
clugoes em termos dos dados temos o Principio do Maximo para problemas com termos

mistos, do tipo Bolza, no qual o Hamiltoniano nao-maximizado agora toma a forma
Hi(t,z,u) == H(t,z,p,u, \) =p- f(t,z,u) — X L(t, z,u).

Este procedimento para eliminar os termos com integrais, ¢ denominado aumento do

estado.



3.2 O Principio do Mdxrimo para o Problema de Bolza 24

Portanto, o problema de controle 6timo a ser considerado é posto como:

(Minimizar [§ L(t, 2(t), u(t)dt + g(a(S), #(T))
s.a. arcosz € WU ([S, T); R") e funcdes mensuraveis
u: [S,T] — R™ satisfazendo
#(t) = f(t, (1), u(t)) para q.t.t € [,7],
u(t)
| (z(5),2(T)) € C.

(PB) 4

€ U(t) para q.t.t € [S,T]e,

Teorema 3.2. (O Principio do Mdximo para o problema (PB)) Seja (Z,u) um
minimizador local em W™ para (PB). Suponha que para algum & > 0 as seguintes

hipdteses sao satisfeitas.

(H1) g € localmente Lipschitz continua;

(H2) Para x € R™ fizo, L(-,xz,-) e f(-,x,-) sao L x B™ mensurdveis e ezxistem fun¢oes
LxB™ mensurdveis ky, kg : [S, T|xR™ — R tais quet — ki (t,u(t)) et — ks(t,u(t))
sao integraveis e, para q.t. t € [S,T],

|L(t, x,u) — L(t, 2, u)]|

IN

kr(t,u)|lz — 2’|V, 2" € T(t) + 0B e u € U(t),
\f(t,z,u) — f(t, 2 u)| < ke(t,u)|lz—2'|Va,2" € 2(t) + 0B e u € U(t);

(H3) GrU €é um conjunto L x B™ mensurdvel.

Entao existem p € WHL([S,T];R™) e A > 0 tais que
(1) (p,A) # (0,0);
(ii) —p(t) € cod,Ha(t, T(t), a(t)) para q.t. t € [S,T];
(iii) (p(S), —p(T)) € A0g(z(S),Z(T)) + Ne(z(S), 2(T));

(iv) HA(t, (1), u(t)) = maxucuw) Ha(t, 2(t),u) para q.t. t € [S,T].

Agora, se L(t,z,u), f(t,z,u) e U(t) sao independentes de t. Entdo, além das con-

dicoes da acima, existe uma constante r tal que

(v) Ha(t,Z(t),u(t)) =r para ¢.t. t € [S,T).
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Demonstracao. Utilizando a técnica do aumento do estado descrita acima, transforma-
mos o problema de Bolza (com custos mistos) no seguinte problema de Mayer: conside-
remos o seguinte problema de estado aumentado:

(

Minimizar [§(z(S), z(T), z2(S), 2(T)) := fST L(t, z(t),u(t))dt + g(x(S),z(T))
= 2(T) + g(x(S), x(T))]
s.a. arcosz € WH([S, T];R™), z € WH([S, T]; R) e fungdes mensuraveis
(EA) S u:[S,T] — R™ satisfazendo
#(t) = f(t,x(t), u(t)), 2(t) = L(t, x(t), u(t)) para q.t. ¢ € [S,T],
u(t) € U(t) para q.t.t € [S,T)e,
(2(S), z(T), 2(S), 2(T)) € C = C x {0} x R.

\

A ltima restricao do problema (EA) também pode ser escrita como
((S),z(T)) € C,2(S) =0, 2(T) livre.

Agora as wvaridveis de estado sao duas x e z e as varidveis de co-estado associadas as

variaveis x e z, respectivamente, também sao duas, digamos p e ¢, assim podemos colocar:

F= ") er,
V4

13 = ( p ) c Rn—i-l’
q

3 ¥ )

f= € R,
L

Observe que no Problema (FA), g é localmente Lipschitz continua pois

9(z,y, z,w) = w+g(z,y) = h(w) + g(z,y),
onde h(w) (a qual na verdade é a identidade) e g(x,y) sao localmente Lipschitz continuas.

Vamos denotar por H : [S,T] x R* x R x R" x R x R™ — R a fungdo Hamiltoniana

nao-maximizada para (EA), definida por

H(t,x,2z,p,q,u) = (p,q) - (f, L) =p- f(t,m,u) +q- L(t, z,u).

Pelo Teorema do Principio do Méximo (Teorema B), existem p = (p, q) € Wh([S, T]; R* 1)
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e A > 0 tais que:

1. Satisfaz-se a condicao da inclusao adjunta:

(=p(t), —4(t)) € colunH(t,Z(t), 2(t), p(t), q(t), u(t))
) - f(t,2(8), u(t) + q(t) - L(E, 2(1), u(t)))
C codu(p(t) - f(t,2(t),u(t)) +q(t) - L(t, 2(1),u(t))) x {0}

para q.t. t € [S,T].

Conclusoes:

—p(t) € coO(p(t) - f(t,z(t),u(t)) + q(t) - L(t,z(t),u(t))) para q.t.t € [S,T] (3.1)
—(t) € {0} = —¢(t) = 0 = ¢(t) = constante para q.t.t € [S, T (3.2)

2. Satisfaz-se a condicao de transversalidade:

(p(S), =p(T),q(S), —q(T))
( (

m
>
Q
Qe
8l
2]
v&%\
=3
Vl\z\
2]

S Aog(z(S), z(T)
= A0g(2(5),Z(T)) x {(0,A)} + Ne(z(5), 2(T')) x R x {0}
pois
99(z(S),z(T), 2(5), 2(T)) € 9g(z(5), 2(T)) x {(0,1)}

Ne(2(8),2(T), 2(5), 2(T)) = Nexqoyxr(@(S), 2(T), 2(5), 2(T))

= No(®(8),2(T)) x Nigy(2(5)) x Na((T))
= Nc(z(5),2(T)) x R x {0}
Conclusoes:
(p(S), —p(T)) € X9g(z(S),z(T)) + Ne(z(5), 2(T)),
(q(5), —q(T)) € {(0, M)} + R x {0}. (3.3)
De (B33):

q(S) ¢é livree,
q(T) = —XeR.
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Logo temos que em (B2):
q(t) = —AVt e[S T (3.4)

e, em (B):

—p(t) € codu(p(t) - f(t,2(t), ult)) — A- L(t, 2(t), u(t)))
= o0, Hx(t,Z(t),u(t)) para q.t.t € [S,T].

3. Satisfaz-se a condicao da nao-trivialidade dos multiplicadores:

((;2),A) # ((0,0),0) = (p, A) # (0,0),

pois se fosse (p,\) = (0,0), entdo p =0 e A = 0, logo

((p,a), ) = ((p,=A), ), (por (B3))

= ((0,—0),0).
Assim ((p,q), A) = ((0,0),0), absurdo!
4. Satisfaz-se a condicao de Weierstrass:
H(t,2(8), 2(0),p(1), (1), ut)) = max H(t, 2(t), 2(¢), p(t), a(t), u)
& plt) - f(t2(0), alt)) +qt) - Lt 2(0), ut) = maxp(t) - £t 2(8),u) + q(t) - Lt 2(2), w)
<~ p(t) f(t7 l’(ﬂ, ﬂ(t)) —A L(t7j(t)7ﬂ(t)) = urélg(}g)[p(t) ’ f(twf(t)? u) —A- L(t7j(t)7u)]
< Ha(t, z(t),u(t)) = urg(e}é) H(t,Z(t), u) para q.t.t € [S,T].

5. Se f(t,x,u), L(t,z,u) = 2(t) e U(t) sao independentes de ¢, entao, pelo Teorema do
Principio do Méximo (Teorema BI-(v)), além das condiges da acima, existe uma

constante r tal que H(t,z(t), z(t), p(t), q(t),u(t)) = r para q.t. t € [S,T]. Logo
Ha(t,z(t),u(t)) = H(t,z(t),2(t),p(t),q(t),u(t))(pelo item 4)
= r paraq.t.t € [S,T].
]

Observagao 3.2. No Principio do Mdzimo para o Problema (PB), se L e f sao con-
tinuamente diferencidveis com respeito & varidvel de estado (L e f € C'), notemos o

sequinte:
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1. Na condicao da condi¢ao adjunta temos:

—p(t) = V, HA(t,z(t),u(t)) para g.t.t € [S,T).

2. Na condi¢ao de transversalidade temos:

(p(5), =p(T)) = AVg(2(5), 2(T)) € Ne((5), 2(T)).
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CAPITULO 4

CONDICOES NECESSARIAS PARA PROBLEMAS DE
CONTROLE COM TEMPOS FINAIS LIVRES

Nossa investigacao das propriedades das estratégias 6timais tém até agora, sido con-
finada a problemas de controle para os quais o intervalo de tempo [S,T] era fixo. Agora
abordaremos uma classe mais ampla de problemas nos quais os tempos finais S e T" estao

incluidos entre as varidveis de escolha:

(Minimizar g(S,z(9),T,x(T))

sobre intervalos [S, T| e arcos x € WH([S, T]; R™) satisfazendo
(TL) | i(t) € F(t,z(t)) para q.t.t € [S, T,

u(t) € U(t) para q.t.t € [S,T)e,

(8, 2(5),T,2(T)) € C,

onde g : RM*7+H+n s R ¢ uma funcao dada, F': R x R" ~» R™ é uma multifuncao dada e,

C C RY7+H+7 & um conjunto dado.

Notagao. Um arco x € WHI([S,T]; R") que satisfaz as restrigoes de (T'L) é denotado

como ([S,T],z) para enfatizar o subintervalo [S,T].

Casos importantes e especiais de (T'L) sao problemas de tempo livre, nos quais a du-
racao do tempo de, por exemplo, um trabalho ¢ a quantidade que pretendemos minimizar.
Muitos problemas de otimizacao dinamica sao desta natureza. Por exemplo, uma estraté-
gia 6tima para o controle de um satélite orbitando ¢ o controle bang-bang, o qual elimina

o desvio da orientacao do satélite de seu valor nominal em tempo livre. Os problemas de
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controle 6timo associados com evadir, perseguir, escapar ou pegar o mais rapido possivel,

sao usualmente problemas de tempo livre.

Se tomamos um minimizador ([S, 7], %) do problema (TL), entdao Z ¢ um minimizador
para o problema do controle 6timo (T'L), no qual os tempos finais estdo congelados em S
e T. Assim o minimizador certamente satisfaz as condicoes necessérias de tempos finais

fixos, como aqueles derivados no passado Capitulo B.

Mas uma informacao adicional dos multiplicadores p € W ([S, T]; R™) e A > 0, presen-
tes nas condigoes necessarias de tempos finais fixos, deve tomar em conta a liberdade que
foi introduzida no problema de otimizagao. Esta informagao adicional vem na forma das
condicoes de fronteira no Hamiltoniano

H(t, x,p) :Ugiﬁ)p'”

avaliado em t — (Z(t), p(t)).

Observacao 4.1. No que seque, derivaremos condigoes que sao satisfeitas nao simples-
mente por minimizadores para o problema (TL) mas também por minimizadores locais
WYL Para entender mais o que se entende por um “minimizador local W', quando
o intervalo de tempo [S,T| é uma varidvel de escolha, € Wtil: identificar uma fun¢ao
z : [S,T] = R™ com sua extensio a todo o intervalo (—oo,00) (a toda a reta), isto €,
por meio de uma extrapolacao constante de valores finais tanto a esquerda como a direita.
Por exemplo, dado y € R™ et > T, entao |y — x(t)| := |y — x(T')|. Neste espirito, dado
r € WH([S,T];R") e 2’ € WH([S", T']; R"™), definimos:

lz = 2l = llme — 2|,

l# =@l = llde = dclle,
onde x., x., sdo as extensoes definidas acima.

Definicao 4.1. Dizemos que um elemento ([S,T),z) é um minimizador local W't para o
problema (TL), se ([S,T), ) satisfaz as restri¢oes do problema (TL) e existe algum &' > 0

tal que

9(8,2(5), T, %(T)) < g(S,2(S), T, z(T))

para todos os elementos ([S,T)],x) satisfazendo as restri¢oes do problema (T'L) e também

d(([S,T],), (1S, T],7)) < &,



4.1 O Principio do Mdximo para o Problema de Mayer com Tempos Finais Livres3l

onde d(-) € a métrica:
d(([8,T],2), ([9", T, 2") == 1S = S|+ [T =T'| + |(S) = 2"(5)| +/ e () — e (s)|ds,

SAS’

no qual x. e T, sao as extensoes de v e x’ definidas acima e

SAS" = min{S, S},
TVvT = max{T,T'}.

Observagao 4.2. Note que d(-,-) é a métrica induzida pela norma WH([S, T]; R™),
[zl = |2 (0)] + &[]z,

quando € restrito a pares de arcos com dominio comum [S,T] e onde ||z||» = ([ |£E(t>|pdt)%.

Portanto nossa terminologia € consistente com a nomenclatura de “tempo final livre”.

Observagao 4.3. Pela convengdo da extensao, a métrica d(-,-) pode alternativamente ser

exrpressa como

d(([S,T], ), ([5, T"],2") = |S = S| + T = T'| + |2(S) — () + e — & ]| 2 rimen).

4.1 O Principio do Maximo para o Problema de Mayer
com Tempos Finais Livres

Pode-se encontrar condicoes necessarias para problemas de controle 6timo para tempos
finais livres quando a restricao dinamica é expressa como uma inclusao diferenciavel em
[[0] e, uma andlise adequada fornece condigdes necessdrias para problemas de controle
6timo com tempos finais livres, na forma de um principio do maximo, quando as dinamicas

sao modeladas, por uma equacao diferenciavel dependente do controle:

/

Minimizar g(S, z(S), T, z(T"))

s.a. intervalos [S, T, arcosz € WH([S, T|; R") e fungoes mensurdveisu : [S, T] — R™
(TL) satisfazendo

(t) = f(t,x(t),u(t)) para q.t.t € [S,T],
u(t) € U(t) para q.t.t € [S,T]e,

(S,z(S),T,x2(T)) € C,
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onde g : RIFH+n s Re f: R x R® x R™ — R" sao funcoes dadas, U : R ~ R™ é uma
multifuncao nao-vazia e, ¢ C R*"+147 & um conjunto fechado, isto para enfatizar que os

pontos finais do intervalo de tempo [S,T] sdo agora varidveis de escolha.

Definigao 4.2. Um processo admissivel ou factivel é uma tripla ([S,T],z,u) onde [S,T] é
um intervalo, x (a trajetéria de estado) é um elemento em WHA([S, T];R") e, u (a funcgdo

de controle) € uma fun¢ao mensurdvel u : [S,T] — R™ satisfazendo, para q.t. t € [S, T},
Ht) = £t 2(), u(t)), ult) € U ¢ (S,2(S),T,(T)) € C.

Definigao 4.3. Um processo admissivel ([S,T],Z,u) do problema (TL)" é denominado

um minimizador local em WYt para o problema (TL)" se existe &' > 0 tal que

9(8,%(8), T, 2(T)) < g(8,2(S), T, x(T))
para todo processo admissivel ([S,T],x,u) do problema (T'L)" e também
d(([S,T],2), (IS, T],2)) < 0.
Observacao 4.4. d(-,-) é a métrica definida acima.

Teorema 4.1. (O Principio do Mdzimo com tempos finais livres) Seja ([S,T),Z, )

um minimizador local em W para o problema (TL)'. Suponha que:

(H1) g € localmente Lipschitz continua;

(H2) Para © € R™ fizo, f(-,x,-) é L x B™ mensurdvel existem 6 > 0 e uma fungdo
k:[S,T] x R™ — R tais que t — k(t,(t)) € integrdvel e, para q.t. t € [S,T],

|f@" 2" u) — f(t, 2 w)| < R at)|(t",a") — ', 2")| Y (", 2"), (', 2") € (t,7) + 0B,
para q.t. t € [S,T]
(B denota a bola unitdria em R™*");
(H3) U(t) = UVt e R para algum conjunto de Borel U C R™.
Entao existem p € WUYY([S, T]);R™), r € WYY([S, T];R) e A > 0 tais que
(1) (p,A) # (0,0);

(ii) (#(t), —p(t)) € coOuaH(t, 2(t), p(t), ult)) para q.t. t € [S,T]
(O.2)H denota o subdiferencial limite de H(-,-,p,u) para (p,u) fixo);
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(iii) (—=r(S),p(S),7(T),—p(T)) € Ag(S,2(S),T,z(T)) + Ne(S,2(S), T, z(T))
(Nc(S,z(S), T, Z(T)) denota o cone normal limite a C no ponto (S,z(S),T,z(T)));

(iv) H(t,z(t),p(t),u(t)) = max,cy H(t, Z(t),p(t),u) para ¢.t. t € [S,T);
(0) H(E,3(0),plt), 7)) = r(t) para q.t. t € [S,7].
Demonstragao. Escolha ¢’ tal que ([S,T],Z, %) é um minimizador local em Wt para

o problema (T'L)" com respeito aos processos ([S,T], z,u) satisfazendo as restri¢oes do

problema (T'L)" e também
d(([S,T),x),[S,T], %)) < 2§
Tome uma fungao C? (duas vezes continuamente diferencidvel)
a:[S,T] - R"

tal que satisfaz-se a(S) = z(S) e também satisfaz-se

d(([5,T),7), ([S,T], a ( /|x —a(t |dt><5’ (4.1)

Consideremos o problema de controle étimo com tempos finais fixos:

(

Minimizar g(7(S5), y(5), 7(T), y(T))
sobre processos ((,y, z), (v, o)) satisfazendo
(#(5),9(5), 2(s)) = f(7(s), y(s), v(s), a(s)) para q.t. s € [, T],
(R) § v(s) € Upara q.t.s € [5,T],
a(s) € [0.5,1.5] para q.t.s € [S, T],
(7(S8), y(S), 7(T),y(T)) € C,
m(7(S), 7(T), y(5), 2(5), 2(T)) < ¥,

\

onde f:RxR" x R™ x R — R x R" x R est4 definida por

f(T,y,U,Oé) = (Oé,Oéf(T,y,U),Oé |f(7',y,v) - CL(T)D

_ _ B SVTo T
m(7o, T1, Yo, 20, 21) = |TO—S|+|T1—T|+|y0—a(S)|+/ |d(0)|d0+/ la(o)|do+z1— 2.
5

TANAT1

Aqui (7,9, 2) e (a,v) sao as parti¢oes dos vetores de estado e controle, respectivamente.
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Por outra parte, como
(7(5),9(s), 2(s)) = f(7(s5),y(s),v(s), a(s))
(als), als) f(r(s),y(s),v(s), als) [f((s), y(s), v(s)) — a(7)]),

temos que

7(s) = als), y(s) = a(s) f(7(s),y(s), v(s)), 2(s) = als) [f(7(s),y(s),v(s)) — a(r)].

Afirmagao. ((7(s) = s,5 = 7,2(s) = [5|2(0) — a(o)|do), (v = @, a(s) = 1)) é um

minimizador para o problema (R).

Temos que mostrar que

1. ((7,9,2),(v,&)) é um processo admissivel para o problema (R);

2. g(7(8),45(S), 7(T),y(T)) < g(7(S),y(S),7(T),y(T)) para todo processo admissivel
((7,y,2), (v,a)) do problema (R).

Primeiro vamos mostrar que g(7(S), 4(S),7(T),5(T)) < g(7(S),y(S),7(T),y(T)) para
todo processo admissivel ((7,y, 2), (v,«)) do problema (R), de fato: tome qualquer pro-

cesso ((7,y, z), (v,)) admissivel para o problema (R) e considere a transformacao 1 :

[S,T] — [S,T] tal que

Logo temos que:

e ) ¢ estritamente crescente, pois para s; < sg,

e ) ¢é Lipschitz continua, pois
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- Se 81 < S = (s1) < YP(s2) = 0 < Y(s9) — (s1), entao

[P(s2) —¥(s1)| = (s2) —(s1)

Logo [¢(s2) = 1(s1)| < 1.5(s2 = s1).

- Se s9 < s1, procedendo analogamente obtemos que [¢(s1) — ¥(s2)| < 1.5(s1 — $2).
e 1)~ ¢ Lipschitz continua, pois, como vimos, 1) é estritamente crescente e continua.

o z(-) :=yot1(:) é absolutamente continua, pois ¢~ é Lipschitz continua e assim
absolutamente continua , logo z(+) é absolutamente continua como a composta de

funcoes absolutamente continuas.

e u(-) :=wvoe!(-) é mensuravel, pois 1)~ é Lipschitz continua e assim mensuravel 2,

logo u(+) é mensuravel como a composta de fungdes mensurdveis.

o (S,2(8),T,z(T)) = (7(S),y(S), 7(T),y(T)), pois ¥(s) = 7(S) + [ a(o)do = S +
[5 a(o)do de modo que

e como ¥(s) = 7(S) + [5 a(o)do, temos que

T

W(T) = 7(9) +/g a(o)do = 7(S) + /g 7(o)do =7(S)+7(T) —7(S) =T
o D) = ((T) = T
= (T) =y N(T)) = y(T).

L fungoes Lipschitz continuas} C {fungoes absolutamente continuas} C {funcoes diferencidveis}.
2f continua = f mensurével.
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e Sobre um processo admissivel para (R) temos que ¥(s) = )+ [sa(o)do =
‘I'fs dJ—T(S) 7(s) — 7(S ): 7(s), pal"atodose[S T} Logo t =
w(w_l(t)) = 7(1p~Y(t)) para todo t € [S,T] (onde ¥~1(t) € [S,T]) implica
T(YTH(t) =t.

e Temos que satisfaz 1(s) = ¢ para s = ¢)~!(t). Assim 7(s) = t. Logo

ds _d o gy 1 1 1 1
@@t D= O= ) T e e - e @)
e, em particular
—1\- 1
WO = )
¢ 1
== ™

e Como t =1(s):

o i(t) = f(t,x(t),u(t)) para q.t. t € [S,T], pois

B(t) = (youv ) (1)

= f{tx(t), ult)).
e u(t) € U para q.t. t € [S,T] pois
u(t) =vop t(t) = v(s) € U.
o (S,2(S),T,z(T)) € C, pois

(S, 2(5), T, 2(T)) = (7(S),y(S), 7(T),y(T)) € C.

d(([S,T),2), ([S,T],a)) < ¢, (4.2)
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pois por uma parte, pela defini¢ao de d(-, ),

d(([S.T], ), ([S,T],a))

™VvT

=[S =S|+ |T —T| + |x(S) — a(S)| + /S/\S |e(s) — ae(s)|ds. (4.3)

Além disso,

= /. Z(s)ds = s a(s) |f(7(s),y(s),v(s)) — a(T)|ds
= o(T) — (3) = /5 o (1)) L, 2(8) u(t)) — )]~ (¢11(t))dt
= [ tate) = ateyae. (1)

Por outra parte, pela ultima condi¢do no problema (R) e pela defini¢ao de m,

0" = m(7(8), 7(T),y(S), 2(S), =(T)

~—

3 B B B 3 B Sv(
= |T(5)—5|+|T(T)—T|+|y(5)—a(5)\+/s |a(a)|do

+/ . la(o)|do + z(T) — 2(S)

TAT(T)
B B B SvS . T .
=|S—=S|+|T—T|+ |z(S) — a(9)] —|—/S la(o)|do + /TAT la(o)|do
+/ |z(t) — a(t)|dt (por (E4)). (4.5)
s

Por (B33) e (E3), tudo reduz-se a mostrar que

/ ™ io)ldo + / " oo + / " k) — agn)ar

TAT

:/ 1 (5) — de(s)|ds. (4.6)
S

NS

Note que temos os seguintes quatro casos e que em cada um deles satisfaz-se (B0):
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1. Se S<SeT < T, entao

SvS T

/ |'<)ydo—+/ |da+/ (t) — a(t)|dt
TNAT

= / la(o ]d0+/ la(o |da—|—/ |z(0) — a(o)|do

= [ o) - ol

=SAS

2. Se S<SeT <T,entao x.(c) é constante para o € [T, T], o que implica em
Z.(0) = 0 para o € [T, T)]. Dal,

SvS T

/ |'()|da+/ |da+/ (1) — a(t)]dt
TAT

= / la(o ]da+/ la(o |da—|—/ |z(0) — a(o)|do

_ /T (o) — ()|da+/s [e(0) — dc(0)|do

T=TVvT
= [ o) - oo
S=SAS

3.8 S < SeT <T,entao z.(0) é constante para o € [S,S], o que implica em
Z.(0) =0 para o € [S,S]. Dai,

SvS T

/ |'<)ydo—+/ |da+/ (t) — a(t)|dt
TNAT

= / la(o ]d0+/ la(o |da—|—/ |z(0) — a(o)|do

_ /S|;E-e(a)_a(a)\da+/s |Ze(0) — de(0)|do
= [ i)~ ddolan

S=SAS

4.8e S < SeT < T, entdo z.(c) é constante para o € [S,S] U [T,T], o que
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implica em #.(0) = 0 para o € [S,S] U [T, T]. Dai,

/SVS! (o )!da+/TiT !da+/ () — a(t)|dt
/|a |da+/ la(o |da+/ () — a(o)|do
/S|:c'e(o—)—a(o—)|da+/T |er(a)—d(0)|da+/s 15.(0) — du(0)|do

= [ o)~ ol

S=SAS

e d(([S,T),x),([S,T],7)) < 28, pois

d(([S. T], ), ([S,T], 7))

IA

d(([S,T),2),([S, T], a)) + d(([S, T}, a), ([5, T}, 7))
< & + ¢, por (E2) e (£
= 24

Segue-se das relagoes anteriores que ([S, 7], z,u) é um processo admissivel para o pro-
blema de controle 6timo original (T'L)’ que pertence a vizinhanca 28" de ([S, T}, Z, %), pois

acabamos de mostrar que

) € U(t) para q.t.t € [S, T,
— (S,2(9),T,z(T)) € C,

— &(t) = f(t,z(t),u(t)) para q.t. t € [S,T],
(
— d(([S,T),z), ([S,T),z)) < 26"

Se7(T)=T. Além disso, 7(s) = § = 1.
S [ (T). Além disso, %(s) = z(s) para todo s.

Como z(s) = [51z(0) — a(o)|do entao z(s) = |z(s) — a(s)| para todo s.
1
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Finalmente,

9(7(9),5(9),7(T).4(T)) = g(5,2(5),T,%(T))

g(S,x(S), T, z(T)) (pois por hipétese ([S, T], Z,u) é um

IA

minimizador local em W' para (T L), isto ¢,
existe 20" > 0t.q. g(S,z(S), T, Z(T)) < g(S,x(9), T, z(T))
para todo processo admissivel ([S, T], z,u) de (T'L)" com
d(([S,T], ), ([S,T], 7)) < 20"

= g(7(8),y(8), 7(T),y(T)).

Portanto ¢(7(5), 5(S), 7(T), y(T)) < g((S5),y(S),7(T),y(T)).

Agora, mostraremos que ((7,y, Z), (v,@)) é um processo admissivel para o problema

(R), de fato:

1. ((7(s),35(s), 2(s)) = f(7(s),5(s),0(s),a(s)), para q.t. s € [S,T], pois

((7(s), 4(s), 2(5)) =

2. 9(s) € U q.s., pois

3. a(s) € ]0.5,1.5] g.s., pois



4.1 O Principio do Mdximo para o Problema de Mayer com Tempos Finais Livresdl

T
/ |d0—i—/ |z(0) — a(o)|do
T/\TT
= / |z(0) — a(o)|do

< ¢ (por (E20)).

Segue-se que o processo ((7(s),z, z2(s)), (¢, @)) é um minimizador para o problema (R).

Assim as hipdteses do Teorema do Principio do Méximo (Teorema B) sao satisfeitas,
com respeito ao problema (R) e ao minimizador ((7(s),Z, z(s)), (a,@)). Entao existem
re WHH([S,T];R), p € WYY([S, T];R™), ¢ € WLL([S, T];R) e A > 0 tais que:

1. Satisfaz-se a condig¢ao da inclusao adjunta:

(=7(s), =p(s), —q(s))
€ c00ryn[(r(s), p(s), () F(7(s), y(s), v(5), ()] |20
= 00y )[(r(s),p(s),q(s)) (a(s), als) f(7(s), y(s),v(s))
(s)[f(7(s D] |7.5.20.8)

Conclusoes:

(=7(s), =p(s)) € cod(ryr(s) als) + p(s) als) f(7(s), y(s), v(s))
+q(s)als) [f(r(s),y(s),v(s)) =] |zgzom  (47)
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Do dltimo temos que

q(s) = constante.

Antes de passar a seguinte condig¢ao, definamos os seguintes:

U = Ux|[05,15],

o)
|

{(70,71,yo,y1,20721) : (Tan[)aTlayl) S Oam((T();Tl?yOaZOaZl)) < 5/}

9(1(9),y(9), 7(T), y(T), 2(5), «(T)) = g(7(8),y(S), 7(T), y(T))-

Observagao 4.5. Como m(7(S),7(T),5(S),z(S), 2(T)) < & (ver pdgina 41), o
ponto (7(S),7(T),5(S), 2(S), 2(T)) estd no interior da regido definida pela restri¢ao

m < ¢'. Neste caso, como estamos tratando de otimalidade local, a restricao m < ¢’
nao desempenha nenhum papel no cdlculo do cone normal limite a C' no ponto

(7(S), 7(T),4(S), y(T), 2(S), 2(T)). Temos, entdo, que

Ne(7(8),5(5), 7(T),5(T), 2(8), 2(T)) = Ne(7(8), 4(S), 7(T), 4(T)) x {(0,0)}.

. Satisfaz-se a condicao de transversalidade:

(r(8), p(S), =r(T), —p(T),a(S), —a(T))
€ A0g(7(8),5(9),7(T), 4(T), 2(5), 2(T)) + Ne(7(5), 5(5), 7(T), 4(T), 2(5), (7))
= M(0g(7(8),9(8), 7(T),y(T)),0,0)] + Ne(7(S5),5(5), 7(T),y(T)) x {(0,0)}
= A[(99(S,2(5),T,%(T)),0,0)] + Ne(S,2(5), T, 2(T)) x {(0,0)}
Conclusdes:

(a(9), =¢(T)) € A{(0,0)} +{(0.0)}.

Da tltima inclusao e do fato de termos concluido acima que ¢ é constante, segue

que

g(t) = 0. (4.8)
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Substituindo (E8) em (E=2):

(=7(s), =p(s)) € codylr(s) als) + als)p(s) f(7(s), y(s), v(s))] 75254

3. Satisfaz-se a condicao de Weierstrass:

(v,a)erggf({)ﬁ,l.s}{r(s) a+ap(s) f(7(s),4(s),v)}

= r(s)a(s) +a(s)p(s) f(7(s),5(s),0(s))
= 7(s) +p(s) f(s,2(s),u(s)) para q.t. s € [S, T).

Logo, para q.t. s € [S,T], para todo v € U e todo « € [0.5,1.5],

r(s)a+ap(s) f(7(s),4(s),v) < r(s) +p(s) f(s,Z(s),u(s))
& r(s)a+ap(s) f(s,2(s),v) <r(s) +p(s) f(s, 2(s),uls))
& alr(s) +p(s) f(s,7(s),v)] < r(s) +pls) f(s,2(s),uls))
< alr(s) +H(s, (s), p(s), v)] < 7(s) + H(s, Z(s), p(s), u(s)) (4.9)

Em (A9), para o = 1 temos:

Assim,

Igleagi’;’{(s,i'(s),p(s),v) = H(s,z(s),p(s), u(s)) para q.t.s € [S,T).

Em (B39), para v = u(s) temos:

) Yae€]0.5,1.5]
<0 Vael0.5 15
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se a = 1.5,

(0.5) [r(s) + H(s, 2(s), p(s), u(s))] <0 = r(s) + H(s, Z(s), p(s), u(s)) < 0.

Logo

= H(s,Z(s),p(s),u(s)) = —r(s)paraq.t.s €[S, T].

4. Satisfaz-se a condicao da nao-trivialidade dos multiplicadores:

(A (rp, ) # (0,(0,0,0)) = (A, p) # (0,0),

pois se (A, p) = (0,0), entao A =0 e p =0, logo

—r(s) = H(s,z(s),p(s),u(s))
= p(s)[f(s,z(s),u(s))
= Opara q.t.s € [S,T].

»

Portanto » = 0 e como ¢ = constante = 0, teriamos:

(A, (r,p,q)) = (0,(0,0,0)), absurdo!
Portanto, redefinindo r := —r, obtemos:

e (\.p)# (0,0);

o (#(s). ~(s)) € coDunyH(s. 7(5). pls). u(s)) para a.t. s € [S.T];

o (—r(8).p(3).r(T), ~p(T)) € A0g(S.7(8), T, 7(T)) + Ne(5.,2(3). T.2(T));
o H(s,2(s).p(s), (s)) = maxucy H(s, #(s). p(s), u) para .t. s € [3,T); o

o H(s,7(s).p(s).a(s)) = r(s) para q.t. s € 3,7

Observagao 4.6. Note que, como m < §' a ultima restri¢ao listada no problema (R) ndo
tem efeito na condicao de transversalidade e a varidvel de co-estado q associada com o

estado z € zero.

Todas as afirmagoes foram confirmadas!!! O
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4.2 O Principio do Maximo para o Problema de Bolza
com Tempos Finais Livres

Comecamos esta se¢ao tratando um problema de controle, que deriva um Principio
do Maximo com tempos finais livres extendido para problemas mistos, isto é, na funcao
de custo nao somente temos ponto final com tempos finais livres mas também temos um
termo integral. Logo, vamos considerar o caso continuamente diferencidvel das funcoes

envolvidas.

O Principio do Méximo com tempos finais livres (Teorema B7T) extende-se para co-
brir problemas com um termo integral na funcao de custo, isto é, problemas nos quais

procuramos minimizar um funcional na forma

A<Muﬂwmdwﬁ+ﬂ&$@%ﬂ$@»7

onde L : [S,T] x R" x R™ — R é uma fun¢ao dada. Isto é logrado introduzindo uma nova

variavel de estado z € R que satisfaz as relagoes

(t) = L(t, 2(t), u(t)),
z(S) =0.

Logo,
T T
/ Z(t)dt = / L(t,x(t),u(t))dt
S S
T
= z(T)—2(59) = / L(t,xz(t),u(t))dt
S
T
=2(T) = / L(t, z(t), u(t))dt.
s
O custo misto pode entao ser substituindo pelo custo puro no ponto final:
2(T) + g8, 2(8), T, 2(T)).

Sob condicoes apropriadas em L, temos um problema onde o Teorema do Principio do
Méximo com tempos finais livres (Teorema B) pode ser aplicado. Aplicando o teorema e
interpretando as conclugoes em termos dos dados temos o Principio do Maximo com tem-
pos finais livres para problemas com termos mistos, do tipo Bolza, no qual o Hamiltoniano

nao-Maximizado esta definido da mesma forma que no Capitulo B:

Ha(t,z,u) = H(t,x,p,u, \) =p- f(t,x,u) — AL(t, z,u).
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Portanto, o problema de controle 6timo a ser considerado agora é posto como:

[ Minimizar fST (t,z(t),u(t))dt + g(S,z(S), T, z(T))
s.a. arcosx € WH([S, T]; R™) e fungdes mensuraveis
u: [S,T] — R™ satisfazendo

(PB)'

#(t) = F(t,2(6), u(t)) para ..t € [5,T],

u(t) € U(t) para q.t.t € [S,T]e,

| (S,2(8), T,2(T)) € C.

Teorema 4.2. (O Principio do Mdximo com tempos finais livres para o pro-
blema (PB)’) Seja ([S,T), Z,u) um minimizador local em WY para o problema (PB)'.
Suponha que:

(H1) g € localmente Lipschitz continua;

(H2) Para x € R" fizo, L(-,x,-) e f(-,x,-) sdo L x B™ mensurdveis e existem § > 0
e fungoes kp,ky : [S,T] x R™ — R tais que t — kr(t,a(t)),t — kpf(t,u(t)) sdo
integrdaveis e, para q.t. t € [S, T],

|L(t", 2" u) — L(t', 2", u)| (EN|(E",2") = (', 2|V (", 2"), (t',2") € (t,Z) + 0B,
|f<t”7 xﬁﬂ u) - f(t/7 l‘/, u)' < kf<t7 ﬂ(t))|(t”, l’”) - (tlv I/)l v (tﬂv l’”), (tla 1:,) S (t7 j) + 5B7

AN
™
h
—~
“@F
I~

(H3) U(t) = UVt e R para algum conjunto de Borel U C R™.

Entao ezistem p € WY([S, T|;R"™), r € WY([S,T];R) e XA > 0 tais que
(1) (p,A) # (0,0);
(ii) (7(t), —p(t)) € coOayHa(t, 2(t), u(t)) para q.t. t € [S,T];
(iii) (=7(S),p(S),7(T),—p(T)) € X0g(S,2(5),T,x(T)) + Ne (S, 2(5), T, 2(T));
(iv) Ha(t, 2(t), u(t)) = maxuey Ha(t, (1), u) para q.t. t € [S,T);

(v) Ha(t, z(t),u(t)) = r(t) para q.t. t € [S,T).
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Demonstracao. Consideremos o seguinte problema de estado aumentado:

.

Minimizar [§(S, z(S), T, 2(T), 2(S), 2(T)) := [ L(t,x(t), u(t))dt
+9(5,%(5),T,2(T)) = 2(T) + g(5,2(5), T, 2(T))]

s.a. arcosz € WY ([S, T];R"), z € W ([S, T];R) e funcdes mensuréveis
(EA)' S w: [S,T] — R™ satisfazendo

i(t) = f(t,2(t),u(t), £(t) = L(t, z(t), u(t)) para q.t. t € [S, T,
u(t) e Ut

| (8.2(8), T,2(T), 2(S),2(T)) € C = C x {0} x R.

(t) para q.t.t € [S,T]e,

A tltima restri¢do do problema (FA)" também pode ser escrita como
(S,2(9),T,2(T)) € C,2(S) =0, 2(T) livre.

Agora as wvaridveis de estado sao duas x e z e as varidveis de co-estado associados as

variaveis x e z, respectivamente, também sao duas, digamos p e ¢, assim podemos colocar:

= ’ e R"!
z
D= (p) e R™M
q
z f
= R
(1)

No problema (EA)’, § é localmente Lipschitz continua pois

Sh

Além disso

g('r7 y? Z? w7 a/7 b) = b—i_g(x’y? Z7w) = h(b) +g(x7y7 Z7w)7
onde h(b) (a qual na verdade é a identidade) e g(x,y, z,w) s@o localmente Lipschitz
continuas.

Pelo Teorema do Principio do Méximo com tempos finais livres (Teorema B1), existem

p=(p,q) € WH([S, T|;R™Y), r € WHY([S,T];R) e A > 0 tais que:
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1. Satisfaz-se a condig¢ao da inclusao adjunta:

(7(t), =p(t), —d(t)) € €0z H (L, Z(t), 2(t), (1), q(¢), u(t))
= 00(a)(p(1) - f(1,2(2), u(t)) + q(O) L(L, 2(t), u(t)))
C codum(p(t) - ft,2(t),u(t)) + q() Lt, 2(1), u(t)))

(
z(t), u(
x{0} para q.t.t € [S,T].

Conclusoes:

(7(t), —p(t)) € coduu(p(t) - f(t,2(t),u(t)) +q(t)L(t, 2(t),u(t))), (4.10)
(—q(t)) € {0} = —4(t) =0 = q(t) = constante (4.11)

para q.t. t € [S,T].

2. Satisfaz-se a condicao de transversalidade:

pois

Conclusoes:

(=r(9),p(S),7(T), —p(T)) € Ag(S, 2(5), T, 2(T)) + Ne (S, 2(S5), T, 2(T))
(a(5), =¢(T)) € {(0, M)} + R x {0}. (4.12)

De (B12):

q(S) ¢ livre,
qT) = —AeR
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Logo temos que em (EIT),

N
S

gt) = —AVt €| (4.13)

I

e, em (E10),

(7(t), =p(t)) € codua)(p(t) - f(E, (1), u(t)) — AL(t, 2(t), u(t)))
= co0ugHa(t, Z(t),u(t)) para q.t. t € [S,T].

3. Satisfaz-se a condicao da nao-trivialidade dos multiplicadores:
((p.9), A) # ((0,0),0) = (p, A) # (0,0),
pois se fosse (p, A) = (0,0), entao p =0 e A =0, logo

((p,@): ) = ((p, =), A), (por (BT3))
— ((0,-0),0).

Assim ((p, q), A) = ((0,0),0), absurdo!

4. Satisfaz-se a condicao de Weierstrass:

H(E, 5(1), 2(1), p(2), (1), 4(1) = maxH(t, 5(2), 2(0), p(t), q(t), )
& plt) - f(1,3(0), 5(t) + ()Lt 50, a(0) = maxlp(t) - (£, 5(2), w) + (1)L (E, 5(2), 0]
& plt) - [t 2(6),a(0) = AL(t,3(0), (1) = max[p(t) - F(t,2(t),u) = AL(t,3(8), )
& Ha(t (), a(t) = maxHa(t, 3(t),u) para q.t.t € [S,T]

5. Pelo Teorema do Principio do Méximo com tempos finais livres (Teorema BI-(v)),

tem-se que H(t,z(t), z(t), p(t), q(t), @(t)) = r(t) para q.t. t € [S,T]. Logo
HAG, Z(t), a(t)) = H(E2(t), (1), p(t), q(t), u(t)) (pelo item 4)

= r(t) para q.t.t €[S, 7).

]

Observagao 4.7. No Principio do Mdxzimo com tempos finais livres para o problema
(PB), se L e f sao continuamente diferencidveis (L e f € C') em relagdo as varidveis

temporal e de estado, notemos o sequinte:
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1. Na condi¢ao da inclusao adjunta temos:

(7(t), —p(t)) = Vi Ha(t, Z(t), u(t)) para q.t.t € [S,T).

2. Na condi¢ao de transversalidade temos:

(—T(S),p(§>,T(T), —p(T)) - AVQ(S’E(S)7T7j(T)) S NC(‘§7E<S)7T7£(T))
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CAPITULO B

CONDICOES SUFICIENTES PARA PROBLEMAS DE
CONTROLE COM TEMPOS FINAIS LIVRES

No Capitulo @ obtivemos as condigoes necessarias para problemas de controle com
tempos finais livres, agora nds queremos obter as condigoes suficientes. Para isso nao
basta o estudo do Principio do Maximo com tempos finais livres, precisamos ter também
o estudo de invexidade generalizada, que denominaremos PM-pseudoinvexidade livre. Na
primeira secao vamos estudar a suficiéncia para problemas de controle com tempos finais
fixos (de [Z1]) e uma suficiéncia nova para problemas de controle com tempos finais livres

vai ser deixado para a segunda secao.

5.1 Condicoes suficientes para problemas de controle
com tempos finais fixos

A fim de tomar em conta os problemas anormais, a definigao da PML-pseudoinvexidade
apresentada na primeira subsecao envolve o multiplicador de custo e o arco adjunto
(do Principio do Méximo). Na segunda subsecao, é dado também uma versdo da PM-
pseudoinvexidade sem esses multiplicadores de Lagrange e, a relacao entre as duas defi-
nigoes ¢ estabelecida. Se a diferenciabilidade do funcional custo e das fungoes do campo
vetorial com respeito a varidvel de estado (nao necessariamente com respeito a varidvel
de controle) é assumido, entao as duas defini¢oes coincidem. A tltima subsegao é deixada

para alguns exemplos.
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Consideremos novamente o problema do tipo Bolza do Capitulo B:

(Minimizar F(z, u) == [T L(t, 2(t), u(t))dt + g(x(S), 2(T))
s.a. arcosz € WY ([S, T); R") e funcdes mensuréveis
w: [S,T] — R™ satisfazendo
2(t) = f(t, z(t),u(l)) para q.t. € [S,T],
u(t) € U(t) para q.t.t € [S,T]e,
[ (z(5),2(T)) € C,

(PB)

onde [S,T] é um intervalo, L : [S,T] XxR"xR™ - R, g : R"xR* - Re f:[S,T] x R" x
R™ — R™ sao fungoes, U : [S,T] ~» R™ é uma multifun¢ao ndo vazia, C' C R” x R” é um

conjunto fechado e, os tempos S, T estao fixos.

Definicao 5.1. Seja 2 C R x R™. Denotemos

I = {t:(t,z) € Q para algumz € R"},
Q = {x:(t,x) € Q}.

Dizemos que 2 é um tubo quando I € um intervalo e existem uma fun¢do continua w(t)

e uma fungao continua positiva € € I tais que
Q =w(t)+e(t)Bpara t €1,

onde B denota a bola aberta unitaria em R™. Se uma funcdo x definida em I dada € tal

que (t,z(t)) € Q para cada t € I, dizemos que x € S).

O Hamiltoniano nao-maximizado é denotado da mesma forma que no Capitulo B:

Ha(t,z,u) = H(t,x,p,u, \) =p- f(t,z,u) — A L(t, z,u).

Nesta subsecao, vamos supor vélidas as seguintes hipoteses:

(H1) g é localmente Lipschitz continua;

(H2) As fungoes L(-,x,-) e f(-,x,) sdo L x B™ mensuraveis, para cada = € R" e existem
fungoes £ x B™ mensuraveis kr, ky : [S,T] x R™ — R tais que para cada (t,u) €
GrU, as fungoes L(t,-,u) e f(t,-,u) sdo Lipschitz em €, de posto ki (t,u), ks(t, )
e, t — kr(t,a(t)),t — kg(t,u(t)) sdo integraveis.

(H3) GrU é um conjunto £ x B™ mensuravel.
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Deste modo, de acordo com o Teorema B2, podemos enunciar:

Teorema 5.1. (O Principio do Mdxzimo para (PB)) Seja (z,u) um processo dtimo

para (PB). Entdo existem p € WY([S, T];R") e, um escalar X (igual a 0 ou 1) tais que

[Pl +A > 0; (5.1)
—p(t) € O, Ha(t, z(t),u(t)) para q.t.t €[S, T; (5.2)
(p(S), =p(T)) € X0g((S), Z(T)) + Ne((S), #(T)); (5.3)
Mt (1), 6(1)) = max Ha(t 7(),w) para ..t € [S,7) (5.4)

Defini¢ao 5.2. 1. Quando existem p e A satisfazendo (52)-(0-4) dizemos que (Z,u) é
um " PM-processo de (PB).

2. Se A\ = 1, dizemos que (z,u) é um PM-processo normal e (PB) é denominado

normal em (Z,u).

3. Dizemos que (PB) é normal se é normal em qualquer PM-processo (Z,u) e que
(PB) ¢é anormal, caso contrdrio. Por exemplo, os problemas de controle dtimo com

C = Cy x R™ sao normais, onde Cy C R™ € um subconjunto fechado.
Definig¢ao 5.3. Dado (t,z,u) € [S,T]| xR"xR™ (t,z,p,u,A) € [S,T] xR" xR"xR™ xR
e a € (0,1) definimos os “operadores diferenca” A, L(t,z,u) : R™ — R, A, f(t,z,u) :
R™ — R™ e A, Ha(t,x,u) : R™ — R, respectivamente como:

A, L(t,x,u)(§) == Lit,z,u+ of) — L(th»u);

a
A, f(t,z,u)(€) = flt,x,u+ Ozi) — f(t,x, u);
Ao Halt, m,u) () = Ha(t, z,u+ ozi) — Ha(t,x,u)

p- flt,z,u+af) =X - L(t,x,u+ )] — [p- f(t,z,u) — A L(t,z,u)]

(0%
5.1.1 PML-pseudoinvexidade

Definiremos o conceito da 2PML-pseudoinvexidade e mostraremos que este conceito
¢ uma condicao suficiente da otimalidade: para um problema PML-pseudoinvexo todos
os processos que satisfazem o Teorema B (os PM-processos) sdo processos 6timos. Em

seguida mostraremos um lema técnico e finalmente este lema sera usado para mostrar a

!PM é uma sigla para Principio do Maximo.
2PM é uma abreviacdo para Principio do Méximo. L estd presente para indicar que os multiplicadores
de Lagrange estao envolvidos na defini¢ao.
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reciproca do primeiro resultado: os problemas tais que todos os PM-processos sao 6timos,

sao, necessariamente, problemas PML-pseudoinvexos.

Defini¢ao 5.4. Dizemos que (PB) é PML-pseudoinvero se para cada par de processos
admissiveis (x,u), (T,u) tais que F(z,u) < F(Z,u) existem um vetor (ns,nr) € R" x R”

e uma aplicagao & : [S,T] — R™ satisfazendo

(ns.nr) € Te((S),2(T)) (5.5)

(T denota o cone tangente de Clarke ao conjunto C no ponto (z(S),z(T)),

u(t) + a(t) € U(t) para g.t.t € [S,T] (5.6)
(vsvr) - (nsen)+ [ A H( 300, 70N EW)E > (5.7

Vae (0,1) eV(A\p) € {0,1} x WHH([S, T];R™) tais que

Pl +A >0, (5.8)
—p(t) € O, HA(t, (1), u(t)), (5.9)
(p(S), —p(T)) € Adg(x(S), Z(T)) + Ne(2(S), 2(T)). (5.10)

Aqui
(p(S), =p(T)) = A(vs,vr) + (vs, vr), (5.11)

onde
(vs,vr) € 09(2(S), Z(T)) e (vs,vr) € No(z(S), z(T)). (5.12)

Quando (1) satisfaz-se somente para X = 1, dizemos que o problema é PML-pseudoinvezo

normal.

Enfatizamos que na definicao acima
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e, denotamos

Teorema 5.2. Se (PB) é PML-pseudoinvexo (normal), entdo todo PM-processo (normal)

€ um processo otimo.

Demonstragao. Seja (z,u) um PM-processo de (PB) e procedamos por contradigao;
assumamos que (Z,u) nao é um processo 6timo, isto é, suponha que existe um processo
admissivel (z,u) tal que F(z,u) < F(z,u). Como (Z,u) ¢ um PM-processo, sabemos que
existe um escalar A = 0 ou = 1 e uma funcao absolutamente continua p : [S,7] — R"
satisfazendo (B)-(64). Como (PB) é PML-pseudoinvexo, existe um vetor (ng,nr) €
R™ x R™ e uma aplicagao & : [S,T] — R™ satisfazendo (53)-(5=1) para todo o € (0,1) e,
(particularmente) para o par mencionado (\,p). Porém, por (BI12) temos que (vg, vr) €
Ne(z(9),z(T)), assim (vg,vr) - (ns,nr) < 0 para todo (ns,nr) € Te(z(S),z(T)) (por
(64)). Além disso, por (54):

Ha(t, z(t),u(t)) > Ha(t,z(t),u),u € U(t) para q.t.t € [S,T].
Como por (B8) temos que u(t) + af(t) € U(t) para q.t. t € [S,T],

HA(L 2(1), u(t) = Hat, 2(t), u(t) + a&(t))-

Assim
Ay Ha(t, 2(t),u(t))(£(t) < 0(poisa > 0).
Logo,
(vs,vr) - (ns,nr) +/S Ay Ha(t, z(t),u(t))(&(t))dt <0, absurdo! pois contradiz (B22).

Portanto (z, @) é um processo 6timo, isto é, F'(z,u) < F(z,u) para todo processo admis-

sivel (x,u). O
O seguinte lema (que serd usado na prova do seguinte Teorema) pode ser visto como

uma caracterizagao dos PM-processos de (PB).

Lema 5.1. Seja (Z,u) um processo admissivel de (PB) e (A, p) € {0,1} x WLL([S, T]; R")
um par satisfazendo (E28)-(21D). Se existe o € (0,1) tal que (E-1) ndo satisfaz-se para
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quaisquer vetor (ns,nr) € R™ x R™ e aplicagao & : [S,T] — R™ dados satisfazendo (B)-
(@24), entao (z,u) € um PM-processo de (PB).

Demonstracao. Como satisfaz-se (5)-(510), temos que satisfaz-se (51)-(623), somente

falta mostrar (54). Procedamos por contradigdo; assumamos que

Ha(t,z(t),u(t)) = max Hy(t,Z(t),u) para q.t.t € [S,T]

uelU(t)

]

nao satisfaz-se, isto é, existe € > 0 tal que

sup Ha(t,Z(t),u) —e > H(t,z(t), u(t)) Vt € A,
uelU(t)

onde A é algum subconjunto de [S, T que tem medida positiva. Considere uma multifun-

cao U’ : [S,T] ~» R™ nao-vazia que é dada por
U't):={uecU(t): ¢(t,u) > 0},
onde ¢ : [S,T] x R™ — R é dada por

Ha(t, 2(1),w) — ¢ — Ha(t, 2(0), 0(1)), parat € A,
1, parat € [S,T] \ A.

o(t,u) =

Logo,

GrU = {(t,7) €[S, T]xR":v e U'(t)}
= {(t,7) €[S TI xR™: v € U(t) e ¢(t,7) € (0,+00)}
= {{t,7) € [STIxR™ vy e U®)} N {(t,7) € [S,T] x R™: ¢(t,7) € (0, +00)}
= GrUN¢ ((0,+00)).

)
)

Assim GrU' é L x B™ mensurdvel, pois GrU e ¢ 1((0,+00)) sao £ x B™ mensuréveis
(desde que satisfazem-se (H3) e (H2)). Pelo Teorema da Sele¢io Mensurdvel de Aumann®,
U’ tem uma selecao mensuravel, o que significa que existe uma func¢ao mensurdvel u tal

que u(t) € U(t) para q.t. t € [S,T] e
Ha(t, Z(t), a(t)) — e > Ha(t, Z(t), u(t)) para q.t. t € A.

Logo
/A[Hk(t, z(t),u(t)) — Ha(t, z(t), u(t))]dt > 0. (5.13)

3Teorema da Selecio Mensuravel de Aumann. Seja I' : I — R™ uma multifuncio nio-vazia.
Assuma que GrT' é £ x B™, entdo I' tem uma sele¢do mensurdvel. Para mais detalhes ver [I0].
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Seja (ns,nr) = (0,0) € Te(Z(S),Z(T)) e tome

{M parat € A

0, parat € [S,T]\ A.
Logo
B() + ab(t) = {ﬂ(t), parat € A,
u(t), parat € [S,T]\ A.
Assim u(t) + a&(t) € U(t) para q.t. t € [S,T] e, (613) fica

/ [Ha(t, z(t), a(t) + a(t) — Ha(t, (1), alt))]

«

dt >0 (poisa > 0)
& / Ay H(t, z(t), u(t))(&(t))dt > 0. (5.14)
A
Além disso

, parat € A,

a
0, parat € [S,T]\ A.

Ha(t, z(t),u(t)) — Ha(t, z(t), u(t))
Aq HA(E, 2(1), u(?))(§(2)) =
Como por hipétese existe o € (0,1) tal que
(vs,vr) - (ns,nr) +/ Ay Ha(t, z(t),u(t))(&(t))dt > 0

S

nao é verificada para quaisquer (ng,nr) € R" x R" e £ : [S,T] — R™ satisfazendo

(070) = (nS;nT> € TC<E(S)7‘7_:(T))7
u(t) + a&(t) € U(t)para q.t.t €[S, T],

tem-se que
0 > ) (o) + [ (70, T ED)
= [ Aumia a0, m o))
_ /A Ao H(t B(1), G0 (€ )dt.
Assim

/AAa Ha(t, z(t),u(t))(&(t))dt <0, o que contradiz (B14).

Portanto (54) satisfaz-se e assim existem A, p satisfazendo (B)-(634), isto é, (z,u) é um
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PM-processo de (PB). O

Teorema 5.3. Se (PB) € tal que todo PM-processo (normal) é um processo dtimo entdo

ele € um problema PML-pseudoinvexo (normal).

Demonstragao. Procedemos por contradi¢ao; assumamos que (PB) ndo é um problema
PML-pseudoinvexo, logo pela Definicao b4 existem um par de processos admissiveis
(z,u), (Z,u) tais que F(z,u) < F(Z,u), um escalar o € (0,1), um escalar A € {0,1}
e uma funcado absolutamente continua p : [S, 7] — R™ satisfazendo (E8)-(510) tais que
(677) nao satisfaz-se ® para quaisquer vetor (ng,nr) € R" x R” e aplicagao £ : [S,T] — R™
dados satisfazendo (53)-(68). Logo, pelo Lema B, (Z,u) é um PM-processo e, por hi-
pétese ele é um processo 6timo, isto é, F'(z,u) > F(Z,u) para todo processo admissivel
(x,u), o que contradiz o fato de que F(x,u) < F(Z,u). Portanto (PB) é um problema

PML-pseudoinvexo. O

Segue-se diretamente dos Teoremas b2 e o teorema abaixo:

Teorema 5.4. (PB) é PML-pseudoinvezo (normal) se, e somente se, ele € tal que todo

PM-processo (normal) é um processo dtimo.

5.1.2 PM-pseudoinvexidade

Agora é estabelecido o que seria a generalizacao “natural” da SPM-pseudoinvexidade
apresentada em [24] para problemas de controle 6timo suaves a néo suaves e, logo, vamos
estudar a relacao entre esta generalizacao “natural” da PM-pseudoinvexidade e da PML-

pseudoinvexidade definida na subsecao passada.

A definicao abaixo dada, a qual pode ser vista como uma generalizacao aparente
da PM-pseudoinvexidade dada em [Z4], ndo envolve o multiplicador de custo A e o arco

adjunto p.

Definicao 5.5. Dizemos que (PB) é PM-pseudoinvexo se para cada par de processos

admissiveis (z,u), (z,u) de (PB) tais que F(x,u) < F(Z,u) e para cada tripla ((,~,1),

4Note que (vg, vr) satisfazem (E0) — (B12).
5PM é uma abreviacao para Principio do Maximo.
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onde
C(t) € 0, L(t,z(t),u(t)) para q.t.t € [S, T,
v = (s, 7r) € 09(2(5), #(T)),
9(t) € 0, f(t,2(t),a(t)) para ¢.t.t € [S, T,
existem
n(t) = neqyo(t x(t),ut), 2(2), u(t))
E(t) = Eeyo(t, x(t), ult), z(t), ult))
satisfazendo
n(t) =9()n(t) + Aaf(t, 2(t), u(t))(€(t) para ¢.t.t € [S,T7,
(n(S),n(T)) € Te(z(S), 2(T)),
u(t) + a&(t) € U(t) para g.t. t € [S,T],

T

(vs5vr) - (0(S), n(T)) +/ [€(@) - n(t) + Ao L(t, 2(1), u(t)) (1))} dt <0,

S

para todo a € (0,1).

(5.15)
(5.16)
(5.17)

(5.18)
(5.19)
(5.20)

(5.21)

Observagao 5.1. Note que em ([B20), u(t) + a&(t) pode ser visto como uma variagdo no

controle u(t) e as solugoes de (BI8)-(TA) como as variagoes respectivas da trajetoria

z(t). Agora considerando (8=21), o par (n,€) de alguma maneira, desempenha o papel de

uma dire¢do de descida para o funcional objetivo F' de (PB).

Teorema 5.5. Se (PB) é PM-pseudoinvezo, entao ele é PML-pseudoinvezo normal.

Demonstragao. Tome um « € (0, 1) arbitrario e uma solugao p de

—p(t) € Oy Ha1(t, Z(t), u(t)) para q.t.t € [S,T],
(p(S), =p(T)) € 19g((S), z(T)) + No(2(S), 2(T)),

lpl| +1 > 0.

Mas

0o (t,2(t),u(t)) = ulp(t) - f(t,2(t),u(t)) — 1~ L(t, 2(t), u(t))]
. _
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Assim temos

(1)) = OuL(t, 2(t), u(t)),

—p(t) € p(t)0uf(t, 2(t),
2(5),2(T)) + No(2(5), 2(T)),

(p(S), —p(T)) € dg(x(S
Ilpll +1>0.

Logo existem ((t) € 0, L(t, &(t), a(t)) para q.t. t € [S,T], v = (vs,7r) € dg(2(5), (7)),
I(t) € 0.f(t,2(t), u(t)) paraq.t. t € [S,T] (assim que satisfaz-se (613)-(5112)) e (vs, vr) €
Ne(z(S),z(T)), tais que

— p(t) = p(1)0(t) = ¢(t) (5.22)

(p(S), —p(T)) = (vs,77) + (vs,vr) & (p(S) —vs, —p(T) — 1) = (vs, V1)
SpS)—vs=vs e —p(T)—vr=vr. (5.23)

Sejam (x,u), (Z,u) processos admissiveis de (PB) tais que F(z,u) < F(z,u). Como

satisfaz-se a Definicao b3 existem

n(t) = 1cy.0(t, 2(t), ult), #(t), u(t))

E(t) = Ecpw(t, x(t), ult), z(t), u(t))

satisfazendo (EE&)—(E‘ZII), em particular satisfazendo (63H)-(6M). Somente falta mostrar
que 0 < (vs,vr) - (n(S),n +fs Ay Hooi(t, z(t), u(t))(&(t))dt. De fato, por (B=21),

T

(vs,vr) - (n(S), n(T)) +/ [€(@) - n(t) + AaL(L, 2(2), u(?)) (€(1))] dt < 0.

S
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Assim

T

0 < —(VS,VT)-(W(S),??(T))—/ [C(&) - n(t) + Ao L(t, (1), ult)) (£(1))] dt

S

_ / p(t) - 0(t)dt — / p(t) - 0(t)dt — (s, 7r) - (7(S), n(T))
_ / [C(8) - () + A L(t, 2(t), a(t)) (1)) dt

= /Sp(t)'[ﬁ(t)n(t)+Aaf(tf(t)aﬂ(t))(ﬁ(t))]dt—/S p(t) - n(t)dt — (vs,7r)
'(U(S)aU(T))—/S [C(@) - n(t) + Ao L(t, (1), u(t))(£(2))] dt - (por (BIR))

T

= /S[p(t)ﬁ(t)—C(t)]'n(t)dt—/g p(t) - n(t)dt — (ys,vr) - (n(S), n(T))

-/ p(t)-n(t)dt—{p<T>~n<T>—p<s>-n<s>— / p(t)-n<t>dt]—<73,m

{(n(5),n(T)) +/S (1) - Ao f (8, 2(t), u(t))(E(1)) — AaL(t, 2(t), u(t))(£(1))] dt

(por (B=22) e por integracao por partes)

— (ws.vr) (n(S / Hoer (8, Z(t —|—oz§(a)) HA=1(t,f(t),ﬂ(t))dt
(por (623))

= ) )0 + [ A 0,50, 5O €0

Assim existem (ns, nr) = (n(S),n(T)) e £(t) satisfazendo (BH)-(B22), isto é, (PB) é PML-

pseudoinvexo normal. O]

Dos Teoremas b3 e b2 temos os seguintes corolarios:

Coroléario 5.1. Se (PB) é PM-pseudoinvezo, entdo todo PM-processo normal é um pro-

cesso dtimo.

Demonstracao. Como (PB) satisfaz a Definigao 53, pelo Teorema 53 (PB) é PML-
pseudoinvexo normal. Portanto, pelo Teorema b2 todo PM-processo normal é um pro-

cesso Otimo. O

Corolario 5.2. Suponha que (PB) é normal, entio se (PB) é PM-pseudoinvexo, todo

PM-processo € um processo otimo.
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Demonstracao. Como (PB) é normal, (PB) é normal em qualquer PM- processo (z, ).
Assim, (Z,u) qualquer é um PM-processo normal. Logo, pelo Corolario B (z,u) é um

processo 6timo. Portanto, todo PM-processo é um processo 6timo. O

No resultado seguinte vamos considerar que temos suavidade em relacao a variavel de

estado:

(HO) As fungoes L(t, -, u) e f(t,-, u) sdo continuamente diferencidveis (L(t, -, u) e f(t,-,u) €
C1) para cada (t,u) € GrU.

Teorema 5.6. Suponha que vale (H0). Se (PB) é PML-pseudoinvexo normal, entdo ele
¢ PM-pseudoinvezxo, isto €, para cada par de processos admissiveis (x,u), (T, u) tais que

F(z,u) < F(z,u) e cada tripla (¢,7,9), onde

C(t) € 0, L(t, 2(t), u(t)) = {La(t, 2(t), a(t))} = C(t) = Lu(t, 2(1), u(t)) para q.t.t € [S,T],

v = (ys:71) € 9g(2(8),2(T)) = {Vg(z(S), (1))} = (vs,77) = Vg(2(S), 2(T)),
I(t) € 9, f(t, 2(t),u(t)) = {fo(t, 2(t), a(t))} = I(t) = fu(t,2(t), a(t)) para g.t.t € [S,T1,
existem
n(t) = n¢q(t, x(t), ult), (), u(t))
§(t) = &cpo(t, x(t), u(t), 2(t), u(t))
satisfazendo

(t) = 9()n(t) + Ao f (L, 2(1), u(t))(£(1))

= [2(t, 2(t), u())n(t) + Ao f (¢, Z(t), ult))(&(t)) para q.t.t € [S,T], (5.24)
(n(S),n(T)) € Te(z(5), 2(T)), (5.25)
u(t) + a&(t) € U(t) para g.t.t € [S,T], (5.26)
0> (ys,7r) - (0(S), n(T)) +/S [C() - n(t) + Ao L(t, (1), ult))(£(1))] dt

= Vg((5), 2(T)) - (n(S),n(T)) +/S [La(t, 2(2), u(t)) - n(t) + Ao L(t, 2(1), u(t)) (E(2))] dt,
(5.27)

para todo o € (0,1).

Demonstracao. Sejam (z,u), (Z,u) um par de processos admissiveis tais que F'(x,u) <
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F(z,u). Tome um « € (0,1) arbitrario e considere uma solucao p(t) de

—p(t) = fo(t, Z(t), a(t)) "p(t) — La(t, 2(t), u(t)) (5.28)
= (Ha=1)(t, z(t),u(t)) para q.t.t € [S, T
satisfazendo

(p(5), =p(T)) € 0g(x(5), 2(T)) + Ne(2(5), 2(T)) = Vg(2(5), Z(T)) + Ne(2(5), 2(T)).

Assim

Como (PB) é PML-pseudoinvexo normal, em particular satisfaz-se (512):
(V37 VT) € NC(E(S% j.(7-'))7

além disso, temos a existéncia de (ns,nr) € To(z(S),z(T)) e £ : [S,T] — R™ satisfazendo
(63)-(B22). Seja n(t) uma solucao de

n(t) = fo(t,2(8),ult))n(t) + Ao f(t, 2(t), u(t))(§(t)) para q.t.t € [S, T]
(n(S).n(T)) = (ns,nr) € Te(2(5), 2(T)).

Assim (B724)-(E728) sao satisfeitos, somente falta mostrar que

Vg(if(S),i‘(T))-(U(S)w(T)H/S (L (8, 2(2), u(t)) - n(t) + Ao L(t, (1), u(t))(£(1))] dt < 0.
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De fato,
—Vg(z(S),z(T)) - (n(S),n(T)) —/S [La(t, (1), u(t)) - n(t)
TAL(E, Z(t), u(t))(§(t))]dt
= —Vyg(z(9),z(T)) (77(5)>77(T))+/S p(t) n(t)dt—/s p(t) - n(t)dt

= —Vyg(z(5),2(T)) (77(5)777(T))+/S p(t) - [fe(t, 2(2), u(t))n(t)
+Af(t, 2 (t), u(t))(E(@)ldt + (p(S), =p(T)) - (n(S), n(T)) + /S p(t) - n(t)dt

- / (L (b, 2(0), 8(0)n(e) + AaL(t, 2(2), a(8)) (€(2))]dt
= ((pS), —p(T)) — Vg(2(S), 2(T))] - (n(S).n(T))
" / ot 2(0), a(0)Tplt) — Lat, 2(2), a(t)) + p(2)] - n(t)dt

+/S [p(t) - Ao f(t,2(1), u(t))(E()) — DaL(t, 2(2), u(t))(E(t))]dt

— (wsovr) - (1(S).n(T)) + / —5(t) + (1)) - n(t)dt (porEZS)

+ /S [p(t) - A f (£, 2(t), u(t))(§(1) — AaL(t, T(1), (1)) (£ (1)) ]dt
= (vg,vr) - (n(S),n(T)) +/S Hoaoa (8, 2(t), u(t) + a&(t)) — Haza (8, Z(1), a<t>)dt

«

= (VsWT)'(n(S)ﬂ?(T))Jr/S Ao Ha=a (8, 2(1), u(t))(§(2))dt
> 0 (por (7)),

onde (v, vr) = (p(S), —p(T)) = Vg(&(S), #(T)) € No(#(S), #(T)).

Assim existem n(t) e £(t) satisfazendo (B224)-(B27), isto é, temos que satisfaz-se a

PM-pseudoinvexidade. O

Segue-se diretamente dos Teoremas b3 e b o resultado a seguir:
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Teorema 5.7. Suponha que vale (H0). (PB) é PM-pseudoinvezo se, e somente se, (PB)

¢ PML-pseudoinvexo normal.

Dos Teoremas b3 e b8 temos:

Corolario 5.3. Suponha que vale (H0). Se (PB) é tal que todo PM-processo normal é

um processo dtimo, entio (PB) é PM-pseudoinvexo.

Demonstracao. Como (PB) é tal que todo PM-processo normal é um processo étimo,
pelo Teorema B3 (PB) é um problema PML-pseudoinvexo normal. Portanto, pelo Teo-
rema b8 (PB) é PM-pseudoinvexo. O

Dos Corolarios Bl e temos:

Corolario 5.4. Suponha que vale (H0). (PB) é PM-pseudoinvezo se, e somente se, ele

€ tal que todo PM-processo normal é um processo otimo.

Demonstracao. Como (PB) é PM-pseudoinvexo, pelo Corolario b1 (P B) é tal que todo
PM-processo normal é um processo étimo. Reciprocamente, como (PB) é tal que todo
PM-processo normal é um processo 6timo, pelo Corolario b33 (PB) é PM-pseudoinvexo.

[]

Dos Corolarios B2 e temos:

Corolario 5.5. Suponha que vale (HO) e que (PB) € normal. (PB) é PM-pseudoinvero

se, e somente se, ele € tal que todo PM-processo € um processo otimo.

Demonstracao. Como (PB) é PM-pseudoinvexo, pelo Corolario B2 (PB) é tal que
todo PM-processo é um processo étimo. Reciprocamente, como (PB) é tal que todo

PM-processo é um processo 6timo, pelo Coroldrio 623 (PB) é PM-pseudoinvexo. O

Observagao 5.2. A hipdtese (HO) € importante na prova do Teorema B0 para obter a

sequinte inclusao:
O(t) "p(t) — (1) € DuHam (t, T(t), a(t)),
onde V(t) € O, f(t,Z(t),u(t)) e ((t) € O, L(t, z(t),u(t)).
Se na defini¢ao da PML-pseudoinvezidade (Defini¢iao B-4) a inclusao

—p(t) € O, HA(t, Z(t), u(t)) para g.t.t € [S,T] (5.29)
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€ mudada para:

—p(t) € 0. f(t,Z(1),u(t)) "p(t) — N0 L(t, 2(t),u(t)) para q.t.t € [S,T], (5.30)

vemos facilmente que a equivaléncia entre a PML-pseudoinvexidade e a PM-pseudoinvexidade
satisfaz-se sem a diferenciabilidade (hipdtese (H0)). Porém, a prova do Lema B2 agora jd

nao é mais satisfeita, a menos que nos denominemos um par (x,u) como um PM-processo

se ele satisfaz (1), ([230), (B23), (6-4) em vez de (@), (53),(E23),([04). Por isso, alguns

resultados, como o Teorema =3, ndo sao satisfeitos.

Observemos também que, tal modificagao ((E=30) em vez de (B2Z3)) resulta em uma
nocao mais fraca da PML-pseudoinvexidade, no sentido de que um problema dado pode
ser PML-pseudoinvexo conforme a definicio nao mudada e nao ser PML-pseudoinvexo
conforme a definicao mudada. Claro, isto ocorre pois a regra da soma nao € satisfeita

pela subdiferencial de Clarke.

5.1.3 Alguns exemplos

Agora apresentamos alguns exemplos simples que mostram as caracteristicas das no-

¢oes da invexidade generalizada.

Consideremos primeiro o exemplo dado em [23], onde um problema de controle 6timo

nao-invexo (e, portanto nao-convexo) é estudado.

Exemplo 5.1. Mostraremos que o sequinte problema é PML-pseudoinvexo normal.

(

1
Minimizar F(u) = / [1 — exp(—u(t))]dt

0
s.a. arcosz € WH([S,T);R") e fun¢des mensurdveis
w: [S,T] — R™ satisfazendo

= —x(t) + (u(t)?, t € 0,1],

\

To(x(0),z(1)) = {0} xR
Ne(2(0),2(1)) = R x {0},

para qualquer trajetoria x.
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Sejam (z,u), (Z,u) um par de processos admissiveis tais que
1 1
& / [1 —exp(—u(t))]dt < / [1 — exp(—u(t))]dt.
0 0

Assim existe um subconjunto A de [0,1] de medida positiva tal que

1 —exp(—u(t)) < 1—exp(—u(t))
< 0<u(t) <u(t)vVte A (5.31)

Temos que mostrar a existéncia de n e & satisfazendo (23)-(1). Sejam o € (0,1) e p

uma solucao de
—p(t) = p(t) fo(t, 2(t), u(t)) — Lo(t, 2(t), u(t)) = p(t) - (=1) — 0 = —p(t),

com (p(0), —p(1)) € 9g(z(0),2(1)) + Ne(2(0),2(1)) = Ne(#(0),2(1)) = R x {0}. Deste
modo, p = 0.

Tomemos (ns,nr) = (0,0) € Te(2(0),z(1)) e

(1) = {u(t) —a(t), parat € A
0, parat ¢ A.

Temos
a0) + ok (t) = {au(t) + (1 — a)u(t) >0, parat € A,

u(t) > 0, parat ¢ A.

Logo (EZ3)-(1578) sao satisfeitos, somente falta mostrar que

T

(vs,vr) - (s, 1) +/S AHoor (8, Z(t), a(t))(E(t))dt > 0.

De fato, como
u(t) + a&(t) = au(t) + (1 — a)u(t) < u(t) (por(B33W))Vt € A,

tem-se que

(t) — a€(t)] — [1 — exp(—a(t))] < 0 Vt € A. (5.32)

I

[1 —exp(—
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Além disso como

(0,0) = (p(0), =p(1)) = (vs,77) + (vs, 1)

(vs,7r) € 9g(2(0), 2(1)) = (0,0),

temos que (vs,vr) = (0,0). Logo

(v, vr) - (s r) — /S AoHoos (1, 2(1), (1)) (E(1)) dt
= é/g [L(t,z(t),u(t) + a«&(t)) — L(t, z(t), u(t))] dt (poisp = 0)
= o [ (@ ew(-at) - ag®)] - 1~ expl-a(t))
S
< 0 (por(B332)).

Logo para cada par de processos admissiveis (x,u), (z,u) tais que F(u) < F(u), existem
um vetor (ns,nr) € R*xXR™ e uma aplicagao & : [S, T] — R™ satisfazendo (B)-(6-1) para
todo o € (0,1), isto €, nosso problema de controle étimo é PML-pseudoinvexo normal e

como (HO) satisfaz-se, pelo Teorema B, temos que o problema de controle étimo é PM-

pseudoinvero.

Agora consideraremos um problema de controle onde f é linear em (x, u).

Exemplo 5.2. Mostraremos que o sequinte problema é PM-pseudoinvexo.

(

Minimizar F(x) = /01 min{x(t) — exp(—t), 2z(t) — 2exp(—t)}dt
s.a. arcosz € WH([S, T]; R") e fungoes mensurdveis

u: [S,T] — R™ satisfazendo

(t) = —o(t) +u(t), t €[0,1],

(t) € 0,1], t € [0,1] e,

(0) =1.

Solugao. Neste caso temos C' = {1} x R, logo

T

u

T
\

To(2(0),2(1) = {0} xR
Ne((0),2(1)) = R x {0},
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para qualquer trajetoria x.

Assim, se (x,u) é um processo admissivel entao ® a solugdo da equagdo linear &(t) =

—z(t) + u(t) com x(0) =1 estd dada por:
xz(t) = exp(—t) (1 —|—/0 exp(r)u(7)d7'>
= exp(—t)+ /Ot exp(1 — t)u(7r)dr para q.t.t € [0,1].

Sejam (z,u) e (T,u) um par de processos admissiveis tais que F(z) > F(x). Para cada

tripla (¢,v,9), onde

C(t) € 0,L(t,z(t),u(t)) = ((t) > 0para q.t.t € [0,1]
Y= (’70:'71) € 59(@'(0),@(1)) = (0’0) = 7= (/70771) = (070)7
I(t) € Ouf(t, (1), u(t)) = =1 = I(t) = —1para q.t.t €[0,1],

temos que mostrar a existéncia de n e & satisfazendo (EI8)-(@Z1).

Sejam (C(t),—1) € G,L(t, Z(t), a(t)) x {fo(t, (1), a(t))}, t € [0,1]. Seja o € (0,1).

Entao, para qualquer solucao de

N(t) = (=1) - 0(t) + Aaf (£, 2(1), u(t)) (1) = —n(t) + £(t) para g.t.1 € [0, 1],

pois
FE R, An)Ew) = St z(t),ult) + afg)) — f(E,z(t),u(t))
_[=x) +alt) + og(t)] — [—2(t) + u(t)]
= £(),
temos que:
n(t) = exp(— +/OexpT—t T)dT para q.t.t € [0, 1].

Tomando (n(0),n(1)) € Te(z2(0),z(1)) = {0} x R temos n(0) = 0, de modo que

n(t) = /0 exp(T — t)&(7)dr para ¢.t.t € [0, 1].

6 A solucdo da equacdo linear & = Ax + Bu estd dada por:

(1) = exp(At) (m(O) + /0 t eXp(—AT)Bu(T)dT) .
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Como F(z) > F(x),
0> F(x) — F(Z)

/ min{xz(t) — exp(—t), 2x(t) — 2exp(—t)}dt — /0 min{Z(t) — exp(—t), 2Z(t)

— 2exp(—t)}dt

/ (x(t) — exp(~ >> (2(t) — exp(—t)))dt

Kexp eXp r— tulr )dT) - (exp(—t) + /0 exp(r — (e )dT)] dt
:/0 /OeXpT—t w(r) — a(r)]drdt.
Portanto
/0 1 /O exp(r — Dfulr) — a(r)jdrdt < 0. (5.33)

Agora, se u(t) > u(t) para q.t. T € [0, 1], temos que

/0 /0 exp(tT — t)[u(r) — a(7)]drdt > O,
o que contradiz (E233).

Assim existe um subconjunto A de [0, 1] de medida positiva tal que u(t) < u(1), T € A.

Tomemos
u(t) —u(t) <0, parat € A,
§(t) =
0, parat ¢ A,

= a(t) + ag(t) = {a“(t) + (1= a)u(t), parat € A

u(t), parat ¢ A.
Desde que au(t) + (1 — a)u(t) e u(t) € [0,1] temos que u(t) + a&(t) € [0, 1].

Como (79,71) = (0,0) e

o)
= 0
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temos que

(%,71)'(?7(0)777(1))+/0 [€(t) - n(t) + Ao L(t, 2(2), u(t)) (£(2))]dt

_ /1 ) - [/texp(T—t)f( )dT} dt
_ //g exp(r — 1)E(T)drdt < 0,

pois ((t) > 0,exp(T —t) > 0 e {(7) = u(r) — u(7) < 0. Logo para cada par de processos
admissiveis (z,u) e (Z,u) de nosso problema de controle 6timo tais que F(z) > F(z) e
para cada tripla ((,7, ) existem n e € satisfazendo (BI8)-(h=21) para todo « € (0, 1), isto
é, nosso problema de controle é PM-pseudoinvexo. Mais do que isto, o problema é PML-
pseudoinvexo normal (pelo Teorema B3) e todo PM-processo normal é um processo étimo
(pelo Teorema B4). Claramente (Z(t), u(t)) = (exp(—t),0), t € [0,1], é um PM-processo

e assim ele é um processo étimo.

Observagao 5.3. No ezemplo anterior, se ([0,1]\ A) tivesse medida nula teriamos &(t) =
u(t) —u(t) en(t) = x(t) — z(t) para g.t. t € [0,1]. Este sempre serd o caso se f(t,z,u)
¢ da forma linear A(t)z(t) + B(t)u(t) e, &(t) = u(t) — a(t) para q.t. t € [S,T] é uma
escolha apropriada, isto €, com sistemas lineares e a escolha £(t) = u(t) — u(t) para g.t.
t € [S,T], teremos n(t) = x(t) — Z(t) para q.t. t € [S,T]. Assim, neste caso, sempre que
L(t,x,u) seja continuamente diferencidvel com rela¢ao a ambos x e u, o problema serd
PML-pseudoinvexo se, e somente se, F' é pseudoconvezxa.

Porém notemos que quando I nao é pseudoconvexra o problema pode ainda ser PML-

pseudoinvero escolhendo E(t) diferente de &(t) = u(t) — u(t) para q.t. t € [S,T].

5.2 Condicoes suficientes para problemas de controle
com tempos finais livres

Nesta secao, propomos uma nova versao de PM-pseudoinvexidade, apresentada na
secao anterior, mas agora, para problemas com tempos finais livres. Esta definicao nao
utiliza explicitamente os multiplicadores de Lagrange, mas requer hipoteses de diferenci-
abilidade para as fungoes g e f(¢,.,u). Finalmente, damos alguns exemplos de problemas

PM-pseudoinvexos livres.

Consideremos novamente o problema do tipo Mayer com tempos finais livres (T'L)’
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do Capitulo &:

(

Minimizar g(S, z(S), T, z(T))
s.a. intervalos [S, T, arcosz € WH([S, T|; R") e fungoes mensurdveisu : [S, T] — R™
satisfazendo

x(t) = f(t,x(t),u(t)) para q.t.t € [S, T,

(TLY

u(t) € U(t) para q.t.t € [S,T]e,
(5, 2(9), T, x(T)) € C,

onde g : RM*nH+n s Re f: R x R* x R™ — R” sao funcoes dadas, U : R ~» R™ ¢
uma multifuncao nao-vazia, ¢ C R*"+1+7 & um conjunto fechado e, os tempos S, T estao

livres.

Nesta secao, vamos supor validas as seguintes hipdteses:

(H1) g é continuamente diferencidvel;

(H2) A funcao f(t,x,-) é L x B™ mensuravel, para cada (t,z) € [S,T] x R" e existe uma
funcao £ x B™ mensuravel ky : R™ — R tal que para cada u € U, a funcao f(-, -, u)

é continuamente diferencidvel em (2, de posto ks(u) e, t — ky(u(t)) é integravel.

(H3) GrU é um conjunto £ x B™ mensurdvel.

Deste modo, de acordo com o Teorema E-I, podemos enunciar:

Teorema 5.8. (O Principio do Mdzimo para (T'L)’) Seja ([S,T), %
étimo para (TL). Entdo existem p € WHY([S, T];R™),r € WHL([S,T];R) e, um escalar
A (igual a 0 ou 1) tais que

, W) um processo

(p, A) # (0,0); (5.34)
(7(t), =p(t)) € Vi H(t, (1), p(t), u(t)) para g.t.t € [S,T];; (5.35)
(=r(8),p(8),7(T),—p(T)) € AVy(S,%(S),T,z(T)) + No(S,2(5), T, 2(T));  (5.36)
H(t, z(t),p(t),u(t)) = rilea(}(’}{(t,:c( ), p(t),u) para q.t.t € [S,T); (5.37)
H(t,z(t),p(t),u(t)) = r(t) para q.t.t €[S, T). (5.38)

Definigao 5.6. 1. Quando existem p,r e \ satisfazendo (0-34)-(0=38) dizemos que
([S,T),z,u) é um PM-processo de (TL)'.
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2. Se A =1, dizemos que ([S,T),Z,u) é um PM-processo normal e (T'L)" é denominado

normal em ([S,T),z, ).

3. Dizemos que (TL) é normal se é normal em qualquer PM-processo ([S,T), %, u) e
que (TL)" é anormal, caso contrdrio. Por exemplo, os problemas de controle ¢timo

com C' =R x Cy x R x R"™ sao normais, onde Cy C R™ € um subconjunto fechado.

5.2.1 PM-pseudoinvexidade livre

Nesta secao, definiremos o conceito da PM-pseudoinvexidade livre e, mostraremos que
este conceito é uma condicao suficiente de otimalidade. Os resultados serao estabeleci-
dos fazendo uso de hipoteses de diferenciabilidade das funcoes envolvidas com respeito
a variavel de estado (ndo necessariamente com respeito a variavel de controle): para os
problemas PM-pseudoinvexos livres todos os processos normais que satisfazem o Teorema
BR (0os PM-processos normais) sao processo 6timos. Utilizando um lema (Lema B2, nesta
Se¢ao), mostramos a reciproca: os problemas tais que todos os PM-processos sao étimos,

sao, necessariamente, problemas PM-pseudoinvexos livres.

A definicao dada abaixo nao envolve o multiplicador de custo A e o arco adjunto p.

Defini¢ao 5.7. Se g e f(t,-,u) sdo continuamente diferencidveis, dizemos que (TL) é
PM-pseudoinvezo livre se para cada par de processos admissiveis ([S, T, z,u), ([S,T], z, @)
de (TL)" tais que

9(8,2(8), T,z(T)) < (S, 2(5),T,%(T))

existem

axs
=
I
axs
=
19
~
8
=
IS
=
=
S
&I
—~
=
I~
=

onde n:= (1, m2) : [S,T] = R xR e & := (&,&) : [S,T] — R™ x R, satisfazendo

772(t) = ft(t7 j@)? ﬂ(t))ﬁl (t) + fa: (ta j(t)v ﬂ(t))UZ(t> (539)
FALf (8 2(E), u(t))(6(F) + &2(0) f (2, Z(t), ult) + a&i(t))
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para q.tt €[S, T),

(m(S), m2(S), m(T),ma(T)) € Te(S,2(S), T, 2(T)) (5.40)

(Tc denota o cone tangente de Clarke ao conjunto C no ponto(S,z(S),T,Z(T))),

(a(t) + a&i(t), 1+ a&(t)) € U(t) x [0.5,1.5] para q.t.t € [S,T], (5.41)
V(S 2(9), T, 2(T)) - (m(S),m2(S), m(T), m2(T)) <0, (5.42)

para todo a € (0,1).

Teorema 5.9. Se g e f(t,-,u) sao continuamente diferencidveis e se (T'L)" é PM-pseudoinvexo

livre, entao todo PM-processo normal € um processo otimo.

Demonstragao. Seja ([S,T],7,4) um PM-processo normal de (T'L)" e procedemos por
contradigao. Suponhamos que ele nao é um processo 6timo, isto é, suponhamos que existe
um processo admissivel ([S,T],z,u) tal que g(S,z(S),T,z(T)) < ¢(S,z(S),T,z(T)).
Como ([S,T], 7, %) é um PM-processo normal, existem fungoes absolutamente continuas

p:[S,T] =R er:[S,T] — R eum escalar \ igual a 1 satisfazendo (5-34) — (538 e, se

fazemos a seguinte mudanca de varidvel x(t) = —7(t), t € [S,T], temos que:
(p. 1) # (0,0); (5.43)
(—X(8), —p(1)) € Veay (L, 5(1), p(t), 5(t)) para q.t.t € 5,7, (5.44)
(x(8),p(S), =x(T), =p(T)) € Vg(5,2(8), T, 2(T)) + Ne(5,2(9), T,2(T));  (5.45)
H(t, 2(1), p(t), u(t)) = maxH(t, (1), p(t), u) para q.t.t € [9,T]; (5.46)
H(t,z2(t),p(t), u(t)) = —x(t) para q.t.t € [S,T]. (5.47)
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= J (v, v, 3,1) € Nao(S,2(S), T, z(T)) tal que

Vg(S,2(5),T,%(T)) = (x(8), p(S), =x(T), =p(T)) = —(v1, v, v3,14). (5.50)

De (548), H(t, Z(t), p(t),u(t)) > H(t,2(t), p(t), u) para cada u € U e para q.t. t € [S,T).

Como (T'L)" satisfaz a Defini¢ao b7, temos a existéncia de n = (n1,172) e £ = (&1,&2)
satisfazendo (B=39)-(542).

Em particular, por (B221) temos que u(t)+a&;(t) € U e, assim da tltima desigualdade

para u = u(t) + &y (t) temos:
— [H(t,z(t), p(t), u(t) + a1 (t)) — H(t, z(t), p(t),u(t))] > 0. (5.51)
Por (B=39) (primeira igualdade),

X (t) = x()&() = 0
& x(O)m(t) + H(t, Z(t), p(t), a(t)&(t) = 0 (por (5Z7)).

Por (B=39) (segunda igualdade),

p(t) - n2(t) = p(t) - fi(t, 2(t), u(t))m(t) — p(t) - falt, 2(2), u(t))n2(t)
—p(t) - Ao f(t, Z(t), u(t)) (&) — &(O)p(t) - [ Z(t), u(t) + a&i(t) = 0

e usando (b4R), (B29) e pela definigao do Hamiltoniano,

p(t) - 2(t) + X (@) (t) + p(t)n2(t) — AaH(E, 2(1), p(1), u(t))(&:(1))
—&(t)H(t, Z(t), p(t), ut) + aki(t)) = 0.
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Por um lado, (6242) fica:

(
= V(8. 2(5), T 2(T)) - (m(S),ma( ), (T, ma(T)) + / (i ()t
+ [ U s a0+ [ o) mod [ domod
S_ B S S
T / B(t) - malt)dt — / AH(t (), p(t), () (€ (1)) dt
- [ttt ate).pte). ) + agu(o)at
= V(8. 2(5), T 2(T)) - (m(3), (). (T, o)) + x(Oym (DL — / (e
() - ma(HIL — / pl) - malt)dt + / W(Om(t)dt + / p(t) - malt)dt

S,2(8),T,2(T)) - (m(S), m(S), m(T), m2(T)) + X(T)m(T) — x(S)m(S)
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ou seja,

— (v, V?y V3, Vy) - (?71(5),772(5),?71(T),772(T))
- / (é + 52<t>) [t 7(1), p(),0(t) + a1 (1)) — H(t, 2(2), p(1), u(t) ]dt < 0.

S
(5.52)

Por outro lado, como (v1, v, v3,v4) € Ne(S,%(S), T,z(T)) e, como por (520) temos que

(m(S),12(8), m(T), n2(T)) € Te (S, 2(S), T, 2(T)),
_(V17V27V37V4) ’ (nl(‘g)7772(g)7771(f)7TIQ(T)) > 0. (553)
Por (B41) temos que

05 1 :
:>O<O.5<?§a+§2(t) (pois 0 < av < 1),

= é + &(t) > 0. (5.54)

Por (B353), (B54) e (B31d) segue que

- (V17V?7V37V4> ) (771(5)’772(‘§>7771(T>7772(T))

_ / (l + 52(15)) Mt 2(8), p(L), a(t) + a&a () — H(E, 2(t), p(L), a(t))]dt > 0,

S [0
o que contradiz (5532). Portanto ([S,T],Z,u) é um PM-processo 6timo.
[

Agora, é natural perguntar: serd que a reciproca é vélida? A resposta é sim conforme

veremos no teorema a seguir, cuja demonstracao depende do seguinte lema.

Lema 5.2. Sejam (), q) € {0, 1} xWVY([S, T];R") e € (0, 1) quaisquer. Seja ([S,T),Z, )

um processo admissivel de (TL)" satisfazendo
q()Aa f(t, 2(t),u(t))(v) < Opara g.t.t € [S,T),
para todo v € R™ tal que @(t) +av € U(t) para q.t. t € [S,T]. Entdo, para q.t. t € [S,T),

H(t,5(t), q(t), a(t)) = max H(t, 7(¢), q(t), u).

ueU(t)

Demonstragao. A demonstracao é bastante similar a prova do Lema Bl O
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Teorema 5.10. Se g e f(t,-,u) sio continuamente diferencidveis e se (T'L)" € tal que

todo PM-processo é um processo étimo, entao (TL) é PM-pseudoinvezxo livre.

Demonstracao. Procedemos por contradi¢ao. Suponhamos que (7'L)" ndo é PM-pseudoinvexo
livre, isto é, suponhamos que existem um par de processos admissiveis ([S,T],x,u),

([S,T),z,u) de (TL) satisfazendo
g(S,z(S), T, z(T)) < g(S,z(S), T, z(T)) (5.55)

e um escalar a € (0, 1) tais que para quaisquer par (n,&), onde n = (n1,72) : [S,T] —
RxR"e&=(£,8):[S,T] = R™ x R que satisfazendo

m(t) = &),
Ma(t) = folt, 2(t), u(t))m(t) + fo(t, 2(t), u(t))m(t)
+ALf(E,T(t), a(t)) (6 (1)) + () f (¢ Z(t), ult) + ok (1))

para q.t t € [S,T] e

(771(5)’772<‘§)>771(T)7772(T>> € TC(‘§ (S),T,i’(f)),
(a(t) + aéi(t), 1 + aa(t)) U(t) x [0.5,1.5] para q.t.t € [S,T],

tem-se que

VQ(Svj(S)’T’j(T)) ) (771(5)7772(5) ( ) UZ(T)) > 0. (556)

Agora consideremos o problema de controle auxiliar com tempos finais fixos:

P

Minimizar ¢(n.(S),72(S), 0 (T), n2(T))
= (71,72,73,74) - (771(5) (5‘) (T ) 772(T))
(1 (), m2(t)) = (&(1), folt, Z(t), w(t))m(t) + folt, Z(1), u(t))ma(t)
+ALf (1), u(t)) (61 (1) + &) f (1, 2(t), ult) + a&i(t)))
para q.t.t € [S, T,

(PCA)

(m(8), 12(8), m(T),mo(T)) € K =T (S, 2(S5), T, 2(T)),
§(t) = (1), &2(1)) € Vi(t) x Va(t) = V (1),

\

onde Vi(t) :={& :a(t) +a& € U(t)}, Va(t) := {8 : 1+ak € [0.5,1.5]} e (71,72,73, 1) =
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Vg(S,%(S), T,z(T)). Claramente (7,£) = (0,0) é um processo admissfvel de (PCA) com

¢ (S), 2(S), m(T), m2(T)) = 0

e, ainda melhor temos a seguinte afirmacao.

Afirmacao. (7,£) é um processo 6timo para (PCA).

Procedemos por contradicio. Suponhamos que (7, £) ndo é um processo Gtimo para

(PCA), isto é, existe um processo admissivel (n,&) de (PCA) tal que

0 = ¢(m(S),7(S), m(T)
> ¢(mn(S),m2(5), m(T),
= (71,72, 73, 74) - )
= Vy(S,2(S),T,2(T)) - (0 (S),m2(S), m(T), m(T)),

o que contradiz (E58). Portanto (7, &) é um processo étimo de (PCA).

Pelo Teorema B (Teorema do Principio do Mdaximo), existem (A,p) € {0,1} x
WLL([S, T); R™) tais que:

1. Satisfaz-se a condicao de transversalidade:

(pl(g)v ( )7 pl( ) ( ))
€ A0(7(S), 12(S), 1 (T), 12(T)) + Nic(7ia (S), 72(S), (T, 72(T))
= MVo(i(S), m2(S), m(T), 72(T) } + Nc(11(S), 12(S), mu(T), 72(T)).

Como

Vo (S), m(S), m(T), 72(T)) = (71,72, 73, 74)

= Vy(5,2(5),T,z(T)),

Ni((8),72(8),m(T),7(T)) = Nk(0,0,0,0)
= [Tx(0,0,0,0)]°
= K°
= [Te(S,%(S),T,2(T)))°
= Ne(S.2(8),T,%(T))

(pois se T' é o cone tangente de Clarke, C' um conjunto, a € C,b € Tp(a) =
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Tro(a)(b) = Te(a)),

temos que
(p1(S), p2(S), =p1(T), —p2(T)) € AVg(S,2(S), T, z(T)) + Ne(S,2(S), T, z(T)).

Antes de passar a seguinte condi¢ao, o Hamiltoniano ndo-maximizado para (PCA)

é:

Ht,n(t),p(t), (1) = H{t,m(t), m(t), p1(t),p ()51@)752(75))
= (p1(t),p2(t)) - (&),
+/fa(t, Z(1), (t))m(t
+&(8) f(t, 2(t), ult) + i (t)
= p(0)&(E) + p2(t) - filt, 2(2), u(t))m ()
+p2(t) - fo(t, Z(1
+p2(t) - Do f(t,2(2), ult)
+p2(t) - &) (L, Z(1), ult) + a&i(?)).

)
);

2. Satisfaz-se a condicao da inclusao adjunta:

—p(t) € cod,H(t,7i(t), p(t), £(1)) = {D,H (8, 7(1), p(t), E(0)} = {Hy(t, (1), p(£), E(t))}

para q.t. t € [S,T].

Dai,
_p(t) = 7:[77@,7_]@),])(25),5@))
= (_pl(t)7 _pQ(t)) = ﬁ(m,nz)(tﬁl(t)vﬁQ(t)vpl(t)>p2(t) gl( )7 72 t))
= (7:[771 (t’ﬁl(t)7ﬁ2(t)7p1<

o, (8,71 (1), 712(t), 1 <t>>p2(t)>€_l< ), E2(t))
= (pa(t) - fult, 2(1),
= (H(t,2(t
= Hua(t,

(
t), pa(t), €1(1), &2(1)),
)
(

pa(t) - fult, 2(t), u(t)))
); y Ha (L, 2(1), p2(t), a(t)))
(t),p2(t), u(t)) para q.t.t € [S,T].

i% |

3. Satisfaz-se a condicao de Weierstrass:

gglggg)ﬁ(t,ﬁ(t),p(t),ﬁ) = H(t,7(t),p(t),£(t)) para q.t. ¢ € [S, T]

= H(t,7(t),p(t),€) < H(t,q(t),p(t),E(t) VEE V(t)e para q.t.t € [S,T).
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Mas como

H(t,7(1),p(1),€) = pa(t)es + pa(t) - filt, 2(¢), (1)) (¢)
+pa(t) - falt, Z(8), u(t))N2(t) + pa(t) - Ao f (2, Z(t), ult)) (1)
+pa(t) - E2f (8, 2(t), ul(t) + a&y)
= &p(t) +pa(1) - f(E,2(1), u(t) + ay)]
+p2(t) - Daf (1, 2(1), ul(t))(61)
= &lpi(t) + H(E,2(1), p2(t), ult) + ady)]
+AH(E, (1), pa(t), ul(t))(61)

pois (71,7, €1, &) = (7, €) = (0,0), assim na tltima desigualdade obtemos

Ealpr(t) + H(E, 2(1), pa(t), u(t) + a&y)] + AaH(E, 2(2), pa(t), u(t)) (&) <0 (5.57)

para todo (&1, &) € Vi(t) x Va(t) e para q.t. t € [S,T]. Em particular para & =0 €
Vo(t) ={& : 1+ a& € [0.5,1.5]}, temos que:

AH(E, Z(t), pa(t), u(t))(61) < 0
V& €R™ tuq. u(t) + o € U(t) e para q.t. t € [S,T]. Logo, pelo Lema 52:

H(t,z(t), pa(t), u(t)) = urggg)?—[(t ,Z(t), pa(t), u) para q.t.t € [S, T).

Agora, tomando & =0 € Vi(t) = {a(t) + a&, € U(t)} em (B31), temos que:
Solpi(t) + H(t, Z(t), p2(t),u(t))] < 0

para todo & € Va(t) = {& 1 1+ oy € [0.5,1.5]} = {& : & € [ 22, 22} ¢ para q.t.
t € [S,T)] e, em particular:
- para & € [—%, 0), isto é, para & < 0, temos que [p1(t) +H(t, Z(t), p2(t), u(t))] > 0
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para q.t. t € [S,T] e,
- para & € (0 ,%] isto é, para & > 0, temos que [py(t) + H(t, Z(t), p2(t),u(t))] <0

para q.t. t € [S,T]. Portanto,

pr(t) + Ht, (1), po(t), a(t)) = 0
= H(t,z(t),p2(t), u(t)) = —pi(t) paraq.t.t €[S, T].

4. Satisfaz-se a condicao da nao-trivialidade dos multiplicadores:

(pv )‘) 7£ (O’()) = (an )‘) 7£ (O’ 0)7

pois se (pa, A) = (0,0), entdo ps =0 e A =0, logo

—n(t) = HE,z2(@),pa(t), ul?)
= p2(t) - f(£,2(1), u(t)
= 0 paraqt.t €[S, T).

)
)

Portanto p; = 0 e, assim teriamos:
(p7 )‘) = ((p17p2>7/\) = ((070)70)7 isto éa (p7 )‘) 7é (070)7 absurdo!

Portanto:

o (p27>\) 7é (O’())

Nas conclusoes a seguir vamos redefinir —p; := p;.

o (P1(t), —p2(t)) € Vi H(t, 2(t), p2(t), u(t)) para q.t.t €[S, T];
o (=p1(89),p2(89), pi(T), —p2(T)) € AVg(S,2(S5), T, 2(T)) + Ne(S, 2(S), T, 2(T));
o H(t,Z(t),pa(t), u(t)) = maxeey H(t, 2(t), pa(t), u) para q.t.t € [S, TT;
o H(t,Z(t),pa(t), u(t)) = pi(t) para q.t.t € [S,T).
Como existem py,p; e A satisfazendo as tltimas propriedades, ([S,T],#,a) é um PM-

processo e, pela hipétese (todo PM-processo ¢ um processo Gtimo) ([S, T] ,u) € um

processo 6timo, isto é,

9(8,%(8),T,2(T)) < g(8,2(S),T,x(T))
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para cada processo admissivel ([S,T],z,u), o que contradiz (553). Portanto (T'L) é

PM-pseudoinvexo livre. ]

5.2.2 Alguns exemplos

Agora apresentamos alguns exemplos simples que mostram as caracteristicas da no-
¢ao da invexidade generalizada livre. Cada um dos exemplos estao resolvidos de duas
maneiras. Na primeira maneira para obter a PM-pseudoinvexidade livre, aplicamos o
Teorema BT0. Na segunda maneira para obter a PM-pseudoinvexidade livre, garantimos

que satisfacam-se cada uma das propriedades da Definicao b7.

Consideremos primeiro um exemplo onde o tempo inicial é fixo, o tempo final é livre

e, os estados inicial e final estao fixos.

Exemplo 5.3. Mostraremos que o sequinte problema é PM-pseudoinvexo livre.

(

Minimizarg(S, z(S),T,x(T)) =1 —exp(l = T)

s.a. intervalos[S, T|, arcosx € WH([S, T]; R) e fungoes mensurdveis
u: [S,T] — R satisfazendo

@(t) = —x(t) + (u(t))?, t €[S,T],

u(t) € [0,1],t € [S,T],

S=0,T>1,

z(0) =0,2(T) =1 —exp(—1).

\

Solucao 1. Vamos procurar os PM-processos do problema em questao. Para isso apli-

caremos o Principio do Mdzimo a um processo admissivel de referéncia ([S,T], T, ).

Temos que

Pelo Teorema do Principio do Mdazimo para (TL) (Teorema B8), devem existir p €
WLL([S, T);R), r € WYY([S, T];R) e um escalar X (igual a 0 ou 1) tais que:

1. Satisfaz-se a nao-trivialidade dos multiplicadores:

(p,A) # (0,0).
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2. Satisfaz-se a condig¢ao da inclusao adjunta:

VieayH(t, (1), p(t), 0(t)) = Vo) [=p(H)T(t) + p(t) (a(t))’]
= (#(t),=p(t)) = (Vel=p()z(t) + p(t)(a(t))’], Va[—p(t)z(t) + p(t)(u(t))])
= (0,—p(t)) para q.t.t € [S,T).

~~
3
—~
~
SN—
|
heB
~~
~
S~—
S~—
m

Conclusoes:

7(t) = 0 = r(t) = constante,

—p(t) = —p(t) = p(t) = Kexp(t), onde K € uma constante. (5.59)

Antes de passar a sequinte condi¢cdo do principio do mdximo, notemos que como

C' = {0} x {0} x [1,400) x {1 —exp(—1)},

T10y(0) = {0} = N (0) = R,

T0(0) = {0} = N3 (0) =R

T 100)(y) = R = N 1oy (y) = {0}, y € (1, 400),
Tit4o0)(1) = Ry = Njp ooy (1) =R,

Y

T(l—exp(—l))(l — exp(—l)) = {O} = N(l—exp(—l))(l — exp(—l)) = R.

Assim temos dois casos:

Caso 1. Se T € (1,+00):

Te(S,2(5), T, 2(T)) = {0} x {0} x R x {0}

No(8,#(5),T,7(T)) =R x R x {0} x R.

Caso 2. Se T = 1:

Te(S,2(5),T,x(T)) = {0} x {0} x Ry x {0}

Neo(S,7(9),T,2(T)) =R x R x R_ x R.

3. Satisfaz-se a condi¢do de transversalidade:

(=7(8),p(8),r(T), —p(T)) € AVg(S,%(S), T, 2(T)) + Ne(S,2(8), T, 2(T))-
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Como g(S,x(S),T,z(T)) =1 —exp(1 —=T),

Vg(S,z(S), T,z(T)) = (0,0,exp(1 —T),0).

Logo

—7(9),p(S), —p(T) sdo livres,

_ Aexp(l =T, no caso 1,
H(T) p(l =T

Aexp(l—=T)+v=XA+v,v€R_, no caso 2.

Antes de passar a sequinte condi¢ao, substituindo (223) em (B2A8) obtemos:

H(t, (1), p(t), u(t)) = —p(t)z(t) + p(t)(u(t))® = —K exp(t)a(t) + K exp(t)(u(t))*.
4. Satisfaz-se a condicao de Weierstrass:

max H(t, 2(t),p(t),u) = H(t 2(t),p(t), ult))

u€(0,1]

& 52[%?1(][_[( exp(t)Z(t) + K exp(t)u?] = —Kexp(t)z(t) + K exp(t)(u(t))?

para q.t. t € [S,T].

Coloquemos
o(u) := —K exp(t)Z(t) + K exp(t)u’.
Entao
) ©(0), se K <0,
max [—K exp(t)Z(t) + K exp(t)u”] = max p(u) =
uel0,1] uelo,1] ©(1), se K > 0.

Caso K =0, ¢ é constante e todo ponto u € [0,1] € ponto de mazximo (em particular
u=0). Deste modo,
0, se K <0,

1, se K >0
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Se K < 0: Temos que z(t) = —Z(t), entdo

z(t) = Crexp(—t), ondeC) € uma constante
0= f(g) = Cl eXp(—S’) = Cl =0.

Portanto z(t) = 0,t € [S,T].

Se K > 0: Temos que Z(t) = —Z(t) + 1, entao

z(t) = 14 Cyexp(—t), ondeCy é uma constante
0=2(5) = 1+ Cyexp(=5) & Cy = —1.

Portanto 7(t) = 1 — exp(—t),t € [S,T].

Assim

0, se K <0,
z(t) =
1 —exp(—t), se K >0,

para todo t € [S,T].

Se K <0, z(T) =0 e pela condicao final temos que x(T) = 1 — exp(—1) = z(T),

assim

0=1-—exp(—1), absurdo!

Portanto K < 0 nao pode ocorrer.

Como s6 pode ocorrer que K > 0, x(T) = 1 — exp(—T) e pela condi¢do final temos

que x(T) =1 —exp(—1) = z(T), assim

l—exp(-T)=1—exp(—1) T =1.

Portanto T € (1,00) ndo pode ocorrer, implicando finalmente que

(

T=1,
) z(t) =1 —exp(—t)
\u(t) =1,

para todo t € [S,T).
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Antes de passar a sequinte condicado,

H(t,z(t),p(t),a(t)) = —Kexp(t)z(t)+ K exp(t)(a(t))’
= —Kexp(t)[l —exp(—t)] + K exp(t)
= K

para q.t. t € [S,T] e K > 0.

5. Satisfaz-se:

para q.t. t €[S, T] e K > 0.

Concluimos que o tinico PM-processo é: ([S,T],z,u) = ([0,1],1 — exp(—t),1). Agora
vamos mostrar que todo PM-processo € um processo dtimo. De fato, seja ([S,T),z,u) um

processo admissivel. Logo

T > 1=T
& -T > -T
s1-T > 1-T
Sexp(l-T) > exp(l1-T)
Sl—exp(l1-T) > 1—exp(l1-T)
& g(S,2(9), T, 2(T)) > ¢(S,%(5),T,z(T))

Portanto pelo Teorema BID, o problema ¢ PM-pseudoinvezo livre.

Solugao 2. Sejam ([S,T),z,u) e ([S,T],z,u) um par de processos admissiveis tais que

9(8,2(8), T,2(T)) < 9(5,%(8),T,(T))
Sl—exp(l-T) < l—exp(1-T)
Sexp(l-T) > exp(l1-1T)
T < T.
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Neste problema temos que C' = {0} x {0} x [1,400) x {1 —exp(—1)}. Logo

T103(0) = {0} = Noy(0) = R,
T{O} (0) = {0} = N{o} (O) =R
T 400)(Y) = R = N1t 4oy (y) = {0}, y € (1, +00),

Th 400y (1) = Ry = Npi4o0)(1) = R_ (mas isto ndo ocorre, se fosse assim

1<T<T=1),
T’(l—exp(—l))(1 - exp(—l)) = {O} = ]V(l—exp(—l))(1 - exp(—l)) =R.
Assim
Te(S,2(S), T,z(T)) = {0} x {0} x R x {0}

Ne(S,2(S5),T,z2(T)) =R x R x {0} x R.

Temos que mostrar a existéncia de n(t) = (1 (t),n2(t)) e £(t) = (&1(t), &(t)) satisfazendo
(6-39)-[©643).

Seja o € (0,1). Como & = f(t,x,u) = —x + u?, temos que

fi(t,x,u) = 0,
fo(t,x,u) = —1,
_ B o L o
Anf(t 7, 0) (&) = f(t,x,u—l—ozf;) ft.z,a) | x—i—(u—l—aﬁ;)] [~ + @
= 2ué +aff
e
f(t.2 04 a&) = =2+ (a4 a&)’ = =2 + @ + 2uady + o’
Logo

i (t) = &(t) para q.t.t € [S,T] (5.60)
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m(S) =0,
< n2(S) =0,
m(T) e R
n(T) =0

Tomemos &(t) == —0.125, t € [S,T]. Claramente tem-se que 1+ a&y(t) € [0.5,1.5] para
todo t € [S,T).

Agora tomemos & (t) == 0, entdo u(t) + a&y(t) = u(t) € [0,1] e assim u(t) + a&i(t) €
[0,1] para todo t € [S,T)

Integrando em (BB0) temos que:

mt) = m(S)+ [ &(r)dr

= —0.125t para q.t.t € [S,T].
Em (@81) temos que

na(t) = —na(t) +{=0.125[-2(t) + (a(1))*]}
= ia(t) +12(t) = {=0.125[-z(t) + (a(t))’]},

cuja solucao € dada por

wt) = — [ [ ewr)-01251-2(r) + (a(r) s + .

exp(t)

onde K é uma constante.
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Como g(S,x(S),T,z(T)) =1 —exp(1 —T), entdo
Vg(S,z(S),T,z(T)) = (0,0,exp(1 — T),0).
Assim

VQ(Svf(g)vaf(T)) ’ (771(5)7772(@%1@)%2@))
= (0,0,exp(1 —T),0)-(0,0,—0.125T,0)
= —exp(1—T)-0.125T

< 0.

Logo, para cada par de processos admissiveis ([S,T],z,u) e ([S,T],Z,u) de nosso
problema de controle étimo tais que g(S,x(S), T, z(T)) < g(S,z(S), T, Z(T)) existem n(t)
e &(t) satisfazendo (232)-(043) para todo o € (0,1), isto é, nosso problema de controle

otimo € PM-pseudoinvezo livre.

Agora, consideraremos um problema de controle onde g é uma funcao quadraticaem T,
f é uma fungao linear em (z,u), o tempo inicial é fixo, o tempo final estd num intervalo
fechado de tempo, o estado inicial é fixo, o estado final é livre e todo este problema

satisfazendo uma propriedade suficiente para estabelecer a PM-pseudoinvexidade livre.

Exemplo 5.4. Mostraremos que o sequinte problema é PM-pseudoinvexo livre.

(

Minimizarg(S, z(S), T, z(T)) = AT* + BT + C, com A < 0, B e C constantes
s.a. intervalos[S, T|, arcosx € WHH([S, T]; R) e fungoes mensurdveis

u: [S,T] — R satisfazendo

#(t) = Fi(t)a(t) + Htyu(t), t € [S,T),

u(t) € [0,1],t € [S, T,

S=0,T€ [a,b],0 <a<b,

z(0) =0,2(T) € Re,

ksatz’sfazendo também que B < —2Aa < —2Ab.

Observemos o sequinte:

1. Se A >0, a g seria conveza, consequentemente invexa e assim pseudoinvera. Neste

caso, nosso exemplo seria trivial.
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2. Como g(T) = g(S,z(S), T,z(T)) = AT?*+ BT +C temos que ¢'(T) = 2AT+BVT €
la,b]. Como por hipétese T € [a,b], A <0 e24a+ B <0,

2AT + B <2Aa+ B <0
Logo ¢'(T) = 2AT + B < 0 para todo T € [a,b] e, assim g € decrescente ® em |a, b].

3. O grdfico de uma fungao quadrdtica é uma parabola. O eizo de simetria de uma
pardabola é uma linha vertical que divide a pardbola em duas metades congruentes.
O eizo de simetria passa sempre o vértice da pardbola. A coordenada x do vértice
¢ a equacao do eizo de simetria da parabola. Para uma fun¢ao quadrdtica geral

y(z) = Az* + Bx + C, a equagdo do eizo de simetria estd dada por

B
r=——".
2A
Assim, neste exemplo o eixo de simetria
b < a (pois — B > 2Aa)
5 <o (pois a),

0 que significa que o eizo de simetria sempre estd antes de a (T € la,b] onde

0 <a<b)o que forca a nossa funcao objetivo g a ser realmente decrescente.
Solugcao 1. Vamos procurar os PM-processos do problema em questao. Para isso apli-
caremos o Principio do Mdzimo a um processo admissivel de referéncia ([S,T),, ).

Temos que

= p(t) - [1()z@) + fo(t)u(t)]
= p(t) - fit)z(t) +p(t) - fa(t)u(d).

Pelo Teorema do Principio do Mdzimo para (TL) (Teorema B8), devem ezistir p €
WLLH[S, T);R), r € WYY([S, T];R) e um escalar X (igual a 0 ou 1) tais que:

1. Satisfaz-se a nao-trivialidade dos multiplicadores:

(p,A) # (0,0).

"Toda funcdo de varidvel real f com f’ < 0 é decrescente.
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2. Satisfaz-se a condig¢ao da inclusao adjunta:

(7(t), =p(t)) € Vi H(t,2(t),p(t), u(t)) = Vea[p(t) f1(0)Z(t) + p(t) f2(t)u(t)]
= (#(t),=p(t)) = (p()fi(H)2(t) + p(t) f()ut), p(t) f1(t)) para q.t.t € [S,T].

) = p)FOE() + p(t) f0a(t),
i) = HOp(t) = plt) = k

exp (fézo fl(T)d7'>

Antes de passar a sequinte condi¢ao do principio do mdximo, notemos que como

C = {0} x {0} x [a,b] x R,

, onde K € uma constante.

Ti03(0) = {0} = N3 (0) =R,
Ti01(0) = {0} = Nyy(0) =
Tl (y) =R = Nigy(y) = {0} y € (a,b),
Ty (a) =Ry = Ngp(a) =

) =R_ = Njy(b) = Ry,

9

ab](

Tr(y) = R = Ne(y) = {0},y € R.
Assim temos trés casos:

Caso 1. Se T € (a,b):

Tc(S,2(9), T,z(T)) = {0} x {0} x Rx R

Ne(S,z(8),T,z(T)) =R x R x {0} x {0}.

Caso 2. Se T = a:

To(S,2(S), T,z(T)) = {0} x {0} x Ry x R

Ne(S,2(S),T,z(T)) =R x R x R_ x {0}.

Caso 3. Se T = b:
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Neo(S,z(S),T,z(T)) =R x R x R, x {0}.

3. Satisfaz-se a condicao de transversalidade:

(=7(8),p(8),r(T), —p(T)) € AVg(S,%(S), T, %(T)) + Nc(S,%(8), T, 2(T))-
Como g(S,z(S),T,z(T)) = AT? + BT + C,
Vg(S,z(S),T,(T)) = (0,0,2AT + B, 0).

Logo

—7(S), p(S) sdo livres,

2MAT + \B, no caso 1,

r(T) = ¢ 2M\AT + AB +v,v € R_, no caso 2,

2MAT 4+ AB + w,w € R, no caso 3,

_ K
—p(T)=0= — =0= K =0.

exp (fOT fi (T)dT)

Assim p(t) = y = 0 para todo t € [S,T]. Portanto A = 1, pois se fosse

K
exp(fot fi(r)dr
A =0, teriamos uma contradicao com respeito a nao-trivialidade dos multiplicado-

res. Portanto:

2AT + B, no caso 1,

r(T) = { 2AT + B +v,v € R_, no caso 2,

2AT + B+ w,w € Ry, no caso 3.

4. Satisfaz-se a condicao de Weierstrass:

H(t2(),p(t),u(t) = max H(t, 2(t), p(t), u)
< p(t) - f(t,z(t),u(t) = Jg[%,}l(]p(t) - f(t,z(t),u) =0 para q.t.t € [S,T).

5. Satisfaz-se:
0=H(t,z(t),pt),u(t)) =r(t) para q.t.t €[S, T).
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Em particular, r(T) =0 e assim

2AT + B, no caso 1,
0=<24T + B +v,v <0, no caso 2,
2AT + B + w,w >0, no caso 3.

No caso 1, temos 2AT + B = 0, isto é, T = —B/2A. Mas no caso 1 temos que
T € (a,b). Assim, —B/2A > a, ou seja, B > —2Aa, o que contradiz a hipétese
micial.

No caso 2, temosT = a e 2Aa+B+v =0 comv < 0. Assim, 0 > v = —(2aA+B),

de onde B > —2Aa, o que contradiz nossa hipdtese inicial.

Portanto, so pode ocorrer o

Caso 3, conT =b, 2Ab+ B +w =0, w >0, ou seja, 2Ab + B < 0.

Concluimos que os PM-processos sao caracterizados apenas por T = b, ou seja, todo
processo admissivel com T = b € um PM-processo. Agora vamos mostrar que todo PM-
processo € um processo otimo. De fato, seja ([S,T),x,u) um processo admissivel. Como

g € decrescente e como T < b =T, temos que

9(T) = g(T) < g(S,2(5), T, 2(T)) = g(5,2(S), T, z(T)).

Portanto pelo Teorema BN, o problema é PM-pseudoinvexo livre.

Solucdo 2. Sejam ([S,T],z,u) e ([S,T)],z,u) um par de processos admissiveis tais que

), T,%(T)) < g(T) < g(T),

@5

9(8,2(8), T,z(T)) < (S, x(

e como g ¢ decrescente temos que T > T.
Por outra parte, temos dois casos —2AT < B ou B < —2AT.

Se —2AT < B, entdo —2AT < B < —2Aa, de onde, lembrando que A < 0, seque que
T < a, o que contradiz o fato de T € [a,b].

Logo —2AT < B ndo ocorre. Portanto, sé pode ocorrer B < —2AT, isto €,

2AT + B < 0. (5.62)
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Neste problema temos que C' = {0} x {0} X [a,b] x R. Logo

Ti01(0) = {0} = Ny (0) =
) (

Ti03(0) = {0} = Nyy(0) =
Tiap)(y) =R = Nyply) = {0} y € (a,b),
T[a,b}(a) R+ = Na b](a)

(

Trap)(b) = R_ = Ny (b)) = Ry (mas isto ndo ocorre, pois se T = b teriamos

b=T < T <b, absurdo!.)

Tr(y) = R = Ne(y) = {0}, y € R.
Assim sé temos dois casos:

Caso 1.
Te(S,2(S), T,z(T)) = {0} x {0} x R x R

Neo(S,2(9),T,z(T)) =R x R x {0} x {0}.
Caso 2.

To(S,z(S),T,z(T)) = {0} x {0} xR, xR

Ne(8,%(5),T,7(T)) =R x R x R_ x {0}.

Temos que mostrar a existéncia de n(t) = (1 (t),n2(t)) e £(t) = (&1(t),&2(t)) satisfazendo

(39)-©43).

Seja a € (0,1). Como & = f(t,z(t),u(t)) = fr(t)z(t) + f2(t)u(t), temos que

( (t) u(t)) = f(),
Aaf(t,z(t), u(t))(&) =

e

[1(0)Z(@) + f2(1) (u(t) + &1 (1)] — [[1(D)Z() + fo(t)u(t)]
AOZE) + frt)ult) + fr(t)a&i(t) — [(HDT(E) — fHr(t)a(t)

«
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e

ftz(t),u(t) + a&i(t)) = A@)zE)+ L) (ut) + agi(t))
= [®)z() + fa(H)ut) + f2(t)adi (D).

Logo

m(t) = &(t) para q.t.t € [S,T] (5.63)

a(t) = fe(t, 2(t), a(t))m(t) + fult, 2(1), u(t))na(t) + Aaf (€, 2(1), u(t)) (. (1))
+ &) (8 x(t), ult) + a&i(t)))
= [fi®)z(t) + fOu@)]m(t) + fr()na(t) + (D)€ ()
+ &A1) + fo(t)ult) + fo(t)abi(t)] para g.t.t € [S,T], (5.64)

No caso 1,

No caso 2,

Tanto para o caso 1 como para o caso 2, tomemos &(t) := 0.1, t € [5,T]. Claramente,

1+ a&y(t) € [0.5,1.5] para todo t € [S, T).

Agora, tanto para o caso 1 como para o caso 2, tomemos &(t) = 0,t € [S,T).
Lembrando que i(t) € [0,1], para q.t. t € [S,T], entdo u(t) + a&i(t) = u(t) € [0,1] para
g.t. t € [S,T).



5.2 Condigoes suficientes para problemas de controle com tempos finais livres 97

Integrando em (B263) temos que:

mt) = m(S)+ [ &lr)dr

= 0.1t para q.t.t € [S,T).
Em (564) temos que:

Ma(t) = [fi(0)z(t) + f(Ou@)]m(t) + fr()ma(t) + ()& (1)
+&MABT() + f2(t)ult) + fa(t)aki(t)]
Ma(t) = 0.L[f1(0)x(t) + f5(Ou(t)]t + fr()ma(t) + 0.12()
= 0.{[f1(0)x(t) + fo(t)u(®)]t + Z(t)} + fi(t)n2(t)
=p(t) + [ /1)) = 0.{[f1(O)2(t) + f5()u(t)]t + (1)},

cuja solucao € dada por

1

Bl) = (0 [ew ([ i) (50 + imatole + trar

+K],

onde K € uma constante.

Como g(S,2(S),T,z(T)) = AT* + BT + C, entdo
Vg(S,z(S),T,z(T)) = (0,0,2AT + B, 0).

Assim

Vg(S,2(S), T,%(T)) - (m(S), n2(S), m(T), ma(T))
= (0,0,2AT + B,0) - (0,0,0.17,15(T))
= (2AT + B)-0.1T
< 0 (por(6:2)).

Logo para cada par de processos admissiveis ([S,T], z,u) e ([S,T],Z,u) de nosso pro-
blema de controle 6timo tais que g(S,z(S), T,z(T)) < g(S,z(S),T,z(T)) existem n(t) e
£(t) satisfazendo (E239)-(0-438) para todo o € (0,1), isto €, nosso problema de controle

otimo € PM-pseudoinvezo livre.

Observagao 5.4. O problema linear quadrdtico no ultimo exemplo claramente ndo €
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s

convero quando A < 0. Mas, conforme vimos, ¢ PM-pseudoinvexo livre com a con-

dicio B < —2Aa. Quando A > 0, o problema € convexo e, consequentemente, PM-

pseudoinvero.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Como as nossas consideracoes finais, podemos dizer que inicialmente estudamos o
Principio do Méximo para problemas (P) (problemas tipo Mayer com tempos finais fixos) e
obtivemos o Principio do Méximo para problemas (PB) (problemas tipo Bolza com tempos
finais fixos). Analogamente, depois de estudar o Principio do Méximo para problemas
(TL) (problemas com tempos finais livres, onde a restrigao dinamica é expressa como
uma inclusdo diferencidvel), obtivemos o Principio do Méximo para problemas (7'L)’
(problemas com tempos finais livres, onde as dinamicas sao modeladas, por uma equagao
diferencidvel dependente do controle) e o Principio do Maximo para problemas (PB)’
(problemas tipo Bolza com tempos finais livres). Logo, generalizamos, para dados nao-
suaves, a classe de problemas de controle 6timo PM-pseudoinvexos, que foi introduzido
em [24] para problemas suaves. Nesse trabalho, a diferenciabilidade para o termo integral
na funcao de custo e as funcoes do sistema das dinamicas com respeito as variaveis de
estado e de controle foram assumidas. Aqui, a Lipschitz continuidade local com respeito
a variavel de estado e a nao-diferenciabilidade com respeito a varidvel de controle sao
assumidas, de modo que o gradiente generalizado de Clarke é usado. Esta generalizacao
é no sentido de que, estudamos no caso nao-suave a mesma propriedade que estudamos
no caso suave. Finalmente, com uma nova definicao de invexidade generalizada, que
denominei PM-pseudoinvexidade livre, que nao envolve os multiplicadores de Lagrange,
provamos que, com algumas suposi¢oes: um problema PM-pseudoinvexo livre implica
que todo PM-processo normal é um processo 6timo e, se um problema que é tal que
todo PM-processo é um processo 6timo implica que o problema é PM-pseudoinvexo livre.

Portanto concluimos que a classe de problemas PM-pseudoinvexos livres é a classe mais
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ampla de problemas livres onde é valido que todos os processos satisfazendo o Principio
do Maximo de Pontryagin com tempos finais livres sao processos 6timos. Isto é, o conceito
da PM-pseudoinvexidade livre é o mais geral que uma condigao suficiente de invexidade

generalizada pode ser.

Como trabalhos futuros, pretendemos apresentar uma definicao da PM-pseudoinvexidade
livre com multiplicadores, isto é, uma definicao da PML-pseudoinvexidade livre, para as-
sim aplicar a problemas com um termo integral na funcao de custo, problemas com termos

“mistos”.

Outra questao que seria importante é relacionar as condicoes suficientes que consi-
deramos nesta Dissertacao, com outras ja existentes na literatura, como por exemplo, as
condigoes de segunda ordem e o método da fungao de verificacao através da Teoria de

Hamilton-Jacobi-Bellman, ja mencionadas na Introducao.

Seria interessante obter condigOes necessarias e suficientes de segunda ordem para
problemas de controle 6timo. Por exemplo, as condigoes necessarias poderiam ser obti-
das aplicando-se a generalizacao do formalismo de A. Ya. Dubovitskii e A. A. Milyutin
(veja em [28]) e as condigoes suficientes poderiam ser obtidas por meio das condigoes de
convexidade generalizada de segunda ordem, como fez Ivanov em [29] para problemas de
programagcao matemdtica em dimensao finita e de Oliveira et al. em [30] para problemas

de programacao nao-linear infinita.

Também seria atraente e com muitas aplicagoes, obter condigoes suficientes de oti-
malidade para problemas de controle multiobjetivo com multiprocessos e tudo isso num

contexto com tempo livre.

Finalmente, seria interessante investigar a generalizacao dos resultados desta Disser-
tagao tudo no contexto nao-suave, onde as funcoes objetivo e o campo vetorial nao sejam
diferenciaveis no sentido classico, pois assim nao se perderia a natureza e as caracteristicas
importantes dos problemas da vida real. As suposi¢oes da suavidade restringem o mundo

das aplicacoes da teoria na ciéncia e na engenharia.



101

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] MACKI, J.; STRAUSS, A. Introduction to Optimal Control Theory. New York:
Springer-Verlag, 1982.

[2] HOCKING, L. M. Optimal Control. An Introduction to the Theory with Applications.
New York: United States by Oxford University Press, 1991.

[3] PINCH, E. R. Optimal Control and the Calculus of Variations. New York: United
States by Oxford University Press Inc., 1993.

[4] LEITAO, A. The Calculus of Variations and Optimal Control. Brazil: Mathematics
Publications, 2001.

[5] SCHWARTZ, A. L. Theory and Implementation of Numerical Methods Based on
Runge-Kutta Integration for Solving Optimal Control Problems. Tese (Doutorado) —
University of California at Berkeley, 1996.

(6] POLAK, E. On the role of optimality functions in numerical optimal control. Annual
Reviews in Control, v. 35, p. 247-253, 2011.

[7] WANG, C.-L.; WANG, F.-S.; WANG, Y.-P. The optimality conditions for generalized
minimax programming. Applied Mathematics and Computation, v. 219, p. 8881-8892,
2013.

[8] GIRSANOV, 1. Lecture on Mathematical Theory of Extremum Problems. Berlin, Hei-
delberg, New York: Springer-Verlag, 1972.

9] CLARKE, F. H. Optimization and Nonsmooth Analysis, ser. Classics in Applied
Mathematics. Philadelphia: STAM, 1990.

[10] VINTER, R. Optimal Control. Boston: Birkhauser, 2000.

[11] BERKOVITZ, L. D. Convexity and Optimization in R"™. New York: John Wiley and
Sons, Inc., 2002.

[12] MISHRA, S. K.; GIORGI, G. Nonconvex Optimization and its Applications. Invexity
and Optimization. Berlin Heidelberg: Springer Verlag, 2008.



Referéncias Bibliogrdficas 102

[13] ARUTYUNOV, A. Smooth abnormal problems in extremum theory and analysis.
Russian Math. Surveys, v. 67:3, p. 403-457, 2012.

[14] KROTOV, V. Global methods in optimal control theory. Marcel Dekker: Monographs
and Textbooks in Pure and Applied Mathematics, 1996.

[15] LEE, E.; MARKUS, L. Foundations of Optimal Control Theory. Melbourne: Robert
E. Krieger Publishing, 1986.

[16] G., L. The Calculus of Variations and Optimal Control. New York: Plenum Press,
1981.

[17] HANSON, M. On sufficiency of the kuhn-tucker conditions. Journal of Mathematical
Analysis and Aplications, v. 80, p. 545-550, 1981.

[18] CRAVEN, B. D.; GLOVER, B. Invex functions and duality. J. Austral. Math. Soc.,
Series A 39, p. 1-20, 1985.

[19] BEN-ISRAEL, A.; MOND, B. What is invexity? J. Austral. Math. Soc., Ser. B 28,
p- 1-9, 1986.

[20] MARTIN, D. The essence of invexity. Journal of Optimization Theory and Aplicati-
ons, v. 47, p. 65-76, 1985.

[21] OLIVEIRA, V. de; SILVA, G. New optimality conditions for nonsmooth control
problems. J. Glob. Optim., v. 57, p. 1465-1484, 2013.

[22] OLIVEIRA, V. de; SILVA, G. On sufficient optimality conditions for multiobjective
control problems. Technical Report, 2014.

[23] OLIVEIRA, V. de; SILVA, G.; ROJAS-MEDAR, M. Kt-invexity in optimal control
problems. Nonlinear Anal.-Theory Methods Appl., v. 71, p. 4790-4797, 20009.

[24] OLIVEIRA, V. de; SILVA, G.; ROJAS-MEDAR, M. A class of multiobjective control
problems. Optim. Control Appl. Meth., v. 30, p. 77-86, 2009.

[25] CLARKE, F. H. et al. Nonsmooth Analysis and Control Theory, ser. Graduate Texts
in Mathematics. New York: Springer, 1998.

[26) MORDUKHOVICH, B. Variational Analysis and Generalized Differentiation I. Basic
Theory. Berlin: Springer, 2006.

[27] MORDUKHOVICH, B. Variational Analysis and Generalized Differentiation II.
Aplications. Berlin: Springe, 2006.

[28] BEN-TAL, A.; ZOWE, J. A unified theory of first and second order conditions for
extremum problems in topological vector spaces. Math. Programming Study, v. 19, p.
39-76, 1982.

[29] TVANOV, V. Second-order kuhn-tucker invex constrained problems. J. Glob. Optim.,
v. 50, p. 519-529, 2011.

[30] OLIVEIRA, V. de et al. Optimality conditions for nonlinear infinite programming
problems. Optim. Lett., 2014.



Autorizo a reproducao xerografica para fins de pesquisa.

Sao José do Rio Preto, 20 de Fevereiro de 2015.

Fabiola Roxana Villanueva



	Introdução
	Preliminares
	O Princípio do Máximo
	O Princípio do Máximo para o Problema de Mayer
	O Princípio do Máximo para o Problema de Bolza

	Condições Necessárias para problemas de controle com Tempos Finais Livres
	O Princípio do Máximo para o Problema de Mayer com Tempos Finais Livres
	O Princípio do Máximo para o Problema de Bolza com Tempos Finais Livres

	Condições Suficientes para problemas de controle com Tempos Finais Livres
	Condições suficientes para problemas de controle com tempos finais fixos
	PML-pseudoinvexidade
	PM-pseudoinvexidade
	Alguns exemplos

	Condições suficientes para problemas de controle com tempos finais livres
	PM-pseudoinvexidade livre
	Alguns exemplos


	Conclusões e Trabalhos Futuros
	Referências Bibliográficas

