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RESUMO

Esse trabalho aborda os seguintes tópicos em sistemas lineares de ordem fracionária: análise de
estabilidade, projetos de controladores robustos, modelo reduzido e identificação com condi-
ções iniciais não nulas. Os objetivos do primeiro tópico foram: 01) Apresentar quatro critérios
de análise de estabilidade para sistemas de ordem α ∈ (0,1) via LMIs (Linear Matrix Inequali-

ties), levando-se em conta que a região de estabilidade desses sistemas contém setores no semi-
plano complexo direito. Um dos critérios é baseado em GLMIs (Generalized Linear Matrix

Inequalities) e fornece uma condição necessária e suficiente em LMIs para atestar a estabili-
dade assintótica. Esse critério fundamenta parte das pesquisas existentes em síntese de controle
para sistemas fracionários; 02) Apresentar um critério de análise de estabilidade para sistemas
de ordem α ∈ (1,2) via LMIs, observando que sua região de estabilidade é um setor no semi-
plano complexo esquerdo. Os objetivos do segundo tópico foram: 01) Apresentar resultados
de síntese de controle robusto por realimentação de pseudo-estados via LMIs para sistemas de
ordem α ∈ (0,1), bem como uma proposta de controle robusto por realimentação α-derivativa
via LMIs, utilizando o critério das GLMIs; 02) O mesmo para os sistemas de ordem α ∈ (1,2),
utilizando o critério pertinente. As propostas deste tópico são corroboradas por exemplos nu-
méricos. O objetivo do próximo tópico foi propor um método de controle com realimentação de
saída para sistemas de ordem α ∈ (0,2) via LMIs, lançando-se mão das equações do sistema,
de um observador de pseudo-estados do tipo Luenberger, de uma malha externa e de dois leaky

integrators, a fim de fornecer uma descrição aumentada em espaço de pseudo-estados e uma
equação adequada para a saída controlada do sistema. As LMIs calculam ganhos tais que os
autovalores dos blocos da matriz do sistema aumentado estejam localizados na região de esta-
bilidade, incluindo alocação regional dos autovalores. A análise de robustez proposta contém
as matrizes incertas consideradas diretamente na matriz do sistema aumentado. O análogo elé-
trico de ordem fracionária de um modelo vigente para o sistema respiratório humano é utilizado
como aplicação, fornecendo adequadamente uma pressão de ar de entrada capaz de gerar um
fluxo de ar de entrada em um perfil de tempo desejado, o que pode ser integrado, portanto, ao
projeto de um respirador mecânico. O próximo tópico propõe um método para a obtenção de um
modelo com número reduzido de variáveis de pseudo-estados. A motivação elementar é reduzir
o tempo computacional. Em exemplos numéricos, a comparação das funções de transferência
e respostas no tempo mostram a efetividade da proposta. O último tópico propõe um método
de identificação de funções de transferência fracionárias com condições iniciais não nulas, des-
critas pela derivada de Caputo, com base em resultados estabelecidos para o caso de condições
iniciais nulas, generalizando-os. A efetividade é demonstrada em exemplos numéricos.

Palavras-chave: sistemas de ordem fracionária; desigualdades matriciais lineares; controle
robusto; realimentação de saída; modelo reduzido de ordem fracionária; identificação com con-
dições iniciais não nulas.



ABSTRACT

This work addresses the following topics in linear systems of fractional order: stability analy-
sis, robust controller designs, reduced model and identification with non-zero initial conditions.
The objectives of the first topic were: 01) Present four stability analysis criteria for systems
of order α ∈ (0,1) via LMIs (Linear Matrix Inequalities), taking into account that the stability
region of these systems contains sectors in the right complex half-plane. One of the criteria is
based on GLMIs (Generalized Linear Matrix Inequalities) and provides a necessary and suffi-
cient condition on LMIs to attest the asymptotic stability. This criterion underpins part of the
existing research on control synthesis for fractional systems; 02) Present a stability analysis cri-
terion for systems of order α ∈ (1,2) via LMIs, noting that the stability region is a sector in the
left complex half-plane. The objectives of the second topic were: 01) Present synthesis results
of robust pseudo-state feedback control via LMIs for systems of order α ∈ (0,1), as well as a
proposal for robust α-derivative feedback control via LMIs, using the GLMIs criteria; 02) The
same for systems with order α ∈ (1,2), using the presented criteria. The proposals in this topic
are corroborated by numerical examples. The objective of the next topic was to propose a con-
trol method with output feedback for systems of order α ∈ (0,2) via LMIs, based on the system
equations, a Luenberger type pseudo-state observer, an outer loop and two leaky integrators, in
order to provide an augmented description in pseudo-state space and a suitable equation for the
controlled output of the system. LMIs calculate gains such that the eigenvalues of the blocks
of the augmented system matrix are located in the stability region, including regional allocation
of the eigenvalues. The proposed robustness analysis contains the uncertain matrices synthe-
sized directly into the augmented system matrix. The fractional order electrical analogue of a
current model for the human respiratory system is used as an application, adequately providing
an inlet air pressure capable of generating an inlet airflow at a desired time profile, which can
be integrated, therefore, for the design of a mechanical respirator. The next topic proposes a
method for obtaining a model with a reduced number of pseudo-state variables. The elementary
motivation is to reduce computational time. In numerical examples, the comparison of trans-
fer functions and responses over time shows the effectiveness of the proposal. The last topic
proposes a method for identifying fractional transfer functions with non-zero initial conditions,
described by the Caputo derivative, based on results established for the case of zero initial con-
ditions, generalizing them. The effectiveness was demonstrated in numerical examples.

Keywords: fractional order systems; linear matrix inequalities; robust control; output feed-
back; reduced fractional order model; identification with nonzero initial conditions.
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Figura 26 Respostas Ĥ1( jω) a Ĥ4( jω) e H1( jω) a H4( jω) . . . . . . . . . . . . 77

Figura 27 Correntes i0(t) a i3(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Figura 28 Métrica de erro EH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Figura 29 Respostas Ĥ( jω) e H( jω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Figura 30 Correntes i(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79



Figura 31 Geração dos sinais utilizados no método proposto. As funções de trans-

ferência dos blocos ‘Sistema a ser identificado’, ‘Filtro 1’ e ‘Filtro 2’

são, respectivamente, G(s), (σ + s)/s e σ/s. Os círculos com os sinais

+ e × indicam pontos de multiplicação e adição no domínio do tempo,

respectivamente. L −1{H(s)} representa a transformada inversa de La-

place de H(s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

Figura 32 Exemplo 6.1 (a) Sinal de entrada u(t) (b) Sinal de saída y(t), o gráfico

menor mostra a condição inicial y(0−) (c) Erro E empregado na escolha

de α1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

Figura 33 Exemplo 6.2 (a) Sinal de entrada u(t) (b) Sinal de saída y(t), o gráfico

menor mostra a condição inicial y(0−) (c) Erro E empregado na escolha

de α1 e β1, o gráfico menor mostra que a função de transferência foi

mantida estritamente própria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 Parâmetros do pêndulo invertido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

Tabela 2 Exemplo 6.1. Parâmetros estimados (média± desvio padrão sobre 1000

realizações) pelo método proposto e pelo método em Galvão et al. (2020) 85

Tabela 3 Exemplo 6.2. Parâmetros estimados (média± desvio padrão sobre 1000

realizações) pelo método proposto e pelo método em Galvão et al. (2020) 87



LISTA DE SIGLAS

MATLAB Laboratório matricial (MATrix LABoratory)
FOMCON Modelagem de ordem fracionária (Fractional Order Modeling Control)
SISO Entrada-única, saída-única (Single-Input, Single-Output)
BIBO Entrada-limitada, saída-limitada (Bounded-Input, Bounded-Output)
PVINI Problema de Valor Inicial de ordem Não Inteira
LMIs Desigualdades matriciais lineares (Linear Matrix Inequalities)
GLMI Desigualdade matricial linear generalizada (Generalized Linear Matrix

Inequalities)
CPE Elemento de fase constante (Constant Phase Element)
FOTF Função de transferência de ordem fracionária (Fractional-Order Trans-

fer Function)



LISTA DE SÍMBOLOS

R Conjunto dos números reais;
Rn Conjunto dos vetores n×1 com elementos reais;
Rn×p Conjunto das matrizes n× p com elementos reais;
R+ Conjunto dos números reais não negativos;
R∗+ Conjunto dos números reais positivos;
C Conjunto dos números complexos;
Cn Conjunto dos vetores n×1 com elementos complexos;
Cn×p Conjunto das matrizes n× p com elementos complexos;
N Conjunto dos elementos naturais;
Γ(.) Função Gama de Euler;
MT Transposta da matriz real M;
M−1 Inversa da matriz M;
M � (�)0 M é uma matriz simétrica e definida (semidefinida) positiva;
M ≺ (�)0 M é uma matriz simétrica e definida (semidefinida) negativa;
In×n Matriz identidade de ordem n×n;
0n×p Matriz nula de ordem n× p;
|z| Módulo do número complexo z;
arg(z) Argumento do número complexo z;
|arg(z)| Módulo do argumento do número complexo z;
Re{z}, Parte real do número complexo z;
Im{z}, Parte imaginária do número complexo z;
z Conjugado do número complexo z;
Z Conjugado da matriz complexa Z;
Z∗ Conjugado transposto da matriz complexa Z;
Sym{M} É a soma M+M∗;
min Mínimo de um conjunto;
max Máximo de um conjunto;
sup Supremo de um conjunto;
λ (M) Conjunto formado pelos autovalores da matriz M;
Re(λ (M)) Conjunto formado pela parte real dos autovalores da matriz M;
Im(λ (M)) Conjunto formado pela parte imaginária dos autovalores da matriz M;
|arg(λ (M))| Conjunto formado pelo módulo dos argumentos dos autovalores da ma-

triz M;
min |arg(λ (M))| Mínimo do conjunto formado pelo módulo dos argumentos dos autova-

lores da matriz M;
Dα Operador linear derivada temporal de ordem α;



Iα Operador linear integral de Riemann-Liouville de ordem α;
cDα Operador linear derivada temporal de Caputo de ordem α;
f (k)(t) Derivada de ordem inteira k da função f (t);
∃ Sentença matemática ‘existe’;
@ Sentença matemática ‘não existe’;
6= Sentença matemática ‘diferente de’;
⇒ Sentença matemática ‘implica em’;
>, < Sentença matemática ‘maior’ e ‘menor’, respectivamente;
≥, ≤ Sentença matemática ‘maior ou igual’ e ‘menor ou igual’, respectiva-

mente;
∪ União de conjuntos;
∩ Intersecção de conjuntos;
◦ Grau trigonométrico;
% Porcentagem;

∑ Somatório;

∏ Produtório;
R, P , D Denotam regiões ou conjuntos oportunamente definidos;
tr(M) Traço da matriz M;
rank(M) Posto da matriz M;
L1[a,b] Espaço das funções módulo integráveis no intervalo [a,b];
L { f (t)} Transformada de Laplace da função f (t)



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO 14
1.1 OBJETIVOS 16
1.2 ESTRUTURA DO TEXTO 16

2 ANÁLISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES DE ORDEM
FRACIONÁRIA α ∈ (0,2) 18

2.1 ANÁLISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (0, 1) 20
2.1.1 Critério de estabilidade baseado na análise da região de instabilidade, condição
necessária e suficiente 20

2.1.2 Critério de estabilidade baseado em um sistema de ordem inteira equivalente,
condição suficiente 22

2.1.3 Critério de estabilidade baseado em análise geométrica, condição necessária e
suficiente 24

2.1.4 Critério de estabilidade baseado em GLMIs (‘Generalized Linear Matrix Ine-
qualities’), condição necessária e suficiente 25

2.2 ANÁLISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (1, 2) 30
2.3 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO 31

3 SÍNTESE DE CONTROLE ROBUSTO DE SISTEMAS LINEARES DE OR-
DEM FRACIONÁRIA α ∈ (0,2) 32

3.1 CONTROLE ROBUSTO DE SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (0,1) 33
3.1.1 Realimentação de pseudo-estados 33

3.1.2 Realimentação α-derivativa 36

3.2 CONTROLE ROBUSTO DE SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (1,2) 38
3.2.1 Realimentação de pseudo-estados 38

3.2.2 Realimentação α-derivativa 39

3.3 EXEMPLOS NUMÉRICOS 40
3.4 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO 47

4 CONTROLE DE SAÍDA DE SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (0,2) EMPRE-
GANDO UM OBSERVADOR DE PSEUDO-ESTADOS 48

4.1 CONDIÇÃO EM LMI PARA D-ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE ORDEM
ν ∈ (0,2) 51

4.2 USO DE UMA MALHA EXTERNA 53
4.3 ANÁLISE ROBUSTA 54
4.4 MODELO DO SISTEMA RESPIRATÓRIO HUMANO PARA APLICAÇÃO

DA METODOLOGIA 56
4.4.1 Análogo elétrico da rede pulmonar 57



4.4.1.1 Análogo elétrico segundo o modelo viscoelástico 58

4.4.1.2 Análogo elétrico segundo o modelo elástico 60

4.4.2 Análogo elétrico com o CPE 61

4.4.3 Análogo elétrico com o CPE, representação em espaço de pseudo-estados 62

4.5 RESULTADOS: CONTROLE DE SAÍDA COM OBSERVADOR DE PSEUDO-
ESTADOS APLICADO À REDE PULMONAR 63

4.6 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO 67

5 MODELO REDUZIDO PARA SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (0,2) 68
5.1 CONCEITOS PRELIMINARES 68
5.1.1 Sistemas de ordem fracionária comensuráveis 68

5.1.2 Ferramentas matemáticas 68

5.2 MODELO REDUZIDO PARA SISTEMAS FRACIONÁRIOS COMENSURÁ-
VEIS 70

5.3 APLICAÇÃO AO MODELO DO SISTEMA RESPIRATÓRIO HUMANO 73
5.3.1 Sistema original de ordem α ∈ (0,1) 73

5.3.1.1 Redução com os quatro primeiros pseudo-estados do modelo pulmonar 73

5.3.1.2 Redução com o primeiro pseudo-estado do modelo pulmonar 75

5.3.2 Sistema original de ordem α ∈ (1,2) 76

5.3.2.1 Redução com os quatro primeiros pseudo-estados do modelo pulmonar 76

5.3.2.2 Redução com o primeiro pseudo-estado do modelo pulmonar 78

5.4 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO 79

6 IDENTIFICAÇÃO DE FUNÇÕES DE TRANSFERÊNCIA DE ORDEM FRA-
CIONÁRIA E CONDIÇÕES INICIAIS NÃO NULAS UTILIZANDO SI-
NAIS MODULADOS EXPONENCIALMENTE 80

6.1 CONCEITOS PRELIMINARES 80
6.2 MÉTODO DE IDENTIFICAÇÃO PROPOSTO 82
6.3 RESULTADOS 84
6.4 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO 87

7 CONCLUSÕES 88
7.1 CONTRIBUIÇÕES 88

REFERÊNCIAS 89

APÊNDICE A: SOLUÇÃO NUMÉRICA DA EQUAÇÃO INTEGRAL DE VOL-
TERRA - MÉTODO DE ADAMS-BASHFORTH FRACIONÁRIO 97



14

1 INTRODUÇÃO

Desde as últimas décadas, a comunidade científica constatou que o comportamento dinâ-
mico de muitos sistemas físicos é precisamente descrito por equações diferenciais de ordem fra-
cionária, de modo que a modelagem com os operadores do cálculo fracionário se torna frequente
nas pesquisas em diversas áreas das ciências e engenharias, como, por exemplo, em condução
de calor (POVSTENKO, 2004, 2009; ABRO; GOMEZ-AGUILAR, 2021), ondas eletromag-
néticas (ENGHEIA, 1997; TARASOV, 2009; ROSALES et al., 2011; GÓMEZ-AGUILAR et
al., 2016b; KACHHIA; ATANGANA, 2021), mecânica dos fluidos (KULISH; LAGE, 2002;
JENA; CHAKRAVERTY, 2021), viscoelasticidade (BAGLEY; CALICO, 1991; ESPINDOLA;
NETO; LOPES, 2005; LORENZO et al., 2017), propagação de ondas sonoras em materiais po-
rosos e rígidos (FELLAH; DEPOLLIER; FELLAH, 2002; ZHU et al., 2021), biomedicina (IO-
NESCU; KEYSER, 2009), circuitos RLC (RADWAN; SALAMA, 2012; RADWAN; FOUDA,
2013; GÓMEZ-AGUILAR et al., 2016a, 2017; ACAY; INC, 2021), osciladores (SAID et al.,
2017; ELWY et al., 2021), baterias (MU et al., 2017; LIU et al., 2022) e neurônios (SHARMA
et al., 2020; MAO; HU, 2021). O cálculo fracionário, ferramental matemático presente nessas
áreas, pode ser estudado, por exemplo, em Oldham e Spanier (1974), Podlubny (1998), Kil-
bas, Srivastava e Trujillo (2006), West (2016), Yang (2019), Anastassiou (2020) e Anastassiou
(2021).

O controle de sistemas de ordem fracionária é extensivamente considerado na literatura,
desde os conceitos elementares de análise de estabilidade (MATIGNON, 1996, 1998; LI; CHEN;
PODLUBNY, 2009; SABATIER; MOZE; FARGES, 2010; YU et al., 2013; GUO; MA, 2016;
DUARTE-MERMOUD et al., 2015; DAI; CHEN, 2017), observabilidade e controlabilidade
(MATIGNON; D’ANDRÉA-NOVEL, 1996, 1997; BETTAYEB; DJENNOUNE, 2008; BA-
LACHANDRAN et al., 2013; AL-ZHOUR, 2022) até os conceitos mais elaborados, como
controle: proporcional - integral - derivativo (PODLUBNY; DORCAK; KOSTIAL, 1997; PO-
DLUBNY, 1999; PADULA; VISIOLI, 2011; DUMLU; ERENTURK, 2013; SHAH; AGASHE,
2016; SHENG; BAI; XIE, 2021), por modos deslizantes (EFE, 2008; YIN et al., 2017; RABAH;
LADACI, 2020), adaptativo (SHI et al., 2020) e backstepping (LIU et al., 2017, 2020).

Parte do controle moderno se estabelece com os problemas de otimização convexa caracte-
rizados por LMIs. A literatura contém condições em LMIs para a estabilidade e estabilização
robusta de sistemas de ordem α ∈ (0,1) com incertezas politópicas (KUZMINSKAS, 2018;
FARGES; SABATIER; MOZE, 2011), intervalares e politópicas (ADELIPOUR; ABOOEE;
HAERI, 2015) e limitadas em norma (N’DOYE et al., 2013; ZHANG; LI, 2016), bem como
de sistemas de ordem α ∈ (1,2) com incertezas politópicas (FARGES; SABATIER; MOZE,
2011), intervalares (LU; CHEN, 2009) e limitadas em norma (N’DOYE et al., 2013).

O critério mais difundido para atestar a estabilidade de sistemas fracionários lineares e
invariantes no tempo foi introduzido por Matignon e consiste em uma condição necessária e
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suficiente, com base nas localizações dos autovalores da matriz dinâmica do sistema (MATIG-
NON, 1996). Conforme este critério, a região de estabilidade é especificada através da ordem
α do sistema e é convexa para α ∈ (1,2) e não convexa para α ∈ (0,1). A partir desse re-
sultado, são obtidas em Sabatier, Moze e Farges (2010) condições em LMIs baseadas em 4
critérios distintos, a fim de atestar a estabilidade de sistemas fracionários lineares invariantes
no tempo de ordem α ∈ (0,1) (apesar da não convexidade da região) e de ordem α ∈ (1,2).
O estudo da estabilidade e estabilização se desenvolve também através da extensão do método
direto de Lyapunov para sistemas de ordem α ∈ (0,1), estabelecida em Li, Chen e Podlubny
(2009, 2010), segundo a qual a estabilidade assintótica é verificada através da existência de uma
função de Lyapunov V (x(t))> 0, ∀x(t) 6= 0, com x(t) o vetor de pseudo-estados do sistema em
questão, tal que cDαV (x(t))< 0, ∀x(t) 6= 0. Esta metodologia, juntamente com o limitante su-
perior de cDαV (x(t)), para V (x(t)) = x(t)T Px(t), P = PT > 0, (DUARTE-MERMOUD et al.,
2015), é utilizada, por exemplo, em Kuzminskas (2018) na dedução de condições em LMIs para
a estabilização de sistemas lineares e não lineares descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno.
Ademais, a extensão do método direto de Lyapunov para sistemas de ordem α ∈ (1,2) é mais
recente e se encontra estabelecida em Guo e Ma (2016).

Na área de identificação de sistemas fracionários, os seguintes resultados são destacados:
identificação dos parâmetros e expoentes fracionários da função de transferência através de
sinais modulados exponencialmente obtidos de uma entrada ao degrau (JACYNTHO et al.,
2015) ou de uma entrada arbitrária (GALVÃO et al., 2020) com condições iniciais nulas, e
identificação dos parâmetros da equação diferencial fracionária, com condições iniciais não
nulas, através do uso de funções block pulse (LU et al., 2020).

No ínterim, foi estabelecido na literatura o chamado modelo difusivo para descrever a na-
tureza fracionária de sistemas dinâmicos (TRIGEASSOU et al., 2012b; TRIGEASSOU; MA-
AMRI; OUSTALOUP, 2013). Nessa abordagem, o sistema fracionário é convertido em um sis-
tema inteiro de dimensão infinita. Essa conversão não decorre de uma aproximação do sistema
fracionário por um sistema inteiro, mas da natureza inteira de dimensão distribuída e infinita
do integrador fracionário (TRIGEASSOU et al., 2012a). Considerações acerca desse modelo e
como ele se relaciona com o ferramental aqui utilizado estão fora do escopo desse trabalho.

Os resultados propostos nesse trabalho são assim chamados: ‘Controle robusto de siste-
mas de ordem α ∈ (0,1) (ou de sistemas de ordem α ∈ (1,2)), realimentação α-derivativa’,
‘Controle de saída de sistemas de ordem ν ∈ (0,2) empregando um observador de pseudo-
estados’, ‘Modelo reduzido para sistemas de ordem α ∈ (0,2)’ e ‘Identificação de funções de
transferência de ordem fracionária e condições iniciais não nulas usando sinais modulados ex-
ponencialmente’, contemplados nos Capítulos 3, 4, 5 e 6, respectivamente. O sistema físico
utilizado para exemplificar as metodologias dos Capítulos 4 e 5 é o sistema respiratório hu-
mano, através do análogo elétrico de um modelo vigente (IONESCU; MACHADO; KEYSER,
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2011). A natureza fracionária das vias aéreas respiratórias e do pulmão decorre da presença de
propriedades dicotômicas e recursivas, que caracterizam uma estrutura fractal e conduzem natu-
ralmente ao modelo com operadores fracionários (IONESCU et al., 2009). Esse modelo utiliza
o CPE (‘Constant Phase Element’), também conhecido como capacitor de ordem fracionária
(ELWAKIL, 2010). A impedância do CPE é ZCPE = 1/(sαC), com C a pseudo-capacitância
(WESTERLUND; EKSTAM, 1994). A fase entre corrente e tensão do elemento capacitivo
convencional de impedância Z = 1/(sC), com C a capacitância em [F ], é constante e igual a
−π/2. A fase do CPE é −απ/2, a qual também é constante para um determinado valor de α ,
sem introdução de dependência com a frequência. Por esse motivo, o capacitor fracionário é
chamado de ‘Constant Phase Element’.

1.1 OBJETIVOS

Os objetivos desta tese foram propor:

• LMIs para a estabilização de sistemas de ordem α ∈ (0,1) ou de ordem α ∈ (1,2), via
realimentação α-derivativa;

• Uma metodologia original de controle de saída para sistemas de ordem α ∈ (0,2) via
LMIs, que inclui observador de pseudo-estados (MATIGNON; D’ANDRÉA-NOVEL,
1997; N’DOYE et al., 2009; LAN; HUANG; ZHOU, 2012; QIU; JI, 2017), ganho adici-
onal de malha externa e leaky integrators (WEITENBERG et al., 2018). Como aplicação
é utilizado um modelo vigente para o sistema respiratório humano;

• Um modelo com quantidade reduzida de variáveis de pseudo-estados para sistemas de
ordem α ∈ (0,2), utilizando a função de transferência e propriedades do traço matricial.
Como aplicação é utilizado um modelo vigente para o sistema respiratório humano;

• Uma metodologia de identificação dos coeficientes e expoentes de funções de transferên-
cia de ordem fracionária, segundo a derivada de Caputo, baseada na metodologia aplicada
a condições iniciais nulas estabelecida em Galvão et al. (2020).

A contextualização inicial envolve principalmente:

• Apresentação dos principais critérios traduzidos em LMIs vigentes na literatura para a
estabilidade e estabilização de sistemas de ordem α ∈ (0,2);

• Apresentação do modelo vigente para o sistema respiratório humano.

1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

O Capítulo 2 apresenta as principais condições em LMIs para a análise de estabilidade de
sistemas de ordem α ∈ (0,2). O Capítulo 3 apresenta resultados em LMIs para a estabilização
de sistemas de ordem α ∈ (0,2) via realimentação de pseudo-estados e propõe resultados via



17

realimentação α-derivativa. O Capítulo 4 propõe um método de controle de saída para siste-
mas de ordem α ∈ (0,2). O Capítulo 5 propõe a identificação de um modelo com quantidade
reduzida de variáveis de pseudo-estados e o Capítulo 6 a identificação de funções de transfe-
rência fracionárias com condições iniciais não nulas. Em sequência as conclusões da tese e um
apêndice sobre a simulação de sistemas de ordem fracionária α > 0.
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2 ANÁLISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES DE ORDEM
FRACIONÁRIA α ∈ (0,2)

Considere as definições:

Definição 2.1. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009) Um sistema de ordem fracionária multi-
variável linear e invariante no tempo com entrada u(t)∈Rp e saída y(t)∈Rq pode ser modelado
pela equação diferencial da forma:

∑
i

SyiD
αyi y(t) = ∑

i
SuiD

αui u(t), (2.1)

com Syi ∈R
q×q e Sui ∈R

q×p matrizes constantes e Dαyi , Dαui os operadores de derivação fraci-
onária de ordem αyi , αui ∈ (0,2), respectivamente. Entre os operadores de derivação fracionária
vigentes estão a derivada fracionária segundo Riemann-Liouville (MILLER; ROSS, 1993) e a
derivada fracionária segundo Caputo (CAPUTO, 1967).

Definição 2.2. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009) Um sistema de ordem fracionária mul-
tivariável linear e invariante no tempo é dito comensurável se todas as ordens de derivação
envolvidas nas equações diferenciais (2.1) são múltiplas de uma mesma ordem α . Nesse caso,
as equações (2.1) são escritas como:

∑
i

Syi(D
α)kyi y(t) = ∑

i
Sui(D

α)kui u(t), (2.2)

em que α é a ordem fracionária do sistema e kyi, kui ∈ N são as ordens de comensurabilidade.

Observação 2.1. A derivada fracionária utilizada nesse trabalho é a derivada de Caputo, cuja
definição está no Apêndice A, o qual apresenta também métodos numéricos para a simulação
de sistemas fracionários segundo a derivada de Caputo.

Definição 2.3. É considerado que o sistema fracionário comensurável descrito pela equação
diferencial em (2.2) admite essa representação em espaço de pseudo-estados (para u(t) = 0):

Dαx(t) = Ax(t), (2.3)

y(t) =Cx(t), (2.4)

com x(t) ∈Rn o vetor de pseudo-estados, α ∈ (0,2) a ordem fracionária do sistema e A ∈Rn×n

e C ∈ Rq×n matrizes constantes.

Observação 2.2. O vetor x(t) não representa estritamente o verdadeiro vetor de estados do sis-
tema (2.3) e (2.4) e é referido na literatura como vetor de pseudo-estados. O verdadeiro vetor
de estados de um sistema fracionário tem dimensão infinita e suas componentes são internas
aos integradores. Assim, o conhecimento de x(t0) (vetor de pseudo-estados no instante inicial
t0), não é suficiente para determinar o comportamento futuro do verdadeiro vetor de estado do
sistema (2.3) e (2.4) (LORENZO; HARTLEY, 2001; TRIGEASSOU et al., 2012a; TRIGEAS-
SOU; MAAMRI; OUSTALOUP, 2013).
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Observação 2.3. As condições iniciais de (2.3) e (2.4), quando considerada a derivada de Ca-

puto (vide a definição da derivada fracionária segundo Caputo no Apêndice A, em (7.2)), são
x(k)(0), k= 0, · · · ,dαe−1, com dαe o menor inteiro maior do que α: dαe=min{m ∈ N/m > α}.
Logo, as condições iniciais são x(0) ∈ Rn para α ∈ (0,1) e x(0), ẋ(0) ∈ Rn para α ∈ (1,2).

Conforme o teorema a seguir, a estabilidade de sistemas de ordem α ∈ (0,1) é verificada
através das localizações dos autovalores da matriz dinâmica A no plano complexo:

Teorema 2.1. (MATIGNON, 1996) O sistema (2.3) e (2.4), para α ∈ (0,1), é assintoticamente
estável se e somente se |arg(λ (A))| > απ/2, em que λ (A) é o conjunto dos autovalores de A.
Além disso, o vetor x(t) decai para 0 conforme a condição: ‖x(t)‖< Ndt−α , Nd > 0.

Demonstração. É encontrada em Matignon (1996).

Este resultado é estendido para sistemas fracionários comensuráveis de ordem α ∈ (1,2):

Teorema 2.2. (MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005) O Teorema 2.1 é válido se α ∈ (1,2).

Demonstração. Qualquer função de transferência:

F(s) = T (sα)/R(sα), (2.5)

que descreva o sistema de ordem α ∈ (1,2) pode ser reescrita como F(s) = T̂ (sα̂)/R̂(sα̂),
com α̂ = α/2 e 1/2 < α̂ < 1. O denominador R(sα) = ∏

M
i=1(s

α − sαi) pode ser reescrito
como: R̂(sα̂) = ∏

M
i=1(s

α̂ − sα̂i)(s
α̂ + sα̂i) = ∏

M
i=1(s

α/2− s1/2
αi )(sα/2− e jπ s1/2

αi ). Assim, para
todo autovalor sαi que torna R(sα) = 0, existem dois autovalores sα̂i que tornam R̂(sα̂) = 0:

• um tal que arg(sα̂) = arg(sα)/2 e

• outro tal que arg(sα̂) = π +arg(sα)/2.

Como α̂ ∈ (0,1), o Teorema 2.1 é aplicável:{
|arg(sα)/2|< α̂π/2,
|π +arg(sα)/2|< α̂π/2,

⇔

{
|arg(sα)|< απ/2,
|2π +arg(sα)|< απ/2,

⇔ |arg(sα)|< απ/2. (2.6)

Logo, o sistema de ordem α ∈ (1,2), descrito pela função de transferência (2.5), é assinto-
ticamente estável se e somente se |arg(λ (A))|> απ/2, com A a matriz de sistema.

Diante dos Teoremas 2.1 e 2.2, tem-se o seguinte resultado aplicado a sistemas de ordem
α ∈ (0,2):

Proposição 2.1. (MATIGNON, 1996; MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005) A estabili-
dade assintótica de um sistema fracionário linear de ordem comensurável α ∈ (0,2) é obtida se
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e somente se todos os autovalores λ da matriz A de pseudo-estados estão localizados na região:

R = {λ ∈ C : |arg(λ (A))|> απ/2} . (2.7)

As Figuras 1a e 1b mostram as regiões de estabilidade no plano complexo dos sistemas de
ordens α ∈ (0,1) (conforme o Teorema 2.1) e α ∈ (1,2) (Teorema 2.2), respectivamente. Essas
regiões são também mostradas na Figura 2 em um gráfico de min |arg(λ (A))| × α .

Figura 1 - Regiões de estabilidade no plano complexo, destacadas em azul

(a) α ∈ (0,1) (b) α ∈ (1,2)

Fonte: adaptado de Moze, Sabatier e Oustaloup (2005).

Figura 2 - Gráfico das regiões de estabilidade, destacadas em azul

0 0.5 1 1.5 2

0

0.5

1

1.5

2

Fonte: adaptado de Moze, Sabatier e Oustaloup (2005).

2.1 ANÁLISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (0, 1)

Essa seção apresenta 4 critérios traduzidos em LMIs para atestar a estabilidade de sistemas
de ordem α ∈ (0, 1):

2.1.1 CRITÉRIO DE ESTABILIDADE BASEADO NA ANÁLISE DA REGIÃO DE INS-
TABILIDADE, CONDIÇÃO NECESSÁRIA E SUFICIENTE

Esse critério baseia-se no fato de que o sistema fracionário de ordem α ∈ (0,1) é estável se e
somente se é não instável: os autovalores da matriz A pertencem ao domínio de estabilidade se e



21

somente se não pertencem ao domínio de instabilidade. Utilizar o domínio de instabilidade traz
a vantagem da convexidade. O lema a seguir será utilizado na prova do teorema concernente:

Lema 2.1. (WOLKOWICZ; SAIGAL; VANDENBERGHE, 2012) Existe um vetor coluna p =

ξ q 6= 0 para algum ξ +ξ
∗ ≥ 0 se e somente se pq∗+qp∗ � 0.

Teorema 2.3. (MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005; SABATIER; MOZE; FARGES, 2010)
O sistema (2.3) e (2.4) de ordem α ∈ (0,1) é assintoticamente estável se e somente se não existe
qualquer matriz não negativa Q ∈ Cn×n, tal que:

rAQ+QAT r∗ � 0, r = e j(1−α) π

2 . (2.8)

Demonstração. Seja L para denotar o domínio de instabilidade, verificado na Figura 1a. Esse
domínio pode ser definido como L = L1 ∩L2, com: L1 =

{
λ ∈ C : Re(λe( j(−α

π

2 +
π

2 )))≥ 0
}

e

L2 =
{

λ ∈ C : Re(λe( j(α π

2−
π

2 )))≥ 0
}

. Um autovalor λ da matriz A do sistema (2.3) e (2.4)
pertence a L se e somente se: {

Re(λe j(−α
π

2 +
π

2 ))≥ 0,
Re(λe j(α π

2−
π

2 ))≥ 0.
(2.9)

Para um c ∈ C, tem-se Re(c) = (c+ c∗)/2, logo:{
λe j(−α

π

2 +
π

2 )+λ
∗e− j(−α

π

2 +
π

2 ) ≥ 0,
λe j(α π

2−
π

2 )+λ
∗e− j(α π

2−
π

2 ) ≥ 0.
(2.10)

Assim, o sistema (2.3) e (2.4) é assintoticamente estável se e somente se:

@λ ∈ C tal que

{
λ r+λ

∗r∗ ≥ 0,
λ r∗+λ

∗r ≥ 0,
com (λ I−A)q = 0, q ∈ Cn, q 6= 0, (2.11)

com r = e j(−α
π

2 +
π

2 ) = cos(−απ/2+π/2)+ jsen(−απ/2+π/2) = sen(απ/2)+ jcos(απ/2).
Como @λ1 ∈ λ (A), λ1 ∈ L1 ⇔ @λ2 = λ

∗
1 ∈ λ (A), λ2 ∈ L2 (os autovalores são simétricos em

relação ao eixo real), a condição (2.11) é simplificada como:

@λ ∈ C tal que λ r+λ
∗r∗ ≥ 0, com (λ I−A)q = 0, q ∈ Cn, q 6= 0. (2.12)

Aplicando o Lema 2.1, com ξ = λ r e p= λ rq 6= 0, o sistema (2.3) e (2.4) é assintoticamente
estável se e somente se:

@p = λ rq 6= 0, para algum λ r+(λ r)∗ ≥ 0 tal que λ rqq∗+qq∗r∗λ ∗ � 0. (2.13)

Ou se e somente se:

@q 6= 0 tal que r(λq)q∗+q(λq)∗r∗ � 0, com (λ I−A)q = 0, q ∈ Cn. (2.14)
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Como λq = Aq e (λq)∗ = q∗AT , a condição torna-se:

@q 6= 0 tal que rAqq∗+qq∗AT r∗ � 0, q ∈ Cn. (2.15)

Denotando Q = qq∗, obtém-se a LMI em (2.8).

Esse teorema baseia-se na não existência de uma matriz: não é possível estabelecer um teo-
rema correspondente para síntese do ganho de um controlador, sob determinada lei de controle.

2.1.2 CRITÉRIO DE ESTABILIDADE BASEADO EM UM SISTEMA DE ORDEM IN-
TEIRA EQUIVALENTE, CONDIÇÃO SUFICIENTE

Um sistema de ordem inteira equivalente é derivado do sistema fracionário (2.3) e (2.4):

Teorema 2.4. (MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005; SABATIER; MOZE; FARGES, 2010)
O sistema (2.3) e (2.4) de ordem racional α ∈ (0,1) é assintoticamente estável se existe uma
matriz P ∈ Rn×n, tal que as LMIs são factíveis:

P� 0, (2.16)

(A1/α)T P+P(A1/α)≺ 0. (2.17)

Demonstração. Aplicando a transformada de Laplace em (2.3), para uma ordem α ∈ (0,1),
obtém-se (MILLER; ROSS, 1993):

sαX(s) = AX(s)+ I1−αx0, (2.18)

com X(s) a transformada de Laplace de x(t) e x0 a condição inicial. Considere:

smX(s) = sm−α [sαX(s)] . (2.19)

com α = m/q, m, q ∈ N. Substituindo (2.18) em (2.19), para sαX(s), obtém-se:

smX(s) = sm−α
[
AX(s)+ I1−αx0

]
, (2.20)

smX(s) = sm−2αA [sαX(s)]+ sm−α I1−αx0. (2.21)

Substituindo sαX(s) pela segunda vez (supondo q > 2):

smX(s) = sm−2αA
[
AX(s)+ I1−αx0

]
+ sm−α I1−αx0, (2.22)

smX(s) = sm−3αA2 [sαX(s)]+ sm−2αAI1−αx0 + sm−α I1−αx0. (2.23)
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Substituindo sαX(s) pela terceira vez:

smX(s) = sm−3αA2 [AX(s)+ I1−αx0
]
+ sm−2αAI1−αx0 + sm−α I1−αx0. (2.24)

Suponha que q = 3. Como α = m/q, tem-se:

smX(s) = A3X(s)+ sm−3αA2I1−αx0 + sm−2αAI1−αx0 + sm−α I1−αx0. (2.25)

Nota-se que substituindo sαX(s) por q vezes, obtém-se:

smX(s) = AqX(s)+
q

∑
i=1

Ai−1I1−αx0sm−iα , (2.26)

cuja transformada de Laplace inversa é:

x(m)(t) = Aqx(t)+
q

∑
i=1

Ai−1I1−αx0δ
m−iα . (2.27)

Para esse sistema inteiro, a descrição em espaço de estados é adotada:{
ż(t) = A f z(t)+B f ∆(t),

x(t) =C f z(t),
(2.28)

A f =


0 · · · 0 A1/α

A1/α · · · 0 0
... . . . ...

...
0 · · · A1/α 0

 , B f =


1 A1/α · · · A(q−1)/α

0 0 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 0

 , C f =
[
0 · · · 0 1

]
,

∆
T (t) = [I1−αx(t)]t=0

(
δ

m−α
δ

m−2α · · · δ

)
.

A análise de estabilidade quadrática é realizada sobre (2.28), verificando a existência de
uma matriz simétrica P ∈ Rn×n que satisfaz as condições de Lyapunov (BOYD et al., 1994):

P� 0, (2.29)

AT
f P+PA f ≺ 0. (2.30)

Dada a estrutura de blocos da matriz A f , note que A f ≺ 0 se e somente se A1/α ≺ 0. Disso,
segue a LMI em (2.17).

Observação 2.4. As LMIs (2.16) e (2.17) são obtidas também em El-Khazali e Momani (2003),
a partir de uma abordagem semelhante.
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Observação 2.5. Note que as LMIs (2.16) e (2.17) atestam a estabilidade do sistema inteiro:

ẋ(t) = A1/αx(t). (2.31)

Seja λ um autovalor da matriz A. Então o autovalor correspondente da matriz A1/α é λ
1/α .

Seja θmin o mínimo do conjunto formado pelos argumentos dos autovalores da matriz A. Então o
mínimo do conjunto formado pelos argumentos dos autovalores da matriz A1/α é φmin = θmin/α .
Para uma ordem α ∈ (0,1), suponha que θmin = (3+ δ )απ/2, δ → 0, então o sistema (2.3) e
(2.4) é estável, mas φmin = (3+δ )π/2 está fora do semi-plano complexo esquerdo (região de
estabilidade do sistema (2.31)). Esse exemplo demonstra que o Teorema 2.4 não é capaz de
atestar a estabilidade para a totalidade do domínio de estabilidade dos sistemas de ordem α ∈
(0,1). Diante disso, a solução P das LMIs (2.16) e (2.17) decorre de uma condição suficiente:
a inexistência de uma solução P dessas LMIs não significa que o sistema seja instável.

Observação 2.6. Suponha que o sistema (2.3) e (2.4) seja estável e que o Teorema 2.4 não seja
capaz de exibir essa estabilidade: mesmo nesse caso, o sistema fracionário (2.3) e (2.4) e o
sistema inteiro correspondente (2.28) tem estritamente o mesmo comportamento. Ocorre, pois,
que as transformações introduzidas pelas equações em (2.19)-(2.27) produzem uma matriz A f

com autovalores fora da região de estabilidade: a informação do comportamento do sistema não
está contida apenas na matriz A f , mas se compõe com B f ∆(t). Assim, o Teorema 2.4 fornece
uma condição suficiente mas não necessária para a estabilidade. Nessa suposição, os modos
instáveis são compensados por zeros introduzidos pelo vetor B f ∆(t) de modo que a resposta
resultante do sistema inteiro correspondente seja estável. Por conseguinte, o método baseado
na análise dos autovalores da matriz A f pode ser pessimista na exibição da estabilidade. Um
método que conduza a condições necessárias e suficientes é requerido.

2.1.3 CRITÉRIO DE ESTABILIDADE BASEADO EM ANÁLISE GEOMÉTRICA, CON-
DIÇÃO NECESSÁRIA E SUFICIENTE

Esse método relaciona o argumento dos autovalores contidos na região de estabilidade do
sistema de ordem α ∈ (0,1) com o argumento dos autovalores contidos no semi-plano com-
plexo esquerdo. É possível, então, relacionar os autovalores em si e as matrizes dinâmicas que
possuem estes autovalores.

Teorema 2.5. (MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005; SABATIER; MOZE; FARGES, 2010)
O sistema (2.3) e (2.4) de ordem α ∈ (0,1) é assintoticamente estável se e somente se existe
uma matriz P ∈ Rn×n, tal que as LMIs:

P� 0, (2.32)
(−(−A)

1
2−α )T P+P(−(−A)

1
2−α )≺ 0, (2.33)

são factíveis, com (−A)
1

2−α definida como e
1

2−α
log(−A).
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Demonstração. É aqui encontrada uma condição necessária e suficiente para atestar a esta-
bilidade da matriz A, caso seus autovalores estejam contidos na região de estabilidade. Seja
Sθ = {θ ∈ [απ/2,π]} o conjunto de argumentos do domínio de estabilidade do sistema fracio-
nário de ordem 0 < α < 1 e Sφ = {φ ∈ [π/2,π]} o conjunto de argumentos do semi-plano com-
plexo esquerdo, o qual pode ser caracterizado através de LMI. Com os pontos P1 = (θ1,φ1) =

(απ/2,π/2) e P2 = (θ2,φ2) = (π,π), obtém-se a relação linear entre θ ∈ Sθ e φ ∈ Sφ :

φ =
1

2−α
θ +

(1−α)π

2−α
. (2.34)

Seja o complexo a = e jθ pertencente ao domínio de estabilidade do sistema de ordem α ∈
(0,1) e o complexo b = e jφ pertencente ao semi-plano complexo esquerdo. De (2.34):

b = e jφ = e j( 1
2−α

θ+
(1−α)π

2−α
) = e j( 1

2−α
θ+ π

2−α
− απ

2−α
) = e j( 1

2−α
θ− π

2−α
+ 2π

2−α
− απ

2−α
) = e j( θ−π

2−α
+π),

b = e jπe j( θ−π

2−α
) = e jπ(e j(θ−π))

1
2−α = e jπ(e− jπe jθ )

1
2−α ,

b =−(−a)
1

2−α . (2.35)

Seja λ um autovalor da matriz A. Conforme (2.35), se λ pertence a região [απ/2,π] então
−(−λ )

1
2−α pertence ao semi-plano complexo esquerdo. Além disso,−(−λ )

1
2−α é um autovalor

da matriz −(−A)
1

2−α . O sistema inteiro artificial ẋ(t) = −(−A)
1

2−α x(t) é estável se e somente
se existe uma P = PT que satisfaz as condições de Lyapunov em (2.32) e (2.33) (BOYD et al.,
1994).

Observação 2.7. Pela simetria dos autovalores em relação ao eixo real: λ ∈ λ (A), com arg(λ )∈
[απ/2,π] se e somente se λ

∗ ∈ λ (A), com arg(λ ) ∈ [−απ/2,−π]. Logo, o resultado pode ser
obtido tanto da relação linear entre os domínios [απ/2,π] e [π/2,π] quanto da relação linear
entre os domínios [−απ/2,−π] e [−π/2,−π].

Observação 2.8. A matriz −(−A)
1

2−α é complexa. Logo, a LMI (2.33) envolve termos com-
plexos e precisa ser modificada a fim de ser implementada em um solver. A LMI equivalente,
contendo apenas termos reais, é apresentada (GAHINET et al., 1995):[

Re(−(−A)
1

2−α )T P+P Re(−(−A)
1

2−α ) Im(−(−A)
1

2−α )T P+P Im(−(−A)
1

2−α )

Im(−(−A)
1

2−α )T P+P Im(−(−A)
1

2−α ) Re(−(−A)
1

2−α )T P+P Re(−(−A)
1

2−α )

]
≺ 0. (2.36)

2.1.4 CRITÉRIO DE ESTABILIDADE BASEADO EM GLMIS (‘GENERALIZED LI-
NEAR MATRIX INEQUALITIES’), CONDIÇÃO NECESSÁRIA E SUFICIENTE

Um critério baseado na decomposição do domínio de estabilidade é apresentado. Tal cri-
tério decorre do fato de que o domínio de estabilidade Ds do sistema de ordem α ∈ (0,1) é
a união de dois semi-planos complexos, denotados por Ds1 e Ds2 , resultantes da rotação do
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semi-plano complexo esquerdo nos ângulos ϕ1 = (1−α)π/2 e ϕ2 = −ϕ1 = −(1−α)π/2,
respectivamente. Esse fato é ilustrado a seguir:

Figura 3 - Decomposição da região de estabilidade

 

𝑰𝒎൫𝝀ሺ𝑨ሻ൯ 

𝑹𝒆൫𝝀ሺ𝑨ሻ൯ 

𝝋𝟏 

𝓓𝑺𝟏  

𝓓𝑺𝟐  

𝓓𝑺𝟏 ∩𝓓𝑺𝟐  

𝝋𝟐 

Fonte: adaptado de Farges, Moze e Sabatier (2009).

Pode-se escrever a região de estabilidade como Ds =Ds1 ∪Ds2 , com:

Ds1 = {z ∈ C : Re{ze jϕ1}= Re{ze j(1−α) π

2 }< 0}, (2.37)

Ds2 = {z ∈ C : Re{ze jϕ2}= Re{ze− j(1−α) π

2 }< 0}. (2.38)

Os domínios Ds1 e Ds2 não são simétricos em relação ao eixo x e portanto não são regiões do
tipo LMIs definidas em Chilali, Gahinet e Apkarian (1999). Contudo, o formalismo introduzido
em Chilali (1996) e desenvolvido por Bachelier (1998) permite lidar com esse caso através do
conceito de regiões LMIs generalizadas (GLMIs), assim definidas:

Definição 2.4. (CHILALI, 1996) Uma região Ds do plano complexo é uma região GLMI de
ordem h se existem matrizes complexas ζk, ψk, Hk, Jk ∈ Ch×h, k = 1, · · · ,m, tais que:

Ds = {z ∈ C, ∃ω = [ω1 ω2 · · · ωm]
T ∈ Cm / fDs(z,ω)< 0, gDs(ω) = 0}, (2.39)

fDs(z,ω) =
m

∑
k=1

(ζkωk +ζ
∗
k ωk +ψkzωk +ψ

∗
k ωkz), (2.40)

gDs(ω) =
m

∑
k=1

(Hkωk + Jkωk). (2.41)

A região Ds1 é uma região GLMIs da forma (2.39), com m = 1, ω1 = 1, ζ1 = 0, ψ1 =

e jϕ1 = e j(1−α) π

2 , H1 = 0 e J1 = 0. De fato, fDs1
(z,ω1) = ψ1zω1 +ψ

∗
1 ω1z < 0⇒ ze j(1−α) π

2 +

e− j(1−α) π

2 z = 2Re{ze j(1−α) π

2 } < 0 ⇒ Re{ze j(1−α) π

2 } < 0 e gDs1
(ω1) = H1ω1 + J1ω1 = 0. O

mesmo ocorre com a região Ds2 , com m = 1, ω1 = 1, ζ1 = 0, ψ1 = e jϕ2 = e− j(1−α) π

2 , H1 = 0 e
J1 = 0.
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Corolário 2.1. (BACHELIER, 1998) Cada região:

Dsk = {z ∈ C : fk(z) = σk +βkz+β
∗
k z̄ < 0} , k ∈ {1, · · · , m} , (2.42)

é uma região GLMI do formato (2.39).

Demonstração. É encontrada em Bachelier (1998).

Corolário 2.2. (BACHELIER, 1998) A união de m regiões GLMIs da forma (2.42) resulta em
uma região GLMI da forma (2.39) de ordem h = m+1.

Demonstração. É encontrada em Bachelier (1998).

Note que a região Ds1 têm a forma (2.42), com σ1 = 0, β1 = e jϕ1 = e j(1−α) π

2 . De fato,
f1(z) = β1z+β

∗
1 z < 0⇒ e j(1−α) π

2 z+e− j(1−α) π

2 z = 2Re{ze j(1−α) π

2 }< 0⇒ Re{ze j(1−α) π

2 }< 0.
O mesmo ocorre com a região Ds2 , com σ1 = 0, β1 = e jϕ2 = e− j(1−α) π

2 . Logo, pelo Corolário
2.2, a região de estabilidade Ds =Ds1 ∪Ds2 é uma região GLMI da forma (2.39).

No caso em que D é uma região GLMI na forma (2.39), o lema subsequente apresenta uma
condição em LMI necessária e suficiente para que a matriz A seja D-estável. Antes, a definição
de D-estabilidade:

Definição 2.5. (CHILALI; GAHINET, 1996) A matriz A do sistema (2.3) e (2.4) é D-estável
se e somente se todos os seus autovalores estão localizados na região arbitrária D.

Lema 2.2. (BACHELIER, 1998) Seja A∈Cn×n e D uma região GLMI. A matriz A é D-estável
se e somente se existem m matrizes Xk ∈ Cn×n, k = 1, · · · ,m, tais que:

m

∑
k=1

(ζk⊗Xk +ζ
∗
k ⊗X∗k +ψk⊗ (AXk)+ψ

∗
k ⊗ (AXk)

∗)≺ 0, (2.43)

m

∑
i=1

(Hk⊗Xk + Jk⊗X∗k ) = 0hn×hn, (2.44)

com as matrizes complexas ζk, ψk, Hk, Jk ∈ Ch×h, k = 1, · · · ,m.

Demonstração. É encontrada em Bachelier (1998).

Esse lema é utilizado no teorema abaixo, o qual fornece uma condição em LMI necessária
e suficiente para análise de estabilidade do sistema de ordem α ∈ (0,1).

Teorema 2.6. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009) O sistema (2.3) e (2.4) de ordem α ∈
(0,1) é assintoticamente estável se e somente se existe uma matriz X = X∗ ∈ Cn×n, tal que as
LMIs são factíveis:

X � 0, (2.45)

(rX + rX)T AT +A(rX + rX)≺ 0, r = e j(1−α) π

2 . (2.46)
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Demonstração. O domínio de estabilidade do sistema de ordem α ∈ (0,1) consiste na união
das regiões GLMIs Ds1 em (2.37) e Ds2 em (2.38). Do Lema 2.2: m = 2, ψ1 = e j(1−α)π/2 = r,
ψ2 = e− j(1−α)π/2 = r, ζ1 = ζ2 = 0, J1 = J2 = 0, H1 = H2 = 0, X1, X2 ∈ Cn×n e:

r⊗ (AX1)+ r⊗ (AX1)
∗+ r⊗ (AX2)+ r⊗ (AX2)

∗ ≺ 0. (2.47)

Considerando X1 e X2 matrizes hermitianas positivas definidas (X1 =X∗1 � 0 e X2 =X∗2 � 0):

rAX1 + rX1AT + rAX2 + rX2AT ≺ 0, (2.48)

se e somente se rAX1 + rX1AT + rAX2 + rX2AT + rAX1 + rX1AT + rAX2 + rX2AT ≺ 0,

rAX1 + rX1AT + rAX2 + rX2AT + rAX1 + rX1AT + rAX2 + rX2AT ≺ 0, (2.49)

r(X1 +X2)AT + rA(X1 +X2)+ r(X1 +X2)AT + rA(X1 +X2)≺ 0. (2.50)

Para X = X1 +X2, tem-se:

rXAT + rAX + rXAT + rAX ≺ 0. (2.51)

Como X = XT e X = X∗ = XT , pode-se escrever rXT AT + rAX + rXT AT + rAX ≺ 0,

(rX + rX)T AT +A(rX + rX)≺ 0. (2.52)

Note que (2.51) pode também ser obtida de (2.48) considerando X1 = X e X2 = X , sem
perda de generalidade.

O teorema apresentado a seguir reescreve em outro formato o teorema anterior e é utilizado
em inúmeros trabalhos citados posteriormente:

Teorema 2.7. (LU; CHEN, 2010) O sistema (2.3) e (2.4) de ordem α ∈ (0,1) é assintoticamente
estável se e somente se existem duas matrizes simétricas definidas positivas Pk1 ∈Rn×n, k∈ 1,2,
e duas matrizes anti-simétricas Pk2 ∈ Rn×n, k ∈ 1,2, tais que as LMIs são factíveis:

2

∑
i=1

2

∑
j=1

Sym
{

Θi j⊗ (APi j)
}
≺ 0, (2.53)

[
P11 P12

−P12 P11

]
� 0,

[
P21 P22

−P22 P21

]
� 0, (2.54)

Θ11 =

[
sen(απ/2) −cos(απ/2)
cos(απ/2) sen(απ/2)

]
, Θ12 =

[
cos(απ/2) sen(απ/2)
−sen(απ/2) cos(απ/2)

]
,

Θ21 =

[
sen(απ/2) cos(απ/2)
−cos(απ/2) sen(απ/2)

]
, Θ22 =

[
−cos(απ/2) sen(απ/2)
−sen(απ/2) −cos(απ/2)

]
.

(2.55)
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Demonstração. Conforme a demonstração do Teorema 2.6, o sistema (2.3) e (2.4) de ordem
α ∈ (0,1) é assintoticamente estável se e somente se existem matrizes X∗1 = X1 � 0 ∈ Cn×n,
X∗2 = X2 � 0 ∈Cn×n que satisfazem a LMI (2.48). Aqui, os autores adotaram a seguinte versão
de (2.48) ( rX1AT + rAX1 + rX2AT + rAX2 ≺ 0):

rX1AT + rAX1 + rX2AT + rAX2 ≺ 0, r = e jθ , θ = (1−α)π/2, (2.56)

que equivale a considerar, do Lema 2.2, m = 2, ψ1 = e− j(1−α)π/2 = r, ψ2 = e j(1−α)π/2 = r,
ζ1 = ζ2 = 0, J1 = J2 = 0 e H1 = H2 = 0 (chamando D1 de D2 e D2 de D1). Sabe-se que uma
matriz complexa hermitiana H é positiva definida se e somente se:[

Re(H) Im(H)

−Im(H) Re(H)

]
� 0. (2.57)

Seja X1 = P11+ jP12 e X2 = P21+ jP22, aplicando a desigualdade (2.57) em X1 e X2, obtém-
se as LMIs em (2.54). As matrizes P11 e P21 são simétricas positivas definidas e as matrizes P12

e P22 são anti-simétricas, logo:

X1 = P11 + jP12 = P11− jPT
12 � 0, (2.58)

X2 = P21 + jP22 = P21− jPT
22 � 0. (2.59)

Substituindo (2.58) e (2.59) em (2.56), tem-se:

(cos(θ)+ i sen(θ))(P11− i PT
12)A

T +(cos(θ)− i sen(θ))A(P11 + i P12)

+(cos(θ)− i sen(θ))(P21− i PT
22)A

T +(cos(θ)+ i sen(θ))A(P21 + i P22)≺ 0,
(2.60)

Sym{AP11cos(θ)+AP12sen(θ)+AP21cos(θ)−AP22sen(θ)}

+i (P11AT −AP11)sen(θ)+ i (−PT
12AT +AP12)cos(θ)

+i (−P21AT +AP21)sen(θ)+ i (−PT
22AT +AP22)cos(θ)≺ 0,

(2.61)

Sym{AP11sen(απ/2)+AP12cos(απ/2)}+Sym{AP21sen(απ/2)−AP22cos(απ/2)}

+i (P11AT −AP11)cos(απ/2)+ i (−PT
12AT +AP12)sen(απ/2)

+i (−P21AT +AP21)cos(απ/2)+ i (−PT
22AT +AP22)sen(απ/2)≺ 0.

(2.62)

De (2.57), tem-se que (2.62) é equivalente a (2.53), com Θi j, i, j ∈ {1, 2}, dado por (2.55).

Conforme verificado na literatura, esse teorema (ou diretamente o Teorema 2.6) está pre-
sente na dedução de condições em LMIs para a estabilização de sistemas de ordem α ∈ (0,1)
sujeitos a incertezas politópicas e incertezas intervalares (ADELIPOUR; ABOOEE; HAERI,
2015), incertezas limitadas em norma (LAN; ZHOU, 2011; N’DOYE et al., 2013), incertezas
reais positivas (MA; LU; CHEN, 2014), incertezas não lineares (N’DOYE et al., 2015).
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2.2 ANÁLISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (1, 2)

Da Figura 1b verifica-se que a região de estabilidade no plano complexo do sistema de
ordem α ∈ (1,2) é um conjunto convexo. Diante disso, a informação do Teorema 2.2 pode ser
expressa em termos de LMIs:

Teorema 2.8. (BUSŁOWICZ, 2011) O sistema (2.3) e (2.4) de ordem α ∈ (1,2) é assintoti-
camente estável se e somente se existe uma matriz simétrica P ∈ Rn×n, tal que as LMIs são
factíveis:

P� 0, (2.63)[
(AP+PAT )sen(θ) (AP−PAT )cos(θ)

(−AP+PAT )cos(θ) (AP+PAT )sen(θ)

]
≺ 0, θ = π−απ/2. (2.64)

Demonstração. A região mostrada na Figura 1b é uma região LMI do tipo setor cônico com
vértice na origem e ângulo interno 2θ , θ = π−απ/2. Conforme Chilali, Gahinet e Apkarian
(1999), os autovalores da matriz A pertencem a este setor se e somente se existe uma matriz
simétrica P � 0, tal que a LMI (2.64) é verificada. Além disso, dado que cos(θ) = cos(π −
απ/2) =−cos(απ/2) e sen(θ) = sen(π−απ/2) = sen(απ/2), a LMI (2.64) pode ser rescrita
como: [

(AP+PAT )sen(απ/2) (−AP+PAT )cos(απ/2)
(AP−PAT )cos(απ/2) (AP+PAT )sen(απ/2)

]
≺ 0. (2.65)

Com efeito didático, é apresentado um critério equivalente, encontrado na literatura:

Teorema 2.9. (MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005) O sistema (2.3) e (2.4) de ordem
α ∈ (1,2) é assintoticamente estável se e somente se existe uma matriz P ∈ Rn×n, tal que as
LMIs são factíveis:

P� 0, (2.66)[
(AT P+PA)sen(απ/2) (AT P−PA)cos(απ/2)
(−AT P+PA)cos(απ/2) (AT P+PA)sen(απ/2)

]
≺ 0. (2.67)

Demonstração. Conforme o Teorema 2.2, o sistema (2.3) e (2.4), de ordem α ∈ (1,2) é assinto-
ticamente estável se e somente se, para todo autovalor λ de A, |arg(λ )|> απ/2. Isso equivale
a dizer que λ ∈ S = S1∩S2, com S1 e S2 definidas:

S1 =
{

λ ∈ C : Re(λe j(α−1)π/2)< 0
}
, (2.68)

S2 =
{

λ ∈ C : Re(λe− j(α−1)π/2)< 0
}
. (2.69)

Como as regiões S1 e S2 são simétricas com relação ao eixo real ∃λ1 ∈ λ (A), λ1 ∈ S1 ⇔
∃λ2 = λ

∗
1 ∈ λ (A), λ2 ∈ S2. Assim, apenas a desigualdade (2.68) (ou (2.69)) é suficiente para a
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prova. Para um c ∈ C tem-se Re(c) = (c+ c∗)/2, logo, de (2.69):

λe j(1−α)π/2 +λ
∗e− j(1−α)π/2 < 0,

λ [cos((1−α)π/2)+ jsen((1−α)π/2)]+λ
∗ [cos((α−1)π/2)+ jsen((α−1)π/2)]< 0. (2.70)

De Boyd et al. (1994), a desigualdade (2.70) é verificada se e somente se o seguinte pro-
blema de factibilidade é verificado:

∃P� 0, P ∈ Rn×n : (AT P+PA)sen(απ/2)+ j(AT P−PA)cos(απ/2)� 0. (2.71)

Essas LMIs envolvem termos complexos. As LMIs (2.66), (2.67) são equivalentes às LMIs
dadas em (2.71) e contêm apenas termos reais.

Observação 2.9. As LMIs (2.67) e (2.65) são equivalentes. Para obter (2.65) a partir de (2.67),
basta realizar uma transformação de congruência, com P−1 = (P−1)T .[

P−1 0

0 P−1

][
(AT P+PA)sen(απ/2) (AT P−PA)cos(απ/2)

(−AT P+PA)cos(απ/2) (AT P+PA)sen(απ/2)

][
(P−1)

T
0

0 (P−1)
T

]
≺ 0, (2.72)

[
(AX +XAT )sen(απ/2) (−AX +XAT )cos(απ/2)
(AX−XAT )cos(απ/2) (AX +XAT )sen(απ/2)

]
≺ 0. (2.73)

O próximo capítulo considera a síntese de controladores para sistemas de ordem α ∈ (0,1),
através do critério das regiões GLMIs, bem como para sistemas de ordem α ∈ (1,2), através do
Teorema 2.8.

2.3 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO

Esse capítulo é um compilado de resultados vigentes na literatura para atestar a estabilidade
de sistemas fracionários via LMIs: são apresentados quatro critérios para atestar a estabilidade
de sistemas de ordem α ∈ (0,1) e um critério para atestar a estabilidade de sistemas de ordem
α ∈ (1,2).
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3 SÍNTESE DE CONTROLE ROBUSTO DE SISTEMAS LINEARES DE ORDEM
FRACIONÁRIA α ∈ (0,2)

O capítulo começa com a apresentação dos resultados vigentes para a síntese de controle de
sistemas de ordem α ∈ (0,1). Esses resultados são condições suficientes em LMIs baseadas no
critério apresentado na Seção 2.1.4 sobre regiões LMIs generalizadas (Teorema 2.6). Os teore-
mas apresentados utilizam a lei de controle de realimentação de pseudo-estados, com a planta
contendo incertezas politópicas. Posteriormente, é proposto um teorema para a estabilização
robusta via realimentação α-derivativa de pseudo-estados para sistemas de ordem α ∈ (0,1),
que também utiliza o resultado fundamental apresentado no Teorema 2.6. O capítulo continua
com a apresentação de um resultado vigente para a síntese de controle de sistemas de ordem
α ∈ (1,2), via realimentação de pseudo-estados, com a planta contendo incertezas politópicas.
Por fim, é proposto um teorema para a estabilização robusta via realimentação α-derivativa de
sistemas de ordem α ∈ (1,2). Considere a definição:

Definição 3.1. Seja o sistema linear incerto e invariante no tempo de ordem α ∈ (0,2):

Dαx(t) = A(λ )x(t)+B(λ )u(t), (3.1)

com x(t) ∈ Rn o vetor de pseudo-estados, u(t) ∈ Rm a entrada de controle e A(λ ) ∈ Rn×n,
B(λ ) ∈ Rn×m matrizes que pertencem ao seguinte conjunto convexo de natureza politópica:

P , {(A,B)(λ ) : (A,B)(λ ) =
p

∑
i=1

λi(A,B)i,λ ∈ ∧p}, (3.2)

com ∧p o simplex unitário, definido como:

∧p = {λ ∈ Rp :
p

∑
i=1

λi = 1,λi ≥ 0, i ∈ {1,2, · · · , p}}, (3.3)

cujos vértices são denotados por (Ai,Bi), i ∈ {1,2, · · · , p}. O número de vértices é p = 2s, com
s o número de parâmetros incertos distintos da planta.

Ao longo dessa seção são consideradas as leis de controle:

• Realimentação positiva de pseudo-estados:

u(t) = Kx(t), (3.4)

a qual é substituída nas equações do sistema (3.1), obtendo-se o sistema realimentado:

Dαx(t) = A(λ )x(t)+B(λ )Kx(t) = (A(λ )+B(λ )K)x(t). (3.5)

• Hipótese de realimentação positiva α-derivativa de pseudo-estados:

u(t) = K Dαx(t), (3.6)

a qual é substituída nas equações do sistema (3.1), obtendo-se o sistema realimentado:

Dαx(t) = A(λ )x(t)+B(λ )KDαx(t) = (In×n−B(λ )K)−1A(λ )x(t), (3.7)

com a hipótese de que (In×n−B(λ )K) possua posto completo.
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3.1 CONTROLE ROBUSTO DE SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (0,1)

Essa seção considera o controle robusto via LMI de sistemas de ordem α ∈ (0,1) para
realimentação de pseudo-estados (resultados vigentes na literatura) e para realimentação α-
derivativa (resultados propostos).

3.1.1 REALIMENTAÇÃO DE PSEUDO-ESTADOS

Seguem os resultados para a lei de controle por realimentação de pseudo-estados (3.4):

Teorema 3.1. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009) O sistema em (3.5) de ordem α ∈ (0,1) é
assintoticamente estabilizável se existe uma matriz X = X∗ ∈Cn×n e uma matriz real Y ∈Rm×n,
tais que as LMIs são factíveis:

X � 0, (3.8)

(rX + rX)T AT
i +Ai(rX + rX)+Y T BT

i +BiY ≺ 0, (3.9)

com i = 1, · · · , p e r = e j(1−α) π

2 . Nesse caso, um ganho do controlador que estabiliza (3.5) é:

K = Y (rX + r̄X̄)−1. (3.10)

Demonstração. Suponha factíveis as LMIs (3.8) e (3.9): existem soluções X = X∗ ∈ Cn×n e
Y ∈Rm×n. Multiplicando ambos os lados de (3.9) por λi ≥ 0 e somando em i, de i = 1 até i = p:

(rX + rX)T (
p

∑
i=1

λiAT
i )+(

p

∑
i=1

λiAi)(rX + rX)+Y T (
p

∑
i=1

λiBT
i )+(

p

∑
i=1

λiBi)Y ≺ 0. (3.11)

De (3.2):

(rX + rX)T A(λ )T +A(λ )(rX + rX)+Y T B(λ )T +B(λ )Y ≺ 0. (3.12)

Dado que Y = K(rX + r̄X̄):

(rX + rX)T A(λ )T +A(λ )(rX + rX)+(rX + r̄X̄)T KT B(λ )T +B(λ )K(rX + r̄X̄)≺ 0,

(rX + rX)T (A(λ )+B(λ )K)T +(A(λ )+B(λ )K)(rX + rX)≺ 0. (3.13)

Logo, as LMIs (3.8) e (3.13) são as LMIs do Teorema 2.6 aplicadas ao sistema (3.5).

O próximo resultado utiliza o lema de Finsler, o que possibilita o desacoplamento entre
uma matriz de estabilidade dependente de parâmetro X(λ ) e a matriz dinâmica A(λ ), além de
um maior grau de liberdade, com a seleção de uma determinada matriz estável A0. Entretanto,
não há garantia de menor conservadorismo na síntese do controlador. O lema de Finsler e o
teorema são apresentados:
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Lema 3.1. (SKELTON; IWASAKI; GRIGORIADIS, 1997) Considere w ∈ Rn, L ∈ Rn×n e
B ∈Rm×n, com rank(B)< n e B⊥ uma base para o espaço nulo de B (BB⊥ = 0). Então, as
condições são equivalentes:

• wT L w≺ 0,∀w 6= 0 : Bw = 0; (3.14)

• B⊥
T
L B⊥ ≺ 0; (3.15)

• ∃µ ∈ R : L −µBT B ≺ 0; (3.16)

• ∃G ∈ Rn×m : L +G B+BT G T ≺ 0. (3.17)

Teorema 3.2. (FARGES; SABATIER; MOZE, 2011) O sistema de ordem α ∈ (0,1) com in-
certezas politópicas em (3.5) é assintoticamente estabilizável se existem matrizes Xi ∈ Cn×n,
Xi � 0, i = 1, · · · , p, F ∈ Rn×n e Z ∈ Rm×n, tais que as LMIs são factíveis:

Xi � 0, (3.18)[
0n×n (rXi + rX i)

T

(rXi + rX i) 0n×n

]
+

[
AiF +BiZ
−F

][
AT

0 −In×n

]
+

[
A0

−In×n

][
(AiF +BiZ)T −FT

]
≺ 0, (3.19)

com r = e j(1−α)π/2 e A0 ∈ Rn×n uma matriz constante e estável. Nesse caso, um ganho do
controlador que estabiliza (3.5) é:

K = ZF−1. (3.20)

Demonstração. Suponha que as LMIs (3.18) e (3.19) sejam factíveis: existem soluções Xi ∈
Cn×n, i = 1, · · · , p, F ∈ Rn×n e Z ∈ Rm×n. Multiplicando ambos os lados de (3.18) e (3.19) por
λi ≥ 0 e somando em i, de i = 1 até i = p:

p

∑
i=1

λiXi � 0, (3.21) 0n×n (r
p

∑
i=1

λiXi + r
p

∑
i=1

λiX i)
T

r
p

∑
i=1

λiXi + r
p

∑
i=1

λiX i 0n×n

+
 p

∑
i=1

λiAiF +
p

∑
i=1

λiBiZ

−F

[AT
0 −In×n

]
+

[
A0

−In×n

][
(

p

∑
i=1

λiAiF +
p

∑
i=1

λiBiZ)T −FT

]
≺ 0. (3.22)

De (3.2):
X(λ )� 0, (3.23)

[
0n×n (rX(λ )+ rX(λ ))T

rX(λ )+ rX(λ ) 0n×n

]
+

[
A(λ )F +B(λ )Z

−F

][
AT

0 −In×n

]
+

[
A0

−In×n

][
(A(λ )F +B(λ )Z)T −FT

]
≺ 0. (3.24)
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Dado que Z = KF :[
0n×n (rX(λ )+ rX(λ ))T

rX(λ )+ rX(λ ) 0n×n

]
︸ ︷︷ ︸

(2n×2n)

+

[
A(λ )+B(λ )K
−In×n

]
︸ ︷︷ ︸

(2n×n)

F︸︷︷︸
(n×n)

[
AT

0 −In×n

]
︸ ︷︷ ︸

(n×2n)

+

[
A0

−In×n

]
︸ ︷︷ ︸
(2n×n)

FT︸︷︷︸
(n×n)

[
(A(λ )+B(λ )K)T − In×n

]
︸ ︷︷ ︸

(n×2n)

≺ 0. (3.25)

Mediante (3.15) e (3.17), tem-se as condições equivalentes:[
0n×n (rX(λ )+ rX(λ ))T

rX(λ )+ rX(λ ) 0n×n

]
︸ ︷︷ ︸

L

+

[
A(λ )−B(λ )K
−In×n

]
F︸ ︷︷ ︸

G

[
AT

0 −In×n

]
︸ ︷︷ ︸

B

+

[
A0

−In×n

]
︸ ︷︷ ︸

BT

FT
[
(A(λ )−B(λ )K)T −In×n

]
︸ ︷︷ ︸

G T

≺ 0, (3.26)

[
In×n A0

]
︸ ︷︷ ︸

B⊥T

[
0n×n (rX(λ )+ rX(λ ))T

(rX(λ )+ rX(λ )) 0n×n

]
︸ ︷︷ ︸

L

[
In×n

AT
0

]
︸ ︷︷ ︸

B⊥

≺ 0, (3.27)

com BB⊥ =
[
AT

0 −In×n

][In×n

AT
0

]
= 0n×n. Dessa última, obtém-se:

A0(rX(λ )+ rX(λ ))+(rX(λ )+ rX(λ ))T AT
0 ≺ 0, (3.28)

que é a LMI do Teorema 2.6 aplicada à matriz A0. Assim, a matriz A0 deve ser estável, caso
contrário não existirão soluções Xi ∈ Cn×n, i = 1, · · · , p. Mediante (3.17) e (3.15), as seguintes
condições também são equivalentes:[

0n×n (rX(λ )+ rX(λ ))T

rX(λ )+ rX(λ ) 0n×n

]
︸ ︷︷ ︸

L

+

[
A(λ )−B(λ )K
−In×n

]
︸ ︷︷ ︸

BT

F
[
AT

0 −In×n

]
︸ ︷︷ ︸

G T

+

[
A0

−In×n

]
FT

︸ ︷︷ ︸
G

[
(A(λ )−B(λ )K)T −In×n

]
︸ ︷︷ ︸

B

≺ 0, (3.29)

[
In×n A(λ )−B(λ )K

]
︸ ︷︷ ︸

B⊥T

[
0n×n (rX(λ )+ rX(λ ))T

(rX(λ )+ rX(λ )) 0n×n

]
︸ ︷︷ ︸

L

[
In×n

(A(λ )−B(λ )K)T

]
︸ ︷︷ ︸

B⊥

≺ 0, (3.30)

com BB⊥ =
[
(A(λ )−B(λ )K)T −In×n

][ In×n

(A(λ )−B(λ )K)T

]
= 0n×n. Dessa última, obtém-se:

(A(λ )−B(λ )K)(rX(λ )+ rX(λ ))+(rX(λ )+ rX(λ ))T (A(λ )−B(λ )K)T ≺ 0, (3.31)

que é a LMI do Teorema 2.6 aplicada ao sistema (3.5).
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Os Teoremas 3.1 e 3.2 estão fundamentados no critério apresentado na Seção 2.1.4 con-
cernente às regiões LMIs generalizadas. Ademais, é possível investigar a estabilização robusta
utilizando o critério de estabilidade baseado em análise geométrica da Seção 2.1.3. Entretanto,
é ainda necessário encontrar uma mudança de variáveis para expressar o resultado em termos
de LMIs, possibilitando encontrar um ganho K:

Proposição 3.1. O sistema (3.5) de ordem α ∈ (0,1) é assintoticamente estabilizável se existe
uma matriz K ∈ Rn×m, com P ∈ Rn×n, tal que:

P� 0, (3.32)

(−(−(A(λ )−B(λ )K))
1

2−α )T P+P(−(−(A(λ )−B(λ )K))
1

2−α )≺ 0. (3.33)

Demonstração. Decorre diretamente das LMIs em (2.32) e (2.33) aplicadas ao sistema (3.5).

3.1.2 REALIMENTAÇÃO α-DERIVATIVA

Segue o resultado proposto para a lei de controle por realimentação α-derivativa (3.6):

Teorema 3.3. O sistema (3.7) de ordem α ∈ (0,1) é assintoticamente estabilizável se existem
matrizes X = X∗ ∈ Cn×n e Y ∈ Rm×n, tais que as LMIs são factíveis:

X � 0, (3.34)

(rX + rX)T AT
i +Ai(rX + rX)−B jYAT

i −AiY T BT
j ≺ 0, (3.35)

com i, j = 1, · · · , p e r = e j(1−α)π/2. Nesse caso, um ganho do controlador que estabiliza (3.7)
é:

K = Y ((rX + rX)−1)T . (3.36)

Demonstração. Suponha factíveis as LMIs (3.34) e (3.35): existem soluções X ∈ Rn×n e Y ∈
Rm×n. Multiplicando ambos os lados de (3.35) por λiλ j, com λi,λ j ≥ 0 e somando em i, j, de
i, j = 1 até i, j = p:

(rX + rX)T
p

∑
i=1

λiAT
i +

p

∑
i=1

λiAi(rX + rX)− (
p

∑
j=1

λ jB j)Y (
p

∑
i=1

λiAT
i )− (

p

∑
i=1

λiAi)Y T (
p

∑
j=1

λ jBT
j )≺ 0. (3.37)

De (3.2):

(rX + rX)T A(λ )T +A(λ )(rX + rX)−B(λ )YA(λ )T −A(λ )Y T B(λ )T ≺ 0. (3.38)

Dado que Y = K(rX + rX)T :

(rX + rX)T A(λ )T +A(λ )(rX + rX)−B(λ )K(rX + rX)T A(λ )T −A(λ )(rX + rX)KT B(λ )T ≺ 0, (3.39)

(In×n−B(λ )K)(rX + rX)T A(λ )T +A(λ )(rX + rX)(In×n−B(λ )K)T ≺ 0. (3.40)
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Seja a matriz não simétrica M ∈Rn×n, se MT +M ≺ 0 então M tem posto completo. Logo,
(In×n−B(λ )K)(rX + rX)T A(λ )T e (In×n−B(λ )K) têm posto completo, o que é requerido nas
equações do sistema realimentado (3.7). Multiplicando (3.40) à esquerda por (In×n−B(λ )K)−1

e à direita por [(In×n−B(λ )K)−1]T , obtém-se:

(rX + rX)T A(λ )T ((In×n−B(λ )K)−1)T +(In×n−B(λ )K)−1A(λ )(rX + rX)≺ 0,

(rX + rX)T [(In×n−B(λ )K)−1A(λ )
]T

+
[
(In×n−B(λ )K)−1A(λ )

]
(rX + rX)≺ 0. (3.41)

Logo, as LMIs em (3.34) e (3.41) são as LMIs do Teorema 2.6 aplicado ao sistema (3.7).

A motivação para a síntese de controle via realimentação α-derivativa enunciada a seguir
decorre do critério de estabilidade baseado em análise geométrica da Seção 2.1.3. Novamente,
é ainda necessário encontrar uma mudança de variáveis para expressar o resultado em termos
de LMIs, possibilitando encontrar o ganho K:

Proposição 3.2. O sistema (3.7) de ordem α ∈ (0,1) é assintoticamente estabilizável se existe
uma matriz K ∈ Rn×m, com P ∈ Rn×n, tal que:

P� 0, (3.42)

(−(−((In×n−B(λ )K)−1A(λ )))
1

2−α )T P+P(−(−((In×n−B(λ )K)−1A(λ )))
1

2−α )≺ 0, (3.43)

dado que (In×n−B(λ )K) possua posto completo.

Demonstração. Decorre diretamente das LMIs em (2.32) e (2.33) aplicadas ao sistema (3.7).

Nesse momento é pertinente a observação:

Observação 3.1. Para a derivada fracionária segundo Caputo, considere os tópicos analisados
em Kuzminskas (2018):

• Da extensão do método direto de Lyapunov para sistemas Caputo de ordem α ∈ (0,1), o
ponto de equilíbrio do sistema (3.1) (com ou sem incertezas) é assintoticamente estável
se (LI; CHEN; PODLUBNY, 2009):

− A função de Lyapunov escolhida é V (x(t), t)> 0 para todo x 6= 0, com V (0, t) = 0;

− cDαV (x(t), t)< 0, para x 6= 0;

• Para a função de Lyapunov do tipo quadrática V (x(t)) = x(t)T Px(t), P = PT � 0, tem-se
(DUARTE-MERMOUD et al., 2015):

cDα(x(t)T Px(t))≤ 2x(t)T P cDαx(t) = (x(t)T P cDαx(t))T + x(t)T P cDαx(t), (3.44)

cDα(x(t)T Px(t))≤ cDαx(t)T Px(t)+ x(t)T P cDαx(t); (3.45)
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• Substituindo as equações do sistema (3.1) em (3.45):

cDαV (x(t))≤ x(t)T (AT
clP+PAcl)x(t), (3.46)

com Acl a matriz de malha fechada;

• Diante de (3.46), a condição suficiente, adotada em Kuzminskas (2018), para a estabili-
zação do sistema (3.1) é:

P� 0, (3.47)

AT
clP+PAcl ≺ 0. (3.48)

Essas LMIs alocam os autovalores no semi-plano complexo esquerdo (região contida no
domínio de estabilidade dos sistemas de ordem α ∈ (0,1)). Em Farges, Moze e Sabatier (2009)
os autores destacam que uma solução imediata do problema de estabilização do sistema de
ordem α ∈ (0,1) seria alocar os autovalores no semi-plano complexo esquerdo. No entanto, tal
redução no domínio de estabilidade pode comprometer o desempenho da estabilização, como
leis de controle com alto consumo de energia e/ou respostas lentas.

3.2 CONTROLE ROBUSTO DE SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (1,2)

Essa seção considera o controle robusto via LMI de sistemas de ordem α ∈ (1,2) para
realimentação de pseudo-estados (resultados vigentes na literatura) e para realimentação α-
derivativa (resultados propostos).

3.2.1 REALIMENTAÇÃO DE PSEUDO-ESTADOS

Em Farges, Moze e Sabatier (2009) os autores apenas sugerem a síntese do controlador a
partir do Teorema 2.9, adotando a variável Y = KX (não consta a demonstração). Como os
Teoremas 2.9 e 2.8 são equivalentes, segue o teorema de síntese a partir do Teorema 2.8:

Teorema 3.4. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009; BUSŁOWICZ, 2011) O sistema em (3.5)
de ordem α ∈ (1,2) é assintoticamente estabilizável se existem matrizes X = XT ∈ Rn×n e
Y ∈ Rm×n, tais que as LMIs são factíveis:

X � 0, (3.49)[
(AiX +XAT

i +BiY +Y T BT
i )sen(απ/2) (−AiX +XAT

i −BiY +Y T BT
i )cos(απ/2)

(AiX−XAT
i +BiY −Y T BT

i )cos(απ/2) (AiX +XAT
i +BiY +Y T BT

i )sen(απ/2)

]
≺ 0, (3.50)

com i = 1, · · · , p. Nesse caso, um ganho do controlador é:

K = Y X−1. (3.51)
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Demonstração. Suponha factíveis as LMIs (3.49) e (3.50): existem soluções X ∈ Rn×n e Y ∈
Rm×n. Multiplicando ambos os lados de (3.50) por λi ≥ 0 e somando em i, de i = 1 até i = p:

(
p

∑
i=1

λiAiX +X
p

∑
i=1

λiAT
i +

p

∑
i=1

λiBiY +Y T
p

∑
i=1

λiBT
i )sen(απ/2)

(
p

∑
i=1

λiAiX−X
p

∑
i=1

λiAT
i +

p

∑
i=1

λiBiY −Y T
p

∑
i=1

λiBT
i )cos(απ/2)

(−
p

∑
i=1

λiAiX +X
p

∑
i=1

λiAT
i −

p

∑
i=1

λiBiY +Y T
p

∑
i=1

λiBT
i )cos(απ/2)

(
p

∑
i=1

λiAiX +X
p

∑
i=1

λiAT
i +

p

∑
i=1

λiBiY +Y T
p

∑
i=1

λiBT
i )sen(απ/2)

≺ 0.

(3.52)

De (3.2):[
(A(λ )X +XA(λ )T +B(λ )Y +Y T B(λ )T )sen(απ/2)
(A(λ )X−XA(λ )T +B(λ )Y −Y T B(λ )T )cos(απ/2)

(−A(λ )X +XA(λ )T −B(λ )Y +Y T B(λ )T )cos(απ/2)
(A(λ )X +XA(λ )T +B(λ )Y +Y T B(λ )T )sen(απ/2)

]
≺ 0.

(3.53)

Dado que Y = KX e X = XT :[
((A(λ )+B(λ )K)X +X(A(λ )+B(λ )K)T )sen(απ/2)
((A(λ )+B(λ )K)X−X(A(λ )+B(λ )K)T )cos(απ/2)

(−(A(λ )+B(λ )K)X +X(A(λ )+B(λ )K)T )cos(απ/2)
((A(λ )+B(λ )K)X +X(A(λ )+B(λ )K)T )sen(απ/2)

]
≺ 0.

(3.54)

Logo, as LMIs (3.49) e (3.54) são as LMIs do Teorema 2.8 aplicadas ao sistema (3.5).

3.2.2 REALIMENTAÇÃO α-DERIVATIVA

Segue o resultado proposto para a lei de controle por realimentação α-derivativa (3.6):

Teorema 3.5. O sistema (3.7) de ordem α ∈ (1,2) é assintoticamente estabilizável se existem
matrizes X = XT ∈ Rm×n e Y ∈ Rm×n, tais que as LMIs são factíveis:

X � 0, (3.55)[
(AiX +XAT

i −B jYAT
i −AiY T BT

j )sen(θ) (AiX−XAT
i +B jYAT

i −AiY T BT
j )cos(θ)

(−AiX +XAT
i −B jYAT

i +AiY T BT
j )cos(θ) (AiX +XAT

i −B jYAT
i −AiY T BT

j )sen(θ)

]
≺ 0, (3.56)

com i, j = 1, · · · , p e θ = π−απ/2. Nesse caso, um ganho do controlador é:

K = Y X−1. (3.57)

Demonstração. Suponha factíveis as LMIs (3.55) e (3.56): existem soluções X ∈ Rn×n e Y ∈
Rm×n. Multiplicando ambos os lados de (3.56) por λiλ j, com λi,λ j ≥ 0 e somando em i, j, de
i, j = 1 até i, j = p:
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
(

p

∑
i=1

λiAiX +X
p

∑
i=1

λiAT
i − (

p

∑
j=1

λ jB j)Y (
p

∑
i=1

λiAT
i )− (

p

∑
i=1

λiAi)Y T (
p

∑
j=1

λ jBT
j ))sen(θ)

(−
p

∑
i=1

λiAiX +X
p

∑
i=1

λiAT
i − (

p

∑
j=1

λ jB j)Y (
p

∑
i=1

λiAT
i )+(

p

∑
i=1

λiAi)Y T (
p

∑
j=1

λ jBT
j ))cos(θ)

c(
p

∑
i=1

λiAiX−X
p

∑
i=1

λiAT
i +(

p

∑
j=1

λ jB j)Y (
p

∑
i=1

λiAi)
T − (

p

∑
i=1

λiAi)Y T (
p

∑
j=1

λ jBT
j ))cos(θ)

(
p

∑
i=1

λiAiX +X
p

∑
i=1

λiAT
i − (

p

∑
j=1

λ jB j)Y (
p

∑
i=1

λiAT
i )− (

p

∑
i=1

λiAi)Y T (
p

∑
j=1

λ jBT
j ))sen(θ)

≺ 0.

(3.58)

De (3.2):[
(A(λ )X +XA(λ )T −B(λ )YA(λ )T −A(λ )Y T B(λ )T )sen(θ)

(−A(λ )X +XA(λ )T −B(λ )YA(λ )T +A(λ )Y T B(λ )T )cos(θ)

(A(λ )X−XA(λ )T +B(λ )YA(λ )T −A(λ )Y T B(λ )T )cos(θ)

(A(λ )X +XA(λ )T −B(λ )YA(λ )T −A(λ )Y T B(λ )T )sen(θ)

]
≺ 0.

(3.59)

Dado que Y = KX e X = XT :[
(A(λ )X(In×n−B(λ )K)T +(In×n−B(λ )K)XA(λ )T )sen(θ)

(−A(λ )X(In×n−B(λ )K)T +(In×n−B(λ )K)XA(λ )T )cos(θ)

(A(λ )X(In×n−B(λ )K)T − (In×n−B(λ )K)XA(λ )T )cos(θ)

(A(λ )X(In×n−B(λ )K)T +(In×n−B(λ )K)XA(λ )T )sen(θ)

]
≺ 0.

(3.60)

Seja a matriz não simétrica M ∈Rn×n: se M+MT ≺ 0 então M tem posto completo. Logo,
(In×n−B(λ )K)XA(λ )T e (In×n−B(λ )K) tem posto completo, o que é requerido nas equações
do sistema realimentado (3.7). Multiplicando (3.60) à esquerda por

[
(In×n−B(λ )K)−1 0n×n

0n×n (In×n−B(λ )K)−1

]

e à direita por
[[
(In×n−B(λ )K)−1]T 0n×n

0n×n
[
(In×n−B(λ )K)−1]T

]
, obtém-se:[

(
[
(In×n−B(λ )K)−1A(λ )

]
X +X

[
(In×n−B(λ )K)−1A(λ )

]T
)sen(θ)

(−
[
(In×n−B(λ )K)−1A(λ )

]
X +X

[
(In×n−B(λ )K)−1A(λ )

]T
)cos(θ)

(
[
(In×n−B(λ )K)−1A(λ )

]
X−X

[
(In×n−B(λ )K)−1A(λ )

]T
)cos(θ)

(
[
(In×n−B(λ )K)−1A(λ )

]
X +X

[
(In×n−B(λ )K)−1A(λ )

]T
)sen(θ)

]
≺ 0.

(3.61)

Logo, as LMIs em (3.55) e (3.61) são as LMIs do Teorema 2.8 aplicadas ao sistema (3.7).

3.3 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Para a solução das restrições em LMIs é utilizado o solver LMILab no ambiente do soft-

ware MATLAB. O Exemplo 3.1 busca replicar, para fins contextuais e didáticos, a aplicação
ao pêndulo invertido em Farges, Moze e Sabatier (2009). Os Exemplos Numéricos 3.2 e 3.3 se
referem às propostas com a realimentação α-derivativa.
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Exemplo 3.1. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009) A Figura 4 apresenta o pêndulo invertido
de massa mp articulado em um carrinho de massa mc. O coeficiente de atrito entre o chão e o
carrinho é f . O carrinho e o pêndulo se movem em um plano P . A entrada de controle é a
força F(t) aplicada sobre o carrinho, a qual é paralela ao plano P . O sistema é completamente
descrito pela posição z(t) e pelo ângulo de deflexão axial θ(t). O pêndulo é preso a uma placa
que possui perfurações padronizadas, a qual rotaciona dentro de uma solução viscoelástica: essa
é a diferença em relação ao modelo clássico do pêndulo invertido.

Figura 4 - Pêndulo invertido

Fonte: adaptado de Farges, Moze e Sabatier (2009).

O design particular de perfurações da placa equivale a uma rede recursiva de resistores e
capacitores na analogia com os circuitos elétricos (OUSTALOUP, 1995). Em Galvão et al.
(2013) e Jacyntho et al. (2015) é mostrado que o comportamento de uma rede recursiva de
resistores e capacitores possui natureza fracionária. Mediante o padrão de perfuração da placa,
a natureza fracionária desse modelo de pêndulo invertido está no tipo de amortecimento: seja
α a ordem fracionária e k o coeficiente de amortecimento, a equação para o torque do pêndulo,
no âmbito da dinâmica rotacional, é:

Γ(t) =−k Dα
θ(t). (3.62)

A derivada fracionária em (3.62), em todo o espectro de frequência, modela uma distri-
buição recursiva infinita das perfurações. A fim de construir um modelo realista, a banda de
frequência da derivada fracionária é limitada em ω ∈ [ωl,ωh] e sua função de transferência é:

L {Dα}|ωh
ωl = sα |ωh

ωl = s

1+
(

s
ωh

)α

1+
(

s
ωl

)α

=

(
ωα

l sα+1 +(ωhωl)
α s

ωα
h sα +(ωhωl)

α

)
. (3.63)

A função de transferência da equação (3.62) é:

G(s) =
Γ(s)
Θ(s)

=−k sα . (3.64)

Assim, para a banda de frequência ω ∈ [ωl,ωh]:
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G(s) =
Γ(s)
Θ(s)

=−k

(
ωα

l sα+1 +(ωhωl)
α s

ωα
h sα +(ωhωl)

α

)
. (3.65)

A fim de encontrar a equação diferencial que origina essa função de transferência, tem-se:

Γ(s) =−k

[
ωα

l sα+1 +(ωhωl)
α s

ωα
h sα +(ωhωl)

α

]
Θ(s), (3.66)

ω
α
h sα

Γ(s)+(ωhωl)
α

Γ(s) =−kω
α
l sα+1

Θ(s)− k (ωhωl)
α sΘ(s). (3.67)

Da transformada de Laplace inversa:

ω
α
h Dα

Γ(t)+(ωhωl)
α

Γ(t) =−kω
α
l Dα+1

θ(t)− k (ωhωl)
α

θ̇(t), (3.68)

Dα
Γ(t) =−ω

α
l Γ(t)− kω

α
l θ̇(t)− k

(
ωl

ωh

)α

Dα+1
θ(t). (3.69)

Aplicando as equações de Lagrange com respeito as coordenadas z(t) e θ(t), obtém-se as
equações diferenciais não lineares que governam o movimento do pêndulo:

z̈(t) =
1

mc +mp

(
1
2

mpl(θ̈(t)cos(θ(t))− θ̇(t)2sen(θ(t)))− f ż(t)+F(t)
)
,

θ̈(t) =
1

J+ 1
4mpl2

(
1
2

mpl(z̈(t)cos(θ(t))+gsen(θ(t)))+Γ(t)
)
,

Dα
Γ(t) =−ω

α
l Γ(t)− kω

α
l θ̇(t)− k

(
ωl

ωh

)α

Dα+1
θ(t).

(3.70)

Os autores adotam os seguintes valores para os parâmetros:

Tabela 1 - Parâmetros do pêndulo invertido

Parâmetro mp mc l f J k ωl ωh g

Valor 0,535 3,2 0,365 6,2 0,062 0,1 0,1 10 9,81

Unidade kg kg m kg/s kg.m2 N.m.sα/rad rad/s rad/s m/s2

Fonte: retirado de Farges, Moze e Sabatier (2009).

Em Farges, Moze e Sabatier (2009), os autores adotaram a ordem α = 0.5, possivelmente
identificada. O modelo (3.70) pode então ser reescrito como um sistema não linear de ordem
comensurável α = 0,5, da forma:

D0,5x(t) = f (x(t),F(t)). (3.71)

Uma possível escolha do vetor x(t) é:

x(t) = [z(t) D0,5z(t) ż(t) D1,5z(t) θ(t) D0,5
θ(t) θ̇(t) D1,5

θ(t) Γ(t)]T . (3.72)

O modelo admite infinitos pontos de equilíbrio em xeq1 = [zeq1 0 0 0 0 0 0 0 0]T , que
correspondem a posição superior do pêndulo e uma posição arbitrária zeq1 do carrinho e outros
infinitos pontos de equilíbrio em xeq2 = [zeq2 0 0 0 π 0 0 0 0]T que correspondem à posição
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inferior do pêndulo e uma posição arbitrária zeq2 do carrinho. A linearização do modelo ao redor
de um ponto de equilíbrio do tipo xeq1 resulta na representação em espaço de pseudo-estados:

D0,5x(t) = Ax(t)+Bu(t), (3.73)

A = a



0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 a43 0 a45 0 0 0 a49

0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 a83 0 a85 0 0 0 a89

0 0 0 0 0 0 a97 a98 a99


, B = a



0
0
b4

0
0
0
b8

0


,

a =
1

4J(mc +mp)+mcmpl2 ,

a43 =−4 f J− f mpl2,

a45 = m2
pl2g,

a49 = 2mpl, a83 =−2 f mpl,
a85 = 2mpgl(mc +mp),

a89 = 4(mc +mp),

a97 =−kα
√

ωl , a98 =−kα

√
ωl

ωh
,

a99 =−α
√

ωl , b4 = J+mpl2,

b8 = 2mpl2.

É aplicado o Teorema 3.1 para calcular um ganho estabilizante K da realimentação de
pseudo-estados sobre o modelo linearizado (3.73). Conforme este teorema, a variável X é de-
clarada como uma matriz hermitiana complexa e a variável Y como uma matriz real, no solver

LMILab. Da solução das LMIs (3.8) e (3.9), aplicadas ao modelo isento de incertezas politópi-
cas, as variáveis X , Y e o ganho K são:

X =



2,1099+0,0000i −0,0804−0,4546i −0,3976−0,4708i −0,3116+0,0969i
−0,0804+0,4546i 1,2879+0,0000i −0,1449−0,3683i −0,4539−0,4421i
−0,3976+0,4708i −0,1449+0,3683i 1,3365+0,0000i −0,0841−0,4610i
−0,3116−0,0969i −0,4539+0,4421i −0,0841+0,4610i 2,1163+0,0000i

0,0995−0,0260i 0,1021−0,0513i −0,0400−0,1095i 0,0001−0,1167i
−0,0038+0,0692i 0,1076+0,0749i 0,1236+0,0395i 0,3612−0,3947i
−0,0624+0,1059i −0,0089+0,0843i 0,0673+0,0436i 0,0778+0,1182i
−0,0745+0,0082i −0,0741+0,0564i −0,0591+0,1094i 0,0753+0,2744i

0,0561−0,0276i 0,0454−0,0241i −0,0454−0,0628i −0,0435+0,0573i

0,0995+0,0260i −0,0038−0,0692i −0,0624−0,1059i −0,0745−0,0082i 0,0561+0,0276i
0,1021+0,0513i 0,1076−0,0749i −0,0089−0,0843i −0,0741−0,0564i 0,0454+0,0241i
−0,0400+0,1095i 0,1236−0,0395i 0,0673−0,0436i −0,0591−0,1094i −0,0454+0,0628i

0,0001+0,1167i 0,3612+0,3947i 0,0778−0,1182i 0,0753−0,2744i −0,0435−0,0573i
1,1713+0,0000i −0,2271−0,1732i −0,2933−0,1300i −0,1602+0,2055i −0,8980+0,0931i
−0,2271+0,1732i 0,9854+0,0000i −0,3044−0,2813i −0,5603−0,2838i −0,0758−0,0318i
−0,2933+0,1300i −0,3044+0,2813i 1,2626+0,0000i −0,0137−0,5113i 0,0382−0,1176i
−0,1602−0,2055i −0,5603+0,2838i −0,0137+0,5113i 2,3733+0,0000i 0,0536+0,0145i
−0,8980−0,0931i −0,0758+0,0318i 0,0382+0,1176i 0,0536−0,0145i 1,0597+0,0000i


,

(3.74)

Y =
[
−18,6243 −16,3144 5,8428 −0,7092 −16,9382 7,8481 5,1633 13,2179 −6,3475

]
, (3.75)

K =
[
2,9077 5,3846 8,1944 4,3339 −56,2033 −15,3493 −11,2888 −3,2574 −55,0626

]
. (3.76)

A Figura 5a mostra os autovalores das matrizes A e (A+BK). A matriz A possui um auto-
valor duplo na origem e um fora da região de estabilidade. Contudo, através da realimentação,
todos os autovalores são alocados na região de estabilidade. A Figura 5b mostra as respostas z(t)

e θ(t) da estabilização, para uma condição inicial x0 = [1 0 0 0 π/6 0 0 0 0]T . A simulação
implementa as equações não lineares do modelo (3.70), com a realimentação F(t) = Kx(t), e é
realizada no ambiente SIMULINK do software MATLAB, com passo de integração h = 0,001.
A integração fracionária é realizada com o bloco fractional integrator do pacote computacio-
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nal FONCOM (Fractional Order Modeling Control) (TEPLJAKOV; PETLENKOV; BELIKOV,
2013), para a frequência ω ∈ [ωl,ωh] = [0,1 rad/s,10 rad/s]. Note que z(0) e θ(0), do vetor da
condições iniciais, não incidem sobre os integradores fracionários na simulação do sistema não
linear. As derivadas fracionárias para a realimentação com o vetor x(t) são obtidas através dos
integradores de ordem α = 0.5, da seguinte forma: cD0,5z(t) = I0,5ż(t), cD1,5z(t) = I0,5z̈(t),
cD0,5

θ(t) = I0,5
θ̇(t) e cD1,5

θ(t) = I0,5
θ̈(t), em que é necessária a disponibilidade de θ̇(t) e

θ̈(t). Note que o controlador projetado a partir do modelo linearizado em torno do ponto de
equilíbrio xeq = [0 0 0 0 0 0 0 0 0]T foi eficaz mesmo para um θ(0) = 30o afastado do
ponto de equilíbrio.

Figura 5 - Resultados do pêndulo invertido de ordem α = 0,5
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(b) Evolução das coordenadas θ(t) e z(t) sob a lei

de controle (3.4)
Fonte: próprio autor.

Exemplo 3.2. Considere o sistema linear incerto invariante no tempo de ordem α = 0,5:

cD0,5x(t) = A(λ )x(t)+B(λ )u(t), (3.77)

A =

 3 3 −5
−5 a 1
b 2 −1

 , B =

1 0
0 1
1 1

 , x(t) = [x1(t) x2(t) x3(t)]T ,

com matrizes (A,B)(λ ) conforme (3.2) e os parâmetros −1 < a < 1 e −1 < b < 1.

A matriz incerta A(λ ) pertence ao politopo de vértices:

[
A1| A2| A3| A4

]
=

 3 3 −5
−5 −1 1
−1 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣
3 3 −5
−5 −1 1
1 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣
3 3 −5
−5 1 1
−1 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣
3 3 −5
−5 1 1
1 2 −1

 .
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É aplicada a metodologia proposta no Teorema 3.3 para calcular um ganho estabilizante K

da realimentação α-derivativa. Da solução das LMIs em (3.34) e (3.35), as variáveis X e Y ,
bem como o ganho K, são:

X =

 0,7348+0,0000i −0,2680+0,0229i 0,3610+0,0701i

−0,2680−0,0229i 0,7806+0,0000i 0,3381+0,0930i

0,3610−0,0701i 0,3381−0,0930i 0,5946+0,0000i

 , (3.78)

Y =

[
0,9094 −0,4465 0,3737
−0,5012 1,0794 0,6383

]
, (3.79)

K =

[
0,9328 −0,0501 −0,1956
−0,5514 0,5706 0,7451

]
. (3.80)

A Figura 6a mostra as localizações dos autovalores do sistema realimentado para todas as
combinações de valores de a e b, em seus respectivos intervalos, em um grid de 0,2. Note que
esse cluster de autovalores está alocado na região de estabilidade do sistema de ordem α = 0,5.
A Figura 6b apresenta a simulação das respostas obtidas via algoritmo de Adams-Bashforth

(Apêndice A), para um passo de integração h = 0,001 e vértice A1 do politopo: note que o
sistema em malha aberta evolui de forma instável a partir de uma condição inicial x0 = [1 1 1]T

e é estabilizado sob o ganho K em (3.80).

Figura 6 - Exemplo numérico, sistema de ordem α = 0,5
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Fonte: próprio autor.

Exemplo 3.3. Considere o sistema linear incerto invariante no tempo de ordem α = 1,5:

cD1,5x(t) = A(λ )x(t)+B(λ )u(t), (3.81)

A =

 2 −2 0
10 a −1
b −1 −1

 , B =

1 0
0 1
1 1

 , x(t) = [x1(t) x2(t) x3(t)]T ,

com os parâmetros 0 < a < 1 e 0 < b < 1.
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A matriz incerta A(λ ) pertence ao politopo de vértices:

[
A1| A2| A3| A4

]
=

 2 −2 0
10 0 −1
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 0

10 0 −1
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 0

10 1 −1
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 0
10 1 −1
1 −1 −1

 .
É aplicada a metodologia proposta no Teorema 3.5 para calcular um ganho estabilizante K

da realimentação α-derivativa. Da solução das LMIs em (3.55) e (3.56), as variáveis X e Y ,
bem como o ganho K, são:

X =

 0,5158 −0,4835 0,2177
−0,4835 0,7776 0,0868
0,2177 0,0868 1,3092

 , (3.82)

Y =

[
0,5609 −0,8226 0,5564
−0,4134 0,8435 0,0202

]
, (3.83)

K =

[
−0,5438 −1,4644 0,6126
0,7995 1,6069 −0,2241

]
. (3.84)

A Figura 7a mostra as localizações dos autovalores do sistema realimentado para todas as
combinações de valores de a e b, em seus respectivos intervalos, em um grid de 0,2. Note que
esse cluster de autovalores está alocado na região de estabilidade do sistema de ordem α = 1,5.
A Figura 7b apresenta a simulação das respostas obtidas via algoritmo de Adams-Bashforth

(Apêndice A), para um passo de integração h = 0,01 e vértice A1 do politopo: note que o
sistema em malha aberta evolui de forma instável a partir das condições iniciais x0 = [1 1 1]T ,
ẋ0 = [0 0 0]T e é estabilizado sob o ganho K em (3.84).

Figura 7 - Exemplo numérico, sistema de ordem α = 1,5
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3.4 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO

Esse capítulo apresentou resultados de estabilização vigentes na literatura para sistemas
fracionários via LMIs, com base nos critérios de estabilidade apresentado no capítulo 2. Além
disso, são propostos resultados de estabilização por realimentação α-derivativa via LMIs: exem-
plos numéricos ilustram a efetividade da proposta.
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4 CONTROLE DE SAÍDA DE SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (0,2) EMPREGANDO
UM OBSERVADOR DE PSEUDO-ESTADOS

O objetivo desse capítulo é fornecer uma metodologia de contr ole de saída, a qual é posteri-
ormente aplicada a um análogo elétrico do modelo vigente para o sistema respiratório humano.
Nesse sentido, a metodologia poderá ser utilizada no projeto de um respirador mecânico, pois
fornece uma pressão de ar adequada para a geração de um fluxo de ar em um perfil de tempo
desejado, representando um elo entre o controle moderno e a bioengenharia. O método começa
com uma descrição em espaço de pseudo-estados, usando a derivada de Caputo, do referido
análogo elétrico. O projeto de controle subsequente inclui um observador de pseudo-estado,
leaky integrators (WEITENBERG et al., 2018) e uma malha externa. Os ganhos envolvidos
são projetados através de condições em linear matrix inequality (LMI) para a alocação regional
de autovalores. A robustez da malha de controle é analisada com as matrizes incertas previstas
diretamente no modelo, as quais incluem variações nos parâmetros dentro de faixas porcentuais.

Uma propriedade desejável para os sistemas de malha fechada é a alocação dos autovalores
em uma região específica do plano complexo, a fim de garantir certos índices de desempenho do
sistema. A condição em LMI para a D-estabilidade (alocação regional de autovalores) remonta
ao trabalho de Chilali, Gahinet e Apkarian (1999), cujas ideias fundamentais foram depois apli-
cadas a sistemas fracionários (ZHANG; CHEN, 2015; ZHANG; ZHANG, 2019). Em paralelo
aos trabalhos sobre D-estabilidade, vale ressaltar, como já abordado no Capítulo 2, a variedade
de trabalhos que fornecem condições em LMIs no escopo geral de estabilidade e controle de
sistemas fracionários (MATIGNON, 1996; FARGES; MOZE; SABATIER, 2009; SABATIER;
MOZE; FARGES, 2010; LU; CHEN, 2010; ZHANG; YU; YU, 2016). Em aplicações práticas,
os pseudo-estados podem não estar completamente acessíveis, são conhecidas apenas as entra-
das e saídas da planta fracionária. Nesse caso, a estimação dos pseudo-estados e o controle da
planta pode ser realizado através de um observador de pseudo-estados. Vários trabalhos funda-
mentados no observador de Luenberger fracionário são reportados na literatura, com diferentes
escopos (MATIGNON; D’ANDRÉA-NOVEL, 1997; N’DOYE et al., 2009; LAN; HUANG;
ZHOU, 2012; QIU; JI, 2017).

Assume-se que o sistema sob consideração é descrito pelo modelo da forma:

Dαx(t) = Ax(t)+Bu(t), (4.1)

y(t) =Cx(t)+Du(t), (4.2)

com α ∈ (0,2) a ordem fracionária, x(t) ∈ Rn o vetor de pseudo-estados, u(t) ∈ Rp a entrada,
y(t) ∈ Rq o vetor de saída e A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×p, C ∈ Rq×n e D ∈ Rq×p matrizes constantes.
Dado u(t), obtém-se a medição y(t). O vetor x(t) é desconhecido. Um controlador de saída
com dupla ação integral é proposto, no qual a estimação dos pseudo-estados é realizada através
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de um observador fracionário linear do tipo Luenberger:

Dα x̂(t) = Ax̂(t)+Bu(t)+L(y(t)− ŷ(t)), (4.3)

ŷ(t) =Cx̂(t)+Du(t), (4.4)

Dαw1(t) = r(t)− y(t)− ε w1(t), (4.5)

Dαw2(t) = w1(t)− ε w2(t), (4.6)

u(t) =−Kxx̂(t)−Kw1w1(t)−Kw2w2(t), (4.7)

com x̂(t) ∈ Rn o vetor de pseudo-estados do observador, ŷ(t) ∈ Rq a saída do observador,
w1(t),w2(t) ∈ Rq as ações integrais, r(t) ∈ Rq a referência de controle, L ∈ Rn×q, Kx ∈ Rp×n,
Kw1,Kw2 ∈ Rp×q matrizes de ganho e ε uma constante positivo de valor pequeno.

Observação 4.1. O observador linear de ordem fracionária do tipo Luenberger proposto em
(4.3)-(4.6) considera que a especificação ideal dos erros estacionários para entradas em degrau
e rampa é igual a zero. Da teoria clássica de controle (OGATA, 2010), dada uma função de
transferência Y (s)/U(s) = G(s), então as condições para erros de estado estacionário nulos
(e(∞) = r(∞)− y(∞)) para os sinais de entrada degrau e rampa r(t) são:

1. A função de transferência em malha aberta G(s)Gc(s) deve ter dois polos em s = 0;

2. O ponto de equilíbrio x = 0 do sistema em malha fechada deve ser assintoticamente
estável.

Quando a planta não possui dois polos em s = 0, então a condição 1. é válida quando o
controlador Gc(s) possui dois polos em s = 0. Neste caso, se existir pelo menos um zero da
planta em s = 0, note que ocorre um cancelamento deste zero com um polo s = 0 do controla-
dor na função de transferência em malha aberta G(s)Gc(s) e o sistema em malha fechada seria
instável. Para evitar este problema e com base nos resultados anteriores, quando a planta possui
zeros em s = 0 pode-se utilizar dois leaky integrators de ordem fracionária descritos por (4.5)
e (4.6), cujos polos são diferentes de zero e iguais à solução da equação sα = ε , com ε um
pequeno parâmetro positivo. A ordem fracionária da impedância pulmonar estudada neste capí-
tulo pode ser representada por (4.1) e (4.2), com α = 1,5. Para calcular os zeros deste sistema,
primeiro considere que α = 1 em (4.1) e (4.2) e depois obtenha os zeros e polos. Nesta etapa
encontrou-se apenas um zero em s = 0 e todos os pólos são reais e negativos. Então, para um
α > 0 arbitrário, substituindo s por sα , segue que o numerador da função de transferência de
(4.1) e (4.2) tem a forma Nα(s) = sαNα0(s), onde Nα0(0) 6= 0 tal que Nα0(s) não tem zeros em
s = 0. Assim, a planta também possui zeros em s = 0, e o observador proposto em (4.5)-(4.7),
com leaky integrators, é uma opção para controlar este sistema.

A Figura 8 apresenta o diagrama de blocos do controle, inicialmente com a chave na posição
indicada, em que

∫
α

denota o integrador fracionário de ordem α . A entrada v(t) é referente a
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uma malha externa adicionada posteriormente e v(t) = r(t) na ausência dessa malha externa
(Kr = 0).

Figura 8 - Diagrama de blocos, controle de saída

Fonte: próprio autor.

Seja o erro da estimação de pseudo-estado:

x̃(t) = x(t)− x̂(t). (4.8)

De (4.8) e (4.7), a lei de controle é expressa como:

u(t) =−Kx(x(t)− x̃(t))−Kw1w1(t)−Kw2w2(t). (4.9)

Substituindo (4.9) em (4.1), obtém-se:

Dαx(t) = (A−BKx)x(t)+BKxx̃(t)−BKw1w1(t)−BKw2w2(t). (4.10)

Aplicando o operador Dα em (4.8), de (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4):

Dα x̃(t) = Dαx(t)−Dα x̂(t) = A(x(t)− x̂(t))−LC(x(t)− x̂(t)) = (A−LC)x̃(t). (4.11)

Substituindo (4.2) e (4.9) em (4.5) resulta em:

Dαw1(t) = r(t)−Cx(t)+DKx(x(t)− x̃(t))+DKw1w1(t)+DKw2w2(t)− εw1(t), (4.12)

= r(t)+(DKx−C)x(t)−DKxx̃(t)+(DKw1− εIq×q)w1(t)+DKw2w2(t). (4.13)

De (4.6), (4.10), (4.11) e (4.13), uma equação em espaço de pseudo-estados para o sistema
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de malha fechada pode ser escrita como:
Dα x(t)
Dα w1(t)
Dα w2(t)
Dα x̃(t)

=


(A−BKx) −BKw1 −BKw2 BKx

(DKx−C) DKw1 − εIq×q DKw2 −DKx

0q×n Iq×q −εIq×q 0q×n

0n×n 0n×q 0n×q (A−LC)




x(t)
w1(t)
w2(t)
x̃(t)

+


0n×q

Iq×q

0q×q

0n×q

r(t). (4.14)

Os autovalores da malha fechada são os autovalores de (A−LC) e (Axw−BxwKxw), em que:

Axw =

 A 0n×q 0n×q

−C −εIq×q 0q×q

0q×n Iq×q −εIq×q

 , Bxw =

 B

−D

0q×p

 , Kxw =
[
Kx Kw1 Kw2

]
. (4.15)

Uma malha de controle estável é obtida escolhendo Kxw e L tais que os autovalores de
(Axw−BxwKxw) e (A−LC) estejam localizado na região R em (2.7). O Teorema 4.2, apresen-
tado na próxima subseção, é empregado para essa proposta, o qual inclui alocação regional de
autovalores. De (4.2) e (4.9), a equação de saída é:

y(t) =Cx(t)−DKx(x(t)− x̃(t))−DKw1w1(t)−DKw2w2(t), (4.16)

= (C−DKx)x(t)+DKxx̃(t)−DKw1w1(t)−DKw2w2(t). (4.17)

4.1 CONDIÇÃO EM LMI PARA D-ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE ORDEM ν ∈
(0,2)

Inicialmente considere a definição e teorema pertinentes:

Definição 4.1. (CHILALI; GAHINET, 1996) Uma região D do plano complexo é chamado
região LMI se existe uma matriz simétrica L ∈ Rm×m e uma matriz M ∈ Rm×m tal que D =

{z ∈ C : fD(z)≺ 0}, com fD(z) = L+ zM+ z̄MT .

Observação 4.2. Note que fD(z) ≺ 0 é uma LMI em z e z̄. Logo, as chamadas regiões LMIs
são convexas e, além disso, são simétricas com relação ao eixo real para qualquer z ∈D, pois
fD(z̄) = fD(z)≺ 0 (CHILALI; GAHINET, 1996).

Teorema 4.1. (CHILALI; GAHINET, 1996) A matriz A é D-estável se e somente se existe uma
matriz simétrica X � 0, tal que MD(A,X) ≺ 0, com MD(A,X) = L⊗X +M⊗ (AX)+MT ⊗
(AX)T .

Demonstração. É encontrada em Chilali e Gahinet (1996).

Seja { z = (x+ jy) ∈ C, z ∈ S (γ,r,θ) = ∩
(

fD1(z)< 0, fD2(z)≺ 0, fD3(z)≺ 0
)
} a região

de interesse para a alocação dos autovalores, com fD1(z)< 0, fD2(z)≺ 0 e fD3(z)≺ 0 a região
delimitada, respectivamente, por um semi-plano à esquerda de −γ , γ > 0, um disco centrado
na origem de raio r e um setor cônico no semi-plano esquerdo com vértice na origem e ângulo
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interno 2θ , θ = π −απ/2 (CHILALI; GAHINET, 1996). Essas regiões LMIs são descritas,
respectivamente, por:

fD1(z) = z+ z̄+2γ < 0, (4.18)

fD2(z) =

[
−r 0
0 −r

]
+ z

[
0 1
0 0

]
+ z̄

[
0 1
0 0

]T

=

[
−r z

z̄ −r

]
≺ 0, (4.19)

fD3(z) = z

[
sen(θ) cos(θ)
−cos(θ) sen(θ)

]
+ z̄

[
sen(θ) cos(θ)
−cos(θ) sen(θ)

]T

=

[
(z+ z̄)sen(θ) (z− z̄)cos(θ)
−(z− z̄)cos(θ) (z+ z̄)sen(θ)

]
≺ 0. (4.20)

O lema e teorema apresentados abaixo se referem à região específica S (γ,r,θ) e são escritos
para a ordem α ∈ (0,2), fundamentados nos resultados de Chilali e Gahinet (1996) e Busłowicz
(2011). Nesse contexto, o Teorema 4.1 é encontrado em Zhang e Chen (2015), para α ∈ (0,1).

Lema 4.1. (CHILALI; GAHINET, 1996; BUSŁOWICZ, 2011) Seja Dαx(t) = Ax(t) um sis-
tema linear e de ordem comensurável α ∈ (0,2), com x(t) ∈ Rn o vetor de pseudo-estados e
matriz A ∈Rn×n. Seja S (γ,r,θ) a região D da Definição 2.5. Esse sistema é D-estável se existe
uma matriz simétrica X � 0 ∈ Rn×n tal que as LMIs são factíveis:

AX +XAT +2γX ≺ 0, (4.21)[
−rX AX

XAT −rX

]
≺ 0, (4.22)

[ (
AX +XAT)sen(θ)

(
AX−XAT)cos(θ)(

−AX +XAT)cos(θ)
(
AX +XAT)sen(θ)

]
≺ 0, (4.23)

0 < θ ≤ π−απ/2 se 1 < α < 2, (4.24)

0 < θ ≤ π/2 se 0 < α < 1. (4.25)

Demonstração. A função fD(z) = L+ zM + z̄MT (Definição 4.1) e MD(A,X) = L⊗X +M⊗
(AX)+MT ⊗(AX)T (Teorema 4.1) possuem a equivalência (1,z, z̄)≡ (X ,AX ,XAT ) (CHILALI;
GAHINET, 1996). Utilizando essa equivalência em (4.18), (4.19) e (4.20) obtém-se, respecti-
vamente, (4.21), (4.22) e (4.23). A região de estabilidade para α ∈ (0,1) é não convexa (não
é uma região LMI), pois inclui setores conjugados no semi-plano complexo direito, conforme
o Teorema 2.1. Assim, a desigualdade (4.25) limita θ ao semi-plano complexo esquerdo, que
é uma região convexa. A região de estabilidade para α ∈ (1,2) é um setor convexo contido no
semi-plano complexo esquerdo, conforme o Teorema 2.1. Assim, a desigualdade (4.24) limita
θ a essa região.

Proposição 4.1. Considere a lei de controle por realimentação negativa do vetor de pseudo-
estados u(t) =−Kx(t) atuando no sistema (4.1) . A equação do sistema realimentado é:

Dαx(t) = (A−BK)x(t). (4.26)
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Teorema 4.2. (CHILALI; GAHINET, 1996; BUSŁOWICZ, 2011) O sistema (4.26) é assinto-
ticamente estabilizável em S (γ,r,θ) se existem matrizes X = XT � 0 ∈ Rn×n e M ∈ Rp×n, tais
que as LMIs são factíveis:

AX +XAT −BM−MT BT +2γX ≺ 0, (4.27)[
−rX AX−BM

XAT −MT BT −rX

]
≺ 0, (4.28)

[ (
AX +XAT −BM−MT BT)sen(θ)

(
AX−XAT −BM+MT BT)cos(θ)(

−AX +XAT +BM−MT BT)cos(θ)
(
AX +XAT −BM−MT BT)sen(θ)

]
≺ 0, (4.29)

0 < θ ≤ π/2 se 0 < α < 1, (4.30)

0 < θ ≤ π−απ/2 se 1 < α < 2. (4.31)

Nesse caso, um ganho do controlador para o sistema (4.26) é:

K = MX−1. (4.32)

Demonstração. Suponha a existência das soluções X = XT ∈ Rn×n e M ∈ Rp×n. Dado que
M = KX e X = XT , de (4.27):

AX +XAT −BKX−XKT BT +2γX ≺ 0, (4.33)

(A−BK)X +X (A−BK)T +2γX ≺ 0, (4.34)

que é a LMI (4.21) do Lema 4.1 aplicada ao sistema realimentado (4.26). De (4.28):[
−rX AX−BKX

XAT −XKT BT −rX

]
≺ 0⇒

[
−rX (A−BK)X

X (A−BK)T −rX

]
≺ 0, (4.35)

que é a LMI (4.22) aplicada ao sistema realimentado (4.26). De (4.29):[
(AX +XAT −BKX−XKT BT )sen(θ) (AX−XAT −BKX +XKT BT )cos(θ)

(−AX +XAT +BKX−XKT BT )cos(θ) (AX +XAT −BKX−XKT BT )sen(θ)

]
≺ 0, (4.36)

[
((A−BK)X +X (A−BK)T )sen(θ) ((A−BK)X−X (A−BK)T )cos(θ)

(−(A−BK)X +X (A−BK)T )cos(θ) ((A−BK)X +X (A−BK)T )sen(θ)

]
≺ 0, (4.37)

que é a LMI (4.23) aplicada ao sistema realimentado (4.26).

4.2 USO DE UMA MALHA EXTERNA

Um grau de liberdade adicional para o projeto é introduzido com o uso de uma malha
externa:

r(t) = v(t)+Kr(v(t)− y(t)) = (Iq×q +Kr)v(t)−Kry(t), (4.38)

com v(t) ∈ Rq a referência para o controlador e Kr ∈ Rq×q uma matriz de ganho a ser ajustada.
De (4.2) e (4.38) e substituindo (4.9) para u(t):



54

r(t) = (Iq×q +Kr)v(t)−Kr(Cx(t)+Du(t)) = (Iq×q +Kr)v(t)−KrCx(t)−KrDu(t), (4.39)

= (Iq×q +Kr)v(t)−KrCx(t)−KrD(−Kxx(t)+Kxx̃(t)−Kw1w1(t)−Kw2w2(t)), (4.40)

r(t) = (Iq×q+Kr)v(t)+Kr(DKx−C)x(t)−KrDKxx̃(t)+KrDKw1w1(t)+KrDKw2w2(t). (4.41)

A introdução do ganho Kr produz um deslocamento nas localizações originais dos autova-
lores de malha fechada. Quanto maior o valor de Kr maior é esse deslocamento. Logo, o valor
de Kr a ser praticado depende do tipo de cluster de autovalores do sistema, visando manter a
estabilidade. De (4.14) e (4.41):

 Dα x
Dα w1

Dα w2

Dα x̃

=

(A−BKx) −BKw1 −BKw2 BKx

(DKx−C) DKw1 − εIq×q DKw2 −DKx

0q×n Iq×q −εIq×q 0q×n

0n×n 0n×q 0n×q (A−LC)

 x
w1

w2

x̃

+


0n×q

(Iq×q +Kr)v+Kr(DKx−C)x
−KrDKxx̃+KrDKw1 w1 +KrDKw2 w2

0q×q

0n×q



=


(A−BKx) −BKw1 −BKw2 BKx

(DKx−C)+Kr(DKx−C) DKw1 − εIq×q +KrDKw1 DKw2 +KrDKw2 −DKx−KrDKx

0q×n Iq×q −εIq×q 0q×n

0n×n 0n×q 0n×q (A−LC)




x
w1

w2

x̃

+


0n×q

Iq×q +Kr

0q×q

0n×q

v. (4.42)

Os autovalores da malha fechada são os autovalores de (A−LC) e (Axw−BxwKxw), em que:

Axw =

 A 0n×q 0n×q

−C(Iq×q +Kr) −εIq×q 0q×q

0q×n Iq×q −εIq×q

 , Bxw =

 B
−D(Iq×q +Kr)

0q×p

 , Kxw =
[
Kx Kw1 Kw2

]
. (4.43)

Novamente, de (4.2) e (4.9), a equação de saída é:

y(t) = (C−DKx)x(t)+DKxx̃(t)−DKw1w1(t)−DKw2w2(t). (4.44)

4.3 ANÁLISE ROBUSTA

A robustez do projeto é avaliada por meio de simulações numéricas. Alterações paramé-
tricas são emuladas, resultando em novas matrizes Ā, B̄, C̄ e D̄, com as mesmas dimensões,
respectivamente, de A, B, C e D:

Dαx(t) = Āx(t)+ B̄u(t), (4.45)

y(t) = C̄x(t)+ D̄u(t). (4.46)

Substituindo (4.9) para u(t) em (4.45):

Dαx(t) = (Ā− B̄Kx)x(t)+ B̄Kxx̃(t)− B̄Kw1w1(t)− B̄Kw2w2(t). (4.47)

Substituindo (4.4) para ŷ(t) e (4.46) para y(t) em (4.3):

Dα x̂(t) = Ax̂(t)+Bu(t)+L(C̄x(t)+ D̄u(t)−Cx̂(t)−Du(t)), (4.48)

= (A−LC)x̂(t)+LC̄x(t)+ [B+L(D̄−D)]u(t). (4.49)
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Novamente, considere o erro da estimação de pseudo-estado:

x̃(t) = x(t)− x̂(t). (4.50)

Aplicando Dα em (4.50) e definindo Γ = B+L(D̄−D), de (4.45), (4.49), (4.50) e substi-
tuindo (4.9) para u(t):

Dα x̃(t) = Dαx(t)−Dα x̂(t) = Āx(t)+ B̄u(t)− (A−LC)x̂(t)−LC̄x(t)−Γu(t),

= (Ā−LC̄)x(t)− (A−LC)x̂(t)+(B̄−Γ)u(t),

= (Ā−LC̄)x(t)− (A−LC)(x(t)− x̃(t))+(B̄−Γ)u(t),

= [(Ā−LC̄)− (A−LC)]x(t)+(A−LC)x̃(t)+(B̄−Γ)u(t),

= [(Ā−LC̄)− (A−LC)]x(t)+(A−LC)x̃(t)

+(B̄−Γ)[−Kx(x(t)− x̃(t))−Kw1w1(t)−Kw2w2(t)], (4.51)

= [(Ā−LC̄)− (A−LC)− (B̄−Γ)Kx]x(t)+ [(A−LC)+(B̄−Γ)Kx]x̃(t)

− (B̄−Γ)Kw1w1(t)− (B̄−Γ)Kw2w2(t). (4.52)

Substituindo (4.9) e (4.46) em (4.5):

Dαw1(t) = r(t)−C̄x(t)− D̄u(t)− εw1(t),

= r(t)−C̄x(t)+ D̄Kx(x(t)− x̃(t))+ D̄Kw1w1(t)+ D̄Kw2w2(t)− εw1(t),

= r(t)+(D̄Kx−C̄)x(t)− D̄Kxx̃(t)+(D̄Kw1− εIq×q)w1(t)+ D̄Kw2w2(t). (4.53)

Finalmente, em vista de (4.6), (4.47), (4.52) e (4.53), a equação aumentada de pseudo-
estados torna-se:

Dα x
Dα w1

Dα w2

Dα x̃

=


(Ā− B̄Kx) −B̄Kw1 −B̄Kw2 B̄Kx

(D̄Kx−C̄) (D̄Kw1 − εIq×q) D̄Kw2 −D̄Kx

0q×n Iq×q −εIq×q 0q×n

φ −(B̄−Γ)Kw1 −(B̄−Γ)Kw2 (A−LC)+(B̄−Γ)Kx




x
w1

w2

x̃

+


0n×q

Iq×q

0q×q

0n×q

r, (4.54)

com φ = (Ā−LC̄)− (A−LC)− (B̄−Γ)Kx. De (4.9) e (4.46), obtém-se a equação de saída:

y(t) = C̄x(t)− D̄Kx(x(t)− x̃(t))− D̄Kw1w1(t)− D̄Kw2w2(t),

= (C̄− D̄Kx)x(t)+ D̄Kxx̃(t)− D̄Kw1w1(t)− D̄Kw2w2(t). (4.55)

De (4.38), (4.46) e substituindo (4.9) para u(t), obtém-se a equação da malha externa:

r(t) = (Iq×q +Kr)v(t)−Kr(C̄x(t)+ D̄u(t)) = (Iq×q +Kr)v(t)−KrC̄x(t)−KrD̄u(t),

= (Iq×q +Kr)v(t)−KrC̄x(t)−KrD̄[−Kx(x(t)− x̃(t))−Kw1w1(t)−Kw2w2(t)],

r(t) = (Iq×q+Kr)v(t)+Kr(D̄Kx−C̄)x(t)−KrD̄Kxx̃(t)+KrD̄Kw1w1(t)+KrD̄Kw2w2(t). (4.56)
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De (4.54) e (4.56), a equação aumentada de pseudo-estados, incluindo a malha externa, é:


Dα x
Dα w1

Dα w2

Dα x̃

=


(Ā− B̄Kx) −B̄Kw1 −B̄Kw2 B̄Kx

(D̄Kx−C̄)+

Kr(D̄Kx−C̄)

D̄Kw1 − εIq×q+

KrD̄Kw1

D̄Kw2 +KrD̄Kw2 −D̄Kx−KrD̄Kx

0q×n Iq×q −εIq×q 0q×n

φ −(B̄−Γ)Kw1 −(B̄−Γ)Kw2 (A−LC)+(B̄−Γ)Kx




x
w1

w2

x̃

+


0n×q

Iq×q +Kr

0q×q

0n×q

v(t), (4.57)

com φ = (Ā−LC̄)− (A−LC)− (B̄−Γ)Kx. De (4.9) e (4.46), a equação da nova saída é:

y(t) = (C̄− D̄Kx)x(t)+ D̄Kxx̃(t)− D̄Kw1w1(t)− D̄Kw2w2(t). (4.58)

4.4 MODELO DO SISTEMA RESPIRATÓRIO HUMANO PARA APLICAÇÃO DA ME-
TODOLOGIA

Como aplicação da metodologia proposta de controle de saída com observador de pseudo-
estado, é utilizado o análogo elétrico do modelo vigente para o sistema respiratório humano,
sistema este que pode ser aproximado por uma estrutura simétrica e recursiva de 24 níveis ou
gerações, da traquéia aos alvéolos. Considera-se que o fluxo de ar é igualmente dividido em
todas as bifurcações. Seja o esquemático:

Figura 9 - Árvore respiratória

Fonte: adaptado de Ionescu et al. (2009).

As gerações pulmonares 1 a 16 realizam o transporte gasoso e as gerações 17 a 24 (abaixo
do pontilhado) realizam as trocas gasosas (WEIBEL, 2005). Nas subseções abaixo são apresen-
tadas alguns passos para a obtenção do referido análogo elétrico, considerando tanto a natureza
elástica (IONESCU; SEGERS; KEYSER, 2008) quanto viscoelástica (IONESCU; KOSIŃSKI;
KEYSER, 2010) para a parede dos dutos respiratórios. Em Ionescu, Machado e Keyser (2011) é
realizada uma alteração nesse análogo: é utilizado o CPE (ELWAKIL, 2010; WESTERLUND;
EKSTAM, 1994), também conhecido como capacitor fracionário, ao invés do capacitor conven-
cional. Essa último análogo é aqui utilizado para a obtenção de um modelo de ordem fracionária
em espaço de pseudo-estados. A utilização do CPE na modelagem é apropriada porquanto a
natureza fracionária do sistema respiratório humano decorre de sua estrutura recursiva e dicotô-



57

mica do tipo fractal (IONESCU et al., 2009; IONESCU; KEYSER, 2008; IONESCU; SEGERS;
KEYSER, 2008).

4.4.1 ANÁLOGO ELÉTRICO DA REDE PULMONAR

Conforme Ionescu, Kosiński e Keyser (2010), o análogo elétrico do sistema respiratório
humano é uma linha de transmissão monofásica. A analogia entre os parâmetros mecânicos e
elétricos são : tensão elétrica v(x, t) e pressão respiratória p(x, t), corrente elétrica i(x, t) e fluxo
de ar q(x, t), com x uma posição arbitrária no duto respiratório (linha de transmissão) e t o ins-
tante de tempo. As dinâmicas tensão/corrente e pressão/fluxo são, pois, equivalentes. A Figura
10 mostra o modelo de um comprimento infinitesimal dx de linha de transmissão monofásica,
em que os parâmetros, por unidade de comprimento, são: resistência rx, que modela a dissipa-
ção do fluxo de ar nas vias aéreas; capacitância cx, que modela a conformidade de volume das
vias aéreas (capacidade de inflação/deflexão); indutância longitudinal lx, que modela a inércia
do ar e a condutância transversal gx, que modela as perdas viscosas.

Figura 10 - Linha de transmissão

Fonte: retirado de Ionescu, Kosiński e Keyser (2010).

Das leis de Kirchhoff, obtém-se as equações diferenciais parciais de primeira ordem que
descrevem o comportamento das pressões p(x, t) (tensões) e fluxos q(x, t) (correntes):

∂ p(x, t)
∂x

=−rxq(x, t)− lx
∂q(x, t)

∂ t
, (4.59)

∂q(x, t)
∂x

=−gx p(x, t)− cx
∂ p(x, t)

∂ t
. (4.60)

Considerando s = jω , essas equações são a transformada inversa das seguintes equações
no domínio da frequência ω:

∂P(x,ω)

∂x
=−Z(ω)Q(x,ω), Z(ω) = (rx + jωlx) , (4.61)

∂Q(x,ω)

∂x
=−Y (ω)P(x,ω), Y (ω) = (gx + jωcx) . (4.62)

Impedâncias longitudinal e transversal são definidas, respectivamente:

Zl(ω) = Z(ω) = (rx + jωlx) , (4.63)
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Zt(ω) =
1

Y (ω)
=

1
(gx + jωcx)

. (4.64)

A impedância característica e a constante de propagação são também definidas:

Z0 =
√

ZlZt , (4.65)

γ =
√

Zl/Zt . (4.66)

As seguintes relações são depreendidas: Zl = γZ0 e Zt = Z0/γ . Segue um resumo dos passos
para a obtenção dos parâmetros rx, cx, lx e gx do análogo elétrico representado pela linha de
transmissão (duto respiratório), nos casos de modelos viscoelástico e elástico. Posteriormente
é apresentado o análogo elétrico que utiliza o CPE.

4.4.1.1 ANÁLOGO ELÉTRICO SEGUNDO O MODELO VISCOELÁSTICO

Ainda da teoria apresentada em Ionescu, Kosiński e Keyser (2010), as impedâncias trans-
versal Zt , longitudinal Zl e característica Z0 da linha de transmissão monofásica apresentada na
Figura 10, por unidade de comprimento e em função dos parâmetros aerodinâmicos caracterís-
ticos, são:

Zl =
jωρ

πR2Ḿ10
e− jέ10 =

ωρ

πR2Ḿ10
e− j(έ10− π

2 ) =
ωρ

πR2Ḿ10
(sen(έ10)+ jcos(έ10)), (4.67)

Zt =
1

2πR3ω(1−ν2
P)

2

|E∗|h e j(−ϕE∗+
π

2 )
, (4.68)

Z0 =
ρ

πR2
1

1−ν2
P

√
|E∗|h
2ρR

1√
Ḿ10

e− j( έ10
2 +

ϕE∗
2 ), (4.69)

em que ω é a frequência de um sinal de excitação senoidal aplicado ao sistema respiratório a
fim de analisar o fluxo de ar, ρ = 1,075[Kg/m3] é a densidade do ar de insuflação (considerado
Newtoniano), µ = 1,8×10−5[Kg/m.s] a constante de viscosidade do ar, νP = 0,45 é o coefici-
ente de Poisson, R é o raio interno do duto respiratório e h é a espessura da parede do duto; Ḿ10

é o módulo e έ10 a fase de:

1−2
J1(λ )

λJ0(λ )
, (4.70)

com λ = j3/2
δ (com δ = R

√
ωρ/µ o parâmetro de Womersley), J0(.) e J1(.) as funções de

Bessel do tipo 1, de grau 0 e 1, respectivamente. Além disso, |E∗| é tal que:

E∗ = Ere + jEimag = |E∗|e jϕE∗ , (4.71)

Ere = E +ηcos(
απ

2
)ωα +Hcos(

−βπ

2
)ω−β , (4.72)

Eimag = ηsen(
απ

2
)ωα +Hsen(

−βπ

2
)ω−β , (4.73)



59

com E∗ o módulo de viscoelasticidade complexo, η o coeficiente de amortecimento, H < 0 o
parâmetro introduzido para modelar a relaxação com variação da tensão sob deformação cons-
tante, 0 < α,β < 1 as ordens fracionárias do modelo de viscoelasticidade adotado e E o módulo
de elasticidade efetivo do tecido:

E = κEc +(1−κ)Es, (4.74)

com κ a fração de cartilagem, Ec = 400[kPa] o módulo de elasticidade do tecido catilaginoso
(colágeno) e Es = 60[kPa] o módulo de elasticidade do tecido macio (elastina). Os parâmetros
R, h e κ de cada nível dúctil são encontrados na Tabela 1 de Ionescu, Kosiński e Keyser (2010),
bem como seu comprimento L. Do parâmetro de Womersley tem-se δ = R

√
ωρ/µ ⇒ ωρ =

µδ
2/R2 e a expressão (4.67) é reescrita como:

Zl =
µδ 2

πR4Ḿ10
(sen(έ10)+ jcos(έ10)). (4.75)

De (4.63) e (4.75) a resistência da linha (duto) de comprimento L é estimada:

Re = Lrx = L
µδ 2

πR4Ḿ10
sen(έ10). (4.76)

De (4.63) e (4.67), a indutância da linha (duto) de comprimento L é estimada:

Le = Llx = L
ρ

πR2Ḿ10
cos(έ10). (4.77)

De (4.64) e (4.68), a condutância e capacitância da linha (duto) de comprimento L são
estimadas, respectivamente:

Ge = Lgx = L
2πR3ω(1−ν2

P)
2

|E∗|h
sen(ϕE), (4.78)

Ce = Lcx = L
2πR3(1−ν2

P)
2

|E∗|h
cos(ϕE). (4.79)

Observação 4.3. O comportamento entre a tensão σ(t) e a deformação ε(t) de natureza visco-
elástica da parede das vias aéreas é governado pela equação inteira:

∂σ(t)
∂ t

= E
∂ε(t)

∂ t
+η

∂ 2

∂ t2 ε(t)+Hε(t), (4.80)

que corresponde a uma combinação dos modelos de Maxwell e Voigt aplicados à viscoelastici-
dade linear. Aplicando a transformada de Fourrier nessa equação, obém-se:

E∗int =
σ̂(ω)

ε̂(ω)
= E + j(ηω− H

ω
), (4.81)

com σ̂(ω) e ε̂(ω) a tensão e deformação, respectivamente, no domínio da frequência ω . Essa
equação implica numa dependência não linear do módulo complexo de viscoelasticidade E∗int

com a frequência ω . Segundo Ionescu, Kosiński e Keyser (2010), devido aos complexos fenô-
menos não lineares exibidos no parênquima pulmonar e sua natureza viscoelástica intrínseca,
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é difícil relacionar as propriedades mecânicas dos pulmões ao sistema diferencial de ordem
inteira, como o modelo misto de Maxwell-Voigt em (4.80). Em vista disso, é considerada a
seguinte versão de ordem fracionária de (4.80):

∂ β σ(t)
∂ tβ

= E
∂ β ε(t)

∂ tβ
+η

∂ α+β ε(t)
∂ tα+β

+Hε(t). (4.82)

Aplicando a integral de ordem β em ambos os lados:

σ(t) = Eε(t)+η
∂ αε(t)

∂ tα
+H

∂−β ε(t)
∂ t−β

. (4.83)

Da transformada de Fourrier, obtém-se o módulo de viscoelasticidade complexa já apre-
sentado em (4.71):

E∗ =
σ̂(ω)

ε̂(ω)
= (E +( jω)α

η +( jω)−β H), (4.84)

com σ̂(ω) e ε̂(ω) a tensão e deformação no domínio da frequência ω , respectivamente.

4.4.1.2 ANÁLOGO ELÉTRICO SEGUNDO O MODELO ELÁSTICO

Em Ionescu, Segers e Keyser (2008) os autores não consideram as propriedades viscoelás-
ticas das paredes das vias aéreas: é empregado o modelo puramente elástico, em que a tensão e
a deformação estão relacionadas pela lei de Hooke σ(t) = Eε(t), com E o modulo de elastici-
dade efetivo já apresentado em (4.74). Nesse caso, as impedâncias transversal Zt , longitudinal
Zl e característica Z0 da linha de transmissão da Figura 10, por unidade de comprimento e em
função dos parâmetros aerodinâmicos característicos, são:

Zl =
jωρ

πR2Ḿ10
e− jέ10 =

ωρ

πR2Ḿ10
e− j(έ10− π

2 ) =
ωρ

πR2Ḿ10
(sen(έ10)+ jcos(έ10)), (4.85)

Zt =
1

2πR3ω(1−ν2
P)

Eh e j π

2

, (4.86)

Z0 =
ρ

πR2
1

1−ν2
P

√
Eh

2ρR
1√
Ḿ10

e− j έ10
2 . (4.87)

A nomeação dos parâmetros é a mesma em relação ao caso viscoelástico. Do parâmetro de
Womersley δ = R

√
ωρ/µ ⇒ ωρ = δ

2
µ/R2 e a expressão (4.85) é reescrita como:

Zl =
µδ 2

πR4Ḿ10
(sen(έ10)+ jcos(έ10)). (4.88)

De (4.63) e (4.88), a resistência da linha (duto) de comprimento L é estimada:

Re = Lrx = L
µδ 2

πR4Ḿ10
sen(έ10). (4.89)



61

De (4.63) e (4.85), a indutância da linha (duto) de comprimento L é estimada:

Le = Llx =
µδ 2

πR4ωḾ10
cos(έ10) = L

ρ

πR2Ḿ10
cos(έ10). (4.90)

De (4.64) e (4.86), a condutância e capacitância da linha são estimadas, respectivamente:

Ge = Lgx = 0, (4.91)

Ce = Lcx = L
2πR3(1−ν2

P)

Eh
. (4.92)

A Figura 11 é uma representação do modelo elástico, em que Ge = 0. Para um experimento
em baixas frequências, a indutância Le pode ser desprezada. Conforme a Figura 12, do cálculo
da impedância longitudinal e capacitância equivalentes de cada nível da árvore respiratória,
obtém-se, respectivamente: Zm = Z∗m/2m−1 e Cm = 2m−1C∗m, m = 1,2, · · · ,24, em que ∗ denota
o elemento elétrico de uma via aérea individual.

Figura 11 - Análogo elétrico recursivo para a árvore respiratória, com Zi = Rei + jLei , i = 1, · · · ,24

Fonte: retirado de Ionescu et al. (2009).

Figura 12 - Análogo elétrico recursivo para a árvore respiratória no formato de uma rede do tipo ladder

Fonte: retirado de Ionescu et al. (2009).

4.4.2 ANÁLOGO ELÉTRICO COM O CPE

Em Ionescu, Machado e Keyser (2011), cada nível m do análogo elétrico de N = 24 níveis
é caracterizado por uma resistência como impedância longitudinal, Zlm = Rm, m = 1,2, · · · ,N
(a indutância foi negligenciada no experimento que envolve baixas frequências, sem introdução
de erros significativos) e por um CPE (ELWAKIL, 2010) como impedância transversal, Ztm =

ZCPEm = 1/(Cmsα), m = 1,2, · · · ,N, com α ∈ (0,2) e Cm a pseudo-capacitância do CPE. Segue
a representação da rede ladder, agora com as tensões (pressões de ar) e correntes (fluxos de ar)
indicadas para cada nível:
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Figura 13 - Rede RC do tipo ladder

N

N

N

N

Fonte: próprio autor.

Novamente, a impedância longitudinal e capacitância equivalentes de cada nível da árvore
respiratória é, respectivamente:

Rm =
R∗m

2m−1 , (4.93)

Cm = 2m−1C∗m, m = 1,2, . . . ,24, (4.94)

em que ∗ denota o elemento elétrico de uma via aérea individual. Em Ionescu, Machado e
Keyser (2011), os valores de R∗m e C∗m seguem as expressões recursivas:{

R∗1 = RUA,

C∗1 =CUA,
(4.95)

{
R∗m+1 = 2,476R∗m,

C∗m+1 = 0,577C∗m,
m = 1,2, . . . ,13, (4.96)

{
R∗m+1 = 2,334R∗m,

C∗m+1 = 0,613C∗m,
m = 14,15, . . . ,23, (4.97)

com RUA e CUA a resistência e capacitância, respectivamente, desde as vias aéreas superiores
(upper airway) até o nível da traqueia.

4.4.3 ANÁLOGO ELÉTRICO COM O CPE, REPRESENTAÇÃO EM ESPAÇO DE
PSEUDO-ESTADOS

Aplicando as leis de Kirchhoff nas variáveis indicadas na Figura 13, obtém-se as relações
tensão-corrente subsequentes, em que Dα denota a derivada de order α ∈ (0,2):

Dαx1 =
i0− i1

C1
, Dαx2 =

i1− i2
C2

, · · · , DαxN−1 =
iN−2− iN−1

CN−1
, DαxN(t) =

iN−1

CN
, (4.98)

i0 =
(u− x1)

R1
, i1 =

(x1− x2)

R2
, · · · , iN−2 =

(xN−2− xN−1)

RN−1
, iN−1 =

(xN−1− xN)

RN
. (4.99)

Essas relações resultam no seguinte modelo em espaço de pseudo-estados:

Dαx = Ax+Bu, (4.100)

com x = [x1 x2 x3 · · · xN−1 xN ]
T o vetor de psedo-estados e as matrizes:
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A =



− 1
R1C1

− 1
R2C1

1
R2C1

0 · · · 0 0

1
R2C2

− 1
R2C2

− 1
R3C2

1
R3C2

· · · 0 0

0
1

R3C3
− 1

R3C3
− 1

R4C3
· · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · − 1
RN−1CN−1

− 1
RNCN−1

1
RNCN−1

0 0 0 · · · 1
RNCN

− 1
RNCN



, (4.101)

B = [1/(R1C1) 0 0 · · · 0 0]T . (4.102)

A equação da saída para a variável medida é:

y = i0 = (u− x1)/R1 =Cx+Du, (4.103)

C = [−1/R1 0 0 · · · 0 0], (4.104)

D = [1/R1]. (4.105)

A entrada u(t) equivale à pressão de entrada (em [kPa]) e a saída y(t) equivale ao fluxo do
ar de insuflação (em [L/s]). Os seguintes valores serão empregados nos exemplos apresentados
nesse capítulo (linha 1 da Tabela 1 de Ionescu, Machado e Keyser (2011):

RUA = 0,2834 [kPa-s/l], CUA = 0,0950, α = 1,55. (4.106)

4.5 RESULTADOS: CONTROLE DE SAÍDA COM OBSERVADOR DE PSEUDO-ESTADOS
APLICADO À REDE PULMONAR

A derivada de Caputo (Apêndice A) é utilizada na simulação das respostas no tempo. A
referência adotada para o fluxo de ar da respiração humana é uma onda trapezoidal de altura
igual a 0,1, base menor igual a 4 e inclinações iguais a 0,1, delineando ciclos de insuflação de
0,5[L] em 6[s], como mostra a Figura 14a. Dos dados em (4.106), obtém-se as localizações dos
autovalores de malha aberta (matriz A), como mostra a Figura 14b.

Figura 14 - Resultados introdutórios
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Fonte: próprio autor.
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Ganhos Kxw e L são projetados a partir das LMIs do Teorema 4.2 com o toolbox YALMIP
(LÖFBERG, 2004) e solver SeDuMi (STURM, 1999), usando os dados em (4.106), γ = 0,
r = 50, θ = 15◦, ε = 0,01 e Kr = 0:

Kxw = [−1,5792 1,2219 −0,6368 0,1906 −0,0818 −0,0319 −0,0369 −0,0295 −0,0188 −0,0064
0,0050 0,0126 0,0142 0,0113 0,0083 0,0075 0,0097 0,0128 0,0157 0,0188
0,0222 0,0255 0,0286 0,0326 −0,7605 −0,0864],

(4.107)

L = [15,5769 −11,7978 4,5293 −1,9672 −0,0389 −0,3570 −0,2837 −0,2566 −0,2354
−0,2204 −0,2016 −0,1813 −0,1651 −0,1494 −0,1314 −0,1153 −0,1044 −0,0935
−0,0800 −0,0700 −0,0664 −0,0646 −0,0608 −0,0569].

(4.108)

A Figura 15a mostra os autovalores da matriz de malha fechada (a matriz An no eixo do
gráfico denota a matriz de sistema de (4.42)). A Figura 15b mostra os resultados da simulação.

Ganhos Kxw e L são projetados a partir do Teorema 4.2 para Kr = 100 (os demais dados são
os mesmos):

Kxw = [−1,5601 0,9638 −0,5349 0,1574 −0,0283 0,0033 −0,0001 0,0003 0,0004 0,0005
0,0005 0,0006 0,0006 0,0008 0,0010 0,0012 0,0015 0,0019 0,0024 0,0030
0,0036 0,0041 0,0045 0,0047 −0,0329 −0,0142].

(4.109)

Note que a matriz L não depende de Kr e seu valor está em (4.108). A Figura 16a mostra
os autovalores de malha fechada. Uma comparação com a Figura 15a revela que alguns auto-
valores foram ligeiramente deslocados para a esquerda. A Figura 16b mostra os resultados da
simulação. Com o novo valor de Kr um rastreamento satisfatório de v(t) é obtido.

Figura 15 - Resultados sem a malha externa: Kr = 0
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Figura 16 - Resultados com a malha externa, ganho Kr = 100
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A robustez do sistema de malha fechada é avaliada através de uma variação aleatória de
RUA e CUA, utilizando uma distribuição probabilística uniforme, a fim de emular incertezas no
procedimento de identificação ou mudanças nos parâmetros fisiológicos reais. Essa variação é
realizada sobre a simulação anterior (que utiliza Kr = 100). O controlador é mantido o mesmo
(com os ganhos Kxw e L em (4.109) e (4.108), respectivamente). Os autovalores de malha fe-
chada obtidos para variações entre ±5% e entre ±15% são mostrados nas Figuras 17a e 18a,
respectivamente (a matriz An no eixo do gráfico denota a matriz de sistema de (4.57): a matriz
de malha fechada que inclui as incertezas). Para este controlador com ganhos em (4.109) e
(4.108), note que alguns pares conjugados de autovalores saíram da região de alocação, mas
todos permaneceram contidos na região de estabilidade (delimitada por -.). A simulação com
esses dados contempla um caso limite de funcionamento. Com a utilização de outros valores
(maiores valores do raio r e do ganho Kr, por exemplo) obtém-se uma alocação regional melho-
rada. Os resultados de simulação para essas variações entre ±5% e entre ±15% são mostrados
nas Figuras 17b e 18b, respectivamente. Como pode ser visto, as mudanças paramétricas tem
algum efeito na resposta de malha fechada, mas o tempo de subida e o overshoot não são desvi-
ados significativamente daqueles obtidos no caso nominal. O ganho Kr = 100 resulta, pois, em
um rastreamento satisfatório também no caso de incertezas nos parâmetros.
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Figura 17 - Kr = 100 na malha externa, com variações de até ±5% nos parâmetros RUA e CUA
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Fonte: próprio autor.

Figura 18 - Kr = 100 na malha externa, com variações de até ±15% nos parâmetros RUA e CUA
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Fonte: próprio autor.
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4.6 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO

Essa metodologia original desse capítulo consiste de um controlador cuja malha de reali-
mentação está implícita em um modelo de pseudo-estado, incorporando as ações conjuntas das
seguintes estruturas: observador de pseudo-estados fracionário linear do tipo Luenberger, leaky

integrator e malha externa. Dada a estrutura aumentada da matriz de sistema obtida (resul-
tante de (4.14), (4.42), (4.54) e (4.57)), o projeto das matrizes de ganho é realizado em blocos
diagonais, obtendo-se uma estabilização adequada dos autovalores no domínio de estabilidade
definido para os sistemas fracionários. A alocação regional de autovalores em uma região es-
pecífica D torna possível inserir especificações sobre as respostas do sistema e é aqui realizada
através de condições em LMIs. A metodologia foi aplicada ao análogo elétrico de um modelo
vigente em rede recursiva para o sistema respiratório humano e forneceu uma entrada de pres-
são capaz de gerar um fluxo de ar em uma perfil de tempo desejado, o que pode ser incluído
no projeto de um respirador mecânico. Além disso, é proposta uma síntese das incertezas do
modelo diretamente na estrutura aumentada, através da qual foi possível concluir que o contro-
lador projetado na ausência de incertezas provou ser robusto para variações consideráveis nos
parâmetros (respostas foram obtidas para variações de/entre ±5% e de/entre ±15%), mesmo
para um caso limite de análise (valores restritivos r = 50 e θ = 15o).
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5 MODELO REDUZIDO PARA SISTEMAS DE ORDEM α ∈ (0,2)

Esse capítulo propõe um método de redução da quantidade de pseudo-estados para sistemas
de ordem comensurável α ∈ (0,2). A dimensão da matriz de pseudo-estados do novo sistema
e a quantidade de saídas do sistema original são iguais. O método é fundamentado na solução
de um sistema linear obtido através da minimização de um erro adequado entre as funções de
transferência dos modelos original e reduzido.

5.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Essa seção apresenta e organiza os conceitos utilizados no desenvolvimento da proposta.

5.1.1 SISTEMAS DE ORDEM FRACIONÁRIA COMENSURÁVEIS

Considere a definição:

Definição 5.1. É admitida a representação em espaço de pseudo-estados para um sistema de
ordem comensurável α ∈ (0,2), linear e invariante no tempo:

Dαx(t) = Ax(t)+Bu(t), (5.1)

y(t) =Cx(t)+Du(t), (5.2)

com x(t) ∈ Rn o vetor de pseudo-estados, u(t) ∈ Rnu a entrada de controle, y(t) ∈ Rny a saída
e A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×nu , C ∈ Rny×n, D ∈ Rny×nu matrizes constantes. A matriz de transferência
entre u(t) e y(t), com s = jω , é:

H( jω)(ny×nu) =C(( jω)α I(n×n)−A)−1B+D. (5.3)

5.1.2 FERRAMENTAS MATEMÁTICAS

A proposta utiliza as seguintes propriedades relacionadas ao traço de uma matriz:

Propriedades 5.1. (PETERSEN; PEDERSEN, 2008) Para as matrizes A, B, C e X , de dimen-
sões apropriadas, tem-se:

• tr(A+B) = tr(A)+ tr(B); (5.4)

• tr(A) = tr(AT ); (5.5)

• tr(ABC) = tr(BCA); (5.6)

• d
dX

tr(XB) = BT ; (5.7)

• d
dX

tr(XBXT ) = X(BT +B). (5.8)
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Os conceitos fundamentais apresentados em sequência visam elucidar a ideia de minimiza-
ção de custo via mínimos quadrados:

Proposição 5.1 (Regressão linear múltipla). Seja um registro de dados com N valores obser-
vados das variáveis x e y dado por: {xi = [x1i x2i · · · xki]∈R

k,yi ∈R}, i = 1, · · · ,N. A regressão
linear múltipla consiste na estimação dos parâmetros σ0, σ1, · · · , σk ∈ R, tal que:

y1 = σ0 + x11σ1 + · · ·+ xk1σk,

y2 = σ0 + x12σ1 + · · ·+ xk2σk,
...

yN = σ0 + x1N σ1 + · · ·+ xkN σk,

⇒


y1

y2
...

yN


︸ ︷︷ ︸
y∈RN×1

=


1 x11 · · · xk1

1 x12 · · · xk2
...

... . . . ...
1 x1N · · · xkN


︸ ︷︷ ︸

X∈RN×(k+1)


σ0

σ1
...

σk


︸ ︷︷ ︸

σ∈R(k+1)×1

.
(5.9)

que proporcionam o ajuste ótimo dos dados. Os parâmetros σ0, · · · , σk são obtidos com a
minimização da soma dos quadrados dos erros, S = e2

i ∈ R, com erro ei = yi−σ0− x1iσ1−
·· ·−xkiσk ∈R. Assim, os parâmetros σ0, · · · , σk resolvem o seguinte problema de otimização:

min{S(σ0,σ1, · · · ,σk)}= min{
N

∑
i=1

e2
i }= min{

N

∑
i=1

(yi−σ0− x1iσ1−·· ·− xkiσk)
2}. (5.10)

Com a notação matricial, pode-se reescrever:

min{S(σ)}= min
{

eT e
}
= min{(y−Xσ)T (y−Xσ)}. (5.11)

O verdadeiro valor de σ é desconhecido. Seja b o valor estimado de σ segundo a regressão

linear múltipla. O valor de b para o qual S(b) é mínimo é obtido de
d

db
S(b) = 0:

d
db

{
(y−Xb)T (y−Xb)

}
= 0⇒ d

db
(yT y− yT Xb−bT XT y+bT XT Xb) = 0. (5.12)

De Petersen e Pedersen (2008):
d
dx

mT x =
d
dx

xT m = m e
d
dx

xT Mx = (M+MT )x, logo:

−2XT y+2XT Xb = 0⇒ XT y = XT Xb, (5.13)

b = (XT X)−1XT y. (5.14)

Esse resultado pode ser generalizado. Antes, considere a seguinte propriedade relacionada
ao traço matricial:

Propriedade 5.1. (LIANG, 2015) Para as matrizes B, Y e variável X de dimensões apropriadas:

d
dB

tr((Y −XB)T (Y −XB)) =−2XTY +2XT XB. (5.15)

Proposição 5.2 (Regressão linear múltipla, generalização). Seja um registro de dados com
N valores observados das variáveis x e y: {xi = [x1i x2i · · · xki] ∈R

k,yi = [y1i y2i · · · yNi] ∈R
N},

i = 1, · · · ,N. A generalização da regressão linear múltipla consiste na estimação da matriz



70

σ ∈ R(k+1)×N , tal que:
y11 y21 · · · yN1

y12 y22 · · · yN2
...

... . . . ...
y1N y2N · · · yNN


︸ ︷︷ ︸

Y∈RN×N

=


1 x11 x21 · · · xk1

1 x12 x22 · · · xk2
...

...
... . . . ...

1 x1N x2N · · · xkN


︸ ︷︷ ︸

X∈RN×(k+1)


σ01 σ02 σ03 · · · σ0N

σ11 σ12 σ13 · · · σ1N
...

...
... . . . ...

σk1 σk2 σk3 · · · σkN


︸ ︷︷ ︸

σ∈R(k+1)×N

, (5.16)

que proporciona o ajuste ótimo dos dados. A matriz σ é obtida com a minimização da soma
dos traços dos quadrados dos erros, S = tr(eT

i ei) ∈ R, com erro ei = yi− [1 xi]σ ∈ R1×N ,
i = 1, · · · ,N. Assim, a matriz σ resolve o seguinte problema de otimização:

min{S(σ)}= min{
N

∑
i=1

tr(eT
i ei)}= min{

N

∑
i=1

tr((yi− [1 xi]σ)T (yi− [1 xi]σ))}. (5.17)

Com a notação matricial pode-se reescrever:

min{S(σ)}= min{tr((Y −Xσ)T (Y −Xσ))}. (5.18)

O valor verdadeiro de σ é desconhecido. Seja B o valor estimado de σ segundo a regressão

linear múltipla. O valor de B para o qual S(B) é mínimo é obtido de
d

dB
S(B) = 0:

d
dB

tr((Y −XB)T (Y −XB)) = 0. (5.19)

Da Propriedade 5.1:

−2XTY +2XT XB = 0⇒ B = (XT X)−1XTY, (5.20)

que é apenas a generalização de y ∈ RN para Y ∈ RN×N .

Feitas essas considerações, segue o desenvolvimento do método de redução de modelos
fracionários lineares em espaço de pseudo-estados com base em registros de dados.

5.2 MODELO REDUZIDO PARA SISTEMAS FRACIONÁRIOS COMENSURÁVEIS

Considere a definição:

Definição 5.2 (Modelo reduzido). Tendo em vista (5.1) e (5.2), considere o novo sistema de
ordem comensurável β ∈ (0,2):

Dβ x(t) = Âx(t)+ B̂u(t), (5.21)

y(t) = x(t), (5.22)
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com x(t) ∈ Rny o vetor de pseudo-estados, u(t) ∈ Rnu a entrada de controle, y(t) ∈ Rny a saída
e as matrizes Â ∈Rny×ny e B̂ ∈Rny×nu . A matriz de transferência entre u(t) e y(t), com s = jω ,
é:

Ĥ( jω)(ny×nu) = (( jω)β I(ny×ny)− Â)−1B̂. (5.23)

A metodologia é estabelecida com os seguintes teoremas:

Teorema 5.1. Seja o sistema de equações lineares, com W ∈ Ca×b, Z ∈ Cc×b e solução Θ ∈
Rc×a:

ΘW = Z. (5.24)

O seguinte custo de mínimos quadrados, associado ao sistema (5.24):

E = tr [(Z−ΘW )∗(Z−ΘW )] , (5.25)

é minimizado por:

Θ =
[
(WZ∗)T +(WZT )T ]((WW ∗)T +WW ∗)−1. (5.26)

Demonstração. Aplicando a propriedade (5.4) em (5.25):

E = tr(Z∗Z)− tr(Z∗ΘW )− tr(W ∗ΘT Z)+ tr(W ∗ΘT
ΘW ). (5.27)

Da propriedade em (5.5):

E = tr(Z∗Z)− tr(Z∗ΘW )− tr(ZT
ΘW )+ tr(W ∗ΘT

ΘW ). (5.28)

Da propriedade em (5.6):

E = tr(Z∗Z)− tr(ΘWZ∗)− tr(ΘWZT )+ tr(ΘWW ∗ΘT ). (5.29)

Aplicando o operador
d

dΘ
:

d
dΘ

E =− d
dΘ

tr(ΘWZ∗)− d
dΘ

tr(ΘWZT )+
d

dΘ
tr(ΘWW ∗ΘT ). (5.30)

Das propriedades em (5.7) e (5.8):

d
dΘ

E =−(WZ∗)T − (WZT )T +Θ((WW ∗)T +WW ∗). (5.31)

A equação (5.25) é minimizada quando
d

dΘ
E = 0(c×a):

−(WZ∗)T − (WZT )T +Θ((WW ∗)T +WW ∗) = 0(c×a). (5.32)
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Logo, a solução Θ que minimiza (5.25) é:

Θ =
[
(WZ∗)T +(WZT )T ]((WW ∗)T +WW ∗)−1. (5.33)

Note que E ∈ R enquanto
d

dΘ
E ∈ R(c×a).

Teorema 5.2. Uma redução do sistema (5.1) e (5.2) ao formato (5.21) e (5.22) é obtida através
da solução Θ do sistema de equações lineares:

ΘW = Z, (5.34)

Θ =
[
Â B̂

]
∈ Rny×(ny+nu), (5.35)

W =

[
H( jωl) · · · H( jωh)

I(nu×nu) · · · I(nu×nu)

]
∈ C(ny+nu)×(nuN), (5.36)

Z =
[
( jωl)

β H( jωl) · · · ( jωh)
β H( jωh)

]
∈ Cny×(nuN), (5.37)

com ωl e ωh os pontos de menor e maior frequência da redução, respectivamente, e N o número
de pontos de frequência ω ∈ [ωl,ωh].

Demonstração. O sistema (5.1) e (5.2) se reduz ao formato (5.21) e (5.22) na banda de frequên-
cia [ωl,ωh] se:

Ĥ( jω) = H( jω), ω ∈ [ωl,ωh].
(5.38)

Como H( jω) é conhecido:[
( jω)β I(ny×ny)− Â

]−1
B̂ = H( jω), (5.39)[

( jω)β I(ny×ny)− Â
]

H( jω) = B̂, (5.40)

ÂH( jω)+ B̂ = ( jω)β H( jω), (5.41)[
Â B̂

]
︸ ︷︷ ︸

ny×(ny+nu)

[
H( jω)

I(nu×nu)

]
︸ ︷︷ ︸
(ny+nu)×nu

= ( jω)β H( jω)︸ ︷︷ ︸
ny×nu

. (5.42)

Para N registros de H( jω), correspondentes a N valores de frequência ω ∈ [ωl,ωh] (em
escala linear ou logarítmica), obtém-se (5.34):

[
Â B̂

]
︸ ︷︷ ︸

Θ∈Rny×(ny+nu)

[
H( jωl) · · · H( jωh)

I(nu×nu) · · · I(nu×nu)

]
︸ ︷︷ ︸

W∈C(ny+nu)×(nuN)

=
[
( jωl)

β H( jωl) · · · ( jωh)
β H( jωh)

]
︸ ︷︷ ︸

Z∈Cny×(nuN)

. (5.43)
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5.3 APLICAÇÃO AO MODELO DO SISTEMA RESPIRATÓRIO HUMANO

Como aplicação da metodologia proposta de redução da quantidade de variáveis de pseudo-
estado, é utilizado o análogo elétrico do modelo vigente para o sistema respiratório humano, já
considerado nas Subseções 4.4.2 e 4.4.3. Essa redução utiliza o Teorema 5.2, com a solução
ótima fornecida pelo Teorema 5.1. A ordem do modelo reduzido é o valor de β ∈ (0,2) que
minimiza o seguinte erro, no intervalo de frequência ω ∈ [ωl,ωh]:

EH = tr([Ĥ( jω)−H( jω)]∗[Ĥ( jω)−H( jω)]). (5.44)

Observação 5.1. As simulações utilizam a derivada de Caputo, através do algoritmo de Adams-

Bashforth, descrito no Apêndice A, com passo h = 0,005. Quando o contrário não for menci-
onado, ωl = 10−10[rad/s] e ωh = 10[rad/s], com 100 pontos igualmente espaçados em escala
logarítmica. As saídas adotadas para o modelo original são tensões, de modo que a matriz D

em (5.2) é nula. Para plotar as correntes, são utilizadas as relações (4.98)-(4.99).

5.3.1 SISTEMA ORIGINAL DE ORDEM α ∈ (0,1)

Em Ionescu, Machado e Keyser (2011) há uma tabela com os dados experimentais de α ,
RUA e CUA. Desta tabela, é empregado o conjunto de dados:

α = 0,50, RUA = 0,28, CUA = 1,15. (5.45)

5.3.1.1 REDUÇÃO COM OS QUATRO PRIMEIROS PSEUDO-ESTADOS DO MODELO
PULMONAR

Para essa finalidade, a matriz C em (5.2) é:

C(i, j)(4×24)
=

{
1, se i = j = 1,2,3,4.
0, caso contrário.

(5.46)

A Figura 19 mostra log10(EH) em função de β :

Figura 19 - Métrica de erro EH
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Fonte: próprio autor.
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Logo, a ordem do modelo reduzido é β = 0,27, obtida para um erro mínimo EH = 2,3483×
10−4 (visto a partir do vale, como nos casos subsequentes). As respostas Ĥ( jω) e H( jω) são:

Figura 20 - Respostas Ĥ1( jω) a Ĥ4( jω) e H1( jω) a H4( jω)
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Fonte: próprio autor.

As matrizes Â e B̂ do modelo reduzido são:

Â =


1,1399 −2,6301 1,1395 −0,2323
0,8822 0,0202 −1,0472 0,2201
−0,4017 1,5285 −0,9880 −0,2006

0,3810 −1,0957 2,2046 −1,4286

 , B̂ =


0,5835
−0,0746

0,0620
−0,0611

 .

Seguem as respostas no tempo, para condição inicial nula, dos modelos original e reduzido,
com a entrada na Figura 14a:

Figura 21 - Correntes i0(t) a i3(t)
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Fonte: próprio autor.



75

5.3.1.2 REDUÇÃO COM O PRIMEIRO PSEUDO-ESTADO DO MODELO PULMONAR

Para essa finalidade, a matriz C em (5.2) é:

C(i, j)(1×24)
=

{
1, se i = j = 1,
0, caso contrário.

(5.47)

A simulação utiliza ωl = 10−10[rad/s], ωh = 100[rad/s] e 100 igualmente espaçados em
escala logarítmica. A Figura 22 mostra log10(EH) em função de β :

Figura 22 - Métrica de erro EH
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Fonte: próprio autor.

Logo, a ordem do modelo reduzido é β = 0,34, obtida para um erro mínimo EH = 0,0138.
As respostas Ĥ( jω) e H( jω) são:

Figura 23 - Respostas Ĥ( jω) e H( jω)
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Fonte: próprio autor.

As matrizes Â e B̂ do modelo reduzido são:

Â = [−1,3941], B̂ = [1,3844].

Segue a resposta no tempo, para condição inicial nula, dos modelos original e reduzido,
com a entrada na Figura 14a:
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Figura 24 - Correntes i(t)
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Fonte: próprio autor.

5.3.2 SISTEMA ORIGINAL DE ORDEM α ∈ (1,2)

O conjunto de dados de Ionescu, Machado e Keyser (2011) é empregado:

α = 1,28, RUA = 0,3080, CUA = 0,0915. (5.48)

5.3.2.1 REDUÇÃO COM OS QUATRO PRIMEIROS PSEUDO-ESTADOS DO MODELO
PULMONAR

Para essa finalidade, a matriz C em (5.2) é:

C(i, j)(4×24)
=

{
1, se i = j = 1,2,3,4,
0, caso contrário.

(5.49)

A Figura 25 mostra log10(EH) em função de β :

Figura 25 - Métrica de erro EH
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Fonte: próprio autor.

Logo, a ordem do modelo reduzido é β = 0,69, obtida para um erro mínimo EH = 0.0014.
As respostas Ĥ( jω) e H( jω) são:
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Figura 26 - Respostas Ĥ1( jω) a Ĥ4( jω) e H1( jω) a H4( jω)
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Fonte: próprio autor.

As matrizes Â e B̂ do modelo reduzido são:

A =


2,4598 −6,9948 2,2100 −0,2919
3,7758 −0,6050 −3,4598 0,7080
−3,1240 7,8716 −4,9935 −0,4527

3,4030 −6,9949 10,2234 −5,8684

 , B =


2,6183
−0,4177

0,6991
−0,7625

 . (5.50)

Seguem as respostas no tempo, para condições iniciais nulas, dos modelos original e redu-
zido, com a entrada na Figura 14a:

Figura 27 - Correntes i0(t) a i3(t)
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5.3.2.2 REDUÇÃO COM O PRIMEIRO PSEUDO-ESTADO DO MODELO PULMONAR

Para essa finalidade, a matriz C em (5.2) é:

C(i, j)(1×24)
=

{
1, se i = j = 1,
0, caso contrário.

(5.51)

A simulação utiliza ωl = 10−10[rad/s], ωh = 1[rad/s] e 100 pontos equidistantes. A Figura
28 mostra log10(EH) em função de β :

Figura 28 - Métrica de erro EH
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Fonte: próprio autor.

Logo, a ordem do modelo reduzido é β = 0,72, obtida para um erro mínimo EH = 2.4946×
10−5. As respostas Ĥ( jω) e H( jω) são:

Figura 29 - Respostas Ĥ( jω) e H( jω)
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Fonte: próprio autor.

As matrizes Â e B̂ do modelo reduzido são:

A = [−6,2401], B = [6,2399]. (5.52)

Segue a resposta no tempo, para condições iniciais nulas, dos modelos original e reduzido,
com a entrada na Figura 14a:
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Figura 30 - Correntes i(t)
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Fonte: próprio autor.

5.4 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO

O método proposto é eficaz na obtenção de modelos reduzidos de ordem β ∈ (0,2). No
exemplo considerado do modelo pulmonar, o método foi eficaz até mesmo quando a saída do
sistema original é única.
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6 IDENTIFICAÇÃO DE FUNÇÕES DE TRANSFERÊNCIA DE ORDEM
FRACIONÁRIA E CONDIÇÕES INICIAIS NÃO NULAS UTILIZANDO SINAIS
MODULADOS EXPONENCIALMENTE

A literatura contém trabalhos que documentam o amplo domínio de aplicações de siste-
mas de ordem fracionária (SUN et al., 2018). A identificação é uma ferramenta fundamental
para essas aplicações. O presente capítulo está relacionado à identificação de modelos de or-
dem fracionária através da utilização de sinais de entrada/saída modulados exponencialmente
(JACYNTHO et al., 2015; GALVÃO et al., 2020). Esse conceito foi originalmente proposto em
Jacyntho et al. (2015), com o objetivo de identificar os parâmetros e expoentes fracionários de
funções de transferência através de medidas de resposta ao degrau. Uma generalização que per-
mitiu a utilização de formas de onda de entradas arbitrárias foi mais tarde proposta em Galvão
et al. (2020). Ambos os trabalhos assumiam que o sistema estava inicialmente em repouso, o
que não pode ser o caso em experimentos de identificação reais. Esse capítulo estende, pois,
os resultados em Galvão et al. (2020) para o caso em que o sistema possui condições iniciais
não nulas. Esse caso foi também tratado em Lu et al. (2020), com uma metodologia baseada
em funções do tipo block pulse. No entanto, a abordagem aqui proposta tem um escopo mais
amplo de aplicações em relação à abordagem em Lu et al. (2020), pois lida com modelos que
apresentam derivadas na entrada e também permite a identificação dos expoentes fracionários.

6.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Considere as definições:

Definição 6.1. (SALGADO, 2015; PODLUBNY, 1998) Sejam α > 0, nα < α < nα −1 e y(t)

uma função em definida em R+ e diferenciável até ordem n−1 em t = 0+. Se a transformada de
Laplace de y(t), denotada por L{y(t)}=Y (s), existe para s≥ c∈R, então, dado s > max{0,c},
a transformada de Laplace da derivada de Caputo de y(t) (PODLUBNY, 1998) (Apêndice A),
denotada por L {cDαy(t)}, é expressa por:

L {cDαy(t)}= sαY (s)−
nα−1

∑
k=0

sα−k−1y(k)(0−). (6.1)

Definição 6.2. O sistema considerado nesse capítulo é governado pela seguinte equação dife-
rencial fracionária, segundo a derivada de Caputo, com um dado número de coeficientes reais
a1, · · · , an, b0, b1, · · · , bm e expoentes reais 0 < α1 < · · ·< αn, 0 < β1 < · · ·< βm, com βm < αn:

n

∑
i=1

ai
cDαiy(t)+ y(t) =

m

∑
j=1

b j
cDβ ju(t)+b0u(t). (6.2)

Aplicando a transformada de Laplace em (6.2), com U(s) = L {u(t)} e Y (s) = L {y(t)}
a transformada de Laplace dos sinais de entrada e saída, respectivamente, e condições iniciais
y(k)(0−), k=0, 1, · · · , nαn−1 e u(l)(0−) = 0, l = 0,1, · · · ,nβm−1, obtém-se:

Y (s) = G(s)U(s)+H(s), (6.3)

G(s) =
N(s)
D(s)

=
(b0 +b1sβ1 + · · ·+bmsβm)

(1+a1sα1 + · · ·+ansαn)
, (6.4)
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H(s) =
F(s)
D(s)

=
∑

n
i=1 ai ∑

nαi−1
k=0 sαi−k−1y(k)(0−)

(1+a1sα1 + · · ·+ansαn)
. (6.5)

com Y (s) e U(s) as transformadas de Laplace de y(t) e u(t), respectivamente. Considere uma
nova parametrização para H(s), da forma:

Ĥ(s) =
F̂(s)
D(s)

=
∑

n
i=1 ∑

nαi−1
k=0 sαi−k−1 fik

(1+a1sα1 + · · ·+ansαn)
, (6.6)

com fik = aiy(k)(0−). Segue que:
Y (s) = Ĝ(s)U(s), (6.7)

Ĝ(s) =
(N(s)+U(s)−1F̂(s))

D(s)
, (6.8)

Ĝ(s) = G(s)+U(s)−1Ĥ(s). (6.9)

Desse modo, o problema foi reformulado ao constituir-se na identificação de um sistema
artificial com função de transferência Ĝ(s) e condições iniciais nulas. O método de identificação
proposto utiliza sinais auxiliares z(t) e w(t) (dependentes de um parâmetro positivo σ ∈ R),
os quais são obtidos pelo procedimento de modulação exponencial mostrado na Fig. 31, de
maneira similar à abordagem em Galvão et al. (2020).

Figura 31 - Geração dos sinais utilizados no método proposto. As funções de transferência dos blocos
‘Sistema a ser identificado’, ‘Filtro 1’ e ‘Filtro 2’ são, respectivamente, G(s), (σ + s)/s e
σ/s. Os círculos com os sinais + e × indicam pontos de multiplicação e adição no domínio
do tempo, respectivamente. L −1{H(s)} representa a transformada inversa de Laplace de
H(s)

 𝑒−𝜎𝑡 

𝑤(𝑡) 

𝑧(𝑡) 𝑦(𝑡) 𝑢(𝑡) 
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𝑡 = 0 

Fonte: próprio autor.

O seguinte teorema fornece uma relação entre os valores finais lim
t→∞

z(t) = z∞, lim
t→∞

w(t) =w∞

e os parâmetros de (6.4) e (6.6):

Teorema 6.1. Se σ > 0 é tal que os limites:

z∞ = lim
t→∞

z(t), w∞ = lim
t→∞

w(t), (6.10)

existem, então a seguinte identidade vale:

z∞ = w∞G(σ)+σĤ(σ). (6.11)

Demonstração. O sinal auxiliar z(t) na Figura 31 resulta da passagem do sinal y(t)e−σt através
do filtro de função de transferência (s+σ)/s:

Z(s) =
s+σ

s
L {y(t)e−σt}= s+σ

s
Y (s+σ). (6.12)
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Como Y (s) = Ĝ(s)U(s), segue que:

Z(s) =
s+σ

s
Ĝ(s+σ)U(s+σ). (6.13)

Do Teorema do Valor Final:

z∞ = lim
s→0

sZ(s) = σĜ(σ)U(σ). (6.14)

Já o sinal auxiliar w(t) resulta da passagem do sinal u(t)e−σt através do filtro de função de
transferência σ/s:

W (s) =
σ

s
L {u(t)e−σt}= σ

s
U(s+σ). (6.15)

Do Teorema do Valor Final:

w∞ = lim
s→0

sW (s) = σU(σ). (6.16)

Das expressões (6.14) e (6.16):

z∞ = w∞Ĝ(σ). (6.17)

De (6.9):
z∞ = w∞(G(σ)+U−1(σ)Ĥ(σ)). (6.18)

De (6.16), substituindo U(σ)−1 = σ/w∞:

z∞ = w∞G(σ)+σĤ(σ). (6.19)

6.2 MÉTODO DE IDENTIFICAÇÃO PROPOSTO

De (6.4), (6.6), Teorema 6.1:

z∞(a1σ
α1 + · · ·+anσ

αn)−w∞(b0 +b1σ
β1 + · · ·+bmσ

βm)−
n

∑
i=1

nαi−1

∑
k=0

fikσ
αi−k =−z∞. (6.20)

Adotando q = 2(n+m+ 1+∑
n
i=1nαi) diferentes valores do parâmetro σ = σi na Figura

31, obtém-se zi∞ , wi∞ , i = 1,2, · · · ,q, como em Galvão et al. (2020). Assim, o problema de
identificação pode ser reportado através da resolução do seguinte sistema de equações lineares:

Aθ = c+ e, (6.21)

A =


z1∞

σ
α1
1 · · · z1∞

σ
αn
1 −w1∞

−w1∞
σ

β1
1 · · · −w1∞

σ
βm
1

z2∞
σ

α1
2 · · · z2∞

σ
αn
2 −w2∞

−w2∞
σ

β1
2 · · · −w2∞

σ
βm
2

...
...

...
...

...
...

...
zq∞

σ
α1
q · · · zq∞

σ
αn
q −wq∞

−wq∞
σ

β1
q · · · −wq∞

σ
βm
q
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−σ
α1
1 · · · −σ

α1−nα1+1
1 · · · −σ

αn
1 · · · −σ

αn−nαn+1
1

−σ
α1
2 · · · −σ

α1−nα1+1
2 · · · −σ

αn
2 · · · −σ

αn−nαn+1
2

...
...

...
...

...
...

...

−σ
α1
q · · · −σ

α1−nα1+1
q · · · −σ

αn
q · · · −σ

αn−nαn+1
q

 , (6.22)

θ =
[
a1 ... an b0 ... bm f10 ... f1nα1−1 ... fn0 ... fnnαn−1

]T
, (6.23)

c =−
[
z1(∞) z2(∞) · · · zq(∞)

]T
, (6.24)

com A ∈ Rq× q
2 e e o vetor de resíduos associados à presença de ruído nas medições. É adotada

a estimativa de mínimos quadrados para o vetor paramétrico:

θ̂ = (AT A)−1AT c. (6.25)

Seja ê = Aθ̂−c, de (6.25) obtém-se ê = [A(AT A)−1AT − Iq×q]c. A soma dos quadrados dos
resíduos E = êT ê resulta em:

E = cT [A(AT A)−1AT A(AT A)−1AT −2A(AT A)−1AT + Iq×q]c. (6.26)

O termo destacado é Iq×q, logo (GALVÃO et al., 2020):

E = cT [Iq×q−A(AT A)−1AT ]c. (6.27)

Observação 6.1. Na ausência de ruído (nesse caso e = 0, teoricamente), segue de (6.21) que
AT Aθ =AT c. Se A tem rank completo, então AT A é invertível, o que conduz a θ =(AT A)−1AT c.
Na presença de ruído, essa é a solução para (6.21) no sentido dos mínimos quadrados.

Com uma sequência de passos similares aos empregados em Galvão et al. (2020), segue o
procedimento adotado:

1) Encontrar o valor mínimo de E× (αi,β j), através de um procedimento de gridding ou
busca guiada, para o qual são identificado os expoentes αi, i = 1,2, · · · ,n, e β j, j = 1,2, · · · ,m.
É assumido que αi ∈ (pi− 1, pi), em que pi ∈ {1,2, · · · , pimax} são desconhecidos e pimax , i =

1,2, · · · ,n, são conhecidos. Note que p1max ≤ p2max ≤ pnmax , já que α1 < α2 < · · ·< αn. Então,
para cada possível combinação de todos os intervalos acima mencionados, quando utilizado
um procedimento de gridding, tem-se os parâmetros fik , i = 1,2, · · · ,n, k = 0,1, · · · , pi− 1 e
então A pode ser obtida de (6.20) e (6.22) e c de (6.24), com nαi = pi, i = 1,2, · · · ,n. Além
disso, para cada uma das referidas combinações, calcula-se o mínimo E e seja Emin o mínimo
desses mínimos E. O valor Emin pode ser não único, pois alguns desses testes sugeridos podem
corresponder a uma mesma identificação. Ademais, o gridding deve ser restrito a βm < αn, a
fim de manter G(s) estritamente própria;

2) Calcular o vetor θ̂ em (6.25), com a matriz A e o vetor c correspondentes aos expoentes
identificados, relacionados a Emin, a fim de identificar os coeficientes da planta ai, b j, e os
parâmetros fik , com k = 1,2, · · · ,nαi−1, i = 1,2, · · · ,n e j = 1,2, · · · ,m;
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3) Identificar as condições iniciais. Da Observação 6.1, (6.5) e (6.6), obtém-se a equação:

fik = aiy(k)(0−)+ ẽik , (6.28)

com ẽik o resíduo associado ao erro da estimação de fik e ai devido à presença de ruídos de
medição, para k = 0,1, · · · ,nαi−1, i = 1,2, · · · ,n. Para estimar as condições iniciais y(k)(0−), k

= 0,1, · · · ,nαn−1, defina o conjunto:

Sk = {sk ∈ {1,2, · · · ,n}/nαsk
−1≥ k}. (6.29)

Seja {sk1,sk2, · · · ,n} o conjunto de todos os elementos distintos de Sk. Então observe que,
da expressão (6.28), obtém-se o seguinte sistema linear:

Aaky(k)(0−) = fk + ẽk, (6.30)

Aak = [ask1
ask2
· · · an]

T , (6.31)

fk = [ fsk1k
fsk2k
· · · fnk ]

T , (6.32)

ẽk = [ẽsk1k
ẽsk2k

· · · ẽnk ]
T . (6.33)

Uma estimativa de mínimos quadrados das condições iniciais, para k = 0,1, · · · ,nαn−1, é:

ŷ(k)(0−) = (AT
ak

Aak)
−1AT

ak
fk. (6.34)

Observação 6.2. Quando é assumido que as condições iniciais são nulas, o método proposto
nesse capítulo recai no método estabelecido em Galvão et al. (2020).

6.3 RESULTADOS

Os resultados apresentados são obtidos com o software MATLAB e o pacote computa-
cional FOTF, projetado para lidar com sistemas de ordem fracionária (XUE, 2017, 2019). As
funções do pacote FOTF utilizadas para a simulação de uma entrada geral ug(t) = bm

cDβmu(t)+

· · ·+ b1
cDβ1u(t)+ b0u(t) e da equação diferencial com condições iniciais não nulas (6.2) são

caputo9(.) e fode_caputo9(.), respectivamente. Foi adotado o valor p = 4 para o parâmetro de
precisão das funções mencionadas e o valor h = 0,005 para o passo das simulações.

Exemplo 6.1. A metodologia é aplicada para a seguinte função de transferência:

G(s) =
b0

1+a1sα1
, (6.35)

com a1 = 5, b0 = 2, α1 = 1,5, y(0−) = 1 e ẏ(0−) =−1.

A entrada adotada é:

u(t) =
3

∑
i=1

sin(πt/(5(i+1))) . (6.36)

A saída y(t) gerada é corrompida por ruído Gaussiano com media nula e desvio padrão de
0,1. As Figuras 6.2a e 6.2b mostram os gráficos de u(t) e y(t), respectivamente, para um tempo
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de simulação T = 200s. A escolha dos valores de σ foi: σ1 = 2ln(100)/200 e σi = σ
2(i−1)

1 , i =

2,3, · · · ,q, como recomendado em Galvão et al. (2020). Adotando nαn = 2 e seguindo a Etapa
1) do procedimento geral, com um passo de 0,1 nas buscas bidimensionais, o valores mínimos
de E nos intervalos α1 ∈ (0,1) e α1 ∈ (1,2) foram 0,0018 and 5,6549×10−7, respectivamente.
O mínimo E =Emin = 5,6549×10−7 foi obtido para α1 = 1,5, que corresponde ao valor real do
expoente da planta. A Figura 6.2c mostra o gráfico de log10E×α1, no intervalo correspondente
α1 ∈ (1,2), no qual Em foi encontrado.

Figura 32 - Exemplo 6.1 (a) Sinal de entrada u(t) (b) Sinal de saída y(t), o gráfico menor mostra a con-
dição inicial y(0−) (c) Erro E empregado na escolha de α1
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Fonte: próprio autor.

De (6.25), o vetor θ̂ é estimado, conduzindo a seguinte função de transferência identificada:

Gid(s) =
1,9988

1+4,9986s1,5 , (6.37)

com condições iniciais estimadas y(0−) = 0,9965 e ẏ(0−) = −0,9992, conforme a Etapa 3)
do procedimento geral. A reprodutibilidade dos resultados é investigada repetindo a identifi-
cação 1000 vezes, cada uma dessas realizações com um ruído diferente, sob as mesmas condi-
ções e gridding da simulação prévia. A Tabela 2 apresenta os resultados de identificação para
α1 ∈ (1,2), bem como os resultados obtidos, sob as mesmas condições, ignorando a existên-
cia das condições iniciais, usando o método descrito em Galvão et al. (2020). Note que a não
observância das condições iniciais conduz a resultados de identificação incorretos.

Tabela 2 - Exemplo 6.1. Parâmetros estimados (média ± desvio padrão sobre 1000 realizações) pelo
método proposto e pelo método em Galvão et al. (2020)

Parâmetros Método Proposto Método em Galvão et al. (2020) Valores reais

α1 1,5±0 1,9±0 1,5

a1 4,9997±0,0148 6,3052±0,2614 5

b0 1,9998±0,0045 0,5335±0,0031 2

y(0−) 1,0002±0,0080 − 1

ẏ(0−) −0,9998±0,0042 − −1

Fonte: próprio autor.
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Exemplo 6.2. A metodologia é aplicada para a seguinte função de transferência:

G(s) =
b0 +b1sβ1

1+a1sα1
, (6.38)

com a1 = 5, b0 = 2, b1 = 3,α1 = 1,5, β1 = 0,9, y(0−) = 1 e ẏ(0−) =−1.

A entrada adotada é:

u(t) =
3

∑
i=1

sin(πt/(5(i+1))) . (6.39)

A saída y(t) gerada é corrompida por ruído Gaussiano com media nula e desvio padrão de
0,1. As Figuras 6.3a e 6.3b mostram os gráficos de u(t) e y(t), respectivamente, para um tempo
de simulação T = 200s. A escolha dos valores de σ foi: σ1 = 2ln(100)/200 e σi = σ

2(i−1)

1 ,
i = 2,3, · · · ,q, como recomendado em Galvão et al. (2020). Adotando nαn = 2 e seguindo a
Etapa 1) do procedimento geral, com um passo de 0,1 nas buscas bidimensionais, o valores
mínimos E nos intervalos α1 ∈ (0,1) e α1 ∈ (1,2) foram 3,4435× 10−4 and 1,5530× 10−10,
respectivamente. O mínimo E = Emin = 1,5530× 10−10 foi obtido para α1 = 1,5 e β1 = 0,9,
que correspondem aos valores reais dos expoentes da planta. A Figura 6.2c mostra o gráfico de
log10E× (α1,β1), no intervalo correspondente α1 ∈ (1,2), no qual Em foi encontrado.

Figura 33 - Exemplo 6.2 (a) Sinal de entrada u(t) (b) Sinal de saída y(t), o gráfico menor mostra a con-
dição inicial y(0−) (c) Erro E empregado na escolha de α1 e β1, o gráfico menor mostra que
a função de transferência foi mantida estritamente própria

Fonte: próprio autor.

De (6.25), o vetor θ̂ é estimado, conduzindo a seguinte função de transferência identificada:

Gid(s) =
2,0013+3,0144s0,9

1+5,0175s1,5 , (6.40)

com condições iniciais estimadas y(0−) = 0,9956 e ẏ(0−) = −0,9987, conforme a Etapa 3)
do procedimento geral. A reprodutibilidade dos resultados é investigada repetindo a identifi-
cação 1000 vezes, cada uma dessas realizações com um ruído diferente, sob as mesmas condi-
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ções e gridding da simulação prévia. A Tabela 3 apresenta os resultados de identificação para
α1 ∈ (1,2), bem como os resultados obtidos, sob as mesmas condições, ignorando a existên-
cia das condições iniciais, usando o método descrito em Galvão et al. (2020). Note que a não
observância das condições iniciais conduz a resultados de identificação incorretos.

Tabela 3 - Exemplo 6.2. Parâmetros estimados (média ± desvio padrão sobre 1000 realizações) pelo
método proposto e pelo método em Galvão et al. (2020)

Método Proposto Método em Galvão et al. (2020) Valores reais

α1 1,5±0 1,1000±0 1,5

β1 0,9017±0,0468 1,0000±0 0,9

a1 4,9972±0,0751 −3,8818±0,0993 5

b0 2,0008±0,0576 0,8603±0,0065 2

b1 3,0130±0,1055 −2,9306±0,0500 3

y(0−) 1,0001±0,0118 − 1

ẏ(0−) −1,0024±0,0361 − -1

Fonte: próprio autor.

Exemplo 6.3. A metodologia é aplicada a seguinte função de transferência:

G(s) =
b0

1+a1sα1 +a2sα2
, (6.41)

com a1 = 1, a2 = 5, b0 = 2, b1 = 3,α1 = 0,5, α2 = 1,9, y(0−) = 1 e ẏ(0−) =−1.

Sob as mesmas condições do Exemplo 6.2 e agora considerando que as ordens α1 = 0,5 e
α2 = 1,9 são conhecidas, a seguinte função de transferência é identificada:

Gid(s) =
2,0073

1+1,0075s0,5 +5,0077s1,9 , (6.42)

com condições iniciais estimadas y(0−) = 0,9942 e ẏ(0−) =−0,9939.

6.4 CONCLUSÕES DO CAPÍTULO

Esse capítulo estende a metodologia de Galvão et al. (2020) para sistemas de ordem fra-
cionária com condições inciais não nulas, descritos pela derivada de Caputo. A generalização
foi realizada através de uma representação equivalente para a planta com condições iniciais não
nulas, que consiste de um sistema artificial com condições iniciais nulas. Novas ideias estão sob
investigação a fim de obter um tratamento mais sistemático das potências em ‘σ ’ que aparecem
no contexto do método. O resultado de 1000 realizações mostrou valores satisfatórios de média
e desvio padrão. As vantagens desse método em relação ao apresentado em Lu et al. (2020) são
as seguintes: a aplicação estruturada ao caso em que o modelo matemático da planta apresenta
derivadas na entrada e a identificação dos expoentes fracionários da função de transferência.
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7 CONCLUSÕES

Essa tese compila quatro critérios para análise de estabilidade por realimentação de pseudo-
estados de sistemas de ordem α ∈ (0,2), via LMIs. Um dos critérios mais utilizados na literatura
para as propostas de síntese de controle é aquele que se baseia no conceito de regiões LMIs ge-
neralizadas, aplicado a sistemas de ordem α ∈ (0,1). Utilizando esse critério, uma proposta
para o controle via realimentação α-derivativa de sistemas de ordem α ∈ (0,1) encontra-se no
Teorema 3.3. Além disso, o Teorema 3.5 traz a proposta para o controle via realimentação
α-derivativa agora aplicada a sistemas de ordem α ∈ (1,2). No Capítulo 4 é proposta uma
metodologia de controle de saída que inclui um observador de pseudo-estados do tipo Luenber-

ger, leaky integrators e uma malha externa, cuja eficácia é demonstrada através da aplicação
ao modelo do sistema respiratório humano, em que é fornecida uma pressão de ar capaz de
gerar um perfil desejado de vazão de ar, o que pode pode ser integrado ao projeto de um res-
pirador mecânico. Além disso, através de uma abordagem em que as matrizes incertas são
consideradas diretamente em uma matriz aumentada, o ganho do controlador demonstrou ser
robusto diante de variações consideráveis nos parâmetros. O modelo do sistema respiratório
humano também demonstra, no Capítulo 5, a eficácia da metodologia proposta de redução da
quantidade de variáveis de pseudo-estados de sistemas de ordem α ∈ (0,2). Por fim, o Capí-
tulo 6 propõe um método de identificação de funções de transferência de ordens fracionárias
0 > α1 > α2 > · · · > αn, com condições iniciais não nulas, utilizando sinais modulados expo-
nencialmente e formas de onda de entrada arbitrárias, como extensão dos resultados aplicados
ao caso em que o sistema está inicialmente em repouso, estabelecidos em Galvão et al. (2020).
A eficácia da identificação é demonstrada com exemplos numéricos de funções de transferência.

7.1 CONTRIBUIÇÕES

• Apresentação e contextualização dos resultados fundamentais no âmbito da análise e sín-
tese de sistemas de ordem fracionária através de LMIs;

• Teoremas 3.3 e 3.5 para a estabilização α-derivativa de sistemas de ordem α ∈ (0,1) e
α ∈ (1,2), respectivamente;

• Capítulo 4: metodologia de controle de saída, com análise de robustez;

• Capítulo 5: metodologia de redução da quantidade de variáveis de pseudo-estados;

• Capítulo 6: identificação de funções de transferência de ordens fracionárias, com condi-
ções iniciais não nulas.
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APÊNDICE A: SOLUÇÃO NUMÉRICA DA EQUAÇÃO INTEGRAL DE VOLTERRA -
MÉTODO DE ADAMS-BASHFORTH FRACIONÁRIO

Considere as definições:

Definição 7.1. (PODLUBNY, 1998; SALGADO, 2015) Sejam α ∈ R∗+ e x(t) uma função
definida em [a,b]. O operador definido por:

Iαx(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−1x(τ)dτ. (7.1)

para a ≤ t ≤ b é chamado operador integral de ordem α de Riemann-Liouville, nos casos em
que a integral converge, com Γ(.) a função Gama de Euler. Para α = 0 é definido I0x(t) = x(t).

Definição 7.2. (PODLUBNY, 1998; SALGADO, 2015) Sejam α ∈ R+, n− 1 < α < n e x(t)

tal que
dn

dtn x(t) ∈ L1[a,b]. O operador definido por:

cDαx(t) = In−α

(
dn

dtn x(t)
)
. (7.2)

é chamado operador derivada de ordem α de Caputo, com In−α a integral de Riemann-Liouville

de ordem n−α .

Considere o problema de valor inicial de ordem não inteira (PVINI), segundo a derivada de
Caputo: 

cDαx(t) = F(t,x(t)),

d(k)x(t)
dt(k)

∣∣∣∣∣
t=0

= x(k)0 , k = 0, · · · , n−1,
(7.3)

com α > 0, n = dαe e x(k)0 os vetores das condições iniciais, k = 0,1, · · · ,n− 1. Se F(t,x(t))

é contínua em t e Lipschitz com respeito a x(t), com uma constante Lipschitz L num conjunto
adequado G, então o problema de valor inicial determina uma solução única em um intervalo
[0,b]. Da integral de ordem α sobre o sistema (7.3), obtém-se a conhecida equação integral de
Volterra:

x(t) =
n−1

∑
k=0

x(k)0
k!

tk +
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1F(τ,x(τ))dτ, (7.4)

utilizada na implementação numérica da solução do sistema Caputo, através do algoritmo de
Adams-Bashforth. O método de Adams-Bashforth fracionário foi primeiramente formulado por
Diethelm, Ford e Freed (2002, 2004) e é uma discretização do tipo uniforme da equação de
Volterra com número de pontos igual a N + 1, tempo de simulação T , passo de integração
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h = T/N, malha uniforme tn = nh, (n = 0,1, · · · , N) e estimativa da resposta sob o passo
de integração h denotada por xh (tn+1). O método calcula xh (tn+1) através de uma quadratura
trapezoidal, gerando uma discretização implícita em xh (tn+1). Uma estimativa inicial, o preditor
xp

h (tn+1), é calculada através de uma quadratura retangular. Com o valor de xp
h (tn+1) é então

estimada a resposta xh (tn+1) na equação implícita, a cada passo de integração. O algoritmo
consiste na implementação das equações:

xh (tn+1) =
dαe−1

∑
k=0

tk
n+1

k!
x(k)0 +

hα

Γ(α +2)
F(tn+1,x

p
h (tn+1))+

hα

Γ(α +2)

n

∑
j=0

a j,n+1F(t j,xh(t j)),

xp
h(tn+1) =

dαe−1

∑
k=0

tk
n+1

k!
x(k)0 +

1
Γ(α)

n

∑
j=0

b j,n+1F(t j,xh(t j)),

(7.5)

a j,n+1 =


nα+1− (n−α)(n+1)α se j = 0,

(n− j+2)α+1 +(n− j)α+1−2(n− j+1)α+1 se 1≤ j ≤ n,

1 se j = n+1,

b j,n+1 = (hα/α)
[
(n+1− j)α − (n− j)α

]
.

Um estudo detalhado acerca deste método é encontrado em (DIETHELM; FORD; FREED,
2002; LI; TAO, 2009).


