AVA
unes vy UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
p «JULIO DE MESQUITA FILHO”

ITha Solteira Campus de Ilha Solteira - SP

HADAMEZ KUZMINSKAS

Projetos de controladores robustos, modelo reduzido e identificacio com
condicoes iniciais nao nulas para sistemas dinamicos de ordem fracionaria

I1Tha Solteira - SP
2023



HADAMEZ KUZMINSKAS

Projetos de controladores robustos, modelo reduzido e identificacao com

condicoes iniciais nao nulas para sistemas dinamicos de ordem fracionaria

Tese apresentada ao Programa de Pos-
Graduacgao em Engenharia Elétrica da Uni-
versidade Estadual Paulista - UNESP -
Campus de Ilha Solteira, como parte dos
requisitos necessarios para a obtencido do
titulo de Doutor em Engenharia Elétrica.
Area de Concentracio: Automagio.

Prof. Dr. Marcelo Carvalho Minhoto Teixeira

Orientador

Ilha Solteira - SP

2023



K97p

FICHA CATALOGRAFICA
Desenvolvido pelo Servigo Técnico de Biblioteca e Documentagdo

Kuzminskas, Hadamez.

Projetos de controladores robustos, modelo reduzido e identificagdo com
condicdes iniciais ndo nulas para sistemas dindmicos de ordem fracionéaria /
Hadamez Kuzminskas. -- Ilha Solteira: [s.n.], 2023

98 f. :il.

Tese (doutorado) - Universidade Estadual Paulista. Faculdade de Engenharia
de llha Solteira. Area de conhecimento: Automacio, 2023

Orientador: Marcelo Carvalho Minhoto Teixeira
Inclui bibliografia
1. Sistemas de ordem fraciondria. 2. Desigualdades matriciais lineares. 3.

Controle robusto. 4. Realimentagdo de saida. 5. Modelo reduzido de ordem
fracionaria. 6. Identificagdo com condigdes iniciais ndo nulas.




AVAVAV UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

unesp™

Campus de llha Solteira

CERTIFICADO DE APROVAGCAO

TITULO DA TESE: Projetos de controladores robustos, modelo reduzido e identificacdo com condigdes
iniciais ndo nulas para sistemas dindmicos de ordem fracionaria

AUTOR: HADAMEZ KUZMINSKAS
ORIENTADOR: MARCELO CARVALHO MINHOTO TEIXEIRA

Aprovado como parte das exigéncias para obtencdo do Titulo de Doutor em ENGENHARIA

ELETRICA, é&reg; Automagao pela Comissdo Examinadora:

Prof. Dr. MARCELO CARVALHO MINHOTO TEIXEIRA (Participagao Presencial)
Departamento de Engenharia Etéfrica / Faculdade de Engenharia de liha Solteira - UNESP

M Presencial)

Departamento de Engenhana Eletnca / Faculdade de Engenharia de liha Solteira - UNESP
Prof. Dr. UILIAM NELSON LENDZION TOMAZ ALVES (Participagac Presencial)

Departamento de Eixo de Controle e Processos Industriais / Instituto Federal de Educagéo, Ciéncia e
Tecnologia do Parané - [FPR

Dine Ramalhy de Oliverro
Prof. Dr. DIGAO RAMALHO DE OLIVEIRA (Participagao Presencial)

Departamento de Elétrica/Automacao / Instituto Federal de Educag&o, Ciéncia e Tecnologia de Mato Grosso do
Sul - IFMS

Prof. Dr. LEONARDO ATAIDE CARNIATO (Participagao Virtual)
Departamento de IndUstria / Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de SZo Paulo - IFSP

liha Solteira, 28 de abril de 2023

Faculdade de Engenharia - Campus de llha Solteira -
Avenida Brasil Centro 56, 15385000, llha Solteira - Sdo Paulo
http:/iwww.ppgee.feis.unesp.brCNPJ: 48.031.818/0015-20.



AGRADECIMENTOS

Gratidao:
e A Deus, a minha familia e aos meus amigos, pelo cuidado, aten¢do e compreensao;

e Ao meu orientador Prof. Dr. Marcelo Carvalho Minhoto Teixeira, ao Prof. Dr. Roberto

Kawakami Harrop Galvao e ao Prof. Dr. Edvaldo Assung¢do pela confianga e incentivo;

e Aos colaboradores do Laboratério de Pesquisa em Controle da UNESP de Ilha Solteira,

pelo respeito, cooperacdo e unido;
e A todos os colaboradores da pds-graduacdo da UNESP de Ilha Solteira, solicitos em ajudar;

e A Coordenagdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), pela oportuni-

dade de crescimento e apoio financeiro.



RESUMO

Esse trabalho aborda os seguintes topicos em sistemas lineares de ordem fraciondria: anélise de
estabilidade, projetos de controladores robustos, modelo reduzido e identificagdo com condi-
coes iniciais ndo nulas. Os objetivos do primeiro topico foram: 01) Apresentar quatro critérios
de andlise de estabilidade para sistemas de ordem o € (0, 1) via LMIs (Linear Matrix Inequali-
ties), levando-se em conta que a regido de estabilidade desses sistemas contém setores no semi-
plano complexo direito. Um dos critérios € baseado em GLMIs (Generalized Linear Matrix
Inequalities) e fornece uma condi¢do necessdria e suficiente em LMIs para atestar a estabili-
dade assintdtica. Esse critério fundamenta parte das pesquisas existentes em sintese de controle
para sistemas fraciondrios; 02) Apresentar um critério de andlise de estabilidade para sistemas
de ordem « € (1,2) via LMIs, observando que sua regido de estabilidade € um setor no semi-
plano complexo esquerdo. Os objetivos do segundo tépico foram: 01) Apresentar resultados
de sintese de controle robusto por realimentacio de pseudo-estados via LMIs para sistemas de
ordem a € (0, 1), bem como uma proposta de controle robusto por realimenta¢do a-derivativa
via LMIs, utilizando o critério das GLMIs; 02) O mesmo para os sistemas de ordem ¢ € (1,2),
utilizando o critério pertinente. As propostas deste topico sdo corroboradas por exemplos nu-
méricos. O objetivo do proximo tépico foi propor um método de controle com realimentagdo de
saida para sistemas de ordem o € (0,2) via LMIs, lan¢ando-se mao das equagdes do sistema,
de um observador de pseudo-estados do tipo Luenberger, de uma malha externa e de dois leaky
integrators, a fim de fornecer uma descricdo aumentada em espago de pseudo-estados e uma
equacgdo adequada para a saida controlada do sistema. As LMIs calculam ganhos tais que os
autovalores dos blocos da matriz do sistema aumentado estejam localizados na regido de esta-
bilidade, incluindo alocacao regional dos autovalores. A andlise de robustez proposta contém
as matrizes incertas consideradas diretamente na matriz do sistema aumentado. O andlogo elé-
trico de ordem fraciondria de um modelo vigente para o sistema respiratério humano € utilizado
como aplicagdo, fornecendo adequadamente uma pressdo de ar de entrada capaz de gerar um
fluxo de ar de entrada em um perfil de tempo desejado, o que pode ser integrado, portanto, ao
projeto de um respirador mecanico. O proximo tépico propde um método para a obtencao de um
modelo com nimero reduzido de varidveis de pseudo-estados. A motivacdo elementar é reduzir
o tempo computacional. Em exemplos numéricos, a comparacdo das fungdes de transferéncia
e respostas no tempo mostram a efetividade da proposta. O tltimo tépico propde um método
de identificagcdo de fungdes de transferéncia fraciondrias com condicdes iniciais ndo nulas, des-
critas pela derivada de Caputo, com base em resultados estabelecidos para o caso de condigdes

iniciais nulas, generalizando-os. A efetividade € demonstrada em exemplos numéricos.

Palavras-chave: sistemas de ordem fraciondria; desigualdades matriciais lineares; controle
robusto; realimentacdo de saida; modelo reduzido de ordem fraciondria; identificacdo com con-

di¢des iniciais ndo nulas.



ABSTRACT

This work addresses the following topics in linear systems of fractional order: stability analy-
sis, robust controller designs, reduced model and identification with non-zero initial conditions.
The objectives of the first topic were: 01) Present four stability analysis criteria for systems
of order @ € (0,1) via LMIs (Linear Matrix Inequalities), taking into account that the stability
region of these systems contains sectors in the right complex half-plane. One of the criteria is
based on GLMIs (Generalized Linear Matrix Inequalities) and provides a necessary and suffi-
cient condition on LMIs to attest the asymptotic stability. This criterion underpins part of the
existing research on control synthesis for fractional systems; 02) Present a stability analysis cri-
terion for systems of order o € (1,2) via LMIs, noting that the stability region is a sector in the
left complex half-plane. The objectives of the second topic were: 01) Present synthesis results
of robust pseudo-state feedback control via LMIs for systems of order a € (0,1), as well as a
proposal for robust ¢-derivative feedback control via LMIs, using the GLMIs criteria; 02) The
same for systems with order & € (1,2), using the presented criteria. The proposals in this topic
are corroborated by numerical examples. The objective of the next topic was to propose a con-
trol method with output feedback for systems of order a € (0,2) via LMIs, based on the system
equations, a Luenberger type pseudo-state observer, an outer loop and two leaky integrators, in
order to provide an augmented description in pseudo-state space and a suitable equation for the
controlled output of the system. LMIs calculate gains such that the eigenvalues of the blocks
of the augmented system matrix are located in the stability region, including regional allocation
of the eigenvalues. The proposed robustness analysis contains the uncertain matrices synthe-
sized directly into the augmented system matrix. The fractional order electrical analogue of a
current model for the human respiratory system is used as an application, adequately providing
an inlet air pressure capable of generating an inlet airflow at a desired time profile, which can
be integrated, therefore, for the design of a mechanical respirator. The next topic proposes a
method for obtaining a model with a reduced number of pseudo-state variables. The elementary
motivation is to reduce computational time. In numerical examples, the comparison of trans-
fer functions and responses over time shows the effectiveness of the proposal. The last topic
proposes a method for identifying fractional transfer functions with non-zero initial conditions,
described by the Caputo derivative, based on results established for the case of zero initial con-

ditions, generalizing them. The effectiveness was demonstrated in numerical examples.

Keywords: fractional order systems; linear matrix inequalities; robust control; output feed-

back; reduced fractional order model; identification with nonzero initial conditions.
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1 INTRODUCAO

Desde as tultimas décadas, a comunidade cientifica constatou que o comportamento dina-
mico de muitos sistemas fisicos é precisamente descrito por equacdes diferenciais de ordem fra-
ciondria, de modo que a modelagem com os operadores do cdlculo fraciondrio se torna frequente
nas pesquisas em diversas dreas das ciéncias e engenharias, como, por exemplo, em condugdo
de calor (POVSTENKO, 2004, 2009; ABRO; GOMEZ-AGUILAR, 2021), ondas eletromag-
néticas (ENGHEIA, 1997; TARASOV, 2009; ROSALES et al., 2011; GOMEZ-AGUILAR et
al., 2016b; KACHHIA; ATANGANA, 2021), mecéanica dos fluidos (KULISH; LAGE, 2002;
JENA; CHAKRAVERTY, 2021), viscoelasticidade (BAGLEY; CALICO, 1991; ESPINDOLA;
NETO; LOPES, 2005; LORENZO et al., 2017), propagacao de ondas sonoras em materiais po-
rosos e rigidos (FELLAH; DEPOLLIER; FELLAH, 2002; ZHU et al., 2021), biomedicina (10-
NESCU; KEYSER, 2009), circuitos RLC (RADWAN; SALAMA, 2012; RADWAN; FOUDA,
2013; GOMEZ-AGUILAR et al., 2016a, 2017; ACAY; INC, 2021), osciladores (SAID et al.,
2017; ELWY et al., 2021), baterias (MU et al., 2017; LIU et al., 2022) e neur6nios (SHARMA
et al., 2020; MAO; HU, 2021). O célculo fraciondrio, ferramental matemético presente nessas
areas, pode ser estudado, por exemplo, em Oldham e Spanier (1974), Podlubny (1998), Kil-
bas, Srivastava e Trujillo (2006), West (2016), Yang (2019), Anastassiou (2020) e Anastassiou
(2021).

O controle de sistemas de ordem fracionaria € extensivamente considerado na literatura,
desde os conceitos elementares de analise de estabilidade (MATIGNON, 1996, 1998; LI; CHEN;
PODLUBNY, 2009; SABATIER; MOZE; FARGES, 2010; YU et al., 2013; GUO; MA, 2016;
DUARTE-MERMOUD et al., 2015; DAI; CHEN, 2017), observabilidade e controlabilidade
(MATIGNON; D’ANDREA-NOVEL, 1996, 1997; BETTAYEB; DJENNOUNE, 2008; BA-
LACHANDRAN et al., 2013; AL-ZHOUR, 2022) até os conceitos mais elaborados, como
controle: proporcional - integral - derivativo (PODLUBNY; DORCAK; KOSTIAL, 1997; PO-
DLUBNY, 1999; PADULA; VISIOLI, 2011; DUMLU; ERENTURK, 2013; SHAH; AGASHE,
2016; SHENG; BAI; XIE, 2021), por modos deslizantes (EFE, 2008; YIN et al., 2017; RABAH;
LADACI, 2020), adaptativo (SHI et al., 2020) e backstepping (LIU et al., 2017, 2020).

Parte do controle moderno se estabelece com os problemas de otimizacio convexa caracte-
rizados por LMIs. A literatura contém condi¢des em LMIs para a estabilidade e estabiliza¢ao
robusta de sistemas de ordem o € (0, 1) com incertezas politépicas (KUZMINSKAS, 2018;
FARGES; SABATIER; MOZE, 2011), intervalares e politopicas (ADELIPOUR; ABOOEE,;
HAERI, 2015) e limitadas em norma (N’'DOYE et al., 2013; ZHANG:; LI, 2016), bem como
de sistemas de ordem o € (1,2) com incertezas politdpicas (FARGES; SABATIER; MOZE,
2011), intervalares (LU; CHEN, 2009) e limitadas em norma (N’ DOYE et al., 2013).

O critério mais difundido para atestar a estabilidade de sistemas fraciondrios lineares e

invariantes no tempo foi introduzido por Matignon e consiste em uma condi¢do necessdria e
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suficiente, com base nas localiza¢Oes dos autovalores da matriz dindmica do sistema (MATIG-
NON, 1996). Conforme este critério, a regido de estabilidade € especificada através da ordem
o do sistema e é convexa para a € (1,2) e ndo convexa para o € (0,1). A partir desse re-
sultado, s@o obtidas em Sabatier, Moze e Farges (2010) condi¢des em LMIs baseadas em 4
critérios distintos, a fim de atestar a estabilidade de sistemas fraciondrios lineares invariantes
no tempo de ordem o € (0,1) (apesar da ndo convexidade da regido) e de ordem o € (1,2).
O estudo da estabilidade e estabilizacdo se desenvolve também através da extensdo do método
direto de Lyapunov para sistemas de ordem o € (0, 1), estabelecida em Li, Chen e Podlubny
(2009, 2010), segundo a qual a estabilidade assintética € verificada através da existéncia de uma
funcédo de Lyapunov V (x(t)) > 0, Vx(t) # 0, com x(¢) o vetor de pseudo-estados do sistema em
questdo, tal que “D*V (x(r)) < 0, Vx(¢) # 0. Esta metodologia, juntamente com o limitante su-
perior de D*V (x(t)), para V(x(¢)) = x(t)T Px(¢), P = PT > 0, (DUARTE-MERMOUD et al.,
2015), € utilizada, por exemplo, em Kuzminskas (2018) na deducdo de condi¢cdes em LMIs para
a estabilizacdo de sistemas lineares e ndo lineares descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno.
Ademais, a extensdo do método direto de Lyapunov para sistemas de ordem o € (1,2) é mais

recente e se encontra estabelecida em Guo e Ma (2016).

Na drea de identificac@o de sistemas fraciondrios, os seguintes resultados sdo destacados:
identificagdo dos parametros e expoentes fraciondrios da fun¢do de transferéncia através de
sinais modulados exponencialmente obtidos de uma entrada ao degrau (JACYNTHO et al.,
2015) ou de uma entrada arbitraria (GALVAO et al., 2020) com condi¢des iniciais nulas, e
identificacdo dos parametros da equacdo diferencial fraciondria, com condi¢des iniciais nao

nulas, através do uso de fung¢des block pulse (LU et al., 2020).

No interim, foi estabelecido na literatura o chamado modelo difusivo para descrever a na-
tureza fraciondria de sistemas dinadmicos (TRIGEASSOU et al., 2012b; TRIGEASSOU; MA-
AMRI; OUSTALOUP, 2013). Nessa abordagem, o sistema fracionario é convertido em um sis-
tema inteiro de dimensao infinita. Essa conversido nao decorre de uma aproximacao do sistema
fraciondrio por um sistema inteiro, mas da natureza inteira de dimensdo distribuida e infinita
do integrador fracionério (TRIGEASSOU et al., 2012a). Consideracdes acerca desse modelo e

como ele se relaciona com o ferramental aqui utilizado estao fora do escopo desse trabalho.

Os resultados propostos nesse trabalho sao assim chamados: ‘Controle robusto de siste-
mas de ordem «a € (0,1) (ou de sistemas de ordem o € (1,2)), realimentagdo a-derivativa’,
‘Controle de saida de sistemas de ordem v € (0,2) empregando um observador de pseudo-
estados’, ‘Modelo reduzido para sistemas de ordem « € (0,2)’ e ‘Identificagdo de fungdes de
transferéncia de ordem fraciondria e condi¢des iniciais ndo nulas usando sinais modulados ex-
ponencialmente’, contemplados nos Capitulos 3, 4, 5 e 6, respectivamente. O sistema fisico
utilizado para exemplificar as metodologias dos Capitulos 4 e 5 € o sistema respiratorio hu-
mano, através do anédlogo elétrico de um modelo vigente (IONESCU; MACHADO; KEYSER,
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2011). A natureza fraciondria das vias aéreas respiratorias e do pulmao decorre da presenca de
propriedades dicotOmicas e recursivas, que caracterizam uma estrutura fractal e conduzem natu-
ralmente ao modelo com operadores fraciondrios (IONESCU et al., 2009). Esse modelo utiliza
o CPE (‘Constant Phase Element’), também conhecido como capacitor de ordem fracionaria
(ELWAKIL, 2010). A impedéancia do CPE é Zcpg = 1/(s*C), com C a pseudo-capacitincia
(WESTERLUND; EKSTAM, 1994). A fase entre corrente e tensdo do elemento capacitivo
convencional de impedancia Z = 1/ (sC), com C a capacitancia em [F], é constante e igual a
—m/2. A fase do CPE é —a/2, a qual também € constante para um determinado valor de a,
sem introducdo de dependéncia com a frequéncia. Por esse motivo, o capacitor fraciondrio é

chamado de ‘Constant Phase Element’.

1.1 OBIJETIVOS
Os objetivos desta tese foram propor:

* LMIs para a estabilizagdo de sistemas de ordem o € (0,1) ou de ordem & € (1,2), via
realimentacdo ¢x-derivativa;

* Uma metodologia original de controle de saida para sistemas de ordem o € (0,2) via
LMIs, que inclui observador de pseudo-estados (MATIGNON; D’ANDREA-NOVEL,
1997; N'DOYE et al., 2009; LAN; HUANG; ZHOU, 2012; QIU; JI, 2017), ganho adici-
onal de malha externa e leaky integrators (WEITENBERG et al., 2018). Como aplicag¢ao
¢ utilizado um modelo vigente para o sistema respiratério humano;

* Um modelo com quantidade reduzida de varidveis de pseudo-estados para sistemas de
ordem a € (0,2), utilizando a fun¢do de transferéncia e propriedades do traco matricial.
Como aplicagao € utilizado um modelo vigente para o sistema respiratério humano;

* Uma metodologia de identificacdo dos coeficientes e expoentes de funcdes de transferén-
cia de ordem fraciondria, segundo a derivada de Caputo, baseada na metodologia aplicada

a condicdes iniciais nulas estabelecida em Galvao et al. (2020).
A contextualizagdo inicial envolve principalmente:

» Apresentacdo dos principais critérios traduzidos em LMIs vigentes na literatura para a
estabilidade e estabiliza¢do de sistemas de ordem o € (0,2);

» Apresentacdao do modelo vigente para o sistema respiratério humano.

1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

O Capitulo 2 apresenta as principais condi¢cdes em LMIs para a andlise de estabilidade de
sistemas de ordem a € (0,2). O Capitulo 3 apresenta resultados em LMIs para a estabilizagdo

de sistemas de ordem a € (0,2) via realimentacdo de pseudo-estados e propde resultados via
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realimentacdo a-derivativa. O Capitulo 4 propde um método de controle de saida para siste-
mas de ordem o € (0,2). O Capitulo 5 propde a identifica¢do de um modelo com quantidade
reduzida de varidveis de pseudo-estados e o Capitulo 6 a identificacdo de funcdes de transfe-
réncia fraciondrias com condic¢des iniciais ndo nulas. Em sequéncia as conclusdes da tese € um

apéndice sobre a simulacdo de sistemas de ordem fracionaria o > 0.
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2 ANALISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES DE ORDEM
FRACIONARIA o € (0,2)

Considere as defini¢des:

Definicao 2.1. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009) Um sistema de ordem fraciondria multi-
varidvel linear e invariante no tempo com entrada u(r) € R? e saida y(¢) € R? pode ser modelado

pela equacdo diferencial da forma:
Y 8y, 2%iy(t) =Y 81, 2%iu(t), (2.1)
i i

com Sy, € R e §,, € R?”*?7 matrizes constantes e 2%i, 2% os operadores de derivacao fraci-
ondria de ordem ay,;, ¢, € (0,2), respectivamente. Entre os operadores de derivagdo fraciondria
vigentes estdo a derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville (MILLER; ROSS, 1993) e a
derivada fraciondria segundo Caputo (CAPUTO, 1967).

Definicao 2.2. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009) Um sistema de ordem fraciondria mul-
tivaridvel linear e invariante no tempo € dito comensurdvel se todas as ordens de derivagao
envolvidas nas equacdes diferenciais (2.1) sdo multiplas de uma mesma ordem ¢. Nesse caso,
as equacoes (2.1) sdo escritas como:

Y Sy(7%)oiy(0) = ¥ Su( 7% oiu(o), 2.2)

l
em que & € a ordem fraciondria do sistema e ky,;, k,;, € N s@o as ordens de comensurabilidade.

Observacao 2.1. A derivada fraciondria utilizada nesse trabalho € a derivada de Caputo, cuja
definicdo estd no Apéndice A, o qual apresenta também métodos numéricos para a simulagcdo

de sistemas fraciondrios segundo a derivada de Caputo.

Definicao 2.3. E considerado que o sistema fraciondrio comensurdvel descrito pela equacio

diferencial em (2.2) admite essa representa¢do em espaco de pseudo-estados (para u(r) = 0):

2%x(t) = Ax(t), (2.3)
y(1) = Cx(2), (2.4)

com x(¢) € R" o vetor de pseudo-estados, o € (0,2) a ordem fraciondria do sistema e A € R"*"

e C € R?*" matrizes constantes.

Observacdo 2.2. O vetor x() ndo representa estritamente o verdadeiro vetor de estados do sis-
tema (2.3) e (2.4) e € referido na literatura como vetor de pseudo-estados. O verdadeiro vetor
de estados de um sistema fraciondrio tem dimensao infinita e suas componentes sdo internas
aos integradores. Assim, o conhecimento de x(#p) (vetor de pseudo-estados no instante inicial
fo), ndo € suficiente para determinar o comportamento futuro do verdadeiro vetor de estado do
sistema (2.3) e (2.4) (LORENZO; HARTLEY, 2001; TRIGEASSOU et al., 2012a; TRIGEAS-
SOU; MAAMRI; OUSTALOUP, 2013).
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Observacao 2.3. As condicdes iniciais de (2.3) e (2.4), quando considerada a derivada de Ca-
puto (vide a definicdo da derivada fraciondria segundo Caputo no Apéndice A, em (7.2)), sao
x®)(0),k=0,---,[a] — 1, com [a] 0 menor inteiro maior do que a: [a] = min{m € N/m > a}.
Logo, as condigdes iniciais sdo x(0) € R" para o € (0,1) e x(0), %(0) € R" para « € (1,2).

Conforme o teorema a seguir, a estabilidade de sistemas de ordem & € (0, 1) é verificada

através das localiza¢des dos autovalores da matriz dinamica A no plano complexo:

Teorema 2.1. (MATIGNON, 1996) O sistema (2.3) e (2.4), para & € (0, 1), é assintoticamente
estdvel se e somente se |arg(A(A))| > an/2, em que A(A) é o conjunto dos autovalores de A.

Além disso, o vetor x(r) decai para 0 conforme a condig¢do: ||x(¢)|| < Ngz~%, Ny > 0.
Demonstragdo. E encontrada em Matignon (1996). [

Este resultado é estendido para sistemas fraciondrios comensurdveis de ordem o € (1,2):

Teorema 2.2. (MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005) O Teorema 2.1 é vdlido se o € (1,2).

Demonstragdo. Qualquer fun¢do de transferéncia:
F(s) =T(s*)/R(s"), (2.5)

que descreva o sistema de ordem o € (1,2) pode ser reescrita como F(s) = T'(s*)/R(s%),

com & = a/2 e 1/2 < & < 1. O denominador R(s*) = [ ™, (s* — s¢,) pode ser reescrito
como: R(s*) = TTM,(s* —54,)(s% +s4,) = [, (s%/> —s(IX{Z)(SO‘/2 —ej”sééz). Assim, para

todo autovalor s¢, que torna R(s*) = 0, existem dois autovalores sq, que tornam R (s%) =0:
e um tal que arg(sg) = arg(sq)/2 €
e outro tal que arg(sg) = T+ arg(sq)/2.
Como & € (0,1), o Teorema 2.1 ¢é aplicavel:

{ larg(sq)/2| < am/2, - { larg(sq)| < am/2,

. & larg(sq)| < am/2.  (2.6)
|m+arg(sq)/2| < &m/2, 2m+arg(sq)| < am/2,

Logo, o sistema de ordem o € (1,2), descrito pela fungdo de transferéncia (2.5), é assinto-

ticamente estdvel se e somente se |arg(A(A))| > an/2, com A a matriz de sistema. O

Diante dos Teoremas 2.1 e 2.2, tem-se o seguinte resultado aplicado a sistemas de ordem
o< (0,2):

Proposicao 2.1. (MATIGNON, 1996; MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005) A estabili-

dade assintética de um sistema fraciondrio linear de ordem comensuravel « € (0,2) € obtida se
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e somente se todos os autovalores A da matriz A de pseudo-estados estao localizados na regido:

% =1{AeC:|ag(A(A))| > ar/2}. 2.7)

As Figuras 1a e 1b mostram as regides de estabilidade no plano complexo dos sistemas de
ordens o € (0, 1) (conforme o Teorema 2.1) e @ € (1,2) (Teorema 2.2), respectivamente. Essas

regides sdo também mostradas na Figura 2 em um gréfico de min|arg(A(A))| x a.

Figura 1 - Regides de estabilidade no plano complexo, destacadas em azul

Re(A(4)) Re(A(4))

L]

—»

In(A(A)) 1m(i(4))

(a) ¢ €(0,1) (b) a € (1,2)
Fonte: adaptado de Moze, Sabatier e Oustaloup (2005).

Figura 2 - Gréfico das regides de estabilidade, destacadas em azul

2

1.5¢

3 1

05f

% 05 1 15 2
minlarg(A(A))| [(7/2)rad/s]

Fonte: adaptado de Moze, Sabatier e Oustaloup (2005).

2.1 ANALISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE ORDEM « € (0, 1)

Essa secdo apresenta 4 critérios traduzidos em LMIs para atestar a estabilidade de sistemas
de ordem @ € (0, 1):

2.1.1 CRITERIO DE ESTABILIDADE BASEADO NA ANALISE DA REGIAO DE INS-
TABILIDADE, CONDICAO NECESSARIA E SUFICIENTE

Esse critério baseia-se no fato de que o sistema fraciondrio de ordem & € (0, 1) é estavel se e

somente se € ndo instdvel: os autovalores da matriz A pertencem ao dominio de estabilidade se e
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somente se ndo pertencem ao dominio de instabilidade. Utilizar o dominio de instabilidade traz

a vantagem da convexidade. O lema a seguir serd utilizado na prova do teorema concernente:

Lema 2.1. (WOLKOWICZ; SAIGAL; VANDENBERGHE, 2012) Existe um vetor coluna p =
Eq # 0 para algum & + &* > 0 se e somente se pg* +gp* = 0.

Teorema 2.3. (MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005; SABATIER; MOZE; FARGES, 2010)
O sistema (2.3) e (2.4) de ordem « € (0, 1) € assintoticamente estdvel se e somente se ndo existe

qualquer matriz ndo negativa Q € C"*", tal que:

rAQ+ QAT =0, r=el1m973, (2.8)

Demonstragdo. Seja L para denotar o dominio de instabilidade, verificado na Figura la. Esse
dominio pode ser definido como L = L; NL,, com: L; = {l eC: Re(?te(j(*“%+%))) > O} e

L, = {/l eC: Re(le(j(“%_%))) > 0}. Um autovalor A da matriz A do sistema (2.3) e (2.4)

pertence a L se e somente se:

{ Re(hel 22 D) 200, (2.9)

Re(lej(a%_%))

Para um c € C, tem-se Re(c) = (¢ +¢*) /2, logo:

D=0, (2.10)
) > 0. '

Ael(#3H+3) 4 ) xemil-e
Ae/(#373) g remil@s -

[SE]
ST RN

Assim, o sistema (2.3) e (2.4) € assintoticamente estavel se e somente se:

Ar+ A" r >0
AL € C tal que {l:*—:—/l:r;O, com (AI—A)g=0, qeC", ¢g#0, (2.11)

com r=e/("%2%2) = cos(—an/2+7/2) + jsen(—omw /2 + 1 /2) = sen(an/2) + jcos(aw/2).
Como A € A(A), Ay € Ly & PAr = A € A(A), A, € L (os autovalores sdo simétricos em

relacdo ao eixo real), a condi¢do (2.11) € simplificada como:

ML eC talque Ar+A** >0, com (AI-A)g=0, geC", q+#0. (2.12)

Aplicando o Lema 2.1, com & = Are p=Arg #0, o sistema (2.3) e (2.4) é assintoticamente

estavel se e somente se:

Pp=2Arq#0, paraalgum Ar+4(Ar)* >0 talque Argq*+qq*r*A* = 0. (2.13)

Ou se e somente se:

Bg#0 talque r(Aq)g* +q(Aq)*r* =0, com (AI—A)g=0, qgeC". (2.14)
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Como Ag =Ag e (Aq)* = ¢*AT, a condicdo torna-se:

3g#0 talque rAqq*+qq*ATr* =0, geC™ (2.15)
Denotando Q = gg*, obtém-se a LMI em (2.8). ]

Esse teorema baseia-se na ndo existéncia de uma matriz: nao é possivel estabelecer um teo-

rema correspondente para sintese do ganho de um controlador, sob determinada lei de controle.

2.1.2 CRITERIO DE ESTABILIDADE BASEADO EM UM SISTEMA DE ORDEM IN-
TEIRA EQUIVALENTE, CONDICAO SUFICIENTE

Um sistema de ordem inteira equivalente € derivado do sistema fraciondrio (2.3) e (2.4):

Teorema 2.4. (MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005; SABATIER; MOZE; FARGES, 2010)
O sistema (2.3) e (2.4) de ordem racional o € (0, 1) é assintoticamente estdvel se existe uma

matriz P € R"™*", tal que as LMIs sdo factiveis:
P-0, (2.16)

AV TP pAl*) <0, (2.17)

Demonstragdo. Aplicando a transformada de Laplace em (2.3), para uma ordem o € (0,1),
obtém-se (MILLER; ROSS, 1993):

s¥X (s) = AX (s) +1'"%x, (2.18)

com X (s) a transformada de Laplace de x(t) e xy a condi¢do inicial. Considere:
"X (s) = "% %X (5)] - (2.19)

com o =m/q, m, q € N. Substituindo (2.18) em (2.19), para s*X (s), obtém-se:
s"X (s) = "% [AX (s) +1'%xo] (2.20)
S"X (5) = s"T2YA 59X (5)] 4 8 %x. (2.21)

Substituindo s*X () pela segunda vez (supondo g > 2):

"X (5) = " 2A [AX (s) + 1 %xg] + 54T %x, (2.22)

S"X (5) = " T3YA [s9X (s)] + 5"T2YAIT P xg 4 54T . (2.23)



Substituindo s*X () pela terceira vez:

"X (s) = 5" %A% [AX (5) +1'%xo] + 5" 2HAT g + 5T Y.

Suponha que ¢ = 3. Como o = m/q, tem-se:

SmX(s) = A3X(s) + sm—3OCA211—OtxO + sm—2aA11—och —|—Sm_a11_ax0.
Nota-se que substituindo s*X (s) por g vezes, obtém-se:

9. . .
"X (s) = A1X (s) + Y AT T Oxpsm
i=1

cuja transformada de Laplace inversa é:

9 . .
X (1) = Adx(t) + Y. AT x5
i=1

Para esse sistema inteiro, a descricao em espaco de estados € adotada:

= Agz(1) +BA(1),

—_—A—
=2
==
~— —
I
O
Ia\]
—~
~
~—

o ... 0 Al 1 aAle .. Ale-D/a
Ale .. ¢ 0 o 0 - 0
Ap=1 . . : o Br=L : ) Cf=[0
0o ... AYV* o 0 ... 0

AT (1) = [1'"%x()]1—o (5*"*“ sm-2e . 5).
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(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

0 1},

A andlise de estabilidade quadrética é realizada sobre (2.28), verificando a existéncia de

uma matriz simétrica P € R™" que satisfaz as condi¢des de Lyapunov (BOYD et al., 1994):

P >0,

AGP+PAs <0.

(2.29)

(2.30)

Dada a estrutura de blocos da matriz A 7, note que Ay < 0 se e somente se Al <o, Disso,

segue a LMI em (2.17).

]

Observacao 2.4. As LMIs (2.16) e (2.17) sao obtidas também em El-Khazali e Momani (2003),

a partir de uma abordagem semelhante.
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Observacao 2.5. Note que as LMIs (2.16) e (2.17) atestam a estabilidade do sistema inteiro:
£(t) = AV %%(1). (2.31)

Seja A um autovalor da matriz A. Entao o autovalor correspondente da matriz Ale g p /e,
Seja 6,,;, o minimo do conjunto formado pelos argumentos dos autovalores da matriz A. Entdo o
minimo do conjunto formado pelos argumentos dos autovalores da matriz Allog Omin = Omin/ L.
Para uma ordem « € (0, 1), suponha que 6,,;, = (3+ 8)aw/2, 8 — 0, entdo o sistema (2.3) e
(2.4) é estavel, mas @i, = (3+ 0)7/2 estd fora do semi-plano complexo esquerdo (regido de
estabilidade do sistema (2.31)). Esse exemplo demonstra que o Teorema 2.4 ndo € capaz de
atestar a estabilidade para a totalidade do dominio de estabilidade dos sistemas de ordem o €
(0,1). Diante disso, a solu¢do P das LMIs (2.16) e (2.17) decorre de uma condi¢io suficiente:

a inexisténcia de uma solucao P dessas LMIs nao significa que o sistema seja instavel.

Observacao 2.6. Suponha que o sistema (2.3) e (2.4) seja estavel e que o Teorema 2.4 ndo seja
capaz de exibir essa estabilidade: mesmo nesse caso, o sistema fracionério (2.3) e (2.4) e o
sistema inteiro correspondente (2.28) tem estritamente 0 mesmo comportamento. Ocorre, pois,
que as transformagdes introduzidas pelas equacbes em (2.19)-(2.27) produzem uma matriz A
com autovalores fora da regido de estabilidade: a informa¢do do comportamento do sistema ndo
estd contida apenas na matriz Ay, mas se compde com ByA(t). Assim, o Teorema 2.4 fornece
uma condi¢do suficiente mas ndo necessdria para a estabilidade. Nessa suposi¢do, os modos
instdveis sdo compensados por zeros introduzidos pelo vetor ByA(t) de modo que a resposta
resultante do sistema inteiro correspondente seja estavel. Por conseguinte, o método baseado
na analise dos autovalores da matriz Ay pode ser pessimista na exibi¢do da estabilidade. Um

método que conduza a condi¢cdes necessdrias e suficientes € requerido.

2.1.3 CRITERIO DE ESTABILIDADE BASEADO EM ANALISE GEOMETRICA, CON-
DICAO NECESSARIA E SUFICIENTE

Esse método relaciona o argumento dos autovalores contidos na regido de estabilidade do
sistema de ordem o € (0,1) com o argumento dos autovalores contidos no semi-plano com-
plexo esquerdo. E possivel, entdo, relacionar os autovalores em si e as matrizes dindmicas que

possuem estes autovalores.

Teorema 2.5. (MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005; SABATIER; MOZE; FARGES, 2010)
O sistema (2.3) e (2.4) de ordem «a € (0,1) é assintoticamente estdvel se e somente se existe

uma matriz P € R™*", tal que as LMIs:

. PO 1 (2.32)
(—(—A)=a) P+ P(—(—A)7a) <0, (2.33)
sdo factiveis, com (—A)ﬁ definida como ex=a28(~4)
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Demonstragdo. E aqui encontrada uma condi¢io necesséria e suficiente para atestar a esta-
bilidade da matriz A, caso seus autovalores estejam contidos na regido de estabilidade. Seja
Sg ={0 € [ar/2,n]} o conjunto de argumentos do dominio de estabilidade do sistema fracio-
nédrio de ordem 0 < ¢ < 1 e Sy = {¢ € [r/2, 7]} o conjunto de argumentos do semi-plano com-
plexo esquerdo, o qual pode ser caracterizado através de LMI. Com os pontos P = (0, ¢;) =

(arm/2,7/2) e P, = (62,¢2) = (7, 1), obtém-se a relacdo linear entre 6 € Sg e ¢ € Sy:

1 (1—a)rm

(2.34)

Seja o complexo a = ¢’ 0 pertencente ao dominio de estabilidade do sistema de ordem o €

(0,1) e o complexo b = e/? pertencente ao semi-plano complexo esquerdo. De (2.34):

(lfa)ﬂ:)

h—el? — pi(7a0+ % J(a0—5 77— %) — I35+

—Q
)

b= e/Tel(35) = eI (eI O-M) e = oI (o= iTei®) e,
b=—(—a)ra, (2.35)

Seja A um autovalor da matriz A. Conforme (2.35), se A pertence a regido [o7/2, 7| entdo
—(—/’L)ﬁ pertence ao semi-plano complexo esquerdo. Além disso, —(—A) T é um autovalor
da matriz —(—A)ﬁ. O sistema inteiro artificial x(r) = —(—A)ﬁx(t) ¢ estdvel se e somente
se existe uma P = PT que satisfaz as condicoes de Lyapunov em (2.32) e (2.33) (BOYD et al.,
1994). [

Observacdo 2.7. Pela simetria dos autovalores em rela¢@o ao eixoreal: A € A(A), comarg(A) €
[am/2, 7] se e somente se A* € A(A), com arg(A) € [—arm/2,—x]. Logo, o resultado pode ser
obtido tanto da relagdo linear entre os dominios [@7/2, ] e [7/2, n] quanto da rela¢éo linear

entre os dominios [—ox/2,—7| e [—-7 /2, —T].

Observacao 2.8. A matriz —(—A)ﬁ ¢ complexa. Logo, a LMI (2.33) envolve termos com-
plexos e precisa ser modificada a fim de ser implementada em um solver. A LMI equivalente,
contendo apenas termos reais, € apresentada (GAHINET et al., 1995):

1 1 1

) Im(—(—A)7a)" P+ P Im(—(—A)>= ~0 2.36)
Y P+PIm(—(—A)7a) Re(—(—A)=a@) P+P Re(—(—A)za)| '

[NT
R

|

Re(—(—A)7@)TP+ P Re(—(—A)

Im(~(—A)

N‘

2.1.4 CRITERIO DE ESTABILIDADE BASEADO EM GLMIS (‘GENERALIZED LI-
NEAR MATRIX INEQUALITIES’), CONDICAO NECESSARIA E SUFICIENTE

Um critério baseado na decomposi¢ao do dominio de estabilidade é apresentado. Tal cri-
tério decorre do fato de que o dominio de estabilidade ©; do sistema de ordem a € (0,1) é

a unido de dois semi-planos complexos, denotados por Dy, e D,,, resultantes da rotacdo do
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semi-plano complexo esquerdo nos angulos @; = (1 —a)n/2 e ¢ = —@; = —(1 — )7 /2,
respectivamente. Esse fato € ilustrado a seguir:
Figura 3 - Decomposicdo da regido de estabilidade

Re(A(4))

4

. Dsl
I:l Ds,

[ | Ds, N D,

Im?l(A))

Fonte: adaptado de Farges, Moze e Sabatier (2009).
Pode-se escrever a regido de estabilidade como ©; = D, UDy,, com:
Dy, = {z € C: Re{ze/"} = Re{ze/1"®)3} < 0}, (2.37)

D;, = {2€ C: Re{ze/"} = Re{zeij(l*a)%} < 0}. (2.38)

Os dominios Dy, e D, ndo sdo simétricos em relagdo ao eixo x e portanto ndo sdo regides do
tipo LMIs definidas em Chilali, Gahinet e Apkarian (1999). Contudo, o formalismo introduzido
em Chilali (1996) e desenvolvido por Bachelier (1998) permite lidar com esse caso através do

conceito de regides LMIs generalizadas (GLMIs), assim definidas:

Definicao 2.4. (CHILALI, 1996) Uma regidao ®; do plano complexo é uma regido GLMI de

ordem h se existem matrizes complexas i, Wy, Hy, Ji € CPh k= 1,---,m, tais que:
D,={zeC, Jo=[o @ - o) €C"/fo,z0)<0, go,(®)=0}, (239
fo,(z,0) = kil(Ckwk + & Ok + Wiz + Y @4 2), (2.40)
8o,(0) = kil(kak + Jk @) (2.41)

A regido ®;, € uma regido GLMIs da forma (2.39), com m =1, o) = 1, 6i=0, y; =
eIP = oJ1=®3 [ —0eJ; =0. De fato, fay, (z,01) = y1zo) + {012 < 0 = zel(1-®)7 4
e /17037 = 2Re{ze/! "7} < 0 = Re{ze/!"¥7} <0 e gp, (01) = Hio +J1®; =0. O
mesmo ocorre com a regido Dy,, comm =1, 0 =1, =0, y; = el — ¢ 1-07 [ —0e
J1=0.
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Corolario 2.1. (BACHELIER, 1998) Cada regido:
D5, ={z2€C: filz) =0k +Prz+Biz2< 0}, ke {l, ---, m}, (2.42)

€ uma regido GLMI do formato (2.39).

Demonstragdo. E encontrada em Bachelier (1998). [

Corolario 2.2. (BACHELIER, 1998) A unido de m regides GLMIs da forma (2.42) resulta em
uma regiao GLMI da forma (2.39) de ordem h = m+ 1.

Demonstragao. E encontrada em Bachelier (1998). ]

Note que a regido D;, tém a forma (2.42), com o] = 0, B = /% = e/1-23  De fato,
fiz) =Piz+B{z2<0= /=05 4 pmi(l-)57 2Re{zej(1*a)%} <0= Re{zej(lfa)%} <0.

O mesmo ocorre com a regido Dy,, com 01 =0, f; = el = ~i1-0)3 Logo, pelo Corolério
2.2, aregido de estabilidade Dy = D, UDy, € uma regido GLMI da forma (2.39).

No caso em que © € uma regido GLMI na forma (2.39), o lema subsequente apresenta uma
condicao em LMI necessdria e suficiente para que a matriz A seja D-estdvel. Antes, a definicao
de D-estabilidade:

Definicao 2.5. (CHILALI; GAHINET, 1996) A matriz A do sistema (2.3) e (2.4) é D-estavel
se e somente se todos os seus autovalores estio localizados na regido arbitraria ©.

Lema 2.2. (BACHELIER, 1998) SejaA € C"*" ¢ ® uma regidao GLMI. A matriz A é D-estdvel

se e somente se existem m matrizes X; € C"", k= 1,--- ,m, tais que:
m
Y (L@ X+ & O X+ yi @ (AXy) + ¥ ® (AXK)") <0, (2.43)
k=1
m
Y (Hi @ Xi+ Ik @ X) = Onnscins (2.44)
i=1
com as matrizes complexas (i, Wi, Hy, J; € (ChXh, k=1,--- ,m.
Demonstragao. E encontrada em Bachelier (1998). ]

Esse lema € utilizado no teorema abaixo, o qual fornece uma condi¢cao em LMI necesséria

e suficiente para andlise de estabilidade do sistema de ordem a € (0, 1).

Teorema 2.6. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009) O sistema (2.3) e (2.4) de ordem @ €
(0, 1) é assintoticamente estdvel se e somente se existe uma matriz X = X* € C"*", tal que as
LMIs sdo factiveis:

X =0, (2.45)

(rX +7X)TAT + A(rX +7X) <0, r=¢/-®7 (2.46)
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Demonstragdo. O dominio de estabilidade do sistema de ordem « € (0,1) consiste na unido
das regides GLMIs Dy, em (2.37) e Dy, em (2.38). Do Lema 2.2: m =2, y; = e/1=0T/2 —
ll/z —= e_j(l—a)ﬂ:/z — ?, Cl e Cz —= O, Jl :J2 e O, Hl — H2 — 0, Xla X2 c (cn><n e:

r(AX))+7Q (AX)) " +7Q (AXy) + r® (AX)* < 0. (2.47)
Considerando X e X, matrizes hermitianas positivas definidas (X; =X = 0e Xp = X5 > 0):

rAX; + PG AT +FAX, + rXAT <0, (2.48)

se e somente se rAX; +FX1AT +FAX, + rXoAT 4+ rAX; +7X1AT +7AX, + rXGAT <0,
rAX) +PXGAT +FAX + rXoAT +7AX + rX AT + rAX, + 7XHAT <0, (2.49)
F(X1 +X2)AT +rA(X; +X2) + (X1 + X2)AT +7A(X | +X5) < 0. (2.50)
Para X = X + X, tem-se:

7XAT + rAX + rXAT +7AX < 0. (2.51)

ComoX=XTeX=X"=X", pode-se escrever X AT 4 rAX + rXTAT £ 7AX <0,
(rX +7X)TAT + A(rX +7X) < 0. (2.52)

Note que (2.51) pode também ser obtida de (2.48) considerando X; = X e X, = X, sem
perda de generalidade. 0

O teorema apresentado a seguir reescreve em outro formato o teorema anterior e € utilizado

em indmeros trabalhos citados posteriormente:

Teorema 2.7. (LU; CHEN, 2010) O sistema (2.3) e (2.4) de ordem « € (0, 1) é assintoticamente
estavel se e somente se existem duas matrizes simétricas definidas positivas Py € R, k€ 1,2,

e duas matrizes anti-simétricas P, € R™", k € 1,2, tais que as LMIs sdo factiveis:

2 2
Y Sym{®;;® (AP;)} <0, (2.53)
i=1 j=1
Pii P2 , Py Py -0, (2.54)
—Pir P —Py» Py
O — _sen(an'/Z) —cos(an'/Z)_ &1 — cos(om/2) sen(am/2)
e [cos(am/2)  sen(am/2) | ’ 2 —sen(an/2) cos(om/2)|’ 255)

[ sen(am/2) cos(am/2)

021 = _—cos(aﬂ/z) Sen(om/z)—

, O =

—cos(an/2) sen(om/2)
—sen(an/2) —cos(om/2)|
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Demonstragdo. Conforme a demonstragdo do Teorema 2.6, o sistema (2.3) e (2.4) de ordem
o € (0,1) é assintoticamente estdvel se e somente se existem matrizes X" = X; = 0 € C"*",
X5 =X, = 0 € C™" que satisfazem a LMI (2.48). Aqui, os autores adotaram a seguinte versao
de (2.48) (FX1AT 4+ rAX; + rXoAT +7AX, < 0):

X AT 4+ 7AX +7XAT 414X, <0, r=¢® 0=(1-a)n/2, (2.56)

(1—a)m/2 (I—a)w/2 _ =

que equivale a considerar, do Lema 2.2, m =2, y; = ¢/ =r, Yy =¢e T,
6i=8=0,J1 =J,=0¢e H = H, =0 (chamando ©| de D, e ©, de D). Sabe-se que uma

matriz complexa hermitiana H € positiva definida se e somente se:

(2.57)

Re(H) Im(H) <0
—Im(H) Re(H) '

Seja X; = P11+ jP12 e Xo = P>1 + jPa), aplicando a desigualdade (2.57) em X e X3, obtém-
se as LMIs em (2.54). As matrizes Pj; e P»; sdo simétricas positivas definidas e as matrizes P,
e Py, sdo anti-simétricas, logo:
X1 =Py —I—jPlz =P- ]PS - 0, (2.58)
Xo =P+ jPp =P — Jng = 0. (2.59)
Substituindo (2.58) e (2.59) em (2.56), tem-se:

(cos(0) +i sen(0)) (P —i PL)AT + (cos(0) —i sen(0))A(Py; +i Pi2)

2.60
+(cos(8) —i sen(8))(Py —i PL)AT + (cos(0) +i sen(0))A(Py +i Pn) <0, 60

Sym{AP;icos(0) +APjpsen(0) + APs1cos(0) — APysen(0)}
+i (P1AT — APy )sen(0) +i (—PLAT +AP)cos(6) (2.61)
+i (—P21AT —I—APz])Sen(e) +i (—PZEAT —i—APzz)COS(Q) <0,

Sym{APj sen(an/2)+APycos(om/2)} + Sym{APy sen(or/2) — APycos(am/2)}
+i (P AT — APy )cos(am/2) +i (—PLAT + APo)sen(arm/2) (2.62)
+i (—PZlAT —|—AP21)COS(OC7L’/2) +i (—PZTZAT —l—APzz)Sen(OCTL'/Z) < 0.

De (2.57), tem-se que (2.62) € equivalente a (2.53), com ©;;, i, j € {1, 2}, dado por (2.55).

[

Conforme verificado na literatura, esse teorema (ou diretamente o Teorema 2.6) esta pre-

sente na dedugdo de condigdes em LMIs para a estabilizagdo de sistemas de ordem o € (0, 1)

sujeitos a incertezas politdpicas e incertezas intervalares (ADELIPOUR; ABOOEE; HAERI,

2015), incertezas limitadas em norma (LAN; ZHOU, 2011; N’'DOYE et al., 2013), incertezas
reais positivas (MA; LU; CHEN, 2014), incertezas ndo lineares (N’DOYE et al., 2015).
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2.2 ANALISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE ORDEM o € (1, 2)

Da Figura 1b verifica-se que a regido de estabilidade no plano complexo do sistema de
ordem o € (1,2) € um conjunto convexo. Diante disso, a informagdo do Teorema 2.2 pode ser

expressa em termos de LMIs:

Teorema 2.8. (BUSLOWICZ, 2011) O sistema (2.3) e (2.4) de ordem « € (1,2) € assintoti-

camente estdvel se e somente se existe uma matriz simétrica P € R"*", tal que as LMIs sdo
factiveis:

P>0, (2.63)

(AP 4 PAT)sen(0) (AP — PAT)cos(8)

=T— 2. 2.64
(—AP+PAT)cos(0) (AP +PAT)sen(0) <0, 6=nr—an/ (2.64)

Demonstracdo. A regidao mostrada na Figura 1b é uma regidao LMI do tipo setor conico com
vértice na origem e angulo interno 260, 6 = © — ax/2. Conforme Chilali, Gahinet e Apkarian
(1999), os autovalores da matriz A pertencem a este setor se € somente se existe uma matriz
simétrica P > 0, tal que a LMI (2.64) é verificada. Além disso, dado que cos(0) = cos(m —
on/2) =—cos(am/2) e sen(0) = sen(t—on/2) = sen(omw/2), a LMI (2.64) pode ser rescrita

o (AP +PAT)sen(am/2) (—AP+PAT)cos(om/2)
T T (265)
(AP—PA" )cos(am/2) (AP+PA" )sen(am/2)

]

Com efeito didético, € apresentado um critério equivalente, encontrado na literatura:

Teorema 2.9. (MOZE; SABATIER; OUSTALOUP, 2005) O sistema (2.3) e (2.4) de ordem
o € (1,2) é assintoticamente estdvel se e somente se existe uma matriz P € R"*", tal que as
LMIs sao factiveis:

P >0, (2.66)
(ATP+ PA)sen(ar/2) (ATP—PA)cos(om/2)]

(~ATP+ PA)cos(aum/2) (ATP+ PA)sen(am/2) (267

Demonstragdo. Conforme o Teorema 2.2, o sistema (2.3) e (2.4), de ordem & € (1,2) é assinto-
ticamente estdvel se e somente se, para todo autovalor A de A, |arg(A)| > ar/2. Isso equivale
adizer que A € S =851 NS,, com S| e S definidas:

S = {A € C : Re(Ael@D7/2) < 0} , (2.68)

Sy = {/1 € C: Re(he~7(@=1)7/2) 0} . (2.69)

Como as regides S e Sy sdo simétricas com relag@o ao eixo real 94, € A(A), 4} € §| &
A=A € A(A), A, € S,. Assim, apenas a desigualdade (2.68) (ou (2.69)) € suficiente para a
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prova. Para um ¢ € C tem-se Re(c) = (c+c*)/2, logo, de (2.69):
lej(lfoc)ﬂ/z _+_)'*e—j(lfa)7r/2 <0,

Alcos((1—o)m/2) + jsen((1 —a)w/2)] + A" [cos((ot — 1) /2) + jsen((ax — 1) /2)] < 0.  (2.70)

De Boyd et al. (1994), a desigualdade (2.70) € verificada se e somente se 0 seguinte pro-
blema de factibilidade € verificado:

3P -0, PcR™: (ATP+ PA)sen(an/2)+ j(AT P — PA)cos(am/2) < 0. (2.71)

Essas LMIs envolvem termos complexos. As LMIs (2.66), (2.67) sdo equivalentes as LMIs
dadas em (2.71) e contém apenas termos reais. ]

Observacao 2.9. As LMIs (2.67) e (2.65) sdo equivalentes. Para obter (2.65) a partir de (2.67),
basta realizar uma transformagdo de congruéncia, com P~ = (P~

P 0 |[ (ATP+PA)sen(an/2) (ATP—PA)cos(arn/2)] [(P~1)" 0 Zo. o)
0 P '||[(=ATP+PA)cos(ar/2) (ATP+PA)sen(ar/2) o (Y o
(AX + XAT)sen(am/2) (—AX +XAT)cos(arn/2) 0 2.73)
(AX —XAT)cos(am/2)  (AX +XAT)sen(arn/2) '

O préximo capitulo considera a sintese de controladores para sistemas de ordem a € (0, 1),
através do critério das regides GLMIs, bem como para sistemas de ordem o € (1,2), através do
Teorema 2.8.

2.3 CONCLUSOES DO CAPITULO

Esse capitulo € um compilado de resultados vigentes na literatura para atestar a estabilidade
de sistemas fraciondrios via LMIs: sdo apresentados quatro critérios para atestar a estabilidade
de sistemas de ordem a € (0, 1) e um critério para atestar a estabilidade de sistemas de ordem
o€ (1,2).
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3 SINTESE DE CONTROLE ROBUSTO DE SISTEMAS LINEARES DE ORDEM
FRACIONARIA o € (0,2)

O capitulo comega com a apresentacdo dos resultados vigentes para a sintese de controle de
sistemas de ordem & € (0, 1). Esses resultados sdo condi¢oes suficientes em LMIs baseadas no
critério apresentado na Secdo 2.1.4 sobre regides LMIs generalizadas (Teorema 2.6). Os teore-
mas apresentados utilizam a lei de controle de realimentacdo de pseudo-estados, com a planta
contendo incertezas politdpicas. Posteriormente, é proposto um teorema para a estabilizacdo
robusta via realimenta¢do ¢-derivativa de pseudo-estados para sistemas de ordem o € (0, 1),
que também utiliza o resultado fundamental apresentado no Teorema 2.6. O capitulo continua
com a apresentacdo de um resultado vigente para a sintese de controle de sistemas de ordem
o € (1,2), via realimentag@o de pseudo-estados, com a planta contendo incertezas politépicas.
Por fim, € proposto um teorema para a estabilizagdo robusta via realimentagdo a-derivativa de

sistemas de ordem « € (1,2). Considere a defini¢do:
Definicao 3.1. Seja o sistema linear incerto e invariante no tempo de ordem « € (0,2):
P%x(t) = A(A)x(t) + B(A)u(t), (3.1)

com x(r) € R" o vetor de pseudo-estados, u(r) € R a entrada de controle e A(A) € R™*",
B(A) € R™ matrizes que pertencem ao seguinte conjunto convexo de natureza politépica:

P £ {(A,B)(A): (A,B)(l):i}t,-(A,B)i,l € Apl, (3.2)
com A\, 0 simplex unitdrio, definido como: i
/\p:{lG]Rp:ili:1,7L,~20,i€{1,2,---,p}}, (3.3)
i=1
cujos vértices sio denotados por (A;,B;), i € {1,2,---,p}. O nimero de vértices € p = 2°, com

s o nimero de pardmetros incertos distintos da planta.
Ao longo dessa secao sao consideradas as leis de controle:
* Realimentacdo positiva de pseudo-estados:
u(t) = Kx(1), (3.4)
a qual é substituida nas equagdes do sistema (3.1), obtendo-se o sistema realimentado:
P%x(t) = A(A)x(t) + B(A)Kx(t) = (A(A) + B(A)K)x(1). (3.5)
* Hipétese de realimentagdo positiva a-derivativa de pseudo-estados:
u(t) = K 2%x(t), (3.6)
a qual € substituida nas equagdes do sistema (3.1), obtendo-se o sistema realimentado:
2%x(t) = A(A)x(t) + BAA)KD%x(t) = (Lyscn — B(?L)K)_IA(l)x(t), (3.7)

com a hipétese de que (1<, — B(1)K) possua posto completo.
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3.1 CONTROLE ROBUSTO DE SISTEMAS DE ORDEM « € (0,1)

Essa se¢do considera o controle robusto via LMI de sistemas de ordem o € (0,1) para
realimentacdo de pseudo-estados (resultados vigentes na literatura) e para realimentagdo o-

derivativa (resultados propostos).

3.1.1 REALIMENTACAO DE PSEUDO-ESTADOS

Seguem os resultados para a lei de controle por realimentacdo de pseudo-estados (3.4):

Teorema 3.1. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009) O sistema em (3.5) de ordem & € (0,1) é
assintoticamente estabilizavel se existe uma matriz X = X* € C"*" e uma matriz real Y € R™*",
tais que as LMIs sdo factiveis:

X =0, (3.8)

(rX +7X)TAT + A;(rX +7X) +YTBT +-B;Y <0, (3.9)

(1-a)3

comi=1,---,per=e’ 2. Nesse caso, um ganho do controlador que estabiliza (3.5) é:

K=Y(rX+7X)"". (3.10)

Demonstragdo. Suponha factiveis as LMIs (3.8) e (3.9): existem solugdes X = X* € C"" ¢
Y € R™*", Multiplicando ambos os lados de (3.9) por A; > 0 e somando em i, de i = 1 até i = p:

S|
<

(rX+7X)" Z?LAT (Y A )(rX-I—rX-l—YTZ?LBT Z DY <0. (3.1

= i=1 =1
De (3.2):

(rX +7X)TAA)T +AQ)(rX +7X) + YTB(A)T +B(A)Y < 0. (3.12)

Dado que Y = K(rX +7X):
(X +7X)TAMT +AQ) (rX +7X) + (rX +7FX)TKTB(A)T + B(A)K(rX +7X) < 0,
(rX +7X)T(A(X) + B(A)K)" + (A(X) + B(L)K) (rX +7X) < 0. (3.13)
Logo, as LMIs (3.8) e (3.13) sdo as LMIs do Teorema 2.6 aplicadas ao sistema (3.5). [l

O proximo resultado utiliza o lema de Finsler, o que possibilita o desacoplamento entre
uma matriz de estabilidade dependente de pardmetro X(A) e a matriz dinimica A(A), além de
um maior grau de liberdade, com a sele¢do de uma determinada matriz estavel Ag. Entretanto,
ndo ha garantia de menor conservadorismo na sintese do controlador. O lema de Finsler e o

teorema sao apresentados:
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Lema 3.1. (SKELTON; IWASAKI; GRIGORIADIS, 1997) Considere w € R", ¥ € R"" e
B € R™" com rank(%) < n e %+ uma base para o espaco nulo de & (A% = 0). Entio, as
condicdes sdo equivalentes:

o Wl Lw=<0,Yw#£0:2Bw=0; (3.14)
o« B 2Bt <0, (3.15)
e JuecR: ¥ —nu#B" %<0, (3.16)
e IRV L+ G RB+ B G <0. (3.17)

Teorema 3.2. (FARGES; SABATIER; MOZE, 2011) O sistema de ordem « € (0,1) com in-
certezas politépicas em (3.5) € assintoticamente estabilizavel se existem matrizes X; € C"*",
X;=0,i=1,--,p, F € R"" e Z € R™", tais que as LMIs sdo factiveis:

X; =0, (3.18)

On><n (rXi+7Yi)T

n A;F +Bi;Z
(}’Xl‘ +7Y,') 0,xcn

—F

Ag

[Ag flm} + [(A,-F +B,-Z)T7FT} <0, (3.19)

“Inxn

1-a)

com 7 = e/l /2 o Ag € R™" uma matriz constante e estdvel. Nesse caso, um ganho do

controlador que estabiliza (3.5) é:
K=2Z7F" (3.20)

Demonstragcdo. Suponha que as LMIs (3.18) e (3.19) sejam factiveis: existem solugdes X; €
cv"i=1,---,p, F e R"™" e Z e R™". Multiplicando ambos os lados de (3.18) e (3.19) por

Ai > 0esomandoemi,dei=1atéi=p:

p
Y Aix; -0, (3.21)
i=1

Z N, v T [P 4
0,50 (r;liXiJrr;liXi) AAF + Z?L,-B,-Z
» o i=1 =1 + [i=1 i=1 [AOT _Inxn]
eriXi'F?ZA«iXi 0n><n —F
i=1 i=1 -
Ao [ P p
+ [ [ } (Y xAF+Y 2:BiZ)" FT} <0. (3.22)
—Inxn i=1 i=1

De (3.2):

X(A) =0, (3.23)
O (rX(A)+7X(2)" A(A)F+B(A)Z (4D —he]
rPX(A)+7X(1) Onscn —F o

+{ Ao ] [((AQ)F +B()Z)" —F"] <0. (3.24)
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Dado que Z = KF":

A(A)+B(A)K

_In><n

Opscn (rX(A)+7X(A))" 4
rX(A)+7X(1) Onxcn

(2nx2n) (2nxn)
Ao T
+ l—lnxnl £ (A +B)K) ~ L] < 0. (3.25)

—— (1) (nx2n)

Mediante (3.15) e (3.17), tem-se as condi¢des equivalentes:

F [Ag —Im}
—_———

Opscn (rX(A)+7X(A)T n A(L)—B(AMK
rX(A)+7X(A) Onxn

“Inxn

+l Ao ]FT [(AR) = BIK)T ~ln| <0, (3.26)

O (X (A) +FX AN [nn
[IW Ao} (XA TEA) 0 H 1<0, (3.27)

T ——
Bt @

Il’l n 7 . 7
com BR*- = [Ag —Inxn] [AXT 1 = 0,x,. Dessa ultima, obtém-se:
0

Ao(FX(A) +7X (X)) + (rX(A) +7X(A))TAT <0, (3.28)

que € a LMI do Teorema 2.6 aplicada a matriz Ag. Assim, a matriz Ag deve ser estdvel, caso
contrério ndo existirdo solugdes X; € C"*", i =1,---, p. Mediante (3.17) e (3.15), as seguintes

condi¢Oes também sdo equivalentes:

Opxn (rX(A)+7X(A)T A(A)—B(A)K
PX(2)+PX(R) O ]+l D
pZ Pl gr
+ l_/;o ]FT [(A(),)—B(A)K)T —Inxn} <0, (3.29)
T %
O (rX(A)+7X (M) Liscn
lon B 80K | e ixa) O H(A(A)B(MK)T oW
aL! P2 P

com BA+ = [(AA)~BAK) L) { fren ] = 0px,. Dessa tltima, obtém-se:

(A(A) =BMK)(rX(A) +7X (X)) + (rX(A) +7X (A))T (A(L) — B(M)K)T <0, (3.31)

que € a LMI do Teorema 2.6 aplicada ao sistema (3.5). 0
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Os Teoremas 3.1 e 3.2 estdo fundamentados no critério apresentado na Secdo 2.1.4 con-
cernente as regioes LMIs generalizadas. Ademais, € possivel investigar a estabiliza¢ao robusta
utilizando o critério de estabilidade baseado em andlise geométrica da Secdo 2.1.3. Entretanto,
¢ ainda necessdrio encontrar uma mudanga de varidveis para expressar o resultado em termos

de LMIs, possibilitando encontrar um ganho K:

Proposicao 3.1. O sistema (3.5) de ordem « € (0, 1) € assintoticamente estabilizdvel se existe

uma matriz K € R"™", com P € R"*", tal que:
P>0, (3.32)
(~(~(AQ) — B(A)K))7a) P+ P(~(~(A(X) - B(A)K))Ta) <0.  (3.33)

Demonstracdo. Decorre diretamente das LMIs em (2.32) e (2.33) aplicadas ao sistema (3.5).
O

3.1.2 REALIMENTACAO a-DERIVATIVA
Segue o resultado proposto para a lei de controle por realimentacao ¢-derivativa (3.6):

Teorema 3.3. O sistema (3.7) de ordem o € (0, 1) € assintoticamente estabilizdvel se existem
matrizes X = X* € C"" e Y € R™*", tais que as LMIs sdo factiveis:

X =0, (3.34)

(rX +7X)"Al +Ai(rX +7X) - B;YA] —AY"BT <0, (3.35)

comi,j=1,---,per= e/1=0)T/2 Negge caso, um ganho do controlador que estabiliza (3.7)
é:

K=Y((rx+7X)"HT, (3.36)

Demonstracdo. Suponha factiveis as LMIs (3.34) e (3.35): existem solugdes X € R e Y €
R™*". Multiplicando ambos os lados de (3.35) por A;4;, com A;,A; > 0 e somando em i, j, de
i,j=1latéi,j=p:

p P P P p P
(X +7X)" Y 2AT + Y LA (X +7X) — (Y, 4;B)Y (Y AAT) — (Y 4A)YT (Y A;B7) < 0. (3.37)
i— i j=1 i=1 =1

i=1 i=1 i=1 j
De (3.2):
(X +7X)TAM)T + AL (rX +7X) — B(M)YA(L)T —AA)YTB(A)T <. (3.38)
Dado que Y = K(rX +7X)":
(X +7X)TAMT +AQ) (rX +7X) = B(A)K(rX +7X)TAA)T —AM) (X +7X)KTB(L)T <0, (3.39)

(Liscn — BAK) (rX +7X)TA)T + A (X +7X) (Lisen — BAAK)T < 0. (3.40)
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Seja a matriz ndo simétrica M € R™*", se M7 + M < 0 entdio M tem posto completo. Logo,
(Iixcn — B(A)K) (rX +7X)TA(M)T € (Ixn — B(A)K) tém posto completo, o que é requerido nas
equagdes do sistema realimentado (3.7). Multiplicando (3.40) a esquerda por (I,x, — B(A)K) -1
e a direita por [(Lyx, — B(A)K) 1T, obtém-se:

(rX —l—?)_()TA(}L)T((Inxn —B(;OK)il)T + (In><n _B(;L)K)ilAOL)(rX_*—F)_() <0,

T

(X +7X)" [(Iixn — BAAK) TAQ)]" + [(Iixn — B(A)K) TAQ)] (rX +7X) < 0. (3.41)

Logo, as LMIs em (3.34) e (3.41) sdao as LMIs do Teorema 2.6 aplicado ao sistema (3.7).
O

A motivagdo para a sintese de controle via realimentacdo o-derivativa enunciada a seguir
decorre do critério de estabilidade baseado em andlise geométrica da Se¢do 2.1.3. Novamente,
¢ ainda necessdrio encontrar uma mudanca de varidveis para expressar o resultado em termos

de LMIs, possibilitando encontrar o ganho K:

Proposicio 3.2. O sistema (3.7) de ordem o € (0, 1) € assintoticamente estabilizdvel se existe

uma matriz K € R"™, com P € R"*", tal que:
P=0, (3.42)
(—(~((nxn — BAK) 'A(A))) 29)T P+ P(—(—((haxn — BAK) 'A(A)))T0) <0, (3.43)
dado que (I,x, — B(A)K) possua posto completo.
Demonstracdo. Decorre diretamente das LMIs em (2.32) e (2.33) aplicadas ao sistema (3.7).
O
Nesse momento € pertinente a observagio:

Observacao 3.1. Para a derivada fraciondria segundo Caputo, considere os topicos analisados
em Kuzminskas (2018):

* Da extensao do método direto de Lyapunov para sistemas Caputo de ordem o € (0,1), o
ponto de equilibrio do sistema (3.1) (com ou sem incertezas) € assintoticamente estavel
se (LI; CHEN; PODLUBNY, 2009):

— A func@o de Lyapunov escolhida é V (x(t),t) > 0 para todo x # 0, com V(0,7) = 0;
— “D*V(x(t),t) < 0, para x # 0;

* Para a funcio de Lyapunov do tipo quadritica V (x(z)) = x(t)T Px(r), P = PT = 0, tem-se
(DUARTE-MERMOUD et al., 2015):

‘D*(x(t)T Px(¢)) < 2x(t)T P D%x(t) = (x(t)T P °D%*x(¢))T +x(t)T P ‘D%x(¢), (3.44)

“D¥(x(r)T Px(t)) < D%x(¢)T Px(r) + x(t)T P *D%x(¢); (3.45)
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 Substituindo as equacdes do sistema (3.1) em (3.45):
DOV (x(t)) < x(t)T (ALP+ PA)x(2), (3.46)
com A.; a matriz de malha fechada;

* Diante de (3.46), a condi¢do suficiente, adotada em Kuzminskas (2018), para a estabili-
zacgdo do sistema (3.1) é:
P >0, (3.47)

AlP+PA, <0. (3.48)

Essas LMIs alocam os autovalores no semi-plano complexo esquerdo (regido contida no
dominio de estabilidade dos sistemas de ordem & € (0, 1)). Em Farges, Moze e Sabatier (2009)
os autores destacam que uma soluc¢do imediata do problema de estabilizacdo do sistema de
ordem o € (0, 1) seria alocar os autovalores no semi-plano complexo esquerdo. No entanto, tal
reducdo no dominio de estabilidade pode comprometer o desempenho da estabilizacdo, como

leis de controle com alto consumo de energia e/ou respostas lentas.

3.2 CONTROLE ROBUSTO DE SISTEMAS DE ORDEM « € (1,2)

Essa secdo considera o controle robusto via LMI de sistemas de ordem o € (1,2) para
realimentacdo de pseudo-estados (resultados vigentes na literatura) e para realimentacdo o-

derivativa (resultados propostos).

3.21 REALIMENTACAO DE PSEUDO-ESTADOS

Em Farges, Moze e Sabatier (2009) os autores apenas sugerem a sintese do controlador a
partir do Teorema 2.9, adotando a varidvel ¥ = KX (ndo consta a demonstragdo). Como os

Teoremas 2.9 e 2.8 sdo equivalentes, segue o teorema de sintese a partir do Teorema 2.8:

Teorema 3.4. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009; BUSLOWICZ, 2011) O sistema em (3.5)
de ordem o € (1,2) é assintoticamente estabilizavel se existem matrizes X = X7 € R"™" e

Y € R™", tais que as LMISs sdo factiveis:

X >0, (3.49)

(AX +XAT +BY +Y"B )sen(an/2) (—AX +XAI —BY +Y"B )cos(an/2)

(AX —XAT +BY —Y"B)cos(an/2) (AX +XAT +B;Y +YTB! )sen(am/2) <0 G20
i i i i 1 1 i 1

comi=1,---,p. Nesse caso, um ganho do controlador é:

K=YXx ! (3.51)
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Demonstracdo. Suponha factiveis as LMIs (3.49) e (3.50): existem solugdes X € R e Y €
R™*", Multiplicando ambos os lados de (3.50) por A; > 0 e somando em i,de i = 1 até i = p:

P P P P
(Z LAX +X Y LAT+Y ABY +Y" Y B[ )sen(am/2)
i=1 i=1 i=1

P )4 )4
Z AX —XY MAT+Y ABY —Y"Y B[ )cos(am/2)
= == =1 (3.52)
(=Y 2AX+X Y LAT =Y ABY +Y" Y B[ )cos(am/2)
[1):1 [l):l 15:1 Il)zl < 0.
(Z MAX +X Y MAT + Y ALBY +YT Y B[ )sen(am/2)

I¥
—

(A)X + XA +BA)Y +YTB(A))sen(am/2)

(AA)X —XA)T +BA)Y —YTB(A) )cos(am/2)
(—AA)X +XAA)T —=BA)Y +YTB(A) cos(an/2)
(AMX + XA +BA)Y +YTB(A))sen(ar/2)

] (3.53)

Dadoque Y =KX eX =X":

(A)+BA)K) )sen(aum /2)
(A)+BA)K) cos(aur /2)
(—(A 7L)+B(?L)K)X X(A(L) +BA)K) )cos(aun/2)

A)+BAMK)X +X(AA) +B(A)K))sen(ar/2)

_|_
_|_

_|_

(3.54)
] 0

—~

e
2>

—

Logo, as LMIs (3.49) e (3.54) sdo as LMIs do Teorema 2.8 aplicadas ao sistema (3.5). [l

3.2.2 REALIMENTACAO a-DERIVATIVA

Segue o resultado proposto para a lei de controle por realimenta¢do o-derivativa (3.6):

Teorema 3.5. O sistema (3.7) de ordem o € (1,2) ¢ assintoticamente estabilizavel se existem
matrizes X = X! € R™" e Y € R™*" tais que as LMIs sdo factiveis:

X =0, (3.55)
(AiX +XA] —B,YAT —A;Y"B)sen(6)  (AiX —XA] +B;YA] —A;Y"BY)cos(6) <0, (356
(—AX +XAT —B;YA] +AY"B)cos(0) (AX+XA] —B;YA] —AY" BT )sen(0) T
comi,j=1,---,pe 8 = — an/2. Nesse caso, um ganho do controlador é:
K=vx ! (3.57)

Demonstracdo. Suponha factiveis as LMIs (3.55) e (3.56): existem solugdes X € R e Y €
R™*". Multiplicando ambos os lados de (3.56) por A;A;, com A;,A; > 0 e somando em i, j, de
i,j=1latéi,j=p:
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f)LAXJrXZAAT Zp:lij)Y(iliAiT)—(Zp:liAi)YT(Zp:l]Bf))sen(G)

i=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
(— il,ALXJrXZ?LAT fAjB,-)Y(fA,-AZH(fx,-A,-)YT(iijJT))cos(e)

) i=1 ) ) j=1 ) i=1 pi:] pj:l (3.58)
Z?L,A,X XY MAT + (Y, 4B)Y (Y. 2A)" — (Y 4A)YT (Y A;BY))cos(6)

._.

i=1 Jj

LAX +X f MNAT —( )Lij)Y(i MNAT) — (i liAi)YT(i A;BT))sen(0)

i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

Mx:

(,

I
-

De (3.2):

(AX + XA —BAYAL)T —AL)YTB(A)T )sen(6)
(—AL)X +XAM)T — (QL)YA(/I

(3.59)

(3.60)

) (
(AM)X (Insen — BAAK)T — (i — B(A)K)XA(A)T ) cos(0) ~0
(A(A)X (Icn — B(A)K)" + (Iysn — B(A)K) ) '

Seja a matriz ndo simétrica M € R™": se M +M" < 0 entdo M tem posto completo. Logo,

(Iixn — B(A)K)XA(A)T e (Ixn — B(A)K) tem posto completo, o que é requerido nas equagdes

do sistema realimentado (3.7). Multiplicando (3.60) a esquerda por (o oB WK™ a 70;(1)[{)71
e a direita por [0 = BRIK) ) Onr .7 |» obtém-se:
Onxn [(IVLXIlfB(A’)K) ]
[([(lnxn—B(l AM)] X +X [(Inen—BAK)'A()] ") sen(e)
(= [(Taxn — B(A)K) "AR)] X +X [(Laxn — B(A)K ) A(A)]")eos(6) 3.61)
([(Lixn —B(A)K) 'AA)] X =X [(Iixn — B(A)K) 'A(A ]T s(0) ~0
([(n — BAIK) AR X +X [(hxn — BAA)K) ™ 1A;L]T n(0)

Logo, as LMIs em (3.55) e (3.61) sdo as LMIs do Teorema 2.8 aplicadas ao sistema (3.7).
[
3.3 EXEMPLOS NUMERICOS

Para a solucdo das restricoes em LMIs € utilizado o solver LMILab no ambiente do soft-
ware MATLAB. O Exemplo 3.1 busca replicar, para fins contextuais e didaticos, a aplicagao
ao péndulo invertido em Farges, Moze e Sabatier (2009). Os Exemplos Numéricos 3.2 e 3.3 se

referem as propostas com a realimentacdo o-derivativa.
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Exemplo 3.1. (FARGES; MOZE; SABATIER, 2009) A Figura 4 apresenta o péndulo invertido
de massa m,, articulado em um carrinho de massa m.. O coeficiente de atrito entre o chdo € o
carrinho € f. O carrinho e o péndulo se movem em um plano &. A entrada de controle € a
forca F(t) aplicada sobre o carrinho, a qual é paralela ao plano Z2. O sistema é completamente
descrito pela posi¢do z(t) e pelo angulo de deflexdo axial 6(¢). O péndulo € preso a uma placa
que possui perfuragdes padronizadas, a qual rotaciona dentro de uma solugdo viscoeléstica: essa

¢ a diferenca em relacdo ao modelo cldssico do péndulo invertido.

Figura 4 - P&€ndulo invertido

solugdo Viscoeldstica

Fonte: adaptado de Farges, Moze e Sabatier (2009).

O design particular de perfuragdes da placa equivale a uma rede recursiva de resistores e
capacitores na analogia com os circuitos elétricos (OUSTALOUP, 1995). Em Galvao et al.
(2013) e Jacyntho et al. (2015) € mostrado que o comportamento de uma rede recursiva de
resistores e capacitores possui natureza fraciondria. Mediante o padrao de perfuracdo da placa,
a natureza fraciondria desse modelo de péndulo invertido estd no tipo de amortecimento: seja
o a ordem fraciondria e k o coeficiente de amortecimento, a equacao para o torque do péndulo,

no ambito da dindmica rotacional, €:
[(t)=—k 290(1). (3.62)

A derivada fraciondria em (3.62), em todo o espectro de frequéncia, modela uma distri-
bui¢do recursiva infinita das perfuragdes. A fim de construir um modelo realista, a banda de

frequéncia da derivada fraciondria é limitada em ® € [®;, @] e sua fungdo de transferéncia é:

1—1—<i) %% 1 (@)% s
LLPY O =52 =5 | —2L | = [ 2 | 3.63
(7 o o 1+ (%)a o s% + (w,0)" (363
A funcdo de transferéncia da equacao (3.62) é:
I'(s)
G(s) = = —ks“. 3.64
()= 50y = ~*° (3.64)

Assim, para a banda de frequéncia ® € [@;, wy]:
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3.65
a),f‘s“—f—(a)ha)l)“ ( )

['(s) - (6010‘s0‘+1 + (whwl)“s> .

A fim de encontrar a equacdo diferencial que origina essa fun¢do de transferéncia, tem-se:

oO%s* T+ (a,0)%s
[(s) = —k | L , 3.66
¥ [ @s* + (o, 00)” (5 (3:60)
0Ps*T(s) + (0,07)* T(s) = —ko¥s* 1 O(s) — k (w,0)* sO(s). (3.67)

Da transformada de Laplace inversa:
0% 2°T (1) + (@) *T(t) = ko 2 0(t) — k (apw)* 6(2), (3.68)
) o\ ¢

2°T(t) = —0?T(t) — ko O (t) —k (#) 2°710(). (3.69)

h

Aplicando as equacdes de Lagrange com respeito as coordenadas z(¢) e 6(z), obtém-se as

equagoes diferenciais ndo lineares que governam o movimento do péndulo:

(20 = (Gl Beos(6l0) - 00 sen(60)) 200+ F(1)).

N me+mp
6(1) = Hi—lmpzz (%m,,l('z’(t)cos(@(t)) + gsen(8(1))) +F(t)> , (3.70)

P°T(t) = —PT(r) — ko®O(r) — k (ﬂ> " g 8(1).

\ wy,

Os autores adotam os seguintes valores para os parametros:

Tabela 1 - Pardmetros do péndulo invertido

Parametro mp me l f J k w; wy, g
Valor 0,535 | 3,2 | 0,365 | 6,2 | 0,062 0,1 0,1 10 9,81
Unidade kg kg m kg/s | kgm? | N.m.s® /rad | rad/s | rad/s m/s’

Fonte: retirado de Farges, Moze e Sabatier (2009).

Em Farges, Moze e Sabatier (2009), os autores adotaram a ordem o = 0.5, possivelmente
identificada. O modelo (3.70) pode entdo ser reescrito como um sistema nao linear de ordem

comensuravel @ = 0,5, da forma:
P%7x(t) = f(x(t),F(1)). (3.71)
Uma possivel escolha do vetor x(t) é:

x(t) =[z(1) 2%°2(1) 2(t) 2"°z(t) 6(t) 2°76(r) 6(r) 2"°6(r) T(1)]". (3.72)

O modelo admite infinitos pontos de equilibrio em x.q, = [z¢q, 0 0 0 0 0 0 0 O]T, que
correspondem a posi¢do superior do péndulo e uma posi¢ao arbitraria z.4, do carrinho e outros

infinitos pontos de equilibrio em Xx.y, = [zeq, 0 0 0 7 0 0 0 O]T que correspondem a posicao
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inferior do péndulo e uma posigéo arbitraria z.4, do carrinho. A linearizagdo do modelo ao redor

de um ponto de equilibrio do tipo x,,, resulta na representagdo em espaco de pseudo-estados:

2%3x(t) = Ax(t) + Bu(t), (3.73)
1

0 1 0 o 0o 0o 0o o0 0] . " 4J(me+my) +memy 2’

00 1 0 0 0 0 0 0 0 ags = —4fJ — fm,l?,

00 0 1 0 0 0 0 0 N ass = myl%g,

0 0 a3 0 agys O O 0  ay 0 agg =2mypl, agz = —2fm,l,
A=al0 0 O O O 1 O 0 0|, B=a 0 ags = 2mpgl(me+my),

00 0 0 0 0 1 0 0 o age = 4(me +mp),

00 0 0 0 0 0 1 0 b| = —kayar, a%:_ka\/g7

0 0 agz O ags O O 0 ag 0 - B ) h

0 0 0 0 0 0 ag7 agg agy T a99 = 7(1\/5]" by = J+m,,l ?

- . by = 2m)l

E aplicado o Teorema 3.1 para calcular um ganho estabilizante K da realimentacio de
pseudo-estados sobre o modelo linearizado (3.73). Conforme este teorema, a variavel X é de-
clarada como uma matriz hermitiana complexa e a varidvel ¥ como uma matriz real, no solver
LMILab. Da solu¢do das LMIs (3.8) e (3.9), aplicadas ao modelo isento de incertezas politopi-
cas, as varidveis X, Y e o ganho K sdo:

2,1099 +0,0000i
—0,0804 4 0,4546i
—0,3976 4 0,4708i
—0,3116 —0,0969i

0,0995 — 0, 0260
—0,0038 +0,0692i
—0,0624 40, 1059i
—0,0745 4 0,0082i

0,0561 —0,0276i

—0,0804 — 0,4546i
1,2879 40,0000
—0,1449 +0,3683i
—0,453940,4421i
0,1021 —0,0513i
0,1076+0,0749i
—0,0089 4 0,0843i
—0,0741 4 0,0564i
0,0454 —0,0241;

—0,3976 — 0,4708i
—0,1449 —0,3683i
1,3365 40,0000
—0,0841+0,4610i
—0,0400 — 0, 1095i
0,1236 +0,0395i
0,0673 +0,0436i
—0,0591 +0, 1094i
—0,0454 —0,0628i

—0,311640,0969i
—0,4539 —0,4421i
—0,0841 —0,4610i
2, 1163 +0,0000
0,0001 — 0, 1167
0,3612 —0,3947
0,0778 40, 1182i
0,0753 40,2744
—0,043540,0573i

0,0995 +0,0260i
0,1021+0,0513i
—0,0400 40, 1095
0,0001+0, 1167
1,1713 +0,0000i
—0,227140,1732i
—0,2933 40, 1300i
~0,1602 — 0,2055i
~0,8980 —0,0931i

—0,0038 — 0,0692i
0,1076 — 0,0749i
0,1236 — 0,0395i
0,3612 40,3947

—0,2271—0,1732i
0,9854 40,0000

—0,3044 +0,2813i

—0,5603 +0,2838i

—0,0758+0,0318i

—0,0624 —0,1059i
—0,0089 — 0,0843i
0,0673 —0,0436i
0,0778 — 0, 1182i
—0,2933 —0,1300i
—0,3044 —0,2813i
1,2626 40,0000
—0,013740,5113i
0,0382+0,1176i

—0,0745 — 0,0082i
—0,0741 —0,0564i
—0,0591 — 0, 1094i
0,0753 —0,2744i
—0,1602 40,2055
—0,5603 —0,2838i
~0,0137—0,5113i
2,3733 40,0000
0,0536 — 0,0145i

0,0561 +0,0276i
0,0454 +0,0241i
—0,0454 4 0,0628i
—0,0435 —0,0573i
—0,8980+0,0931i
—0,0758 —0,0318i
0,0382—0,1176i
0,0536 40,0145}
1,0597 40,0000

Y:[—18,6243 —16,3144 58428 —0,7092 —16,9382 7,8481 5,1633 13,2179 —6.,3475],

K:[2,9077 5,3846 88,1944 4,3339 56,2033 —15,3493 11,2888 —3,2574 755,0626].

(3.74)

(3.75)

(3.76)

A Figura 5a mostra os autovalores das matrizes A e (A + BK). A matriz A possui um auto-
valor duplo na origem e um fora da regido de estabilidade. Contudo, através da realimentacao,
todos os autovalores sdo alocados na regido de estabilidade. A Figura 5b mostra as respostas z(t)
e 0(r) da estabilizacdo, para uma condi¢do inicial xo =[1 0 0 0 /6 0 0 0 0]”. A simulago
implementa as equagdes ndo lineares do modelo (3.70), com a realimentagdo F (1) = Kx(z), e é
realizada no ambiente SIMULINK do software MATLAB, com passo de integracdo & = 0,001.

A integracdo fraciondria é realizada com o bloco fractional integrator do pacote computacio-
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nal FONCOM (Fractional Order Modeling Control) (TEPLJAKOV; PETLENKOV; BELIKOV,
2013), para a frequéncia @ € [y, ] = [0,1 rad/s,10 rad /s]. Note que z(0) e 6(0), do vetor da
condicdes iniciais, ndo incidem sobre os integradores fraciondrios na simulag¢do do sistema ndo
linear. As derivadas fraciondrias para a realimenta¢do com o vetor x(¢) sdo obtidas através dos
integradores de ordem o = 0.5, da seguinte forma: <D%z(r) = 1%%4(¢), °D'z(r) = 1°°4(r),
cp230(t) = 1°70(r) e °D'70(t) = I6(r), em que é necessdria a disponibilidade de 6(r) e
6(t). Note que o controlador projetado a partir do modelo linearizado em torno do ponto de
equilibrio x,, =[0 0 0 0 0 0 0 0 0]” foi eficaz mesmo para um 6(0) = 30° afastado do

ponto de equilibrio.

Figura 5 - Resultados do péndulo invertido de ordem o = 0,5

5 ‘ ‘ 50
O Autovalores de A

4t o Autovalores de (A + BK)
. Fronteira da regido de estabilidade = of
iy L 1 S}
e 3
Q
+ 27 -50 :
=< 0 5 10 15 20
= t[s]
<
- o 2
0 © .
g 0
g 17 =
~ 5 ol

oL -

3 . . . -4 ‘

” p 0 ] » 0 5 t1[o} 15 20
Real{\(A); \(A + BK)} 5
(a) Autovalores das matrizes dindmicas (b) Evolugdo das coordenadas 6(r) e z(¢) sob a lei
de controle (3.4)

Fonte: préprio autor.

Exemplo 3.2. Considere o sistema linear incerto invariante no tempo de ordem o = 0, 5:

DO3x(t) = A(L)x(t) + B(M)u(t), (3.77)
3 3 -5 10
A=|=5a 1|, B=|0 1|, x(t)=[x() xa0t) x30)]7,
b 2 —1 11

com matrizes (A, B)(A) conforme (3.2) e os pardmetros —1 <a<le—-1<b< 1.

A matriz incerta A(A) pertence ao politopo de vértices:

3 3 -5/3 3 -5/3 3 53 3 -5
[A1|A2|A3|A4]: 5 -1 1]|=5 -1 1]|=51 1/]=51 1
1 2 —1|1 2 —1|-12 =11 2 -1
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E aplicada a metodologia proposta no Teorema 3.3 para calcular um ganho estabilizante K
da realimentacdo ¢-derivativa. Da solucdo das LMIs em (3.34) e (3.35), as varidveis X e Y,

bem como o ganho K, sdo:

0,7348+0,0000i —0,2680+0,0229i 0,3610+0,0701i
X=| —0,2680—0,0229i  0,7806+0,0000i 0,3381+0,0930i |, (3.78)
0,3610—0,0701i  0,3381—0,0930i 0,5946 -+ 0,0000i

0,9094 —0,4465 0,3737 |
Y = , (3.79)
| —0,5012 11,0794 0,6383

[ 0,9328 —0,0501 —0,1956]
K= . (3.80)
-0,5514  0,5706  0,7451

A Figura 6a mostra as localiza¢cdes dos autovalores do sistema realimentado para todas as
combinacdes de valores de a e b, em seus respectivos intervalos, em um grid de 0,2. Note que
esse cluster de autovalores estd alocado na regido de estabilidade do sistema de ordem o = 0, 5.
A Figura 6b apresenta a simulacdo das respostas obtidas via algoritmo de Adams-Bashforth
(Apéndice A), para um passo de integracdao 7 = 0,001 e vértice A; do politopo: note que o
sistema em malha aberta evolui de forma instével a partir de uma condigo inicial xo = [1 1 1]7

e € estabilizado sob o ganho K em (3.80).

Figura 6 - Exemplo numérico, sistema de ordem o = 0,5

10 : : : %107 Sistema em malha aberta, vértice A,
& 5 | | |
< € 0 == |
o5 LF s —a()] Sy
< -10¢ ! i ——-xa(t) L
= 0 0.5 1 ()] o
|i of ** 4 t[s]
é ‘ Sistema realimentado, vértice A;
= ‘ ‘ T —(t)
< 5 1 = "R BEPNG
£ §05f N z5(t)
~ ) J‘
10 ‘ ‘ ‘ 0 0.5 1 15 2
-30 -20 -10 0 10 :

Real{\(I,xn — BK) 'A;)}

(a) Autovalores do sistema linear de ordem o = (b) Comportamento do sistema linear de ordem

0,5 submetido a lei de controle (3.6) o = 0,5 submetido a lei de controle em (3.6)

Fonte: préprio autor.

Exemplo 3.3. Considere o sistema linear incerto invariante no tempo de ordem o = 1,5:

‘DY x(t) = A(A)x(r) + B(A)u(r), (3.81)
2 -2 0 10
A=1{10 a ~—1|, B=|0 1|, x(t)=[x(t) xa() x3(0)])7,
b —1 —1 11

com os parametros 0 <a<1le0<b < 1.



A matriz incerta A(A) pertence ao politopo de vértices:

2 =2 0|2

-2 0

2 =2 0|2
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-2 0

(Al Al As|As] = {10 0 —1[10 0 —1|10 1 ~1[10 1 -1

0 -1 —1|1

—1

—1

0 -1

1|1 -1 -1

E aplicada a metodologia proposta no Teorema 3.5 para calcular um ganho estabilizante K

da realimentacdo ¢-derivativa. Da solucdo das LMIs em (3.55) e (3.56), as varidveis X e Y,

bem como o ganho K, sdo:

0,2177]
0,0868
1,3092

0,5564]

(3.82)

[ 0,5158 —0,4835

X =[-0,4835 0,7776
| 0,2177  0,0868

. [ 0,5609 —0,8226
~|-0,4134  0,8435

[ -0,5438  —1,4644
10,7995  1,6069

0,0202

0,6126
—0,2241|

(3.83)

(3.84)

A Figura 7a mostra as localiza¢des dos autovalores do sistema realimentado para todas as

combinacdes de valores de a e b, em seus respectivos intervalos, em um grid de 0,2. Note que

esse cluster de autovalores estd alocado na regido de estabilidade do sistema de ordem o = 1, 5.
A Figura 7b apresenta a simulagcdo das respostas obtidas via algoritmo de Adams-Bashforth
(Apéndice A), para um passo de integracdo h = 0,01 e vértice A; do politopo: note que o
sistema em malha aberta evolui de forma instavel a partir das condigdes iniciais xo = [1 1 1]7,
%o = [0 0 0]7 e é estabilizado sob o ganho K em (3.84).

Figura 7 - Exemplo numérico, sistema de ordem o = 1,5

« 1014 Sistema em malha aberta, vértice 4,

100
: 0 *—Q\:
=< < 10 i
T 50| = ———7 .
g -20 : : ——-z9(t)
0 5 10 emy(t) 20
L0 - t[s]
é 1 Sistema realimentado, vértice A;
= 507 0= —~ N
§ -1 T 0=y 7 =
= 4 05 0 05 N\ —9618
-5 : : -2
-100 ‘ ‘
-100 -50 0 50 0 5 10 |- z3(t)) 20
Real{\(Iyxn — BK)'A)} t[s]

(a) Autovalores do sistema linear de ordem o = (b) Comportamento do sistema linear de ordem

1,5 submetido a lei de controle em (3.6)

Fonte: préprio autor.

o = 1,5 submetido a lei de controle em (3.6)
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3.4 CONCLUSOES DO CAPITULO

Esse capitulo apresentou resultados de estabilizacdo vigentes na literatura para sistemas
fraciondrios via LMIs, com base nos critérios de estabilidade apresentado no capitulo 2. Além
disso, sdo propostos resultados de estabilizacao por realimentacdo o-derivativa via LMIs: exem-

plos numéricos ilustram a efetividade da proposta.
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4 CONTROLE DE SAIDA DE SISTEMAS DE ORDEM ¢ € (0,2) EMPREGANDO
UM OBSERVADOR DE PSEUDO-ESTADOS

O objetivo desse capitulo € fornecer uma metodologia de contr ole de saida, a qual € posteri-
ormente aplicada a um andlogo elétrico do modelo vigente para o sistema respiratorio humano.
Nesse sentido, a metodologia podera ser utilizada no projeto de um respirador mecanico, pois
fornece uma pressao de ar adequada para a geracdo de um fluxo de ar em um perfil de tempo
desejado, representando um elo entre o controle moderno e a bioengenharia. O método comeca
com uma descri¢do em espaco de pseudo-estados, usando a derivada de Caputo, do referido
andlogo elétrico. O projeto de controle subsequente inclui um observador de pseudo-estado,
leaky integrators (WEITENBERG et al., 2018) e uma malha externa. Os ganhos envolvidos
sdo projetados através de condi¢des em linear matrix inequality (LMI) para a alocagdo regional
de autovalores. A robustez da malha de controle é analisada com as matrizes incertas previstas

diretamente no modelo, as quais incluem variacdes nos parametros dentro de faixas porcentuais.

Uma propriedade desejdvel para os sistemas de malha fechada € a alocagao dos autovalores
em uma regido especifica do plano complexo, a fim de garantir certos indices de desempenho do
sistema. A condicdo em LMI para a ®-estabilidade (alocacdo regional de autovalores) remonta
ao trabalho de Chilali, Gahinet e Apkarian (1999), cujas ideias fundamentais foram depois apli-
cadas a sistemas fraciondrios (ZHANG; CHEN, 2015; ZHANG; ZHANG, 2019). Em paralelo
aos trabalhos sobre ®-estabilidade, vale ressaltar, como ja abordado no Capitulo 2, a variedade
de trabalhos que fornecem condi¢des em LMIs no escopo geral de estabilidade e controle de
sistemas fraciondrios (MATIGNON, 1996; FARGES; MOZE; SABATIER, 2009; SABATIER,;
MOZE; FARGES, 2010; LU; CHEN, 2010; ZHANG; YU; YU, 2016). Em aplica¢des préticas,
os pseudo-estados podem ndo estar completamente acessiveis, sdo conhecidas apenas as entra-
das e saidas da planta fraciondria. Nesse caso, a estimacao dos pseudo-estados e o controle da
planta pode ser realizado através de um observador de pseudo-estados. Vdrios trabalhos funda-
mentados no observador de Luenberger fracionério sao reportados na literatura, com diferentes
escopos (MATIGNON; D’ANDREA-NOVEL, 1997; N'DOYE et al., 2009; LAN; HUANG;
ZHOU, 2012; QIU; JI, 2017).

Assume-se que o sistema sob consideragdo € descrito pelo modelo da forma:

R
~
—
-~
N—
I
h
"
~~
-~
N—
¥
o]
<
—~
~
SN—

4.1
y(t) = Cx(t) +Du(t), 4.2)

com & € (0,2) a ordem fraciondria, x(¢) € R" o vetor de pseudo-estados, u(z) € R? a entrada,
y(t) € RY o vetor de saida e A € R"", Be R"?, C € R?”*" ¢ D € R?*? matrizes constantes.
Dado u(z), obtém-se a medi¢do y(¢). O vetor x(z) é desconhecido. Um controlador de saida

com dupla acdo integral é proposto, no qual a estimacdo dos pseudo-estados € realizada através
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de um observador fracionério linear do tipo Luenberger:

PD%%(t) = AX(t) + Bu(t) + L(y(t) — 9(1)), (4.3)
$(t) = C£(t) + Du(r), 4.4)
D%w1(t) = r(t) —y(t) — ew (1), 4.5)
D%wy(t) = wy(t) — ewp(1), (4.6)
u(t) = —Kx(t) — Ky, wi(t) — Ky,wa(2), (4.7)

com £(t) € R" o vetor de pseudo-estados do observador, §(r) € R? a saida do observador,
wi(1),w(r) € R? as ac¢des integrais, r(r) € R? a referéncia de controle, L € R"*Y, K, € RP*",

Ky, Ky, € RP*9 matrizes de ganho e € uma constante positivo de valor pequeno.

Observacao 4.1. O observador linear de ordem fraciondria do tipo Luenberger proposto em
(4.3)-(4.6) considera que a especificacdo ideal dos erros estaciondrios para entradas em degrau
e rampa € igual a zero. Da teoria cldssica de controle (OGATA, 2010), dada uma func¢do de
transferéncia Y (s)/U(s) = G(s), entdo as condi¢des para erros de estado estaciondrio nulos

(e(o0) = r(e0) —y(0)) para os sinais de entrada degrau e rampa r(t) sdo:
1. A funcdo de transferéncia em malha aberta G(s)G,(s) deve ter dois polos em s = 0;

2. O ponto de equilibrio x = 0 do sistema em malha fechada deve ser assintoticamente

estavel.

Quando a planta nao possui dois polos em s = 0, entdo a condicdo 1. é vdlida quando o
controlador G, (s) possui dois polos em s = 0. Neste caso, se existir pelo menos um zero da
planta em s = 0, note que ocorre um cancelamento deste zero com um polo s = 0 do controla-
dor na fungdo de transferéncia em malha aberta G(s)G,(s) e o sistema em malha fechada seria
instdvel. Para evitar este problema e com base nos resultados anteriores, quando a planta possui
zeros em s = 0 pode-se utilizar dois leaky integrators de ordem fraciondria descritos por (4.5)
e (4.6), cujos polos sdo diferentes de zero e iguais a solucio da equacdo s* = €, com € um
pequeno parametro positivo. A ordem fraciondria da impedancia pulmonar estudada neste capi-
tulo pode ser representada por (4.1) e (4.2), com a = 1,5. Para calcular os zeros deste sistema,
primeiro considere que & = 1 em (4.1) e (4.2) e depois obtenha os zeros e polos. Nesta etapa
encontrou-se apenas um zero em s = 0 e todos os p6los sdo reais e negativos. Entdo, para um
o > 0 arbitrdrio, substituindo s por s%, segue que o numerador da fungdo de transferéncia de
(4.1) e (4.2) tem a forma Ny (s) = s*Ng, (s), onde Ng, (0) # 0 tal que Ny, (s) ndo tem zeros em
s = 0. Assim, a planta também possui zeros em s = 0, e 0 observador proposto em (4.5)-(4.7),

com leaky integrators, € uma opc¢ao para controlar este sistema.

A Figura 8 apresenta o diagrama de blocos do controle, inicialmente com a chave na posi¢ao

indicada, em que / “ denota o integrador fraciondrio de ordem c. A entrada v(z) é referente a
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uma malha externa adicionada posteriormente e v(z) = r(f) na auséncia dessa malha externa
(K, =0).

Figura 8 - Diagrama de blocos, controle de saida

Fonte: préprio autor.

Seja o erro da estimacdo de pseudo-estado:
(1) = x(t) — x(¢). 4.8)
De (4.8) e (4.7), a lei de controle € expressa como:
u(t) = —Ki(x(t) —x(t)) — Ky, wi(t) — Kypywa (2). 4.9)
Substituindo (4.9) em (4.1), obtém-se:
P9%x(t) = (A — BK,)x(t) + BK%(t) — BKyy, w1 (t) — BKyp,wa (7). (4.10)
Aplicando o operador 2% em (4.8), de (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4):
D%%(t) = D%(t) — 2%%(t) = A(x(t) — (1)) — LC(x(t) — £(t)) = (A — LC)X(1). (4.11)
Substituindo (4.2) e (4.9) em (4.5) resulta em:

D%wi(t) = r(t) — Cx(t) + DKy (x(t) — %(t)) + DKy, w1 (t) + DKy, wa (1) — €wy (2),  (4.12)
=r(t)+ (DK, —C)x(t) — DKx(t) + (DK,y, — €lyxq)W1(t) + DKy,,wa(t).  (4.13)

De (4.6), (4.10), (4.11) e (4.13), uma equacdo em espaco de pseudo-estados para o sistema
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de malha fechada pode ser escrita como:

P%x(t) (A —BK,) —BK,,, —BK,, BK, x(1) Onxg
sz(z) _ |(DK:=C) DKy, —¢lyxq DKy, — —DK: | |wi(t) N Iyxq ). @.14)
9 Wz(t) qun Iyxq —&lyxq qun Wz(l‘) quq
2%x(t) O Onxg Onxg (A—LC)| | &(r) Ong

Os autovalores da malha fechada sdo os autovalores de (A — LC) e (Ayy — BxwKyw ), em que:

A Onxq Onxq B
Axw: —C _gquq Oq><q ’ wa =|-D 5 wa - Kx le sz . (415)
Ogxn  Igxg  —€lgxq 0gxp

Uma malha de controle estdvel € obtida escolhendo K,,, e L tais que os autovalores de
(Ayw — BxwKyyw) € (A — LC) estejam localizado na regido % em (2.7). O Teorema 4.2, apresen-
tado na proxima subsec¢do, € empregado para essa proposta, o qual inclui alocacio regional de

autovalores. De (4.2) e (4.9), a equagdo de saida é:
y(t) = Cx(t) — DKy (x(t) — %(t)) — DKy, w1 (t) — DK,,,wa (1), (4.16)
= (C— DK,)x(t) + DK,X(t) — DK,,, w1 (t) — DK,,,w(t). 4.17)

4.1 CONDICAO EM LMI PARA D-ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE ORDEM v €
(0,2)

Inicialmente considere a definicao e teorema pertinentes:

Definicao 4.1. (CHILALI; GAHINET, 1996) Uma regidao ® do plano complexo é chamado
regido LMI se existe uma matriz simétrica L € R™*™ e uma matriz M € R™" tal que © =
{z€C: fp(z) <0}, com fo(z) =L+zM+zM".

Observacio 4.2. Note que fp(z) < 0 é uma LMI em z e Z. Logo, as chamadas regides LMIs
sdo convexas e, além disso, sdo simétricas com relagdo ao eixo real para qualquer z € ®, pois

fo(2) = fo(z) < 0 (CHILALI; GAHINET, 1996).

Teorema 4.1. (CHILALI; GAHINET, 1996) A matriz A é 2 -estavel se e somente se existe uma
matriz simétrica X > 0, tal que .#5(A,X) < 0, com #o5(A,X) =LRX +M® (AX) + M @
(Ax)T.

Demonstragdo. E encontrada em Chilali e Gahinet (1996). [
Seja { z= (x+jy) € C, z€ S(y,r,0) =N (fo,(z) <0, fo,(z) <0, fo,(z) <0)} aregido
de interesse para a alocacdo dos autovalores, com fp,(z) <0, fp,(z) < 0e fo,(z) < 0 aregido

delimitada, respectivamente, por um semi-plano a esquerda de —v, ¥ > 0, um disco centrado

na origem de raio r € um setor conico no semi-plano esquerdo com vértice na origem e angulo
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interno 26, 6 = m — ax/2 (CHILALIL, GAHINET, 1996). Essas regides LMIs sdo descritas,

respectivamente, por:

fo,(z) =z+74+2y<0, (4.18)
T
P el R Y B (LY R B S @19)
2T o o ol Yo o] |z o= T '

(z+2)sen(6) (z—7)cos(6)

—(z—2)cos(0) (z+7)sen(0)

sen(0) cos(@)] +Z[sen(6) cos(@)]T:
—cos(0) sen(0) —cos(0) sen(0)

] <0. (4.20)

O lema e teorema apresentados abaixo se referem a regido especifica S (7, r, 0) e sdo escritos
para a ordem ¢« € (0,2), fundamentados nos resultados de Chilali e Gahinet (1996) e Bustowicz
(2011). Nesse contexto, o Teorema 4.1 é encontrado em Zhang e Chen (2015), para o € (0, 1).

Lema 4.1. (CHILALL; GAHINET, 1996; BUSLOWICZ, 2011) Seja 2%x(t) = Ax(t) um sis-
tema linear e de ordem comensurdvel o € (0,2), com x(¢) € R" o vetor de pseudo-estados e
matrizA € R"*". Seja S (y,r,0) aregido © da Definigdo 2.5. Esse sistema é D-estével se existe

uma matriz simétrica X = 0 € R"*" tal que as LMIs sdo factiveis:

AX +XAT 429X <0, (4.21)
X AX (4.22)
xAT —rx ’ '
AX +xAT 0 AX —xAT 0
( + T)sen( ) ( T) cos(0) <0, 4.23)
(—AX +XA")cos(0) (AX+XA")sen(0)
0<O<m—ar/2se l<a<?2, (4.24)
0<06<m/2se 0<a<l. (4.25)

Demonstracdo. A funcio fgo(z) = L+zM +zM" (Defini¢io 4.1) e Mp(A,X) =LRIX +M®
(AX)+M" @ (AX)" (Teorema 4.1) possuem a equivaléncia (1,z,Z) = (X,AX,XAT) (CHILALIL
GAHINET, 1996). Utilizando essa equivaléncia em (4.18), (4.19) e (4.20) obtém-se, respecti-
vamente, (4.21), (4.22) e (4.23). A regido de estabilidade para o € (0,1) é ndo convexa (ndo
€ uma regido LMI), pois inclui setores conjugados no semi-plano complexo direito, conforme
o Teorema 2.1. Assim, a desigualdade (4.25) limita 8 ao semi-plano complexo esquerdo, que
¢ uma regido convexa. A regido de estabilidade para o € (1,2) é um setor convexo contido no
semi-plano complexo esquerdo, conforme o Teorema 2.1. Assim, a desigualdade (4.24) limita

0 a essa regiao. [

Proposicao 4.1. Considere a lei de controle por realimentacdo negativa do vetor de pseudo-

estados u(t) = —Kx(t) atuando no sistema (4.1) . A equag@o do sistema realimentado é:

2%(t) = (A — BK)x(t). (4.26)
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Teorema 4.2. (CHILALI; GAHINET, 1996; BUSLOWICZ, 2011) O sistema (4.26) é assinto-
ticamente estabilizdvel em S (7,7, 0) se existem matrizes X = X7 >~ 0 € R™" e M € RP*", tais

que as LMIs sdo factiveis:

AX +XAT —BM —MTBT +2yX <0, (4.27)
—rX AX—BM| 4.28)

XAT —M"BT  —rx ’ '
(AX +XA" —BM —M"B")sen(6) (AX —XA" —BM +M"B") cos(6) <0, 429

(~AX +XA" + BM —M"B") cos(0) (AX +XAT —BM —M"B")sen(9)|
0<0<m/2se 0<a<l, (4.30)
0<O0<m—arn/2se l<a<?2. (4.31)

Nesse caso, um ganho do controlador para o sistema (4.26) é:

K=Mx"1 (4.32)

Demonstragdo. Suponha a existéncia das solucdes X = X7 € R™" ¢ M € RP*". Dado que
M=KXeX=X",de(427):

AX +XAT — BKX — XK"BT +2yx <0, (4.33)
(A—BK)X +X (A—BK)" +2yx <0, (4.34)
que € a LMI (4.21) do Lema 4.1 aplicada ao sistema realimentado (4.26). De (4.28):

—rX AX — BKX
xAT —xkTBT —rX

—rX (A—BK)X

= <0, 4.35
X(A-BK)"  —rx (3:33)

que € a LMI (4.22) aplicada ao sistema realimentado (4.26). De (4.29):

(AX + XAT —BKX — XK"B")sen(6) (AX —XA" — BKX + XK' B")cos(0)

<0, 4.36
(—AX +XAT 4 BKX —XKT'B")cos(0) (AX +XAT —BKX — XK' B")sen(0) (%30

((A—BK)X+X (A—BK)")sen(6) ((A—BK)X —X (A—BK)")cos(6) 20, @37
(—(A—BK)X +X (A—BK)")cos(8) ((A—BK)X+X (A—BK)")sen(6) T
que € a LMI (4.23) aplicada ao sistema realimentado (4.26). L]

4.2 USO DE UMA MALHA EXTERNA

Um grau de liberdade adicional para o projeto € introduzido com o uso de uma malha
externa:
r(t) =v(t) +K(v(t) —y(1)) = (Iyxq + Kr)v(t) — Kry(2), (4.38)
com v(r) € R? a referéncia para o controlador e K, € R9*? uma matriz de ganho a ser ajustada.
De (4.2) e (4.38) e substituindo (4.9) para u(t):
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r(t) = (Igxq + Kr)v(t)
= Ugxq+Kr)v(t)

— KA (Cx(t) + Du(t)) = (Ipxq + Ke(t) — K:Cx(t) — K,Du(t), (4.39)
— K,Cx(t) — K, D(—Kox() + Kei(1) — Ko w1 () — Kyywa (1)), (4.40)

F(t) = (Iwg+ K )v(1) + Ko (DK, — C)x() — K, DK,E(t) + Ky DKoy w1 () + K DKoy wo (). (4.41)

A introducdo do ganho K, produz um deslocamento nas localiza¢des originais dos autova-
lores de malha fechada. Quanto maior o valor de K, maior € esse deslocamento. Logo, o valor
de K, a ser praticado depende do tipo de cluster de autovalores do sistema, visando manter a
estabilidade. De (4.14) e (4.41):

0,
P%x (A—BKy) —BK,, —-BK.,,  BK; x e
o (Iqxq+Kr)v+Kr(DKX7C)x
2%w (DK, —C) DK, — €lyxq DK, —DK, w1 ~
9 = 0 I el 0 =+ —K,DK\x + K; DKy, w + K;DK,, w»
wa gxn qxq —&lgxq gxn w2
0,
.@ai On><n 0n><q On><q (A 7LC) 55 4
Onxq
(A—BKy) —BK, —BK,, BK, X Onxg
. (DKy—C)+ K, (DK, —C) DK,y — &lyxq+ K:DK,,, DKy, + K,DK,,, —DK;—K,DK;| |w) n lyxq + Ky v (4.42)
Oq><n 1q><q _Squq 0q><n w2 Oq><q
Onxn Onxq 0n><q (A —LC) x Oan

Os autovalores da malha fechada sdo os autovalores de (A — LC) e (Ayy — BxwKyy ), em que:

A Onxq Onxq B
A= | ~Cllpeg+K) —€lgeg  Ogeg |+ Bow= |-Dlpq+ K|, waz[Kx Ko, KWJ. (4.43)
Ogxn Iyxg — —€lgxq Ogxp

Novamente, de (4.2) e (4.9), a equagdo de saida é:

y(t) = (C — DK,)x(t) + DK, &(t) — DKy, w1 (t) — DK,p,w> (2). (4.44)
4.3 ANALISE ROBUSTA

A robustez do projeto € avaliada por meio de simulacdes numéricas. Alteracdes paramé-
tricas sdo emuladas, resultando em novas matrizes A, B, C e D, com as mesmas dimensdes,

respectivamente, de A, B, C e D:
P%x(t) = Ax(t) + Bu(t), (4.45)
y(t) = Cx(t) + Du(t). (4.46)
Substituindo (4.9) para u(t) em (4.45):
PD%x(t) = (A — BK,)x(t) + BK,%(t) — BK,y,w1 (t) — BK,,,wa(1). (4.47)

Substituindo (4.4) para y(¢) e (4.46) para y(r) em (4.3):
D%%(t) = A%(t) + Bu(t) + L(Cx(t) + Du(t) — C£(t) — Du(t)), (4.48)
= (A—LO)R(t) + LCx(t) + [B+ L(D — D)]u(t). (4.49)
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Novamente, considere o erro da estimagdo de pseudo-estado:
x(t) = x(t) — x(¢). (4.50)

Aplicando 2% em (4.50) e definindo I' = B+ L(D — D), de (4.45), (4.49), (4.50) e substi-
tuindo (4.9) para u(t):

Substituindo (4.9) e (4.46) em (4.5):

@awl(l‘)

r(t) — Cx(t) — Du(t) — ew1 (1),
r(t) — Cx(t) + DKy (x(t) — %(t)) + DKy, w1 (1) + DK, wa (1) — ew; (2),
r(t) + (DK, — C)x(t) — DK% (t) + (DKyy, — €lyscqg)w1 (1) + DKypywa (1) (4.53)

Finalmente, em vista de (4.6), (4.47), (4.52) e (4.53), a equacao aumentada de pseudo-

estados torna-se:

D%x (A—BK,) —BK,, —BK,,, BK, X

(=)

nxq
_@Zwl _ (DKX - C) (DKw| - SIqu) DK,, —DK, wi n Iyxq r (4.54)
D%wn Oq><n Iq><q _81q><q Oq><n w2 0q><q
D5 ¢ —(E—F)le —(E—F)KWZ (A—LC)—}-(B—F)KX X Onxq

com ¢ = (A—LC) — (A—LC) — (B—T)K,. De (4.9) e (4.46), obtém-se a equagio de saida:
¥(t) = Cx(t) — DKx(x(t) — X(t)) — DKy, w1 (1) — DKy, w(t),

= (C — DK, )x(t) + DK,%(t) — DKy, w1 (t) — DK,,w3(1). (4.55)

De (4.38), (4.46) e substituindo (4.9) para u(t), obtém-se a equagio da malha externa:

r(t) = (Igxq + Kr)v(t) — Ko (Cx(t) + Du(t)) = (Ixq + K:)v(t) — K,Cx(t) — K,Du(t),
= (gxq+Kr)v(t) = KrCx(t) — K; D[ =K (x(1) = (1)) — Ky w1 (1) = Kip, w2 (1)),

r(t) = (Iyxq+ K )v(t) + K (DK, — C)x(t) — K, DK.E(t) + KpDKyy, w1 (1) + K, DK,y o (7). (4.56)
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De (4.54) e (4.56), a equacdo aumentada de pseudo-estados, incluindo a malha externa, é:

o (A—BKy) —BK,, —BK,, BK,
9% _ ~ _ X Onxq
o (DKX7C)+ DK,y — €lgxq+ _ _ _ _
D%w) _ - _ DK, + K;DK,, —DK, — K,DK, w1 Iyxg + Ky
= r x r w vit), .
D%,y K, (DK C) K,.DK,;, W + 0y (t) (4.57)
o 0ysxn Igxq —€lgxg Og>xn - -
9% - = = Onxq
(P _(B - F)le _(B - F)sz (A - LC) + (B - F)Kx

com ¢ = (A—LC) — (A—LC) — (B—T)K,. De (4.9) e (4.46), a equagio da nova saida é:

y(t) = (C — DK)x(t) + DK %(t) — DKy, w1 (t) — DKy, w1 (2). (4.58)

4.4 MODELO DO SISTEMA RESPIRATORIO HUMANO PARA APLICACAO DA ME-
TODOLOGIA

Como aplica¢do da metodologia proposta de controle de saida com observador de pseudo-
estado, € utilizado o andlogo elétrico do modelo vigente para o sistema respiratério humano,
sistema este que pode ser aproximado por uma estrutura simétrica e recursiva de 24 niveis ou
geragdes, da traquéia aos alvéolos. Considera-se que o fluxo de ar € igualmente dividido em

todas as bifurcacdes. Seja o esquemadtico:

Figura 9 - Arvore respiratdria

Tragqueta

Bronquiolos Al

Bronquiolos
Respiratirios s\ 18

Ductos X
Alveolares &
<,

3
N
w

Saculos Sk
Laf 3
Alveolares e

Fonte: adaptado de Ionescu et al. (2009).

As geracdes pulmonares 1 a 16 realizam o transporte gasoso e as geracdes 17 a 24 (abaixo
do pontilhado) realizam as trocas gasosas (WEIBEL, 2005). Nas subsecdes abaixo sdo apresen-
tadas alguns passos para a obten¢do do referido andlogo elétrico, considerando tanto a natureza
elastica (IONESCU; SEGERS; KEYSER, 2008) quanto viscoeldstica (IONESCU; KOSINSKI;
KEYSER, 2010) para a parede dos dutos respiratorios. Em Ionescu, Machado e Keyser (2011) é
realizada uma alterag@o nesse analogo: € utilizado o CPE (ELWAKIL, 2010; WESTERLUND;
EKSTAM, 1994), também conhecido como capacitor fraciondrio, ao invés do capacitor conven-
cional. Essa ultimo andlogo € aqui utilizado para a obten¢ao de um modelo de ordem fraciondria
em espaco de pseudo-estados. A utilizagdo do CPE na modelagem € apropriada porquanto a

natureza fraciondria do sistema respiratério humano decorre de sua estrutura recursiva e dicotd-
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mica do tipo fractal IONESCU et al., 2009; IONESCU; KEYSER, 2008; IONESCU; SEGERS;
KEYSER, 2008).

4.4.1 ANALOGO ELETRICO DA REDE PULMONAR

Conforme Ionescu, Kosiriski e Keyser (2010), o andlogo elétrico do sistema respiratorio
humano € uma linha de transmiss@o monoféasica. A analogia entre os parametros mecanicos e
elétricos sdo : tensdo elétrica v(x,t) e pressdo respiratoria p(x,t), corrente elétrica i(x,) e fluxo
de ar g(x,1), com x uma posi¢do arbitrdria no duto respiratério (linha de transmiss@o) e ¢ 0 ins-
tante de tempo. As dindmicas tensdo/corrente e pressao/fluxo sdo, pois, equivalentes. A Figura
10 mostra o modelo de um comprimento infinitesimal dx de linha de transmissdo monofésica,
em que os parametros, por unidade de comprimento, sdo: resisténcia ry,, que modela a dissipa-
cdo do fluxo de ar nas vias aéreas; capacitancia cy, que modela a conformidade de volume das
vias aéreas (capacidade de inflacdo/deflex@o); indutancia longitudinal I, que modela a inércia

do ar e a condutancia transversal g,, que modela as perdas viscosas.

Figura 10 - Linha de transmissao
ldx rdx

T

o— (1)1 |

ALY

[ ‘ o

Fonte: retirado de Ionescu, Kosiniski e Keyser (2010).

Das leis de Kirchhoff, obtém-se as equagdes diferenciais parciais de primeira ordem que

descrevem o comportamento das pressoes p(x,t) (tensdes) e fluxos g(x,t) (correntes):

dp(x,t) _, 9q(x,1)

ax - er('x’-?t) lx at 9 (459)
dg(x,1) _dp(x1)

ox gxp(xa t) Cx or (4.60)

Considerando s = j, essas equacdes sao a transformada inversa das seguintes equagdes

no dominio da frequéncia w:

8P(ax);(0) =-Z(0)0(x,0), Z(w)=(r+ jol), 4.61)
aQ(a); ) ()P o), Y(0)= (gt joc). (4.62)

Impedancias longitudinal e transversal sdo definidas, respectivamente:

Z(0) = Z(0) = (r+ jol), (4.63)
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1 1
Z(w)= ORI (4.64)

A impedancia caracteristica e a constante de propagacdo sao também definidas:
Zo=\/2)Z;, (4.65)
Y=V2/Z. (4.66)

As seguintes relagdes sdo depreendidas: Z; = yZy e Z; = Zy/y. Segue um resumo dos passos
para a obten¢do dos parametros ry, ¢y, Iy € g, do andlogo elétrico representado pela linha de
transmissao (duto respiratdrio), nos casos de modelos viscoeldstico e eldstico. Posteriormente

€ apresentado o andlogo elétrico que utiliza o CPE.

4.4.1.1 ANALOGO ELETRICO SEGUNDO O MODELO VISCOELASTICO

Ainda da teoria apresentada em lonescu, Kosinski e Keyser (2010), as impedancias trans-
versal Z;, longitudinal Z; e caracteristica Zy da linha de transmissdo monofésica apresentada na

Figura 10, por unidade de comprimento e em fun¢ao dos parametros aerodinamicos caracteris-

ticos, sao:
JOP_ - je P —jern-5) — _©P C Nk
Z = ~_e o= T /&) — ' (sen(10) + jcos(é10)), 467
Z = : (4.68)
o 2—ﬂR3|62(*1|;v%)2 ej(—‘PE*+%), '

- mR21-v3\ 20R /My ’

em que o € a frequéncia de um sinal de excitagdo senoidal aplicado ao sistema respiratdrio a
fim de analisar o fluxo de ar, p = 1,075[Kg/m’] é a densidade do ar de insufla¢io (considerado
Newtoniano), u = 1,8 x 107>[Kg/m.s] a constante de viscosidade do ar, vp = 0,45 é o coefici-
ente de Poisson, R é o raio interno do duto respiratério e & é a espessura da parede do duto; M
é o médulo e € a fase de:

Ji(A)

1— 2m, (4.70)

com A = j3/%2§ (com & = R\/wp /1 o parimetro de Womersley), Jo(.) e Ji(.) as fungdes de

Bessel do tipo 1, de grau 0 e 1, respectivamente. Além disso, |E*| é tal que:

E* = Eye+ jEinag = |[E*|e/ % (4.71)

E.,=E+ ncos(%)wa + Hcos( _gn)a)_ﬁ, (4.72)
or —PpT

Eimag = nsen(T)wa + Hsen(—; Yo P, (4.73)
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com E* o médulo de viscoelasticidade complexo, 1 o coeficiente de amortecimento, H < 0 o
parametro introduzido para modelar a relaxa¢do com variacao da tensdao sob deformacao cons-
tante, 0 < a, B < 1 as ordens fraciondrias do modelo de viscoelasticidade adotado e E 0 médulo

de elasticidade efetivo do tecido:
E =xE.+ (1 — x)E;, (4.74)

com K a fragdo de cartilagem, E, = 400[kPa] o médulo de elasticidade do tecido catilaginoso
(coldgeno) e E; = 60[kPa] o médulo de elasticidade do tecido macio (elastina). Os pardmetros
R, h e x de cada nivel ductil sdo encontrados na Tabela 1 de Ionescu, Kosiniski e Keyser (2010),
bem como seu comprimento L. Do parAmetro de Womersley tem-se 6 = R \/m = wp =

/,L52 /R2 e a expressdo (4.67) € reescrita como:

ud?

= TR Mg (sen(é10) + jcos(€10)). (4.75)

Z

De (4.63) e (4.75) a resisténcia da linha (duto) de comprimento L € estimada:

Ro—Lr,— 1 H% (410) (4.76)
=LI'y=L—————Sén . .
e X 7'L'R4M1() 10
De (4.63) e (4.67), a indutancia da linha (duto) de comprimento L é estimada:
p )
L.=Ll,=L —cos(€1p). 4.77
e X 71'R2M10 ( 10) ( )

De (4.64) e (4.68), a condutancia e capacitincia da linha (duto) de comprimento L sdo

estimadas, respectivamente:

sen(Qg), (4.78)

cos(Qg). (4.79)

Observacio 4.3. O comportamento entre a tensdo o (¢) e a deformacao £(7) de natureza visco-

eldstica da parede das vias aéreas € governado pela equagao inteira:

2
agy) :Eaggt) +n%8(r)+He(r), (4.80)

que corresponde a uma combina¢do dos modelos de Maxwell e Voigt aplicados a viscoelastici-

dade linear. Aplicando a transformada de Fourrier nessa equacao, obém-se:
EX — M
nt é‘ ( (O)

com 6(®) e €(w) a tensdo e deformagio, respectivamente, no dominio da frequéncia @. Essa

. H
:E+J(na)—5), (4.81)

*

equagdo implica numa dependéncia nio linear do médulo complexo de viscoelasticidade E;,,
com a frequéncia @. Segundo Ionescu, Kosinski e Keyser (2010), devido aos complexos fend-

menos nao lineares exibidos no parénquima pulmonar e sua natureza viscoeldstica intrinseca,
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¢ dificil relacionar as propriedades mecénicas dos pulmdes ao sistema diferencial de ordem
inteira, como o modelo misto de Maxwell-Voigt em (4.80). Em vista disso, é considerada a

seguinte versdo de ordem fraciondria de (4.80):

Po() ety 9% Pe(r)
5 = E g T HeE (D). (4.82)

Aplicando a integral de ordem 3 em ambos os lados:

o(t)=Ee(t)+n 9"elt) +Ha_ﬁg(t>

37 B (4.83)

Da transformada de Fourrier, obtém-se o mddulo de viscoelasticidade complexa j4 apre-

sentado em (4.71):
. 6(o)

Ha) ~ ET U@+ () H), (4.84)

com 6(w) e €(®) a tensdo e deformagdo no dominio da frequéncia @, respectivamente.

4.4.1.2 ANALOGO ELETRICO SEGUNDO O MODELO ELASTICO

Em Ionescu, Segers e Keyser (2008) os autores ndo consideram as propriedades viscoelds-
ticas das paredes das vias aéreas: € empregado o modelo puramente elédstico, em que a tensio e
a deformacio estdo relacionadas pela lei de Hooke o(t) = E€(t), com E o modulo de elastici-
dade efetivo j4 apresentado em (4.74). Nesse caso, as impedancias transversal Z;, longitudinal
Z; e caracteristica Zy da linha de transmissdo da Figura 10, por unidade de comprimento e em

funcdo dos pardmetros aerodindmicos caracteristicos, sio:

B T N s
Z; = e /80 — e JE0—7) — _(sen(10) + jcos(é10)), 485
Z = 1 4.86
= 2R3 w(1-v3) jz’ (4.86)
ER €7
1 Eh 1 £
: eI (4.87)

Zo =
O wR2 12\ 2R /a1y,

A nomeacao dos parametros € a mesma em relagao ao caso viscoeldstico. Do parametro de
Womersley § = R\/op /1L = op = 8?11/R? e a expressio (4.85) é reescrita como:

us? ) L
Z) = —— (sen(&10) + jcos(€10)). 4.88
I 7rR4M10( (€10) + jcos(€10)) (4.88)

De (4.63) e (4.88), a resisténcia da linha (duto) de comprimento L € estimada:

Iy —sen . 4.89
¢ 7L'R4M10 10
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De (4.63) e (4.85), a indutancia da linha (duto) de comprimento L é estimada:

— €10)- 4.90
o) (4.90)

De (4.64) e (4.86), a condutancia e capacitancia da linha sdo estimadas, respectivamente:

G,=Lg, =0, (4.91)
2R3 (1 — V3
Co=Lcy=L ](5 - 2) (4.92)

A Figura 11 é uma representa¢do do modelo eldstico, em que G, = 0. Para um experimento
em baixas frequéncias, a indutancia L, pode ser desprezada. Conforme a Figura 12, do célculo
da impedancia longitudinal e capacitancia equivalentes de cada nivel da arvore respiratoria,
obtém-se, respectivamente: Z,, = Z% /2" ' e C,, =2""1C:, m=1,2,---,24, em que * denota

o elemento elétrico de uma via aérea individual.

Figura 11 - Andlogo elétrico recursivo para a arvore respiratdria, com Z; = R,, + jL,,, i =1,---,24

Fonte: retirado de Ionescu et al. (2009).

Figura 12 - Andlogo elétrico recursivo para a arvore respiratéria no formato de uma rede do tipo ladder

z Z7/2 7422
Cof 2c*
1

[ .1
Fonte: retirado de Ionescu et al. (2009).

a2

T

4.4.2 ANALOGO ELETRICO COM O CPE

Em Ionescu, Machado e Keyser (2011), cada nivel m do andlogo elétrico de N = 24 niveis
¢ caracterizado por uma resisténcia como impedancia longitudinal, Z; = R,, m =1,2,--- N
(a indutancia foi negligenciada no experimento que envolve baixas frequéncias, sem introducao
de erros significativos) e por um CPE (ELWAKIL, 2010) como impedancia transversal, Z; =
Zcpg, = 1/(Cus®),m=1,2,--- |N,com a € (0,2) e Cy, a pseudo-capacitancia do CPE. Segue
a representacdo da rede ladder, agora com as tensodes (pressdes de ar) e correntes (fluxos de ar)

indicadas para cada nivel:
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Figura 13 - Rede RC do tipo ladder

Iy R, L R, b IN-1 R,
— — — —
1 1 - —L
u C,=lx C=Flx CyT | X

Fonte: préprio autor.

Novamente, a impedancia longitudinal e capacitancia equivalentes de cada nivel da drvore

respiratoria €, respectivamente:

R*
Ry = 2m—’fl (4.93)
Cn=2""'C, m=1,2,...,24, (4.94)

em que * denota o elemento elétrico de uma via aérea individual. Em Tonescu, Machado e

Keyser (2011), os valores de R}, e C,, seguem as expressoes recursivas:

R} = Ruya, 4.95)
Ci = Cuya,
{ '}“:2’4761? =1,2,...,13, (4.96)
m+1 — 0’577Cm7
| =2.334R"
LT = 14,15,...,23, (4.97)
% 1 =0,613CS,

com Rya e Cya a resisténcia e capacitancia, respectivamente, desde as vias aéreas superiores

(upper airway) até o nivel da traqueia.

4.43 ANALOGO ELETRICO COM O CPE, REPRESENTACAO EM ESPACO DE
PSEUDO-ESTADOS

Aplicando as leis de Kirchhoff nas varidveis indicadas na Figura 13, obtém-se as relacdes

tensdo-corrente subsequentes, em que 2% denota a derivada de order o € (0,2):

o — 1 i1—1Ip IN—2 —IN—1 N1
P, = . P = e, POy = NI ey = L 4.98
1T 2=, N Cn1 v (t) Cy (4.98)

o (u=x1) . (x1—x2) . (Xn—2—xN—1) . (xn—1 —xN)
frnd g = - = 499
io R i R , IN-2 Ro y IN—1 Ry (4.99)

Essas relacdes resultam no seguinte modelo em espaco de pseudo-estados:
2%x = Ax + Bu, (4.100)
]T

comx=[x; x» x3 --- xy_1 xy] o vetorde psedo-estados e as matrizes:
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A 0 % —ﬁ - R41C3 0 (U (4.101)
0 0 0 7RN—11CN—1 B RNCIN,l RNéN—l
0 0 0 RNlcN _RNICN_
B=[1/(RiC;) 0 0 --- 0 0]". (4.102)

A equacgdo da saida para a varidvel medida é:

y=ip= (u—x1)/Ry =Cx+Du, (4.103)
C=[-1/R; 0 0 --- 0 0], (4.104)
D =[1/Ry]. (4.105)

A entrada u(t) equivale a pressdo de entrada (em [kPa)) e a saida y(¢) equivale ao fluxo do
ar de insuflacdo (em [L/s]). Os seguintes valores serdo empregados nos exemplos apresentados

nesse capitulo (linha 1 da Tabela 1 de Ionescu, Machado e Keyser (2011):

Rya = 0,2834 [kPa-s/1], Cys =0,0950, o =1,55. (4.106)

4.5 RESULTADOS: CONTROLE DE SAIDA COM OBSERVADOR DE PSEUDO-ESTADOS
APLICADO A REDE PULMONAR

A derivada de Caputo (Apéndice A) € utilizada na simulagdo das respostas no tempo. A
referéncia adotada para o fluxo de ar da respiracdo humana € uma onda trapezoidal de altura
igual a 0, 1, base menor igual a 4 e inclinac¢des iguais a 0, 1, delineando ciclos de insuflagio de
0,5[L] em 6[s], como mostra a Figura 14a. Dos dados em (4.106), obtém-se as localiza¢des dos

autovalores de malha aberta (matriz A), como mostra a Figura 14b.

Figura 14 - Resultados introdutérios

0.1

- 057
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E 0 -~ 0Or e ° ° o oomm
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g 5
~ -0.5[ 0| o o cemm
-0.1 5
4L 0 1 2
0 10 20 30 -100 -50 0
t[s] Real {\(A)}
(a) Entrada trapezoidal (b) Autovalores da matriz A

Fonte: préprio autor.
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Ganhos K,,, e L sdo projetados a partir das LMIs do Teorema 4.2 com o foolbox YALMIP
(LOFBERG, 2004) e solver SeDuMi (STURM, 1999), usando os dados em (4.106), y = 0,
r=50,0=15°,e=0,0leK,=0:

K =[—1,5792  1,2219 —0,6368 0,1906 —0,0818  —0,0319 —0,0369 —0,0295 —0,0188 —0,0064
0,0050 0,0126  0,0142 0,0113  0,0083 0,0075  0,0097  0,0128  0,0157  0,0188  (4.107)

0,0222 0,0255  0,0286 0,0326 —0,7605 —0,0864],

L=[15,5769 —11,7978  4,5293 —1,9672 —0,0389  —0,3570 —0,2837 —0,2566 —0,2354
—0,2204  —0,2016 —0,1813 —0,1651 —0,1494  —0,1314 —0,1153 —0,1044 —0,0935 (4.108)
—0,0800  —0,0700 —0,0664 —0,0646 —0,0608 —0,0569].

A Figura 15a mostra os autovalores da matriz de malha fechada (a matriz A,, no eixo do

grafico denota a matriz de sistema de (4.42)). A Figura 15b mostra os resultados da simulacao.
Ganhos K, e L sdo projetados a partir do Teorema 4.2 para K, = 100 (os demais dados sdo

0S Mesmos):

Ko =[-1,5601 0,9638 —0,5349 0,1574 —0,0283 0,0033 —0,0001 0,0003 0,0004 0,0005
0,0005  0,0006 0,0006 0,0008 0,0010 0,0012 0,0015 0,0019 0,0024 0,0030 (4.109)

0,0036 0,004  0,0045 0,0047 —0,0329 —0,0142].
Note que a matriz L ndo depende de K, e seu valor estd em (4.108). A Figura 16a mostra
os autovalores de malha fechada. Uma comparac¢do com a Figura 15a revela que alguns auto-
valores foram ligeiramente deslocados para a esquerda. A Figura 16b mostra os resultados da

simulagdo. Com o novo valor de K, um rastreamento satisfatorio de v(¢) é obtido.

Figura 15 - Resultados sem a malha externa: K, =0
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(a) “e” sdo os autovalores; “-” (em verde) € o li- (b) “-” sdo as respostas e “- -” ¢ a referéncia v(t)

mite de D; “- -” é o limite de 0; “..” € o limite

de r e “-” € o limite de estabilidade

Fonte: préprio autor.
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Figura 16 - Resultados com a malha externa, ganho K, = 100
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Fonte: préprio autor.

A robustez do sistema de malha fechada € avaliada através de uma variacdo aleatéria de
Rya e Cya, utilizando uma distribui¢c@o probabilistica uniforme, a fim de emular incertezas no
procedimento de identificacdo ou mudancas nos parametros fisiolégicos reais. Essa variagcao é
realizada sobre a simulagdo anterior (que utiliza K, = 100). O controlador € mantido o mesmo
(com os ganhos Ky, e L em (4.109) e (4.108), respectivamente). Os autovalores de malha fe-
chada obtidos para varia¢des entre +£5% e entre +15% sdo mostrados nas Figuras 17a e 18a,
respectivamente (a matriz A, no eixo do grafico denota a matriz de sistema de (4.57): a matriz
de malha fechada que inclui as incertezas). Para este controlador com ganhos em (4.109) e
(4.108), note que alguns pares conjugados de autovalores sairam da regido de alocagdo, mas
todos permaneceram contidos na regido de estabilidade (delimitada por -.). A simula¢do com
esses dados contempla um caso limite de funcionamento. Com a utiliza¢do de outros valores
(maiores valores do raio r e do ganho K, por exemplo) obtém-se uma alocacgado regional melho-
rada. Os resultados de simulacao para essas variacdes entre +£5% e entre +15% s@o mostrados
nas Figuras 17b e 18b, respectivamente. Como pode ser visto, as mudangas paramétricas tem
algum efeito na resposta de malha fechada, mas o tempo de subida e o overshoot nao sao desvi-
ados significativamente daqueles obtidos no caso nominal. O ganho K, = 100 resulta, pois, em

um rastreamento satisfatério também no caso de incertezas nos parametros.
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Figura 17 - K, = 100 na malha externa, com variacdes de até +5% nos parametros Ry € Cya
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randomicas entre £5%, “o” para variacdo de riacdo de —5% e “- -” para variacio de +5%;
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Fonte: préprio autor.

Figura 18 - K, = 100 na malha externa, com variacdes de até +15% nos parametros Ry4 € Cya
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(a) Autovalores:“e” para os valores nominais, (b) “-” para valores nominais,-.” para quatro va-
“<gr, “p7, “A”, “V” para quatro variagdes riagdes randdmicas entre +15%, *“..” para vari-
randomicas entre £15%, “o” para variagio de acdo de —15% e ““- -” para variagdo de +15%;
—15% e “x” para variagdo de +15%; “-” (em “- -7 ¢ também a referéncia no quadro (1,1)

verde) € o limite de ® e “- -” € o limite de es-

tabilidade

Fonte: préprio autor.
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4.6 CONCLUSOES DO CAPITULO

Essa metodologia original desse capitulo consiste de um controlador cuja malha de reali-
mentacao estd implicita em um modelo de pseudo-estado, incorporando as acdes conjuntas das
seguintes estruturas: observador de pseudo-estados fraciondrio linear do tipo Luenberger, leaky
integrator e malha externa. Dada a estrutura aumentada da matriz de sistema obtida (resul-
tante de (4.14), (4.42), (4.54) e (4.57)), o projeto das matrizes de ganho € realizado em blocos
diagonais, obtendo-se uma estabiliza¢do adequada dos autovalores no dominio de estabilidade
definido para os sistemas fraciondrios. A alocacdo regional de autovalores em uma regido es-
pecifica © torna possivel inserir especificacdes sobre as respostas do sistema e € aqui realizada
através de condi¢oes em LMIs. A metodologia foi aplicada ao andlogo elétrico de um modelo
vigente em rede recursiva para o sistema respiratério humano e forneceu uma entrada de pres-
sdo capaz de gerar um fluxo de ar em uma perfil de tempo desejado, o que pode ser incluido
no projeto de um respirador mecanico. Além disso, € proposta uma sintese das incertezas do
modelo diretamente na estrutura aumentada, através da qual foi possivel concluir que o contro-
lador projetado na auséncia de incertezas provou ser robusto para variagdes considerdveis nos
parametros (respostas foram obtidas para variagdes de/entre 5% e de/entre +15%), mesmo

para um caso limite de anélise (valores restritivos r = 50 e 6 = 15).
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5 MODELO REDUZIDO PARA SISTEMAS DE ORDEM « € (0,2)

Esse capitulo propde um método de reducao da quantidade de pseudo-estados para sistemas
de ordem comensuravel @ € (0,2). A dimensdo da matriz de pseudo-estados do novo sistema
e a quantidade de saidas do sistema original sdo iguais. O método é fundamentado na solu¢@o
de um sistema linear obtido através da minimiza¢do de um erro adequado entre as funcdes de

transferéncia dos modelos original e reduzido.

5.1 CONCEITOS PRELIMINARES
Essa secdo apresenta e organiza os conceitos utilizados no desenvolvimento da proposta.

5.1.1 SISTEMAS DE ORDEM FRACIONARIA COMENSURAVEIS
Considere a defini¢ao:

Definiciio 5.1. E admitida a representacio em espaco de pseudo-estados para um sistema de

ordem comensurédvel & € (0,2), linear e invariante no tempo:
P%x(t) = Ax(t) + Bu(t), (5.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (5.2)

com x(¢) € R" o vetor de pseudo-estados, u(r) € R™ a entrada de controle, y(t) € R™ a saida
eAcRY" Be R, CeR»" De R"™ matrizes constantes. A matriz de transferéncia

entre u(t) e y(t), com s = j@, é:

H(jw)(nyxnu) :C<(jw)al(n><n) _A)ilB"i_D' (5.3)
5.1.2 FERRAMENTAS MATEMATICAS

A proposta utiliza as seguintes propriedades relacionadas ao tragco de uma matriz:

Propriedades 5.1. (PETERSEN; PEDERSEN, 2008) Para as matrizes A, B, C e X, de dimen-
sOes apropriadas, tem-se:

o tr(A+B) =tr(A) +1tr(B); (5.4)
o tr(A) =1r(AT); (5.5)
e 1r(ABC) =tr(BCA); (5.6)
d _ pT.
. d—er(XB) =B"; (5.7)
. itr(XBXT) =X(B" +B). (5.8)

dX
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Os conceitos fundamentais apresentados em sequéncia visam elucidar a ideia de minimiza-

cdo de custo via minimos quadrados:

Proposicao 5.1 (Regressao linear miltipla). Seja um registro de dados com N valores obser-

vados das varidveis x e y dado por: {x; = [x|, xp, -+ x,] € R¥,y; € R}, i=1,---,N. Aregressdo
linear multipla consiste na estimagdo dos parametros oy, 01, - - -, O; € R, tal que:
V1 L oxi;,  xg 00
y1 = 0p+X1,01+ -+ Xg, O,
2 I xi, o X o
Y2 = 00 +X1,01 + - + X, O, | =
) = : (5.9
YN Loxyy o Xy O
yN:GQ+X1N61+"‘+XkNGk, —— ~ ——
yERle X cRNx(k+1) ceRk+1)x1
que proporcionam o ajuste 6timo dos dados. Os pardmetros oy, ---, O sdo obtidos com a

minimizacdo da soma dos quadrados dos erros, S = e% € R, com erro ¢; = y; — 0p — x1,01 —

-+« —xi,0 € R. Assim, os pardmetros 0y, - - -, Oy resolvem o seguinte problema de otimizagao:
- 2 - 2
min{S(0y,01,---,0) } = mzn{z et = min{Z(y,- —0p—x1,01 — - —X,0r)"}. (5.10)
i=1 i=1

Com a nota¢@o matricial, pode-se reescrever:

min{S(c)} = min{e" e} = min{(y—Xo)" (y —Xo)}. (5.11)

O verdadeiro valor de o € desconhecido. Seja b o valor estimado de ¢ segundo a regressao

linear muiltipla. O valor de b para o qual S(b) € minimo € obtido de %S (b) =0:

d d
AL ~Xb) (y—Xb)} =0= %(yTy —y'Xb—-b"XTy+b"XTXb) = 0. (5.12)
d 1 d r d r T
De Petersen e Pedersen (2008): —m' x= —x m=me —x' Mx= (M +M" )x, logo:
dx dx dx
—2XTy4+2xTxb=0=XxTy=x"Xb, (5.13)
b=(xTx)"xTy. (5.14)

Esse resultado pode ser generalizado. Antes, considere a seguinte propriedade relacionada

ao traco matricial:

Propriedade 5.1. (LIANG, 2015) Para as matrizes B, Y e varidvel X de dimensdes apropriadas:

C;iBtr((Y—XB)T(Y —XB)) = —2X"Y +2X"XB. (5.15)

Proposicao 5.2 (Regressao linear miiltipla, generalizacdo). Seja um registro de dados com
N valores observados das varidveis x e y: {x; = [x1, x2, --- %] € R, yi = [y1, 2, -+ yv] €RVY,

i=1,---,N. A generalizacdo da regressdo linear multipla consiste na estimacdo da matriz
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o € REHDXN ta] que:
Y, Y2, YN I x1, x2;, -+ x| |O0, OG0, Oo; **+ Oy
R T I Tl | S et
Yin Yoy ot YNy I xiy Xy o Xky]| |Gk Oky Oky **° Oy
Y ERNXN 0 XeRN (k1) ) S

que proporciona o ajuste 6timo dos dados. A matriz o é obtida com a minimiza¢do da soma

dos tracos dos quadrados dos erros, S = rr(el ¢;) € R, com erro ¢; = y; — [l x]o € RV,

i=1,---,N. Assim, a matriz ¢ resolve o seguinte problema de otimizagao:
N N
min{S(o)} = min{Ztr(eiTe,-)} = mln{z tr((yi—|[1 xi]G)T(yi —[1 xi]o))}. (5.17)
i=1 i=1

Com a nota¢@o matricial pode-se reescrever:
min{S(c)} = min{tr((¥ —Xo)" (Y —Xo))}. (5.18)

O valor verdadeiro de ¢ € desconhecido. Seja B o valor estimado de ¢ segundo a regressao

d
linear miltipla. O valor de B para o qual S(B) é minimo € obtido de ﬁS (B) =0:

d
d—Btr((Y—XB)T(Y—XB)) =0. (5.19)
Da Propriedade 5.1:
—2xTy +2XTXB=0=B=(X"x)"'x7y, (5.20)

que é apenas a generalizaco de y € RY para ¥ € RNV,

Feitas essas consideracdes, segue o desenvolvimento do método de reducdo de modelos

fraciondrios lineares em espago de pseudo-estados com base em registros de dados.

5.2 MODELO REDUZIDO PARA SISTEMAS FRACIONARIOS COMENSURAVEIS
Considere a definicao:

Definicao 5.2 (Modelo reduzido). Tendo em vista (5.1) e (5.2), considere o novo sistema de

ordem comensurével § € (0,2):

(5.21)

PP x(1) = Ax(t) + Bu(r)
) = (5.22)

y(t) = x(1)

b
)
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com x(t) € R™ o vetor de pseudo-estados, u(z) € R™ a entrada de controle, y(z) € R™ a saida
p y

e as matrizes A € R ™ e B € R™*"_ A matriz de transferéncia entre u(¢) e y(t), com s = j,

é:

A

I:I(jw)(nyxnu) = ((]w)ﬁl(mxny) _AA)ilB‘

A metodologia € estabelecida com os seguintes teoremas:

(5.23)

Teorema 5.1. Seja o sistema de equacdes lineares, com W € Cb zeCbe solucdo O €

cha:
oW =Z.

O seguinte custo de minimos quadrados, associado ao sistema (5.24):
E=tr[(Z—OW)"(Z—W)],
€ minimizado por:
@=[(wz")' + Wz (ww*)T +ww*)~ L.
Demonstragdo. Aplicando a propriedade (5.4) em (5.25):
E =1tr(Z*Z) —tr(Z*OW) —tr(W* 0! Z) +tr(W*eT ew).
Da propriedade em (5.5):
E=tr(Z*Z) —tr(Z*®OW) —tr(Z' OW) +tr(W*0T ow).
Da propriedade em (5.6):

E =tr(Z*Z) —tr(OWZ*) — tr(OWZT) +- 1r(@WW*0T).

d
Aplicando o operador —:

d®

d d wod o d ot

CE=——tr(OWZ) — ——1r(OWZT) + ——1r(@OWW* O ).
= 5! T(OWZ) — —ctr(@WZ) -~ ir(@WW @)

Das propriedades em (5.7) e (5.8):

%E — Wz —(WZD)T +O((WWH)T +WW™).

d
A equacdo (5.25) € minimizada quando %E = O(cxa):

—(WZH)T = (WZ")T + O(WW*)T + WW*) = 0(0rq).-

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)
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Logo, a solu¢gdo ® que minimiza (5.25) é:

@=[(wz") + Wz (ww*)T +ww*)~L. (5.33)
d (cxa)
Note que E € R enquanto %E eR . [

Teorema 5.2. Uma reducao do sistema (5.1) e (5.2) ao formato (5.21) e (5.22) € obtida através

da solug@o ©® do sistema de equagdes lineares:

oW =Z, (5.34)

®— [A é} € R (), (5.35)

W= [H(jwl) o e e CmAm)x () (5.36)
I(nuxnu) I(nuxnu)

Z=|(jo)PH(j@) - (jon)PH(joy)| TP, (5.37)

com ; € @y, os pontos de menor e maior frequéncia da redugdo, respectivamente, € N o nimero

de pontos de frequéncia @ € [y, @y].

Demonstragdo. O sistema (5.1) e (5.2) se reduz ao formato (5.21) e (5.22) na banda de frequén-

cia [oy, wy] se:

A(jo)=H(jo), oc][o,o,]. (5.38)
Como H(jw) é conhecido:
. \B 171 4 ,
[(Jw) L(nyxny) —A} B=H(jo), (5.39)
()P Ly cny) — 4] H(jo) = B, (5.40)
AH(jo)+B = (jo)PH(jo), (5.41)
~ A1 |H(jo . _
4 8] [ y )] = (jo)PH(jo). (5.42)
—— I(nu><nu) 7{””_/
ny ) (")’+n14) (n)'+nu) Xny

Para N registros de H(j®), correspondentes a N valores de frequéncia @ € @, @] (em

escala linear ou logaritmica), obtém-se (5.34):

= [GePHG@) - GonPH(an)] . (543)

N

[A B} H(jo) -+ H(jon)
I(nuxnu) I(nuxnu)

-~

ZeCnyx (nuN)

ny X (ny+n ) ~~
OcRY y Ty We(c(nernu)x(nuN)
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5.3 APLICACAO AO MODELO DO SISTEMA RESPIRATORIO HUMANO

Como aplicag@o da metodologia proposta de reducdo da quantidade de varidveis de pseudo-
estado, € utilizado o andlogo elétrico do modelo vigente para o sistema respiratorio humano, ja
considerado nas Subsecdes 4.4.2 e 4.4.3. Essa reducdo utiliza o Teorema 5.2, com a solu¢@o
6tima fornecida pelo Teorema 5.1. A ordem do modelo reduzido é o valor de B € (0,2) que

minimiza o seguinte erro, no intervalo de frequéncia ® € [wy, wy):
Ey =1r([H(jo)—H(jo)'[A(jo) - H(jo)). (5.44)

Observacao 5.1. As simulagdes utilizam a derivada de Caputo, através do algoritmo de Adams-
Bashforth, descrito no Apéndice A, com passo & = 0,005. Quando o contrédrio ndo for menci-
onado, @; = 1071°[rad /s] e w, = 10[rad/s], com 100 pontos igualmente espacados em escala
logaritmica. As saidas adotadas para o modelo original sdo tensdes, de modo que a matriz D

em (5.2) € nula. Para plotar as correntes, sdo utilizadas as relacoes (4.98)-(4.99).

5.3.1 SISTEMA ORIGINAL DE ORDEM ¢ € (0, 1)

Em Ionescu, Machado e Keyser (2011) hd uma tabela com os dados experimentais de «,

Rya e Cya. Desta tabela, é empregado o conjunto de dados:

o =0,50, Rys=0,28, Cys=1,15. (5.45)

5.3.1.1 REDUCAO COM OS QUATRO PRIMEIROS PSEUDO-ESTADOS DO MODELO
PULMONAR

Para essa finalidade, a matriz C em (5.2) é:

1, sei=j=1,2,3,4.
. _ 5.46
(1.1) (4x24) {0, caso contrario. 040

A Figura 19 mostra logjo(Eg) em fungdo de f:

Figura 19 - Métrica de erro Ey

-
—_
o
N

0 0.5

Fonte: préprio autor.
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Logo, a ordem do modelo reduzido é = 0,27, obtida para um erro minimo Ey = 2,3483 x

10~* (visto a partir do vale, como nos casos subsequentes). As respostas H(jo) e H(j®) sdo:

Figura 20 - Respostas H(jo) a Hy(jo) e H;(jo) a Hy(jo)

0 0
-2
-4 B -10 _
o —|H(jw)| — |Ha(jw)]
- = =[Hi(jw)] - = =|Hy(jw)|
-20
10710 107 10° 10710 10’8 10°
wlrad/s] wlrad/s]
0 0
-10
~ _20 A~
-20 f|——|H3(jw)| — [Hy(jw)
- = =[H;(jw)] - = = [Hy(jw)]
-30 -40
10710 107 10° 10710 1078 10°
wlrad/s] wlrad/s]
Fonte: préprio autor.
As matrizes A e B do modelo reduzido sio:
1,1399 —2,6301 1,1395 —0,2323 0,5835
A 0,8822 0,0202 —1,0472 0,2201 o —0,0746
| —0,4017  1,5285 —0,9880 —0,2006 |~ | 0,0620
0,3810 —1,0957 2,2046 —1,4286 —0,0611

Seguem as respostas no tempo, para condicao inicial nula, dos modelos original e reduzido,

com a entrada na Figura 14a:

Figura 21 - Correntes io() a i3(¢)

io(t) i (t)
0.2 0.1
0 0
-0.2 -0.1
0 10 20 30 36 0 10 20 30 36
t[s] Rede reduzida t[s]
19 (t) = = =Rede original i3 (t)
0.05
0.02
0 0
-0.02
-0.05
0 10 20 30 36 0 10 20 30 36
tfs] tfs]

Fonte: préprio autor.



75
5.3.1.2 REDUCAO COM O PRIMEIRO PSEUDO-ESTADO DO MODELO PULMONAR

Para essa finalidade, a matriz C em (5.2) é:

o L sei=j=1, (5.47)
(0,7) (124) 0, caso contrario. ‘

A simulagdo utiliza @, = 107'°[rad /5], @y, = 100[rad/s] e 100 igualmente espacados em

escala logaritmica. A Figura 22 mostra log;o(Ey) em funcdo de f:

Figura 22 - Métrica de erro Ey

Fonte: préprio autor.

Logo, a ordem do modelo reduzido é B = 0,34, obtida para um erro minimo Ex = 0,0138.

As respostas H(jo) e H(j®) sio:
Figura 23 - Respostas H(jw) e H(jo)

0

10

— |H(jw)|
- = |H(jw)|

.15 . |

10710 10° 10°
wlrad/s]

Fonte: préprio autor.

As matrizes A e B do modelo reduzido so:

A=[-1,3941], B=1[1,3844].

Segue a resposta no tempo, para condi¢do inicial nula, dos modelos original e reduzido,

com a entrada na Figura 14a:
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Figura 24 - Correntes i(t)

’L(t) Rede reduzida
0.2 T T 11~ - ~Rede original

0.1

-0.1¢

-0.2

t[s]

Fonte: préprio autor.

5.3.2 SISTEMA ORIGINAL DE ORDEM « € (1,2)

O conjunto de dados de Ionescu, Machado e Keyser (2011) é empregado:

o =1,28, Rya=0,3080, Cyas =0,0915. (5.48)

5.3.2.1 REDUCAO COM 0OS QUATRO PRIMEIROS PSEUDO-ESTADOS DO MODELO
PULMONAR

Para essa finalidade, a matriz C em (5.2) é:
I, sei=j=1,2,3,4,
- = 5.49
(1:7) (4x24) {O, caso contrario. ( )
A Figura 25 mostra logo(Ey) em fungéo de f:

Figura 25 - Métrica de erro Ey

l()gw(EH)

Fonte: préprio autor.

Logo, a ordem do modelo reduzido é B = 0,69, obtida para um erro minimo Eg = 0.0014.

As respostas H(jo) e H(j®) sio:



Figura 26 - Respostas H(jo) a Hy(jo) e H(jo) a Hy(jo)

0 0
-2
2 A _4 §
— H1(jw)| — |Hy(jw)|
= = |[H(jw)| 6= = |Hs(jw)|
4
10710 10° 100 107 10° 10°
wlrad/s] wlrad/ s
0 0
N -10
—_— | (jw)] —_— ()|
10 f|= = [Hy(jw)l = = [Hi(jw)|
-20
107° 107° 10° 107° 107 10°
wlrad/s] wlrad/ s

Fonte: préprio autor.

As matrizes A e B do modelo reduzido so:

2,4598 —6,9948  2,2100 —0,2919 2,6183

_| 37758 —0,6050 —3.4598 07080 | | -0.4177
~3,1240  7,8716 —4,9935 —0,4527 |’

3,4030 —6,9949 10,2234 —5,8684 ~0,7625

0,6991

77

(5.50)

Seguem as respostas no tempo, para condi¢des iniciais nulas, dos modelos original e redu-

zido, com a entrada na Figura 14a:

Figura 27 - Correntes io(t) a i3(¢)
io(t) i (1)

0.05 0.05
0 0
-0.05 -0.05
0 10 20 30 36 0 10 20 30 36
t[s} Rede reduzida t[s]
ia (t) = = =Rede original is (t)
0.05 0.05
0 0
-0.05 -0.05
0 10 20 30 36 0 10 20 30 36
t[s] tfs]

Fonte: préprio autor.
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5.3.2.2 REDUCAO COM O PRIMEIRO PSEUDO-ESTADO DO MODELO PULMONAR

Para essa finalidade, a matriz C em (5.2) é:

c )L sei=j=1,
(1,7) (1x24) 0, caso contrdrio.

(5.51)

A simulagio utiliza @; = 10~ '[rad /s), @, = 1[rad /s] e 100 pontos equidistantes. A Figura

28 mostra logio(Ey) em fungdo de f:

Figura 28 - Métrica de erro Ey

Fonte: préprio autor.

0.5

Logo, a ordem do modelo reduzido é B = 0,72, obtida para um erro minimo Ey = 2.4946 x

107>, As respostas H(jw) e H(jo) sdo:

Figura 29 - Respostas H(jw) e H(jo)

0

0.2+

0.4+

06"
—|H;(jw)|
= = [H(jw)|

0.8

10710

Fonte: préprio autor.

107 10°
wlrad/s]

As matrizes A e B do modelo reduzido sdo:

A =[-6,2401], B=16,2399)].

(5.52)

Segue a resposta no tempo, para condi¢des iniciais nulas, dos modelos original e reduzido,

com a entrada na Figura 14a:
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Figura 30 - Correntes i(?)

Rede reduzida
- - -Rede original

0.04

0.02

-0.02

-0.04 1

-0.06

tfs]

Fonte: préprio autor.

54 CONCLUSOES DO CAPITULO

O método proposto € eficaz na obtengdo de modelos reduzidos de ordem 8 € (0,2). No
exemplo considerado do modelo pulmonar, o método foi eficaz até mesmo quando a saida do

sistema original € dnica.
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6 IDENTIFICACAO DE FUNCOES DE TRANSFERENCIA DE ORDEM
FRACIONARIA E CONDICOES INICIAIS NAO NULAS UTILIZANDO SINAIS
MODULADOS EXPONENCIALMENTE

A literatura contém trabalhos que documentam o amplo dominio de aplicacdes de siste-
mas de ordem fraciondria (SUN et al., 2018). A identificagdo é uma ferramenta fundamental
para essas aplicacdes. O presente capitulo estd relacionado a identificacio de modelos de or-
dem fraciondria através da utilizagcdo de sinais de entrada/saida modulados exponencialmente
(JACYNTHO et al., 2015; GALVAO et al., 2020). Esse conceito foi originalmente proposto em
Jacyntho et al. (2015), com o objetivo de identificar os parametros e expoentes fraciondrios de
funcdes de transferéncia através de medidas de resposta ao degrau. Uma generalizacdo que per-
mitiu a utilizagao de formas de onda de entradas arbitrarias foi mais tarde proposta em Galvao
et al. (2020). Ambos os trabalhos assumiam que o sistema estava inicialmente em repouso, o
que ndo pode ser o caso em experimentos de identificacdo reais. Esse capitulo estende, pois,
os resultados em Galvao et al. (2020) para o caso em que o sistema possui condicdes iniciais
ndo nulas. Esse caso foi também tratado em Lu et al. (2020), com uma metodologia baseada
em fungdes do tipo block pulse. No entanto, a abordagem aqui proposta tem um escopo mais
amplo de aplicagdes em relagdo a abordagem em Lu et al. (2020), pois lida com modelos que

apresentam derivadas na entrada e também permite a identificacdo dos expoentes fraciondrios.

6.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Considere as defini¢oes:

Definicio 6.1. (SALGADO, 2015; PODLUBNY, 1998) Sejam @ > 0, ng < @ < ng — 1 e y(t)
uma funco em definida em R, e diferencidvel até ordem n— 1 em¢ = 0". Se a transformada de
Laplace de y(t), denotada por L{y(t)} =Y (s), existe para s > ¢ € R, entdo, dado s > max{0,c},
a transformada de Laplace da derivada de Caputo de y(tr) (PODLUBNY, 1998) (Apéndice A),
denotada por .Z{°D%y(t)}, é expressa por:

ng—1

L{D%(0)} =5Y(s)— Y sy, 6.1)
k=0

Definicao 6.2. O sistema considerado nesse capitulo é governado pela seguinte equagado dife-
rencial fraciondria, segundo a derivada de Caputo, com um dado nimero de coeficientes reais

ai, -+, dp, by, by, -+, by, e expoentes reais 0 < o] < - < Oy, 0 < By < -+ - < By, com By, < Qi

i ai“D¥y(t) +y(t) = i bchﬁfu(t) + bou(t). (6.2)
i=1 =1
Aplicando a transformada de Laplace em 26.2), com U(s) = Z{u(t)} e Y(s) = Z{y(t)}
a transformada de Laplace dos sinais de entrada e saida, respectivamente, e condi¢des iniciais
YW (07), k=0, 1, -+, ng, —1eu(07) =0,1=0,1,--- ,ng, — 1, obtém-se:
Y(s)=G(s)U(s)+H(s), (6.3)
N(s) _ (bo+bisP 4+ bysPr) 6:4)
D(s)  (I+ais®+--+aps®)’ '

G(s) =
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Fls) _ Tiyaryty % y0o)
D(s)  (14+ajs® +---+a,s%)

com Y(s) e U(s) as transformadas de Laplace de y(t) e u(t), respectivamente. Considere uma

H(s) = (65)

nova parametrizac¢do para H (s), da forma:

H(s) = 28 (1+;§Z+ al:;,jfoz) ©6)
com f;, = a;y®(07). Segue que: )
Y(s) = G(s)U(s), (6.7)
G(s):( (s) g((j))l A(S)), 68)
G(s) = G(s) +U(s)"'H(s). (6.9)

Desse modo, o problema foi reformulado ao constituir-se na identificacio de um sistema
artificial com funco de transferéncia G(s) e condicdes iniciais nulas. O método de identificacio
proposto utiliza sinais auxiliares z(¢) e w(t) (dependentes de um pardmetro positivo o € R),
os quais s3o obtidos pelo procedimento de modulacdo exponencial mostrado na Fig. 31, de
maneira similar a abordagem em Galvao et al. (2020).

Figura 31 - Geragdo dos sinais utilizados no método proposto. As fungdes de transferéncia dos blocos
‘Sistema a ser identificado’, ‘Filtro 1” e ‘Filtro 2’ sdo, respectivamente, G(s), (0 +s)/s e
0 /s. Os circulos com os sinais + e x indicam pontos de multiplica¢do e adi¢do no dominio

do tempo, respectivamente. .# ' {H(s)} representa a transformada inversa de Laplace de
H(s)

i

t=0

Fonte: préprio autor.

O seguinte teorema fornece uma rela¢@o entre os valores finais lim z(¢) = zeo, lim w(t) = W,
—ro0 t—ro0

e os parametros de (6.4) e (6.6):

Teorema 6.1. Se ¢ > 0 € tal que os limites:

2o = limz(t), Weo = lim w(t), (6.10)

t—vo0 t—vo0

existem, entdo a seguinte identidade vale:

Zeo = WuG(0) + GH(0). (6.11)
Demonstragdo. O sinal auxiliar z(¢) na Figura 31 resulta da passagem do sinal y(¢)e™°' através
do filtro de fungdo de transferéncia (s + o) /s:

s+6 s+G

Z(s) =

L{y(t)e "} = Y(s+0). (6.12)
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Como Y (s) = G(s)U (s), segue que:

2(s) = % 6(5s+ 0)U (s + 0). 6.13)
S
Do Teorema do Valor Final:
2o = limsZ(s) = 6G(0)U (o). (6.14)
s—0

J& o sinal auxiliar w(z) resulta da passagem do sinal u(r)e™°" através do filtro de fungdo de

transferéncia o/s:
W(s) = %g{u(;)e—m} - %U(H o). (6.15)

Do Teorema do Valor Final:

Weo = limsW (s) = oU(0). (6.16)

s—0

Das expressoes (6.14) e (6.16):

A

Zoo = WeG(0). 6.17)

De (6.9):
Zw = WeoG(0) + U (0)H (0)). (6.18)

De (6.16), substituindo U(c) ™! = 6 /We:

Zoo = WeG(0) +0H(0). (6.19)

6.2 METODO DE IDENTIFICACAO PROPOSTO

De (6.4), (6.6), Teorema 6.1:

n naifl
2(@1 6 + -+, 0%) = Wb + b1 6P -+ byoPr) =Y Y fr0% TR = 2. (6.20)
i=1 k=0

Adotando g =2(n+m+ 1+ Zf’: \ng;) diferentes valores do pardmetro o = o; na Figura
31, obtém-se z;_, w;_, i = 1,2,---,g, como em Galvéo et al. (2020). Assim, o problema de

identificac@o pode ser reportado através da resolugdo do seguinte sistema de equagdes lineares:

AB =c+e, (6.21)
ZlmGlal ZlmGIa" —Ww1,, —WlmGIﬁl —Wlmﬁlﬁm
™ 22., O'Za" —wy, —wWp O'fl cee o —Wo 0'2[3’"

2.0,

o O _ B ... _ B
24 Og 24,04 " W, Wg4., O, W4, Og "
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—Glal _Gl(xl_na1+l —Glan _Gl()cn_na"+1
_620‘1 _G;Cl—ﬂal—H —Gzan _Gzanina”+l
, (6.22)
o o 7”(11“"’1 Q, Oy —Ng +1
_Gq _Gq _an _Gq n
T
9:[a1 @y b0 b fig e flg o fa oo fug| o (623)
T
c=—|z1(0) z22(0) - zg(=)| , (6.24)

g . . N . o~ 2,
com A € R7*2 e e o vetor de residuos associados a presenga de ruido nas medigdes. E adotada

a estimativa de minimos quadrados para o vetor paramétrico:
6=(ATA)'ATc. (6.25)

Seja é = A — ¢, de (6.25) obtém-se é = [A(ATA)~'AT — I, ]c. A soma dos quadrados dos

resfduos E = &7 é resulta em:

E=cTAATA)TATAATA) AT —2A4(ATA) AT 1,0 )c. (6.26)

O termo destacado € I;x4, logo (GALVAO et al., 2020):
E=c"[l g —AATA) 1A c. (6.27)

Observacao 6.1. Na auséncia de ruido (nesse caso e = 0, teoricamente), segue de (6.21) que
ATAO =ATc. Se A tem rank completo, entdo AT A éinvertivel, o que conduz a 6 = (ATA)_lATc.

Na presenca de ruido, essa € a solugdo para (6.21) no sentido dos minimos quadrados.

Com uma sequéncia de passos similares aos empregados em Galvao et al. (2020), segue o

procedimento adotado:

1) Encontrar o valor minimo de E x (o, B;), através de um procedimento de gridding ou
busca guiada, para o qual sdo identificado os expoentes ¢, i = 1,2,--- ,n,e B;, j=1,2,--- ,m.
E assumido que o; € (pi—1,pi), em que p; € {1,2,---,p;, .} sdo desconhecidos e p;, ., i =
1,2,---,n, sdo conhecidos. Note que p1,,. < P2, < Py JA que 0 < 0 < -++ < 0. Entéo,
para cada possivel combina¢do de todos os intervalos acima mencionados, quando utilizado
um procedimento de gridding, tem-se os parametros f;,, i = 1,2,---,n, k =0,1,---,p;—1e
entdo A pode ser obtida de (6.20) e (6.22) e ¢ de (6.24), com no, = p;, i = 1,2,--- ,n. Além
disso, para cada uma das referidas combinagdes, calcula-se 0 minimo E e seja E,;;; o minimo
desses minimos E. O valor E,,;, pode ser ndo unico, pois alguns desses testes sugeridos podem
corresponder a uma mesma identificagdo. Ademais, o gridding deve ser restrito a 3, < a,, a

fim de manter G(s) estritamente propria;

2) Calcular o vetor 6 em (6.25), com a matriz A e o vetor ¢ correspondentes aos expoentes
identificados, relacionados a E;,, a fim de identificar os coeficientes da planta a;, bj, € 0s

parametros f;,comk=1,2,--- ,ng, —1,i=1,2,---,ne j=12,--- ,m;
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3) Identificar as condicdes iniciais. Da Observacdo 6.1, (6.5) e (6.6), obtém-se a equagao:
fio =apy®(07) + ¢, (6.28)

com ¢;, o residuo associado ao erro da estimacdo de f;, e a; devido a presenga de ruidos de
medigdo, parak = 0,1, - ,ng,_1,i = 1,2,--- ,n. Para estimar as condi¢Oes iniciais y(k) (07),k

=0,1,---,nq, — 1, defina o conjunto:

:{Skg{laza”'a”}/"axk—lZk}- (629)

Seja {sx,,Sk,,--- ,n} o conjunto de todos os elementos distintos de Si. Entdo observe que,

da expressao (6.28), obtém-se o seguinte sistema linear:

AqyM(07) = fi+ &, (6.30)

Ag = lag, ag, - a]”, (6.31)

fio= s, Sog - Sul" (6.32)

&= [by, &y, én )7 (6.33)

Uma estimativa de minimos quadrados das condi¢des iniciais, parak = 0,1,--- ;ng, — 1, é:
$9(07) = (A Aq) A fi (6.34)

Observacao 6.2. Quando ¢é assumido que as condi¢des iniciais sdo nulas, o método proposto

nesse capitulo recai no método estabelecido em Galvao et al. (2020).

6.3 RESULTADOS

Os resultados apresentados sdo obtidos com o software MATLAB e o pacote computa-
cional FOTF, projetado para lidar com sistemas de ordem fraciondria (XUE, 2017, 2019). As
fungdes do pacote FOTF utilizadas para a simulagio de uma entrada geral u,(f) = CDﬁ "u(t)+

i b1°DB Yu(t) 4+ bou(t) e da equagdo diferencial com condigdes iniciais nao nulas (6.2) sdo
caputo9(.) e fode_caputo9(.), respectivamente. Foi adotado o valor p = 4 para o pardmetro de

precisdo das fun¢des mencionadas e o valor 4 = 0,005 para o passo das simulacdes.

Exemplo 6.1. A metodologia é aplicada para a seguinte funcao de transferéncia:
bo
G(s) = —— 6.35
(s) 1 + alsal Y ( )

coma; =5,bp=2,00=1,5y0")=1ey(0)=—1.

A entrada adotada é:

3
=Y sin(mt/(5(i+1))). (6.36)
i=1

A saida y(t) gerada é corrompida por ruido Gaussiano com media nula e desvio padrio de

0, 1. As Figuras 6.2a e 6.2b mostram os gréficos de u(t) e y(t), respectivamente, para um tempo



de simulag@o 7" = 200s. A escolha dos valores de o foi: o7 = 2In(100)/200 e 0; = 612(,‘71)’ i=

2,3,---,q, como recomendado em Galvao et al. (2020). Adotando nq, = 2 € seguindo a Etapa
1) do procedimento geral, com um passo de 0, 1 nas buscas bidimensionais, o valores minimos
de E nos intervalos a; € (0,1) e a; € (1,2) foram 0,0018 and 5,6549 x 10~ , respectivamente.
O minimo E = Eyi, = 5,6549 x 10~ foi obtido para o = 1,5, que corresponde ao valor real do
expoente da planta. A Figura 6.2¢ mostra o gréifico de logjoE X ¢, no intervalo correspondente
oy € (1,2), no qual E,, foi encontrado.

Figura 32 - Exemplo 6.1 (a) Sinal de entrada u(t) (b) Sinal de saida y(z), o grafico menor mostra a con-
di¢do inicial y(0™) (c) Erro E empregado na escolha de o

(a) Entrada u(t)

(c) logioE X oy

4
2
— //
0 ° L
2 3t ‘\\ ‘J“
0 100 200 |
i al |
(b) Safda y(t) , | |
10 | |
5t |
0 5 \|
0 |/
6 ‘v
-10 7 | | ‘
0 100 200 11 13 15 17 1.9
ts] o

Fonte: préprio autor.

De (6.25), o vetor ¢ estimado, conduzindo a seguinte fun¢ao de transferéncia identificada:
1,9988

Gia(s) = 1749986515
com condi¢des iniciais estimadas y(0~) = 0,9965 e y(0~) = —0,9992, conforme a Etapa 3)
do procedimento geral. A reprodutibilidade dos resultados € investigada repetindo a identifi-
cacdo 1000 vezes, cada uma dessas realizacdes com um ruido diferente, sob as mesmas condi-
coes e gridding da simulacdo prévia. A Tabela 2 apresenta os resultados de identificacdo para

oy € (1,2), bem como os resultados obtidos, sob as mesmas condigdes, ignorando a existén-

(6.37)

cia das condicdes iniciais, usando o método descrito em Galvao et al. (2020). Note que a ndo

observancia das condi¢des iniciais conduz a resultados de identificac@o incorretos.

Tabela 2 - Exemplo 6.1. ParAmetros estimados (média & desvio padrdo sobre 1000 realizacdes) pelo
método proposto e pelo método em Galvao et al. (2020)

Parametros Meétodo Proposto | Método em Galvio et al. (2020) | Valores reais
Q) 1,540 1,940 1,5

ai 4,9997 40,0148 6,30524+0,2614 5

bo 1,9998 +0,0045 0,53354+0,0031 2
y(07) 1,0002 40,0080 — 1
¥(07) —0,9998 +0,0042 — -1

Fonte: préprio autor.
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Exemplo 6.2. A metodologia € aplicada para a seguinte funcao de transferéncia:

bo + by sP
G(s)= 21—~ 6.38
(S) 1+01Sa1 ) ( )
coma; =5,bp=2,b1 =3, =1,5,,=0,9,y(07) =1ey0 ) =—1.
A entrada adotada é: 5
u(t) =Y sin(mt/(5(i+1))). (6.39)
i=1

A saida y(t) gerada é corrompida por ruido Gaussiano com media nula e desvio padrio de

0, 1. As Figuras 6.3a e 6.3b mostram os gréficos de u(t) e y(t), respectivamente, para um tempo

de simulagdo 7 = 200s. A escolha dos valores de ¢ foi: ¢ = 2In(100)/200 ¢ o; = 612<i_1),
i=2,3,---,q, como recomendado em Galvdo et al. (2020). Adotando ny, = 2 e seguindo a

Etapa 1) do procedimento geral, com um passo de 0,1 nas buscas bidimensionais, o valores
minimos E nos intervalos o € (0,1) e oy € (1,2) foram 3,4435 x 10~* and 1,5530 x 10710,
respectivamente. O minimo E = E,,;, = 1,5530 x 10719 foi obtido parac; = 1,5e B; =0,9,
que correspondem aos valores reais dos expoentes da planta. A Figura 6.2¢ mostra o gréifico de
log1oE % (04, B1), no intervalo correspondente o € (1,2), no qual E,, foi encontrado.

Figura 33 - Exemplo 6.2 (a) Sinal de entrada u(z) (b) Sinal de saida y(z), o grafico menor mostra a con-

dicdo inicial y(0™) (c) Erro E empregado na escolha de a; e B, o grafico menor mostra que
a funcdo de transferéncia foi mantida estritamente propria

(a) Entrada u(t) (c) lognE x a1 x

0 100 200

tﬁs] ,
0 (b) Saida y(t) . .

0 100 200
t[s]

Fonte: préprio autor.

De (6.25), o vetor 8 é estimado, conduzindo a seguinte funcdo de transferéncia identificada:

2,0013 4 3,01445%°
Gias) = =5 0175505 (6.40)

com condi¢des iniciais estimadas y(0~) = 0,9956 e y(0~) = —0,9987, conforme a Etapa 3)
do procedimento geral. A reprodutibilidade dos resultados € investigada repetindo a identifi-

cagao 1000 vezes, cada uma dessas realiza¢cdes com um ruido diferente, sob as mesmas condi-
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coes e gridding da simulacdo prévia. A Tabela 3 apresenta os resultados de identificacdo para
oy € (1,2), bem como os resultados obtidos, sob as mesmas condigdes, ignorando a existén-
cia das condicdes iniciais, usando o método descrito em Galvao et al. (2020). Note que a ndo

observancia das condi¢des iniciais conduz a resultados de identificag@o incorretos.

Tabela 3 - Exemplo 6.2. Parametros estimados (média + desvio padrdo sobre 1000 realizacdes) pelo
método proposto e pelo método em Galvao et al. (2020)

Meétodo Proposto | Método em Galvio et al. (2020) | Valores reais

g 1,5+0 1,1000£0 1,5
B1 0,9017 40,0468 1,0000£+0 0,9
ai 4,99724+0,0751 —3,8818 £0,0993 5
bo 2,0008 £0,0576 0,8603 +0,0065 2
by 3,0130£0,1055 —2,9306£0,0500 3
y(07) 1,0001 +£0,0118 - 1
¥(07) | —1,0024+£0,0361 — -1

Fonte: préprio autor.

Exemplo 6.3. A metodologia € aplicada a seguinte fun¢do de transferéncia:

1 +aps® 4 axs®’

G(s) (6.41)

coma;=1,a=5,bg=2,b1 =3,01 =0,5, p = 1,9,y(0_) =1 ey(O_) =—1.

Sob as mesmas condi¢des do Exemplo 6.2 e agora considerando que as ordens a; = 0,5 e

o = 1,9 sdo conhecidas, a seguinte fun¢ao de transferéncia € identificada:

B 2,0073
"~ 141,007559%5 4+5,0077s!9’

Gia(s) (6.42)

com condig¢des iniciais estimadas y(0™) = 0,9942 ¢ y(0~) = —0,9939.

6.4 CONCLUSOES DO CAPITULO

Esse capitulo estende a metodologia de Galvao et al. (2020) para sistemas de ordem fra-
ciondria com condig¢des inciais ndo nulas, descritos pela derivada de Caputo. A generalizacdo
foi realizada através de uma representacio equivalente para a planta com condic¢des iniciais nao
nulas, que consiste de um sistema artificial com condicdes iniciais nulas. Novas ideias estdo sob
investigacao a fim de obter um tratamento mais sistematico das poténcias em ‘c’ que aparecem
no contexto do método. O resultado de 1000 realizacdes mostrou valores satisfatérios de média
e desvio padrdo. As vantagens desse método em relacdo ao apresentado em Lu et al. (2020) sao
as seguintes: a aplicacdo estruturada ao caso em que o modelo matemético da planta apresenta

derivadas na entrada e a identificacdo dos expoentes fraciondrios da fun¢do de transferéncia.
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7 CONCLUSOES

Essa tese compila quatro critérios para andlise de estabilidade por realimentacdo de pseudo-
estados de sistemas de ordem « € (0,2), via LMIs. Um dos critérios mais utilizados na literatura
para as propostas de sintese de controle é aquele que se baseia no conceito de regides LMIs ge-
neralizadas, aplicado a sistemas de ordem o € (0,1). Utilizando esse critério, uma proposta
para o controle via realimenta¢do a-derivativa de sistemas de ordem o € (0, 1) encontra-se no
Teorema 3.3. Além disso, o Teorema 3.5 traz a proposta para o controle via realimentacao
o-derivativa agora aplicada a sistemas de ordem « € (1,2). No Capitulo 4 é proposta uma
metodologia de controle de saida que inclui um observador de pseudo-estados do tipo Luenber-
ger, leaky integrators e uma malha externa, cuja eficicia € demonstrada através da aplicagcao
ao modelo do sistema respiratério humano, em que é fornecida uma pressao de ar capaz de
gerar um perfil desejado de vazdo de ar, o que pode pode ser integrado ao projeto de um res-
pirador mecanico. Além disso, através de uma abordagem em que as matrizes incertas sao
consideradas diretamente em uma matriz aumentada, o ganho do controlador demonstrou ser
robusto diante de variacOes considerdveis nos parametros. O modelo do sistema respiratorio
humano também demonstra, no Capitulo 5, a eficdcia da metodologia proposta de reducdo da
quantidade de varidveis de pseudo-estados de sistemas de ordem a € (0,2). Por fim, o Capi-
tulo 6 propde um método de identificacdo de fungdes de transferéncia de ordens fraciondrias
0>o0q >0 >--- > oy, com condicdes iniciais ndo nulas, utilizando sinais modulados expo-
nencialmente e formas de onda de entrada arbitrarias, como extensdo dos resultados aplicados
ao caso em que o sistema estd inicialmente em repouso, estabelecidos em Galvao et al. (2020).

A eficicia da identificag@o € demonstrada com exemplos numéricos de funcdes de transferéncia.

7.1 CONTRIBUICOES

Apresentacao e contextualizacao dos resultados fundamentais no &mbito da anélise e sin-

tese de sistemas de ordem fraciondria através de LMIs;

* Teoremas 3.3 e 3.5 para a estabilizagdo a-derivativa de sistemas de ordem o € (0,1) e

o € (1,2), respectivamente;

Capitulo 4: metodologia de controle de saida, com andlise de robustez;

Capitulo 5: metodologia de reducdo da quantidade de varidveis de pseudo-estados;

Capitulo 6: identificacdo de fungdes de transferéncia de ordens fraciondrias, com condi-

¢Oes iniciais ndo nulas.
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APENDICE A: SOLUCAO NUMERICA DA EQUACAO INTEGRAL DE VOLTERRA -
METODO DE ADAMS-BASHFORTH FRACIONARIO

Considere as defini¢oes:

Definicdo 7.1. (PODLUBNY, 1998; SALGADO, 2015) Sejam o € R’ e x(¢) uma fungdo
definida em [a,b]. O operador definido por:

1%(1) = — | / (1= 1) x(1)dr. (7.1)

(@)

para a <t < b é chamado operador integral de ordem o de Riemann-Liouville, nos casos em

que a integral converge, com I'(.) a fungdo Gama de Euler. Para @ = 0 é definido I°x(r) = x(¢).

Definicio 7.2. (PODLUBNY, 1998; SALGADO, 2015) Sejam ¢ € R, n—1 < a < n e x(t)
di’l
tal que ﬁx(t) € Li[a,b]. O operador definido por:

Dox(r) = 1" (d" (t)) | (7.2)

drm”

é chamado operador derivada de ordem o de Caputo, com I~

a integral de Riemann-Liouville

de ordem n — «.

Considere o problema de valor inicial de ordem nao inteira (PVINI), segundo a derivada de

Caputo:
‘D%x(t) = F(t,x(1)),
d®x(t) ®) (7.3)
dr®) | =xy,k=0,---,n—1,
coma>0,n=[ale x(()k) os vetores das condicdes iniciais, k = 0,1,--- ,n— 1. Se F(t,x(t))

¢ continua em ¢ e Lipschitz com respeito a x(¢), com uma constante Lipschitz L num conjunto
adequado G, entdo o problema de valor inicial determina uma solugdo tinica em um intervalo
[0,D]. Da integral de ordem ¢« sobre o sistema (7.3), obtém-se a conhecida equacdo integral de

Volterra:

w0 =Y it /0 (= )% F (2, x())dx, 7.4)

k=0
utilizada na implementagao numérica da solucdo do sistema Caputo, através do algoritmo de

Adams-Bashforth. O método de Adams-Bashforth fraciondrio foi primeiramente formulado por
Diethelm, Ford e Freed (2002, 2004) e é uma discretiza¢do do tipo uniforme da equagdo de

Volterra com nimero de pontos igual a N + 1, tempo de simulacdo 7', passo de integracao
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h = T /N, malha uniforme ft, = nh, (n = 0,1, ---, N) e estimativa da resposta sob o passo

de integragdo h denotada por xj, (f,+1). O método calcula xy, (f,,1) através de uma quadratura

trapezoidal, gerando uma discretizagdo implicita em x, (¢,41 ). Uma estimativa inicial, o preditor

Xy (tn41), € calculada através de uma quadratura retangular. Com o valor de x] (f,+1) ¢ entdo

estimada a resposta xj, (¢,41) na equagdo implicita, a cada passo de integragdo. O algoritmo

consiste na implementacao das equagdes:

[a]-1 tk-‘r] ) he ho n
_ n p . , .
X (tn41) = k;) o +mF(fn+1,xh (fn+1))Jij;)amHF(fpxh(h)),
[(X“—] tk+1 (k) 1 n
P(thr) = g —— Y b1 F(t,xn(t;
xh(nJrl) ,;) k! X0 +F((X)j;0 Jin+1 (J’xh(J))’
n* N —(n—a)(n+1)* se j=0,
ajnt1 = (n—j+2) "+ (=) —2(n—j+ D se 1<j<n,
1 se j=n+1,

biny1 = (h*/a) [(n+1—j)% = (n—j)*].

(7.5)

Um estudo detalhado acerca deste método é encontrado em (DIETHELM; FORD; FREED,

2002; LI; TAO, 2009).



