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Onde vocé vé um obstdculo,
alguém vé o término da viagem

e o outro vé uma chance de crescer.

Onde vocé vé um motivo pra se irritar,
alguém vé a tragédia total

e 0 outro vé uma Prova Para Sua Paciéncia.

Onde vocé vé a morte,
alguém vé o fim

e o outro vé o comego de uwma nova etapa...

Onde voce vé a fortuna,
alguém vé a riqueza material,

e o outro pode encontrar por tras de tudo, a dor e a miséria total.

Onde vocé vé a teimosia,

alguém vé a ignorancia,

um outro compreende as limitacoes do companheiro,
percebendo que cada qual caminha em seu proprio passo.
E que € inutil querer apressar o passo do outro,

a nao ser que ele deseje isso.

Cada qual vé o que quer, pode ou conseque enxergar.
Porque eu sou do tamanho do que vejo.

FE nao do tamanho da minha altura.

Fernando Pessoa.
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Resumo

Nesta dissertacao consideramos o mapa logistic-like com parametro de controle perturbado
por uma pequena funcao periédica. Fazendo uma escolha apropriada de alguns parametros
podemos recuperar mapeamentos diferentes conhecidos na literatura. Propomos construir
numericamente o diagrama de érbitas para analisar o comportamento dinamico do sistema.
Mostramos que considerando pequenas perturbagoes novos atratores podem aparecer no
diagrama de érbitas de acordo com a escolha das condigoes iniciais, de modo que o
comportamento do sistema passou a apresentar descontinuidade associadas a mudanca de bacia
de atracao. Notamos que essas mudancas ocorrem quando as condicoes iniciais sao atraidas
para um novo atrator a medida que o parametro R se aproxima de um valor critico R.. Assim
caracterizamos o transiente por uma lei de poténcia definida como 7 = |R. — R|75, onde 9 é
o expoente do transiente. Determinamos o expoente de transiente para valores diferentes dos
parametros de controle. Avangamos nossos estudos na investigacao da convergencia de érbitas
para os pontos de equilibrio proximo a bifurcacao transcritica. Utilizamos o formalismo de leis
de escala descrito por uma funcao homogénea generalizada. Encontramos os expoentes criticos

analitica e numericamente para determinar a classe de universalidade da bifurcacao.

Palavras Chave: Mapa logistic-like perturbado, Transientes, Leis de escala.



Abstract

In this dissertation we consider the logistic-like map with control parameter perturbed by
a small periodic function. Making the appropriate choice of some of the parameters we can
recover different mappings well known in the literature. We built to numerically construct the
orbits diagram to analyse the dynamical behavior of the system. We show that considering
small perturbations a new attractor may surge in the orbits diagram according to the choice
of the initial conditions, so that the behavior of the system shows a discontinuity associated
with the change of basins of attraction. We note that these changes occur when the initial
conditions are attracted to a new attractor as the parameter R approaches a critical value Rc.
We characterize the transient by a power law defined as 7 = | R, — R]_(S, where 0 is the transient
exponent. We determine the transient exponent for different values of the control parameter.
We advance our studies to the investigation of the convergence of the orbits to the equilibria
points close to a transcritical bifurcation. We use the scaling laws formalism described by a
generalized homogeneous function. We find the critical exponents analytically and numerically

to determine the universality of the bifurcation.

Key Words: Logistic-like map perturbed, Transients, Scaling laws.
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CAPITULO

Introducao

O objetivo da ciéncia é encontrar leis deterministas e imutaveis que possam governar
a realidade. Fazendo uso destas leis, torna-se possivel prever a evolugao de um determinado
sistema real, extrapolando as fungoes e as regras matematicas das mesmas a partir de valores
iniciais 1], 2]. Assim, temos os chamados sistemas dindmicos, os quais podem ser caracterizados
pela previsibilidade do comportamento do sistema [3] 4.

Nas ultimas décadas o estudo sobre sistemas dinamicos nao lineares tem se tornado
um tema de grande repercussao no meio cientifico [B, [0, [7, 8. Muitas pesquisas estao
sendo desenvolvidas para tratar de sistemas dinamicos regidos por modelos matematicos
simples. Embora simples estes modelos podem apresentar um comportamento complexo e
muito interessante. De acordo com Savi [9] existem, matematicamente, dois tipos de modelos
dinamicos: equacoes diferenciais, que sao continuos no tempo e no espaco, e mapas, que
descrevem a evolucao no tempo de um sistema em passos discretos expressando seu estado
como uma funcao do instante anterior. Desta forma, um mapa é um sistema dinamico discreto
e uma de suas principais caracteristicas é auxiliar na analise de sistemas descritos por equacoes
diferenciais.

Um dos motivos que impulsionou o estudo sobre sistemas dinamicos, ¢ o fato de que
esses modelos podem ser usados para modelar e fazer previsoes de modelos fisicos, bioldgicos,
financeiros, dentre tantas outras dreas da ciéncia [10, [I1]. Estes sistemas sao descritos por leis

matematicas, de modo que muitos desses sistemas podem apresentar comportamento caodtico,
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ou seja, irregular, caracterizada pela imprevisibilidade e por possuir sensibilidade as condigoes
iniciais, o que pode provocar no sistema alteracoes devidas a pequenas perturbacoes também
chamado de parametro do sistema |9, [12, [13].

Mesmo sendo um tema que vem se lapidando nas tultimas décadas, este
comportamento no qual chamamos cadtico ja tinha sido identificado no fim do século X 71X
pelo matemaético francés Poincaré, onde ele estudava o famoso problema de trés corpos [14] [15].
Poincaré mostrou que a evolucao do sistema apresentava sensibilidade as condicoes iniciais, de
modo que uma pequena mudanga na posicao inicial do corpo levaria a uma mudanca radical em
seu estado final. Apesar de que as ideias sobre sensibilidade as condigoes iniciais tenham sido
apresentadas por Poincaré naquela época, somente com a criacao e o avanco dos computadores
voltou a ser observado em 1963 pelo meteorologista americano Edward Lorenz [9, 16, 17]. Em
seus estudos sobre problemas atmosféricos, Lorenz deparou com a sensivel depéndencia nas
condigoes iniciais. Utilizando equacoes diferenciais com o intuito de modelar a evolugao do
tempo, Lorenz percebeu, ao fazer simulacoes, que pequenas perturbacoes nas condicoes iniciais
afetaria a evolucao do sistema. Este fenomeno da sensibilidade as condicoes iniciais fez com que
surgisse a seguinte frase: “O bater das asas de uma borboleta no Brasil pode causar um tornado
no Texas”, esta frase tornou-se famosa e ficou conhecido como efeito borboleta [18, [19].

A partir da década de 60, tendo como pioneiro o americano Lorenz a teoria do caos,
na qual buscamos estudar sistemas dinamicos nao lineares, ou seja, sistemas que apresentam
sensibilidades as condigoes iniciais, vem cada vez mais sendo objeto de intimeras pesquisas.
Um dos grandes motivos que impulsionou pesquisadores a estudarem estes sistemas, é o fato de
que modelos descritos por leis matematicas, aparentemente bastante simples, podem apresentar
comportamentos totalmente complexos [18].

Geralmente os mapas sao mais simples de serem analisados do que as equagoes
diferenciais. Nomeamos mapa um sistema dinamico que evolui no tempo de maneira discreta.

Um mapa pode ser descrito da seguinte maneira

Tnt1 = f(zn), (1.1)

de modo que f é uma funcao nao linear de x e n representa os passos discretos no tempo.
Uma oOrbita pode ser interpretada como sendo uma sequéncia de pontos gerada pelas sucessivas

iteradas da equacao de um mapa a partir de uma dada condigao inicial xy, ou seja, essa sequéncia
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pode ser formada pelos pontos do mapa (1.1) da seguinte forma o, 1 = f(x¢), z2 = f(x1),....

.Assim podemos denotar uma érbita como sendo a sequéncia cronoldgica de valores:

X0, L1, L, T3, eeey Ty (1.2)

Os primeiros pontos de uma oérbita caracterizam o seu comportamento. Este
comportamento inicial é chamado de transiente. Uma érbita geralmente necessita de uma
quantidade grande de iteracoes para que possa ser atraida para o atrator. Como normalmente
estamos interessados no comportamento assintotico da dinamica do mapa, este transiente é
descartado para uma posterior andlise da orbita [20]. Denomina-se atrator, um conjunto de
pontos para o qual, quando evoluimos o sistema as érbitas convergem para ele. Se a dérbita
nao diverge, ela é atraida por um atrator A, de tal modo que o atrator possa ser periddico ou
cadtico, de acordo com Monteiro [I6]. Sendo assim, o que chamamos de bacia de atragao, é um
conjunto de condigoes iniciais que ao longo do tempo convergem para o atrator.

Uma mapa normalmente depende de um ou mais coeficientes, chamado de parametro
de controle. A medida que os parametros de controle sdo variados, eles descrevem o que
chamamos de diagrama de 6rbitas. Toda vez que ha uma mudanca qualitativa no diagrama
de 6rbitas tém-se uma bifurcacao [2I]. O termo Bifurcagao foi introduzido no ano de 1885 por
Poincaré [16]. Um exemplo de um modelo descrito por uma equagao simples, mas que apresenta
grande complexidade é o mapa logistico, que esta relacionado com o crescimento populacional
de insetos, peixes, dentre outros. O mapa logistico, foi introduzido pelo bidlogo Robert May
no ano de 1976. Este modelo avalia a populacao em um ano z,,; a partir do ano anterior
xy, [A B, O, 11, 16]. A ideia deste modelo consiste em imaginarmos que, a cada primavera, os
insetos botam ovos. Assim os insetos nascem, comem, crescem, amadurecem, botam ovos e
depois morrem. A nao linearidade apresentada no estudo de Robert May prevé que, conforme
a populacao se torna muito grande, os insetos irao exaurir seus alimentos fazendo com que
provocasse a morte de alguns deles antes de atingir a maturidade necessaria para colocar ovos.
Desta maneira, o nimero de ovos iria se reduzir, de modo que o crescimento da espécie seria
reduzido [16]. Este é um modelo para nos depararmos com caracteristicas cadticas, dentre os
quais podemos citar, regularidade e rotas para o caos.

Para melhor compreender o que sera tratado nesta dissertacao, sera apresentada

uma descricao de como foi dado a estruturacao da mesma.
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No segundo Capitulo serao abordadas algumas propriedades dinamicas de mapas
unidimensionais tais como: conceito de ponto fixo, andlise de estabilidade e as classificagoes
dos pontos fixos, o conceito de Expoente de Lyapunov, o qual é amplamente utilizado para
indicar quais as regioes periddicas e quais as regioes caoticas apresentadas no sistema.

No terceiro Capitulo vamos aplicar tais conceitos no mapeamento logistico, a equagao
que descreve este modelo é: z,.1 = Rz,(1 — x,), onde R é o parametro de controle.

No quarto Capitulo apresentaremos o mapa logistic-like, que é uma generalizagao do
mapa logistico convencional. A expressao que rege este mapa é dado por: z, 11 = Rz, (1 —x)),
onde R e v sao parametros de controle.

No quinto Capitulo vamos trabalhar com o mapa logistic-like perturbado dado
pela seguinte equagao: x,11 = R(1 + ecosnm)z,(l — z)), de modo que R e 7 sdo
parametros de controle e € é o parametro que controla a amplitude da perturbacao no sistema.
Conseguimos perceber que a perturbacao inserida afetou a dinamica do sistema, apresentando
descontinuidades associadas a mudanca de bacia de atragao. Estas mudancas ocorrem quando
as condicoes iniciais sao atraidas para um novo atrator a medida que o parametro de controle
R se aproxima de um valor critico Rf] com isso podemos supor que o tempo de transiente
na qual esta relacionada com o niimero de iteracoes gasto até haver a mudanca de uma bacia
para a outra pode ser caracterizado por uma lei de poténcia definida como: 7 = %, onde
d é o expoente de transiente [22]. O nosso objetivo é investigar se para valores diferentes dos
parametros 7y e € se os valores de § permanecerao os mesmos ou serao afetado conforme variamos
os parametros de controle. Neste Capitulo faremos também uso do formalismo de escala para
estudar o decaimento de érbitas para o ponto fixo x* = 0 considerando a bifurcacao transcritica.

No sexto Capitulo apresentamos os comentdrios finais sobre a realizacao da

dissertacao e as perspectivas para um trabalho futuro.

*O termo R, esta relacionado ao parametro critico onde acontece a mudanga entre uma bacia de atragao e
bacia, o indice ¢ é para identificar o parametro como sendo um parametro critico.



CAPITULO

Propriedades dinamicas de mapas

unidimensionais

Neste Capitulo sera feita uma abordagem sobre algumas propriedades dinamicas de
mapas unidimensionais, dentre os quais, o conceito de ponto fixo, andlise de estabilidade e os

expoentes de Lyapunov.

2.1 Pontos fixos

Considere o mapa unidimensional definido na equagao (1.1) escrito da seguinte forma,

Tpy1 = f(xn)a

tal que f(z,) é uma fungao nao linear de sua variavel.
Para obtermos os pontos fixos podemos utilizar o seguinte método [23]. Dado zg

iteramos f(z¢) e encontramos um novo valor x; = f(x¢), tendo x;, basta iterar novamente f(z;)

18



2.1 Pontos fixos 19

e encontrar xs = f(x1) e assim sucessivamente. Esquematicamente este método é descrito como:

—

ry = Zo),

r3 = f
Ty = f

x2),

(o)
ry = f(z1),
(2)
(23),

Tor1 = flzn). (2.1)

Dizemos que z* é um ponto fixo da equagdo z,+1 = f(z,) se

= f(x"). (2.2)
2.2 Analise de estabilidade para mapas unidimensionais

Na secao 2.1 mostramos a definicao de pontos fixos. No entanto os pontos fixos
podem apresentar caracteristicas distintas. Para tal estudo faremos uma anélise de estabilidade.
Para investigar a estabilidade de x* deve-se verificar o que ocorre com as sucessivas iteracoes a
partir de um ponto x,, préximo de z* [16], 211, 24].

Dependendo do comportamento da sequéncia de iteragoes perto do ponto fixo
x*, podemos classifica-los da seguinte maneira, assintoticamente estével, estdvel ou instavel
conforme mostra a figura 2.1. A figura 2,1(a) mostra que dada uma condicdo inicial xg, ao
iterarmos o0 mapa e se sua sequéncia aproximar de x* o ponto fixo é classificado como ponto
fixo assintoticamente estdvel, se a sequéncia se afasta de x*, o ponto fixo é dito instdvel ver na
figura 2.1(b), mas se acontecer de iterarmos o mapa e a sequéncia nao se aproxima e nao se

afasta de 2*, dizemos que o ponto fixo é estdvel [21] ver na figura 2.1(c).

Como pode ser visto nas referéncias [9, 21, 24], se nosso objetivo é analisar a

estabilidade do ponto fixo z*, devemos considerar um ponto z, na vizinhanca de z*, ou seja,



2.2 Anadlise de estabilidade para mapas unidimensionais 20

(1 (2) @ @ x (4) (3) 2 X (1) )
(a) (b) ©
Figura 2.1: Esquema da estabilidade do ponto fixo.
Ty =" + €, (2.3)

tal que €, é pequeno. Se estamos interessados em analisar precisamos saber se
Tpy1 = F(iL‘n) = F(l’* + En) =z + €nti, (24)

se afasta ou se aproxima de z*, portanto temos de verificar se €,,; é maior ou menor que €,
(em médulo). Para tal andlise podemos expandir a equagao (2.4) em série de Taylor em torno

de x*. Expandindo temos:

dF 1d*F
e = Pt ) = F@)+ | et 50

2
2.
— e (25)

T=x*

T=x*

Sabendo que F(z*) = x* e considerando a expansao até o termo de primeira ordem, obtemos

Tt epp1 =T + €n;s
dI r=x*
dF
6n+1 = % . En, (26)
considerando

dF
— =C 2.7
dﬂj o ? ( )

ficamos com

eni1 = Ce,. (2.8)



2.2 Anadlise de estabilidade para mapas unidimensionais 21

Portanto, |€,11] < |en] se =1 < C' < 1 ou ainda |C| < 1.

Com isso podemos concluir que:

a) |C| < 1 - Ponto fixo do tipo assitoticamente estdvel,

b) |C| > 1 - Ponto fixo do tipo instdvel;

¢) C =1 - Comportamento neutro. Se o mapa ¢é linear o ponto fixo é um centro, porém se o

mapa nao ¢ linear deve-se considerar termos de ordem superior.

2.3  Expoentes de Lyapunov para mapas unidimensionais

A principal caracteristica de sistemas caoticos é a sensibilidade as condicoes iniciais.
Existem métodos para se caracterizar um sistema como caodtico ou regular, entre estes métodos
o que se destaca é o expoente de Lyapunov ou nimero de Lyapunov [5] [7]. Tais nimeros sao
utilizados como indicadores de caos e sao obtidos a partir da distancia das trajetérias de duas
condigbes iniciais distintas. Segundo [21] a definicao dos expoentes de Lyapunov para mapas
unidimensionais, é dada da seguinte forma:

Seja um mapa unidimensional (1.1) dada por:
Tnt1 = f(2n),
consideremos dois pontos iniciais xg e yo e a distancia entre eles é dada por:
do = Yo — To. (2.9)
Apds uma iteracao a nova distancia é:
01 =y — x1, (2.10)

tal que 8; = ey, onde L mede a taxa de divergéncia da expansio &, até a distancia §; como
resultado de apenas uma iteragao. Temos que y; = f(yo) e 1 = f(x¢), entao a equagao (2.10)

pode ser reescrita como:

61 = f(yo) — f(mo) (2.11)
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usando a equ¢do (2.9) reescrevemos a equagao (2.11) da seguinte maneira:

|01] = | f (o + o) — f (o), (2.12)

apoés iterar o mapa N vezes tem-se:

o = ¥ (o + do) = /™ (o), (2.13)

que podemos reescrever da seguinte forma:

I iln SN (wo 4 60) — fN (20) ‘

i 5 (2.14)

Podemos notar que na expressao acima L depende de N e dy, considerando uma
distancia infinitesimal onde d — 0, depois de um numero infinito de iteragoes, ou seja,

(N — o0) chegamos a:

1 N __ fN
AMzo) = L(zp) = lim lim —ln‘f (20 + ) = /7 (o) ) (2.15)
N—oo 50—)0 60
que ainda pode ser reescrita como:
1 dfY (o)

A equagao (2.16) pode ainda ser escrita fazendo uso da regra da cadeia, de tal modo

que:

d d d d

d—xofN(xo) = d—%f(xn—l)d—%f(%fz) e 'd—%f(fco), (2.17)

onde x; = fi(zo) é o resultado da i-ésima iteragao do mapa. Substituindo a equacao (2.16) na

equagao (2.17) obtemos:

: (2.18)
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de modo que pode ser reescrita como:

N—
AMzg) = Z In|f'(x;)] (2.19)
i=0
A equagao (2.19) é o expoente de Lyapunov para mapas unidimensionais e constitui uma medida
de divergéncia exponencial (A > 0) da drbita ou da contragao (A < 0). Podemos ressaltar que

para (A = 0) temos um ponto de bifurcagao.



CAPITULO

3

Estudo do mapa logistico

Neste Capitulo serao apresentadas algumas propriedades do mapa logistico, tais
como a esséncia do mapa, ponto fixo, estabilidade, diagrama de érbita e o expoente de

Lyapunov.

3.1 O mapa Logistico

Com o objetivo de conseguir prever a dinamica de uma determinada populagao, o
economista e demdégrafo Thomas Robert Malthus (1766 — 1834) apresentou um modelo linear
que dependia exclusivamente das taxas de natalidade (A), da mortalidade (B) e do nimero de

individuos. Tal modelo é descrito pela seguinte expressao:

cii_]j — (A— B)N. (3.1)

Este modelo foi retomado pelo matematico belga, Frangois Verhulst (1804 —1849) no
ano de 1845, onde ele propos uma equagao nao-linear em que a mortalidade seria proporcional ao
quadrado do nuimero de individuos. Podemos expressar este modelo na forma de uma equacao

diferencial descrita por:

dN

24
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de forma que N é o numero de individuos, A é a taxa de natalidade e B a taxa de mortalidade.

No ano de 1976 o pesquisador e bidlogo Robert May retomou o modelo nao-linear
proposto anteriormente por Verhulst. O objetivo do pesquisador até entao era simplesmente
uma tentativa de criar um modelo, que, pudesse descrever o crescimento populacional de insetos,
porém nao na forma diferencial mas em forma de mapa. Este modelo avalia a populacao em
uma geragao x, a partir do ano z,,;. Considerando a forma discreta do modelo de verhulst,

temos:

N, = AN, — BNZ, (3.3)
N, = AN, - BN}, (3.4)
N,y1 = AN, — BN2. (3.5)

O maior valor positivo de N serd no limite onde a populagao serd extinta, portanto podemos

reescrever a equagao (3.5) da seguinte forma:

ANpae — BN?

max

=0, (3.6)
de modo que se resolvemos a expressao (3.6), obtemos:

Nz = 0, (3.7)
ou

A
Nmax = 5"
B

Dividindo a equagao (3.6) por Npaz, temos:

Nn+1 o ANn BN72L Nmax

- 3
Nmaw Nmax Nma;t Nmaz
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A
adotando = x, e lembrando que N,,,, = i obtemos que:

max

A
Tpi1 = Az, — Bx? =, (3.10)
B
assumindo A = R, ficamos com a equagao do mapa logistico dada por:
Tpy1 = Rx, (1 — ), (3.11)

onde z,, é o numero de individuos na enésima geracao e R é o parametro de controle de
modo que R € [0,4]. Um dos fatos que fazem este modelo aparecer com destaque quando
estudamos sistemas dinamicos é o fato de tal sistema, extremamente simples, apresentar um
comportamento complexo [16]. O mapa logistico é uma equacao deterministica, ou seja, sua
situacao futura sera determinada a partir das condigoes presentes. Um dos motivos que chamou
a atencao de Robert May foi o fato de que o comportamento do mapa oscila bruscamente para
diferentes valores de R. De fato, esse sistema passa de periddico a cadtico devido a minimas

variagoes do parametro de controle R [I1 12].

Os pontos fixos da equacdo (3.11), podem ser encontradas a partir da seguinte

condicao r,41 = T, = r*. Assim obtemos a seguinte expressao:

" = Rz*(1 — ),

o* — Re* + Re** =0, (3.12)
entao os pontos fixos sao:
x] =0, (3.13)
e
foq o2 (3.14)
T = —_ . .
2 R

Para encontrar os pontos fixos de periodo 2, ou seja, da segunda iteracdo do mapa (3.11),
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podemos prosseguir da seguinte maneira:

Tpt2 = Rl‘n+1(1 — $n+1)7 (315)
substituindo (3.11) em (3.15), ficamos com:

Tpt2 = R[Rxn(l - xn)]{l - [Rxn(l - xn)]}7

= R, — R?22 — R*22 + 2R*23 — R*x}. (3.16)

Anélogo ao feito para o caso anterior, devemos considerar que, x,.o = x, = z*, portanto

obtemos que:

2 2 3 4
¥ = R%z* — R?’z* — R + 2R*x" — R3x*

Rz — 2Rz + (R® + R*)2* — R%z* + 2" = 0. (3.17)
Colocando o termo x em evidéncia, temos:
Rz — 2R + (R*+ R¥)a* — R2+1] = 0. (3.18)

Para encontrarmos os pontos fixos, o que fazemos é que achar a raiz da funcao, desse modo

podemos aplicar o teorema de D’alembert para divisao de polinomio, o qual afirma que dado

um polinémio p(x) de grau > 1, se p(u1) = 0, ou seja, uy é raiz de p(x), entdo p(x) é divisivel

por (z — uy), resultando em um quociente ¢;(x), que é um polindémio de grau (n — 1). Desse
modo temos que:

R3z3 — 2R32* + [R*+ R*|lx — R* + 1

r—1+ }%
= R’* + (—R® — R*)z + (R* + R). (3.19)

)

Logo para encontrar os pontos fixos basta resolver,

R+ (-R* -~ Rz + R*+ R=0. (3.20)
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Dividindo a equagao (3.21) por R temos:
R2* — (RP+ Rz +R+1=0. (3.21)

Resolvendo a expressao (3.22) obtemos os pontos fixos do periodo 2. Assim os pontos fixos sao

descritos por:

R+1++vVR?—-2R-3

ok = o7 (3.22)
(&
R+1—-+vVR*—2R—-3
o= 2 . (3.23)

2R

Apés calcular os pontos fixos, vamos representé-los graficamente. Na figura 3.1
apresentamos o diagrama de bifurcacoes para os pontos fixos x7, x5, =5 e para xj, e na figura
3.2 mostramos o diagrama de érbitas para a condigao inicial g = 0, 5. Podemos notar na figura
3.2 que para valores de R € (0,1) um comportamento periédico de periodo 1, sendo atraidas
para o ponto fixo x7=0. Quando olhamos para o intervalo em que R € (1,3), também podemos
observar uma 6rbita periédica de periodo 1, que é o ponto fixo 25 =1 — % Observando no
intervalo em que R € (3;3,5), notamos que existe uma O6rbita de periodo 2, onde hd uma
alternancia entre os dois valores fixos, que sao os pontos fixos z§ e zj. Vale a pena também
ressaltar que para valores de R onde estes pontos fixos perderam a estabilidade as curvas
continuam a aparecer, porém sao instaveis. Para periodos maiores que dois a abordagem
analitica se torma muito complicada, uma vez que o grau do polinémio tende a crescer muito,
portanto usaremos o método numérico.

Fazendo agora uma analogia do diagrama de 6rbitas mostrado na figura 3.2 com o
modelo criado por Robert May para descrever uma determinada populagao, podemos imaginar
que para o intervalo de R € (0,1) a populacao seria nula, ja para R € (1,3) a populagao
tenderia para um valor estdvel, agora se pegarmos R € (3;1 + \/6), temos que a populacao
oscilara entre dois determinados valores, pois a taxa de crescimento deve diminuir quando a
populagao aumenta. Se considerarmos no parametro R como sendo como sendo por exemplo

o “alimento” disponivel, conforme a populacao tende a crescer a comida tendera a diminuir
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Figura 3.1: Diagrama de bifurcacoes para os pontos fixos z7j, =5, 25 e zj.
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Figura 3.2: Diagrama de 6rbitas utilizando a condigao inicial zy = 0, 5.
cada vez mais, fazendo com que oscile o nimero de pessoas. Conforme a “fecundidade” vai

aumentando o comportamento vai se tornando cada vez mais complexo ainda, pois podemos
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observar que apés R = 1 + /6 a populacao passa a oscilar entre quatro valores, depois oito
até que para valores maiores que R ~ 3,57, o comportamento do sistema comeca a preencher
densamente as regioes, fazendo com que o comportamento seja cadtico, isto é, ja nao se torna
possivel algum tipo de previsao. Embora apresente um comportamento cadtico no intervalo de
R € (3,57;4), existem algumas regides que apresentam previsibilidade conforme pode ser visto

em uma ampliacao na figura 3.2.

3.2 Analise de estabilidade

Agora que encontramos os pontos fixos para a primeira e a segunda iteracoes do
mapa, podemos fazer uma analise de estabilidade para os pontos fixos encontrados.
O primeiro ponto fixo encontrado foi z7 = 0. Como foi visto na se¢ao 2.1 temos que se
|F'(z*) < 1], dizemos que o ponto fixo é assintoticamente estével e se |F’(z*) > 1| o ponto fixo
é instavel.

Considere uma funcao de x dada por:
F(z*) = Rz* — Rz*. (3.24)
Derivando a equagao (3.25), temos:
F'(x) = R — 2Rx". (3.25)

Aplicando o ponto fixo 27 = 0, obtemos,

F'(z7) = R. (3.26)
Analisando temos:
|R| <1,
—-1<R<1. (3.27)

Considerando o mapa logistico, temos que R € [0,4], concluimos que o ponto fixo

x] = 0 é estavel no intervalo de 0 < R < 1 e para R > 1 o ponto fixo ] = 0 torna-se instavel.
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1

De maneira andloga faremos a andlise para o segundo ponto fixo 25 = 1 — .

Fazendo uso da expressao (3.26), que nos fornece a derivada de F(x), podemos

aplicar o ponto fixo 3 = 1 — %, logo:

F'(*) = R-—2Rz",
1
F'(z3) = R-2R {1——} ,

R
F'(z3) = 2—R. (3.28)
Sendo assim temos que:
|- R+2| <1,
1< R<3. (3.29)

Desse modo para valores de 1 < R < 3 o ponto fixo 25 = 1—% ¢ dito assintoticamente

estavel, e para valores de R > 3 o ponto fixo 25 =1 — }% é classificado como instavel.

A figura 3.3(a) ilustra o diagrama de bifurcagoes ja a figura 3.3(b) mostra o diagrama

de bifurcagoes sobreposto ao diagrama de érbitas, assim é possivel notar que os resultados

numéricos confirmam bem os resultados encontrados analiticamente.

1 T I T | T | T 1 T | T | T
0,8 - 08K
0,6 — 0,6
X - - -
0,4 — \~\— 0,4 —
0,2 — - 02K
O 1 I 1 L L l | O 1 | L l L
0 1 2 3 4 0 1 2
(@) R (b) R

Figura 3.3: (a)Diagrama de bifurcagoes. (b)Diagrama de bifurcagbes sobreposto ao
diagrama de érbitas.
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3.3  Expoentes de Lyapunov

O principio basico de obtengao dos expoentes de Lyapunov consiste em verificar
se duas orbitas se aproximam ou afastam-se uma da outra com o decorrer do tempo. Como
destacamos na secao 2.3 os expoentes de Lyapunov sao uma forma de caracterizar um sistema
como caotico ou nao. Construimos o grafico do expoente de Lyapunov para o mapa logistico a
fim de verificar onde o comportamento é cadtico e também as regioes onde o sistema é regular.

A figura 3.4 mostra o diagrama de bifurcacées juntamente com o expoente de
Lyapunov associado ao respectivo mapa. Analisando a figura 3.4 é possivel observar que nos
intervalos em que o expoente de Lyapunov é negativo o comportamento do sistema apresenta
regularidade e onde o mesmo é positivo o comportamento do sistema se torna cadtico, ou seja,
perdemos a previsibilidade do sistema. Vale ressaltar que onde o expoente de Lyapunov é zero

o sistema apresenta uma bifurcagao.

1 T T
0,8}
0,6

X L
0.4

0,2

7\, L 4
2+ -

(b) 1 1 | 1 L L L | L L
_40 1 2 3 4

Figura 3.4: (a)Diagrama de 6rbita, (b)Expoentes de Lyapunov para o mapa logistico.
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3.4 Convergencia das orbitas para o ponto fixo x* = 0

Temos que a convergéncia das érbitas para o ponto fixo é descrita pela varidvel (),
tal variavel representa a distancia que se estd do ponto fixo. Deste modo devemos investigar
o comportamento de z na vizinhanca da bifurcagao de interesse. A convergéncia para o ponto
fixo esta relacionada ao ntimero de iteracoes n de uma dada condigao inicial zy e de u, onde tal
parametro esta relacionado com a distancia na qual se estd do ponto de bifurcacao. Para explicar
um pouco mais de como se dé a convergencia do ponto fixo para a bifurcacao, mostramos na
figura 3.5 o diagrama de orbita para o mapa logistico onde consideremos o transiente pequeno.
Em nossos estudos realizamos as simulagoes numéricas considerando um transiente igual a 50
e aumentamos o numero de iteragoes n conforme mostrado a legenda da figura. Podemos
notar que para n = 10 a um aglomerado de pontos mais afastados da bifurcacdo. Uma
explicacao é que considerando um transiente pequeno nao houve tempo suficiente para que os
pontos convergissem para o atrator. Notamos que conforme aumentando o ntimero de iteragoes
esses pontos aglomerados convergiram para o ponto de bifurcacao, conforme mostramos nas
ampliac¢oes na figuras 3.5. Assim, podemos dizer que quanto maior o niimero de iteragoes mais

préximo estaremos da bifurcagao.

1

(©) — o
07" 7]
0.68 _
0.8F *os66 ]
0.64 _
0.62 o
0.6
X L
0.4
0.1 ]
F[ 10000 Iter. 008 n
+ 1000 Iter. N
< 100 Iter. ya x 006 -
0.2‘ e 10 Iter. _..0'04'“ ]
’ 002 _
ey 2 O oL —
(a)o N -l | . ................... g
0 r 2 3 4

Figura 3.5: Diagrama de 6rbitas, considerando diferentes iteragoes.
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Um estudo mais aprofundado sobre a convergéncia das érbitas para o ponto fixo

x* = 0, estd apresentada em [25].



CAPITULO

4

Mapa logistic-like

Neste Capitulo apresentaremos o mapa logistic-like. Tal mapa é uma generalizagao
do mapa logistico analisado no Capitulo 3. Construimos os diagramas de orbitas para

parametros diferentes e analisaremos a estabilidade dos pontos fixos.

4.1 O modelo

O mapa logistic-like é uma generalizagao do mapa logistico, escrito como [25]:

Tpi1 = Rx, (1 —2)), (4.1)

de modo que 7 > 0 e o parametro de controle R > 0. Se considerarmos 7 = 1, retomamos
o mapa logistico convencional. Para a escolha de v = 0,5 recuperamos modelos nao lineares
com aplicagoes em economia [26]. Considerando v = 1 temos os mapas quadratrico e logistico
convencional [27] e [2§] respectivamente, enquanto que para vy = 2 retomamos o mapa cubico
28

Os pontos fixos da equagdo (4.1) podem ser encontrados realizando o mesmo
procedimento usado para encontrar os pontos fixos do mapa logistico, ou seja, considerando

a condicao:

Tpy1 = Tp = 27, (4.2)

35
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(a)
Figura 4.1: Diagrama de 6rbitas para o mapa logistic-like: (a)Para v = 0,5, (b)Para
v =2.
e realizando algumas manipulagoes algébricas determinamos
x] =0, (4.3)
e
1
1=
ay=[1—-—|7 4.4
=g (4.4
para 7y par e
1
S PR b (4.5)
Ty = — = .
3 R Y

para qualquer outro valor de ~.

Conhecidos z7,z5 e 3, podemos realizar a analise da
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estabilidade dos pontos fixos. Logo temos que:
(@) = R —(y+1a*). (4.6)
Aplicando o ponto fixo 27 = 0, temos
f'(a}) = R. (4.7)
No entanto, para o ponto fixo x] ser assintoticamente estavel devemos ter que:

|R|< 1
~-1<R<1. (4.8)

Como R > 0, concluimos que o ponto fixo é estavel para R € (0, 1]. Considerando agora o caso
1

em que vy é impar, racional ou irracional, vamos analisar o ponto fixo z5 = (1 — E)V, assim
fla3) = y—Ry+1L (4.9)

Como visto anteriormente para que x} seja classificado como assintoticamente estavel, deve-se

ter que:
|v—Ry+1]|<1, (4.10)

ou seja,

2
TV pe1 (4.11)

f)/

. . L . . +
Assim, podemos concluir que o ponto fixo z} é assintoticamente estavel para R € (1, —’y)
Y
Vale a pena ressaltar que em R = 1 ocorre uma troca de estabilidade entre os pontos fixos

x] e x5, o que é uma caracteristica de uma bifurcacao transcritica. Agora vamos analisar a
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estabilidade para o caso em que v é par, ou seja, para os pontos fixos

1

1
w5y = (11— 3)7. (4.12)

Sabemos pela equagao (4.6) que a derivada de f é dada por:
fl(z*) = R(1—(y+1)z*). (4.13)

. /
Aplicando os pontos fixos x5 5 em [, temos:

1

flaza) = R{-(+DI0- 217},

flass) = v—Ry+1 (4.14)
Assim, para que o ponto fixo x5 seja assintoticamente estével, devemos considerar que:
flass) < L. (4.15)
Portanto, podemos escrever a seguinte inequacgao

|y = Ry+1|<1,
—-1l<vy—-—Ry+1<1,

—1—(y+1)<—-Ry<l—(y+1),

2
ty >R>1 (4.16)
~

p L . 2+
Deste modo concluimos que o ponto fixo x5 5 é assintoticamente estavel para R € (1, 27

Portanto, o ponto fixo x3 5 sendo ele positivo ou negativo, serd visitado conforme a escolha das
condicoes inicial.
Um estudo detalhado sobre o decaimento de érbitas para os pontos fixos nas

bifurcagoes transcritica e de forquilha utilizando leis de escala é discutido na referéncia |29, 30].



CAPITULO

Estudo do mapa logistic-like perturbado

Neste Capitulo introduziremos o mapa logistic-like perturbado. Inserimos
perturbacao paramétrica no mapa, com o intuito de analisar os efeitos causados na
dinamica. Foi possivel perceber que houve uma mudanga nos diagramas de orbitas, tal como
descontinuidades associadas a mudanga de bacia de atracao. O mnosso principal objetivo sera
investigar a transicao entre as duas bacias de atragao e encontrar numericamente o expoente

do transiente para os valores diferentes dos parametros de controle.

5.1 O mapa logistic-like perturbado e suas propriedades

O mapa unidimensional que sera investigado neste Capitulo é o mapa logistic-like
perturbado onde consideramos a pertubacao definida por uma pequena fungao peridédica. O
objetivo ¢ inserir uma perturbacao ao mapa logistic-like apresentado no capitulo 5 e analisar

qual sera o efeito desta perturbacao. Tal mapa é descrito pela seguinte expressao:
Tpi1 = Ryxn(l —2)), (5.1)

onde R,, ¢ uma funcdo periédica dada por R, = R(1 + ecos(nm)), de modo que R e vy sdo
parametros de controle e € é um parametro que controla a intensidade de perturbacao. Para

valores apropriados do parametro v podemos recuperar alguns modelos que ja sao conhecidos na

39
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literatura. Por exemplo se escolhermos v = 1 retomamos o mapa logistico dependente do tempo
[31,22]. Se considerarmos € = 0 obtemos o mapa logistic-like [29,[30]. Para a escolha de y = 0,5
recuperamos modelos ndo lineares com aplicagoes em economia [26]. Considerandoe =0ey =1
temos os mapas quadratrico e logistico convencional [27] e [2§] respectivamente, enquanto que
para € = 0 e 7 = 2 retomamos o mapa cubico [28]. Em nossos estudos consideraremos os
parametros v = 0,5, y=1e vy =2.

Como foi visto na secao 2.1 para que possamos encontrar um ponto fixo do mapa
(5.1) devemos obedecer a seguinte condigao f(z*) = z*. No entanto, mostramos na tabela 5.1

que a oscilagao do termo cos(nm) ocorre a cada duas iteradas da equagao (5.1).

Tabela 5.1: Oscilagao de cos(nm).

n  x,+1 cos(nm)=(—1)"

n=>0 Ty 1
n=1 T -1
n=2 T3 1
n=23 T4 -1
Como cos(nm) = (—1)", o termo cos(nm) assume valores 1 e —1 dependo da iteragao a

qual estamos considerando. Assim analisamos qual é o efeito da perturbagao no ponto fixo.
Observando a equagao (5.1) podemos notar que a amplitude de perturbagao e multiplica o termo
cos(nm). Portanto, o parametro e também ird oscilar. A tabela 5.2 mostra o comportamento

da oscilacao.

Tabela 5.2: Oscilagao da perturbacao e.

n flxy) = a5 +1
n=>0 (r +€)x}
n=1 (r—e)(r+ e

n=2 (r+e)(r—e)(r+ e}
n=3 (r—e)(r+e)(r—e)(r+ex;

Dessa forma a equagao (5.1) vai se repetir a cada dois periodos de acordo com as
oscilagoes mostradas nas tabelas (5.1) e (5.2). Com isso, mostramos a seguir a maneira analitica

de calcular o ponto fixo z* da equacao (5.1). Sendo assim, consideremos:
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F(F(z*)) = a*, (5.2)

que é a segunda iterada do mapa. Fazendo uma manipulagao algébrica com o mapa (5.1)

encontramos
F(F(x*) = R*(1 —Az*(1 — )1 — (1 + e)z* (1 — 2*)] = 2", (5.3)

Portanto,

e {R*(1 — ) (1 — )1 — (1+)z*(1 — 2*)] — 1} = 0. (5.4)

A partir da equagao (5.4) podemos observar que z* = 0 é um ponto fixo da equagao
(5.1). Uma vez encontrado o ponto fixo vamos fazer o anédlogo ao que foi feito na segao 3.1 e

analisar a estabilidade para o ponto fixo encontrado. Para tal estudo considere o seguinte:

()

de modo que F' o F' é uma fungdo composta de F' em F' dada pela equagao (5.3). Seguindo

<1, (5.5)

nossos estudos vamos aplicar o ponto fixo 2* = 0 na inequagao (5.4). Fazendo isso obtemos:

(e n)

- )M*: R*(1 —¢€). (5.6)

Analisando a expressdo (5.6) com base na equagao (5.5) temos que esse ponto fixo serd

assintoticamente estavel se:

~1<R(1-é)<1. (5.7)

Logo o ponto fixo z* = 0 serd assintoticamente estdvel se R?*(1 — ¢*) € [0,1). Quando R =
1
——— temos uma bifurcacao transcritica. A seguir mostraremos na figura 5.1 os diagramas

V1—¢€?

de orbita para valores diferentes dos parametros v e €, conforme mostra a legenda nas figuras.
Os diagramas mostrados na figura 5.1(a), (b), (¢), correspondem respectivamente a

v=0,5,v=1e~ =2, onde mantivemos o valor do parametro ¢ = 0,01 e o = 0,5 fixos. Ja

os diagramas mostrados na figura 5.1(d), (), (f), correspondem aos mesmos valores de 7 e o

mesmo valor para a condigao inicial zg = 0,5, porém nas figuras 5.1(d), (e) usamos ¢ = 0,038
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Figura 5.1: Diagramas de érbita para o mapa logistic-like perturbado considerando a
condicao inicial sendo zg = 0,5 e valores diferentes dos parametros v e ¢ conforme mostra
legenda nas figuras.

e na figura 5.1(f) escolhemos ¢ = 0,021. Na figura 5.1 podemos notar que uma pequena

perturbacao interfere no comportamento da dinamica do sistema, ja que descontinuidades



5.1 O mapa logistic-like perturbado e suas propriedades 43

podem ser observadas. As descontinuidades estao associadas a mudancas de bacia de atracao.
Tais mudangas acontecem a medida que as condigoes iniciais passam a serem atraidas para um
novo atrator a medida que o parametro R se aproxima de um valor critico denotado por R..
Observando as figuras construidas para v = 0,5 e v = 1 percebemos, que, os diagramas
de ¢6rbitas ficaram semelhantes. No entanto, para v = 1 a descontinuidade demorou um
nimero maior de iteragoes até acontecer a transicao de uma bacia para a outra. Podemos
observar também na figura 6.1 que a mudanga no comportamento do sistema nao implicou no
desaparecimento das regioes caoticas.

Através do método de Newton Raphson foi possivel encontrar os valores de R, para
cada diagrama da figura 5.1. As tabelas 5.3 e 5.4 mostram os valores de R. para valores

diferentes dos parametros de controle.

Tabela 5.3: Valores encontrados para R, para diferentes valores de « e considerando
o mesmo valor de e = 0, 01.

Y€ R.
0,5 0,01 5,2467315
1 0,01 3,14439
2 0,01 209112

Tabela 5.4: Valores encontrados para R, para diferentes valores de « e considerando
o mesmo valor de ¢ = 0, 038.

Y € R.

0,5 0,038 5,6357044
1 0,038 3,372405
2 0,038 2,1533515

Com o intuito de compreender a descontinuidade apresentada nos diagramas de drbita visto
na figura 5.1, mostramos na figura 5.2 o diagrama de 6rbita considerando v = 0,5, ¢ = 0,01 e
a condicao inicial o = 0,5, na cor preta foi plotado o diagrama de orbitas para o logistic-like
perturbado convencional, onde consideramos um transiente altdf¥, ja para as cores em vermelho,
verde e azul, consideremos um transiente baixo. Podemos observar na figura 5.2 que hé uma
mudanca na bacia de atragao. Esse efeito fica evidente no diagrama em cor vermelha. Notamos

que proximo a R = 5 acontece a mudanca na bacia de atragao.

*Para o diagrama em preto consideramos o transiente igual a 1000 e iteramos 1000 vezes, ja para os diagramas
em vermelho, verde e azul adotamos o transiente sendo 15 e fomos variando a nimero de iteragoes conforme
legenda da figura 5.2
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Figura 5.2: Diagrama de érbitas considerando diferentes iteragdes e a condicao inicial
Trog = 0.5.

Na secao 2.3 foi discutido que o expoente de Lyapunov permite verificar as regioes
onde o sistema apresenta comportamentos cadticos e regulares. Com o intuito de analisar o
efeito da perturbacao inserida no sistema, construimos o diagrama de ¢rbita juntamente com
o respectivo expoente de Lyapunov. Os diagramas de dérbitas mostrados nas figuras 5.3(a) e
5.3(b) foram construidos para v = 1 e € = 0,01, de modo que consideramos condicoes iniciais
xo = 0.1 e zp = 0.6 respectivamente. As figuras (c) e (d) mostram os respectivos expoentes de
Lyapunov.

Uma vez observado que a perturbacao inserida afeta o comportamento do sistema,
0 nosso objetivo agora serd considerar um valor de R e a partir de uma determinada condicao
inicial, investigar o nimero de iteracoes que a érbita gasta em torno do novo atrator oriundo
da transicao entre as duas bacias de atracao. Fizemos também uma andlise para valores de R
proximo a descontinuidade, ou seja, préximo do valor critico R. conforme apresenta a figura
5.4. Com isso, conseguimos verificar que a érbita fica “presa” por um determinado tempo até

que possa decair para o novo atrator. A figura 5.4 mostra a evolucao da érbita para valores
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1
0,8
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Figura 5.3: Diagrama de 6rbita juntamente com seus respectivos expoentes de Lyapunov.

do parametro R préximo da descontinuidade em R, = 2,09112. Na figura 5.4(a) usamos
v = 0,5 ¢ = 0,01l e xg = 0,5 jd na figura 5.4(b) escolnemos v = 2, ¢ = 0.021 e zg =
0,5. Analisando a figura 5.4 podemos observar que as érbitas ficam presas por um numero
suficientemente grande de iteracoes até haver um escape e as orbitas decairem para o ponto
fixo. Algo interessante e que vale ressaltar é que o niimero de iteracoes que a orbita fica “presa”
até acontecer a transicao depende da distancia que estamos do valor critico R.. Para ilustrar
este acontecimento, realizamos simulagoes numéricas com os mesmos valores dos parametros
de controle v, €, mesma condicao inicial xg e consideramos valores diferentes R, porém valores

proximos de R, = 2,09112, como podemos observar na figura 5.5.
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Figura 5.4: Convergéncias das érbitas para o novo atrator onde consideremos valores cada
vez mais préximos de R, = 2,09112. Em (a) consideramos v = 0,5, e = 0,01 e g = 0, 5.
Em (b) y=2,¢=0,02 e 20 =0,5.
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Figura 5.5: Diagrama das convergéncias das Orbitas para o novo atrato,r onde
consideremos valores diferentes cada vez mais préximos de R, = 2,09112.
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A partir do comportamento mostrado na figura 5.5 podemos observar que para
valores cada vez mais proximos da descontinuidade, ou seja, valores de R < R, = 2,09112 a
Obita fica mais tempo confinada, de modo que ha um niimero maior de iteracoes até acontecer a
transicao. Podemos perceber que para R = 2,09111, preciso de um niimero menor de iteragoes
até que aconteca a transicao. Ja para R = 2,0911193 que é um valor mais proximo de R, =
2,09112 a 6rbita leva um tempo maior até haver a transicao.

Com as analises feitas até agora percebemos que a perturbacao paramétrica fez
com que a dinanica do sistema se alterasse como pode ser visto na figura 5.1. Foi possivel
perceber uma descontinuidade que estd relacionada com o aparecimento de uma nova bacia de
atracao, a medida que as condigoes iniciais passam a ser atraidas para um novo atrator quando
o parametro R se aproxima do valor critico R¢.

Podemos caracterizar a transicao de uma bacia de atracao para outra por um tempo
de transiente 7. Assim podemos supor que o transiente pode ser caracterizado por uma lei de

poténcia que é descrita da seguinte maneira:

T=— (5.8)

onde u = |R. — R| e o expoente § é o expoente do transiente. Com o objetivo de encontrarmos
o expoente ¢, consideramos um valor do parametro R e a partir de uma condicao inicial xg.
Investigamos o niimero de iteragoes que a orbita gasta em torno do novo atrator resultante da
transicao entre as duas bacias de atracao. Realizamos simulag¢oes numéricas para obtermos o
expoente de transiente 9, para diferentes valores do parametro € e v como mostrado nas legendas
das figuras 5.6 (a) e (b).

As tabelas 5.5 e 5.6 mostram os expoentes de transiente J obtidos para valores

diferentes dos parametros de controle v e e.

Tabela 5.5: Expoente de transiente ¢ relacionados a figura 5.6(a).

y € )
0,56 0,01 0,500(1)
1 001 0500(1)
20,01 0,5000(6)

Assim podemos concluir que para valores diferentes dos parametros v e €, os

expoentes de transiente d sao os mesmos, ou seja a pertubacao paramétrica inserida no mapa
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Figura 5.6: Valores do expoente de transiente 0 para diferentes valores de v e e,
considerando xg = 0,5 .

Tabela 5.6: Expoente de transiente ¢ relacionados a figura 5.6(b).

v € )

0,5 0,038 0,5056(2)
1 0,038 0,5031(2)
2 0,038 0,5039(7)

logistic-like, apresenta uma mudanga no comportamento do sistema, como podemos observar
na figura 5.1. Porém independente dos valores escolhidos para v e € o expoente permanecera

sendo § =~ 0,5 conforme determinado para o mapa logistico perturbado [22, [32].
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5.2 Convergeéncia para o ponto fixo x* para o caso em que p = 0

Nesta secao investigamos a convergéncia de Orbitas para o mapa logistic-like
perturbado descrito pela equagdo (5.1). Considerando valores diferentes de ~, sendo eles
v=0,5v=1¢evy=2Ressaltamos que devido a perturbagao paramétrica inserida no mapa
logistic-like, consideraremos a segunda iteragado do mapa (5.1).

Para podermos investigar o comportamento do decaimento das érbitas para o ponto
fixo x*, devemos analisar o comportamento de x préximo do ponto fixo. A convergéncia para
o ponto fixo estd relacionada ao numero de iteracoes n de uma dada condicao inicial xq e
de u, onde tal parametro nos mostra a distancia do ponto de bifurcagao. Para nossa andlise
consideraremos i = 0, ou seja estamos no ponto de bifurcacao ja que R = R., uma vez que
w=R—-R,..

As figuras 5.7, 5.8 e 5.9 mostram os decaimentos de orbitas para o ponto fixo em
x* = 0 proximo as bifurcagoes transcritica e forquilha. Consideramos valores diferentes do

parametro v e considerando condigoes iniciais diferentes conforme legenda na figura.

100 o [ rrromm [ rrrrmm [ rrrimm

0-0x=10"
oox=10"
o

X0=10_5

Db x,=10"
— Melhor Ajuste

x 10°

10"

10

10° 10> 10" 10° 10°
n

Figura 5.7: Convergéncia para o ponto fixo * = 0 para v = 0,5 considerando ¢ = 0, 01.
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Figura 5.8: Convergéncia para o ponto fixo x* = 0 considerando 7 = 1 considerando

e =0,01.
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Figura 5.9: Convergéncia para o ponto fixo * = 0 para v = 2 considerando ¢ = 0,01.
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A partir das figuras 5.7, 5.8 e 5.9 podemos notar que mesmo para condigoes iniciais
xo diferentes as curvas apresentam comportamentos semelhantes. Dado um valor de xy as
permanecem em regime constante até atingirem um nimero de iteragoes que denotamos por
ng, chamado de nimero de crossover. Depois as érbitas decaem em uma lei de poténcia. A
partir do comportamento observado podemos supor trés hipéteses de escala, sendo elas:

1. Para n suficientemente curto, ou seja, n << n,, temos

z(n) oc x5 (5.9)

onde « é um expoente critico. Como temos que z(n) < xz§ podemos concluir que a = 1.

2. Para n suficientemente longo, ou seja, n >> n,, temos

a(n) o< n’. (5.10)

onde [ é um expoente critico.

3. O ndmero de crossover n(,) é obtido através de

n(z) o< xf, (5.11)

onde denominamos z como sendo o expoente dinamico.
Fazendo uso das 3 hipdteses de escalas e observando o comportamento das figuras

5.7, 5.8 € 5.9, podemos supor uma funcao homogénea generalizada do tipo:

z(20,n) = lx (120, I'n), (5.12)

de modo que [ é um fator de escala, a e b sao expoentes caracteristicos

Como sabe-se [ é um fator de escala, podemos escolher (“zy = 1, o que nos leva a
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_1
obter [ =z, “, assim

_1 b
x(zo,n) = x5 X (1,2, *n), (5.13)

_b
escolhendo z(1,z, °n) como sendo um valor constante para n << n, e comparando com a

hipotese de escala 1, ficamos com o seguinte:

1
xy ¢ = 1), (5.14)
logo temos que
1
oa=——. 5.15
; (515)
De maneira analoga, porém assumindo agora [% = 1, temos que [ = n—y, portanto
a
(5.16)

x(zo,n) = n_%m(n_gzpo, 1),

a

Adotando que z(n~ %

hipotese de escala 2, temos que:

Zg,1) como sendo uma contante para n >> n,, e comparando com a

nt =n’ (5.17)
que nos conduz a concluir que:
1
g=—-. (5.18)
b
Por fim faremos uso das expressoes de [, dada por n® = x§, temos
ne = 1, (5.19)
comparando com a hipoétese de escala 3, obtemos a lei de escala
(5.20)

z =

@
3
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Olhando para a equagao (5.20) podemos perceber uma relacao entre os expoentes
criticos e consequentemente é estabelecida uma lei de escala. Assim podemos concluir que uma
vez conhecido os valores de dois dos trés expoentes criticos «, [ e z o terceiro é facilmente
obtido através da relacao descrita pela expressao (5.20).

Realizamos simulacoes numéricas para analisar o decaimento das Orbitas para
o ponto fixo considerando g = 0, de modo que um ajuste em lei de poténcia fornece
numericamente o valor do expoente [ para cada um dos valores estabelecidos para o parametro
v. Paray = 0,5 o valor de § = —1,999(2), para 7 = 1 encontramos = —0,999(1) e finalmente
para v = 2 obtemos = 0,499(2). Analisando os valores de 8 encontrados, podemos afirmar
que tal expoente depende do valor de . De acordo com Leonel [25] temos que o expoente 5 é um
expoente critico no qual o mesmo define a velocidade com que se da a convergéncia para o estado
de equilibrio. Com o objetivo de tentar compreender como o parametro v influencia no quao
rapido ocorre a convergéncia mostraremos na figura 5.10 o decaimento das o6rbitas considerando
a mesma distancia x do ponto de bifurcacao para ambos os valores de 7y conforme legenda
figura. Podemos observar que a convergéncia ocorre mais rapido para v = 0,5 correspondendo
ao expoente J = —1,999(2) quando comparado com os valores de v = 1 e v = 2. Com isso
concluimos que quanto menor o valor do expoente  mais rapido ocorre a convergéncia.

Encontramos também numericamente o valor do expoente z conforme mostrado
nas figuras 5.11, 5.12 e 5.13, o comportamento de n, versus xy,. Para v = 0,5 obtemos que
z = —0,499(2), para a escolha de v = 1 encontramos o valor de z = —0,9979(5), e para o

expoente sendo v = 2 determinamos z = —1,995(2).
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Figura 5.10: Convergéncia para o ponto fixo * = 0, considerando a mesma distancia x
e variando o parametro vy considerando € = 0,01.

A tabela 5.7 mostra os valores dos expoentes criticos «, 5 e z para os respectivos
valores de 7.

Tabela 5.7: Expoentes criticos «, 5 e z para valores diferentes de ~.

v« 15} z

0,5 1 -1,999(2) -0,499(2)
1 1 -0,999(1) -0,9979(5)
2 1

-0,499(2)  -1,995(2)

Uma vez determinado os expoentes criticos, podemos usa-los para fazer uma
mudanca nos eixos coordenados das figuras 5.7, 5.8 ¢ 5.9 do tipo © — z/x§ e n — n/x}f

como mostrado nas figuras 5.14, 5.15 e 5.16. Assim podemos observar um colapso universal de

todas curvas mostradas nas figuras 5.7, 5.8 e 5.9.
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Figura 5.16: Colapso das curvas para v = 2 considerando € = 0, 01.

Assim podemos concluir que a lei de escala encontrada é valida e que as curvas sao
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invariantes as condic¢oes iniciais permitindo definir a universalidade das bifurcacoes.

5.3 Convergencia para o ponto fixo x* = 0 considerando o caso em

que pr # 0

Investigaremos nesta secao a convergéncia para o ponto fixo considerando a

vizinhanca de R = definido no estudo da &nalise da estabilidade na segao 5.1. A

1
V1 —e?

convergéncia na vizinhanca da bifurcagao é dado por um decaimento exponencial descrito por:

n

X(x,p) ~e r, (5.21)

de modo que 7 ~ i, o termo 7 é o tempo de relaxacio e § é um expoente de transiente.

Em nossas investigacoes consideramos v = 0,5, v =1e vy =2 e € = 0,01, conforme

mostrado nas figuras 5.17, 5.18 e 5.19.
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Figura 5.17: Tempo de relaxagao ¢ para v = 0,5 considerando € = 0, 01.
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Para que possamos determinar numericamente o valor do expoente ¢ devemos
prosseguir da seguinte forma, conforme discutido em [25]. Primeiramente devemos considerar
um conjunto de condigoes iniciais proximas de xy e evoluir a dinamica no tempo, feito isso
verificamos o nimero de iteragoes que a trajetoria gastou até que fosse atingido uma tolerancia,
usualmente considerada menor que 10~® do ponto fixo. Quando este processo é atingido
guardamos o valor obtido e refazemos todo o processo considerando um outro valor do parametro
de controle. Nossos resultados mostram que para valores diferentes de v o expoente § >~ —1,
conforme encontrado para o mapa logistico [25, [32]. Com isso percebemos que o valor obtido

para o expoente d nao depende do valor de 7.



CAPITULO

Consideracoes Finais

Neste trabalho fizemos uma breve revisao sobre algumas propriedades dinamicas
para mapas unidimensionais. Revisamos os pontos fixos, andlise de estabilidade e os expoentes
de Lyapunov ou numero de Lyapunov. Uma vez descrita tais propriedades, apresentamos o
mapa logistico e investigamos as propriedades dinamicas que ele apresenta. Encontramos os
pontos fixos e analisamos a estabilidade de tais pontos. Construimos o diagrama de oérbitas e
para caracterizar o comportamento de determinadas regides como sendo periédicas ou cadticas

usamos o expoente de Lyapunov.

Avangamos os nossos estudos considerando o mapa logistic-like e introduzimos uma
perturbagao periédica com o intuito de investigar as consequéncias causadas na dinamica do

sistema.

O nosso principal objetivo de estudar nessa dissertacao, foi investigar o efeito de
transiente e leis de escala no mapa logistic-like perturbado. Para isso construimos os diagramas
de oOrbitas para valores diferentes dos parametros v e e. Assim foi possivel observar uma
descontinuidade relacionada a transicao de uma bacia de atracao para outra, esta mudanca
ocorre a medida que as condigoes iniciais passam a ser atraidas para um novo atrator quando
o parametro R se aproxima de um valor critico R.. Deste modo notamos que a transicao gasta

para que uma condicao inicial seja atraida de uma bacia para outra pode ser descrita por uma
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lei de poténcia do tipo: 7 = u™°, onde 7 é o tempo de transiente. Realizamos simulacoes
considerando para valores diferentes de v e também para valores diferentes de €, com o intuito
de investigar se a perturbacao afetaria o valor do expoente de transiente . Mostramos que

independente dos parametros de controle § =~ 0, 5.

Estendemos nossos estudos na investigagao da convergéncia para o ponto fixo x* = 0

1

1 = 0 encontramos os mesmos expoentes criticos, «, 8 e z encontrados para o mapa logistic-like

considerando as bifurcacoes transcritica e forquilha em R = Para o caso em que
[29, 30]. Para valores diferentes do parametro de controle v, observamos que os expoentes 3 e
z nao sao os mesmos e que dependem do valor escolhido para . Para o caso em que pu # 0,
encontramos os valores para o expoente § ~ —1. Observamos que os valores de ¢ encontrados
nao dependem dos parametros de controle e sao os mesmos encontrados na literatura para o
mapa logistico [31].

Como perspectiva de continuidade pretendemos construir os espacos de parametros
utilizando os expoentes de Lyapunov. A construcao dos espacos de parametros consiste em
relacionar os parametros do sistemas e investigar a organizacao das janelas de periodicidade

ilustradas pelas estruturas conhecidas como shrimps (camardes) [33].
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