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All models are wrong, but some are useful - George E.P. Box



Resumo

Esta dissertacdo investiga algoritmos quanticos baseados em feedback voltados a
otimizacdo combinatéria, com énfase no Feedback-Based Algorithm for Quantum
Optimization (FALQON) e em estratégias para reduzir a profundidade de circuitos
em dispositivos do regime NISQ. Inicialmente, s3o revisitados os fundamentos de
otimizacdo combinatéria, as formulacdes QUBO/Ising e os conceitos essenciais de
computacdo, informacdo e controle quanticos que sustentam a formulacdo desses
métodos. Em seguida, sdo analisadas duas variantes relevantes da literatura, o TR-
FALQON e o SO-FALQON, propostas para tornar a dinamica do algoritmo mais
eficiente em regimes de menor profundidade. Como principal contribuicdo do trabalho,
é apresentada a estratégia Measurement-Guided Initialization aplicada ao FALQON,
denominada MGI-FALQON. O método introduz um laco externo de refinamento no
qual bitstrings obtidas por medicoes em execucdes rasas sao filtradas e utilizadas para
estimar marginais de um qubit, a partir das quais se constréi um novo estado inicial
enviesado para a execucdo seguinte. A avaliacdo experimental foi realizada no problema
MaxCut, formulado em termos QUBO/Ising. Os resultados mostram que TR-FALQON
e SO-FALQON aceleram a convergéncia em relacao ao FALQON padr3o, mas ainda
demandam circuitos relativamente profundos. Em contraste, o MGI-FALQON, mesmo
operando com profundidade interna fixa e rasa, apresentou melhora expressiva no
desempenho, superando os métodos profundos na instancia analisada, especialmente
quando combinado a um filtro varidvel e ao TR-FALQON. Esses resultados indicam
que a inicializacao guiada por medicoes constitui uma estratégia promissora para tornar
algoritmos quanticos baseados em feedback mais compativeis com as restricGes de

hardware quantico de curto prazo.

Palavras-chave: computacao quantica; otimizacao quantica; FALQON; feed-

back quantico; inicializacao guiada por medicoes; NISQ.



Abstract

This dissertation investigates feedback-based quantum algorithms for combinatorial op-
timization, with emphasis on the Feedback-Based Algorithm for Quantum Optimization
(FALQON) and on strategies to reduce circuit depth in NISQ devices. First, the work
reviews the foundations of combinatorial optimization, QUBO/Ising formulations, and
the essential concepts of quantum computation, quantum information, and quantum
control that support the formulation of such methods. Next, two relevant variants from
the literature are analyzed, namely TR-FALQON and SO-FALQON, both proposed to
improve the efficiency of the algorithm dynamics in lower-depth regimes. As the main
contribution of this dissertation, the Measurement-Guided Initialization strategy applied
to FALQON, referred to as MGI-FALQON, is presented. The method introduces an outer
refinement loop in which bitstrings obtained from measurements of shallow executions
are filtered and used to estimate single-qubit marginals, from which a new biased initial
state is constructed for the next execution. The experimental evaluation was carried
out on the MaxCut problem formulated in the QUBO/Ising framework. The results
show that TR-FALQON and SO-FALQON accelerate convergence when compared with
standard FALQON, but still require relatively deep circuits. In contrast, MGI-FALQON,
even under fixed shallow internal depth, achieved significant performance improvements,
surpassing the deep methods in the analyzed instance, especially when combined with a
variable filter and with TR-FALQON. These findings indicate that measurement-guided
initialization is a promising strategy for making feedback-based quantum algorithms

more compatible with the constraints of near-term quantum hardware.

Keywords: quantum computing; quantum optimization; FALQON; feedback-
based quantum algorithms; measurement-guided initialization; NISQ.
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1 Introducao

A computacdo quantica surge como um novo paradigma computacional mo-
tivado pela necessidade de lidar com problemas cuja complexidade cresce de forma
intratavel para arquiteturas classicas. Desde as propostas iniciais de Feynman e Deutsch,
que destacaram a dificuldade fundamental de simular sistemas quanticos com compu-
tadores classicos, a area evoluiu significativamente, consolidando-se como um campo
interdisciplinar que conecta fisica, ciéncia da computacdo, matematica aplicada e enge-
nharia (1). Ao longo das dltimas décadas, avangos tedricos e experimentais permitiram
a implementacdo de processadores quanticos programaveis, inaugurando uma fase em
que algoritmos quanticos podem ser testados em dispositivos reais, ainda que com

severas limitagcdes (2).

Um dos principais atrativos da computacdo quantica reside em seu potencial
para abordar problemas de otimizacdo combinatéria e de simulacdo de sistemas fisicos
complexos (3, 4, 5). Tais problemas sdo caracterizados por espacos de busca exponen-
cialmente grandes, nos quais métodos classicos frequentemente se tornam inviaveis a
medida que o niimero de varidveis aumenta (6). Nesse contexto, algoritmos quénticos
exploram superposicao, interferéncia e emaranhamento como recursos computacio-
nais capazes de explorar o espaco de solucdes de maneira mais eficiente, oferecendo
perspectivas promissoras para aplicacdes cientificas e tecnolégicas de grande impacto
(2).

Entre os diversos modelos de computacao quantica, o modelo baseado em
portas quénticas destaca-se como o mais amplamente estudado e implementado (1).
Nesse formalismo, algoritmos s3o expressos como circuitos compostos por sequéncias
de operacGes unitarias que evoluem o estado quantico inicial até um estado final cuja
distribuicdo de probabilidades codifica a solu¢do do problema (1). A extracdo dessa
informacao é realizada por meio de medicGes repetidas, permitindo estimar observaveis
de interesse. Algoritmos fundamentais desenvolvidos nesse paradigma evidenciam que,
ao menos para classes especificas de problemas, vantagens assintéticas em relacdo a

métodos classicos podem ser alcancadas (4).
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Apesar desses avancos conceituais, a implementacdo pratica de algoritmos quan-
ticos enfrenta desafios substanciais. Os dispositivos atualmente disponiveis enquadram-se
no regime conhecido como Noisy Intermediate-Scale Quantum (NISQ), caracterizado
por um numero limitado de qubits, tempos de coeréncia finitos e operacoes sujeitas a
diferentes fontes de erro, como erros de porta, ruido de medicao, descoeréncia, relaxacao
e perda de fase (2, 7). Um fator critico nesse cenério é a profundidade dos circuitos:
circuitos mais profundos exigem sequéncias maiores de operacSes unitarias e, conse-
quentemente, acumulam erros de forma mais significativa, comprometendo a fidelidade
do estado preparado e limitando a confiabilidade dos resultados (7). Assim, mesmo
algoritmos teoricamente eficientes podem tornar-se impraticaveis quando mapeados
para hardware real, o que torna a reducao de profundidade um requisito central para

algoritmos quanticos de curto e médio prazo.

Dentro desse panorama, os algoritmos quanticos variacionais, conhecidos pela
sigla VQA (Variational Quantum Algorithms), emergiram como uma das abordagens
mais exploradas para aplicacdes em otimizacdo e simulacdo (5, 8). Métodos como
o Variational Quantum Eigensolver (VQE) e o Quantum Approximate Optimization
Algorithm (QAOA) utilizam circuitos parametrizados combinados com rotinas classicas
de otimizacdo (5, 4). No entanto, a medida que o ndmero de pardmetros, qubits e
camadas cresce, esses algoritmos passam a enfrentar dificuldades estruturais, como
a presenca de barren plateaus. Nesses regimes, a superficie definida pelos valores da
funcao de custo, ou optimization landscape, torna-se quase plana em grandes regides
do espaco de parametros, de modo que os gradientes se tornam exponencialmente
pequenos e deixam de fornecer direcdes lteis para a atualizacdo dos pardmetros (9, 8).
N3o ha, contudo, um ndmero universal de qubits, camadas ou portas a partir do qual
esse fenbmeno necessariamente ocorre, pois sua manifestacao depende do ansatz, da
funcao de custo, da conectividade e da estratégia de inicializacao. Ainda assim, em
ansatz suficientemente expressivos e profundos, sobretudo quando a profundidade cresce
com o nimero de qubits, a otimizac3o tende a se tornar progressivamente mais dificil,

comprometendo a escalabilidade desses métodos em sistemas maiores (9, 8).

Como alternativa a esses esquemas hibridos, algoritmos baseados em feedback
quéntico foram propostos com o objetivo de eliminar a etapa de otimizacdo classica (10,

11). Nessa classe de métodos, os pardmetros do circuito sdo ajustados iterativamente
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a partir de medicoes realizadas no préprio estado quantico durante a execucdo do
algoritmo. Em particular, algoritmos de feedback inspirados em controle quantico
utilizam regras deterministicas que garantem a diminuicdo monotdnica de uma funcdo
custo associada ao problema, direcionando a evolucao do sistema ao estado desejado

de forma autdnoma (12).

Entretanto, embora conceitualmente atrativos, algoritmos de feedback quantico
também apresentam limitacoes praticas relevantes. Em sua forma padrao, a convergén-
cia para solucoes de alta qualidade geralmente requer um niimero elevado de camadas, o
que reintroduz o problema da profundidade excessiva em dispositivos NISQ (10, 13). Em
particular, para instancias ndo ponderadas de MaxCut em grafos 3-regulares, observa-se
que a profundidade de circuito requerida pelo FALQON pode se tornar quase duas
ordens de grandeza maior que a do QAOA para atingir niveis comparaveis de precisdo
(10, 14, 13). Diante disso, esforcos recentes tém se concentrado no desenvolvimento de
estratégias de reducao de profundidade, que buscam acelerar a dindmica do algoritmo
ou aumentar a eficiéncia de cada camada aplicada. Essas estratégias incluem reparame-
trizacdes temporais da evolucdo, como no TR-FALQON (15), bem como aproximacdes
de ordem superior para a regra de feedback, como no SO-FALQON (13), todas com o
objetivo comum de atingir resultados comparaveis utilizando circuitos significativamente

mais rasos.

Neste trabalho, da-se especial atencdo a uma estratégia adicional, denominada
Measurement-Guided Initialization (MGI). A MGI consiste em uma abordagem baseada
em inicializacao guiada por medicOes, proposta para mitigar de forma ainda mais efetiva
o custo em profundidade. Essa metodologia introduz um loop externo ao algoritmo de
feedback, no qual execucdes rasas sdo utilizadas para coletar estatisticas de medicoes
no estado final (16). Neste contexto, o termo “rasas” refere-se a execucdes em que a
profundidade interna do circuito FALQON é previamente limitada e mantida fixa ao
longo do processo, deslocando o refinamento do aumento do nimero de camadas para a
atualizacdo sucessiva do estado inicial. A partir das bitstrings medidas nessas execucdes,
constroem-se estimativas das marginais de um qubit, que s3o entdo utilizadas para
preparar uma nova inicializacao enviesada para a execucao seguinte. Esse mecanismo
concentra gradualmente a probabilidade em regides promissoras do espaco de busca

sem aumentar a profundidade interna do circuito, explorando diretamente os dados
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gerados pelo préprio algoritmo e alinhando-se de maneira natural as restricoes impostas
por hardware NISQ.

Dessa forma, esta dissertacao tem como objetivo geral investigar estratégias para
reduzir a profundidade de circuitos em algoritmos quanticos baseados em feedback, com
foco no FALQON e em extensGes voltadas ao regime NISQ. Especificamente, busca-se
estudar os fundamentos tedricos desses algoritmos, analisar variantes da literatura
como TR-FALQON e SO-FALQON, desenvolver e avaliar a estratégia MGI-FALQON,
baseada em inicializacao guiada por medicdes, e comparar seu desempenho em termos
de energia final, probabilidade de sucesso e nimero de camadas em problemas de
otimizacdo formulados no modelo QUBO/Ising. Com isso, pretende-se discutir os
regimes de aplicabilidade, as limitacOes praticas e o potencial dessas abordagens para
tornar algoritmos de feedback quantico mais compativeis com dispositivos quanticos de

curto prazo.

A organizacdo desta dissertacao é a seguinte. No Capitulo 2, sao apresentados
os fundamentos de otimizacdo combinatéria e as formulacdes QUBO e Ising, que servem
como base para os problemas estudados ao longo do trabalho. O Capitulo 3 revisa
os conceitos essenciais de computacdo e informacdo quanticas, bem como nocdes de
controle quantico relevantes para algoritmos baseados em feedback. No Capitulo 4,
sao apresentados o algoritmo FALQON e variantes relevantes da literatura, como TR-
FALQON e SO-FALQON, destacando suas contribuicdes para a reducdo de profundidade
e para o aprimoramento do método original. A estratégia de inicializacdo guiada por
medicdes, denominada Measurement-Guided Initialization (MGI), e sua aplicacdo ao
FALQON, denominada MGI-FALQON, s3o apresentadas no Capitulo 5. No Capitulo 6,
sdo discutidas as aplicacdes consideradas, bem como os resultados numéricos obtidos e
suas respectivas analises. Por fim, o Capitulo 7 sintetiza as conclusGes do trabalho e

apresenta perspectivas para investigacoes futuras.



2 Fundamentos de Otimizacao e Formu-
lacoes QUBO/Ising

2.1 Fundamentos de otimizacao combinatoria

Problemas de otimizacdo combinatéria envolvem encontrar, dentro de um
conjunto discreto e finito de configuracGes possiveis, aquela que otimiza um critério
previamente definido. Diferentemente da otimizacao continua, na qual as variaveis de
decisao assumem valores reais em dominios continuos — como em problemas classicos
de minimizacdo de funcdes diferencidveis em R” —, a otimizacao combinatéria lida
com variaveis discretas, frequentemente binarias ou inteiras, e com espacos de busca

cujo tamanho cresce exponencialmente com o nimero de variaveis envolvidas (17, 18).

De forma geral, um problema de otimizacao pode ser expresso como

min f(z) ou  max f(w), (1)

onde z representa o vetor de varidveis de decisdo, X denota o conjunto de solucdes
admissiveis e f(x) é a funcdo objetivo. No contexto combinatério, o conjunto X
é discreto e, em muitos casos, definido implicitamente por restricdes estruturais do
problema, como condicdes de particdo, alocacdo ou ordenamento, que restringem o

conjunto de configuracdes viaveis.

Uma caracteristica central desses problemas é a complexidade do espaco de
busca. Para problemas definidos sobre n variaveis binarias, cada variavel pode assumir
dois valores possiveis, resultando em um total de 2" configuracdes distintas. Esse
crescimento exponencial do niimero de solucdes candidatas torna abordagens baseadas

em enumeracao exaustiva invidveis mesmo para valores moderados de n.

Esse comportamento esta diretamente relacionado a dificuldade computacional
de muitos problemas combinatérios. Em particular, diversos desses problemas pertencem
a classe dos problemas NP-dificeis, isto é, problemas para os quais n3o se conhece,

em geral, algoritmo deterministico capaz de resolvé-los em tempo polinomial. Essa
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caracteristica motiva o desenvolvimento e o uso de métodos aproximativos, heuristicos
e metaheuristicos, capazes de produzir solucdes de boa qualidade sem garantia de
otimalidade global (19, 18).

Diversos problemas de relevancia pratica enquadram-se nessa classe, incluindo
problemas de corte em grafos, roteamento, escalonamento e alocacdo de recursos. Um
exemplo classico é o problema MaxCut, que consiste em particionar os vértices de um
grafo em dois subconjuntos de modo a maximizar o niimero ou o peso das arestas entre
eles. O MaxCut é um problema NP-dificil e amplamente utilizado como benchmark
tedrico e computacional em estudos de otimizacdo (20). Esses problemas compartilham
o fato de que suas solucdes correspondem a configuracoes discretas que maximizam
ou minimizam uma funcao de custo global definida a partir de interacdes locais entre

variaveis.

Uma observacdo fundamental é que muitos problemas de otimizacdo combinaté-
ria podem ser reinterpretados como problemas de minimizacdo de uma funcao de energia
classica. Nessa perspectiva, cada configuracao admissivel do problema corresponde a um
estado do sistema, e a funcdo objetivo desempenha o papel de uma energia associada
a esse estado. Essa reformulacdo é particularmente relevante, pois permite estabelecer
uma conexdo direta entre problemas combinatérios e modelos fisicos baseados em
interacdes discretas, servindo como ponto de partida para formulacdes do tipo QUBO
e Ising (6).

Do ponto de vista computacional, a dificuldade inerente dos problemas de
otimizacdo combinatéria, associada ao crescimento exponencial do espaco de busca
e a auséncia de algoritmos classicos eficientes para problemas NP-dificeis, motiva a
investigacao de paradigmas alternativos de computacdo. Nesse contexto, algoritmos
quanticos de otimizacdo surgem como candidatos naturais, uma vez que permitem
codificar a funcao de custo como um Hamiltoniano de problema e explorar propriedades
da dinamica quantica para guiar a busca por solucdes de baixa energia. Essa perspectiva
tem impulsionado o desenvolvimento de algoritmos quanticos variacionais e de controle
por realimentacdo, particularmente formulados sobre representacées do tipo QUBO e

Ising, que serdo discutidas nas secOes seguintes.
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2.2 Otimizacao Binaria Quadratica lrrestrita

A Otimizacdo Binaria Quadratica Irrestrita, conhecida pela sigla QUBO (Quadra-
tic Unconstrained Binary Optimization), constitui uma classe fundamental de problemas
de otimizacdo combinatéria na qual a funcdo objetivo possui termos quadraticos e as
variaveis de decisdo sdo binarias, assumindo valores em {0, 1} (21, 22). Essa formula-
cao é particularmente relevante por sua expressividade, pois uma ampla variedade de
problemas praticos pode ser reescrita nessa forma, incluindo aplicacées em logistica,

engenharia e inteligéncia artificial (23, 24).

De maneira geral, um problema QUBO ¢é definido pela minimizacdo de uma

funcdo custo quadratica sobre variaveis binarias, da forma

min C(x), C(z) = 2T Qu = ZQijIﬂ?j, (2)
z€{0,1}" o
onde = (x,,...,2,)T representa o vetor de varidveis binarias e Q € R™" é a

matriz de coeficientes do problema. Sem perda de generalidade, pode-se tomar () como
simétrica, uma vez que apenas sua parte simétrica contribui para o valor de 27 Qxz.
Termos lineares podem ser incorporados a diagonal de @), pois, para varidveis binarias,
vale 5622 = x;. O objetivo consiste, portanto, em determinar a configuracao binaria x

que minimiza o valor de C'(z).

2.2.1 Incorporacao de restricoes

Embora a formulacdo QUBO seja, por definicdo, irrestrita, problemas de otimi-
zac3o reais frequentemente envolvem restricGes explicitas, como condicdes de balan-
ceamento, conservacdo de recursos ou exigéncias de selecdo exclusiva, por exemplo,
“escolher exatamente um"” dentre véarios itens. Uma estratégia amplamente utilizada
para lidar com esse aspecto consiste em incorporar as restricGes diretamente a funcao
objetivo por meio de termos de penalizacdo quadraticos (6). Dessa forma, o problema
original com restricdes é transformado em um problema QUBO equivalente, no qual

solucdes invidveis sao penalizadas energeticamente.

Considere uma restricao de igualdade da forma

Z a;r; = b. (3)



18

Essa condicdo pode ser incorporada a funcdo custo por meio de um termo de penalizacado

quadratico,
2
Pey(z) = (Z a;T; — b> . (4)

A escolha quadrética é conveniente porque P.q(z) é sempre ndo negativo e se anula
apenas quando a restricdo é satisfeita. Dessa forma, violacdes da igualdade em qualquer
direcdo, isto é, tanto acima quanto abaixo do valor b, sdo penalizadas. Um termo linear
proporcional a Y, a;x; — b, por outro lado, poderia assumir valores negativos e alterar
a funcdo objetivo favorecendo certas violacoes da restricao, em vez de penaliza-las de

maneira simétrica. A funcdo custo modificada passa entdo a ser
C'(x) = C(x) + APy (), (5)

onde A > 0 controla a severidade da penalizacdo associada a violacdo da restricdo. Para
que a formulacao penalizada preserve as solucGes 6timas viaveis do problema original,
A deve ser escolhido suficientemente grande em relacdo a escala dos valores assumidos

pela funcdo objetivo.

2.3 Transcricdo QUBO/Ising para Hamiltonianos de custo

Para empregar algoritmos quanticos de otimizac3o, é necessario reescrever o
problema classico de minimizacdo em uma linguagem compativel com a dinamica
quantica. Em vez de operar diretamente sobre a funcdo custo C'(z), busca-se construir
um Hamiltoniano quantico cujo espectro de energia codifique os valores dessa funcao

nas configuragdes da base computacional (6).

Nesse mapeamento, cada variavel binaria z; € {0, 1} é associada a um qubit, de
modo que os estados |0) e |1) representam os valores possiveis da varidvel. O objetivo

é construir um Hamiltoniano H/ tal que, para cada estado computacional |z),
Hyl|z) = C(x) |z). (6)

Assim, a minimizacdo da funcdo custo classica passa a ser equivalente a busca pelo

menor autovalor de Hy.
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A conexdo entre a formulacdo QUBO e a formulacao de Ising é dada pela
mudanca de variaveis
S; — 1— 21'1',
em que s; € {—1,+1} representa uma variavel de spin. Equivalentemente,

1—81'
€T; =
2

No contexto quantico, a varidvel de spin s; é representada pelo operador de Pauli o7,

cujos autovalores na base computacional sao

o7 |0) =+1[0), o7 [1) =—1).

7

Portanto, a variavel binaria x; é representada pelo operador
. 1l-07
b=
que satisfaz
Esse operador é diagonal na base computacional e preserva, no espaco de Hilbert, os

valores assumidos pela variavel binaria classica.

Partindo da express3o classica definida em (2), o Hamiltoniano de custo é obtido
pela substituicao x; — ;, isto &,
Hf :ZQiji’@j; (7)
i,J
onde os coeficientes ();; sdo aqueles definidos na formulagdo classica do problema.
Essa construcdo permite reescrever o Hamiltoniano de custo na forma de Ising.
De fato, para termos fora da diagonal, isto é, i # j, tem-se
S — } 1 _ z _ z + z __Z
Ty = o] —0; +0;0;).
Portanto, os termos do QUBO produzem contribuices constantes, termos locais em

o7 e acoplamentos entre pares de qubits em o707. Os termos diagonais, por sua vez,
2

contribuem como termos locais, pois Z; = Z;. Dessa forma, o Hamiltoniano H; pode

ser reorganizado como

Hf = Z h,O’ZZ + Z JijO'iZO'; + 001,

1<j
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onde h; representam campos locais, J;; representam acoplamentos de Ising e Cj é
uma constante aditiva determinada pelos elementos da matriz (). Como (| apenas
desloca todos os autovalores pela mesma quantidade, ele n3o altera a configuracao que

minimiza a energia.
A solucdo do problema pode entdo ser formulada como a minimizacdo do valor
esperado do Hamiltoniano de custo,

min (] Hy ). ®

Caso existam multiplas configuragdes 6timas, o menor autovalor de H serd degenerado,
e o subespaco fundamental serd gerado pelos estados computacionais associados a
essas solucdes. Assim, as formulacdes QUBO, Ising e Hamiltoniana descrevem o mesmo
problema de otimizacdo em linguagens distintas: variaveis binérias, varidveis de spin e

operadores quanticos diagonais, respectivamente (6, 22).

Ao longo dos capitulos seguintes, o Hamiltoniano de custo também sera denotado
por H,, por representar o Hamiltoniano de problema utilizado nos algoritmos quanticos

de otimizacao.

2.4 O problema MaxCut

O problema MaxCut constitui um dos problemas classicos de otimizacdo com-
binatéria definidos sobre grafos. Dado um grafo ndo direcionado G = (V, E), com
conjunto de vértices V' e conjunto de arestas I, o objetivo consiste em particionar os
vértices em dois subconjuntos disjuntos, S e T, de forma que o nimero de arestas
entre S e T seja o maior possivel (20). Existe também uma versdo mais geral do
problema, denominada weighted MaxCut, na qual cada aresta possui um peso associado.
Nesse caso, o objetivo deixa de ser maximizar apenas o nimero de arestas cortadas e
passa a ser maximizar o peso total das arestas que conectam vértices pertencentes a

subconjuntos diferentes.

Formalmente, considera-se uma varidvel binaria associada a cada vértice do
grafo,
Z; € {07 1}7
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que indica a qual subconjunto o vértice i pertence. Uma aresta (i, j) contribui para o

corte sempre que os vértices i e j pertencem a conjuntos diferentes, isto é, quando
T F# Tj.

A func3o objetivo do problema pode ser escrita como

OMaxcut (¥) = Y wij(x; + x5 — 22535), (9)

(i.4)€EE
onde w;; representa o peso associado a aresta (7, ). Essa expressdo assume valor
maximo quando o peso total das arestas conectando vértices em particoes distintas
é maximizado. No caso ndo ponderado, em que w;; = 1 para todas as arestas, isso

equivale a maximizar o nimero de arestas cortadas.

Como a formulacao QUBO foi apresentada como um problema de minimizacao,
o MaxCut pode ser incorporado a essa estrutura minimizando-se —Clyaxcut(2), ou, de
forma equivalente, escolhendo uma convencao de sinal apropriada para o Hamiltoniano
de custo. Essa formulacio torna o MaxCut um dos exemplos mais utilizados em estudos

de algoritmos de otimizacdo quantica (6, 4).

Figura 1 — Representacdo esquematica do problema MaxCut em um grafo.

Fonte: extraida de (16).
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Na Figura 1, apresenta-se uma ilustracdo esquematica do problema MaxCut.
Os vértices sdo distribuidos em duas particdes, e as arestas que cruzam essa separacao

correspondem as contribuicdes efetivas para o valor do corte.

Uma propriedade importante do MaxCut é a presenca de simetrias e degeneres-
céncias. Se uma particdo dos vértices em dois subconjuntos, S e T', define um corte
6timo, entdo a troca global dessas particoes, isto é, S <+ T, produz uma solucdo
equivalente com o mesmo valor da funcdo objetivo. Assim, cada solucdo possui na-
turalmente uma configuracdo simétrica associada. Do ponto de vista Hamiltoniano,
essa propriedade se manifesta como uma degenerescéncia do estado fundamental, pois
diferentes estados computacionais podem estar associados ao mesmo menor autovalor.
Essa caracteristica é relevante para algoritmos quanticos de otimizacao, uma vez que
o objetivo ndo é necessariamente preparar uma configuracdo 6tima especifica, mas

qualquer estado pertencente ao subespaco de menor energia.

Além de sua relevancia tedrica, o MaxCut possui aplicacdes em diversas areas,
incluindo clustering, visao computacional, design de circuitos e problemas de segmenta-
cao em grafos. Sua importancia também se deve ao fato de ser um problema NP-dificil,
amplamente utilizado como benchmark no desenvolvimento e avaliacdo de algoritmos

classicos e quanticos de otimizacao.



3 Fundamentos de Computacao e Infor-

macao Quanticas

No Capitulo 2, foram apresentados os fundamentos de otimizacao combinatéria
e as formulacdes QUBO/Ising, com énfase na reescrita de problemas classicos em
termos de Hamiltonianos de custo. Para compreender como tais Hamiltonianos podem
ser explorados por algoritmos quanticos de otimizacao, torna-se necessario introduzir
os conceitos fundamentais da computacdo e da informacdo quanticas que servirdo de
base para os capitulos seguintes (1, 2). Em particular, os algoritmos estudados nesta
dissertacao dependem diretamente do formalismo de estados quanticos, da evolucdo
unitaria, da medicao de observaveis e da representacao de circuitos parametrizados,
elementos centrais na literatura de computacdo quéantica (1, 2). Além disso, a formulacdo
desses métodos também requer nocdes de controle quantico, especialmente controle

por Lyapunov, que constitui a base conceitual do FALQON e de suas variantes (10, 12).

Este capitulo tem, portanto, o objetivo de apenas retomar os principais conceitos
de computacdo e informacdo quanticas que serdo utilizados ao longo do trabalho. Em
vez de apresentar uma exposicao exaustiva da mecanica quantica, busca-se reunir, de
forma organizada, os elementos mais relevantes para a compreensao dos algoritmos

variacionais (9, 8, 25) e de feedback estudados nesta dissertacdo.

3.1 Estados quanticos e notacdo bra-ket

A formulacdo matematica da mecéanica quantica descreve o estado de um
sistema fisico por meio de vetores pertencentes a um espaco de Hilbert complexo. Na
notacdo de Dirac, um vetor de estado é representado por um ket 1)), enquanto seu
dual é representado pelo correspondente bra (1)|. O produto interno entre dois estados
|¢) e |1) é denotado por

(Ol) (10)
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e fornece uma quantidade complexa cuja magnitude estd diretamente associada a
amplitudes de probabilidade (1, 2).

Um estado fisico puro deve ser normalizado, isto é,

([y) =1. (11)

Essa condicao garante que a soma das probabilidades de todos os resultados possiveis
de uma medic3do seja unitaria. Além disso, dois vetores que diferem apenas por uma fase
global complexa representam o mesmo estado fisico. Em outras palavras, os estados

1) e e 1), com v € R, sdo fisicamente indistinguiveis (1).

A unidade basica de informacdo quantica é o qubit. Diferentemente de um
bit classico, que s6 pode assumir os valores 0 ou 1, um qubit pode estar em uma
superposicao linear desses dois estados basicos. Escolhendo-se a base computacional

{]0),]1)}, um estado arbitrario de um Gnico qubit pode ser escrito como

) =al0) + B11), (12)
onde o, € Ce
la? + 18> = 1. (13)

As quantidades |a|? e |3|? correspondem, respectivamente, as probabilidades de se

obter os resultados 0 e 1 em uma medi¢cdo na base computacional (1, 2).

Desprezando-se a fase global, o estado de um qubit também pode ser parame-

trizado por dois angulos reais, usualmente associados a esfera de Bloch, na forma

1) = cos (Z) 0) + €% sin (g) 1), (14)

com 6 € [0,7] e ¢ € [0,27). Essa representacdo evidencia que, embora o espaco
vetorial associado ao qubit seja complexo bidimensional, os estados fisicos puros podem

ser representados geometricamente sobre a superficie da esfera de Bloch (1).

Uma caracteristica central dos sistemas quanticos é o principio da superposicao:

se [11) e |1)9) sdo estados validos, entdo qualquer combinacdo linear normalizada

IX) = c1 Y1) + ca i) (15)
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também representa um estado fisico admissivel. Essa propriedade estd na base da
expressividade dos circuitos quanticos parametrizados, pois permite que a evolucao

do sistema explore simultaneamente miultiplas configuracdes da base computacional
(2, 25).

Para sistemas compostos, o espaco de Hilbert total é obtido pelo produto
tensorial dos espacos individuais. Assim, se H4 e Hp descrevem dois subsistemas,

entao o sistema conjunto é descrito por
Hap = Ha® Hp. (16)

No caso de n qubits, o espaco total possui dimensdo 2", e a base computacional é

formada pelos vetores
) = |21) ® [22) @ - @),  w; €{0,1}. (17)

Equivalentemente, costuma-se escrever |z) = |z125 - - x,), onde x1x9- -2, é uma

cadeia binaria. Um estado geral de n qubits assume entdo a forma

Wy= > clz), > el =1 (18)

Um estado puro de um sistema composto é dito separavel quando pode ser
escrito como um produto tensorial de estados individuais. Caso contrério, o estado é
emaranhado. O emaranhamento constitui um recurso essencial da computacdo quantica,

pois introduz correlacdes n3o cléssicas entre os subsistemas (1, 2).

Embora muitos algoritmos sejam descritos em termos de estados puros, é
conveniente introduzir também o operador densidade, que fornece uma formulacao

mais geral para estados puros e mistos. Para um estado puro |¢), define-se

p =) (] (19)

Nesse caso, p satisfaz

ph=p,  p>0, Te(p)=1, p*=p (20)

J4 um estado misto é descrito por uma combinacdo convexa de estados puros,

p=> Dk |tr) (Y|, pr > 0, > pe=1, (21)
k %
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na qual a condicdo p? = p deixa, em geral, de ser vélida (26, 1).

A formulacao em termos de p sera (til mais adiante porque grandezas fisicas
mensuraveis, como valores esperados e probabilidades de resultados, podem ser escritas

de forma unificada nesse formalismo.

3.2 Operadores unitarios e evolucdo temporal

Em mecanica quantica, a evolucdo temporal de um sistema isolado é descrita

por operadores unitarios. Um operador U é dito unitario quando satisfaz
U'U =UU' =1, (22)

onde UT denota o adjunto de U. A unitariedade assegura a preservacio da norma do

vetor de estado e, consequentemente, a conservagdo da probabilidade total (1, 2).

Grandezas fisicas mensuraveis sdo representadas por operadores hermitianos.
Um operador O é hermitiano se
o' =0. (23)

Pelo teorema espectral, um operador hermitiano admite decomposicdo em autovalores

reais e projetores ortogonais, isto €,
0= Z oI, (24)
m

onde o0,, € R s3o os autovalores e II,, sdo projetores sobre os subespacos préprios
correspondentes (27, 1). No contexto desta dissertacdo, um caso especialmente impor-
tante é o Hamiltoniano H, que representa a energia do sistema e, simultaneamente, o

gerador da evolucao temporal.

Para um sistema fechado, a dinamica do vetor de estado é governada pela
equacao de Schrodinger
L d
th— [(t)) = H(t) [0 (1)) - (25)
Em grande parte da literatura de computacdo quantica, adota-se a convencdo h =1, o

que simplifica a expressao para

d
i [9(0) = H() [9(1)) . (26)
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Se o Hamiltoniano é independente do tempo, a solucdo formal é dada por

[%(2)) = e [¥(0)) (27)

onde o operador
U(t) = et (28)

é unitario. Quando H (t) depende explicitamente do tempo, a solucdo formal envolve o

operador de ordenacdo temporal T,

00) = Texp (=i [ H(s)ds ) [0(0)) (29)

O operador T organiza os Hamiltonianos na expansdo da exponencial de acordo com
sua ordem temporal, sendo necessario porque, em geral, Hamiltonianos avaliados em

instantes distintos nao comutam.

Como H é hermitiano, pode-se escrever
H =) E;|E;) (Ejl, (30)
J

onde £ sdo autovalores reais e |E;) sdo autovetores ortonormais. Se o estado inicial

for expandido nessa base,

[1(0)) = ch |Ej) (31)

entdo a evolucao temporal assume a forma
(1) = > _cje | Ey). (32)
J

Essa expressdo mostra que a dindmica unitaria preserva os médulos |¢;|, alterando

apenas as fases relativas entre os componentes espectrais do estado (1, 2).

No contexto de problemas de otimizacdo, o menor autovalor de H corresponde
a energia fundamental. Como discutido no Capitulo 2, quando o problema é codificado
em um Hamiltoniano de custo, o estado fundamental passa a representar uma solucao

6tima ou uma superposicao de solucoes 6timas degeneradas.
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3.3 Medicao quantica e valores esperados

A medicao quantica conecta a descricido matematica do estado as quantidades
observaveis experimentalmente. De modo geral, toda medida de uma grandeza fisica
associada a um observavel tem como resultado um de seus autovalores e, apés a medicao,
o estado do sistema colapsa para o autovetor associado ao autovalor observado (1, 2).
Em sua forma projetiva, a medicao de um observavel hermitiano O, decomposto

conforme a Equacdo (24), produz o resultado o,, com probabilidade dada pela regra de

Born,
Pm = (Y[ |1) (33)
Caso o resultado o, seja obtido, o estado pés-medicao é
1L, |¢

/Pm

Essa transformacdo explicita que a medicdo n3o apenas revela informacao sobre o

sistema, mas também altera seu estado (1, 2, 27).

A quantidade central para algoritmos variacionais e de feedback ndo é, em geral,
o resultado de uma Unica medicdo, mas o valor esperado de um observavel. Para um

estado puro |1), o valor esperado de O é dado por
(O), = W[O|). (35)
Utilizando a decomposicdo espectral de O, tem-se também

(0)y = 0mPm- (36)

Portanto, o valor esperado é uma média ponderada dos possiveis resultados de medicao.

No formalismo de operador densidade, a expressdo correspondente é
(0), = Ta(p0). (37)

Essa forma é particularmente (til em cenarios experimentais ruidosos ou quando se

trabalha com estados mistos.
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Na pratica, computadores quanticos atuais retornam amostras de resultados de
medicdo, e n3o valores esperados exatos. Assim, para estimar (O), o circuito é repetido
diversas vezes, produzindo uma média empirica. Se N, repeticoes independentes forem

realizadas, uma estimativa amostral pode ser escrita como

©0) = 5 Lo, (38)

onde o) é o resultado da r-ésima execucdo. Sob hipdteses usuais, o erro estatistico

1/2

decai tipicamente como N /“, o que explica o papel central do nimero de shots na

qualidade das estimativas experimentais (9, 25).

Esse ponto é especialmente relevante para algoritmos de otimizacao quantica,
pois tanto a funcdo custo quanto quantidades de feedback sdo, em geral, acessadas via
médias de medicoes repetidas. Em particular, no FALQON, o termo de realimentacao

depende da estimacdo de um observavel associado a um comutador entre Hamiltonianos
(10, 12).

3.4 Qubit, portas e circuitos quanticos

O modelo de circuitos quanticos descreve a computacao como uma sequéncia
discreta de operacoes unitdrias aplicadas a um registrador de qubits, seguida por
medicoes. Tal modelo é particularmente adequado a implementacdo de algoritmos

variacionais e de feedback em dispositivos quanticos digitais (1, 2).

Na representacao vetorial, os estados da base computacional de um unico qubit

sao definidos por

0) = ;= : (39)

Entre as operacGes elementares mais importantes estdao os operadores de Pauli,

0 1 0 —i 1 0
X = , Y = ! , 7 = , (40)
10 1 0 0 —1

que atuam sobre a base computacional como

X10)=[1),  X[1)=10), (41)



Z10) =10y, Z[1) =—11). (42)

A porta de Hadamard, denotada por H, é dada por

1 (1 1
() @

iy = DR oy = B ey, (44)

A acdo de H ilustra como superposicdes podem ser geradas a partir de estados da base

e satisfaz

computacional.

Também s3ao amplamente utilizadas as rotacdoes em torno dos eixos x, y e z,
definidas por
R,(0) = e_w”“ﬂ, a€{r,y, 2}, (45)

onde o, = X, 0, =Y e o, = Z. Tais operacdes dependem de parametros continuos e,

por isso, sao particularmente adequadas para a construcao de circuitos parametrizados
(28, 1).

A computacdo quantica torna-se expressivamente mais poderosa quando se
permite a atuacdo de portas multiqubit. Um exemplo fundamental é a porta CNOT,
que atua como

CNOT ¢, t) = |e,t® ), (46)

onde ¢ é o qubit de controle, ¢ é o qubit alvo e & denota soma médulo 2. Em particular,
CNOT |00) =]00), CNOT|01) =101), CNOT]|10)=|11), CNOT|11) = |10).
(47)

A combinacdo de uma porta de Hadamard em um qubit seguida de uma CNOT

permite produzir estados emaranhados. Por exemplo,

Het, [00) +[10) onor |00) + [11)
V2 V2o

Esse é um dos estados de Bell e constitui um exemplo de estado emaranhado,

100)

(48)

pois ndo pode ser escrito na forma

V) @ [¥s),



31

em que [1)4) e |tp) representam estados individuais dos dois qubits. Embora o estado
seja uma combinac¢do linear dos estados |00) e |11), ndo é possivel fatora-lo como um
produto tensorial de estados de um tnico qubit. Essa propriedade evidencia a presenca

de correlacdes quanticas entre os subsistemas (1, 2).

Um circuito quantico pode ser entendido como a composicdo ordenada de
portas unitarias,
U=U,Ur_1---UyUpy, (49)

de modo que, a partir de um estado inicial |¢)g), o estado final é

[¥5) = U lho) - (50)

Em algoritmos variacionais, diversas dessas portas dependem de parametros ajustaveis,

levando a forma
14(8)) = U(0) [¢o) , (51)

onde @ = (0y,0,,...,6,) é o vetor de parametros. O problema algoritmico consiste
entdo em escolher @ de modo a minimizar, maximizar ou controlar determinada funcao
objetivo, frequentemente definida como o valor esperado de um Hamiltoniano de custo
(5, 9, 8, 25).

Essa estrutura serd retomada nas secoes finais do presente capitulo, quando
forem discutidas as conexdes entre circuitos parametrizados, algoritmos variacionais e

estratégias de feedback.

3.5 Formalismo de Hamiltonianos

O Hamiltoniano ocupa papel central tanto na mecanica quantica quanto nos
algoritmos de otimizacdo quantica. Do ponto de vista fisico, ele representa a energia
do sistema; do ponto de vista dinamico, ele gera a evolucdo temporal; e, do ponto de

vista algoritmico, ele define a funco custo a ser minimizada (1, 2).

Qualquer operador hermitiano atuando sobre n qubits pode ser expandido na

base ortogonal formada pelas cadeias de Pauli (1, 9),

H = Z h, Py, (52)
I
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onde h, € R e cada P, pertence ao conjunto

P, € {1,X,Y,Z}*". (53)

Essa decomposicao é importante porque valores esperados de H podem ser
obtidos a partir da medicdo de valores esperados das cadeias de Pauli que o compdem.
Em algoritmos variacionais, isso permite escrever a funcdo custo como uma soma de

termos localmente mensuraveis (9, 8).

Conforme derivado na Secdo 2.3, uma funcdo custo QUBO pode ser reescrita
como um Hamiltoniano de Ising na representacao de Pauli-Z. Nesse caso, o Hamiltoniano

de problema assume a forma

i i<j
onde h;, J;; e c sdo determinados pelos coeficientes da formulacgdo QUBO. Seus

autovalores codificam os valores da funcao custo classica associada ao problema.

Entretanto, se o sistema fosse preparado em um autovetor de H,, a dindmica
gerada apenas por esse Hamiltoniano produziria somente fases, sem alterar as probabili-
dades na base computacional. Para induzir transicdes entre configuracdes e explorar o
espaco de solucoes, introduz-se um Hamiltoniano auxiliar, frequentemente denominado

driver ou mixer, denotado por H,.
Uma escolha comum é o Hamiltoniano de campo transversal,
n
Hi=Y X, (55)
i=1

composto por operadores de um qubit que promovem transicdes entre os estados |0)
e |1). Essa, contudo, ndo é a dnica possibilidade. Dependendo da estrutura e das
restrices do problema, H,; pode incluir também interacdes entre dois ou mais qubits,
como termos do tipo X;X; 4 Y;Y}, utilizados para preservar determinados subespacos

de solucdes viaveis (29, 10).

A condicao de ndo comutatividade

[Hvad} # 0 (56)
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é essencial para que a acdo conjunta de ambos os Hamiltonianos produza uma dinamica
ndo trivial. Se H, e H; comutassem, existiria uma base comum de autovetores, e
a evolucdo tenderia a perder a capacidade de explorar eficientemente o espaco de

solucodes.

Se Ey é o menor autovalor de um Hamiltoniano hermitiano H, ent3o, para

qualquer estado normalizado |1), vale

Eo < (| H |¢) . (57)

A igualdade ocorre quando |¢) pertence ao subespaco fundamental de H. Esse resul-
tado, conhecido como principio variacional, fundamenta diretamente os algoritmos de
otimizagdo quantica: ao procurar estados que minimizam (| H,, [¢), busca-se aproximar

o estado fundamental do Hamiltoniano de problema (5, 9, 25).

Tal principio conecta de forma natural a formulacdo Hamiltoniana apresentada

no capitulo anterior aos métodos quanticos discutidos nos capitulos seguintes.

3.6 Conceitos basicos de controle quantico

Controle quantico consiste em manipular a dindmica de um sistema quantico
por meio de campos externos ou parametros ajustaveis, de forma a conduzir o sistema
a um objetivo desejado. Esse objetivo pode ser, por exemplo, preparar um estado-alvo,
implementar uma operacdo unitaria especifica, maximizar a fidelidade com determinado

subespaco ou minimizar o valor esperado de um Hamiltoniano (30, 31).

Em sua forma mais comum, a dinamica de um sistema quantico fechado sob

controle pode ser escrita como (30, 31)

m
H(t) = Ho+ Y u(t) Hy, (58)
k=1
onde Hy é o Hamiltoniano livre ou de deriva, H;, s3o Hamiltonianos de controle
e uy(t) sdo funcdes escalares do tempo que representam os sinais de controle aplicados

ao sistema. A dindmica resultante satisfaz

i 100) = (Ho+ 3wt 1) o) (59

k=1
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No formalismo de operador densidade, a equacdo equivalente é

dp .
— = —i[H (), p(t)]. (60)
dt

Essa formulacdo é particularmente conveniente quando se deseja descrever ensembles

estatisticos ou incorporar, em extensoes futuras, efeitos de ruido e dissipacao.

Do ponto de vista conceitual, o controle quantico busca explorar a estrutura
dindmica da mecénica quantica para tornar acessiveis determinadas trajetérias de
evolucao ou regides do espaco de estados. Em vez de se trabalhar apenas com a
evolucao livre imposta pelo Hamiltoniano natural do sistema, introduzem-se termos
adicionais capazes de redirecionar essa dinamica segundo critérios previamente definidos.
Em muitos casos, o problema central ndo é simplesmente evoluir o sistema no tempo,
mas fazé-lo evoluir de modo orientado, aproximando-o de uma configuracdo de interesse

fisico ou computacional (30).

Entre os objetivos mais comuns em controle quantico, podem ser citados a
preparacdo de estado, a implementacdo de portas quanticas, a minimizacdo de energia
e a maximizacao de fidelidade. Na presente dissertacdo, o caso de maior interesse é a

minimizacao do valor esperado de um Hamiltoniano de problema,

J(t) = ()] Hy [4(1)) (61)

pois essa quantidade esta diretamente associada a qualidade da solucdo aproximada

produzida pelo algoritmo de otimizacdo (10, 12).

Essa perspectiva é particularmente relevante em problemas de otimizacdo
quantica. Nesses casos, ndo se deseja apenas controlar o sistema para atingir um
estado arbitrario, mas sim guid-lo em direcao a estados de menor energia associados
a um Hamiltoniano de custo. Dessa forma, o controle quantico passa a oferecer uma
linguagem natural para interpretar algoritmos em que parametros sao ajustados de
modo a favorecer trajetérias que reduzam progressivamente o valor esperado da funcdo
objetivo. Essa conexao serad essencial nas secoes seguintes, especialmente quando o
problema for reinterpretado em termos de algoritmos de feedback inspirados em controle

por Lyapunov.
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3.7 Introducao ao controle por Lyapunov

O método de Lyapunov é uma ferramenta classica da teoria de estabilidade
de sistemas dinamicos. Sua ideia central consiste em construir uma funcdo escalar
V', chamada funcdo de Lyapunov, que seja ndo crescente ao longo da trajetéria do
sistema. Em termos intuitivos, essa funcdo atua como uma medida de progresso da
dindmica em direcdo ao objetivo desejado: se V() é monotonicamente ndo crescente ao
longo do tempo, a evolucdo do sistema passa a ser guiada por uma direcdo preferencial
(30, 31). No contexto quantico, a adaptacdo dessa ideia é especialmente natural quando
o objetivo é reduzir a energia esperada de um Hamiltoniano de problema, pois isso
permite associar diretamente a dindmica controlada ao processo de busca por estados

de menor custo.

Em controle quantico, o método de Lyapunov n3o consiste em resolver explici-
tamente um problema global de otimizacdo a cada instante de tempo. Em vez disso,
escolhe-se uma funcdo escalar adequada e projeta-se a lei de controle de modo que sua
derivada temporal seja ndo positiva. Com isso, garante-se que a trajetéria do sistema
evolua de forma monotonica em relacdo ao funcional escolhido. Essa perspectiva é
particularmente relevante para algoritmos de feedback quantico, nos quais a informacao
extraida de medicGes é utilizada para atualizar os parametros do circuito de forma
iterativa, preservando a tendéncia de reducdo da funcdo custo (10, 12).

3.7.1 Escolha da funcao de Lyapunov

Se o objetivo é minimizar a energia associada a um Hamiltoniano H,, uma

escolha natural de funcao de Lyapunov é

Vi(t) = (@) Hy [¢(1)) - (62)

Essa escolha é particularmente apropriada em problemas de otimizac3o, pois a diminuicdo

de V() corresponde diretamente a redugdo do valor esperado da fungdo custo.
Considere agora um Hamiltoniano controlado da forma
H(t) = H, + 8(t) H (63)

onde H, é o Hamiltoniano de problema, H,; é o Hamiltoniano de controle ou driver,

e () é o sinal escalar de controle. Assumindo H, e H, independentes do tempo, a
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derivada temporal de V (t) é

dV d
I d ((t)| Hp [9(t)) - (64)

Usando a equac¢do de Schrodinger (26), obtém-se

O = O [H ), 1) (1) (65)
Substituindo (63) em (65), segue que

av

S = O] [Hy + 50 Ha, H [9(0). (66)
Como [H,, H,] = 0, resta
= B (o) il H] 100 (67)
Definindo
A(t) = (0] ilHa, 1) [0(0), (68)
pode-se escrever
= B)A) (69)

A flexibilidade do método de Lyapunov reside no fato de que o controle 3(t)
pode ser escolhido de modo a tornar dV/dt ndo positivo. Uma escolha simples e muito

utilizada é
B(t) = —rA(t), k>0, (70)

o que implica
av

— = —kA()* <0, 71
= kA1) < (71)

Logo, o valor esperado de H,, é monotonicamente ndo crescente ao longo da dindmica.

De forma mais geral, pode-se adotar

B(t) = —wf(t, A(t)), w >0, (72)

desde que f(t,0) =0 e A(t)f(t, A(t)) > 0 para A(t) # 0. Nessas condi¢des,

= AW 7 A) <0 (73)
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Essa forma geral mostra que o aspecto essencial ndo é a linearidade da lei de controle,

mas a garantia de que o funcional de Lyapunov decresca ao longo do tempo (30, 12).

No contexto de otimizacdo combinatéria, a interpretacdo de (71) é direta: se
V(t) = (H,) decresce monotonicamente, entdo a dindmica conduz o sistema a estados
de energia cada vez menor. Isso ndo implica, em geral, garantia automatica de alcance
do estado fundamental global em tempo finito, mas fornece um principio construtivo
para o desenho de algoritmos que melhoram sistematicamente a estimativa da solucdo

a medida que a dindmica evolui (10, 12).

Além disso, a condicao estacionaria

A(t) = ()| ilHa, Hy] [¢(1)) = 0 (74)

indica que a dindmica alcancou um ponto em que, sob a lei de controle escolhida, a
reducdo instantdnea de V(¢) se anula. Em linguagem de controle, a trajetéria aproxima-
se de um conjunto invariante; em linguagem algoritmica, esse comportamento esta

relacionado a saturacdo da melhoria obtida pelo protocolo.

3.8 Relacao entre controle quantico e algoritmos

Embora o controle quantico seja frequentemente formulado em tempo continuo,
a implementacdo em computadores quanticos digitais exige uma discretizacao temporal.
Essa passagem do continuo para o discreto é precisamente o ponto em que uma
estratégia de controle passa a adquirir a forma de um algoritmo quantico executavel

em camadas de circuito (4, 10).

Suponha-se que o Hamiltoniano controlado seja dado por
H(t)=H,+ p(t)Hq, (75)

onde H, é o Hamiltoniano de problema, H,; é o Hamiltoniano driver e 3(t) é um
parametro de controle dependente do tempo. Dividindo-se a evolucdo total em intervalos
discretos de duracdo At e assumindo que o controle permaneca constante, com valor

B, durante o k-ésimo intervalo, a evolucdo correspondente é dada por

U, = e~ (Hp+BxHa) At (76)
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A férmula de Lie-Trotter, correspondente a decomposicdo de Trotter—Suzuki

de primeira ordem, permite aproximar essa evolucdo por (32, 33)

2
o iHp+BrHa) AL _ (e—inHdAt/re—inAt/r)r + 0 (At ) 7 (77)
r

onde r representa o niimero de subdivisdes do intervalo. O erro dominante esta associado
a ndo comutatividade entre H, e H, e depende do comutador §;[H,, H,| (34). Em
cada subdivis3o, o erro local é da ordem de O((At/r)?) e, apés as r subdivisdes, o

erro acumulado no intervalo é da ordem de O(A#?/r).

No caso utilizado na construcao do circuito, considera-se uma Unica aplicacao

por intervalo, isto é, r = 1, resultando em

e—i(Hp+BkHd)At _ e—zﬂkHdAte—z’HpAt +0 (At2> ' (78)

Definindo
U, = e At Ua(Br) = e~ Prtladt, (79)

a evolucdo apés ¢ etapas pode ser escrita como

Up = Ua(Be)Up - - - Ua(B2)Up Ua(B1) Up. (80)

Aplicada a um estado inicial |tg), essa sequéncia produz
[ve) = Us [tbo) - (81)

Essa estrutura ja possui a forma tipica de um circuito quantico em camadas:
em cada passo, aplica-se uma evolucdo associada ao Hamiltoniano de problema e uma
evolucao associada ao Hamiltoniano driver, parametrizada por um coeficiente que pode
ser ajustado conforme a estratégia de controle adotada. Em outras palavras, uma
dindmica continua controlada pode ser reinterpretada como uma sequéncia discreta de

operacdes unitarias implementaveis em hardware quantico digital.

No regime discreto, a quantidade associada ao feedback passa a ser avaliada

camada a camada. Define-se

Ay = (U] i[Ha, Hp) |r) (82)
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de modo que uma regra de atualizacao inspirada no controle por Lyapunov pode assumir

a forma
P41 = —K A, (83)

com k£ > 0. A Equacdo (82) fornece a definicdo matematica de A,. Em uma simulacdo
por vetor de estado, essa quantidade pode ser calculada diretamente a partir de |i;). Em
um dispositivo quantico, entretanto, o estado ndo é conhecido explicitamente, e o valor
esperado do observavel i[H,, H,| deve ser estimado a partir de medicGes repetidas do
circuito correspondente a camada k. Assim, na implementacao experimental, utiliza-se
uma estimativa Ay, sujeita a erro estatistico devido ao niimero finito de shots, e a regra

de atualizacao passa a ser implementada como
Br1 = —KA. (84)

Em consequéncia, o algoritmo realiza uma realimentacdo baseada em valores esperados

estimados estatisticamente (10, 12).

A importancia conceitual dessa construcao estd no fato de que os parametros
do circuito deixam de ser determinados por um processo de otimizacao classica global.
Em cada camada, o valor de A, definido pela Equac&o (82), é avaliado numericamente:
de forma direta em simulacdes por vetor de estado ou por meio de estimativas obtidas
a partir de medicGes em um dispositivo quantico. Esse valor é ent3do utilizado pela regra
de feedback para determinar o pardmetro da camada seguinte. Assim, um problema
originalmente formulado na linguagem de controle é convertido em um protocolo
algoritmico composto por etapas sucessivas de preparacao do estado, aplicacdo de

operacoes unitarias, avaliacao de observaveis e atualizacdo dos parametros.

Desse modo, a discretizacao da dindmica controlada transforma um problema
continuo de controle em um algoritmo digital executavel em hardware quantico. Essa é
a ponte conceitual entre controle quantico e algoritmos de feedback para otimizacdo, e
é justamente essa ponte que fundamenta a formulacdo do FALQON e de suas variantes

como estratégias de otimizacao quantica guiadas por realimentacdo.
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3.9 Conexao com algoritmos variacionais e de feedback

Os algoritmos quanticos de otimizacao em arquitetura NISQ frequentemente
utilizam circuitos parametrizados rasos e uma funcao custo definida por um valor
esperado (5, 9, 8, 25). Nesse sentido, hd uma relacdo estrutural clara entre algoritmos
variacionais, como VQE e QAOQOA, e algoritmos baseados em feedback, como FALQON.

A diferenca central reside no modo como os parametros sao escolhidos.

No paradigma variacional, considera-se um sistema quantico descrito por um

Hamiltoniano H e um estado de teste parametrizado,

[4(8)) = U(8) [¢0) , (85)

onde U(0) é um operador unitario dependente de um conjunto de pardmetros reais 6 e

|1)g) € um estado de referéncia inicial, frequentemente escolhido na base computacional.

A energia associada ao estado variacional é dada por
E(0) = (4(0)| H [¢(0)) . (86)

Os otimizadores classicos empregados nesse laco hibrido ndo sio especificos da
computacdo quantica. Eles correspondem a métodos gerais de otimizacao, baseados ou
nao em gradientes, que podem ser utilizados em uma ampla classe de problemas, desde
que sejam respeitadas as propriedades da funcdo objetivo, as restricGes existentes e as
hipdteses de aplicacdo de cada método. No contexto dos algoritmos variacionais quan-
ticos, a particularidade estd no fato de que os valores da funcdo objetivo sao estimados
a partir de medicoes realizadas em um circuito quantico, enquanto a atualizacdo dos

pardmetros é executada por um otimizador classico (9, 8, 25).

De acordo com o principio variacional, esse valor esperado é limitado inferior-

mente pela energia I, do estado fundamental de H,
E(0) > E,. (87)

Dessa forma, ao ajustar os pardmetros € para minimizar £(0), obtém-se uma aproxi-

mac3do para a energia fundamental,

min E(0) =~ E,. (88)



41

No contexto desta dissertagao, toma-se H = H,,, de modo que a minimizacdo do valor
esperado do Hamiltoniano de problema corresponde a busca por uma solucdo de baixa

energia. Esse procedimento constitui o principio subjacente ao VQE (5, 9, 25).

No caso do QAOA, o ansatz assume uma forma alternante particularmente

préxima ao contexto desta dissertacao:

. B) = (H ”H) 1%0) (89)

k=1

onde p representa o nimero de camadas alternadas do circuito. Na motivacao original do
QAOQA, essas camadas est3do relacionadas a discretizacdo de uma evolucdo adiabatica,
produzindo uma sequéncia alternada de evolucdes geradas pelos Hamiltonianos de
problema e driver (4, 29). Na formulaco variacional, entretanto, p é tratado como um

hiperparametro que controla a profundidade do ansatz. Os vetores

7:(717"'7’7])) € ﬁ:(ﬁla"wﬁp)

contém os parametros variacionais associados, respectivamente, as evolucoes geradas
por H, e H,. A semelhanca estrutural com a Equacdo (80) decorre da alternancia
entre essas duas evolucdes. A principal diferenca é que, no QAOA, os parametros s3o

determinados por um processo de otimizacdo classica externa (4, 29, 8).

Em algoritmos de feedback, os parametros do circuito ndo sdo determinados
por um procedimento de otimizacao classica global, mas por uma regra explicita
de atualizacdo baseada em medicGes. No FALQON, por exemplo, considera-se uma

evolucdo em camadas e adota-se, em sua forma basica, uma regra do tipo

Pr=0,  Peyn=—A  Ap= (Uil i[Ha Hy] [¢r), (90)

[Ur) = Ua(Br)Up - - - Ua(B1)Up |%0) - (91)

Essa construcao deriva diretamente da ideia de controle por Lyapunov: a informacao
obtida a partir das medicoes é utilizada para definir a intensidade da camada seguinte,
de modo a induzir reducdo monotdnica do valor esperado de H, com a profundidade
do circuito (10, 12).
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Assim, embora FALQON e QAOA utilizem ansatz alternantes similares, eles per-
tencem a paradigmas distintos. O QAOA é um algoritmo variacional hibrido dependente
de otimizacdo classica externa; o FALQON, por sua vez, é um algoritmo de feedback
cujo mecanismo de atualizacdo é construido internamente a partir de observaveis do

sistema quantico.

A formulacdo acima também evidencia por que o FALQON admite extensGes
naturais (35, 36, 37). Uma vez que o nicleo do método esta na regra que associa as
medicOes as intensidades de controle, é possivel propor modificacdes no escalonamento
temporal, aproximacoes de ordem superior e estratégias de inicializacdo mais informadas,
preservando a ldgica geral de feedback. Nessa direcao, trabalhos recentes tém investigado
aceleracdo por reescalonamento temporal (15) e aproximacdes quadraticas para reducdo
de profundidade de circuito (13), além de extensdes voltadas a cenarios especificos de
aplicagdo (11, 38).



4 Algoritmos de Feedback Quantico

No Capitulo 3, foram apresentados os elementos necessarios para descrever
a ideia de controle por Lyapunov em sistemas quanticos e sua reinterpretacao, apds
discretizacao temporal, como um circuito em camadas. A partir desse ponto, o presente
capitulo introduz o FALQON, detalhando sua formulacao para problemas de otimizacao
combinatdria, sua regra de realimentacao, a propriedade de monotonicidade da energia
e aspectos praticos de implementacdo (10, 12). Em seguida, discutem-se limitacdes do
algoritmo em sua forma padrdo e duas variantes relevantes da literatura, TR-FALQON
(15) e SO-FALQON (13), que buscam reduzir a profundidade de circuito ou acelerar a

convergéncia preservando a légica geral de feedback.

4.1 Da formulacido de controle ao algoritmo FALQON

A ideia central do FALQON pode ser entendida como uma especializacdo
algoritmica do esquema de controle por Lyapunov apresentado no Capitulo 3. Naquela
formulacdo, escolheu-se como funcdo de Lyapunov a energia esperada do Hamiltoniano

de problema,
V(t) = ()] Hy (1)), (92)

e mostrou-se que, para um Hamiltoniano controlado da forma
H(t) = H, + 5(t) Ha, (93)

a derivada temporal de V() pode ser escrita como

o = A (94)

onde
A(t) = (0(8)] i[Hq, Hy] [4(1)) - (95)
Assim, uma escolha de controle do tipo 5(t) = —A(t), ou mais geralmente [(t) =

—wf(t, A(t)), com f(t,0) =0e A f(t,A) > 0 para A # 0, garante que dV/dt <0,

de modo que a energia esperada de H,, ndo aumenta ao longo da evolu¢do (30, 31, 12).
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No entanto, no modelo de computacdo quantica em circuitos, baseado na
aplicacao discreta de portas quanticas, ndo se implementa diretamente uma equacao
diferencial continua. Em vez disso, executa-se uma sequéncia finita de operacdes
unitarias. Por essa razao, a dindmica controlada é discretizada em camadas por meio
de uma decomposicdo trotterizada, como discutido na Secdo 3.8. A forma discreta
resultante, ja introduzida na Equacdo (80), produz estados sucessivos |¢) a partir
da aplica¢do alternada dos operadores U, e Uy()), associados, respectivamente, aos
Hamiltonianos de problema e driver. A cada nova camada, uma estimativa do observavel
i[Hg, H,| é utilizada para determinar o parametro da camada seguinte, conforme a
regra introduzida em (90).

Essa passagem do continuo para o discreto é mais do que uma aproximacao
numérica. Ela transforma um problema de controle em um protocolo algoritmico
iterativo. Em vez de se pensar em uma funco de controle continua (3(t), passa-se a
trabalhar com uma sequéncia de pardmetros {f;}. Em vez de acompanhar a derivada
temporal de uma funcdo de Lyapunov, acompanha-se a evolucdo da energia por camada.
Em vez de um controle idealmente continuo, tem-se um mecanismo de realimentacdo

obtido por medicdes repetidas em um circuito quantico (10, 12).

O FALQON nasce exatamente dessa reinterpretacdo. Seu principio consiste em
utilizar a estrutura de controle por Lyapunov para definir, de forma construtiva, os
parametros de um circuito quantico em camadas, de modo que a energia esperada do
Hamiltoniano de problema tenda a diminuir a medida que novas camadas sdo adicionadas.
Nesse sentido, o algoritmo pode ser visto como uma ponte entre a formulacdo do
problema em termos de Hamiltonianos, a ideia de realimentacdo inspirada em controle

quantico e a constru¢do iterativa de um ansatz em camadas (12, 11).

4.2 Formulacdo do FALQON para otimizacdo combinatéria

4.2.1 Hamiltonianos H, e H;

As propriedades gerais dos Hamiltonianos de problema e driver foram apresen-
tadas na Secdo 3.5. Nesta subsec3o, sdo especificadas apenas as escolhas utilizadas na

formulacdo do FALQON para problemas de otimizacdo combinatéria.
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O Hamiltoniano de problema H, é obtido a partir da fun¢do custo cléssica e,
para problemas formulados como QUBO/Ising, possui a estrutura diagonal apresentada
na Equacdo (54). Por ser diagonal na base prépria dos operadores Z;, seus autovetores
correspondem as cadeias binarias do problema, que podem ser identificadas mediante
medicSes dos qubits na base Z. O subespaco fundamental de H,, codifica, portanto, as

solucdes étimas do problema.

Para produzir transicGes entre essas configuracdes, o FALQON utiliza um

Hamiltoniano driver H;. Considerando um campo transversal, uma forma geral é
n
=1

onde k; € R determina a intensidade da atuacdo sobre o i-ésimo qubit. Na formulacdo

padrdo, adota-se frequentemente um campo uniforme, com k; = 1,

Os coeficientes k; também poderiam depender do tempo. Quando essa de-
pendéncia pode ser fatorada como k;(t) = [3(t)k;, ela é incorporada ao dnico sinal
de controle 3(t) que multiplica o Hamiltoniano H, fixo. Caso cada coeficiente varie
independentemente, obtém-se uma formulacdo de controle com mudltiplos sinais, que
ultrapassa a versdo padrao do FALQON considerada nesta dissertacdao. Em todos os
casos, é necessario que H, ndo comute com H,, conforme estabelecido na Equag&o (56)
(30, 12).

Para o campo transversal uniforme, uma escolha simples de estado inicial é

o) = |9)°", (98)

que corresponde a uma superposicao uniforme das configuracoes da base computacional
e pode ser preparada pela aplicacdo de portas de Hadamard a cada qubit. A escolha do

estado inicial e a convencdo de sinal de H; devem ser realizadas de forma consistente
(10, 12).

Como exemplo, considere o problema MaxCut em um grafo nao direcionado G =

(V, E). Adotando a convencdo de minimizacgo utilizada pelo FALQON, o Hamiltoniano
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de problema é definido como

Y = =2 S wy (L= 27, (%9)

(i.5)€E
onde w;; é o peso da aresta (7, j), sendo w;; = 1 no caso ndo ponderado. Quando
os vértices i e j pertencem a particdes diferentes, tem-se Z;,Z; = —1, de modo que
a aresta contribui com —w;; para a energia. Quando pertencem a mesma particdo,
Z;Z; = 1, e sua contribuicdo é nula. Consequentemente, minimizar o valor esperado

de H;;"axc“t equivale a maximizar o peso total das arestas cortadas (10, 12).

O observavel utilizado na regra de feedback é obtido pelo comutador entre os

dois Hamiltonianos:

: axCu | 1
Z[Hd, H]l)\ﬂ C t] = |:Z X(, —5 Z U)Z](l - le]) . (100)
/=1

(i,9)EF

Como o termo proporcional a identidade comuta com qualquer operador,

S w [znj X, Zizjl . (101)

(i,9)EF /=1

i[Hd, Hll)\/laxCut] — 3

Para cada aresta (i,j), somente os operadores que atuam sobre os qubits i e j

contribuem, de modo que

li Xe, ZiZj] = [Xi, ZiZ;) + [X;, Z: Z3). (102)

(=1

Como operadores que atuam sobre qubits distintos comutam,

Utilizando as relacées de comutacdo das matrizes de Pauli,

(X, Z;] = —2iY}, X, Z;] = —2iYj, (104)
obtém-se
anﬁ Xe, Zz-Zj] = =2i(YiZ; + Z}Y}) . (105)
Consequentemente, a
i[Hg, HY™) = >~ wy (YiZ; + Z;Y5) . (106)

(i,7)EF
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O observavel resultante é uma soma de cadeias de Pauli de dois corpos, cujos
valores esperados podem ser estimados apds rotacdes locais de base que convertem as
medicdes em X e Y em medicOes equivalentes na base 7, isto €, na base computacional.

Termos mutuamente compativeis também podem ser agrupados para medicdo conjunta
(10, 12).

4.3 Regra de feedback e monotonicidade da energia

4.3.1 Derivacado da regra de feedback

Definindo a energia esperada apds a k-ésima camada como

By, = (x| Hy [Yr) (107)

considere a passagem do estado |¢;_1) para o estado |¢):

x) = Ua(Br)Up |r-1) (108)

em que 3, = —Aj,_1 é determinado a partir da estimativa do observavel de feedback

no estado anterior |¢y_1).

Definindo, para simplificar a notacao,

|Pr—1) = Up [¢h-1) , (109)
tem-se
) = e OB g ) (110)
Logo,
Ey, = (g | e H e OeHabt gy ) (111)

Agora, utilizando a expansdao de Hadamard para a conjugacado unitéria, que
decorre da férmula de Baker—Campbell-Hausdorff (39),

2

. . A
e e~ Ma — [ 4 i\[Hy, H,) — E[Hd, [Hy, Hy)l + O(\?), (112)
com \ = 5, At, obtém-se

Ey, = (¢r—1| Hp |¢r—1) + Bt {¢r—1] i[Ha, Hp] |$p—1) + O(AL?). (113)
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Como U, = e Al

H,. Portanto,

é gerado pelo préprio Hamiltoniano H,, ele comuta com

(Grr| Hp |dr-1) = (rr| UL HUp [r1) = (V1| Hp [p1) = By (114)

Além disso, como |¢r_1) = U, |1x_1) difere de |¢x_1) por uma evolugdo de duragdo
At, segue que
(D1l 1[Ha, Hp] |¢p—1) = Ap-1 + O(AL). (115)

Substituindo as Equagdes (114) e (115) na Equacdo (113), chega-se a

By — B = BrAt A1 + O(AF). (116)

Com a escolha definida pela regra de feedback,
B = —Ag-1, (117)

obtém-se
By — B, = —At A} |+ O(A). (118)

Como o termo dominante é n3o positivo, conclui-se que, para At suficientemente
pequeno, a energia esperada nao aumenta de uma camada para a seguinte. Em outras
palavras, o algoritmo preserva, em sua forma discretizada e até a ordem considerada, a
propriedade de monotonicidade associada a dinamica continua inspirada em Lyapunov
(10, 12).

O termo Aj_; desempenha papel central no FALQON. Matematicamente, ele
corresponde ao valor esperado do observavel hermitiano i[H,, H,| no estado |t)y_1).
Essa quantidade determina a sensibilidade, em primeira ordem, da energia de H, a
aplicacdo do Hamiltoniano driver. De fato, conforme a Equacdo (116), o produto

BrAr_1 estabelece o sinal da variacdo dominante da energia na camada seguinte.

Quando A1 # 0, a regra 8, = —Ag_1 escolhe o sinal e a intensidade do
controle de modo que a contribuicao de primeira ordem para a variacdo da energia
seja ndo positiva. Por outro lado, quando Aj_; se aproxima de zero, a atualizacdo
Br também se torna pequena, indicando que o estado se aproxima de uma condicdo

estacionaria em relacao ao observavel de feedback e ao driver escolhidos. Isso nao implica
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necessariamente que o estado fundamental tenha sido alcancado, pois contribuicdes de
ordem superior ou outras direcoes de controle ainda podem permitir reducdes adicionais

da energia (12).

4.4 Interpretacao fisica e aspectos praticos de implementacao

4.4.1 Interpretacdo fisica e computacional

Fisicamente, o FALQON pode ser interpretado como uma sequéncia de pequenos
impulsos de controle aplicados a um sistema quantico com o objetivo de fazé-lo descer
no relevo energético definido por H,. A evolugdo associada a H,, preserva a energia
esperada e, como esse Hamiltoniano é diagonal na base computacional, modifica
apenas as fases relativas das componentes nessa base; a evolucao associada a Hy, cuja
intensidade é ajustada pela realimentacdo, pode redistribuir as amplitudes e, assim,
alterar (p| H, [1). O papel do feedback é decidir, ap6s cada camada, qual deve ser o

préximo impulso do driver.

Computacionalmente, isso significa que o FALQON explora o espaco de solucdes
de forma guiada. O estado inicial fornece uma superposicdo ampla; as camadas sucessivas
vao concentrando amplitude em regiGes energeticamente mais promissoras, por meio
de um mecanismo interno de correcdo baseado em medicdes. O algoritmo combina,
assim, elementos de circuitos parametrizados com uma filosofia tipica de controle em

malha fechada.

Esse carater em malha fechada é importante porque o FALQON n3o é apenas
um ansatz fixo. Cada nova camada depende do histérico da execucdo, mais precisamente
do valor medido de A no estado atual. O circuito final, portanto, ndo esta totalmente
especificado antes da execucdo. Ele é construido durante a prépria execucdo, a medida
que o sistema fornece a informacao necessaria para escolher os pardametros subsequentes
(10, 11).

4,42 Estimativa de A; por medicGes

Na pratica experimental, o valor de A, ndo é conhecido exatamente. Ele precisa

ser estimado por medicGes repetidas do circuito que prepara |¢). Para isso, explora-se a
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decomposicdo do observavel de feedback na base formada por cadeias de Pauli, também

denominadas Pauli strings:
i[Ha, Hy) =) a, Py, (119)
o

ondea, € Re P, € {1, XY, Z}*". Assim,

A = ay (Wil Pultn) - (120)

Cada termo (| P, |1))) pode ser estimado experimentalmente por amostragem, e o

valor de Ay é reconstruido a partir da soma ponderada correspondente (10, 12).

No caso do MaxCut com driver transverso padrdo, o observavel de feedback é
composto por cadeias de Pauli de dois corpos, como na Equacdo (106). Consequen-
temente, a estimacao de Ay requer a medicao de valores esperados de operadores do
tipo Y;Z; e Z;Y;, ou equivalentes segundo a convencdo escolhida. O nimero exato
de termos depende da estrutura do grafo, mas cresce com o nimero de arestas do

problema, o que j& antecipa um custo experimental ndo desprezivel (10, 12).

Seja Ay a estimativa obtida a partir de um nimero finito de shots. Entdo a

atualizacdo implementada experimentalmente é, na realidade,

Brp1 = — Ay, (121)

e nao — Ay exato. Portanto, a monotonicidade ideal do algoritmo passa a ser apenas
aproximada em cenérios ruidosos ou amostrais. Em dispositivos reais, erros estatisticos
e ruido experimental podem introduzir flutuacoes que perturbam o comportamento

monotodnico previsto pelo modelo ideal.

45 LimitacGes praticas do FALQON

O FALQON é executado iterativamente até que um critério de parada seja
satisfeito. Uma possibilidade consiste em interromper o algoritmo quando a energia
esperada deixa de apresentar uma reducdo relevante dentro da precisao estatistica

disponivel.

Uma das principais limitacoes do FALQON esta relacionada a condicdo de

monotonicidade da energia. Como mostrado na Equacdo (118), a regra de feedback
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garante uma contribuicdo ndo positiva em primeira ordem para valores suficientemente
pequenos de At. Quando At ultrapassa o regime em que essa contribuicio domina
a variacao da energia, os termos de ordem superior tornam-se relevantes e podem

comprometer a diminuicdo monotdnica prevista pela aproximacio (12, 13).

Por outro lado, a escolha de passos temporais pequenos tende a produzir
variacoes modestas da energia em cada camada. Como consequéncia, um nimero
elevado de camadas pode ser necessério para que o estado se aproxime do subespaco
fundamental de H,,. A profundidade total do circuito cresce, portanto, com o niimero de
iteracoes, criando uma tens3o entre a preservacao da monotonicidade e a necessidade

de manter circuitos rasos (10, 12).

Além da profundidade L, o custo fisico do circuito depende da decomposicdo
das evolucdes em portas elementares. Em dispositivos NISQ, as portas de dois qubits
constituem, em geral, um dos principais gargalos de fidelidade e profundidade. Esse
custo pode aumentar ainda mais quando a conectividade limitada do processador exige

a insercdo de portas adicionais de roteamento, como operacdes SWAP (40).

O custo total do algoritmo também inclui as medicGes necessérias para de-
terminar os parametros de realimentacdo. Em cada etapa, a obtencdo de 3, requer
uma estimativa de A;_1, cuja precisdo depende do nimero de shots. Além disso, o
observavel i[H,, H,] pode decompor-se em diversas cadeias de Pauli, de modo que
o custo de medicdo tende a aumentar com o tamanho e a estrutura da instancia.
Assim, embora o FALQON dispense uma otimizac3ao classica global dos parametros,
ele permanece dependente de ciclos sucessivos de preparacao do estado, execucao do

circuito e estimacdo de observaveis.

Ha ainda uma limitacdo de natureza dinamica. Em determinadas instancias, o
valor de A;_1 pode aproximar-se de zero antes que a distribuicdo de probabilidade esteja
suficientemente concentrada nas solucées étimas. Nesse regime, a regra O, = —Ap_1
produz controles progressivamente menores, fazendo com que a evolucdo se aproxime
de uma condicdo estacionaria mesmo quando a probabilidade de sucesso ainda ndo é
elevada (10).
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4.6 Variantes da literatura para reducao de profundidade

As limitacGes do FALQON padrao tornam-se particularmente relevantes em
dispositivos NISQ, nos quais o aumento da profundidade do circuito intensifica os efeitos
de erros de porta, decoeréncia e ruido de leitura. Nesse contexto, a eficiéncia pratica do
método depende simultaneamente do niimero de camadas, do custo de estimacdo dos
observaveis e da robustez da realimentacdo frente a erros estatisticos e experimentais
(41, 12). A necessidade de obter redu¢des mais expressivas da energia com circuitos
menos profundos motivou o desenvolvimento de variantes como o TR-FALQON (15) e

o SO-FALQON (13), apresentadas nas subseces seguintes.

4.6.1 TR-FALQON: reescalonamento temporal

Uma das formas de modificar a dindmica do FALQON sem abandonar sua
l6gica de realimentacdo consiste em reparametrizar o tempo de evolucdo. Essa é a ideia
central do TR-FALQON ( Time-Rescaled FALQON), proposto como uma adaptacdo do

esquema de controle por Lyapunov a uma escala temporal reparametrizada (15).

Considere a mudanca de variavel temporal

t=f(1), (122)

onde f é uma funcdo mondtona crescente e suficientemente regular. Sua derivada em

relacdo ao tempo reescalonado é denotada por

_df(r)

fim =12

> 0. (123)
O estado na nova parametrizacdo temporal é definido por
[&(7)) == [0 (f(7))) - (124)

Assim, a varidvel 7 ndo descreve uma trajetdria distinta no espaco de estados, mas uma

reparametrizacdo da trajetéria original.

Se a dindmica original é governada por

5 0(0)) = (H, + B0H) (0. (125)
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entao,
d  ~ , d
—[o(7)) = f(7) — [¢(1)) : (126)
dr dt t=f(r)
Definindo a funcdo de controle no tempo reescalonado como
B(r) = B(f(7)), (127)
obtém-se J
i [(r)) = 1'(7) (Hy + B(r)Ha) [(7)) (128)
O Hamiltoniano efetivo associado a evolucdo na variavel 7 é, portanto,
H(r) = f'(r) (Hy + B(r)Ha) . (129)

Definindo a fungdo custo reescalonada como a energia esperada de H,, sua

derivada é dada por

d - _ _ N
= ()| Hy [5(7) = B(r) 1 (1) A(7), (130)
onde
A(r) = (O(r)]i[Ha, Hy] [$(7)) - (131)
Como f’(7) > 0, uma escolha de controle que preserva a condicdo de monotonicidade
é
3oy Al
B(r) =— ) (132)
Substituindo essa regra na Equacdo (130), obtém-se
d -~ ~ _
(@) Hy [9(7)) = —A(r)* < 0. (133)

Desse modo, a condicdo de Lyapunov é preservada, enquanto a evolucdo passa a ser

distribuida de acordo com a escala temporal determinada por f(7) (15).

No modelo de circuitos, considera-se o intervalo reescalonado discretizado em
passos de duracao A7, com
e = kAT, (134)

Aplicando uma decomposicao de Trotter de primeira ordem a evolucao gerada por

H(7), definem-se os operadores da k-ésima camada como

U;}j = eiinfl(Tk)AT7 Ug;}}(gk) — e*l‘Ekde/(Tk)AT. (135)
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O estado apods a aplicacdo da k-ésima camada é, entdo,
[0k) = Uik (B)Upk [thi-1) (136)

Como o parametro da k-ésima camada deve ser definido antes da preparacdo
de |¢x), utiliza-se o observavel estimado no estado produzido pela camada anterior. A

regra discreta de realimentacao é, portanto,

~ - Ay
ﬁl - Oa Bk? - _f,kal)v k Z 27 (137)
onde
Ay = (| i[Ha, Hy) [Yn-1) - (138)

O TR-FALQON preserva o observavel utilizado na realimentac3do e a estrutura
alternada entre os Hamiltonianos H, e H,. A principal modificacdo encontra-se nos
intervalos temporais efetivos de cada camada, que passam a ser ponderados por f'(7;).
Dessa forma, a funcao de reescalonamento determina quanto da evolucao efetiva é

realizado em cada etapa do circuito.

Na evolucdo continua ideal, essa transformacdo corresponde a uma reparame-
trizacdo temporal da mesma trajetéria. Entretanto, na implementacao discretizada e
para um nimero fixo de camadas, a redistribuicao da evolucdo efetiva pode acelerar a
aproximacdo ao estado fundamental nas etapas iniciais. Por essa razdo, o TR-FALQON
pode apresentar maior probabilidade de sucesso do que o FALQON padrao em regi-
mes de circuitos rasos, desde que a fungdo f(7) e seus pardmetros sejam escolhidos
adequadamente (15).

4.6.2 SO-FALQON: correcdo de segunda ordem

Outra limitacdo do FALQON padrdo decorre do fato de que sua lei de atualizacdo
é obtida a partir de uma aproximacdo essencialmente linear em At. A variante SO-
FALQON (Second-Order FALQON) procura contornar esse problema incorporando

termos de segunda ordem na aproximacdo da variacdo da energia por camada (13).

A ideia central é a seguinte. Em vez de considerar apenas a aproximacao de
primeira ordem
AEk = Ek — Ek,1 ~ At Akflﬁk, (139)
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retém-se também os termos quadraticos relevantes em At. O resultado é uma aproxi-

mac3do da forma

AEk ~ At Ak—lﬂk + (At)Q (Bk—l/glg + Ck—lﬁk) s (140)
onde )
By = ($—1] 5[[Ha, Hpl, Ha] [pi1) (141)
(S
Cr1 = (Yra| [[Ha, Hpl, Hp] [r-1) - (142)

Aqui, Bj_ captura a curvatura associada a acao repetida do driver sobre o Hamiltoniano
de problema, enquanto C';_ incorpora a correcao que surge da interacdo entre a evolucao

por H,, e o observavel de feedback (13).

A expressdo (140) é quadratica em ;. Completando o quadrado, obtém-se

(143)

A + AtCr\* (Ao + AL Cry)’
2AL Bk—l 4Bk—1 .

AEk ~ (At)sz,1 <5k +

Quando By_; > 0, o valor de (3, que minimiza a aproximacao quadratica acima é

SO _ _Akfl + At Ck,1
k 2At By

(144)

Se Br_1 < 0, a analise mostra que é necessario ajustar o sinal da atualizacio para

manter AEj;, < 0 no nivel da aproximacdo de segunda ordem (13).

Essa lei de atualizacdo é a esséncia do SO-FALQON. Em comparacdo com a
regra de primeira ordem 3, = —A;_1, a nova expressdo usa ndo apenas o valor local do
observavel de feedback, mas também informac3o de segunda ordem sobre a resposta
da energia a aplicacdo do driver. Isso permite trabalhar com valores de At maiores do
que aqueles tipicamente compativeis com o FALQON padrdo, preservando por mais

tempo o comportamento monotdnico da energia (13).

A interpretacdo fisica do SO-FALQON também é clara. Enquanto o FALQON
padrdo escolhe a intensidade do driver com base em uma previsao local linear da queda
de energia, o SO-FALQON corrige essa previsdo incluindo a curvatura da paisagem

efetiva vista pelo controle em torno do estado atual. Em outras palavras, em vez de
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dar um passo baseado apenas na inclinacdo local, o algoritmo tenta levar em conta

também a forma local da func3do custo ao longo da direcdo induzida pelo driver.

Naturalmente, essa melhora vem acompanhada de novos cuidados praticos.
Em primeiro lugar, a implementacdo passa a exigir a estimacao n3o apenas de Ay,
mas também de B; e C, o que aumenta o custo de medicdo. Em segundo lugar, a
expressdo (144) pode gerar valores muito grandes para 3, quando Bj_; é pequeno em
médulo. Por essa razdo, implementacdes praticas do SO-FALQON costumam combinar
a regra de segunda ordem com limitacGes no valor de (3, ou com esquemas hibridos

que recorrem a atualizacdo de primeira ordem em regimes problematicos (13).

Ainda assim, o SO-FALQON mostra que a profundidade elevada do FALQON
padrdo ndo é uma consequéncia necessaria da utilizacdo de feedback, mas esta relacio-
nada, em parte, a aproximacdo de primeira ordem empregada na escolha dos parametros.
Ao incorporar os termos By e (Y}, a regra de controle pode produzir reducdes mais
expressivas da energia por camada e, consequentemente, diminuir o nimero de camadas
necessario. Essas quantidades também podem ser acompanhadas como indicadores
auxiliares da dinamica, embora seus valores isolados ndo constituam critérios suficientes
de convergéncia. Para esse propoésito, € mais apropriado considerar a variacao de energia
prevista pela aproximacdo de segunda ordem em conjunto com a variacdo efetivamente
observada (13).

4.7 Comparacao conceitual

As trés formulacoes discutidas neste capitulo compartilham a mesma estrutura
conceitual. Em todas elas, o problema classico é representado por um Hamiltoniano H,,
enquanto um Hamiltoniano driver H,; é incorporado para induzir transicdes entre confi-
guracdes do espaco de estados. Os parametros do circuito sdo atualizados iterativamente
a partir de valores esperados de observaveis estimados no préprio sistema quantico.
Permanece, portanto, a ideia fundamental de substituir a otimizacao classica global por

uma lei explicita de realimentacdo inspirada no controle por Lyapunov (10, 12).

A diferenca entre as variantes aparece no modo como cada uma escolhe essa lei

de atualizacdo. No FALQON padrao, a atualizacdo é governada pela regra mais simples
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possivel,
Bre1 = — Ay, (145)

o que torna o método conceitualmente direto e relativamente econémico em termos do
nimero de observaveis necessarios. Sua principal vantagem é a simplicidade: medir A,
basta para determinar a préxima camada. Sua principal limitacdo é o carater local e
linear dessa regra, que tende a exigir At pequeno e, por consequéncia, muitos passos

até a convergéncia.

No TR-FALQON, a realimentacao continua baseada no mesmo observavel Ay,
mas a evolucdo deixa de ser distribuida uniformemente no tempo. O reescalonamento
temporal modifica o peso efetivo de cada camada na dinamica total, procurando tornar
a evolucdo mais eficiente nas regides em que isso é mais vantajoso. Pode-se dizer,
portanto, que o TR-FALQON n3o altera o tipo de informacdo usada no feedback, mas

altera a forma como essa informac&o é inserida na dindmica (15).

Ja o SO-FALQON modifica o préprio conteldo da regra de atualizacdo. Em vez
de usar somente o termo linear Ay, ele incorpora as quantidades By, e ()}, associadas a
aproximacao quadratica da variacdo da energia. Em termos praticos, isso aumenta o
custo por camada, mas tende a reduzir o nimero total de camadas ao permitir passos

mais agressivos e ainda assim controlados (13).

Desse modo, o FALQON padrdo, o TR-FALQON e o SO-FALQON correspondem
a implementacoes distintas de uma mesma abordagem de feedback quantico. Essas
modificacGes ndo sdo, em principio, mutuamente exclusivas, de modo que seria possivel
investigar uma formulacdo que combine o reescalonamento temporal com a aproximacdo
de segunda ordem. Entretanto, essa integracao exigiria uma nova derivacdo da regra de
feedback para intervalos temporais efetivos dependentes de f/(7%), além da estimacao
conjunta dos observaveis Ay, By e C;. Como essa combinacao n3o é analisada nos
trabalhos considerados, sua investigacdo permanece como uma possivel extensao futura
(15, 13).

Apesar dessas melhorias na dindmica e na regra de realimentacdo, nenhuma das
variantes discutidas modifica diretamente a inicializacdo do algoritmo. Em circuitos rasos,
entretanto, a escolha do estado inicial pode influenciar significativamente a rapidez

com que a distribuicao de probabilidade se concentra em configuracdes promissoras.
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Essa observacao motiva naturalmente a discussdo do capitulo seguinte. Em vez
de agir apenas sobre a dinamica camada a camada, pode-se introduzir um mecanismo
externo de aprimoramento, no qual informacdes obtidas por medicoes em execucdes
anteriores s3o utilizadas para construir estados iniciais mais informados para execucdes
subsequentes. Essa é a ideia do MGI-FALQON, que preserva a logica de feedback do
FALQON, mas acrescenta uma camada adicional de adaptacao orientada por dados
de medicdo. Assim, se o presente capitulo concentrou-se na dinamica do algoritmo e
em suas variantes de atualizacdo, o préximo capitulo voltara a atencdo para a questao

complementar da inicializacao guiada por medicdes.



5 Inicializacao Guiada por Medicoes

Ao final do Capitulo 4, discutiu-se que variantes como TR-FALQON e SO-
FALQON atuam sobre a dindmica interna do algoritmo, buscando tornar mais eficiente
a atualizacdo camada a camada. Ainda assim, a profundidade L necesséria para que o
FALQON alcance solucdes de alta qualidade pode permanecer elevada. Como discutido
na Introducdo, em anélises do MaxCut sobre grafos 3-regulares, a profundidade requerida
pelo FALQON pode ser quase duas ordens de grandeza superior a do QAOA para atingir
niveis comparaveis de precisdo (10, 13). Como referéncia experimental, implementacdes
de QAOA em processadores quanticos supercondutores com até 127 qubits foram
avaliadas em profundidades reduzidas, com resultados favoraveis principalmente entre
L =1e L =3, antes que o aumento da profundidade passasse a ser limitado pelos
efeitos do ruido (42, 43).

Nesta dissertacdo, adota-se como regime de circuitos rasos uma profundidade
interna de até L. = 5 camadas. Essa convencao é motivada pela demonstracio experi-
mental original do FALQON, na qual a reducdo monotonica da energia e o aumento da
probabilidade de sucesso foram observados até a quinta camada. Para L > 5, naquela
instancia e no dispositivo utilizado, os efeitos do ruido de hardware tornaram-se sufici-
entemente relevantes para impedir a continuidade da reducdo da energia, em contraste
com a evolucdo ideal simulada (10). Esse valor ndo constitui um limite universal de
profundidade para dispositivos NISQ, mas fornece uma referéncia operacional para os
experimentos realizados neste trabalho. Embora camadas de FALQON e QAOA n3o
sejam diretamente equivalentes em termos de nimero de portas e profundidade fisica
apds a compilacao, esses resultados ilustram a dificuldade de implementar métodos que

dependem de valores elevados de L em hardware quantico ruidoso.

Essa observacdao motiva a introducdo de um mecanismo complementar, que nao
modifica a regra de feedback interna do FALQON, mas sim a forma de funcionamento
do algoritmo. A ideia central consiste em reaproveitar informacao extraida de medicGes
realizadas em execucoes rasas anteriores para construir estados iniciais progressivamente

mais informados (44). Em vez de depender apenas do aprofundamento do circuito para
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concentrar amplitude em boas solucdes, busca-se transferir parte desse trabalho para

um processo iterativo externo de refinamento do estado inicial. Essa é a proposta do
MGI aplicada ao FALQON, denominada MGI-FALQON (16).

Do ponto de vista conceitual, o método preserva a estrutura fundamental do
FALQON discutida no Capitulo 4. O Hamiltoniano de problema continua sendo H,, o
Hamiltoniano driver continua sendo Hy, e os parametros (3, continuam sendo gerados
por realimentacdo a partir do observavel i[H,, H,|. A diferenca estd em que, apés uma
execucdo de profundidade fixa (Lyi.,), as bitstrings medidas no estado final deixam de
ser utilizadas apenas para estimar observaveis ou avaliar a qualidade da solucdo: elas

passam também a alimentar a construcdo do estado inicial da préxima execucao.

Assim, o MGI-FALQON pode ser entendido como um esquema de adaptacao
em dois niveis. No nivel interno, permanece a dindmica em camadas do FALQON, ja
apresentada no capitulo anterior. No nivel externo, introduz-se uma iteracdo adicional,
orientada pelos dados de medic3do, que atualiza a distribuicdo inicial de probabilidade do
circuito. O efeito desejado é que, mesmo mantendo-se fixa a profundidade L de cada
execucdo, o algoritmo passe a iniciar suas evolucées em regides do espaco de Hilbert
com maior sobreposicdo com configuracdes promissoras, reduzindo a profundidade

necessaria para obter boas solucdes (16).

5.1 Formulacao geral do loop externo do MGI-FALQON

Considere um problema de otimizacdo codificado em um Hamiltoniano de custo
H, e um Hamiltoniano driver H;, ambos j& definidos anteriormente. No FALQON
padrdo, para um estado inicial |¢)y), uma execucdo com profundidade L produz a

sequéncia de estados

Vo) = Ua(Be)Up - - - Ua(B2)Up Ua(B1) Uy, |to) (=1,...,L, (146)

onde
Up — e—inAt’ Ud(ﬁe) — e—iBngAt’ (147)

e os coeficientes de feedback obedecem a regra ja estabelecida no Capitulo 4,

B =0, Besr = — (Vo] i[Ha, Hy) |1be) - (148)
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No MGI-FALQON, essa dindmica interna é mantida, mas deixa de ser executada
apenas uma vez. Em vez disso, considera-se um laco externo com R iteracdoes. Em
cada iteracdo externa r, comr =0,1,..., R — 1, escolhe-se um estado inicial \w(()r)>,

executa-se um FALQON de profundidade fixa L e obtém-se um estado final
[0y = Ua(B) Uy Ua(557) Uplia(B7) Uy 57 (149)
Os coeficientes ﬁér) continuam sendo definidos pela mesma légica de realimentacdo:

B =0, B =— W lilHy B "), €=1,...,L—1.  (150)

A diferenca essencial é que, apds a obtenc3o de \w(Lr)>, realiza-se uma etapa
adicional de medicdo e processamento estatistico. O estado final é medido Ngyots Vezes
na base computacional, produzindo um multiconjunto de bitstrings. O parametro Ngpots
corresponde ao nimero de repeticdes independentes do circuito utilizadas para estimar

as frequéncias dos resultados de medic3o.
M) = {.Z‘(T’l), ™2 ,I(T’NS""“)} , z™s) e {0, 1}, (151)

onde n, denota o nimero total de qubits efetivamente utilizados na instancia do
problema.

. . . s IR ~ 1
A partir desse multiconjunto, constréi-se uma nova inicializacao |¢6T+ )> para a

iteracdo seguinte. Em outras palavras, o MGI-FALQON pode ser esquematicamente

resumido como

r FALQON r M r
gy FAERON, iy My bty

E importante notar que o pardmetro controlado no laco externo no é a
profundidade do circuito, que permanece fixa em L, mas a prépria distribuicao inicial do
estado quantico. Assim, enquanto no FALQON padrao a melhoria da solucdo é obtida
principalmente pelo aumento do nimero de camadas, no MGI-FALQON parte desse
processo € substituida por refinamentos sucessivos da inicializacdo. Em termos praticos,
isso significa que o método troca parte da profundidade unitaria por um procedimento

iterativo baseado em medicdes.
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A escolha do estado inicial da primeira iteracao, |wéo)), pode seguir a convencao
usual do FALQON padrao.

A partir da segunda iteracdo, entretanto, o estado inicial passa a ser determinado

pelas estatisticas coletadas na iteracdo anterior.

Uma vez obtido o multiconjunto M) de resultados de medicdo da iteracio
r, pode-se associar a ele uma distribuicdo empirica sobre a base computacional. Para

cada bitstring = € {0, 1}"¢, define-se sua contagem

N = N:il 1z = g, (152)

onde 1[-] denota a func¢do indicadora. A distribuicdo empirica correspondente é entdo

]57‘(33) = = (153)

onde,

> pile)=1. (154)

z€{0,1}™4
Em principio, seria possivel utilizar toda a distribuicdo empirica p, para definir
a proxima inicializacdo. Entretanto, em regime raso, essa distribuicdo ainda pode
ser bastante dispersa, contendo peso estatistico nao desprezivel em configuracdes
pouco relevantes, oriundas tanto da prépria dinamica limitada quanto de flutuacdes de
amostragem. Por essa razao, o MGl introduz uma etapa de filtragem, cujo objetivo é

concentrar a atualizacdo apenas nos desfechos mais representativos.

5.1.1 Selecdo das bitstrings dominantes

Sejam b\, 687, ... b\ as bitstrings distintas observadas na iteraco r, ordena-
das de modo que
ND >N > o> N, (155)

A partir dessa ordenacdo, seleciona-se um subconjunto formado pelas bitstrings

mais frequentes. Na forma mais simples do método, escolhe-se um inteiro fixo n < M,
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constante ao longo de todas as iteracGes externas. Nesse caso, o subconjunto filtrado é
dado por
s ="} (156)

k=1’

isto é, o conjunto formado pelas n bitstrings mais frequentes observadas na iteracdo r.

Entretanto, essa escolha ndo precisa ser fixa. O nimero de bitstrings seleci-
onadas depende do problema estudado, da instancia, da profundidade considerada e
do comportamento da distribuicao de saida. Até o presente momento, nao ha uma
regra tedrica geral para determinar o valor étimo de n. Por essa razao, n é tratado
como um hiperparametro empirico, escolhido por meio de testes numéricos para cada
configuracdo experimental. Em distribuicoes mais espalhadas, pode ser conveniente
manter um nimero maior de bitstrings, preservando uma parcela mais ampla da infor-
macao estatistica. Em distribuicoes mais concentradas, um subconjunto menor pode

ser suficiente, reduzindo a influéncia de configuracoes menos representativas.

Uma estratégia variavel consiste em permitir que o nimero de bitstrings seleci-
onadas se altere ao longo das iteraces externas. Denotando por n, a quantidade de
bitstrings retidas na iteracdo r, define-se o subconjunto filtrado de forma mais geral

como
st ={n’},. (157)

k=1"
Nesse caso, a versdo com n fixo é recuperada como caso particular, bastando tomar

n, = n para todo 7.

Uma estratégia particularmente atil consiste em fazer n,. decrescer ao longo das
iteracdes, comecando com um filtro mais amplo e tornando-o progressivamente mais
seletivo a medida que a inicializacdo vai sendo refinada. Mantendo a indexacdo externa
r=0,1,..., R — 1, essa estratégia pode ser escrita como

ny = \‘nmax - (nmax - nmin>RT_1J 5 (158)

onde Npyax € Nyin SA0, respectivamente, os nimeros maximo e minimo de bitstrings
retidas ao longo do procedimento, e |-| denota a funcdo piso. Pela prépria construc3o,
quando r = 0, obtém-se nyg = Nyax, €nquanto na Gltima iteracdo, r = R — 1, tem-
Se Nr_1 = Nmin. Para valores intermediarios de , o nimero de bitstrings decresce

aproximadamente de forma linear.
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Essa formulacdo possui uma interpretacao clara. Nas primeiras iteracoes, quando
a distribuicdo de saida ainda tende a ser mais difusa, convém utilizar um valor maior de
n,, de modo a capturar uma fracio mais ampla dos desfechos dominantes. A medida
que o processo iterativo avanca e a distribuicdo tende a se concentrar em configuracoes
mais promissoras, torna-se natural reduzir n,, tornando a atualizacao mais seletiva.
Desse modo, o filtro varidvel permite ajustar a agressividade da pés-selecdo ao estagio

da evolucao externa.

Para cada bitstring pertencente ao conjunto filtrado, seja
my) = N (159)

a sua multiplicidade no multiconjunto de medicdes.

Essa etapa de pds-selecdo possui carater heuristico. As bitstrings mais frequentes
apresentam maior probabilidade empirica na distribuicdo de saida e, como a dinamica do
FALQON busca reduzir a energia esperada, espera-se que estejam tipicamente associadas
a regides de menor energia do espaco de busca. Entretanto, essa correspondéncia ndo é
garantida para cada configuracdo individual. O filtro seleciona a parcela da distribuicao
concentrada nos resultados mais frequentes, sem avaliar diretamente a energia de cada
bitstring. Desse modo, busca-se preservar as estruturas dominantes da distribuicdo e

reduzir a influéncia de resultados pouco frequentes e de flutuagdes estatisticas (16).

5.1.2 Derivacao explicita das marginais de um qubit

A partir do subconjunto filtrado, define-se uma distribuicao empirica renormali-

zada,
_ pe(z) 1z € S

2 est Pr(y)

pr() (160)

Por construcdo, p,.(x) >0 e

Y B =1 (161)

x€{0,1}"4

Se x; € {0,1} denota o valor do i-ésimo qubit em uma bitstring =, a marginal

empirica de um qubit correspondente a probabilidade de observar x; = 1 sob a
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distribuicdo filtrada é

= @), i=1,...,n, (162)

ze{0,1}"e

Substituindo (160) em (162), obtém-se

> s Dr(T) @
) — TS = (163)

! Zyesg’r) ﬁr(y
Agora, escrevendo P, (z) = N /Nahots, S€gUE que

> e N
C/E'r') — mESnT (T) ) (164)
2 yeso Ny

n

Como os elementos de S,gi) sdo precisamente as bitstrings b, com multiplici-

(r) (r)
b

dades m;,’, e se b i € {0,1} denota o valor do i-ésimo bit na bitstring b(r), chega-se

a expressao operacional

me (1) (1)

cgr):’“ﬁll—w, i=1,...,n, (165)
k=11,

A Equacdo (165) merece uma interpretacdo cuidadosa. O numerador soma,
para o qubit ¢, quantas vezes o valor 1 aparece entre as bitstrings retidas, ponderando
cada ocorréncia pela frequéncia com que aquela bitstring apareceu. O denominador,
por sua vez, corresponde ao nimero total de amostras efetivamente utilizadas apéds
(r

a filtragem. Assim, ¢, ) nada mais é do que a frequéncia relativa, dentro do conjunto

filtrado, com que o qubit 7 é encontrado no estado |1).

Do ponto de vista estatistico, trata-se de uma média ponderada de variaveis
binarias. Se, para simplificar, todas as bitstrings filtradas tivessem a mesma multiplici-
dade, a Equacdo (165) se reduziria a média aritmética simples dos bits bgz A presenca
dos pesos m,ﬁr) apenas reflete que bitstrings mais frequentes devem contribuir mais

para a atualizacdo da inicializacao.

Do ponto de vista fisico, essa etapa comprime em um conjunto de probabilidades
locais uma parte da informacao contida na distribuicao de saida do circuito. Em vez de

tentar reconstruir toda a distribuicdo conjunta sobre n, qubits, o método retém apenas
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estatisticas de um corpo. Essa simplificacdo é precisamente o que torna a atualizacao
leve e compativel com circuitos rasos, embora, como sera discutido adiante, também

imponha limitacdes importantes.

5.2 Construcao do estado inicial enviesado

5.2.1 Estado de um qubit e correspondéncia com R,
(r)

1

inicial em que a probabilidade de medir o qubit 7 no estado |1) coincida exatamente

Uma vez determinadas as marginais ¢, ’, o objetivo é construir um novo estado

com esse valor. O modo mais simples de realizar isso é preparar um estado produto em

que cada qubit é ajustado independentemente.

Considere, inicialmente, um (nico qubit. Seja

oy = 1= o) + /e (1) (166)
V= + Vel

o estado dado pela Equac3o (166) ja se encontra normalizado. Além disso, quando

Como )
=1, (167)

medido na base computacional, produz

Pr(0) =1 —¢\", Pr(1) = . (168)

Para implementar esse estado por meio de uma porta elementar, utiliza-se uma

rotacao em torno do eixo y, introduzida no Capitulo 3. Relembrando sua definic3o,

R,(0) = e/ = cos (g) 1-— isin(i) Y. (169)

Aplicando R, (#) ao estado |0), obtém-se
0 . (0
R,(6)]0) = cos<2> 0) + sm<2) 11). (170)

A (ltima igualdade segue da acdo da matriz de Pauli Y sobre |0), ou, equivalentemente,

da forma matricial explicita de R, (6).
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Comparando (166) com (170), vé-se que basta impor

o") . o) .
cos( 22 ) =/1-¢", sin( ; =/, (171)

Elevando ao quadrado a segunda relacao, tem-se

o) .
sin2( ’2 ) =", (172)

Como ™ € [0, 1], segue que

1

") = 2arcsin< cgr)) : (173)

Portanto, a marginal estimada a partir das medicdes pode ser convertida
diretamente no parametro de uma rotacdo 1z, de forma que o estado de um qubit

preparado na iteracdo seguinte reproduza exatamente a probabilidade local desejada.

5.2.2 Construcdo do estado produto global

Aplicando o procedimento anterior a todos os qubits, define-se o estado inicial

da iteracdo seguinte como

o) = Q@ R, (6,”)10), (174)

ou, de forma equivalente,
W) =@ (V- o)+ Vel ). (175)
i=1

A expressdo (175) mostra explicitamente que o novo estado inicial é um estado
(r)

produto. Portanto, ele é inteiramente determinado pelas marginais individuais ¢; ’ e ndo
codifica correlaces entre os qubits no momento da reinicializacdo. Essas correlacoes
podem ser geradas posteriormente pela evolucao do circuito FALQON. Em contrapartida,
a preparacdo do estado inicial permanece simples do ponto de vista experimental, pois
requer apenas rotacoes locais de um qubit, sem a necessidade de portas emaranhadoras

adicionais.
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5.3 Interpretacao conceitual e consideracoes sobre o método

A légica do MGI-FALQON pode agora ser sintetizada de forma mais clara. Apés
cada execucao rasa do FALQON, os resultados de medicao definem uma distribuicdo
empirica sobre as bitstrings da base computacional. Em vez de utilizar essa informacao
apenas para avaliar o desempenho da execucdo corrente, o método a reaproveita para
redefinir a condic3do inicial da execucdo seguinte. Mais especificamente, as bitstrings
dominantes sdo selecionadas, suas marginais de um qubit s3o estimadas e essas marginais
sao entao convertidas em um novo estado produto preparado por rotacdes locais.
Desse modo, a informac3o estatistica acumulada ao longo das medicGes passa a atuar
diretamente sobre a preparacdo do estado inicial. O fluxo geral desse procedimento em

uma Unica iteracdo € ilustrado na Fig. 2.

Sob esse ponto de vista, o MGI pode ser interpretado como um mecanismo que
substitui parte da concentracao de probabilidade normalmente obtida pelo aumento da
profundidade do circuito por um processo iterativo externo de refinamento orientado
por medicoes. A repeticao desse procedimento busca concentrar progressivamente a
probabilidade em regides promissoras do espaco de bitstrings, preservando as probabili-
dades marginais individuais extraidas da distribuicao filtrada. Essa interpretacdo ajuda
a explicar por que o método permanece simples, leve do ponto de vista computacional

e compativel com circuitos rasos.

No entanto, a efetividade do método depende diretamente da combinacdo entre
a profundidade fixa L do circuito FALQON executado em cada iterac3o interna e o
nimero R de iteracGes externas do MGI. Para determinadas configuracdes de L e
R, o ganho obtido ao longo do processo pode ser expressivo, enquanto, em outras,
a melhoria tende a saturar mais cedo. Isso indica que a relacao entre a profundidade
interna do FALQON e o refinamento externo promovido pelo MGI deve ser analisada
cuidadosamente para cada problema e instancia. Além disso, a escolha da quantidade
de bitstrings retidas pelo filtro, seja por meio de um valor fixo n ou de uma estratégia
variavel n,, permanece empirica, nao havendo ainda uma regra geral que determine a
selecdo mais adequada. Ainda assim, o MGI-FALQON preserva caracteristicas centrais
do FALQON: mantém o carater ndo variacional do método, pois n3o introduz uma rotina

de otimizac3o classica global sobre parametros livres, e permanece compativel com



69

by by by by
) 10 1 11
[0 10 1 b e
ooe 10 1 0
N
(1 0 1 15g
(L)
11 1 0
0
[T 0 1 1= n=3
11 0 1
FALQON - L layers
o 0, — 2arcsin(,/0.714) B co=(B83x1+2x1+2x0)/7 = 0.714%
e 0, — 2arcsin(1/0.429) R c;=B83x1+2x0+2x0)/7 = 0.429F
N 0, = 2arcsin(+v/0.571) R co=3x0+2x14+2x1)/7 = 0.571%
e 65 = 2arcsin(+/0.714) & c3=3x14+2x0+2x1)/7 = 0.714%

0; = 2arcsin+/c;

[Rotation angle processing]

Figura 2 — Exemplo de uma iteracdo do MGI-FALQON para um sistema de 4 qubits.
Em cada iteracdo, o estado inicial é preparado por rotagdes R, (6;), o circuito
FALQON com profundidade fixa L é executado, o estado final é medido
Nihots Vezes, selecionam-se as n = 3 bitstrings mais frequentes e, a partir
desse conjunto reduzido, estimam-se as marginais ¢; usadas para definir os
angulos da préxima iteracao.

Fonte: (16).

circuitos rasos, uma vez que a atualizacao do estado inicial exige apenas processamento
classico simples e rotacoes locais de um qubit. Por isso, constitui uma extensdo natural

do esquema de feedback estudado nesta dissertacao.

Por fim, a formulacdo apresentada neste capitulo prepara o terreno para a
analise experimental do capitulo seguinte. Tendo sido estabelecidos o loop externo do
MGI-FALQON, as estratégias de filtragem das bitstrings, a derivacdo das marginais e a
construcdo do estado inicial enviesado, torna-se possivel investigar de forma sistematica

em que medida essa estratégia consegue, na pratica, substituir profundidade de circuito
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6 Aplicacoes e Resultados

Este capitulo apresenta os resultados obtidos para o problema MaxCut a partir da
aplicacdo do FALQON, do TR-FALQON, do SO-FALQON e do MGI-FALQON. O obje-
tivo é analisar o comportamento desses métodos em termos de energia, probabilidade de
sucesso e profundidade de circuito, evidenciando que, embora as variantes do FALQON
possam acelerar a convergéncia, a profundidade ainda pode permanecer elevada para o
contexto NISQ. Além de retomar os resultados iniciais que culminaram no artigo em
pré-publicacio Measurement-Guided State Refinement for Shallow Feedback-Based
Quantum Optimization Algorithm (16), este capitulo também apresenta comparacdes
adicionais entre filtros e variantes, bem como uma discussao critica sobre as limitacoes

atuais do método e suas perspectivas de implementacdo em hardware real.

6.1 Protocolo experimental

Todos os experimentos apresentados neste capitulo foram realizados no problema
MaxCut, ja discutido no Capitulo 2. Considerou-se a instancia de 8 vértices apresentada
na Figura 3. Como o MaxCut possui uma simetria global associada a troca entre as
duas particoes, cada solucdo x possui uma solucdo complementar equivalente z, dada
por

i =1—ux, C(z) = C(z), (176)

o que permite fixar o valor de um dos vértices sem perda de generalidade. Neste trabalho,
o Vvértice 0 foi fixado na particdo representada pelo valor binario 0. Essa fixacdo elimina
a redundancia entre solucdes complementares e reduz a formulacdo efetiva de 8 para
7 varidveis binarias. Consequentemente, a implementacdo quantica requer apenas 7

qubits, preservando o valor étimo e a estrutura relevante do problema.
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Figura 3 — Instancia do problema MaxCut com 8 vértices utilizada nos experimentos.
As cores azul e roxa representam, respectivamente, as atribuicoes binarias
0 e 1 das duas particoes. O vértice 0 é fixado para eliminar a redundancia
decorrente da simetria global entre solucoes complementares, reduzindo a
implementacao para 7 qubits.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A implementacdo computacional foi realizada em Python com a biblioteca
qtsuru (45), desenvolvida por Lucas Rattighieri, integrante do mesmo grupo de
pesquisa, e utilizada como base para a construcao dos Hamiltonianos, dos operadores
e das rotinas de evolucdo quéantica consideradas neste trabalho. Em todos os casos,
empregou-se o Hamiltoniano de problema associado ao MaxCut e o Hamiltoniano
driver transverso, conforme a formulacdo apresentada no Capitulo 4. No caso do MGI-
FALQON, a evolucdo interna foi combinada ao laco externo descrito no Capitulo 5, no

qual o estado inicial é atualizado iterativamente a partir dos resultados de medicao.

As métricas analisadas foram a energia média final,

Eﬁnal - <wﬁnal| Hp |¢ﬁnal> ) (177)
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e a probabilidade de sucesso associada ao conjunto de solucGes 6timas,

Popt = Z p(l’), (178)

CCES*

onde S, representa o conjunto de bitstrings étimas e p(x) é a probabilidade de observar a
bitstring x na base computacional. Nos experimentos com multiplas sementes, também
foi considerada a dispersao entre diferentes realizacoes, indicada nas figuras pelas

regides sombreadas.

6.2 Resultados do FALQON e de suas variantes

A primeira etapa experimental consistiu em comparar o FALQON padrao, o
TR-FALQON e o SO-FALQON em um regime de até L = 200. O objetivo dessa analise
foi verificar n3o apenas se as variantes aceleram a evolucdo, mas também se essa
acelerac3do ¢é suficiente para tornar o método compativel com restricoes realistas de

profundidade.

Para o TR-FALQON, adotou-se a funcdo trigonométrica de reescalonamento

fr) =ar— L (a-1) sm<2:j¢> , (179)
cuja derivada é
Fr) =a—(a—1) cos@“%) | (180)
f

O parametro a controla a intensidade do reescalonamento temporal: para a = 1,
recupera-se f(7) = 7 e, portanto, a evolucdo sem reescalonamento; para a > 1, o
intervalo total é contraido segundo 74 = t¢/a, enquanto f'(7) redistribui de forma ndo
uniforme o tempo efetivo ao longo de L. O tempo final foi definido como t; = L(aAt),

garantindo que o intervalo reescalonado contenha os L passos utilizados na simulacao
(15).

A Figura 4 mostra, no painel a), que os trés métodos promovem uma queda
monotdnica da energia a medida que L aumenta, mas com taxas distintas. O SO-
FALQON apresenta a reducdo mais rapida para os menores valores de L, seguido pelo
TR-FALQON, enquanto o FALQON padréo evolui de forma mais lenta e gradual. No
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entanto, a medida que L cresce, as curvas passam a se aproximar e, em L = 200, os
trés métodos permanecem acima da energia minima exata, embora TR-FALQON e
SO-FALQON terminem ligeiramente mais proximos desse limite do que o FALQON
padrdo. No painel b), observa-se novamente um comportamento distinto entre as
variantes. O SO-FALQON apresenta o crescimento inicial mais rapido e ultrapassa cedo
a marca de 0.5, o que é relevante porque indica que, a partir desse ponto, a solucao
6tima passa a ser o resultado mais provavel de uma medicdo individual. Em seguida, o
TR-FALQON cresce de forma mais consistente e supera o SO-FALQON para valores
intermediarios de L, estabilizando-se em um patamar mais elevado. J4 o FALQON
padrao, embora seja mais lento para valores de L nas primeiras dezenas, continua
melhorando por mais tempo e, em L = 200, alcanca a maior probabilidade média entre

os trés métodos.

Essa diferenca entre energia e probabilidade é relevante. As variantes TR-
FALQON e SO-FALQON de fato aceleram a dindmica para os menores valores de L e
melhoram o desempenho em regimes intermediarios, mas, para a instancia estudada,
o FALQON padrdo ainda consegue apresentar a maior probabilidade final quando
se permite uma profundidade suficientemente grande. Assim, o principal ganho das
variantes ndo é necessariamente produzir o melhor resultado final absoluto, mas sim
melhorar a eficiéncia da convergéncia em profundidades menores. Ainda assim, mesmo
com essa aceleracdo, os valores de L necessarios permanecem da ordem de centenas, o

que é pouco atrativo para hardware quantico de curto prazo.

6.3 Resultados do MGI-FALQON com diferentes filtros

A segunda etapa experimental concentrou-se no MGI-FALQON em regime raso.
Em cada iteracdo externa, o circuito FALQON foi executado com profundidade fixa
L = 2; em seguida, o estado final foi medido, as bitstrings foram filtradas e as marginais
resultantes foram utilizadas para preparar o estado inicial da execucdo seguinte. Esse
procedimento foi repetido durante R = 30 iteracdes externas. Foram empregadas 100
sementes pseudoaleatdrias, cada uma associada a uma realizacdo independente da
amostragem das medicdes, com o objetivo de avaliar a variabilidade estatistica do

método e verificar se as tendéncias observadas ndo dependem de uma lnica sequéncia
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de resultados. As curvas apresentam as médias entre essas realizacOes, enquanto as
regides sombreadas representam a dispersao correspondente. O objetivo principal foi

comparar o impacto de diferentes estratégias de filtragem das bitstrings observadas.

A Figura 5 mostra que o comportamento do MGI-FALQON depende de forma
decisiva da estratégia de filtragem adotada. No painel a), observa-se que o filtro fixo
com n = 5 produz a queda mais rapida da energia nas primeiras iteracGes, mas essa
melhora inicial logo se esgota. A curva praticamente entra em platé apds poucas
iteracOes e termina significativamente afastada da energia minima. Em contraste, o
filtro com n = 30 e, sobretudo, o filtro varidvel 30 — 5 continuam promovendo reducao
progressiva da energia ao longo de todo o processo. Entre eles, o filtro varidvel apresenta

o melhor resultado final, aproximando-se mais do minimo energético.

No painel b), esse comportamento também se manifesta na probabilidade
de sucesso. O filtro com n = 5 cresce rapidamente no inicio, mas satura cedo em
um patamar inferior e com maior dispersao entre sementes. Ja o filtro com n = 30
mantém crescimento mais estavel ao longo das iteracdes, alcancando desempenho final
superior. O melhor resultado, entretanto, é obtido pela estratégia variavel, cuja curva
continua crescendo de forma consistente ao longo do processo e termina com a maior

probabilidade média de sucesso entre os filtros considerados.

Os resultados indicam, portanto, que o desempenho do MGI-FALQON nao
depende apenas da profundidade interna do circuito, mas também do modo como a
informac3o estatistica extraida das medicGes é incorporada a etapa seguinte. No caso
do filtro variavel, a utilizacdo de um conjunto mais amplo de bitstrings nas primeiras
iteracOes, seguida de uma selecao progressivamente mais restritiva, parece favorecer
um equilibrio mais adequado entre diversidade estatistica e concentracao em estados
promissores. Para a instancia estudada, essa estratégia conduziu simultaneamente aos

melhores resultados em energia e em probabilidade de sucesso.

Outro ponto importante é que, mesmo com profundidade interna L = 2 por
execucdo, o MGI-FALQON com filtro variavel atinge desempenho final superior ao
observado anteriormente para os métodos profundos com L = 200. Isso indica que,
a principio, o refinamento iterativo da inicializacao consegue compensar de maneira

muito eficiente a limitacdo severa de profundidade.
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6.4 Resultados do MGI aplicado as variantes do FALQON

Uma vez estabelecida a vantagem do MGI-FALQON com filtro variavel, a etapa
seguinte consistiu em aplicar o mesmo mecanismo as variantes internas do algoritmo,
com o objetivo de avaliar se o ganho promovido pelo laco externo é compativel com

diferentes regras de evolucdo.

A Figura 6 mostra que o MGl pode ser combinado com diferentes variantes
do FALQON. No painel a), observa-se que o MGI-FALQON e o MGI-SO-FALQON
apresentam uma queda inicial de energia mais rapida do que o MGI-TR-FALQON.
Entretanto, apds aproximadamente as primeiras 10 iteracdes, a curva do MGI-TR-
FALQON cruza as demais e passa a apresentar a menor energia média, mantendo
essa vantagem até o final do experimento. O MGI-SO-FALQON termina ligeiramente
a frente do MGI-FALQON, mas ambos permanecem acima do desempenho final do
MGI-TR-FALQON.

O painel b) mostra um comportamento anélogo na probabilidade de sucesso.
Embora as trés curvas crescam de forma semelhante nas primeiras iteracées, o MGl-
TR-FALQON passa a se destacar de forma nitida a partir da regido intermediaria do
processo, alcancando a maior probabilidade média final entre os trés métodos. O MGI-
SO-FALQON aparece em segundo lugar, enquanto o MGI-FALQON padrdo termina
com o menor valor médio entre as variantes testadas, ainda que com desempenho

bastante competitivo.

Esses resultados indicam que o MGI atua como um mecanismo complementar
e ndo como um substituto da dinamica interna do algoritmo. A realimentacao por
medicoes melhora o ponto de partida de cada nova execucdao, mas o modo como
essa informacao é explorada ainda depende da variante interna utilizada. No caso da
instancia analisada, a combinacdo entre o MGl e o TR-FALQON foi a mais eficiente,
sugerindo que o reescalonamento temporal beneficia-se de forma particularmente forte

do refinamento iterativo da inicializacao.
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6.5 Comparacao quantitativa entre métodos

Os resultados das Figuras 4, 5 e 6 permitem uma comparacao direta entre dois
paradigmas distintos. No primeiro, representado pelo FALQON e por suas variantes
profundas, a melhora da solucdo é obtida majoritariamente por meio do aumento
de L. No segundo, representado pelo MGI-FALQON, parte desse aprofundamento é
substituida por uma sequéncia de execucdes rasas intercaladas com atualizacao do

estado inicial.

Do ponto de vista da profundidade interna por circuito, a diferenca é imediata.
Nos experimentos com FALQON, TR-FALQON e SO-FALQON, utilizou-se L = 200,
enquanto nos experimentos com MGI a profundidade interna foi fixada em L = 2.
Isso corresponde, por execucdo individual, a uma reducdo de profundidade de duas
ordens de grandeza. Mais importante do que esse fator isolado é observar que, na
instancia estudada, essa reducao drastica ndo comprometeu o desempenho; ao contrario,
o MGI com filtro variavel superou os métodos profundos tanto em energia quanto em
probabilidade média de sucesso. Além disso, quando combinado com variantes internas,
o melhor resultado global foi obtido justamente pelo MGI-TR-FALQON.

Naturalmente, essa comparacao nao deve ser interpretada como uma reducao
uniforme do custo total em todos os recursos. O MGI troca profundidade interna
por iteracoes externas, amostragem repetida e pds-processamento classico. A cada
iteracdo, é necessario executar novamente o circuito raso, coletar bitstrings, aplicar
o filtro escolhido, estimar marginais e preparar um novo estado inicial. Ainda assim,
no contexto NISQ, essa troca tende a ser vantajosa, pois o aumento da profundidade
costuma ser um dos principais fatores de degradacdo experimental devido a decoeréncia

e ao actimulo de erros de porta.

Os resultados obtidos permitem destacar alguns pontos importantes. O primeiro
é que TR-FALQON e SO-FALQON cumprem bem o papel de acelerar a dindmica do
FALQON em regimes de profundidade intermediaria. Isso fica particularmente evidente
pela rapidez com que aumentam a probabilidade de sucesso para valores de L nas
primeiras dezenas. No entanto, essa aceleracao n3o elimina o gargalo da profundidade:

mesmo em versoes mais eficientes, ainda se trabalha com circuitos relativamente longos.

O segundo ponto é que a andlise conjunta de energia e probabilidade revela
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nuances que seriam perdidas caso apenas uma métrica fosse considerada. Na Figura 4,
por exemplo, TR-FALQON e SO-FALQON terminam ligeiramente melhores em energia,
mas o FALQON padrao alcanca a maior probabilidade final. Isso mostra que a aproxi-
macdo da energia minima nao se traduz necessariamente, de forma direta, no maior

peso probabilistico sobre a solucao étima individual.

O terceiro ponto, e o mais relevante para esta dissertacdo, é que o MGl altera
qualitativamente o papel da profundidade no algoritmo. Em vez de depender apenas
do aprofundamento do circuito, a melhora passa a surgir do acimulo de informac3o
estatistica extraida das medicGes. A escolha do filtro torna-se entdo uma peca central
do desempenho. Os resultados mostram com clareza que um filtro excessivamente
restritivo, como n = 5, pode gerar ganhos rapidos no inicio, mas compromete a
evolucao posterior. Em contraste, filtros mais amplos ou adaptativos preservam uma
parcela maior das frequéncias empiricas das bitstrings selecionadas. Essas frequéncias
determinam as marginais ¢; de cada qubit, que s3o convertidas nos angulos das
rotagdes I}, e, consequentemente, nas amplitudes do estado produto preparado para
a execucao seguinte. Assim, a informacao estatistica incorporada a fisica do estado
corresponde as probabilidades marginais inferidas da distribuicao filtrada. Ao evitar uma
concentracdo prematura dessas marginais, filtros mais amplos ou adaptativos mantém
maior diversidade na inicializacao e permitem seu refinamento ao longo das iteracoes

externas.

Por fim, a comparacdo entre variantes mostra que o MGI n3o atua de forma
idéntica sobre qualquer dindmica interna. Embora ele beneficie todas as variantes
testadas, os ganhos sdo mais pronunciados quando combinado ao TR-FALQON. Isso
sugere que ainda ha uma estrutura fina na interacdo entre a regra de evolucdo interna

e o mecanismo de reinicializacdo, aspecto que merece investigacao futura.

6.6 Limitacoes praticas e perspectivas

Uma questdo central deste trabalho é saber se a reducdo de profundidade
promovida pelo MGI torna o método mais préximo de uma implementacao real em
hardware quantico. O principal aspecto favoravel é que o MGI preserva circuitos

internos rasos, o que reduz a exposicao do sistema a decoeréncia e ao acimulo de
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erros. Além disso, a atualizacao do estado inicial entre iteracdes pode ser implementada
por rotacdes locais, o que constitui uma operacao relativamente simples do ponto de
vista experimental. Outro fator positivo é que o método nao exige uma etapa global de
otimizac3do classica continua, como ocorre em algoritmos variacionais tradicionais. O
processamento classico envolvido consiste essencialmente em contagem de bitstrings,

filtragem, estimacdo de marginais e atualizacdo de parametros locais.

Por outro lado, ainda permanecem desafios relevantes. O método depende de
estatisticas de medic3do suficientemente confidveis, de modo que ruidos de leitura podem
distorcer as marginais estimadas e prejudicar a reinicializacdo. Além disso, embora cada
circuito seja raso, o protocolo requer muitas execucOes para alimentar o laco externo, o
que pode elevar o custo total de amostragem. Soma-se a isso o fato de que a estimacao

dos observaveis de feedback do préprio FALQON continua sendo uma etapa n3o trivial.

Desse modo, o MGI n3o elimina o custo experimental, mas redistribui esse custo
de uma forma potencialmente mais favoravel ao regime NISQ: menos profundidade por

circuito e mais realimentacao baseada em medicdes.

Apesar dos resultados promissores, ainda existem limitacdes importantes. Uma
das limitacGes esta associada a prépria escolha do filtro. Os resultados deste capitulo
mostram que o filtro tem papel decisivo, mas ainda n3o existe uma regra geral que
determine qual politica deve ser adotada em diferentes problemas, tamanhos de ins-
tancia ou profundidades internas. O bom desempenho do filtro varidvel indica que
abordagens adaptativas sdo promissoras, mas sua fundamentacao tedrica ainda estad em

desenvolvimento.

A segunda limitacdo refere-se ao compromisso entre profundidade interna,
nimero de iteracGes externas e custo total de amostragem. Embora o MGl permita
trabalhar com circuitos extremamente rasos, ele pode demandar muitas execucdes para
atingir seu melhor desempenho. Assim, permanece em aberto a questdo de qual é o

regime 6timo de equilibrio entre esses recursos.

Por fim, ainda é necessario compreender de forma mais completa o compor-
tamento do método sob ruido realista. Os resultados apresentados neste capitulo
concentram-se em simulacdes controladas, e a préxima etapa natural é incorporar

modelos de ruido e, posteriormente, realizar testes em hardware real.



7 Conclusao

Esta dissertacdo teve como objetivo investigar algoritmos quanticos baseados
em feedback, com énfase no FALQON e em estratégias para reduzir sua profundidade
de circuito em cenarios NISQ. Para isso, o trabalho reuniu trés frentes principais: a
consolidacdo dos fundamentos tedricos necessarios a formulacdo dos problemas, a anélise
de variantes da literatura voltadas a melhoria da dindmica do FALQON e a proposicao
da estratégia Measurement-Guided Initialization, denominada MGI-FALQON.

Do ponto de vista conceitual, o trabalho mostrou que o FALQON constitui
uma alternativa relevante a abordagens variacionais usuais, pois substitui a otimizacao
classica global por uma regra explicita de realimentacdo inspirada em controle por
Lyapunov. Essa caracteristica torna o método mais simples em sua atualizacdo dos
parametros e, a0 mesmo tempo, a analise também evidenciou sua principal limitacdo

pratica: a necessidade de valores elevados de L para atingir solucdes de alta qualidade.

A investigacdo das variantes TR-FALQON e SO-FALQON mostrou que é possivel
melhorar a eficiéncia da convergéncia por meio de modificacdes na dindmica interna
do algoritmo. O TR-FALQON mostrou-se capaz de tornar a evolucdo mais eficaz em
regimes rasos e intermediarios de L, enquanto o SO-FALQON indicou que a inclusdo
de informacdo de segunda ordem pode acelerar a reducdo da energia para os menores
valores de L. Ainda assim, embora apresentem melhora em relacdo ao FALQON padrao,

essas variantes continuam exigindo profundidades elevadas no regime analisado.

A principal contribuicao desta dissertacdo foi a formulacao e a avaliacdo do
MGI-FALQON. A proposta consiste em utilizar execucdes rasas do algoritmo para
coletar bitstrings, selecionar as mais frequentes e construir, a partir das marginais
observadas, um novo estado inicial para a execucao seguinte. Com isso, parte do esforco
computacional deixa de ser concentrada apenas no aumento da profundidade interna e

passa a ser distribuida em um processo iterativo externo guiado por medicdes.

Os resultados obtidos para o problema MaxCut indicaram que essa estratégia é
promissora. Observou-se que o desempenho do método depende fortemente da politica

de filtragem adotada, sendo que o filtro variavel apresentou o melhor comportamento
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global entre os casos testados. Além disso, verificou-se que o MGI-FALQON, mesmo
operando com profundidade interna L = 2 por execucdo, foi capaz de superar o
desempenho dos métodos profundos com L = 200 na instancia considerada. Esse
resultado mostra que o refinamento iterativo da inicializacdo pode compensar de forma

bastante eficiente limitacdes severas de profundidade.

Também foi verificado que o laco externo de reinicializacao atua de maneira
complementar as variantes internas do FALQON. Todas as versdes analisadas foram
beneficiadas pela estratégia proposta, com destaque para a combinacdo entre MGl e
TR-FALQON, que apresentou o melhor desempenho no cenério estudado. Esse resultado
sugere que existe uma interacdo relevante entre a reinicializacao guiada por medicoes e

a dinamica interna do algoritmo.

De modo geral, os resultados permitem concluir que os objetivos centrais da
dissertacdo foram alcancados. O trabalho consolidou os fundamentos dos algoritmos de
feedback quantico, analisou variantes relevantes da literatura e mostrou que a iniciali-
zacdo guiada por medicoes constitui uma estratégia efetiva para reduzir a dependéncia
de circuitos profundos. Assim, o MGI-FALQON se apresenta como uma alternativa
consistente para ampliar a viabilidade do FALQON em dispositivos quanticos de curto

prazo.

Apesar disso, a abordagem ainda apresenta limitacdes. O ganho em profundi-
dade vem acompanhado de maior custo de amostragem e dependéncia de estatisticas
confiaveis de medicdo. Além disso, a escolha da politica de filtragem mais adequada
ainda depende de analise empirica, o que indica espaco para desenvolvimento tedrico

adicional.

Como continuidade natural deste trabalho, uma primeira direcdo consiste em
incorporar modelos de ruido as simulacdes, a fim de avaliar a robustez do método
em condicdes mais realistas. Outra direcao importante é sua implementacdo em hard-
ware quantico real, especialmente em plataformas compativeis com Qiskit, permitindo

investigar o comportamento do algoritmo diante de limitacSes experimentais concretas.

Em sintese, esta dissertacao mostrou que o MGI-FALQON representa uma
estratégia promissora para tornar algoritmos quanticos baseados em feedback mais

compativeis com o regime NISQ. Ao explorar sistematicamente a informacido estatistica



obtida nas medicGes, a abordagem proposta amplia as possibilidades de aplicacao do
FALQON e estabelece uma base sélida para investigacdes futuras, tanto tedricas quanto

experimentais.
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