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RESUMO

A dualidade AdS/CFT propde uma relag@o entre uma teoria de cordas em um espago-tempo do
tipo Anti-De Sitter (AdS) em dimensdes d + 1 no volume (bulk) fracamente interagente com
uma teoria de campos com simetria conforme na borda do sistema de dimensoes d fortemente
interagente: este resultado pode entdo ser aplicado em diversos problemas fisicos fortemente
acoplados, como encontrados em Gravidade quantica, Cromodindmica Quantica e Fisica da
Matéria Condensada. Neste trabalho, o foco foi o estudo de Liquidos Nao-Fermidnicos a partir
deste resultado: Liquidos Nao-Fermionicos sdo estados da matéria que podem ser encontrados
em diversos metais exoticos, que possuem uma superficie de Fermi mas ndo possuem picos de
quasiparticulas; Analisamos diferentes modelos encontrados na literatura, como contribui¢des
fermidnicas na a¢cao de Einstein-Hilbert , além de modelos duais a teorias de Campos Efetivos.
Ainda, € proposto um modelo original para literatura, ao introduzirmos pertubacdes no campo
de Gauge ao considerarmos termos supersimétricos no buraco negro Ads Reissner-Nordstrom,

modelo dual a uma teoria de campos quanticos com densidade carga ndo-nula.

PALAVRAS-CHAVE: Dualidade Gauge/Gravidade. Fisica da Matéria Condensada. Teoria de

Supercordas. Liquidos Nao-Fermidnicos.



ABSTRACT

The AdS/CFT correspondence proposes a relation between a weakly coupled interacting string
theory in Anti-De Sitter (AdS) spacetime in the bulk with a strongly coupled quantum field
theory at the boundary: this result is found to be applicable in many strongly coupled systems
such as Quantum Gravity, Quantum Chromodynamics and Condensed Matter Physics. Our study
focus in the description of Non-Fermi Liquids by the duality: Non-fermi liquids are states of
matter which can be found in many exotic metals that shows Fermi surfaces but do not contain
quasiparticle peaks. In this work, we analyze different models that can be found in literature,
such as fermionic contribuitions to Einstein-Hilbert Action and models that are dual to a Efective
Field Theory. We also proporse an original model, by inducing a perturbation on the gauge field
by considering supersymmetric terms on the AdS- Nordstrom black hole action dual to quantum

field theory at the border with non-zero charge density.

KEYWORDS: Gauge/Gravity Duality. Condensed Matter Physics. Superstring Theory. Non-
Fermi Liquids.
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1 INTRODUCAO

A dualidade AdS/CFT (ou de forma mais geral, dualidade Gauge/Gravidade ou principio
hologréfico) propde a equivaléncia entre duas teorias fisicas completamente diferentes, onde as
informacdes de uma teoria estdo contidas na outra: uma teoria de campos quanticos conformes
(CFT) em dimensdes d e uma teoria de supercordas em um espago-tempo Anti-De Sitter (AdS)
em d+ 1 dimensdes (MALDACENA, 1999). Além disso, tal dualidade ainda é do tipo forte/fraca:
caso uma das teorias seja fortemente interagente, seu dual serd necessariamente fracamente
interagente e vice-versa. Essa caracteristica permite o cdlculo de propriedades fisicas do sistema
de maneira analitica ao invés de métodos perturbativos e se transforma em uma importante
ferramenta para entender teorias fortemente interagentes, incluindo problemas em Gravidade
Quantica (SILVA, 2024), Cromodindmica Quantica (BRODSKY; TERAMOND, 2006) e Fisica
da Matéria Condensada (ZAANEN et al., 2015).

Neste trabalho, voltamos a nossa aten¢do para os estados metédlicos conhecidos como "Liqui-
dos Nao-Fermidnicos": estados metdlicos que nao podem ser explicados pela teoria usual ou por
métodos perturbativos. Utilizando a dualidade, buscamos obter as propriedades de transporte
desses sistemas a partir de diferentes abordagens, seja pela inser¢do de operadores fermidnicos
na agdo gravitacional (LIU; MCGREEVY; VEGH, 2011), a descri¢do da dindmica dos campos
efetivos (ELSE, 2024) e por fim, correcdes superssimétricas nao-lineares.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma: no capitulo 2 busca introduzir os conceitos
necessarios da Fisica da Matéria Condensada, como Liquidos de Fermi e suas limitacdes e a
obtencdo dos coeficientes de transporte, além da fenomenologia dos Liquidos Nao-Fermionicos.
No capitulo 3 € introduzida a dualidade AdS/CFT: ao estudarmos aspectos introdutdrios de
geometria diferencial, busca-se introduzir as equagdes de Einstein e em especial, o espago-tempo
de Anti-De Sitter. E introduzido também os buracos negros, importantes objetos para obtengio
de propriedades associadas a escala na dualidade holografica.

Ainda, introduzimos os aspectos tedricos basicos de teorias de campos quanticos e as
simetrias conformes de forma sucinta. Finalmente, demonstrando-a de modo heuristico, introduz-
se a dualidade em si.

No capitulo 4 apresentamos duas abordagens diferentes para o estudo desses estados metalicos
pela dualidade, como contribui¢des fermidnicas na ag¢do de Einstein-Hilbert e modelos duais
a teorias de Campos Efetivos. Além disso, apresentamos um modelo inédito na literatura para
explicar o comportamento andmalo desses sistemas, a partir de perturbacdes ndo-lineares nos

campos eletromagnéticos do sistema.
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2 FISICA DA MATERIA CONDENSADA

Entende-se a Fisica da Matéria Condensada como a descri¢cdo da dindmica coletiva de
particulas que compdem um sistema e a obtencao de suas propriedades (condutividade, suscepti-
bilidade, etc...). Neste capitulo, buscamos introduzir os conhecidos coeficientes de transporte,
que descrevem o comportamento desses sistemas quando introduzida uma perturbacdo. Além
disso, introduzimos o modelo de Landau-Fermi, que descreve boa parte dos estados metalicos
conhecidos, além de suas limitacdes. Por fim, apresentamos os liquidos ndo-fermidnicos e os

seus comportamentos fisicos observados experimentalmente.

2.1 COEFICIENTES DE TRANSPORTE

Ao estudar sistemas de muitos corpos, € interessante conhecer o comportamento do trans-
porte de particulas e energia em relacdo a alguma perturbagio feita no mesmo: chamamos tal
fendmeno de transporte linear. Para conhecermos esse comportamento, é necessario conhecer
os coeficientes de transporte, associados as fungdes de Green retardadas como veremos a seguir.

Sejam O 4 e Op operadores quaisquer associados a um sistema; as fungdes de Green retarda-

das (no espaco de Fourier) associadas aos operadores sdao da forma:
G5, 0,(w,k) = —i / A adt @00 (1) ((0a(t,%), 060,00, @D

onde O(t) é a funcdo de Heaviside e (w, k) varidveis nos espaco dos momenta. Perceba que
a introdugdo de uma dependéncia temporal nesta fun¢do introduz uma dependéncia temporal
nas fungdes de Green, i.e., tornando-a causal. Caso ignoremos termos nao-lineares, € possivel

mostrar que uma perturbagio no valor esperado (O 4) obedece a relacdo (NASTASE, 2017):

6 (Oa) = G§, 0,0 D5(0)(w, K), 2.2)

0 ¢p(o) sendo a fonte da perturbac@o. Para estudarmos algumas propriedades dessas fung¢des de

Green, € interessante transformarmos a fun¢do do espaco das frequéncias w para o tempo usual ¢:

dw i
GE (1K) = / LGB, o, (K, 2.3)

Como as funcdes de Green devem ser causais, elas devem se anular parat < 0; Para realizarmos
a integral (2.3), devemos tomar o w como uma variavel complexa e integrar sob um contorno

fechado. Para isso, as seguintes propriedades devem ser satisfeitas:
1. GgA o0, (w, K) deve ser analitica na metade superior do plano Im w > 0;

2. G§, o, (w, k) — 0 com |w| — o0
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Assim, é possivel reescrever a equacao (2.3) como uma integral de contorno sob a curva [ no

GR(z) = 7{ ag G 2.4)

plano complexo w, da forma:

Podemos perceber que a integracao € de fato vélida pois a propriedade (2) nos garante a integracao
com limites tendendo a infinito se anula e a Gnica regido na qual a integra¢do possui um valor
ndo nulo € no polo z = (. Tomando as partes reais e imagindrias da fung¢do de Green, obtemos
as relacoes de Krammers-Kronig (NASTASE, 2017):

00 /[ R /
Re GE (W) = P/ do Im G7 (@) (2.5)
Coo 2 W —w
o] / R !
ImG® () = —P/ dof Re G7 (W) (2.6)
oo 2 W —w

Onde P apresenta o valor principal das integrais. Tomando o limite w — 0 e P = 1, podemos
definir uma susceptibilidade:

X = lim ReG§, o, (w,X) = 2.7)

w—0o0

/°° duw' Im G® (W)

2T w!

—00

Perceba que a equacdo (2.7) possui a forma de uma soma termodinamica e portanto, x realmente

¢ uma grandeza termodinamica da forma:

XAB = (2.8)

A partir dessas relagdes, € possivel calcular observaveis associados a fendmenos de transporte.
Um exemplo € a condutividade elétrica, associada ao transportes de cargas devido uma perturba-
¢do em um campo de calibre.

Considere uma pertubacio no potencial da forma d A;, escolhendo um calibre de forma que

Ay = 0, de forma que o campo elétrico F;possa ser escrito como:
E] - FOJ :8,55AJ,

Sendo £, = 9,A, —0,A, o tensor eletromagnético. Ao levar para o espaco das frequéncias a

partir de uma transformada de Fourier, ficamos com:
A resposta linear do valor esperado da corrente elétrica é da forma:

<Jx> = UEI = —1 OJ(SAm(O). (2.9)
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Porém, é conhecido da teoria de resposta linear que o valor esperado para corrente € igual a
G, 8A, ). Entdo, tomando a parte imaginaria das fungdes de Green, temos a férmula de Kubo
para condutividade elétrica (NASTASE, 2017):

Im GRIJI

o(w, k) = -

(2.10)

Ao introduzirmos um potencial quimico y # 0, i.e., introduzir uma densidade de carga finita, é

possivel observar uma corrente elétrica produzida por um gradiente de temperatura:
Jp = —aV, T,

e mutualmente, a corrente elétrica produzira calor:
Q. = aTFE,.

Podemos entdo escrever o sistema de equacgdes da seguinte forma:

<Jx> . o aT Ex
(Qn) aT kT —%

Analisando a formula de Kubo, podemos obter de forma andloga as seguintes relacdes para os

coeficientes de transporte:

Im GE
aw)T = -~k @.11)
Im GE
R)T = -7l (2.12)
w

Uma das vantagens do formalismo AdS/CFT para problemas de fisica da matéria condensada esta
associado no célculo dos coeficientes de transporte para as teorias fortemente correlacionadas:
ao tomar o dual gravitacional, € possivel obter as fun¢des de Green associadas ao problema e

consequentemente, calcular tais coeficientes de transporte, utilizando as relacdes de Kubo.

2.2 LIQUIDOS DE FERMI

Os liquidos de Fermi sd@o sistemas de férmions fortemente correlacionados descritos pela
teoria de Landau-Fermi, cujos seus estados de muitos corpos sdo mapeados para estados de um
gas de Fermi, sistemas de férmions nao interagentes descritos pela geometria da denominada
superficie de Fermi. As excita¢des energéticas do sistema fortemente correlacionadas estao
associadas no sistema livre ao que chamamos de quasiparticulas, como fénons, magnons,
skyrmions, etc.

Considere um sistema de /V férmions ndo interagentes: a hamiltoniana do sistema H para
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os estados ¢,, obedecem a equacgdo de autovalores:

Hy ¢, = By Op,s (2.13)

onde os estados ¢,, sdo construidos a partir dos determinantes de Slater:

xi(@1) xa(z1) o Xa(z1))

1 Ixe(r) xe(x2) o xa(22)
gbn(xl,xg,...,xn)—m

Xn(@n) Xo(@n) o Xaln)

Ao estudarmos a interacdo entre férmion-férmion, podemos utilizar teoria de pertubagoes e

reescrever a hamiltoniana do sistema como:
H = Hy+ \Hq, (2.14)

sendo H, a Hamiltoniana ndo perturbada, H; o termo de interacao e A (0 < A < 1) determina
a magnitude da interacdo. E possivel construir um estado de muitas-particulas ®,, para A = 1
no espaco de Fock a partir de estados ¢,, no espaco de Hilbert, isto €, a partir de uma mudancga

adiabdtica !

nos autoestados do sistema; Consequentemente também &€ possivel mapear as
autoenergias do estado de muitas particulas E, para F,, como uma fun¢do de A (KURAMOTO,
2020).

Em sistemas em baixas escalas de comprimento, devido a diferenca de magnitudes de F),
e a pertubacdo A\H;, é esperado que os estados livres e acoplados ndo sejam mapeados uns
aos outros com o aumento de A. Ainda, temos também que boa parte dos metais ndo possuem
superficies de fermi esferossimétricas e que sua geometria depende da magnitude da interacao
entre seus componentes, assim havendo um homeomorfismo entre superficies de Fermi a partir
da variacdo de A (KURAMOQOTO, 2020)).

Landau, porém, sup6s que mesmo que a diferenga entre os niveis [, seja muito maior
que AH,, o processo adiabdtico ainda mapeia autoestados (e as autoenergias) dos sistemas.
Consideremos uma superficie de Fermi esferossimétrica: caso a hipétese de Landau seja correta,
a matriz de densidade p pode ser determinada de forma tnica caso conhecemos a distribuicao
Ny do gds de Fermi. Os estados excitados de um sistema sdo mapeados para um pico na
distribui¢do n, ,, conhecidos como quasiparticulas. Considerando essas excitacdes, a variagdo

dn,, resulta em uma varia¢do na energia 0 F, dada pela expansio:

1
0F = Z €poOMpo + 5 Z Z f(po,p'a")on,ednye + ..., (2.15)

D, p,o p'o’

' Na mecinica quintica, uma mudanca é dita adiabética se a0 mudarmos lentamente os graus de liberdade externos

do sistema, a Hamiltoniana e os autoestados do sistema se adaptam, isto é |¢(x, )% # [ (z, to)|?.
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onde p € o momentum da quasiparticula, o o spin, €, , € a energia da quasiparticula medida em
relagdo ao nivel de Fermi e f(po, p’o’) descreve a interag@o entre o férmions. A energia ¢, ,
possui dependéncia em 7' e das varidveis que descrevem a natureza da interagao.

Perceba que, como a superficie de Fermi dos férmions ndo-interagentes é esferossimétrica: a
topologia do sistema ndo é modificada pela interagdo entre as particulas. E importante salientar
que o mapeamento entre estados s6 € valido para excitacdes de baixas energias: as quantidades
apresentadas na expansio sdo de segunda ordem em relagdo » o Oypor» J& que a energia €,, €
pequena em relacdo ao nivel de Fermi e portanto € possivel descartar termos de ordem superior
(KURAMOTO, 2020). Caso consideremos excitacdes de altas energias, € necessdrio considerar
termos de ordens superiores e o tratamento de quasiparticulas apresentado por Landau ndo €
mais aplicédvel.

O maximo da entropia para determinados e /N equivale a encontrar o minimo do potencial

termodinamico {2 (u = 0 por simplicidade):
Q=F-TS. (2.16)

Sabendo que a entropia S é uma fungdo de n, , e tomando a condi¢do de minimo, encontramos

que:

=0 — npe = (€xp (Bepe) + 1)1 (2.17)

E possivel ainda parametrizar a equacio em termos de harménicos esféricos (KURAMOTO,
2020): considerando duas quasiparticulas com momentum p e p’, ambas com magnitude pr;

Podemos entdo escrever a seguinte decomposic¢io de f(po, p'o’):

X(w) f(po,p'o’) = (Fi+00'Z), (2.18)

=0

onde y(u) é a matriz de densidade de estados em relagdo ao nivel de Fermi, dada por:
v .
pli) =Y 8(ey) = —m” py, (2.19)
p,c

com m* a massa efetiva, V' o volume do sistema e os termos F; e Z; sdo os parametros de Landau.

Podemos também realizar uma expansdo de dn,, em termos de harmonicos esféricos:
A R
Onpe = —— 0(6) > M1 m oY1 m (D), (2.20)
(i) —

p sendo o angulo s6lido compreendido por p; Aproximando somatério por uma integral da forma:

dp
Z Npu/dep/ﬂa
yen
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onde p denota o angulo sélido compreendido pelo volume; ainda, usando o teorema da adicdo

dos polinomios de Legendre:

dm . .
B(COSepp/) = 20+ 1 Z }/Em(p)%m(p/)a

m

e introduzindo as varidveis de componentes anti/simétricas:

5nml+ - § 5nmla ) 5nml— = E o 5nmla-
o o

Podemos reescrever o segundo termo da expansdo, que nos da a energia de interacdo como:

47 1 9 9
6By = 200 > o7 7 B Oy + 200 ). 2.21)

Im

Para verificar a validade do formalismo proposto por Landau, ele investigou a possibilidade
de que a medig¢ao das autoenergias do sistema possa mudar a distribuicdo de particulas d,,,, de
forma que autoestados sejam "espalhados"entre si (SCHOFIELD, 1999). Lembremos que a acio
do operador Hamiltoniana em autoestado o deixa invariante (por uma constante multiplicativa):
€ possivel entdo, usando a regra de ouro de Fermi (ZHANG; LIU, 2016), calcular o tempo de

vida de um autoestado com energia ¢ acima da superficie de Fermi:

1 2

T
— = TN Wyl s e <),
- ff|f| ( f)

sendo a soma feita em todos os estados finais possiveis f. Assumindo que os elementos da matriz
de espalhamento |V;;| sejam constantes e que a exclusdo de Pauli se aplica as quasiparticulas, é
possivel perceber que o inico espalhamento permitido no zero absoluto € aquele reduz a energia
da quasiparticula por w: como a quasiparticula deve ser espalhada para um estado desocupado,
se faz necessdrio a condicdo w < e.

Ainda, sabemos que apenas estados perto da superficie de Fermi podem absorver a energia
w, fazendo com que o estado se encontre acima da superficie. Tendo isso em mente, a soma sob
os estados f pode ser escrita como (COLEMAN, 1999):

1 2m 2 : ¢ / oo / " "
—z€|V| grdw grde dle—w—€e —€&")grde”,
0 0 —

Te 00

1 s .
— ~ = |V]P g} e 2.22
T. h ‘ ‘ 9r ) ( )
onde gr € a densidade de estados na superficie de Fermi. Perto da superficie de Fermi onde
a energia ¢ é pequena, podemos perceber entdo que o tempo de vida desses estados de quasi-

particulas é muito grande, tornando os estados estdveis. Caso tomemos o sistema fora do zero
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absoluto, temos que :
1

Te X T2 (2.23)

Entdo considerando o limite de baixas temperaturas e energias, o formalismo proposto por Landau

se mostrava conciso para lidar com a modelagem de sistemas metdlicos sabendo que os materiais

descritos por tal formalismo possuiam tempo de decaimento e resistividade proporcionais a 7"
(SCHOFIELD, 1999).

Porém, ao longo dos anos foram descobertos uma gama de materiais com propriedades que

ndo se encaixavam com o formalismo proposto por Landau, i.e., materiais cujos estados de

baixas energias nao podiam ser mapeados as quasiparticulas fermidnicas.

2.3 LIQUIDOS NAO-FERMIONICOS

Definimos como Liquidos Nao-Fermionicos (SCHOFIELD, 1999)todos os materiais que o
formalismo de Landau-Fermi se mostra ineficaz: esses sistemas apesar de ndo apresentarem o
comportamento de quasiparticula, possuem superficies de Fermi.

Uma classe de materiais que sdo considerados Liquidos Nao-Fermionicos sdo os cupratos su-
percondutores, um grupo de 30 materiais diferentes que possuem na sua estrutura cristalina mais
que 3 elementos diferentes (SCHOFIELD, 1999): para esses materiais, o tempo de decaimento

no limite de baixas energias e temperaturas finitas € da ordem:

~ x T. (2.24)
TE

Apesar de ser comum esses sistemas possuirem espalhamentos proporcionais a 7' em espalha-

mentos elétron-fonon, os espalhamentos encontrados nesses sistemas sao puramente eletronicos

(COLEMAN, 1999). Temos entdo dois comportamentos andmalos ndo explicados pela teoria

convencional: a auséncia de espalhamentos elétron-fonon e o espalhamento proporcional a T.

Um outro exemplo de fendmeno onde a continuidade adiabdtica, principio basico para
constru¢do da teoria de Landau-Fermi, ndo funciona sdo as transi¢des de fase: quando os sistemas
se aproximam de uma transi¢do de fase de segunda ordem, é conhecido que as flutuagdes
dos parametros de ordem do sistema passam a ocorrer em grandes distdncias e aumentam
simultaneamente. A propagacdo de uma quasiparticula pode entdo gerar perturbacdes em
grandes distincias e consequentemente, modificando o tempo de espalhamento dos estados. O
comportamento de liquido de Fermi € mantido em temperaturas e pardmetros abaixo dos pontos
criticos e sendo destruidos apds as transi¢des de fase (COLEMAN, 1999).

Um outro exemplo interessante a ser citado sao os liquidos de Luttinger: em suma, nesses
sistemas unidimensionais, € possivel observar a separac@o do spin e da carga elétrica dos férmions
a partir da existéncia de duas quasiparticulas, o spinon e holon e ao invés de verificarmos a
existéncia de apenas um pico de quasiparticula, o sistema passa a possuir dois picos bem
definidos associados as esses estados (VOIT, 1993) (SCHOFIELD, 1999). Perto da superficie
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de Fermi todas as excitagOes particula-buraco possuem mesma energia e momentum, sendo
determinadas pela direcdo em relagcdo a superficie de Fermi e a magnitude k. Portanto, em
sistemas unidimensionais ao conhecermos a magnitude do momentum, conhecemos a energia do
sistema.

Isto € interessante pois ao conhecermos ¢, podemos entdo definir uma funcdo de onda para
densidade eletronica com comprimento de onda de 2?” Além de uma energia cinética bem
definida, o sistema possui uma energia potencial bem definida tendo em vista que a mesma
depende da densidade eletronica em um determinado comprimento de onda. E possivel concluir
que este potencial gera novos autoestados para o sistema e, sabendo que podemos escrever o
potencial em func¢do da carga e spin das particulas, esses autoestados dependem dos autovalores
desses observdveis.

De forma geral, podemos esperar dessa classe de sistemas um tempo de decaimento e
resistividade p da ordem:

p o< T.

Como mencionado em (KHVESHCHENKO, 2012), os propagadores fermidnicos desses sistemas
possuem uma dependéncia ndo-analitica da frequéncia w enquanto possui varios polos em

diversos momentum kp:
1

A(k) + B(k) w’

com A(k) anulando-se nesses valores kr enquanto B(k) assume valores finitos . De maneira ge-

G (w, k) = (2.25)

ral, apesar do conhecimento tedrico desses sistemas ter avancado (LEE, 2018), muitos empasses
sao encontrados devido a auséncia de ferramentas efetivas para o estudo de sistemas quanticos

fortemente correlacionados.
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3 ELEMENTOS DA DUALIDADE ADS/CFT

A dualidade AdS/CFT correlaciona uma teoria de supercordas em um espaco-tempo AdS e
uma teoria de campos conformes. Neste capitulo, é feita uma introdu¢do em ambos os aspectos
da dualidade, isto €, um estudo sobre geometria diferencial, equacao de Einstein e o espaco-
tempo AdS,y1, aspectos da teoria quantica de campos e suas simetrias conformes C'F'T,. Por
fim, a partir de uma dedugdo heuristica, apresentamos a dualidade em si e suas propriedades

além de um breve comentdrio sobre suas aplicacdes na Fisica da Matéria Condensada.

3.1 NOCOES DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

Ao tentar descrever a gravidade a partir da relatividade, Einstein e seus colegas perceberam
que se fazia necessdrio a substituicdo da métrica de Minkwoski, métrica plana cuja dindmica da
relatividade restrita ocorre, para uma métrica associada a um espago tempo curvo (CARROLL,
1997): para entendermos entdo a relatividade geral, € necessério ter um conhecimento sobre
geometria diferencial.

Chamamos de variedade diferenciavel qualquer espago topoldgico diferenciavel que local-
mente se assemelha a um espago euclideano R™, isto €, o conjunto de endplos (!, 22, ..., 2™).
Podemos citar como exemplos de variedades diferencidveis o proprio espago R™ que se asseme-
lha ndo apenas localmente, mas globalmente a R"; a hiperesfera S™, o lugar geométrico cujo
todos os pontos estdo a uma distancia fixa da origem em R"*! (CARROLL, 1997).

Outro exemplo importante € o hipertorus 7™, gerado ao tomarmos as superficies opostas de
um hipercubo, conforme mostra a figura (1) (CARROLL, 1997). .

Lados opostos

Figura 1 — representacdo das operacdes necessarias para obtengdo de um hipertorus; (CARROLL,
1997)

Outro conceito importante para o estudo da relatividade geral € o objeto matematico conhe-
cido como mapeamento. Sejam ) e N dois conjuntos: um mapeamento ¢ : M — N éa

relac@o que associa para cada elemento de M um elemento de N, sendo univoca:
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N

Figura 2 — mapeamento ¢ entre dois conjuntos; (CARROLL, 1997)

Por fim, dizemos que um mapeamento é difeomérfo se caso ocorrerqueo ¢ : M — N
tiver um mapeamento inverso ¢~ ! tal que o~ : N — M, sendo ¢ chamado de difeomorfismo.
Um fator importante associado a teoria da Relatividade Geral € a sua covariancia difeomorfa,
isto é, a teoria € invariante sob difeomorfismos (CASARIEGO, 2024): isto é, caso consideremos
um difeomorfismos entre sistemas de coordenadas, as equagdes que descrevem a dinadmica do
sistema devem manter sua forma.

Consideremos uma variedade diferencidvel M: em cada ponto p € M um espaco de vetores
tangentes 7,,( /) aquele ponto. Tal espaco possui dimensdo d e possui um conjunto de vetores da
base dados por 9, = 0/0z*, sendo x* o sistema de coordenadas e os indices gregos indicando
as coordenadas (p,v,...) = 0,1,2,3,... de modo que 2° = t,z! = =x,.... E possivel entdao
escrever qualquer vetor V' € T,(M) como (AMMON; ERDMENGER, 2015):

Vo= Vo, 3.1)

Tendo em vista a invariancia difeomorfa das leis da fisica, toda nossa descricao deve ser indepen-
dente da escolha do sistema de coordenadas. Uma mudanca de coordenadas = +— z’ introduz

uma mudancga de base no espago tangente, obedecendo a relagao:

_a
— Oan

O d,. (3.2)

Sob a mesma transformacao de coordenadas, qualquer vetor V' € T,(M) é invariante, isto é:
V=V =1V", (3.3)

porém, obedecendo a regra de transformacao:

'

yn — VV
v ox”

dz”. (3.4)

Ainda, associado a um espago tangente 7},(1 ), podemos associar um espago cotangente Ty (M),

consistindo de todos os mapeamentos lineares de 7),(M ) para R.Entdo, associado a base 0, no
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espaco tangente, existe uma base dual dz” no espago cotangente de modo que:
dz”(0,) = 9,. (3.5)
Portanto, todo vetor no espago cotangente W € Ty(M) pode ser escrito em termos de sua base:
W = W,dz". (3.6)

E possivel ainda generalizar as regras de transformacao para tensores arbitrarios. Consideremos
um produto tensorial dos espacos tangentes: um tensor 7"*) com dimensées (r,s) pode ser
escrito como um mapeamento linear da forma:

TS - THM) % ... x T;(sz?p(M) X ... X Tp(MZ—> R, (3.7)

p

v~ v
T vezes S vezes

e portanto, para um tensor com r e s genéricos, podemos escrever 7»*) em termos das base:

TS = THbg @ ®09, Qdi" @ ...Q d". (3.8)

V1,y.eeyVs

Um tensor de grande importancia para descri¢do da geometria do espago-tempo é a métrica,

tensor de dimensdes (0,2) que em cada ponto p € M é um mapeamento simétrico bilinear
(AMMON; ERDMENGER, 2015):

T,(M) x T,(M) — R 49)
(u,v) = g(u,v),

onde g(u,v) = g(v,u). A métrica ainda pode ser descrita pelos vetores de base do produto de

espaco tangente 7},(A/) x T,,(M) usando suas componentes g, :
ds® = Gudxtdx”. (3.10)

Ainda, para entender o conceito de curvatura associado as variedades, € necessario estudarmos
o transporte paralelo de um vetor V por uma trajetdria z*(\), conhecida como geodésica. Ela
¢ definida como uma curva cujo vetor tangente é transportado de forma paralela e obedece a
equacao da geodésica (AMMON; ERDMENGER, 2015):

d?at dz? dx®

pu G747 311
oz e =0 (3.11)

onde I'},, o simbolo de Christofell:

1
Fi\bl/ = ig)\p(augup + augpu - apg,uz/)- (312)
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No transporte paralelo em uma geodésica contida em um espaco-tempo curvo, € esperado que a
direcdo do vetor no fim do transporte seja diferente do que sua dire¢do inicial. Consideremos
um vetor transportado primeiramente pela curva A e depois em B e comparemos um vetor
transportado pela curva B primeiramente e depois por A, conforme mostra a figura (3).

. A diferenga 0V entre esses dois vetores transportados é dada por :

A

Figura 3 — Esquema de transporte paralelo a curvas A e B; (AMMON; ERDMENGER, 2015)

§V? = R0 JVFA“ B, (3.13)
sendo R} ; o tensor de curvatura de Riemann:

Rfmﬁ = aal“g“ +0pl'h, + 14,15, — FZUFZM- (3.14)
Ainda, tomando os trago das matrizes, € possivel construir o tensor de Ricci 7,,, e o escalar de
Ricci R:

R, =Ry, R=Ri=g"R,,. (3.15)

UV

Em especial, o escalar de Ricci possibilita o estudo da curvatura da variedade (no caso, o espaco-
tempo) independente do sistemas de coordenadas tomado, visto que o0 mesmo € invariante sob

tais transformacdes.

3.2 RELATIVIDADE GERAL E ESPACO ADS

A acdo que descreve a dindmica da gravidade sem presenca de particulas é dada pela agdo de

Einstein- Hilbert: .

167G

Minimizando a a¢do, encontramos as equacoes de Einstein:

Ipg = d*z/—g(R + 2A). (3.16)

1
R, — 3 Rg. + Ag. = 0, (3.17)
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sendo A a constante cosmoldgica, R, € R sdo, respectivamente, o tensor € escalar de Ricci:

Ru = R, (3.18)
R = R, g". (3.19)

Caso consideremos a presenca de matéria no espaco-tempo, a acdo mais geral que descreve a

dindmica desses sistemas € da forma:

1
I = d*z /=g 2A) + I 3.20
167TG/ V=g (R + 2A) + Iy (3.20)
sendo /), a acdo que descreve a dinamica do campo de matéria. Minimizando a ac¢do, encontra-
mos: 1

R, — 5 Rgw + Agu = 87 G T, (3.21)

T,,, sendo o tensor energia-momentum, dado por:

2 908

T, = a (3.22)

V=g 59"

Voltemos a nossa ateng¢do para solucdes das equacdes de Einstein com 7, = 0, i.e., solugdes
de vacuo: uma das possiveis solugdes com constante cosmoldgica negativa é o espaco Anti- De
Sitter (ou espaco AdS). Sua métrica de dimensdes d+ 1 pode ser incorporada por uma métrica de
Minkowski de dimensdes d + 2 da forman = (—,+,+, ..., +, —) (AMMON; ERDMENGER,
2015):

ds* = —(d X°)*+ (dXYH)? + .. (dXY)* — dXT")? = pund XM d XY, (3.23)

sendo M, N = [0,1,...,d+ 1]. Em especial, a métrica AdS;,, pode ser escrita em termos de
uma hipersuperficie (AMMON; ERDMENGER, 2015):

d
My XM XN = (X0 + ) (X7)? = L7, (3.24)

sendo L? o raio de curvatura do espaco AdS. Uma parametrizacio util do hiperboloide dado

pela equagio (3.9) usando as coordenadas t € R, x = (2%, 21, ..., 2%7!) € Rer € R é dada por:

™~

(x0 = L <1+L24(f—t2+L2)>
Xz' _ rz

r . (3.25)
Xt = £ (1+ 5@ -e- 1)

d+1 _ 1t
X = 7.

\
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Perceba que, por defini¢do, s6 cobrimos a metade positiva do espaco-tempo AdS;.,. Essas
coordenadas locais sdo conhecidas como coordenadas da regido de Poincaré (Poincaré patch co-
ordinates) (AMMON; ERDMENGER, 2015); Levando essa parametriza¢do na métrica, ficamos

com:

L? L?
ds® = —dr? + = (—dt* + dx*). (3.26)
r r
A partir de um célculo direto usando a métrica Ad.S,;, 1 € possivel obter o escalar de Ricci, da
forma: d(d - 1)

Ainda, para satisfazer as equacoes de Einstein no vdcuo, a constante cosmolégica do espago-

tempo Anti De Sitter deve ser:
d(d—1)

A= —
212

. (3.28)

3.3  BURACOS NEGROS

Uma classe de solucdes para as equacgdes de Einstein no vacuo sdo os conhecidos buracos
negros: essas solucdes sdo caracterizadas pela existéncia de pelo menos um horizonte de eventos,
fronteira no espaco-tempo na qual eventos ndo podem influenciar observadores fora da regiao
caso contidos nelas. A solugdo esferossimétrica mais simples com A = 0 em d + 1 dimensoes

¢ dada pela métrica

ds? = —f(r)dt* + &5 + r2d03_,,
’ fr) T T e (3.29)
f(?”) =1- T_d—L:ia

onde 1 € um parametro associado a massa do buraco negro:

B 8t G M
= d—2)Va(s+2)

(3.30)

sendo Vol(5%7?) o volume da esfera S?2. Essa solu¢do é conhecida como métrica de
Schwarzschild (NASTASE, 2017).

Perceba a existéncia de dois pontos onde a métrica diverge: O ponto r = 0 denominado
singularidade do buraco negro. O segundo ponto r = 7y, definido por f(ry) = 0 é conhecido
como raio de Schwarzschild, que consiste no horizonte de eventos da solu¢do encontrada. Para

métrica de Schwarzschild, temos que ry é dado por:
rg = (2u)”@?,

Como supracitado, eventos que ocorrem dentro do horizonte de eventos ndo podem afetar
observadores que se encontram fora deles: entdo, classicamente é esperado que buracos negros
nao emitam luz. Porém em 1975, Stephen Hawking publicou um artigo demonstrando um

mecanismo quantico no qual se torna possivel a emissao de energia por buracos negros, conhecido
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como radiacdo Hawking (NASTASE, 2017).

Para estudarmos uma teoria de campos quanticos em temperatura finita e calcular os obser-
véveis associados, € necessario aplicar uma rotacao de Wick para o espacgo euclideano, isto €,
tomar um tempo imagindrio 7 = it e considerar uma trajetdria periddica neste tempo imagindrio,
com periodo § = 1/7T sendo T a temperatura.

Deste modo, € possivel obter uma fun¢do de particdo em termos de uma integral de caminho
com uma trajetdria periddica:

Zs[8] = D eap(~Sglé]) = Tr [exp(BH)] (3.31)

/¢(tE+IB:x):¢(tE7$)

Ainda, a métrica de Schwarzschild d = 4 apés uma rotagao de Wick € dada por:

2GM dr?
ds®> = + (1— Ci ) dr* + 1% + 12 dQ3. (3.32)

Definindo 7 = r — 2M (G = 1), € possivel reescrever a métrica na forma:

2 r 2 2M 2 102
~ — — 2M)* d)s. .
ds 2Md7' + — dr® + (2M)* d§2; (3.33)
Definindo p = \/?, obtemos:
ds? ~ 8M |dp? + 2 (2 . (2M)? (3.34)
Yvi ) .

E possivel perceber que a métrica acima tem a forma:
ds* ~ dp* + p*dh*.

Se 0 possui uma periodicidade 9, temos a métrica de um cone definido por um corte de compri-
mento angular ¢ centrada em p = 0. Portanto para § # 27, temos um cone com singularidade
em p = 0 e caso 0 = 27, temos um espaco-tempo plano (NASTASE, 2017).

Para evitar tal singularidade se faz necessdrio que ¢ (e consequentemente ;77) tenha uma
periodicidade em 27, de modo que a métrica perto do horizonte euclideano pareca plana (NAS-
TASE, 2017). Como 7 possui uma periodicidade 3, encontramos que a temperatura de um campo

quantico no horizonte de eventos é dada por:

1 1
T == (3.35)

Perceba que por defini¢do, a capacidade térmica do buraco negro € dada por (NASTASE, 2017):

oM 1
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e portanto o buraco negro ndo se encontra em equilibrio térmico, emitindo energia em forma de

radiag@o conhecia como radiagdo Hawking, associada a temperatura:

(3.37)

e a partir da funcdo de parti¢do do sistema, a entropia do buraco negro pode ser calculada em
termos de sua drea A (G = 1) (AMMON; ERDMENGER, 2015):

S = T (3.38)

Perceba entio que a entropia do buraco negro depende apenas da drea do horizonte de eventos:
temos uma relac@o holografica para informacao dos estados disponiveis do para esses objetos.
Podemos ainda generalizar a solucdo de Schwarzschild para buracos negros carregados com

campos A,; A agdo para esse sistema € dada por:

1
I = Ipg + / d'z /=g (ZFW F“”). (3.39)

Minimizando a a¢do, encontramos as equacdes de Einstein com o tensor energia-momentum da
forma: .
T, = F,,Ff — Zg“”Fp”FpU' (3.40)

A solucdo dessas equacdes € dada pela métrica de Reissner-Nordstrom, dada por (NASTASE,
2017):

2GM ge dr?
1" = - (1 - + : 2 2> dt* + 2GMT Q%G +T2dQ§’ (34D
r megr 1— Tt g

sendo () a carga elétrica do buraco negro. Tomando ggy = 0, € possivel encontrar dois horizontes

de eventos na solugdo, dadas por (G' = 1):

Q2
r=ry = M=% |M— Snc? (3.42)

A condicao para que 7 seja real é conhecida como condicdo de Bogomolnyi-Prasad-Sommerfeld
(BPS) (NASTASE, 2017):

Q
60\/8_’71'

Tal condicdo € importante pois caso as solugdes r+ nao fossem reais, teriamos singularidades

M > — 0. (3.43)

sem horizonte de eventos, podendo interagir com observadores externos.
Para generalizarmos uma métrica de buraco negro para um espago assintoticamente AdS,

basta que adicionemos o termo 7/ L? na fungdo f(r). Ao tomar o limite r — oo. Temos entdo
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que a métrica de buraco negro em um espaco AdS de dimensdes d + 1 pode ser escrita como:

ds? = (= f(r)dt + da? + dy?) + TQ??T) dr?,

f) = 1= (1+¢)% + ¢, (3.44)
M = 1+¢°.

Com a sua temperatura dada por:

d’f’h + (d — 2)L2

T —
A L2ry, ’

(3.45)

com 7, definido por f(r,) = 0. Podemos ainda generalizar a métrica AdS acima para horizontes

de eventos ndo esféricos, conhecidos como branas escuras:

,r.2
ds® = —f(r)dt* + 405 + rPdki_, (3.46)
f(r) = k= 35 + 13,

com k£ = —1,0,1. Buracos negros sdao objetos importantes para dualidade AdS/CFT pois
todos os parametros e propriedades dependentes de escala sdo obtidos a partir do estudo das

propriedades desses objetos.

3.4 TEORIA DE CAMPOS QUANTICOS

Esta se¢@o tem como objetivo introduzir os aspectos basicos da teoria quantica de campos,
baseada na discussiao encontrada em (NaSTASE, 2015). Consideremos entdo um campo escalar,

isto €, um campo que sob as transformacdes de Lorentz:
ot = A ¥, (3.47)
se transforma obedecendo a regra:
¢'(a") = o(z").

Ao estudarmos campos relativisticos, a agdo geralmente é uma integral sobre fun¢des definidas

em um sistema de coordenadas, da forma:

I = / DL, 0,0),

sendo L a densidade Lagrangiana ou simplesmente a Lagrangiana do sistema, definida em

termos dos campos ¢(x) e suas derivadas J,,¢. Ainda, ao variarmos o funcional .S em relacdo
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aos campos ¢(x), obtém-se as equacdes de movimento para ¢(z):

o _ o
00 " 0(0u0)

Ao quantizarmos a teoria, 0 campo ¢(z) deixa de ser um observavel e devemos entio tomar o seu
valor esperado no véacuo do operador escalar, dado por uma integral de caminho no espago-tempo

plano:

(0 6(21) 0) = / DS 3(z,).

onde [ D¢ representa a discretizagdo do caminho no espago-tempo seguida de uma integragéo

do valor do campo em cada ponto:

/ Do(x) = lim H / do(z;).

Uma generalizacdo do VEV de campos quanticos, é a funcao de correlacao ou as fungdes de
Green:

Go(1, ) = (0] P{6(21) . 6(2a)} [0) / DSI(21)...0(,),

sendo 7" 0 operador de ordenamento, que garante a casualidade entre os operadores de campo.
Devido ao caréter oscilatério da exponencial, as fungdes de correlacdo de n-pontos no espago
de Minkowski sdo dificeis de serem calculadas (NASTASE, 2015): para contornar tal problema,
podemos efetuar uma rotacao de Wick ¢ = itp, onde ¢ € o tempo Euclideano.

Ao efetuarmos a rotacdo, passamos a calcular as fungdes de correlacdo em um espago
Euclideano de assinatura positiva e posteriormente, rotacionamos o resultado de volta para o
espaco de Minkowski. Devido o tempo euclideano ter periodicidade § = 1/7', T' a temperatura

da teoria, a integral de caminho calculada nos d4 a funcao de particdo da mecanica estatistica:
ZplJ] = / D, Seld+] d@)e()

onde J € o termo de corrente associada a uma perturbacdo e podemos definir a acdo euclideana
Ir como:

IE = _Z[Mu

Iy € a ac@o no espacgo-tempo de Minkowski. Voltando para o espago-tempo plano, podemos

ainda definir a fun¢do de particao:

J] _ / rl)gbeiS[(;ﬁ]—s—ifd"lacJ(;zc)(Z)(ac)7

sendo J(x) um termo de corrente associado a interagdes dos campos.A fungédo de particdo ainda
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pode ser tida como o funcional gerador das func¢des de correlagao:

) )
= A —0-
Gn(xl? ,l’n) Z(SJ(l'l) 25J<$n) [']”J—O

3.5 CAMPOS CONFORMES

Um campo quantico € dito conforme se obedecer uma simetria conforme. Consideremos

um espago-tempo plano, podendo ter assinatura euclideana ou de Minkowski: chamamos de

transformacoes conformes a classe de transformagdes que preservam o angulo entre duas linhas,
como mostra a figura (1).

A

\

Y

Figura 4 — Transformacdes conformes que mantem o angulo entre linhas de mesma cor; (BLU-
MENHAGEN; PLAUSCHINN, 2009)

Formalmente, uma transformagao conforme consiste de um mapeamento ¢

U —V,
onde U C M,V C M’ sdo subconjuntos abertos, de forma que o tensor métrico satisfaga a
relacdo:

pxg = Ag
Tomando ¢ =

x’ com z € U, podemos reescrever a condi¢ao da seguinte forma:
/p /o
, 02’7 Ju

paaxu O v = A (‘7“) g,uu(x)a

(3.48)
sendo A(z) um fator de escala. Consideremos que g = ¢’ e que o espaco-tempo seja plano com
métrica 1, = diag (—1,...,+1, ...); as transformagdes conformes podem ser escritas como:

dz'P Jz'7
Moo a_x# O v = A(iL‘) Ny -

(3.49)
Perceba que se A(z) = 1, recuperamos as transformagdes de translagio e rotagdo do Grupo

de Poincaré. E importante salientar que as transformagdes conformes podem ser vistas como

transformacdes de escala locais e que boa parte das teorias quanticas que possuem invariancia de
escala, possuem também invariancia conforme (NASTASE, 2017).



Capitulo 3. Elementos da dualidade AdS/CFT 33

Consideremos as transformacdes de coordenadas infinitesimais (¢ << 1), que em primeira
ordem sdo dadas por (BLUMENHAGEN; PLAUSCHINN, 2009):

' = 2 + e(x) + O(e?), (3.50)

onde € valido ¢, = 7, €”. Levando na equagdo (3.49), obtemos:

ox'? 0x'°

- 2
Moo Gar = N + Oy g4 + 0ue)) + O(), (3.51)

_ 0 .
o xH’

Para que a transformacdo seja conforme, € necessdrio que:
Ovep + Ope, = K () nuw. (3.52)
Tomando o trago da equacao (21), obtemos:

2
K (:E) = E (a“ 5u>77,ul/; (353)

e a partir disso, podemos escrever o coeficiente de escala como:
2 )
A((L’) =1+ C_Z (a Eu)n;w + O<5 ) (3.54)

Para entendermos as simetrias das transformacdes conformes, € necessario conhecer os seus

geradores; Os geradores das transformagdes conformes estdo listado na Tabela (1):

Geradores das transformacdes conformes
Transformagao Operacgao Gerador
Translagio ot =zt 4 at P, = —i0,
Rotagio bt = MYz, L, =i(z,0, — x,0,)
Dilatagao ot = aaxt D = —i2" 0,
Transformagdes especiais confor- || z'# = 1_2(bf;_)(f:bf ’g)#b)y(w ™ K, = i(2x,2"0,
mes (at ,0,))

Tabela 1 — Geradores do grupo das transformacdes conformes (Producio do autor)

Conhecendo os geradores das operacdes conformes, € possivel definir o grupo conforme.
Este grupo é composto por operagdes conformes definidas globalmente, inversiveis e finitas,
i.e., difeomorfismos globais. Definindo para o caso da dimensdo d > 3 (BLUMENHAGEN;
PLAUSCHINN, 2009):

(3.55)
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e podemos verificar as seguintes relagdes de comutacao (m,n = —1,0,1,....d — 1):

[Jmn7<]rs] - Z(nms Jnr + Mnr Jms — Nmr Jns — Mns Jm'r) (356)

Parad = p+ ¢ > 3, o grupo conforme RP? é SO(p + 1,q + 1) (BLUMENHAGEN;
PLAUSCHINN, 2009). Campos conformes sdo usados para descri¢cdo de diversos fendmenos
fisicos, mas estamos especialmente interessados na teoria ANV = 4 Yang-Mills superssimétrica em
3 4 1 dimensdes, tendo em vista que ela é conforme e a partir dela que foi proposta a dualidade
AdS/CFT (NASTASE, 2017) .

3.6 DUALIDADE ADS/CFT

Proposta por Juan Maldacena em 1997 (MALDACENA, 1999), a dualidade AdS/CFT
relaciona uma teoria de campos quanticos conformes em d dimensdes com uma teoria de
supercordas em d + 1 dimensdes em uma métrica Anti-De Sitter, de modo que ambas as teorias
sdo equivalentes (AMMON; ERDMENGER, 2015).

A dualidade ainda pode ser vista como uma relacdo entre teorias fortemente/fracamente
correlacionadas: Se temos uma CFT fortemente interagente, temos que a teoria gravitacional
dual ao sistema serd fracamente interagente e em especial, poderd ser compreendida a partir de
uma teoria de campos classica (HARTNOLL; LUCAS; SACHDEV, 2018).

Foi observado por Polchinski em 1995 que as D-Branas, definidas como objetos onde
as cordas abertas terminam, e as solucdes extremais (M = () P-branas, definidas como
solucdes da teoria de cordas que curvam o espago-tempo, possuem as mesmas massas e cargas e,
consequentemente, sao o mesmo objeto (NASTASE, 2017). As D-branas curvam o espago-tempo

e, em especial, as D3-branas possuem solugdes da forma (NASTASE, 2017):

;

ds* = H(r)"2d i + H(r):(dr* + dO2)
Fs = (14 %)(dt ANdzy Adxg Adas A (dH™Y))
H(r) =1 + &

\R = 4mg,No?; Q = g,N.

(3.57)

Perceba que a solugdo tem um horizonte de eventos em r = ry = 0 e portanto, € uma solucao
sem temperatura. Ao adicionar uma perturbac@o 0 M a solucéo extremal, o horizonte de eventos
passa ser encontrado em » = 7y > 0 e a teoria passa a ter temperatura e emitir radiagdo: tal
processo ainda pode ser entendido como a colisdo de duas cordas abertas contidas na D3-brana
formando uma corda fechada que € emitida pelo objeto (NASTASE, 2017).

Este processo entdo nos indica uma relagao entre a teoria das cordas abertas na D3-brana

descrita por uma feoria de Yang-Mills Supersimétrica N' = 4 (SYM) com correcdes, € a teoria
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-

Figura 5 — Duas cordas abertas na D-brana colidindo e formando uma corda fechada, que é
emitida pela brana; (NASTASE, 2017)

das cordas fechadas no espago-tempo curvo gerado pela D3-brana descrita por uma teoria de
gravidade supersimétrica mais termos de correcdo. Na D3-brana, a acdo pode ser escrita na
forma:

I = Lyar + DIyrana + Lint (3.58)

2" — 0 no limite de baixas energias o/ — 0. Nesse mesmo limite, a agio

com [;,; < «
no volume Iy, se torna a acdo de uma gravidade supersimétrica ndo interagente /g4, (a
acdo que descreve a supergravidade) e a D3-brana passa a ser uma N = 4 uma teoria Super
Yang-Mills.(NASTASE, 2017).

Ja a P-brana ao analisarmos sua energia £, em um ponto p com raio r em relagdo a energia

E medida pelo o observador no infinito é dada por:

d 1 d E
E,~—=

P dr \/900% - 4/ 900

Perceba entdo que no limite r — 0, £ — O com H(r) ~ r
E, fixa.

Portanto para r — 0, temos o limite de baixas energias para energia I para um observador

—+E~H iE,~rE,. (3.59)

~4 e a energia medida no volume

no infinito, enquanto para r — oo temos que a teoria contida no volume passa ser uma

gravidade supersimétrica. Portanto, € possivel estabelecer a seguinte relagdo:

Teoria N = 4 Yang-Mills supersimétrica com grupo de Gauge SU(N) com N grande

Teoria Gravitacional em r — 0 na D3-brana para o’ — 0

Sabendo que no limite r — 0, H(r) = f—f e realizando a mudancga de varidveis % = %, é
possivel reescrever a métrica descrita pela equacao (44) como:
R2
ds® = — (—dt® + da3”) + R*dQ3, (3.60)
x

0
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que corresponde a métrica AdS5 x S° em coordenadas de Poincaré. Tomando o limite 7 — oo
nos leva a borda do espaco, onde o campo de Gauge se encontra definido em uma métrica R*:
Temos entdo que uma teoria contida em dimensdes d + 1 pode ser representada por uma teoria
de dimensdes d sem a perda de informacao, estabelecendo uma relacdo hologréfica entre as
duas (NASTASE, 2017) (AMMON; ERDMENGER, 2015) (HARTNOLL; LUCAS; SACHDEV,
2018).

Dualidade corda
aberta/fechada

Cordas abertas terminando Cordas fechadas na presenca de

em D3-Branas um buraco negro carregado

l

N=4 SU(N) CFT Super Yang Mills

extremal

Teoria de cordas fechadas em AdSsx S

Teoria de cordas fechada em espaco- Teoria de cordas fechada em espago-

tempo plano

tempo plano

{

«N=4 SU(N) CFT Super Yang Mills Teoria de cordas fechadas em AdS x S ?

\_/

Dualidade AdS/CFT

Figura 6 — Representacdo visual da origem da dualidade AdS/CFT; (ZAANEN et al., 2015)

Podemos estabelecer uma relagdo entre os acoplamentos g, e g%, associadas as interagdes

das respectivas teorias. A relagdo entre os acoplamentos € da forma:

4mg, = GEu (3.61)

Considerando as corre¢des quanticas na folha de mundo provenientes da teoria de cordas, temos
que (AMMON; ERDMENGER, 2015) (NASTASE, 2017):

gsN >> 1, (3.62)

que na teoria de Gauge corresponde ao acoplamento de 't Hooft no regime nao-perturbativo:

A=g2 N >>1 (3.63)

Além das corre¢des na folha de mundo temos ainda corre¢des quanticas muito pequenas asso-
ciadas as cordas, proporcionais ao acoplamento g, resultando em g, << 1. Temos ainda que
N — oo: como definido por "t Hooft, esse limite implica em gy, —> 0 com A fixo (muito
grande, mas finito).
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A relacdo entre os acoplamentos pode ser escrita a partir das correcdes, sendo da forma(AMMON;
ERDMENGER, 2015) (NASTASE, 2017):

o 1

1
LNy

Entdo a dualidade AdS/CFT resulta em uma dualidade forte/fraca: quando a teoria de Yang-

(3.64)

Mills supersimétrica com N = 4 for fortemente interagente, temos que a teoria de cordas
dual serd fracamente interagente e vice-versa. Podemos entdo, a partir de uma teoria, obter
informacgdes sobre o seu dual no regime ndo perturbativo, tendo em vista que os métodos
convencionais ndo sdo aplicaveis (NASTASE, 2017). Ainda, a coordenada espacial adicional r
estd associada a energia do sistema em diferentes escalas: podemos estabelecer uma relagao da
forma:

EF~— (3.65)

e estabelece-se entdo uma dualidade UV-IR: quando r — 0, que corresponde ao limite IR da
CFT, temos um o limite UV da teoria AdS. Ainda, a dindmica na direcdo r indica, na teoria de
campos na borda, o fluxo do grupo renormalizag3o.

E possivel estabelecer uma relacio entre os observaveis das duas teorias, conforme demons-
trado por Witten : consideremos um campo quantico escalar ¢(Z, zy), que assume valor ¢,(Z)

constante na borda. As fung¢des de particao associados as teorias obedecem a relacao:

ZgFT[¢O] = Zﬁgisugra[¢[¢0]] = 61’]9 (_SCIGSS,SUQTG[¢[¢O]])7 (366)

com ¢y na teoria quantica associado a fonte do operador O, enquanto na teoria cldssica esta
associado ao valor de ¢ na borda.

De forma geral, podemos relacionar objetos de uma teoria e seu dual como mostra a Tabela

(2):

Dicionério AdS/CFT
CFTy AdSg41
Dindmica de muitos corpos forte- || Fisica descrita pela geometria do
mente correlacionada espago-tempo
N — o0 e acoplamento forte Gravidade Cléssica
Operador escalar O Campo escalar dindmico ¢
Corrente Conservada sobre simetria || Campo de gauge dindmico (A,
global (J*, TH,...) Gabs--)

Tabela 2 — Dicionario AdS/CFT, que associa objetos fisicos das diferentes teorias (Produ¢do do
autor)

A dualidade pode ser generalizada para diversos casos, mas em especifico, em casos onde
a teoria de campos quanticos nao é conforme. Nesses casos mais gerais temos a dualidade

Gauge/Gravidade (ZAANEN et al., 2015): considerando o caso da fisica da matéria condensada,
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geralmente se faz necessario uma metodologia fenomenolégica, onde ao conhecer as propriedades
gerais sobre a teoria quantica fortemente correlacionada (simetrias obedecidas, propriedades
de transporte, etc...), constrdi-se uma teoria gravitacional fracamente interagente que contém
tais informacdes e a partir dela se calcula os observaveis da teoria da quantica. Este € o caso
de diversos modelos duais que propdem explicar liquidos nao-fermidnicos (ELSE, 2024) (LIU;
MCGREEVY; VEGH, 2011) (CHAGNET et al., 2022) (KACHRU; SHYANI, 2023) (IIZUKA et
al., 2012) (HOYOS-BADAJOZ; JENSEN; KARCH, 2010) (LARSEN; ANDERS, 2010) (LEE,
2009) .
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4 DUALIDADE ADS/CFT E LIQUIDOS NAO-FERMIONICOS

A descrigdo usual para férmions fracamente correlacionados € dada pela teoria de Landau-
Fermi, que associa os estados de muitas-particulas a estados de uma particula. Porém, diversos
sistemas fisicos ndo apresentam o comportamento previsto pela teoria, como verificado experi-
mentalmente, apesar de apresentarem superficies de Fermi (SCHOFIELD, 1999) (COLEMAN,
1999). E possivel entdo utilizar a dualidade AdS/CFT para esses sistemas, tornando possivel o
calculo das funcdes de Green que contém as informagdes fisicas importantes para esses sistemas.

Neste capitulo analisaremos trés métodos diferentes para analisar férmions fortemente relaci-
onados, considerando contribui¢des fermidnicas para acdo gravitacional, campos efetivos que
descrevem a dindmica IR do sistema e correcdes supersimétricas na a¢do de Einstein-Maxwell,

sendo a ultima uma contribui¢do original na literatura.

4.1 CONTRIBUICOES FERMIONICAS NA ACAO GRAVITACIONAL

Podemos estudar férmions fortemente correlacionados ao inserirmos termos fermidnicos
na acao gravitacional: consideremos a acao de Einstein-Maxwell dada pela equacdo (27), cuja

solucdo é dada pela métrica AdS-Nordstrom, com contribui¢des fermidnicas da forma:

Lfermion = / A zy/=g ((UY"D, ¥ — mUW), .1

com

T — wir
4.2)
D, = an + %wnabTab_FiqAnv

onde UT é 0 adjunto de W, as matrizes Y™ sdo as matrizes gama em dimensdes generalizadas,
T o comutador entre as matrizes gama,D,, é a derivada covariante e w,,q;, é conexdo de spin,

definida por:

wi = e etb+ e20,e”’

a voor 4.3)
G = 6,‘363%1»-

Onde IV, sdo as conexdes de Levi-Cevita, que definem o transporte de tensores em uma

op

variedade; ao tormarmos um sistema de coordenadas em particular, essas conexdes se tornam 0s
simbolos de Christoffel. Ao considerarmos uma teoria na fronteira de d = 2 + 1 dimensdes, as
conexdes de spin em 3 + 1 dimensdes sdo dadas por (LIU; MCGREEVY; VEGH, 2011) :

az az T az
Wiy = GO = ey = B (4.4)

2\/ gzzgtt ’ e 2\/ g:m:gzz ’ v 2\/ gyygzz
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Em uma base 3 + 1 dimensdes podemos escrever as matrizes como (LIU; MCGREEVY; VEGH,
2011) (AMMON; ERDMENGER, 2015):

Tt:<]2 0>,T“:<O 7“)7@:<¢+)7 (45)
0 —I ’7’“ 0 ¢—

onde 7" sdo as matrizes gama na fronteira e ¢, s@o espinores de duas componentes. Ao

escrevermos oS espinores como:
zz2\—% —i(wt—ikiz;
e = (—gg*)THeT TN (4.6)

obtemos a seguinte equag¢ao de movimento para y:

2L (0, + im /g )xe = FiK " x=, @7
onde:
K, = (=E(2),k), E(z) = (/2 (w — (1= 2)), 4.8)

—Gu
sendo /i, o nivel de Fermi dado por p, = qu, 1 o potencial quimico efetivo para uma carga q.
Podemos perceber que o parametro w introduz uma corre¢do ao nivel de Fermi, visto que para
z2—0, E(2) — w+ .

Queremos obter as funcdes de Green retardadas duais a ¢/ para mostrar que as mesmas
contém superficies de Fermi: para isso, é necessdrio que resolvamos a equagdo (4.6) com suas
condicodes de contorno de queda, além de identificarmos o seu comportamento assintético.

Um possivel método para que os campos tenham um comportamento regular no horizonte de
eventos € considerarmos ¢, como uma fonte em fun¢do da coordenadas radial, enquanto v
como o valor esperado. Na teoria na borda, a funcio de Green corresponde a G’ <{O, OT}>,

com o termo associado a fonte dado por:

h@=—4/fx@¢”0+0xﬁm (4.9)

0 . N
com XSF) sendo o valor y, na borda. Ainda, escrevendo o comportamento assintético de y 4

CcOomao:
Xy = Az B2 o = CZ™ 4+ D™, (4.10)
com: ok -
? " 7
C = QTZL—_flA, B = 2771:1 D, k, = (—(w+ p), k). @.11)

Identificando D como o valor esperado e A como a fonte, temos que as fun¢des de Green

podem ser escritas na forma:

-

— ;= A0 4.12
Gr o (4.12)
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Tomando a seguinte base para matrizes gama:

’yo = 09, ’yl = 7:0'1,’72 = 7:0-3. (413)

Tomando que b, = Oe k; = ke os espinores como:

Xt = (yi) , (4.14)
Wy

€ possivel desacoplar a equacdo de Dirac, que passa ser escrita como:

I (az + im\/gzz) yr = $ (k + E(Z)) W=

9zz

(4.15)
2 (0. £ im\g) we = Fi(k + E(2)) ye
Ainda, tomando as funcdes auxiliares:
& =i, & = —i—, (4.16)
w4 Y+
¢ possivel reescrever as equagdes da seguinte forma:
S0.6 = 2imyGie ® (k + BG) F Gk +iBEE, @)
com condi¢do de contorno:
Ctlomey = 4, (4.18)

0 que nos permite encontrar as fungdes de correlacdo na borda; ainda, as fungdes de Green
encontradas devem obedecer as relacoes (LIU; MCGREEVY; VEGH, 2011):

GQQ(W,k) = Gu(w,—k), GQQ(W,k) = —Gn(w, k)il. (419)

Com as fun¢des de Green sendo encontradas numericamente. Para m = 0, temos os graficos
das partes real e imagindria das funcdes de Green, que apesar de apresentarem uma superficie de
Fermi, ndo € a encontrada nos liquidos de Landau-Fermi usuais (LIU; MCGREEVY; VEGH,
2011):

Consideremos ainda um operador fermionico O associado a um campo de massa m e carga
¢, ambas dependentes domomentum k em uma teoria de 2 + 1 dimensdes: a funcdo de Green
desse operador é determinada pela fungio de Green de um operador O'f em uma C F'Ty,, com

dimensao :

1 1 3k? 92>
k V. + 2, V. \/6 \/m + ,uQ 9
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Re[Gas], Im[ Gy ]
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Figura 7 — Gréfico de Re Gy, (em azul) e Im Go5 (em laranja) para k = 0,9 < kp;paraw < 0

temos um pico similar a um pico de quasiparticula, enquanto paraw > 0, temos um
pequeno relevo; fonte: (LIU; MCGREEVY; VEGH, 2011)

Para 2m?L? < ¢%¢%, a equacgio de Dirac para o férmion no lado gravitacional dual ao
operador O possui uma solu¢do normalizdvel em uma casca discreta no espaco dos momenta,
este sendo identificado como o momentum de Fermi kp: perto desse valor, a funcao de Green se

comporta como :

Z

Grlw k) ~ o I T oW

Y(w) = aclkp)(—iw)**r, (4.20)

onde ¢(k) uma fungio complexa, vr a velocidade de Fermi e ¥(w) a parte imagindria da
funcdo de Green. Visto que, para liquidos de Landau-Fermi, a parte imaginaria da funcio de

Green tem um comportamento de escala dado por:
Im G(a*w,a(k — kr)) = a*Im G(w,k — kp),onde z =« = 1. (4.21)

Podemos perceber que ¥ (w) ndo possui esse comportamento e portanto, tem um comportamento
de liquido nao-fermidnico. Ainda, para o caso de temperaturas nao nulas, a condutividade

obedece a seguinte relacdo:

opc o T72Vkr (4.22)

Perceba para v, = % temos que a resisténcia que € linear em fun¢do da temperatura,
comportamento observado experimentalmente em supercondutores de altas 7. . Porém, a métrica

AdS-Nordstrom possui uma entropia nao nula mesmo para”’ = 0 (Gy = 1):

_ An
==

Tal contratempo pode ser contornado caso seja considerados outras formulacdes (LEE, 2009),

S (4.23)

porém trazendo outras dificuldades como singularidades que ndo possuem horizonte de eventos.
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4.2 CAMPOS EFETIVOS

Esse modelo busca analisar a dinamica infravermelho (baixas frequéncias, altos comprimen-
tos de onda e baixas temperaturas) a partir de um dual gravitacional de uma teoria efetiva, isto €,
descrever um dual holografico para uma teoria de campos efetivas infravermelho (IR) do metal
(ELSE, 2024).

Ao estudarmos liquidos ndo-fermidnicos, € possivel descrevé-lo como um liguido de Fermi
ersartz (LEF): um LEF pode ser definido como um sistema que possui 0 mesmo estado fun-
damental e excitacdes de baixas energias que um liquido de Fermi, mas sua dindmica (isto
¢, a Hamiltoniana e sua a¢@o no espacgo de Hilbert) diferem. Isso ocorre devido aos vinculos
associados ao sistema, geralmente relacionados a topologia e simetria obedecidas pelo sistema
(ELSE; THORNGREN; SENTHIL, 2021).

Liquidos de Fermi (e consequentemente EFL’s) possuem uma simetria emergente em dimen-
soes d = 2 descrita por grupo de Loop LU (1), grupo que leva todas as func¢des da superficie
de Fermi S para em U(1): essa simetria implica a conservagio de carga em toda superficie de
Fermi, parametrizada por 6 . Esses campos devido a simetria emergente possui uma anomalia de
"t Hooft, descrita pela equacao (ELSE; THORNGREN; SENTHIL, 2021):

9, " = %e’“’)‘” [0,4,][03 Ay (4.24)

onde m € o coeficiente de anomalia e os simbolos gregos variam em todas coordenadas de

espaco-tempo e na coordenada da superficie de Fermi 6, porém, devido a simetria do sistema
temos que ;¢ = 0.

Ainda temos uma correspondéncia entre a dindmica Ultravioleta-Infravermelho (UV/IR),
dada pelo Teorema de Luttinger: esse vinculo que relaciona a densidade de particulas na
superficie de Fermi e o seu volume. No caso de um EFL com simetria de translacdo continua,
temos que o teorema de Luttinger € dado por (ELSE; THORNGREN; SENTHIL, 2021):

. mVF
p - (271')27

com p sendo a densidade de carga microscépica e Vr o volume da superficie de Fermi. Ja

(4.25)

No caso de uma simetria de translacdo discreta nas células unitérias, o teorema assume a forma:

mV V;Lm'
v = W (4.26)

onde V,,,,;; € o volume da célula unitéria e v € razdo entre a carga e o nimero de células unitdrias,
conhecida como "preenchimento"(filling).

O dual gravitacional , para obedecer tais propriedades, deve conter um campo dindmico
LU(1) em uma variedade M x S, M sendo o espago-tempo usual quadridimensional e S*

associado a esfera de Fermi. O campo dindmico LU (1) tem a a¢@o na forma:
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[]V[axwell = fosl d'z df vV =9V O‘(e)flwfuw

fuw = Oua, — 0vay,

(4.27)

onde a,, sdo campos LU (1), a(f) pardmetro associado a geometria da superficie de Fermi. Os
indices gregos podem abrangem as componentes espago-temporais (z;, t) e ndo na direcio 6.
Ainda, para incluirmos a anomalia de ’t Hooft no modelo dual, associamos um termo de

Chern-Simons associado ao campo a,, da forma:
Icg = H/ a A da N da = kK /d4x df eHvere a, 0ya, Oyay. (4.28)
MxS1t

Ainda, a acdo de Einstein-Hilbert para o sistema € dada por:

1

6
J— 4 E— —

Entao a acdo que descreve o sistema, dual ao campo efetivo na borda, é dada por:
I' = Ign + Inazwen + Ics (4.30)

Resolvendo as equagoes de Euler-Lagrange em fun¢do do campo a,,, encontramos:

1 m

Islv/—g "] = wwé‘ww [0pa,][0sa).

Considerando o comportamento assint6tico dos campos (1 — 00):

a, = af +allr+ ..., (4.31)

o1 0 1
sendo possivel interpretar afL ) como o campo de fundo e afb ) como o valor esperado da corrente

j*. Tomando que os campos possuam comportamento:

al” = k(0), (4.32)

iwt+K;xt

com o calibre a, = 0 e que variem como ~ e~ nas direcdes t, z,y,comv =t , x,y,r, é

possivel obter as seguintes equacdes de movimento:

PA+ MOIA+TA = 0, (4.33)
ik, F™ —iwF™ = —u'e;, (4.34)
onde ¢; = —iwa; — ik;a; sAo as componentes do campo elétrico nas dire¢des z, y € u’ dado

por:
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u = e —k,(0). (4.35)

Definindo ainda:

ag 0 —u® —uY
A= la, | M= 1]—-u* 0 0 |, (4.36)
Ay —uy 0 0

—(k2+ k) —wk, —wk,
P wh @2k | (4.37)

whk, koky, —w?— k2

Sem perda de generalidade, tomemos ©* = uweu? = 0, u sendo uma escala caracteristica
do modelo: temos entdo que os campos obedecem uma equagao diferencial de segunda ordem .

Considerando que A o e*", encontramos a equacdo de autovalores da seguinte forma:

det(\’T + AM +T) = 0. (4.38)

Resolvendo a equacdo de autovalores, encontramos duas raizes A = 0 e outras quatro

solucodes da forma:

A = al\/—w2+Kg+k§+g<u+az,/4k:g+u2), (4.39)

com 01,0 = =£1. Ao considerarmos o comportamento assintotico dos campos devemos
descartar a solu¢do com 0; = 1 e considerarmos apenas a solu¢do o; = —1.

Devido a raiz dupla A = 0, temos soluc¢des da forma:

A = A
.A = A0T+A1,

que obedecem respectivamente I'4; = 0e MA, + I'4; = 0. Podemos perceber entdo que
(ELSE, 2024):

—w k.
u
Ay = A = — 4.40
ky
e a solucdo geral para o campo A é dada por:
.A = C(].Ao + (A()T’ + A1) + CQ.AQ@AQT + 03A36>\3T, (441)

onde ¢y, c1, co € c3 constantes. Devido ao comportamento assinttico do campo, € necessario

quec; = 0.
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Considerando |w|, |k| << u, € possivel obter as correntes associadas a teoria na borda (ELSE,
2024):

ity (L) = mlOek@D| B, g)-1 (wiki)ky E.+ B
<-7 > <‘7 > (27’1’)2 w—kl ( ) (w_kl)\/_w2+ki( H )7 (4‘42)

w—l—kl

1l ., —1_wtky
(1) = —ia() \/W<EH + B),
onde as componentes paralelas e perpendiculares de k sd@o dadas:

b — ki w'(6)
b i (0)w;(8)

com i = (z,y) e definindo w'(f) = &Y Jpk;(#). Analisando o limite de B — 0, k — 0

(4.43)

com w fixo, isto €, o limite da condutividade 6tica , as expressoes (4.41) e (4.42) passam a ser:

0= (L) = mlk@l i
<j > <j > (27r)2 w (4.44)

N -1
G = a(®) B,
Devemos salientar que essas correntes sdo as contribuicdes da superficie de Fermi e que, para
obtermos a corrente total devemos integrar em toda superficie de Fermi. Ao fazer isso, obtemos

uma densidade de carga nula e o valor esperado da corrente é dado por:

(") = 0" (w)E;, (4.45)

onde 0¥ € o tensor de condutividade, dado por:

o’ = D” + 09 (4.46)
com D¥ definido como peso de Drude:
g “(O)w’ (0
DY — m2 /w( )w ( )dQ7 (4.47)
(27) |w ()]
e o;) . a condutividade incoerente, que independe da frequéncia:
y (0ol (0
o, = / O)B) ) (4.48)
|w(6)]

onde v; = Ogk;(0). A partir das relacdes (4.44), (4.45) e da condutividade (4.47) é possivel
perceber que existem duas contribui¢des para o transporte de cargas no sistema, uma delas
paralela a superficie de Fermi encontrada na teoria usual, e a outra perpendicular a superficie de
Fermi, termo andmalo associado ao comportamento de liquido ndo-fermidonico do modelo.

Ao tomarmos o nivel de Chern-Simons m (e consequentemente o coeficiente de anomalia

da teoria de campos quanticos dual) igual a um, podemos estabelecer a qual sistema fisico
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o dual gravitacional descreve: temos uma correspondéncia com um liquido de Fermi sem
spin de componente unica acoplado com um campo conforme fortemente interagente com
numero /N de componentes suficientemente grande . As flutua¢des da teoria conforme destroem
as quasiparticulas do liquido de Fermi, o que resulta em um comportamento de liquido nao
fermidnico, mas que conserva a simetria LU (1) e portanto, a conservagdo de carga na superficie
de Fermi.

Como tomamos m ~ 1 e N >> 1, o liquido de Fermi ndo possui graus de liberdade
suficientes para opor os campos conformes, o que faz com que o campo LU (1) ndo modifique a
métrica do sistema. Temos entdo um modelo dual que satisfaz as propriedades de possuir uma
superficie de Fermi obedecendo o teorema de Luttinger, mas apresentando um comportamento

nao usual ao compararmos com a teoria de Landau-Fermi.

4.3 CORRECOES SUPERSIMETRICAS NA ACAO EINSTEIN-MAXWELL

Neste secao, propomos corre¢des ndo-lineares aos modelos duais a uma C'F'Th, 1 na borda,
que apresenta uma corrente J* conservada simétrica sob o grupo U (1) e com campo de fundo
associado a densidade de carga ndo-nula, sendo esta contribuic¢do original na literatura.

Consideremos a acdo do sistema dual a teoria da borda é dada por:

I = Igg + Invazwelr (4.49)

sendo Sgy € a acdo de Einstein-Hilbert dada pela equago (3.1) € Syjazwen @ agdo eletromag-

nética dada por:

1
[ / Ay =g (—ZFWFW), (4.50)

sendo F,, = 0,A, — 0,, onde A, € o tensor eletromagnético. Minimizando a agdo, obtemos

as equacdes de movimento para g, € Fj,,:

d(d— o «
Rul/ - %g/w + %guu = K ( F#QFV - %gl“’FO‘BF ﬁ) ’

VP =0,

(4.51)

Cuja solugdo é dada pela métrica de um buraco negro dionico. No espaco espago AdSy, sua
métrica € dada por (L = 1) (HARTNOLL; KOVTUN, 2007):
62

ds?> = =
22

dz?, 4.52)

1
(—f(r)dt2 +dz? + dyz) + 27

com /3 sendo um coeficiente de massa e f(z) reescrita como:

f(z) = 1+ M+ A — (1 +h?+ )27, (4.53)
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onde h € a carga magnética do buraco negro, responsdvel pelo campo nao nulo na teoria da
borda.
Além disso, espera-se que os campos tenham um comportamento assintético na borda

z — 0

Au(z) = AQ + ADz + ., (4.54)

onde r € a coordenada espacial extra do modelo no bulk associada ao fluxo do grupo de
renormalizagdo, que descreve o comportamento dos campos na teoria da borda em diferentes
escalas quando renormalizados. A,(AO) e A,(}) sdo,respectivamente, o valor esperado no vacuo
do campo de Calibre e o valor esperado da corrente U(1), sendo determinados pela solu¢io
completa na borda. E esperado que o campo Ay, associado ao potencial elétrico, tenha um
comportamento assintético Ag —  na borda.

Consideremos uma perturbacdo no campo de calibre U(1) A,,, associada a corre¢des supersi-
métricas de baixas energias para o caso ndo-abeliano de um campo de calibre em uma teoria de
cordas abertas, dada por (BARREIRO; MEDINA, 2012):

Lyt = / d'z/=g((2¢/) ay F)FYFY + (2d))*(asF* F{F{F,, + as,Fy F) F"’F,,,+ (4.55)
+asF" F,, FMFy, + agF*" F*F,, F),)),
sendo o << 1 o coeficiente de perturbagéo , associado ao comprimento da supercorda:
o = li,

sendo /; o comprimento da corda e os coeficientes aq, as, a4, aseag Sa0 impostos por supersi-
metria e tomam os valores (BARREIRO; MEDINA, 2012):

w2 72 72 72
3] , a3 127 Qy 247 as 487 Qe 96 ( )
A acdo eletromagnética entdo é dada por:
IEM = [Maxwell + [pert~ (457)

A equagdo de movimento para métrica g, ainda € dada pela equagio (4.52), tendo em vista
que as contribui¢des dos termos o’ ndo sdo significativas e ndo deformam a geometria do sistema:
consequentemente, a métrica considerada para esse sistema ainda ¢ AdS, Reissner-Nordstrom
(3.32).

Ja a equagdo de movimento para A, considerando perturbagdes de primeira ordem € dada
pela equacgdo (4.52), visto que a contribui¢do desse termo nao possui contraparte fermionica.

Considerando agora termos de segunda ordem, a equagdo de movimento é dada por:
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VoV, AY =V, V¥A, + 8(—(as + ag) VATV A*(=V. VA, + V.V, A,) + VA% (2a,
(VoAp — VA (V, VA, = V.V, A7) — (a5 + as)(—V, VA4, + V,V,A3) V7 A,
a5(VoV,A, —V,V, A, + V.V, A, — V.V, A,) V7T Ap) + a5 (Vo AP — VgAy)*
#(—=V, Vg AT+V V7 Ap)(—V* A, +V,A%)—(4as(Va VA, ) —(as+as) (VV A, —V 3V, Ay —
~V. VoAg+ V. V5A,)VIAP(-V* A4, +V,A%) =0

com os indices p, v,.. = (t,z,y, z). Assumindo que os campos comportem-se como:

Ai(z) = exp(i(kr — wt))a;(2), 1 = x,y, (4.58)

Ay(2) = pu(l — gz)

Podemos reescrever a equacio para componentes perpendiculares e paralelas do campo com
z — 0 ao tomarmos as seguintes transformagdes (HARTNOLL; LUCAS; SACHDEV, 2018):

a(2) = way(2) + kay(2)

(4.59)
val(z) = ay(z) =0,
de forma que a componente espacial da equacao de movimento € dada por:
ikB’wa) () + Bwtay(2) + F2w?(8 — kuw?)al|(2) = 0. (4.60)

Ao resolver a equacdo diferencial de segunda ordem homogénea, € possivel obter autovalores da

forma:
kB + /—(k?6% + 4w? (6 — kuw?
’ 2(B — kpw?)
e portanto a solucao da equacdo diferencial pode ser escrita na forma:
a(z) = crexp(Aiz) + coeaxp(Aoz). (4.62)

Ao expandirmos a solu¢do em torno de z — (0 e compararmos com a expansao dos campos na

borda dada pela equacio (4.54), é possivel obter:

24+ 0(2), (4.63)

. k — (k282 + 402 (8 — kuw?
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€ a0 compararmos com a expansao na borda dada pela equacdo (4.54) temos que:

O

1= (4 i gt

2(kpu?—B)

(4.64)

n V — (k224402 (B—kpw?))
ay’ = dy 2(kps?—B) :

A partir da formula de Kubo, € possivel calcular a condutividade elétrica associada a componente

paralela do campo, dada por:

) ) /KPP Aw?(B — k)

Ey iwa‘(‘o) N w(dy + kB) ’

o(w, k) (4.65)

com kp << 1. Podemos perceber que no limite de baixas frequéncias w — 0, a condutividade
para k constante € o(w) o< w™!: para efeitos de comparacdo, tomemos que w o< T'; Portanto a

condutividade no limite de baixas temperaturas obedece:
o(T)x T — p(T) x T. (4.66)

O modelo entdo, no limite de baixas temperaturas, descreve o comportamento de liquido nao-
fermionico. Ainda, no limite de altas frequéncias w — oo(altas temperaturas), temos ainda
que:

o(w — 00) x constante, (4.67)

e portanto passa a descrever, nesse limite, um isolante convencional. Tal comportamento da
condutividade nos indica que, para uma frequéncia critica we,;;, 0 sistema passa por uma transi¢ao

de fase. Isso ainda pode ser verificado no grifico da fungéo, conforme mostra a figura (8): E

Figura 8 — Grafico da condutividade em fungdo da frequéncia para diferentes valores de £ e
w.(Fonte: Producao do préprio autor)
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possivel ainda averiguar tal argumento ao considerarmos a condutividade, em primeira instancia,

como um parametro de ordem e perceber que sua derivada (SETHNA, 2006):
) 1
X = lim o(w) x — — o0, (4.68)

diverge no ponto criticow = 0. Ainda, é possivel perceber que ha uma segunda transi¢ao de
fase para w — w.x # 0, caracterizada por uma mudanca subita no valor da condutividade
caracterizando uma transi¢ao de fase de primeira ordem, como pode ser averiguado na figura (9):
€ possivel observar que o ponto critico onde ocorre a transicdo de primeira ordem é modificado

ao variar os parametros (k, /), porém a transi¢do de segunda ordem ainda ocorre para w — 0.

o—o u=0,5; k=04
o—o u=0,1; k=0,1
=—a u=04; k=1,0
<+ u=0,6; k=0,2

u=0,7; k=09
v—v u=10; k=1,0
+— u=02; k=0,2

Figura 9 — Gréfico da condutividade em fun¢do da frequéncia em escala logaritmica,para di-
ferentes valores de k e p1. E possivel observar tanto a transicdo de fase continua
para supercondutor como a transi¢dao descontinua de isolante para metal estranho
(Producdo do préprio autor)

E possivel interpretar as perturbagdes como interacdes entre os férmions que compdem a
corrente que sdo relevantes no regime de baixas frequéncias, destrdi as quasiparticulas do sistema
tornando-se um liquido ndo-fermidnico (um supercondutor). No limite de altas frequéncias, as
perturbacdes se tornam irrelevantes e o sistema volta a ser descrito pela teoria usual. E possivel
observar também que a presenga das perturbacdes introduz uma invariancia de escala ao sistema,
associado ao comportamento ndo-linear do sistema (LEONEL, 2023).

Ainda, € interessante observar que ao tomarmos o limite de z — 0, as contribuicdes
superssimétricas na a¢ao sao descartadas, pois as mesmas adicionam um termo proporcional a
2%, Portanto, se faz necessario utilizar diferentes métodos para resolugio da equagdo diferencial

sem tomar o limite da borda, considerando o cardter nao linear das correcoes.
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5 CONCLUSAO

Esta dissertacao teve como objetivo o entendimento dos liquidos ndo-fermidnicos, fendmeno
pouco compreendido na Fisica da Matéria Condensada, a partir da Dualidade AdS/CFT: esse
resultado postula a equivaléncia entre duas teorias fisicas sendo elas uma teoria de supercor-
das em um espago-tempo do tipo AdS,,; e uma teoria de campos quénticos com simetria
conforme C'F'T,;. Vimos que esta correspondéncia € um tipo de correspondéncia forte/fraca,
isto é, quando uma teoria € fortemente interagente seu dual é consequentemente fracamente
interagente, tornando-se ttil na obtengdo e andlise de sistemas fisicos fortemente acoplados
como os encontrados na Fisica da Matéria Condensada.

Para o Liquidos ndo-fermionicos, estados da matéria que nao podem ser descritos pela teoria
usual proposta por Landau possuindo propriedades interessantes como tempos de espalhamentos
proporcionais ao inverso da temperatura e propagadores com diversos polos no espago dos
momentum k, com a teoria usual a obtencdo das grandezas associadas ao fendmeno de transporte
torna-se extremamente complicada ou imprecisa quando comparados aos resultados verifica-
dos experimentalmente, tendo em mente que tais divergéncias estdo associadas a natureza do
acoplamento.

Utilizando da dualidade, analisamos dois modelos que buscam compreender a natureza dessas
interacdes além de obter coeficientes de transporte que estejam de acordo com a fenomenologia
de tais estados: o modelo apresentado por (LIU; MCGREEVY; VEGH, 2011) adiciona termos
spinorais associados aos campos fermidnicos da borda na ac¢do de Einstein-Maxwell, conhecida
por ser dual a uma teoria de campos com uma corrente conservada J* sob o grupo de simetria
U(1) e que possui uma densidade de carga nio nula. Resolvendo as equacgdes de movimento
para os campos fermidnicos e aplicando métodos numéricos, € possivel obter os propagadores
da teoria em func¢do das frequéncias w e dos momentum k, associados a condutividade elétrica
do sistema.

Ainda vimos que para caso de temperaturas ndao nulas, obtém-se um comportamento geral
para as condutividades capaz recuperar desde estados metélicos usuais da teoria de Landau até os
de metais estranhos. Tal modelo, porém, possui entropia ndo nula mesmo em 7' = 0, violando
a Terceira lei da termodindmica e que, ao serem feitas as modificacdes necessarias, passa a
apresentar singularidades sem horizontes de eventos, fendmeno que ndo possui interpretacao
fisica.

O segundo modelo analisado, proposto por (ELSE, 2024) descreve um dual gravitacional a
uma teoria de campos quanticos efetiva que descrevem a dinamica IR do sistema, obedecendo
ainda o teorema de Luttinger associado a conserva¢do de carga na superficie de Fermi. Para isso,
consideramos um campo eletromagnético f,, = 0,a, — J,a,, simétrico sob o grupo topolégico
LU(1), além de termos Chern-Simons associados a anomalia de *t Hooft do campo quantico.

Ao obtermos os coeficientes de transporte, € possivel observar que o transporte de cargas
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na superficie de Fermi pode ser decomposto em duas componentes: uma paralela a superficie,
comumente vista na teoria de Landau e outra associada ao transporte perpendicular a superficie de
Fermi, apresentando comportamento de liquido nao-fermionico. A origem desse comportamento
pode ser associada a um liquido de Fermi sem spin de componente Unica interagindo com
um campo conforme fortemente interagente de muitas componentes, com a interagao entre os
campos destruindo as excitacOes da quasiparticulas mas mantendo a superficie de Fermi.

Por fim propusemos um modelo que introduz & a¢do de Einstein-Maxwell termos de correcdo
supersimétricos no campo de gauge A,: ao resolvermos as equagdes de movimento para um
observador na borda, obtivemos a condutividade para o sistema que demonstra o cardter anomalo
dos liquidos ndo-fermidnicos, dotado de duas transi¢cdes de fase: uma transicao de fase continua
em supercondutor para w — (0 e uma transi¢do de fase de primeira ordem que ocorre em
w — Werir. E possivel perceber que a variagio dos pardmetros (k, i) controla o ponto onde a
transi¢do de fase de primeira ordem ocorre. Porém, ao tomarmos o limite = — 0, as corre¢des
superssimétricas tem suas contribuicdes descartadas, visto que sdo proporcionais a z*. Portanto,
uma das perspectivas futuras para o trabalho € a resolu¢do da equacao diferencial com os termos
ndo-lineares a partir de métodos ja conhecidos pela literatura (métodos das séries, Frobenius,
etc.).

Tém-se como perspectivas futuras um aprofundamento das propriedades ndo-lineares do
sistema e suas consequéncias nos fendmenos de transporte de energia, a partir da retroagao
do campo ao modificar ao perturbar a métrica AdS;. Sao perspectivas futuras a obtengao de
parametros de ordem mais adequados para obtenc¢ao do ponto critico na transicdo de primeira
ordem, além de uma melhor caracterizacdo dos fendmenos fisicos associados ao sistema.

Ainda, temos como perspectivas futuras o estudo do p comportamento caético do modelo,
visto que teorias holograficas com temperaturas nao nulas possuem tal comportamento (BLAKE
et al., 2018; JAHNKE, 2019), além da possivel invariancia de escala associada a sistemas
dindmicos cadticos classicos (LEONEL, 2023). A partir desse estudo, € possivel descrever a
dinadmica de transporte do sistema, associada ao coeficiente de difusdo associado ao coeficiente
de Lyapunov. Além disso, hd possibilidade de desenvolver uma metodologia para caracterizagao

desse comportamento para outros sistemas encontrados na literatura .
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