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Resumo

Neste trabalho realizamos o estudo da Geometria Eliptica baseado no livro “Intro-
ducao a Geometria Projetiva” de Abdénago Alves de Barros e Placido Francisco de
Assis Andrade.

A fim de apresentar este tema de forma didatica, desenvolvemos alguns tépicos da
algebra linear e da geometria analitica que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

A Geometria Projetiva Eliptica é dividida em duas frentes: a Geometria Eliptica
Dupla e a Geometria Eliptica Simples.

A Geometria Eliptica Dupla tem como modelo a esfera unitaria S? e a Geometria
Eliptica Simples tem como modelo o plano projetivo RP? que pode ser visto como a

esfera unitaria S? com a relacao de equivaléncia que identifica os pontos antipodas.

Palavras-chave: Geometria, Geometria nao Euclidiana, Geometria Projetiva Eliptica.






Abstract

We have made a study of projective elliptic geometry based on the book “Introducao
a Geometria Projetiva” of Abdénago Alves de Barros and Placido Francisco de Assis
Andrade.

In order to introduce this theme in a didactic way, we developed some topics of the
linear algebra and of the analytic geometry, that will be used in this work.

The projective elliptic geometry is divided in two approaches the double elliptic
geometry and the simple elliptic geometry.

The double elliptic geometry has as model the unit sphere S? and the simple elliptic
geometry has as model the real projective plane RP?, that is, the unit sphere S? with

the equivalence relation that identifies antipodal points.

Keywords: Geometry, Non-Euclidean Geometry, Elliptical Projective Geometry.






Lista de Figuras

1.1
1.2

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20
4.21
4.22
4.23
4.24
4.25
4.26

5.1
5.2
5.3

Matematicos . . . . . ... 20
Hilbert . . . . . . . 22
Reta Eliptica determinada por I';, . . . . . . . ... ..o 62
Infinitas retas passando poruewv . . . . . .. ... L 64
Intersecao de planos euclidianos . . . . . . . . . ... ... ... .... 65
Intersecao de retas elipticas . . . . . . . . ... ... L. 66
Orientacao da reta eliptica . . . . . . . ... ... ... ... 71
Plano elipticodual . . . . . ... ... o 72
Semiplano positivo . . . ... 75
Medidadalua . . . . . . .. . . . .. . 76
Rotagoes do Axioma IV} . . . . . . . ... 77
Rotagoes do Axioma IV3 . . . . . . . .. ... 78
Luas equivalentes 1 . . . . . . . . . . . ... 79
Luas equivalentes 2 . . . . . . . . . ... 80
Triangulo eliptico I . . . . . .. .. .. oo 80
Rotacao 1 . . . . . . . . o 81
Rotacao 2 . . . . . . . . 81
Projecao estereografica I . . . . . . . ... ... L 82
Projecao estereografica IT. . . . . . . . .. ... ... ... 83
Triangulo euclidiano I . . . . . . . .. .. .. o oL 84
Triangulo eliptico 11y . . . . . . . . . .. 85
Triangulo eliptico I'ly . . . . . . . . ... 87
Cilindro circunscrito a esfera . . . . . . . . .. ... 90
Planificagao dalua . . . . . . .. .. ... 90
Luas cobrindo S? . . . . . ... 91
Triangulo eliptico Il3 . . . . . . . . . ... 94
Triangulo dual . . . . . . . ..o o 94
Triangulo elipticoe seudual . . . . . ... .. ... .00 96
Ponto de fuga . . . . . . .. 99
Representantes de pontos projetivos . . . . . . . . ... 101

Representacao do RP? . . . . . .. . ... ... ... ... 103



5.4
5.9
5.6

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7

Al
A2
A3
A4

B.1
B.2
B.3
B.4
B.5
B.6

Plano Projetivo Dual . . . . . . . ... .. . o 104
Bijecaio com o circulo . . . . ..o oo 110
Bijecao com areta . . . . ... Lo 110
Poligonal esférica . . . . . . . . ... ... L 111
Angulo interno . . ... Lo 112
Cubo . . . . 113
Projecaoradial I . . . . . . . . ... 114
Projecaoradial IT . . . . . . . . . . .. .. 115
Soma dos angulos internos em cada vértice . . . . ... ... ... ... 115
Poliedro nao convexo com género 1 . . . . . . . . ... ... L. 116
Triangulo euclidiano 1; . . . . . . . .. ... L 120
Triangulo euclidiano 1o . . . . . . . . . ..o 120
Triangulo euclidiano I3 . . . . . . . . . ... oo 121
Triangulo euclidiano Iy . . . . . . . . . . .. ... 121
Disco de Poincaré . . . . . . . . ... 123
Cincunferéncias Ortogonais . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... 123
Retas no Disco de Poincaré . . . . . .. .. ... ... ... .. ..., 124
Retas paralelas . . . . . . .. ... 124
Plano Afim . . . . . . . . .. 124
Retasafins . . . . . . . .. . 125



Sumario

1 Contexto histérico
1.1 Os “Elementos” de Euclides . . . . . ... ... ... ... .......
1.2 Axiomas de Hilbert . . . . . . . . . .. ... ... ...
1.3 A Genealogia da Geometria Projetiva . . . . . . . ... ... ... ..
2 Algebra Linear
2.1 Espacos Vetoriais . . . . . . . .. ..
2.1.1 Base . ...
2.1.2  Subespaco Vetorial . . . . . .. ... ... oL
2.2 Produto Interno . . . . . . . ..o
2.3 Angulo entre vetores . . . . . ... Lo o
2.4 Produto vetorial em R® . . . . . . ... ...
2.5 Transformacoes Lineares . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
3 Operadores Ortogonais
3.1 Operadores Ortogonais . . . . . . . . . .. .. ... ... ...
3.2 Isometrias do R™ . . . . . . ..
3.3 Translagoes . . . . . . ...
3.4 Classificacao de Isometrias . . . . . .. . ... ... oL
4 Geometria Projetiva Eliptica Dupla
4.1 Geometria Projetiva Eliptica Dupla . . . . . . .. ... ... ... ...
4.1.1 Distancia Esférica . . . . . ... ..o o000
4.1.2 Retas Elipticas; Axiomas de Incidéncia e Axioma das Paralelas .
4.1.3 Retas Elipticas Orientadas . . . . . . ... .. ... ... ....
4.1.4 Plano Eliptico Dual . . . . . . .. .. ... ... .. ... ...
4.1.5 TIsometriasem S* . . . .. ...
4.1.6 Axiomas de Congruéncia e Axioma de Continuidade . . . . . . .
4.2 Trigonometria Eliptica . . . . . . . ... ... o000
4.2.1 Leidos Senos . . . . . . ...
4.2.2  Area de Triangulos . . . . . . . ..o
4.2.3 Triangulo Dual . . . . . ... ..o

19
20
21
23

25
25
27
31
33
36
38
43

47
47
50
o1
93

57
57
o8
61



5 Geometria Projetiva Eliptica Simples
5.1 Geometria Projetiva Eliptica Simples . . . . . . . .. .. .. ... ...
5.2 O Plano Projetivo RP* . . . . . . . . . ... .. ... ... ...
53 Relacdo entre RP? ¢ S% . . . . . . ..
5.4 Retas Projetivas . . . . . . ... oo
5.5 Plano Projetivo Dual . . . . . .. .. .. ... oo
5.6 Axiomas de Incidéncia e o Axioma das Paralelas . . . . . . ... .. ..

5.7 Axioma de Continuidade . . . . . . . . . .. ... ...
6 Aplicagao: Teorema de Euler para poliedros convexos
7 Consideragoes Finais
A Unicidade das Paralelas

B Modelos da Geometria Hiperbdlica e Afim
B.1 Geometria Projetiva Hiperbdlica . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

B.2 Geometria Projetiva Afim . . . . ... ... .o

Referéncias

111

117

119

123
123
124

127



Introducao

A Geometria Euclidiana estudada no colégio parece a priori ser suficiente para
resolver as questoes relacionados ao nosso cotidiano, no entanto nao é dificil perceber
que tal geometria ¢ insatisfatéria em relagao a alguns problemas. Por exemplo: Como
saber a distancia percorrida por um navio entre dois pontos no oceano? Para responder
essa pergunta ¢ preciso lembrar que o navio acompanha a curvatura da terra, assim a
menor trajetoria descrita entre esses pontos serd um arco, diferente do que ocorre na
Geometria Euclidiana, cuja menor distancia entre dois pontos ¢ um segmento de reta.

Assim, na navegacao maritima, ou mesmo na confeccao de mapas mais precisos, é
necessario levar em consideracao a curvatura da terra. Logo, é natural nos perguntar se
existe uma geometria que seja capaz de resolver esses ou outros problemas que envolve
superficies esféricas.

Estudaremos nesta dissertagao uma geometria intitulada “Geometria Projetiva Elip-
tica”, a qual nos fornece ferramentas para solucionar esses e outros problemas.

Para um melhor entendimento desta teoria, serao desenvolvidos alguns tépicos da
algebra linear e da geometria analitica, os quais serao usados no decorrer deste trabalho.

Iniciaremos essa dissertacao com uma breve apresentagao da parte histérica da
geometria e de alguns matematicos que contribuiram para a sua evolucao. O tema
estudado é “Geometria Projetiva Eliptica” e, para um melhor entendimento desta teoria,
serao desenvolvidos alguns tépicos da algebra linear e da geometria analitica, os quais
serao usados no decorrer deste trabalho.

Utilizaremos o livro “Elementos” de Euclides e discutiremos como Hilbert deu conti-
nuidade a essa obra monumental, apresentando os axiomas de Hilbert, os quais tiveram
grande importancia para a organizagao dos fundamentos da Geometria.

Veremos que o sistema axiomatico de Hilbert é dividido em cinco grupos:
1. Incidéncia; 2. Ordem; 3. Congruéncia; 4. Paralelismo; 5. Continuidade.

Com pequenas modificagoes dos axiomas de Hilbert podemos criar trés modelos de
Geometria Projetiva, a saber: a Geometria Eliptica, a Geometria Afim e a Geometria
Hiperbdlica. A Geometria Projetiva Eliptica é dividida em Geometria Eliptica Dupla
e Geometria Eliptica Simples.

Na Geometria Projetiva Eliptica Dupla o modelo é a esfera unitéria S? e sao con-

siderados todos os grupos do sistema axiomatico de Hilbert, exceto o de ordem. Nesta
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geometria nega-se a existéncia do paralelismo, pois em S? veremos que por um ponto
fora de uma reta nao passam retas paralelas a ela. Além disso, nao é exigida a uni-
cidade da intersecao de retas e diferentemente da geometria FEuclidiana, a soma das
medidas dos angulos internos de um triangulo é maior que 180°.

Na Geometria Projetiva Eliptica Simples o modelo a ser considerado é o plano pro-
jetivo RP? o qual pode ser visto como a esfera unitéria S? com a relacao de equivaléncia
que identifica os pontos antipodas.

A divisao deste trabalho ¢é feita da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentaremos um contexto histérico da geometria, fazendo referén-
cia a alguns matematicos relevantes para o seu desenvolvimento, dentre eles destacamos
Euclides e Hilbert.

No capitulo 2 introduziremos alguns conceitos bésicos da algebra linear e da geo-
metria analitica, os quais serao importantes para um melhor entendimento e desenvol-
vimento da teoria apresentada neste trabalho.

No capitulo 3 faremos a classificacao de todos os operadores ortogonais em R". Tal
classificagao sera importante para a classificagao de isometrias em S? (vide secao 4.1.5).

No capitulo 4 abordaremos alguns tépicos da teoria de Geometria Projetiva Eliptica
Dupla, apresentando os conceitos de distancia esférica, plano eliptico, retas elipticas
orientadas, plano eliptico dual e congruéncias. Além disso, sera feita a classificacao das
isometrias em S? e serao desenvolvidos alguns tépicos da trigonometria eliptica com
destaque para o Teorema de Girard feito na secao 4.2.2.

No capitulo 5 apresentaremos um modelo da Geometria Projetiva Eliptica Simples.
Veremos que tal modelo é o plano projetivo RP? e faremos algumas consideracoes sobre
a relacdo entre RP? e S%.

No capitulo 6 apresentaremos uma demonstracao do Teorema de Euler para poli-
edros convexos, sendo que para esta demonstragao utilizaremos a teoria de triangulos
elipticos desenvolvida no capitulo 4.

Finalmente no apéndice A verificaremos que o fator determinante para que a soma
dos angulos internos de um triangulo euclidiano seja 7 é o fato de ser valido a seguinte
afirmacao conhecida como axioma das paralelas: Se r é uma reta euclidiana e A um
ponto que nao esta em r, entao existe uma tnica reta s paralela a » com P pertencente
a s. Por fim no Apéndice B ilustraremos modelos, um para a Geometria Hiperbdlica e

o outro para a Geometria Afim (vide se¢ao 1.3).



Capitulo 1

Contexto historico

Baseado nos livros [1] e [2] faremos uma abordagem histérica da geometria, fazendo
referéncia a alguns matematicos importantes para o seu desenvolvimento, com destaque
para Euclides e Hilbert.

A palavra grega “Geometria” significa “medi¢ao de terras”. Tanto no antigo Egito
como na antiga Mesopotamia, o conhecimento geométrico era aplicado na agricultura
e tinha como base o emprego de formulas de areas, comprimentos e volumes. A trans-
formacao da geometria de um conhecimento rudimentar e pratico para um ramo da
matematica pura foi devida aos gregos. Foi deles a iniciativa de abstrair as ideias do
contexto fisico para o contexto abstrato.

O pioneiro desta iniciativa foi o filésofo Tales de Mileto, um grande matematico
e cientista grego da época. Tales deu origem a uma escola que sobreviveu por 100
anos. Um possivel aluno desta escola foi o grande filésofo Pitagoras de Samos o qual
estabeleceu uma sociedade filosoéfica e religiosa que muito contribuiu para a formalizacao
da Geometria com trabalhos nas Teorias de paralelas.

Outro grande avango na Geometria foi com o professor Hipocrates de Chios, ao
escrever o livro “Elementos de Geometria”, no qual cada teorema era provado utilizando
um teorema anterior. Tudo indica que esta obra estd contida nos livros I e II dos
Elementos de Euclides. Hipdcrates de Chios contribuiu bastante sobre os teoremas que
se referem a circunferéncia.

Nesta mesma época, o filosofo Platao fundou em Atenas uma famosa Academia, que
congregava os maiores sabios da época. Tais sdbios conheciam muita geometria e nao se
preocupavam com a aplicacao dos conhecimentos adquiridos nos seus trabalhos, dando
énfase ao desenvolvimento do pensamento matematico. Entre esses sabios podemos
destacar o filosofo Aristoteles da Macedonia, que muito contribuiu para a geometria
ao construir uma teoria que comecgava com nocoes comuns, definicoes e um estudo
sobre filosofia e logica, e o também fil6sofo grego Eudoxo de Cnido, o qual sistematizou
formalmente o método axiomatico inspirado no trabalho de Aristételes.

Outra grande escola de sabios foi o Museu de Alexandria, fundada pelo general

Ptolomeu I, o qual convidou para ser professor um importante matematico grego da
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Contexto historico

época, Euclides, cuja biografia é praticamente desconhecida.
Euclides deu origem a mais importante obra, intitulada “Os Elementos”, em que
estd registrada toda construcao da matemaética abstrata feita pelos gregos ao longo de

300 anos. Tal obra expoe de forma didatica toda matematica béasica da época.

Hipoécrates Platdo Aristoteles Eudoxos

Euclides

Figura 1.1: Matemaéticos
(Retirada do livro [1]-modificado)

1.1 Os “Elementos” de Fuclides

No livro Elementos esta registrada, pelo grande filésofo Euclides, toda matematica
béasica da época, assim como mencionado anteriormente. Esta obra é constituida de
13 capitulos, com um total de 465 proposi¢coes demonstradas de forma didatica em
um sistema axiomatico dedutivo. Acredita-se que varias proposicoes e provas contidas
no livro “Elementos” sao de Euclides, mas possivelmente muitas dessas obras foram

acrescentadas posteriormente. O sistema axioméatico adotado por Euclides foi:

1. Nogoes Comuns:

« Coisas que sao iguais a uma mesma coisa também sao iguais.
* Se iguais sao adicionados a iguais, os totais sao iguais.

% Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

x Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais.

* O todo é maior que qualquer uma de suas partes.

2. Axiomas da Geometria Fuclidiana Plana:

x Incidéncia: Pode-se tracar uma reta ligando quaisquer dois pontos.
x Pode-se continuar qualquer reta finita continuamente em uma reta.
x Pode-se tracar um circulo com qualquer centro e qualquer raio.

* Todos os angulos retos sao iguais.



Axiomas de Hilbert
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x Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma unica reta paralela a reta

dada.

w

. Definigoes:

*

23 defini¢oes que dizem respeito a ponto, reta, angulo, circulo, triangulo e qua-
drilatero.

e~

. Termos Indefinidos:

*

Conjunto, subconjunto, elementos, etc.

1.2 Axiomas de Hilbert

Dezoito séculos depois da publicacao dos “Elementos”, comecaram a surgir as pri-
meiras traducoes para a lingua europeia moderna do livro de Euclides. Uma tradugao
para o portugués feita por Irineu Bicudo pode ser encontrada na referéncia [3].

Esta obra passou a ser estudada minuciosamente pelos interessados da época, sur-
gindo assim varios resultados surpreendentes. O tépico mais instigante para os que
estudavam “Elementos” foi o postulado das paralelas. Estudiosos perguntavam-se se
este postulado era ou nao um axioma independente dos demais. Muitos acreditavam
que este postulado poderia ser um teorema e ao longo da histéria muitas demonstracoes
erradas foram feitas, inclusive por grandes matematicos da época.

Na metade do século XIX, foram feitas varias argumentacgoes sobre as hipdteses
assumidas por Euclides sem que tivessem sido demonstradas ou axiomatizadas. Seguem

abaixo algumas delas:

e As retas sao conjuntos ilimitados.

e Vale o postulado de Dedekind: as retas sao continuas.

e Azioma I: A reta que podemos tragar ligando dois pontos é tinica.
e Azioma II: Pode-se continuar uma reta de uma tnica maneira.

o Axioma de Pasch: Sejam A, B, C trés pontos nao colineares e r uma reta que
nao contém nenhum destes pontos. Se r corta o segmento AB, entao ela também

corta o segmento BC ou o segmento AC'.

Uma importante contribui¢do do matemético alemao David Hilbert (veja figura
1.2) para a Geometria Euclidiana plana e espacial foi a apresentagao de um sistema de
axiomas em que permaneciam validos todos os resultados dos “Elementos” assumindo

seus postulados. Os axiomas da geometria plana adotados por Hilbert foram:



22 Contexto historico
Figura 1.2: Hilbert
(retirada do livro [1])
[. Termos Indefinidos:
I, Ponto, reta, plano, pertence, estar entre, congruéncia.
I1. Aziomas de Incidéncia:

11;: Para quaisquer dois pontos existe uma tunica reta que contém estes
pontos.

115: Existem pelo menos trés pontos que nao estao sobre uma mesma reta e
todos os pontos estao sobre o mesmo plano.

115: Toda reta contém pelo menos dois pontos.

III. Axiomas de Ordem:
Sao estabelecidos quatro axiomas que dizem respeito a ordenacao dos pontos de
uma reta. Sao eles:

I11;: Se um ponto B esta entre A e C, entao os trés pontos pertencem a uma
mesma reta e B esta entre C e A.

111,: Para quaisquer dois pontos distintos A e C, existe pelo menos um ponto
B pertencente & reta AC tal que B estd entre A e C.

I115: Se trés pontos distintos estao sobre uma mesma reta, nao mais que um
ponto esta entre os outros dois.

1114 Sejam A, B e C trés pontos que nao estao sobre uma mesma reta e
seja | uma reta do plano que nao contém nenhum dos trés pontos. Entao, se [
intersecta o segmento E, ela também intersecta o segmento AC ou o segmento
BC.

IV. Aziomas de Congruéncia:

Sao estabelecidos cincos axiomas que dizem respeito a congruéncia de angulos,

segmentos e triangulos. Sao eles:

IVi: Se A e B sao dois pontos numa reta [ e A’ é um outro ponto de uma

reta I’, ndo necessariamente distinta da anterior, entao é sempre possivel encontrar
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um ponto B’ em (um dado lado da reta) I’ tais que os segmentos AB e A’B’ sdo

congruentes.

IV3: Se um segmento A’ B’ e um segmento A” B” sao congruentes a um mesmo

segmento AB entao os segmentos A’B’ e A”B” sao congruentes entre si.

IVs: Sobre uma reta [, sejam AB e BC dois segmentos da mesma que, exceto
por B nao tém pontos em comum. Além disto, sobre uma outra ou a mesma
reta [', sejam A'B’ e B'C" dois segmentos que, exceto por B’ ndo tem pontos em
comum. Neste caso, se AB = A’B’ e BC = B'C" , entdao AC = A'C".

—
I1V,: Se < ABC' é um angulo e se B'C’ é uma semirreta, entao existe exa-
tamente uma semirreta B’A’ em cada lado de B'C" tal que < A’B'C' =< ABC.

Além disto, cada angulo é congruente a si mesmo.

IVs: Se para dois triangulos AABC e AA'B'C" as congruéncias

AB=A'B, AC =A'C" e < BAC =< B'A'C'
sao validas, entao a congruéncia AABC = AA'B'C' é satisfeita.

V. Azioma das Paralelas:

Vi: Seja | uma reta e A um ponto nao pertencente a [. Entao, existe uma

unica reta no plano que passa por A e nao intersecta [.

VI. Aziomas de Continuidade:

VI, Azioma de Arquimedes: Se AB e C'D sao segmentos, entdo existe um
numero natural n tal que n copias de C'D construidas continuamente de A ao

longo da semirreta AB passard além do ponto B.

V' Iy Axioma da Completude da Reta: Uma extensao de um conjunto de pon-
tos sobre uma reta com suas relacoes de congruéncia e ordem que poderiam
preservar as relacoes existentes entre os elementos originais, bem como as pro-
priedades fundamentais de congruéncia e ordem que seguem dos axiomas acimas

(menos o das paralelas), é impossivel.

1.3 A Genealogia da Geometria Projetiva

Vimos que os axiomas de David Hilbert estao organizados em cinco grupos.
1.Incidéncia; 2.0rdem; 3.Congruéncia; 4.Paralelismo; 5.Continuidade.

Na Geometria Projetiva sao considerados os grupos axiomaticos de incidéncia e
continuidade. Dentro da geometria projetiva, temos a geometria afim, hiperbdlica e a
eliptica.

Na Geometria Afim, sao véalidos todos os axiomas de Hilbert com excec¢ao do grupo

3. Um modelo para essa geometria é o plano afim, denotado por AP?, obtido pelo



24 Contexto historico

plano projetivo RP? menos os seus pontos ideais (para a defini¢ao de RP? e pontos
ideais (vide secdes 5.2 e 5.3). Uma reta em AP? é definida pela intersecio da reta
projetiva com o plano afim (para mais detalhes vide Apéndice B).

Na Geometria Hiperbolica, sao validos todos os grupos de axiomas de Hilbert exceto
do paralelismo, pois nesta geometria, dada uma reta e um ponto fora dela, existem
infinitas retas paralelas a reta dada passando por este ponto. Um modelo para essa
geometria ¢ o plano hiperbélico, denotado por D?, conhecido também como disco de
Poincaré, obtido pela regiao limitada por uma circunferéncia.

Nessa geometria as retas sao obtidas pela intersecao de circunferéncias ortogonais
a D?, ou pela intersecao de uma reta euclidiana passando pela origem, com o plano
hiperbdlico (para mais detalhes vide Apéndice B).

Na Geometria Eliptica Dupla sao satisfeitos os axiomas de incidéncia, congruéncia,
além do axioma de continuidade a menos de adaptagoes. Nega-se a existéncia do
paralelismo e nao é exigida a unicidade de intersecao de retas. Um modelo para essa
geometria ¢ a esfera unitdria S* (vide segao 4).

Na FEliptica Eliptica Simples sao satisfeitos os axiomas de incidéncia, além do axioma
de continuidade a menos de adaptagoes. Nega-se a existéncia do paralelismo. Um
modelo para essa geometria é a esfera unitdria S? com a relacao de equivaléncia que

identifica os pontos antipodas (vide segao 5).



Capitulo 2

Algebra Linear

Com base nos livros [1] e [5], introduziremos neste capitulo algumas nogoes basicas
no que se refere as ferramentas algébricas as quais serao utilizadas no decorrer da
dissertacao.

2.1 Espacos Vetoriais

Definicao 2.1. Dado um conjunto nao vazio K, uma operacao bindria em K € uma
aplicacao ¢ : KX K — K que associa a cada par de elementos de K um inico elemento
de K.

Definigao 2.2. Sejam K um conjunto nao vazio e + : KxK — K, - : Kx K — K duas
aplicagoes bindrias em K. Dizemos que a tripla (K,+,-) € um corpo se as aplicagoes

+ e - satisfazem:

Ai:a+b=b+a,V abeK (Propriedade comutativa da soma);
Ay (a+b)+c=a+(b+¢), V¥V a,b,c €K (Propriedade associativa da soma);

Aj: Existe um elemento 0 em K, chamado elemento neutro da soma, tal que a+0 =
a=0+a,Vaeck

A,: Para cada elemento a € K, existe o elemento —a € K, chamado elemento

oposto, satisfazendo: a + (—a) =0 = (—a) + a;
Mi: a-b=b-a,Va,beK (Propriedade comutativa da multiplicagao);
Ms: a-(b-¢c)=(a-b) ¢,V a,b,c €K (Propriedade associativa da multiplicac¢do);

Mj: Existe um elemento 1 em K, chamado elemento neutro da multiplicagao, tal

que paratodoa € K,a-1=a=1"a;

M,: Para cada elemento a € K, com a # 0, existe o elemento a~! € K, chamado

elemento inverso, satisfazendo: a-a ' =1=a"'-q;

D: (a+b)-c=a-c+b-a,V a,b,ceK (Propriedade distributiva).

25
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Definigao 2.3. Sejam V' um conjunto nao vazio, K corpo e duas operagoes
+:VxV=V . KxV-=V

(u,v) »u+v  (a,u) = a-u.

Dizemos que a tripla (V,+,) € um Espaco Vetorial sobre K se as operagoes +, - satis-

fazem as sequintes propriedades:
A Vu,veV, u+v=uv+u (propriedade comutativa);
Ay Vu,v,w eV, (u+v)+w=u+ (v+w) (propriedade associativa);

Aj;: Existe um vetor em V', denominado vetor nulo, o qual denotamos por 0, tal
queu+0=u,VueV,

A,: Para cada vetor u € V, existe um vetor —u € V', denominado vetor oposto,

satisfazendo: u + (—u) = 0;
Mi: Vo feKeVueV, (af) u=a- (- u) (propriedade associativa);
My: VueV, 1 -u=uwu,ondel é o elemento neutro da multiplicacao de K;
Di:a - (ut+v)=a-u+a-v,VaecKeVuveV,
D;: (a+f) u=a-u+p - u,Va,feKeVueV.

Observacgao 2.1. Embora nao é exigida a unicidade do vetor nulo e do vetor oposto
mencionados em Az e A, respectivamente, é simples verificarmos tais unicidades. De
fato, se 0/ é um vetor que também satisfaz a igualdade 0/ + v = u, V u € V, entdo
0 =0'4+0=0. Além disso, dado u € V, se w € V satisfaz a igualdade u + w = 0,
operando com —u de ambos os lados temos (—u) + (v +w) = 0+ (—u), de onde segue
quew=04+w=((—u)+u)+w=(—u)+ (ut+w) =0+ (—u) = —u.

Exemplo 2.1. (1) Se (K,+,-) é um corpo, entao K é um espago vetorial sobre K.
(2) (K™, +',-") onde (K, +,-) é um corpo e
+:K'x K" — K"
((x1, 29,y xn), (Y1,Y2, - Un)) — (1 + Y1, %2+ Y2y oo oy Ty + Yn)
STTKxKY — K®
(v, (21, 29,...,2,)) > (a-z,00-29,..., 0 Ty)

Exemplo 2.2. Sejam X um conjunto qualquer nao vazio e (K, +,-) um corpo. Defina

em F(X,K), conjunto das fungoes f : X — K as seguintes operagoes

4 F(X,K) x F(X,K) — F(X,K)
(fr9) — f+g
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Kx F(X,K) — F(X,K)
(. f) — a-f
onde f+¢g: X - Kea-f: X — Ksao dadas por
(f+9)(x) = f(x) +9(x) e (a-f)(z)=af(z)
2.1.1 Base
Definicao 2.4. Seja V' um espaco vetorial sobre K.

(1) Um vetor v € V € uma combinagdo linear dos vetores vy, vs,...,v, € V, se

existem escalares oy, g, - -+, ap € K tais que

V= U1 + QU + - - + QU

(2) Seja B um subconjunto de V. Dizemos que B é um conjunto gerador de V', ou
que B gera V', se todo elemento de V' for uma combinacdo linear de um nimero

finito de elementos de B.
Definicao 2.5. Sejam V um espaco vetorial sobre K e B um subconjunto de V.

(a) Dizemos que B € linearmente independente(L.I) se valer a sequinte implica¢ao:

Se existirem aq,...,«a, € K, tais que
a1v1 + Vg + -+ - 4+ v = 0,

entdo a3 = ap = -+ = ay = 0, para quaisquer v; € B.

(b) O congunto B é chamado de linearmente dependente(L.D) se nao for linearmente
independente.

Definicao 2.6. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que B C 'V ¢é

uma base de 'V se :

(i) B for um conjunto gerador de V;

(i1) B for linearmente independente.
Exemplo 2.3. (1) O conjunto B ={(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)} éuma
base para K" sobre K.

De fato, se v = (z1,...,2,) € K", entdo podemos reescrever u da seguinte

maneira
u=ux1(1,0,...,0)+ -+ x,(0,0,...,1),

assim, B é um conjunto gerador para K".
Além disso, dados aq, ..., a, € K tal que

a1 (1,0,...,0)+ -+ a,(0,...,1) =(0,...,0) < (ai,...,a,)=(0,...,0)

=4 041:062:"':06”:0.

Esta base é chamada de base canonica de K”.
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(2) Pelo exemplo acima podemos afirmar que se considerarmos C? espaco vetorial

sobre C entao
B={(1,0),(0,1)}
¢ um base para C2.

No entanto a afirmacao é falsa se considerarmos C? como espaco vetorial sobre
R. De fato, neste caso apesar de B ser linearmente independente, B nao é um
conjunto gerador. Por exemplo (7,0) nao pode ser obtido como combinagao linear
a1(1,0) + a2(0,1) com ay, s € R.

Definicao 2.7. Dizemos que um espaco vetorial V sobre K € finitamente gerado se

possuir um conjunto gerador finito.

Proposicao 2.1. Se V' é um espago vetorial sobre K finitamente gerado e {vy,... vy}
é um conjunto gerador de V', entao todo conjunto linearmente independente de vetores

em V tem no mdzximo m elementos.

Demonstracao. Basta mostrarmos que todo conjunto de vetores de V' com mais de m

vetores é linearmente dependente. Seja A = {uy,us,...,u,} C V com n > m. Como
{vi,v2,..., v} é um conjunto gerador de V, entdo devem existir o;; € K, 7 =1,2,...,n
tais que

m
Uj = aljvl R amjvm = E aijvi.
i=1

Assim, para quaisquer 1, fo, ..., B, € K, temos
Bt B =3, (z ) S =3 (z ﬁj%) 0 2)
j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
Considere agora o seguinte sistema :

apfbi+ - +awb, = 0

amlﬁl + - +Oémnﬁn =0

Como o numero de equagoes de (S) é estritamente menor do que o numero de

incégnitas, segue que (S) possui uma solugdo nao nula, ou seja, existem escalares

n
B, Ba, ..., Bn € K nao todos nulos tais que Zﬂjaij =0comz=1,...,m.

j=1
Portanto, segue de (2.1) que existem escalares (1, 5a, ..., 5, € K nao todos nulos
tais que Syuy + - - - + Buu, = 0, implicando que {uy, ..., u,} é linearmente dependente.

]

Corolario 2.1. Se V' um espaco vetorial sobre K finitamente gerado, entao duas bases

quaisquer de V' tém o mesmo numero de elementos.
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Demonstracao. Sejam B e By bases de V. Em particular B; e By sao subconjuntos
linearmente independente de V| e pela Proposicao 2.1 devemos ter que By e By sao
finitos.

Sendo By e B, conjuntos finitos, suponha B; e By com m; e my elementos respec-
tivamente. Como B; é um conjunto gerador de V' e By ¢é linearmente independente,
entao pela Proposicao 2.1 temos msy < mj.

Analogamente, sendo By um conjunto gerador de V' e B; linearmente independente
temos mq < my. Portanto, devemos ter m; = ms.

]

Definicao 2.8. Seja V' um espaco vetorial nao nulo sobre K. Se V' admite uma base
finita, entao chamamos de dimensao de V o numero de elementos de tal base. Se

V = {0}, entao dizemos que a dimensao de V € 0.

Observe que o Coroléario 2.1 garante a boa definicao de base de um espago vetorial
finitamente gerado.
No caso em que V é espaco vetorial sobre K com dimensao n, entao usamos a

notacao dimgV = n.

Exemplo 2.4. (1) dimgK"™ = n, (2) dimcC™ =n e dimgC™ = 2n.

Proposicao 2.2. Sejam V um espago vetorial sobre K e B = {vy,va...,0,} um
conjunto linearmente independente em V. Se v € V nao é combinagao linear dos
elementos de B, entdao {vy,vs ..., vy, v} € linearmente independente.

Demonstragcao. Sejam ayq, ..., Qm, Gy € K com

a1v1 + - U + Qv = 0.

Se a1 # 0, entao segue da igualdade acima que

contradizendo a hipotese de v nao ser uma combinacao linear de elementos de B.

Segue que a,,+1 = 0 e, portanto
aiv; + -+ anv, = 0.

Como B ¢ linearmente independente, segue que

) ==y, = 0.
Logo, o1 = ay =+ = aypy = Q1 = 0.
Portanto, {vy,..., v, v} é linearmente independente.
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Corolédrio 2.2. Se V' € um espaco vetorial de dimensao n(n > 1), entao todo subcon-

junto de V' linearmente independente com n elementos forma uma base para V.

Demonstragao. Seja B = {vy,...,v,} um subconjunto linearmente independente de V,
e suponha por absurdo que B nao é uma base para V.

Como B é um conjunto L.I que nao é base para V', devemos ter que B nao gera V,
ou seja, existe um vetor v que nao ¢ combinagao linear de vy, vy, ..., v,.
Segue da Proposigao 2.2 que {vq,...,v,,v} é um conjunto L.I, contradizendo assim a
Proposicao 2.1, pois B possui n + 1 elementos e dimgV = n.

Portanto, B é base para V. ]

Teorema 2.1. Todo espaco vetorial finitamente gerado nao nulo possui uma base.

Demonstracao. Se V um espaco vetorial finitamente gerado nao nulo sobre K, entao
existe um conjunto W = {wy,...,w,} CV, e gerando V.

Considere v; € V um vetor nao nulo, assim B; = {v;} é linearmente independente.
Se B; gerar V, entao B; é uma base de V, caso contrario, existe vo € V' que nao é um
multiplo de v.
Neste caso, segue da Proposi¢ao 2.2 que By = {vy,v9} é L.I.

Agora, se By gerar V', entao Bs serd uma base de V. Caso contrario, existe vz € V
tal que {vy, vg,v3} é L.I.
Proseguindo desta forma, obteremos uma base de V' ou construiremos conjuntos L.I.
em V arbitrariamente grandes.

Pela Proposicao 2.1, todo conjunto L.I. neste espago vetorial deve possuir no ma-
ximo m elementos, assim o processo acima nao pode gerar um conjunto L.I com niimero
maior que m elementos, assim deve ocorrer a primeira opgao, ou seja, chegaremos em

uma base para V. O

Proposicao 2.3. Se V é um espaco vetorial sobre K de dimensao n, comn > 1 e
B CV € wuma base de V', entao cada elemento de V se escreve de maneira unica como

combinacao linear de elementos de B.

Demonstragao. Seja B = {vy,...,v,} uma base de V.
Como B é uma base, entao B gera V', ou seja, todo elemento de V' se escreve como
combinagao linear de vy, ..., v,.

n
Assim, existem escalares aq, s, ..., a,, tal que v = E Q;;.

=1
n

Para mostrar a unicidade suponha que v = 5 B;v;, e mostremos que
i=1

o, = fF;, parai=1,...,n.
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Temos que
n n n
V= Zaivi = Z@ﬂiz = Z(Oéi — Bi)v; = 0.
i=1 i=1 i=1

Como B é L.I., segue que o; — B; =0 parat=1,...,n.

Portanto, o; = 3;, para i = 1,...,n, de onde segue a unicidade. O

Definigao 2.9. Seja V' um espago vetorial sobre K de dimension > 1 eB = {vy,...,v,}
uma base de V. Fizando uma ordem de B dizemos que B € uma base ordenada de V',
e pela proposicao acima podemos afirmar que cada v € V, pode ser escrito unicamente
cOmo uma soma v = aqv1 + - - - + v, com «; € K. Decorre da unicidade que podemos

descrever o elemento v através dos escalares o, ao, . .., «,, neste caso denotamos

[v]g = (01,00, ..., )
e dizemos que i, o, ..., 0, SGo as coordenadas de v com relacdo a base ordenada B.

Exemplo 2.5. Considerando K™ espago vetorial sobre K, cada elemento (ay, g, . . ., o)

pode ser escrito como
a1(1,0,...,0) +a2(0,1,0,...,0) + -+ - + a,(0,..., 1),

assim, aq, as, ..., q, sdo as coordenadas de (ay,ag, ..., q,) com relagdo a base cano-

nica.

2.1.2  Subespaco Vetorial

Estudaremos agora uma classe de subconjuntos de um espago vetorial (V, +, -) sobre
K, os quais possuem a estrutura de espacgo vetorial quando se tomam as restrigoes das

operagoes de V.

Definigao 2.10. Diz-se que um subconjunto W C V' é um subespaco vetorial quando

possuir as sequintes propriedades:
1) 0 e W,
2) Seu,v € W, entao u+v € W( fechamento em relagio a soma de vetores);

3) Seuw € W el €K, entio X - u € W (fechamento em relagdo ao produto por

escalar).

Exemplo 2.6. (1) Se (V,+,-) é um espago vetorial, entdo W = {0} e W =V sao
subespacos de V' chamados de triviais.
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(2)

Se considerarmos V' = C como um espaco vetorial sobre QQ, entao Q é um subes-
paco vetorial, mas se C é considerado como espaco vetorial sobre R entao Q nao
é subespaco vetorial.

De fato, 0 € Q e soma e multiplicagao de niimeros racionais é racional, logo Q é

um subespaco vetorial no primeiro caso.

Para o segundo caso, tomando A = v2eu =1 € Q temos au = v/2 ¢ Q, ou seja,
o fato de um determinado subconjunto ser subespaco esta diretamente ligado ao

corpo ao qual o espaco vetorial esta sendo considerado.

Sabemos que V = F([a, b],K) é um espago vetorial sobre K. Se considerarmos o
subconjunto W = C([a, b], K) C V formado pelas fungoes continuas f : [a,b] — K,
entao W é um subespaco de V.

De fato, a funcao nula 0 : [a,b] — K é continua, além disso soma de fungdes
continuas é continua e se f : [a,b] — K é continua e a € K, entao a- f : [a,b] = K

dada por (a- f)(z) = af(x) é continua.

Sabemos que K" é um espago vetorial sobre K. Considerando K = R, iremos

apresentar alguns exemplos de subespacos nos casos n =2 e n = 3.

Para n = 2, considere para cada a € R
Wa = {(2.y) € B/y = ax}

Observe que W é um subespaco de R2.
De fato, (0,0) € W, pois 0 = « 0.
Além disso, dados A € Re u = (z,az),v = (y,ay) € W

utv=(r+y,arx+ay) = (v+y,a(z+y)ewW
Au= Az, Aax)) = (Az,a(Ax)) e W.

Geometricamente W, é a reta no R? passando pela origem com coeficiente angular

Q.

Para n = 3, sendo 1 = (n1,m2,73) € R? defina
Fn = {(.’13,3/,2) € R3/7}11¢+772y+7]32 = 0} .

Observe que (0,0,0) € I';), pois 71 04+ 720 +n130 = 0.
Além disso, dados A € R e u = (x1,y1,21), v = (T2, Y2, 22) € I}, temos

mxir+myr+n321=0 , maz+nys+n322=0.
Assim,

mAxy) +me(Ay) +m3(Az1) = A(mrr+myr+n321) =A0=0
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m (z1+x2)+n2 (Y14y2)+n3 (z1+22) = (M1 21402 Yy1+n03 21)+ (M1 T2+1m1 Y211 22) = 0.

segue que U+ v = (T1 + Ta, Y1 + Y2, 21 + 22) €Ly e Au= Az, Ayp, Az) € I

Portanto, I', é um subespago de R*. Geometricamente I', é um plano em R?

passando pela origem (0, 0,0).

Os exemplos acima sao casos particulares do seguinte resultado:

Proposicao 2.4. Se V' é um K-espago vetorial e {vy,vs, ..., v} CV, entao o conjunto

de V' formado por todas as combinacgoes lineares

[[v1,v9, ..., 0] ={v € Vv =0qv1 + -+ - + agug, a; € K}
€ um subespaco vetorial.
Demonstracao. Temos que

0:001+ng+~~+0vk,

IOgO, 0€ [[U17U27 R JUk]] :
Além disso, dados w,w € [[v1,vq,...,vk]] € A € K, entao existem «q,...,a; € K e
Bi,..., 0k € K com
u=oav1+ - +ovy e w= P+ -+ Brug.
Assim,
k k k
u+w = (Z ozm) + (Z @w) = (0 + Bi)vs,
i=1 i=1 i=1
coma; + 5, €K, i=1,... k.
Logo, u +w € [[v1, v, ..., vg]].
Além disso,
A= AMNagvy + -+ -+ agvg) = (Aag)vg + - -+ + (Aag)vg,
com \y; € K, i = 1,..., k. Portanto, \u € [[v1,vs,...,v]], mostrando assim que
[[v1,v2, ..., v;]] € um subespaco vetorial. O

2.2  Produto Interno

Definicao 2.11. Seja V' um espaco vetorial sobre K, onde K = R ou K = C. Um

produto interno sobre V- € uma funcdio (,) : V xV — K satisfazendo as sequintes

propriedades:

P ) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) ¥V u,v,w € V;
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Py) (Au,v) = A(u,v), Ve KV uveV;
Ps) (u,v) = (v,u),¥ u,v € V;

Py) (u,u) >0, seu #0.

Observagao 2.2. 1) Se K = R, entao (u,v) = (v,u) = (v,u), ou seja, neste caso

temos a propriedade comutativa.

2) Pela propriedade P; temos que para cadau € V, (u,u) = (u,u), assim, (u, u) € R.

Proposicao 2.5. Se V' é um espaco vetorial sobre K, munido de um produto interno
(,):VxV =K, entdo:

Ay) (0,v) =0= (v,0),YveV;

Ay) (v,v) =0< v =0

Az) (u,v +w) = (u,v) + (u,w) ¥ u,v,w € V;
Ay) (u, ) = Mu,v) ,VAEK, Y u,ve V.

Demonstracao. Sejam u,v,w € V e A € K.

Ay: Utilizando a propriedade P; temos
(0,v) =(0+0,v) = (0,v) +(0,v),

assim operando com o inverso — (0, v) de ambos os lados da igualdade segue que (0, v) =
0. Além disso, temos (v, 0) = (0,v) = 0.

Ay = Se v # 0, entao pela propriedade Py temos que (v, v) > 0.
Por outro lado, se v = 0 entao pela propriedade A; segue que (v,v) = 0.

As : Utilizando as propriedades P; e P; temos

(u,v +w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u,w) .

Ay : Pelas propriedade P, e P3 temos

(u, W) = Qw,u) = X {v,u) = X (v,u) = X {u,v).
[l

Exemplo 2.7. (1) Se V. = C([a,b],K) é o espago vetorial das fungdes continuas
f :la,b] = K, entao

(,):VxV — K
(f.9) = {(f.g)= / onor
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¢ um produto interno.
De fato, se f,g,h € V e a € K entao

Py: Utilizando que a integral da soma é a soma das integrais e utilizando a

propriedade distributiva de (K, +,-) temos
b L b L L
Gram= [ (Gra®i@a = [ (10D +gh) d

/f dt+/ g(t)h(t) dt

yh) + (g, h) .

Py: Como a integral de um produto por escalar é o produto do escalar pela

integral temos

Nfog) = / O\ F) (1)) dt

a

b - b -
— [ awa@ae = [ sog@de= (.0,

Py: Utilizando que z =2,V 2 € K, e 20 = ZW, 2w = wz, V z,w € K temos
b p——
(re) = [ s / 70 o) dt
b Tm
~ [ sofma = [ s@Fwa =T

Py :Se f:[a,b] — K é uma fungao continua nao nula, entao existe xy € [a, b] tal
que f(xg) # 0. Como f é continua, entao existe uma vizinhanca (xg— 9, zo+9) C

la,b] em que f ¢é nao nula.
I0+6

Logo, / | f(t)?] dt > / |f(0)|?dt > 0, além disso, 2Z = |2,V z € K, assim
-5

para f #0 "

<f,f>=/ f(t)mdt:/ |£()]>dt > 0.

Se V = K" entao

(,):VxV — K
((‘rlul‘?)"'7mn)7(y17y27"'7yn)) — x1m++xn%

é um produto interno, o qual é chamado de produto interno canénico.
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Definigao 2.12. Seja V' um K-espago vetorial munido de um produto interno (,).
Chamamos de norma de v ao nimero real dado por ||v| = +/(v,v).

Exemplo 2.8. Considere o R-espago vetorial R™ com produto interno canonico. Para

_ _ n .
vy = (1, T2, ..., Tpn),v2 = (Y1, Y2, - - -, Yn) € R", entdo a norma

lor = vall = V(w1 = va, 00 = v2) = V(21 = 1) + -+ (20— y0)?,

¢ interpretado geometricamente como a distancia entre os pontos v; e vo do espago R™.

Para vy = 0, ||v1]| = ||Jv1 — v2|| é exatamente a distancia do ponto v; & origem.
Proposicao 2.6. Se V é um K-espago vetorial com produto interno entdao:
a) |ul| >0,YueV elul|=0<u=0.
b) ||aul| = |a|||ul|,YaeKeVuelV.

c) (u,v)| <||ul|||v], Vu,veV. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

A igualdade ocorre se, e somente se, {u,v} € linearmente dependente.
d) ||u+ o] < |ul| + |lv] - (Desigualdade Triangular)

A demonstracao desta proposigao pode ser encontrada em [4].

2.3 Angulo entre vetores

A desigualdade de Cauchy-Schwarz nos permitira definir medidas de angulos, para
isso usaremos a seguinte informacgao: A funcao cosseno restrito ao intervalo [0, 7] é
bijetora, assim para cada t € [—1, 1], existe um unico 6 € [0, 7| tal que cos = t.

Dados dois vetores u,v € R™ com u # 0 e v # 0, temos pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz que

[(u, v)| < flull o],

ou equivalentemente,

_ < <u7/U> S 1'
[l {l]]
Assim, tomando t = H<2|L|7|1|)>H , existe um unico 0 € [0, 7| tal que
ul| v

(u, v)

lull floll

cosf =
Portanto, para u e v vetores nao nulo, podemos escrever o produto interno como
(u, v) = [Jul f|v]| cos,

onde 6 é o angulo entre os vetores u e v.
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Definicao 2.13. Dizemos que dois vetores u e v sao perpendiculares ou ortogonais, se

(u,v) = 0. Neste caso denotamos por u L v.

Observagao 2.3. Segue do item A;) da Proposigao 2.5 que o vetor nulo é ortogonal a
todo vetor v € R™.

Outra observacao é que v 1 v, com u,v # 0, implica que o angulo entre u e v é um
angulo reto.

De fato, nestas circunstancias sendo 6 € [0, 7] o angulo entre u e v, entao

(wo) _

cosf = ——— =
(]| f|v]]

Como ¢ € [0, 7], segue que ¢ = 7.

Usando a observacao acima, um método simples de construcao de vetores ortogonais
a um vetor nao nulo v = (x1,z3) € R? é considerar o vetor wy = (—Axq, A1) € R?,

onde A € R. De fato, ao tomar o produto interno usual de v com w), temos
<U, U))\> = <(LC1, 1’2), (—)\.TQ, )\$1)> = —>\($1$2) -+ )\(1311‘2) =0.

Exemplo 2.9. Seja W = {(z,y) € R?/2z + 5y = 0}. Temos que W ¢ um subespago
de R?, de fato

W= {(x,y) cR?/y= —%x} = Wa,

para o = —2,
Além disso, utilizando o produto interno canonico podemos descrever o subespaco
W da seguinte forma:

W ={veR? (v,n) =0},

onde = (2,5). Da mesma forma, para n = (1;,72,13) € R? o subespaco

T, ={(z,y,2) € R®/mz +moy +n3z =0},
pode ser descrito como

I, ={veR’ (v,n) =0}.

Definicao 2.14. Seja V' um K-espaco vetorial com produto interno. Um conjunto

A CV € dito ser ortogonal se (u,v) =0,V u,v € A, com u # v.

Definicao 2.15. Seja V' um K-espaco vetorial com produto interno. Um conjunto
ordenado v = {v1,va,...,v,} C V € dito ser um conjunto ortonormal quando para
todo 1 < 1,5 <k, vale:

(vi,v;) = 1, parai=3j
Y 0, parai#j.

Quando o conjunto ordenado vy é uma base ordenada de V', entdo dizemos que v é uma

base ortonormal.
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Proposicao 2.7. Se V.= {vy,va,..., v} € um conjunto ortonormal, entao V' € line-

armente independente.

Demonstragao. De fato, sejam «aq, as, ..., qr € K, entao

v+ o =0 = (v + -+ apug,v) = (0,v;) =0

4

(e <U1,’UZ‘>+"'+Oéi<7}i,1}i>+“‘+Oék<’l)k,1)¢>:O
a; =0, parai € {1,...,k}.

4

Y

Portanto, V' é um conjunto linearmente independente. O

Exemplo 2.10. (1) As bases canonicas de R" e C" com os produtos internos cano-

nicos sao bases ortonormais.

(2) Se V.= C([0,27],R) munido de produto interno candnico, entdo o conjunto
A={f, €V :f,(t)=cosnt,n € N} é ortogonal.

2.4 Produto vetorial em R3

Veremos nesta secao que R? admite uma operacao x : R3 x R? — R3 que associa
o par (u,v) a um outro vetor denotado por u X v, o qual terd a propriedade de ser

ortogonal aos vetores u e v.

Definigao 2.16. Sejam u e v vetores de R3. O produto vetorial de u e v, denotado

por u X v € o vetor em R? tal que
(w,u x v) = det[w,u,v], V weR>.
Proposigao 2.8. Sejam u = (x1, 12, 23) e v = (y1, Y2, y3) vetores de R3, entdo
i) v X u € perpendicular a u e v, simultaneamente.

it) O produto vetorial de u e v é dado por

u X v=|det w2 Y , —det o , det SR
T3 Y3 T3 Y3 T2 Y2

iii) ||u x v||* = detu,v,u x v] > 0.

Demonstragao. i) Pela defini¢ao de produto vetorial temos que (v, v x u) = det [v, v, u].
Das propriedades de determinante segue que o determinante se anula para matrizes

com linhas ou colunas iguais, assim

(v,v X u) = det [v,v,u] = 0.
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Logo, v x v 1L v. Da mesma forma v X v L u.

i1) Desenvolvendo | det 2 Y2 , —det = h , det = h ,
T3 Y3 I3 Ys Hp) Y2
obtemos

(1‘293 — X3Y2,T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — 90291) . (2-2>

Por outro lado, para qualquer z = (z1, 29, 2z3) pertencente a R3 temos:

21 T1 U1
(zyuxv) = det| 29 x93 o
23 T3 Y3

= 21 (T2y3 — T3Y2) — 22 (Y371 — Y173) + 23 (Y221 — Y172) -
Utilizando a igualdade acima para z = (1,0,0) e denotando u X v = (a, b, ¢), temos
a={(1,0,0),(a,b,c)) = (z,u x v) =1 (xay3 — x3y2) — 0 + 0.

Logo, a = x2y3 — x3ys.
Da mesma forma tomando z = (0, 1,0), obtemos b = y;23—y3x; e tomando z = (0,0, 1)
obtemos ¢ = yox1 — Y1 22.

Portanto, comparando com (2.2), chegamos na igualdade

u X v=|det w2 , —det o ,det o .
T3 Y3 T3 Y3 T2 Y2
i11) Pela definigdo de produto vetorial e de norma temos

0 < |luxv|]* = (uxv,uxv)=det[uxv,u,v].

Por outro lado, sabemos das propriedades de determinantes que ao efetuar a troca
de duas colunas o determinante altera de sinal. Assim, ao se efetuar duas trocas de

colunas o determinante volta ao seu valor original, ou seja sendo u X v = (a, b, ¢) temos

a I1 hn
det [u x v,u,v] = det | b zo o

C T3 Ys |

1 %

= det | zy yp b | =det[u,v,uxv].

T3 Yy C

Portanto,

lu x v||* = det [u,v,u x v].
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A forma como foi definido o produto vetorial sera pratico para o desenvolvimento
tedrico da Geometria Eliptica dada nos capitulos seguintes, no entanto nao é pratico
do ponto de vista computacional. Um algoritmo pratico para determinar o produto

vetorial u X v é calcular o determinante da seguinte matriz simbélica

€1 T1 U1

det | ex x93 ¥y |,

€3 T3 Y3

onde {ey, €9, €3} ¢ a base canonica do R3,

De fato, ao desenvolver o determinante pela primeira coluna obtemos o vetor

x x
erdet 2 %2 esdet 1
T3 Ys T3 Ys

+ esdet o
T2 Y2

o qual é representado por
x x x
det 2 9 , —det e ,det e .
T3 Ys T3 Ys T2 Y2

Exemplo 2.11. Sejam u = (3,1,—4) e v = (0,2, 1), entdo

€1 3
1

uXxv=det | e = 9¢e; — 3eg + Geg = (9, —3,6).

= NN O

€3 —4

Proposicao 2.9. (Férmula de Lagrange)
Se u = (1,79, 73) e v = (y1,Yy2,y3) sio vetores do R?, e § € [0,7] € o dngulo entre u e
v, entao

[ x vf| = [[ull [[v]| send.
Demonstracao. Pela Proposicao 2.8 temos que
u X v = (T2ys — TaY2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1) -
Assim,

lux o] = (uxv,ux0v)

= (zoys — x3y2) + (w31 — 1193)° + (2132 — Toy1)?

Por outro lado,
lull* oll* = (2F + 5 + 23) (47 + 5 + 43),
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<U7U>2 = (2191 + T2y + w3Y3)°.
Efetuando as operacoes verifica-se que
2 201112 2
[ X f|™ = [l o] = (u, v)". (2.3)
Se 6 € [0, 7] é o angulo entre os vetores u e v, entdo
(u,v) = |lull [|v]| cos . (2.4)
Substituindo (2.4) em (2.3) obtemos

luxol* = Jlul*[o]” = Jul® o]} cos® 8
= [lull® [[oll* = el lo]* (1 — sen® )
2 2 2 2 2 2
=™ [0l" = ll™ lol” + ull” [[0]|" sen® 6

2 2
= lul” [Jv]"sen®6.

Como 6 € [0, 7], entao sen(d) > 0, além disso, temos ||u X v|| > 0, ||ul [|v]| > 0, assim

extraindo a raiz de ambos os lados da igualdade acima obtemos
[ x ]} = Jlul[ |v]| sen 6.

]

Proposicao 2.10. Se u = (z1,x9,23),v = (y1,%2,¥y3) € w = (wy,ws, ws) sao vetores

do R?, entao
a) |luxv|| =0 se, e somente se, {u,v} é L.D.
b) (uxv)xw= (u,wyv— (v,w)u.

c) (uXv,vxw)=de (u, v) (u, w)
) | , ) dt[ . -

d) (u,v x w) = (w,u X v)=(v,w X u). (Identidade ciclica)
&) (o, Bu x yw) = afy (v x w), ¥ a, 4,7 € R.

Demonstragao. a) Observe que a igualdade é imediata se v ou v s@o nulos.

De fato, suponha sem perda de generalidade que u = (0,0, 0), entao

uxv=|det 0 v , —det 0 b ,det 0 = (0,0,0).
0 wys3 0 w3 0

Por outro lado,
Ov+1lu= 0(917927193) +1 (07070) = (Oa 070)7
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ou seja, {u,v} é L.D.
Suponha entao, v e w vetores nao nulos.

Pela férmula de Lagrange temos
[ x vf| = [[ul] [[v]| sen 6,

onde 6 € [0, 7] é o angulo entre u e v.
Como u e v sdo vetores nao nulos, temos pelo item a) da Proposigao 2.6 que [[v|| > 0

e |Jul]] > 0, assim segue da igualdade acima que
luxv|=0&senf=0<60=0 ou 6=m. (2.5)
Como

cosf = {u, v)

Fll Tl (26)

entao de (2.5) e (2.6) segue que
[u xvf| =0 [(u,v)| = [lul lv]
Portanto, utilizando o item ¢) da Proposigao 2.6 temos
[uxvf| =0 [(u,v)| = |lull lv]| < {u,v} éL.D.
b) Observe que

x x T
uxv = |det 2 , —det e , det e
T3 UYs T3 Y3 T2 Y2

= (35293 — X3Y2,T3Y1 — L1Y3,T1Y2 — 332%)
(a,b,c).

Assim,
b
(uxv)xw = (det[ w2],—det[aw1],det[aw1]).
c ws c wWs b wy
Desenvolvendo as coordenadas acima obtemos (u x v) x w = (X, Y, Z) com

X = (w3y1 — m1y3)ws — (T1y2 — Toy1) W
Y = wi(z1ye — 2oy1) — (02y3 — T3y2)ws

Z = (ways — w3y2)wz — (T3y1 — T1ys)wr.
Por outro lado, fazendo (u,w) v — (v,w)u = (X', Y’ Z'), obtemos

(XY, Z') = (v1wy + zows + z3w3) (Y1, Yo, y3) — (y1wr + Yows + ysws) .(z1, T2, T3).
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Realizando as operagoes obtemos as igualdades desejadas X = X'\ Y =Y'e Z = 7.
c¢) Realizando as operagoes em s = (u,v) (v, w) — (v,v) (u, w), obtemos

s = (xy1 + Tay2 + T3Y3) . (Y121 + Y222 + Y323) — (yf +y5+ ?/9%) (w121 + 2220 + W323)
= Tz + T1Yyeze + T1YsZs + Taysze + Tayeyi 21 + TayalsZs + Tsysas +
T3YsY121 + T3Y3Yazz2 — 9%1’121 - 9%37222 - 9%513323 - 9533121 - 9537222 -
y§$32’3 - y§:v121 - y§$222 - y§x323
= T1Y1Y222 + T1Y1Y323 + T2Y2Y121 + T2Y2Y323 + T3YsY121 + T3YszYaza —
y%$222 - y%$323 - ygwﬂl - Zlgx:szs - ygwﬂl - y§x222
= (Z2y3 — T3y2) - (Y223 — Y322) +
(2391 — 2193) - (Y321 — Y123) + (212 — 2291) - (Y122 — Yo21)
= ((v2ys — T30, T3y1 — T1y3, T1y2 — T2y1) , (Y223 — Y322, Y321 — Y123, Y122 — Ya21))
(

UXU,0XWw).

d) Sabemos das propriedades de determinante que ao trocar a ordem de duas colunas
o determinante altera de sinal, assim ao efetuar duas trocas na ordem das colunas, o
determinante volta ao valor original.

Utilizando essa observagao e a definicao de produto vetorial temos

(u,v x w) = det[u,v,w] = det [w,u,v] = (w,u X v)
= det [w,u,v] = det [v,w,u] = (v,w X u).
e) Outra propriedade de determinante é que ao se efetuar a multiplicacao de uma

coluna por uma constante, o determinante fica multiplicado pelo mesmo fator.

Assim, dados a, 5,7 € R, temos

(au, v x yw) = det [au, fv, yw] = afydet [u, v, w] = afy (u,v X w).

2.5 Transformacoes Lineares

Estudaremos nesta se¢ao fungoes entre espacos vetoriais que preservam as respec-
tivas operacgoes, chamadas de transformacoes lineares. Estas funcoes estao entre as
ferramentas fundamentais no que se refere ao estudo de isometrias realizado nos capi-

tulos 3 e 4. No decorrer deste capitulo K denotara um corpo qualquer.

Definicao 2.17. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre um corpo K. Uma funcao

T:U — V é uma transformacao linear se

1) T (uy +ug) =T (uy) + T (u2),Y uy,us € U. (Linearidade da soma de vetores)
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2) T (M) = AT (u),V A€ K,V ueU. (Linearidade da multiplicagio por escalar)

Uma transformacao linear cujo dominio e o contradominio sao iguais é chamado de

operador linear.

Proposicao 2.11. Se U e V sao espacos vetoriais sobre K e T : U — V é uma
transformacao linear, entdo:

a) T(0y) = Oy, onde Oy e Oy denotam os vetores nulos de U e V' respectivamente.

b) T(—u) = =T (u),¥Y ueU.

Demonstracao. a) Sejam Oy e 0y os vetores nulos de U e V' respectivamente, assim

usando a linearidade da soma obtemos
T(0y) =T 0y +0y) =T(0y) + T(0y)

e, portanto operando com —7'(0y) de ambos os lados obtemos 0y = T'(0y).

b) Dado u € V, entdo —u = (—1).u, assim usando a linearidade por escalar obtemos

T(—u) = T((~1)u) = (—1).T(u) = —T(u).

m—1
¢) Aplicando a linearidade para u = 5 QUi € V= Qyply,, temos
i=1

m m—1
i=1 =1

= T(u+v)=Tw)+TWw)=T (Z aiui> + an T ().

Aplicando esse raciocicio repetidamente, obtemos

T (Z aiui> = ZaiT(ui).
L]

Exemplo 2.12. (1) Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre K. Existem duas
transformagoes lineares canonicas, a funcao nula 7' : U — V', dada por T'(u) =
0, Vu € U e a fungao identidade S : U — U, dada por S(u) = u, ¥V u € U. De
fato, dados ui,us € U e a € K, temos

T(ug+uz) =0=04+0=T(u1) +T(uz) e T(auy)=0=a.0=aT(u),

S(uy +ug) = uy +ug = S(uy) + S(uz) e Slaur) = auy = aS(uy).
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(2) Sea € R, entao T, : R — R dada por T,(z) = az, ¥ = € R, é uma transformagao

linear. De fato, dados z,y,a € R, entao
To(z +y) =a(r +y) = ax + ay = To(x) + Tu(y).

Além disso,
To(ax) = a(ax) = alaz) = oT,(x).

(3) Seja V' =C([a,b],R) o subespago vetorial dado no exemplo 2.6, entdo 7' : V" — R
b
dada por T'(f) = / f(z)dz é uma transformagcao linear.

De fato, dados f,g € V e a € R quaisquer, segue das propriedades de integrais

que
T(f+9) = [ (+ode= [ f)+ o) ds
b b
— [ twran [ gty =1(0)+ 7(6).
Além disso,

ra- 0= [0 pwar= [(asr=a [ fwa=ari)






Capitulo 3

Operadores Ortogonais

Neste capitulo abordaremos o conceito de operadores ortogonais e isometrias no
R™. Além disso, faremos a classificacao de todos os operadores ortogonais de R", a
qual sera importante tanto para classificar todas as isometrias em R", quanto para

classificar todas as isometrias em S* como veremos no capitulo seguinte.
3.1 Operadores Ortogonais
Definicao 3.1. Diz-se que uma funcao U : R" — R™ € ortogonal se, e somente se,
(U(u),U(v)) = (u,v),¥ u,v € R",
isto €, uma fungao ortogonal é uma func¢do que preserva produto interno.
Exemplo 3.1. 1)A aplicacao A : R* — R™ dada por
Az, 29, .o xy) = (=21, — T2y ..., —Tp),

¢ uma funcao ortogonal.
De fato,

(A(z1, .y xn), A, - un)) = (—21, oo —20), (Y1, - o, —Un))
= (—z)(=y) + -+ (=) (=yn) = 2191 + - + Ty
= (1, ,20), (Y1, Yn)) -

Tal funcao é chamada de aplicagao antipoda.

2) Se {uy,us,...,u,} é uma base ordenada ortonormal do espago R", entao
U:R" — R" dadapor U(xy,...,x,) =21u1 + - + Tply,

é uma funcao ortogonal.

De fato, como {uy,us, ..., u,} é ortononormal entao
1, parai=7
0, parai##j.

47
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Assim, usando a linearidade do produto interno temos

Uz, zn), Uy, - ) = <$1U1 +"'+$numylul +---+ynun>

= ZZ xul,yjuj szlyj uzau]

1131 =1 j=1

= szyl uz,uz Z«szz
= <(,:1:1,..., n),(y1>---ayn)>'

3) Se Ty, T» : R" — R", sao operadores ortogonais entao 77 o Ty é ortogonal.

De fato, dados u,v € R™ temos
(Ty o) (u), (Th o 1) (v)) = (Ta(Ta(w)), Ta(T2(v))) = (Ta(u), T2(v))
= (u,v).
A proposicao a seguir caracteriza todos os operadores ortogonais em R".

Proposicao 3.1. Seja U : R* — R"™ uma aplicagao.
U é uma aplicagio ortogonal se, e somente se, B = {U(ey),Ul(es),...,Ul(e,)} € uma

base ortonormal de R™ e U € um operador linear.

Demonstracao. (=) Seja C = {ey,es,...,e,} a base canonica do R™.

Sendo U uma fungao ortogonal, entao

(Ulei),Uley)) = (e, e5) = dij-

Assim, U(C) = {U(e1),U(ez),...,U(e,)} é um conjunto ortonormal.
Provemos agora que U(C') é uma base.

Suponha que existam aq, s, ..., a, € R, tais que

alU(el) + ong(eg) +-+ OénU<€n) =0.
Assim, Vi € {1,...,n} temos
(anU(er) + -+ a,Ul(e,), Ule;)) = (0,U(e;)) =

S ar (U(er),U(e)) + -+ a; (U(e), Ule)) + -+ a, (Ulen),Uley)) =
S o0+ld+--+ol+ 4+, 0 =

o o o o

=S o =

Portanto, U(C') é linearmente independente.
Como U(C') tem n elementos e é L.I, segue do Corolario 2.2 que U(C') é uma base

de R™. Provemos agora que U é um operador linear.
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Dado v = (vq,va,...,v,) € R", como U(C) = {U(ey),U(ez),...,U(e,)} é uma base
ortonormal de R", entao segue da Proposicao 2.3 que existem tunicos Sy, B2, ..., 0, € R

tais que

U(U) :/BlU(Gl)—i‘ﬁgU(eg)‘F+/BnU(6n) (31)
Observe que
(Uv),Ules)) = (BiU(er) + BaU(e2) + -+ + Bul(en), Uler))

= Bi(U(er),Ulei)) + -+ B (Ule),Ulei)) + -+ + Bn. (Ulen), Ules))
= B0+ -+ Bil+-+p,0=5.

Por outro lado, v =vie; + - - -+ v;e; + - - - + v, €
(v,e;) = (vier+---+vie;+ -+ ey, €)

= v (e, )+ v le,e)+ -+ v, ey, e)

Como U ¢ uma aplicagao ortogonal segue que
Bi=(U),U(e;)) = (v,e;) =v;, i=1,...,n. (3.2)
Assim, segue de (3.2) e (3.1) que

Uw) = pU(er) + -+ BU(ey,)
= vnU(er) + - +v.U(en).

Portanto, U(v) = v,U(e1) + - + v,U(en), Y v = (v1,...,0v,) € R™
Dados v = (v1,...,v,) ER", e w = (71...7,) € R" temos

Uw) = nU(er)+ - +v,U(en)
Uw) = mU(er) + - +7U(en).

Entao,

Uv+w) = U((vy+m)er+ -+ (vn 4+ vn)en)
= (v +7)U(er) + -+ (vn +7)U(en)
= [nU(er) + -+ v U(en)] + mU(er) + -+ - + WU (en)]
= U)+U(w).

Além disso, dado A € R temos

UMv) = UAvier + -+ vpen)) =U (Avr)er + -+ - + (Mg )ey)
= (Av)U(er) + -+ (Av,)Ul(en) = Ao U(er) + -+ - + v,U(en)]
= AU(v).
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Portanto, U é um operador linear.

(<) SejaU : R™ — R™ um operador linear tal que U(C) = {U(ey),U(ea),...,Ule,)}
é uma base ortonormal. Mostraremos agora que U é uma fungao ortogonal.
Sejam v = (v1, Vg, ..., U,), W = (W1, Wy, ..., w,) € R"™

Como U é um operador linear, entao
U(w) = vU(er)+vU(e2) + -+ +0v,U(en)
Uw) = wU(er) +wal(es) + -+ +w,Ul(ey,).
Portanto,
(Uw),U(w)) = (viU(er)+ -+ v,U(en), wiU(er) +walU(ez) + - -+ +w,Ul(ey))
= (uU(er), w1U(e1)) + (v2U(e2), w2U(€2)) + -+ - + (vnlU(en), wnl(en))
= vwi (U(er), Uler)) + vawa (Ulea), Ule2)) + -+ - + vpwn (Ulen), Ulen))

= VWi + vwo + - - - + VW,

= (v,w).

3.2  Isometrias do R"”

Definicao 3.2. Uma distancia definida em um conjunto S € uma func¢aod : S xS — R

que possui as sequintes propriedades:
Dy d(u,v) >0, YVu,v €8 edlu,v)=0< u=uv;
Dy : d(u,v) =d(v,u), Vu,v €S; (Propriedade Simétrica)

D3 : d(u,v) < d(u,w)+d(w,v), Yu,v €8S. (Desigualdade Triangular)

Definicao 3.3. Seja d : S x S — R wuma funcao distancia num conjunto S. Diz-se
que uma fungao f: S — S € uma isometria se [ for bijetora e d (f(s), f(t)) = d(s,t)
para quaisquer s,t € S

Vimos no exemplo 2.8 que a norma || || calcula o comprimento de vetores em R",
além disso, se d : R” x R" — R ¢é dada por

d(w,v) = w = vl = V/(wi = v1)* + (w2 = v2)? + - + (W — va)?,

para w = (wy,wa, ..., wy,) e v = (v1, Ve, ...,0,), entdo d tem a interpretacdo geométrica
de medir a distancia de dois pontos quaisquer em R".

Proposicao 3.2. A aplicagio d : R* x R" — R, d(a,b) = |la — b|| € uma distancia.
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Demonstrag¢ao. Dados a,b € R", entao utilizando a) e b) da Proposi¢ao 2.6 temos
d(a,b) =|la—=0b|| >0
e
d(a,b) =0 |la—b|=0a—-b=0&a=0.
Além disso,
d(a,b) = lla = b]| = |(=1).(b = a)[| = [=1[ |b — al| = d(b, ).
Por fim, segue da Desigualdade Triangular que
d(a,b) =l|la=0b| = |la+c—c—=b]|=|la—c+c—0
< la—e¢|| + |lc = b]| = d(a,c) + d(c,b).
O

A partir de agora, quando fizermos referéncia a uma isometria f : R” — R",

estaremos considerando a func¢ao distancia da Proposicao 3.2.

3.3 Translacoes
Definicao 3.4. Seja a € R", entdo a funcao T, : R" — R", onde T, (v) = v+a, Vv €

R™, € chamada de translacao por a.
Para a # 0, note que T, nao é transformacao linear.
Proposicao 3.3. Toda translacao é uma isometria.

Demonstracao. Seja T, uma translacao. Provemos inicialmente que T, preserva norma.

Dados u,v € R™ temos

d(Ta(u), Ta(v)) = |Ta(v) = Ta(u)]| = [I(v + a) = (u +a)|

= [[v+a—u—a| =|v—ul =du,v).

Observe que T, é injetora, de fato usando as propriedades de espago vetorial de R™

temos

T.(u)=T,(v) = u+a=v+a=(ut+a)—a=@w+a)—a
= ut(a—a)=v+(a—a)=u+0=v+0

= u=u.
T, é sobrejetora. De fato, dado w € R", existe w — a € R™ tal que

To(w—a)=w—a+a=w.



52

Operadores Ortogonais

Exemplo 3.2. (1) Cada bijecao o : {1,...,n} — {1,...,n}, define uma isometria

U, : R" — R" dada por
Uo(xhx% v wrn) - (xa(l)u Ts(2)y - - 7xa(n)>‘

De fato, temos

Ua(xbx% < 7xn) = Ua(ylay% R >yn) < (wa(l)axa(Q)a cee 7xcr(n)) = (%(1), Yo(2)s - - -

< To(i) = Yo(i)s Vi=1,...,n.

Como o : {1,...,n} — {1,...,n} é bijecao entao

To(i) = Yoli), Vi=1,....n&x;=y;,Vj=1...,n.
Assim,

Uo—(ﬂfl,l'g, s 7$n) = UU(yla Ya, - - 7yn) = ($17$2a s 73:71) = (y1>y27 S 7yn)7
ou seja, U, é injetor.
Além disso, se (y1,...,yn) € R”, tomando (Yo-1(1), - - -, Yo-1(n)) temos
U(yafl(l)a <o 7ya*1(n)) = (ycr(crfl(l))a s )ya(cffl(n)))
= (Y151 Yn)-
Logo, U, ¢é sobrejetor.
Mostremos agora que U, preserva norma.
Dados v = (z1,...,2,),v = (Y1, -, Yn) € R" temos
||U<7<u) - UtT(U)H = H('Tff(l)vxcf@% s 71:0(71)) - (y0(1)7 Yo(2)s - - - 73/0(71))”
= \/(%(1) —Yo1))? + - + (To(n) = Yo(n)?-

Como o é bijecao, entao

\/(%(1) ~Yo)? + F Totm) = You))? = V(@1 — 91)> + - + (20 — yn)%,

assim,
|Us(u) = Us(v)|| = \/(%(1) —Yo1))? + - F (Tom) — Yon))?
= V@ —p)? -+ (@ —y)? = lu—v.
Dados dois pontos ug = (z1, %2, ..., Z,) € vo = (Y1,Y2, - - -, Yn) em R" existe uma

unica translagao 7" : R — R" com T'(ug) = vp.

De fato, tomando a translacao 7, : R™ — R" com a = vy — ug, temos
To(up) = ug + a = ug + (vo — ug) = vo.
Além disso, se Ty, : R® — R™ é uma translagao com Tj(ug) = v, entao
Ty(ug) = v = ug + b =19 = b =1y — uy,

ou seja, T, = T,, de onde segue a unicidade.

7y0(n))
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(3) SeT) : R" — R™ e Ty : R" — R” sdo isometrias entao T} o Ty é uma isometria.
e fato, como 7] e 15 sao isometrias, em particular sao funcoes bijetoras, assim
De fato, T, e T trias, ticul func bijet ,

a composta 17 o T é bijetora, além disso, usando que T} e Ty preservam norma
segue que

[(Ty o To)(u) — (T o o) ()| = [Ta(Ta(u)) = Ta(T2(v)[| = |T2(u) — Ta(v)]]

= Ju—=vl.

3.4 Classificacao de Isometrias

A seguir veremos que toda isometria é uma aplicacao ortogonal a menos de uma
composicao com uma translagao.

Proposicao 3.4. Uma aplicagao f : R — R™ é uma isometria se, e somente se, existe
uma translagao T, : R™ — R™ e um operador ortogonal U : R® — R" tal que

flx)=T,oU(x), ¥V xeR"
Demonstragao. (=) Seja a = f(0) e considere
U:R" — R" dada por U(v) = f(v) —a, Vv eER"
Observe que:
TooU(x) =T, (U(x)) = Ta (f(2) —a) = f(z) —a+a= f(z),Vz €R"

Assim, basta provar que U é uma aplicacao ortogonal.

Sejam v, w € R", usando que f é uma isometria temos

[U@) =Uw)| = [If(v) —a— f(w)+al
= [/ (v) = f(w)]]
= v —wll. (3:3)
Em particular para w = 0, temos ||U(v) — U(0)]| = ||v — 0]] = ||v||, mas

1U(0) =UO)] = [U(v) = (£(0) = a)]
= [[U() = (a=a)l = U]

Logo, [|[U(v)|| = ||v|,V¥ v € R™. Por outro lado, temos

IUw) = U)|* = (U(v) = Uw),U(v) = U(w))
= U@)I* = 2(U(v), U(w)) + |U(w)|

= oI’ = 2(U(v), U(w)) + [lw]|*. (3-4)
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Da mesma forma, temos
lo —w|® = Jol* = 2 (v, w) + [lw]|*. (3-5)
De (3.3) temos ||v — w||* = ||U(v) — U(w)|]*, assim comparando (3.4) e (3.5) temos

(U(v), U(w)) = {v,w) .

(<) Seja U : R* — R™ um operador ortogonal e T, : R” — R"™ uma translacao.
Mostraremos que f =T, o U é uma isometria.
Como U ¢é um operador ortogonal, entao pela Proposicao 3.1 U é um operador linear
e {U(e1),...,U(e,)} é uma base ortonormal.

Mostremos agora que f é bijetora.

Se v € R™ entao v — a pode ser escrito como uma combinagao linear
U_a:le(el)+"'+ynU(en)> y; € K.
Tomando = = y1e; + - - - + ynen, € R™ temos

f(]?) = Ta(U(x)) = Ta(U(ylel + -+ ynen))
= To(nU(er) + - +yaU(en)) = Tu(v — a)

= (v—a)+a=w.
Portanto, f é sobrejetora.
Sejam u,v € R", assim
flu) = f(v) fuw) = flv)=0

1/ (w) = F@) = 0= [U(u) +a—=(U(v) +a)]| =0
[U(u) +a—=U(v) —al =0=[|U(u) = U(v)[| =0
V{U(u) = U(v),Uu) = U(v)) = 0= (U(u~v),U(u—wv)) =0

(u—v,u—v)y=0=(u—v,u—v)=0

A

u—v=0=u=w.

Portanto, f é injetora.
Mostremos agora que d(f(u), f(v)) = d(u,v).
Note que

d(f(u), f(v)) = |f(v) = fw)| = U(v) +a—(U(u)+a]
= |U@) = U@l = U(w—=u)|| = {U(v—u),U(v—u))
= (v—u,v—u) = |v—u

= d(u,v).
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Observe que na implicacao que prova toda isometria é uma composicao de uma
translacao com um operador ortogonal, usamos apenas que f preserva comprimento,

assim temos o seguinte coroldrio:
Corolario 3.1. Se f: R" — R" é uma fun¢ao que preserva comprimento, ou seja,
1f(u) = f)| = lu—vl|, ¥ u,v e R,
e f(0) =0, entdo f € uma aplicagdo ortogonal.
Demonstragao. Se f:R™ — R™ é tal que
1f(w) = f)ll = [lu = vll, ¥ u,veR",
com f(0) =0, entao pelo teorema anterior temos
fw)=T,0U(u), VueR",

onde a = f(0) e U é uma aplicacao ortogonal.
Como a = f(0) =0, entao

flu)=(TooU)(u)=U(u)+a=U(u)+0=U(u), VueR"

ou seja, f é uma aplicacao ortogonal.

Exemplo 3.3. (1) Se R é uma rotagao em torno da origem, entdo R é uma aplicagao

ortogonal.

De fato, como R preserva comprimento e R(0) = 0, entao pelo corolario anterior

segue que R é uma aplicagao ortogonal.

Para determinar uma rotagao de angulo 6 sobre um vetor u = (a, b, ¢) € S?, basta

usar a seguinte matriz de rotagao:

cosf+ (1 —cosf)a* (1 —cosB)ab+ (sen O)c (1 — cosB)ac — (sen 0)b
(1 —cosB)ba — (sen f)c  cosf + (1 —cosf)b> (1 — cos®)bc + (sen 0)a
(1 —cosB)ca + (sen )b (1 —cosf)ch— (sen f)a  cos® + (1 — cosf)c?






Capitulo 4

Geometria Projetiva Eliptica Dupla

4.1  Geometria Projetiva Eliptica Dupla

Veremos que a esfera unitdria canonica S? serd um modelo de “plano” de uma
geometria chamada Geometria Projetiva Eliptica Dupla.

Nessa geometria nao é considerado o grupo de ordem do sistema axioméatico da
Geometria Euclidiana imposto por Hilbert. Além disso, as retas elipticas sao os grandes
circulos da esfera S? e dois pontos distintos de um circulo definem dois segmentos de
circulo, assim ao falarmos de um segmento de reta eliptica com extremos A e B é
necessario ser mais preciso indicando qual seria seu “interior”.

Outra diferenga em relacao a Geometria Euclidiana é que no grupo axiomatico,
mais especificamente no Axioma IV, do grupo de congruéncia, como nao existe ordem,
deve-se omitir a expressao “Um dado lado da reta”. Outra importante diferenca esta
no Axioma V, ao contrario do que ocorre na Geometria Euclidiana, na Geometria
Projetiva Eliptica Dupla temos que sempre ocorre intersecao entre quaisquer duas retas
e a intersecao ¢ dada por dois pontos, por este motivo o termo “Dupla”.

A regiao que no plano Euclidiano era denominada angulo, aqui tera uma regiao
correspondente a qual chamaremos de lua.

Seguem abaixo o sistema de axiomas da Geometria Projetiva Eliptica Dupla:

[. Termos Indefinidos:

Ponto, reta, plano, pertence e congruéncia.

II. Aziomas de Incidéncia:
11;: Para cada dois pontos distintos existe uma reta que os contém.

115: Existem pelo menos trés pontos que nao estao sobre uma mesma reta e

todos os pontos estao sobre o mesmo plano.

113: Toda reta contém pelo menos dois pontos.

IV. Aziomas de Congruéncia:

o7
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IV;: Se A e B sao dois pontos numa reta r, e A’ € um outro ponto de uma reta
Ty, nao necessariamente distinta da anterior, entao é sempre possivel encontrar

um ponto B’ em 7,y tais que os segmentos AB e A’B’ sao congruentes.

IV5: Se um segmento A’ B’ e um segmento A” B” sao congruentes a um mesmo

segmento AB entao os segmentos A’B’ e A”B" sao congruentes entre si.

IV3: Sobre uma reta r,, sejam AB e BC dois segmentos da mesma que,
exceto por B nao tém pontos em comum. Além disto, sobre uma outra ou a
mesma reta r,, sejam A'B’ e B'C" dois segmentos que, exceto por B’ nao tem
pontos em comum. Neste caso, se AB = A/B’ ¢ BC' = B'C" , entao AC = A'C".

IVy: Se Ly, ¢ uma lua e se r,, ¢ uma reta eliptica, entao existem duas retas
elipticas r,y e r,» tais que Ly, = L,y = L_,,». Além disto, cada lua é congruente

a sl mesma.

1V5: Se para dois triangulos A,y € Ay temos

uwv = u'v', ww =v'w e Ly = Ly,
com
/ !/ !/ / / !/
n=uxv, v=wxu e n=uxv, v=w xu,
entao Ay, € congruente a Ay

Axiomas das Paralelas:

Seja 1, uma reta e A um ponto nao pertencente a r,. Entao toda reta que
passa por A intersecta 7).
Axiomas de Continuidade:

Existe uma correpondéncia biunivoca entre os nimeros reais e os pontos de

um reta menos um de seus pontos.

4.1.1 Distancia Esférica

Nosso objetivo serd estudar o conjunto S* = {v € R3, |jv|| = 1} C R? equipado com

uma funcao distancia.

Sejam v e v € S C R® e O(u,v) € [0,7] a medida do dngulos entre eles. Assim,

como vimos no capitulo anterior:

)
e A

além disso, sabemos que:

o x o
0 =
sen B, v) = 1l el
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Como u,v € S?, devemos ter
cosO(u,v) = (u,v) e senf(u,v)=|uxv|.
Chamaremos de distancia em S? a funcio:
d:S* xS? —+ R, d(u,v) = 0(u,v).
Proposicao 4.1. Se 0(u,v) = d(u,v), entdo
0<d(u,v) <7 e duv)=rsv=—u

Demonstracao. A desigualdade segue diretamente da defini¢ao pois d(u,v) = 0(u,v) €
[0, 7].
Mostremos agora que d(u,v) =7 < v = —u.

(<) Se —u = v, entdo
cos O(u, v) = cos O(u, —u) = (u, —u) = —1 (u,u) = —1 |jul® = —1.

Como cosf(u,v) = —1 com 6(u,v) € [0, 7], segue que 6(u,v) = .
(=) Se d(u,v) = 7, entao

|lu x v|| = senf(u,v) =senm = 0,

além disso,

(u,v) = cos@(u,v) = cosm = —1.
Como ||u x v|| = 0, entéo pela Proposi¢ao 2.10 temos u = Av.
Logo,
(u,v) = A, 0) =X (v,0) = =1= A|v]|P =-1= A= —1.
Portanto, u = —wv. O

Para a proxima proposicao é aconselhavel rever a definicao de fungao distancia dada
em 3.2.

Proposigao 4.2. A funcio d : S* x S* — R, dada por d(u,v) = 0(u,v) € uma funcao

distancia em S?.

Demonstracdo. Sejam u, v, w € S? quaisquer.
D;: Por defini¢ao d(u,v) = 6(u,v) € [0, 7], assim, d(u,v) > 0.
Se d(u,v) = 0(u,v) = 0, entao

|lu x v|]| = senf(u,v) = 0.

Assim, pela Proposicao 2.10 segue que u = Av.

Além disso, (u,v) = cosf(u,v) =1, entdo

A=A1=\{(u,v) = (u, ) = (u,u) = ||[ul|* = 1.
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Portanto, u = v.

Por outro lado, se u = v, entao
cos O(u, v) = cos O(u,u) = (u,u) = |Jul® = 1.
Como 0(u,v) € [0, 7] e cosB(u,v) = 1, entao d(u,v) = (u,v) = 0.
Dy: Usando a propriedade comutativa do produto interno temos
cos O(u,v) = (u,v) = (v,u) = cos (v, u).
Como 0(u,v) € [0, 7] e cosO(u,v) = cosf(v,u), entdao O(u,v) = 0(v,u), logo
d(u,v) = 0(u,v) = 0(v,u) = d(v,u).

D3: Dividiremos essa demonstragao em 2 casos.
1° caso: m < O(u,v) + 0(v, w).

Como O(u, w) € [0, 7], entdo neste caso,
O(u, w) < < 0(u,v) + 0(v,w).

2° caso: O(u,v) + 0(v,w) < 7.
Sabemos que a funcdo cos : [0, 7] — R é decrescente.

Assim, se provarmos que
cos(0(u,v) + O(v,w)) < cosO(u, w),

teremos como consequéncia que 0(u, w) < 0(u,v) + 0(v, w).

Como
cos(B(u,v) + 0(v,w)) = cos O(u,v) cos (v, w) — sen §(u, v)sen 6(v, w),
entao

cos(O(u,v) + (v, w)) = (u,v) (v,w) — ||lu x v| ||v x w||. (4.1)

Além disso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
[{ux v, v xw)| < Jux vl lvxwl],
assim,
—|lu x| |lvx w|] < {(uxv,vxw) <|uxv||vxwl].
Portanto,

lu x o] v x w|| > = (uxv,0oxw) >—|uxv|]|vxw|.
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Assim, somando (u,v) (v, w) na inequagao anterior obtemos:
(u,v) (v,w) — |Jlu X v|| ||lv x w|| < (u,v) (v,w) — (uXv,v X W). (4.2)
Pela Proprosicao 2.10 temos

(u,v) (u, w)

(uxv,vxw)—det[
v, (v, w

assim, utilizando (4.2) em (4.1) obtemos

cos(O(u,v) + (v, w)) < (u,v) (v,w) — (u X v,v X W)
- <u> U) <U7w> - [<u7 U> <U7 w> - <U7 U> <u7w>]
= (u,v) (v,w) — (u,v) (v,w) + (v,v) (u, w)
= (v,v) (u,w)
Como (u, w) = cosf(u,w) e (v,v) = ||v||* = 1, segue que

cos(f(u,v) + cosb(v,w)) < cosb(u,w).
O

4.1.2 Retas Elipticas; Axiomas de Incidéncia e Axioma das Paralelas

Nesta se¢ao introduziremos o conceito de reta eliptica, além de verificar os axiomas
de Incidéncia e o axioma das Paralelas.

Dizemos que os grandes circulos da esfera unitaria sao equivalentes as retas da
Geometria Euclidiana, pois tanto nos grandes circulos como nos segmentos de retas a
trajetoria percorrida entre dois pontos é a que minimiza a distancia entre os mesmos.

Para explicar melhor o que significa esses grandes circulos, precisamos relembrar o
conceito de plano Euclidiano.

Chamaremos de I'" o plano de R? passando pela origem O e com vetor normal

n = (11, 72,13) nao nulo.
Assim, a equacgao linear do plano é

I +ny +n3z = 0.
Em outras palavras,
I ={weR*/ (w,n) =0},
onde (,) é o produto interno canénico.

Observacao 4.1. Como vimos anteriormente, I' é um subespaco vetorial de R3. Para
destacar o vetor normal 7, denotaremos I' por T',, ou seja, I, é o tinico plano de R?

contendo a origem cujo vetor normal é n = (1,12, 73)-
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Exemplo 4.1. Sen = (5,7,1) € R3, entdo o tinico plano que contém a origem e possui
1 como vetor normal é o conjunto formado por todos os vetores v = (z,y, z) tais que
St + Ty + z = 0.

Definicao 4.1. Uma reta eliptica é um subconjunto r C S* onde r = S* N T, para
algum wvetor normal n. Para deixar claro qual vetor normal estd sendo usado para

definir v, denotaremos r = r,,.

Chamaremos S? de plano eliptico e seus elementos de pontos elipticos. Além disso,
quando usarmos a expressao grande circulos estaremos nos referindo as retas elipticas.

Portanto, uma reta eliptica é o subconjunto do plano eliptico formado pelos pontos
(z,9,2) € R? satisfazendo as equagoes :

P42 =1
T, .
mx +mny+mnzz =0

Segue abaixo a ilustracao da reta eliptica .

Figura 4.1: Reta Eliptica determinada por I,

Definicao 4.2. Dizemos que v € S* e uma reta elitica r, C S* sao incidentes se v € ry.
Proposicao 4.3. (Critério de Incidéncia)
Sejam um vetor v € S* e um grande circulo r, C S?, entdo

v e r, sio incidentes se, e somente se, (v,n) = 0.

Demonstragio. (=) Se v e 1, sdo incidentes, entao v € r, = I, N S?.
Assim, v € T, = {w € R*/ (w,n) = 0}, de onde segue que (v,n) = 0.
(<) Por outro lado, se (v,n) = 0, entao

van:{w€R3/<w,n>:0},

assim, como v é um vetor de S?, segue que v € r,, = SN T,

Portanto, v e r, sao incidentes.
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Verifiquemos agora a veracidade do Azioma I3, ou seja,
“Existem pelo menos dois pontos em uma reta”.

Dado uma reta eliptica r,, com 7 = (91,72, 73), entdo a equacao

((z,y,2),m) = mx +ny +n3z =0,

possui infinitas solugoes. Tomando u # 0 e v # 0 dois pontos quaisquer do conjunto

solugao, com u nao sendo um multiplo de v, entao

e
'L‘ _ el
o] [loll
‘ L‘ (1]
Il [l
Além disso, i —— sao distintos, caso contrario u e v seriam multiplos. Portanto,

— e v Sao pontos distintos em 7).
[l o]

Mostraremos agora que também é verificado o Azioma I, ou seja,
“Dois pontos distintos determinam uma reta”.

Sejam u, v pontos distintos de S2.

Primeiramente mostremos que
n =wu X v é o vetor nulo se, e somente se, u = —v.
Sabemos da Proposicao 4.1 que
u=—v<(u,v)=du,v) =m.
Como, ||u x v|| = senf(u,v), e u e v sdo distintos, segue que
u=—-v<0(u,v) =715 ||luxv| =senb(u,v) =0< uxv=0.

Assim, no caso v # —v, temos 7 = u x v # 0 e podemos consider o plano I'; e a
reta eliptica r, = I, N S?, para n = u x v.

Como u x v é ortogonal aos vetores u e v, temos

(u,n) = (u,u x v) =0=(v,u xv)=(v,n).
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Assim, do critério de incidéncia dado na Proposicao 4.3, segue que
U,V € Ty,

ou seja, u e v determinam a reta r,,.
A reta determinada por u e v é unica.

De fato, suponha que exista outra reta ry tal que
wveEry; e ry=I5NS?

com I'; passando pela origem.
Sabemos da Geometria Euclidiana que trés pontos nao colineares em R? determinam
um unico plano, assim como u,v e a origem sao pontos nao colineares pertencentes a

I, e I'y, entao I';) = I';. Portanto,
_ 2 _ 2
ry=I5NS"=TI,NS" =mr,.

Se u = —wv, terfamos u X v = 0, e nao seria possivel determinar o plano I',.
Neste caso, tome 1 € R® um vetor nao nulo qualquer tal que (u,n) = 0.

Como u = —v segue que

(v,m) = (=D w,n) = (=1) (u,n) =0.

Portanto, (u,n) = (v,n) = 0, e pela condi¢ao de incidéncia dada na Proposigao 4.3,
temos que u e v pertencem a r,.

Assim, u e v ndo determinam uma tnica reta, pois para cada 1 nao nulo e ortogonal a
u, podemos formar uma reta eliptica r, passando por u e v.

A figura abaixo ilustra as infinitas retas passando por u e v, no caso u = —wv.

Figura 4.2: Infinitas retas passando por u e v

Proposicao 4.4. Se T, e T, sao dois planos distintos do R® contendo a origem, entao
a intersecdo dos planos é uma reta Euclidiana do R® contendo a origem e formada

pelos mailtiplos do vetor w =mn X v (veja figura 4.3).
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Figura 4.3: Intersecao de planos euclidianos

Demonstracao. De fato, temos
FU = {J]GRP)/ <$a77> :0}7
r, = {y€R3/(y,y>:0}.

Assim,

[,NT,={zeR%/(z,n)=0e (z,v) =0}.

Verifiquemos que
I,Nnl, ={Anxv),AeR}.

Pela Proposicao 2.8 temos (n,n x v) =0 = (v,n X v).
Logo, (n,A(n x v)) = AX(n,n xv) =0,¥Y A € R, ou seja,

Anxv)el,, VAXeR.

Da mesma forma, (v, A\(n x v)) =0,V A € R.
Portato, A(n xv) e I', NT',,V A € R.
Por outro lado,
rel',NTI'), = (z,n) =0=(z,v).

Assim, segue da Proposicao 2.10 que
(nxv)xz=(nz)v+vz)n=0.

Logo, [|(n x v) x z|| = 0.

Portanto, da Proposicao 2.10 segue que {z,n x v} é L.D, ou seja, existe A € R com

r=Anxv).

]
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Proposigao 4.5. (Concorréncia de duas retas)
Duas retas elipticas distintas, digamos r, e r,, sempre se intersectam. Além disso,

a intersecao ocorre em dois pontos, a saber:

1 1

Uq nxXv e UQZ—WT]XV.

Al x|

Demonstracao. Sejam r, = 1", N S?er,=I,NS%
Observe que

r,Nr,=T,NT, NS

além disso, pela proposicao anterior temos
r,nT,={Anxv); AeR}.

Como os vetores de S? sdao unitarios, dado um vetor w pertencente a r,Nr, = I',N[,NS?
9 n n 9

deve existir A € R tal que
w=Anxv) e J|uw|=1,

assim,
L= Jlw[] = [[A(n x v)[| = [Al{ln x v

Logo, |\ = , Ou seja,

1
In > v|

1 1

A ou A=

x| I x v||’

Portanto, os unicos pontos em r, N7, sao

1 1

U= ——N XV € Uy=—7
I vl I x vl

n X V.

]

A figura abaixo mostra uma ilustracao da interse¢ao das retas elipticas r, e r, no

ponto u; e no seu antipoda us.

Figura 4.4: Intersecao de retas elipticas



Geometria Projetiva Eliptica Dupla 67

Segue da proposicao anterior que o Azioma das Paralelas é satisfeito, ou seja,

“Se r, é uma reta e A um ponto nao pertencente a r,, entao toda reta que

3 bh)
passa por A intersecta r,”.

De fato, dado um ponto A nao pertencente a uma reta eliptica r,, se r, passa por A,

entao pela proposigao anterior r, intersecta r, em dois pontos.

Proposicao 4.6. (Equacdo de colinearidade para trés pontos)

Se u,v,w € S?, entao u,v,w sio colineares se, e somente se, det [u,v,w] = 0.

Demonstracao. Analisemos primeiramente o caso em que u, v, w nao sao todos distin-
tos. Neste caso, sem perda de generalidade suponha que u = v.

Sabemos que dois pontos distintos determinam uma reta, logo u,v e w sao coline-
ares, ja que u = v. Por outro lado, sabemos que se duas linhas de uma matriz sao
multiplas uma da outra entao o determinante é nulo, assim det [u, v, w] = 0. Portanto,
neste caso nao ha o que provar.

Consideremos agora o caso em que u,v,w € S? sao trés pontos distintos, tal que
v = —w.

Sendo u e w dois pontos distintos, entao u e w sao colineares, ou seja, existe uma reta
eliptica 7, com u,w € ).

Observe que pelo critério de incidéncia dado na Proposicao 4.3 temos

wer,=(wmn =0 = —(w,n =0
= (~w,n) =0=(v,n) =0

= ver,.

Logo, neste caso temos u, v e w colineares.
Além disso, det [u, v, w] = 0 pois a matriz possui linhas proporcionais.
Portanto, neste caso também nao hé oque provar.

Pelas consideracoes anteriores, basta mostrarmos que a proposicao é verificada no
caso em que u,v,w € S? sdo trés pontos distintos com v # —w.

Por defini¢ao, trés pontos sao colineares se, e somente se, existe uma reta eliptica
contendo os mesmos, ou seja, u, v € w sao colineares, se e somente se, existe r, = FnﬂSQ
tal que u, v, w € ry,.

Como v # —w sabemos que temos uma tunica reta contendo v, w. Tal reta contendo
vew édada por r, =T, NS? com n =v X w.

Assim, u, v e w sao colineares no plano eliptico S? se, e somente se, u, v e w pertencem
ao plano I';, com n = v X w.

Portanto, u, v e w sao colineares no plano eliptico S? se, e somente se,

<u777> = <?),77> = (wﬂ?> = 0.
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Como (v,n) = (v,v X w) =0 e (w,n) = (w,v X w) = 0, entdo
u,v e w sao colineares se, e somente se, (u,n) = 0. (4.3)
Como (u,v X w) = det [u, v, w], concluimos por (4.3) que
u, v, w sdo colineares se, e somente se, det [u, v, w] = 0.
O

Como todos os pontos sao tomados no plano eliptico S?, para verificarmos o Azioma

115, basta mostrar que
% . A~ ~ =~ 29
Existem pelo menos trés pontos que nao estao em uma mesma reta”.

Observe que esta afirmacao segue diretamente da proposi¢ao anterior.
De fato, sejam u e v pontos distintos de uma reta eliptica r, e tome w € S?, com
det [u, v, w| # 0. Assim, pela proposi¢ao anterior u,v e w sd@o pontos que nao estao em
uma mesma reta.

Mostremos agora a seguinte condi¢cao para concorréncia entre retas elipticas:

Proposicao 4.7. (Condigcao para retas projetivas serem concorrentes)

Sejam r,, v, e, trés retas elipticas, entao
Ty, Ty €7y, SGo concorrentes se, e somente se, det n, p,v] = 0.

Demonstragio. Sejam r, =, NS* r, =T, NS?* er, =T, NS? trés retas elipticas e
suponha sem perda de generalidade que 7, e r, sao distintas.
Sabemos pela Proposicao 4.5 que
rrw::{"X“ _nxu}
TR Ul <ol S

assim, 7,,7, € r, sao concorrentes, se e somente se,

X X
uem ou = TH
7 % pl] 17 > p|

Ty.
Além disso, temos
uer, < (u,v) =0 —(u,v)=0%< (—u,v) =0.

Logo, r,,r, e r, sao concorrentes se, e somente se, (u,v) = 0.

Como

N X W 1
=0 ( —— =0 — =0 =0
(u,1) <H77 L > e (1) =0 (g ) =

entao, r,,r, € r, sao concorrentes se, e somente se,

0= (nxp,v)=detn,ur.
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Exemplo 4.2. Verifique se os pontos elipticos m,p e ¢ sao colineares e, caso sejam,
determine a reta eliptica r, que os contém.
1 V2 V2 V2 VT2
a)m:<1a070)7p: = = = |4 = ; 3 .
V5 V5 VB V1T V11 /11

Verifiquemos se m, p, ¢ sao colineares.

1 0 0
_ Lo e | VTV V22
det[m,p,q] = det V5 NG V5 —_?_54‘—5?750
2 T N2
V11 11 11

Portanto, m,n, g nao sao colineares.

(2 ) e (k) a0 )

Mostremos que m, p, ¢ sao colineares.

Sl

De fato,
11 1
V3 V3 VB
_ 1 1 1 _ 1 1 1 1
detfmpal=det | —5 7 75 | =55tz tas az=0
1 1
0 % ¥

Portanto, m, p, ¢ sao colineares.

Determinemos agora a reta que passa por eles.

Como m # —p, sabemos que r,, com 77 = m X p é a Unica reta eliptica contendo m e p.

Sendo m,n e p colienares, pela unicidade concluimos que m,p,q € r,,.

Temos
11 1 1 I
n=mxp = [det(‘/j f),—det(@ Vi),det(ﬁ Vi)]
V3 V3 V3 V3 V3 V3
2 2
= (0,—=,=].
(0-55)
Portanto,

. ?+y?+22 =1
" —%y + %z =0.
4.1.3 Retas Elipticas Orientadas

Sejam v um vetor e 1 o vetor normal ao plano I',.

Definigao 4.3. Se (v,n) > 0, entdo dizemos que v estd no semiespago positivo definido
por L'y, Se (v,n) < 0, entao dizemos que v estd no semiespago negativo definido por
I',. Além disso, se (v,m) =0, entdo v estd no plano I',,.
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A partir de agora quando usarmos a notacao I',, estaremos considerando I';, com
uma orientacao dada pelo vetor normal 7. Geometricamente, o semiespaco positivo
¢ o lado de “cima” do plano I';, ou seja, o lado do plano para o qual o vetor 7 esta

apontando.

Proposicao 4.8. Se A > 0, entao I'y = 1"y, como conjuntos e sao iguais como planos
orientados. Se A < 0, entao I'y = I'y, como conjuntos, mas sao distintos como planos

orientados.

Demonstragio. Mostremos que I';, = T'y,,V A € R?® como conjunto.
De fato, dado A € R temos

vel, e wn=0cXuv,n = X0 (v,\n) =0 v ely,.
Se A > 0, entao v estd no semiespaco positivo de I'), se, e somente se,

(v, >0 & A (v,n) > A0
< (v,A\n) >0

& v estd no semiespaco positivo de I'y,,.
Analogamente se A < 0, entao v estd no semiespaco positivo de I';, se, e somente se,

(v,n) >0 < A(v,n) <A0
& (v, An) <0

& v estd no semiespaco negativo de I'y,,.

]

Pela proposicao anterior para determinar um plano orientado contendo a origem
precisamos apenas de um vetor unitdrio n € S?. Tal plano serd denotado por T,

Observe que se escolhermos o vetor —n € S?, o plano I'_, serd um conjunto igual
ao anterior I';), mas com orientagao diferente.

Da mesma forma 7, denotard uma reta eliptica, com uma orientacao dada por 7,
onde para cada ponto p € r,, nXp = ¢,(p), é um vetor tangente ao grande circulo 7, no
ponto p e geometricamente descreve a velocidade de um movimento de uma particula
fazendo o percurso positivo sobre o grande circulo (veja figura 4.5).

Concluimos que cada ponto € S? determina um tnico circulo orientado, em
outras palavras, para descrever um reta eliptica precisamos apenas de um vetor unitario
n € S?, tal reta eliptica orientada (grande circulo orientado) serd denotado por r,,.

Observe que as retas elipticas r, e r_, sao iguais como como conjunto, mas suas

orientacoes sao opostas.
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1

Figura 4.5: Orientacao da reta eliptica

4.1.4 Plano Eliptico Dual

Nesta se¢ao iremos discutir a respeito de um conjunto cujos elementos sao subcon-
juntos de um dado conjunto.

A primeira vista parece estranho, mas isso é mais familiar do que parece, por
exemplo quando estudamos o conjunto das partes de um conjunto A.

Considere agora R o conjunto das retas elipticas orientadas, ou seja, cada reta elip-
tica é um “ponto” do conjunto R. Nesta secao iremos construir um modelo geométrico
para ‘R.

Sabemos que cada ponto 1 € S? determina uma tnica reta eliptica r, e cada reta
orientada 7, determina um tnico ponto no plano eliptico n € S2.

Assim, podemos escrever o conjunto R, como:
R = {r,neS},
ou seja, podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca
Ty <1,

entre os elementos de R (retas elipticas orientadas) e os elementos de S?. Isto mostra
que existe a mesma quantidade de retas elipticas orientadas e de pontos elipticos (veja
figura 4.6).

Denotaremos o conjunto das retas elipticas orientadas por R = S** e chamaremos
de “plano eliptico dual” ou “esfera dual”.

No conjunto S** considere a mesma métrica ja definida na esfera, ou seja,
d:S*xS* =R

com d(n,v) =0(n,v).
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Figura 4.6: Plano eliptico dual

4.1.5 Isometrias em S?

Definigao 4.4. Uma isometria em S* é uma aplicagio sobrejetora U : S* — S? que

preserva a distancia, ou seja, 0 (U(u),U(v)) = 0(u,v), para quaisquer pontos u,v € S2.

Observagao 4.2. Toda isometria € injetora. De fato, se U é uma isometria entao

dados u,v € S? quaisquer, temos
Uw)=U(u)=0(U(u),U(v)) =0= 0(u,v) =0. (4.4)
Agora, sabemos pela Proposigao 3.2 que d(u,v) = 0(u,v) é uma funcao distancia, logo
O(u,v) =0=u=n. (4.5)

Segue de (4.4) e (4.5) que

Portanto, U ¢ injetora.
Como pela definicao ja temos que U é sobrejetora, podemos concluir que toda
isometria é bijetora.

s

Teorema 4.1. (Classificagio de isometrias em S*) Uma aplicagio Uy : S* — S? é

uma isometria se, e somente se, Uy for a restricao a S* de um operador ortogonal
U:R>— R3.

Demonstragdo. (=) Seja Up : S* — S? uma isometria e considere o seguinte operador
U : R?® — R3 dado por :

v
loll Us (—) D,

Uv) - ol
0, v=0.
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v
Observe que U estd bem deﬁnido, pois para v # 0 temos WH =1, ou seja, W € s?
v

e podemos aplicar Uy em —

|| I
Além disso, Us: = U
De fato, dado v € S? temos v # 0 e ||v|| = 1, assim

0(0) = ol (1) = o)

Provemos agora que U : R® — R3 é um operador ortogonal.
Se v #£ 0 e u # 0, entao

U, U() = <|IUH Uo (HUH) 0T <H>>
= Jlull o] <U0 <HUTH) Uy (ﬁ» = [lull llo] <||7u|| ﬁ>

[l o]

= (u,v) = (u,v).

el [l

A terceira igualdade é valida pois sendo Uy : S* — S? uma isometria, entao dados

z,w € S? temos

(Uo(2), Up(w))
1To () |Uo(w)]|
{2,

= cosf(z,w) =

= cosO(Up(z), Up(w))

w)
2] ]l

desde que [[z]| = [[w]| = [[Us(2)|| = |Uo(w)]| = 1.
Observe que para v = 0 a verificagao é imediata.

(Uo(2), Up(w))

<Z7w>7

(<) Seja U : R¥ — R? um operador ortogonal. Observe que U preserva norma,
pois,
U @)1* = (U(w), Uw)) = (uu) = [[ul® = [[U@)]| = [ul|.
Considere agora a restricao de U2 = Uy : S* — S2.

Observe que a funcao Uy estd bem definida, pois para todo v € S?
[Uo()[| = IU@)]| = [lv]l = 1,

ou seja, Up(v) € S2.
Além disso, como U é um operador ortogonal temos

(Uo(u), Up(v)) . .
D@0~ Lol o)

= (U(u),U(v)) = (u, v)
= {u, v) = cos 0(u,v),

el fl]]

cos O(Uy(u), Up(v))
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desde que [Jul] = [jo] = [Us(u)]| = [Us(v)[| = 1.
Como 0(u,v) € [0, 7], segue que O(Uy(u), Uy(v)) = 0(u,v).
Provemos agora que Uy é sobrejetor.

Sabemos da Proposicao 3.1 que U é uma aplicacao linear e

{U(e1), Ulez),U(es)} = {Uo(e1), Up(ea), Up(es) }

é uma base ortonormal de R?3.

Assim, dado w € S? qualquer, existem tinicos a1, s, g € R tais que
w = a1U(e1) + axU(e2) + azU((es).

Como U é linear, entao

w = U(a1€1 + ageg + 05363)7

além disso, como U preserva norma temos
1= H'LUH = HU(alel “+ apeg + 04363)“ = HO&1€1 + apeg + CK3€3H .

Logo, © = aje; + asey + ases € S? e

desde que Uy = Us2. Assim, Uy é sobrejetor.

Portanto, U, ¢é isometria. O

4.1.6 Axiomas de Congruéncia e Axioma de Continuidade

Nesta segao verificaremos os axiomas do grupo de Congruéncia e o Axioma de
Continuidade. Para isto é necessario introduzirmos o conceito de Conguéncia, Angulo
(Lua) e Triangulo na Geometria Projetiva Eliptica Dupla.

Além disso, é preciso deixar claro que como comentado anteriormente, ao referirmos
a um segmento de reta eliptica r, com extremos v e v, devemos especificar qual dos
dois arcos estamos nos referindo. Para isso basta citar um terceiro ponto que esteja no

arco considerado.

Definicao 4.5. Na Geometria Eliptica, dizemos que dois segmentos sao congruentes

se existe uma isometria em S? que aplica um segmento no outro.

Definicao 4.6. Cada reta eliptica v, divide a esfera S* em duas regices, uma delas é
o hemisfério formado pelos pontos u € S%, tais que {(u,n) > 0, chamada de semiplano
positivo e denotada por H,; a outra regico é o hemisfério formado por aqueles pontos

u € S?%, tais que (u,n) <0, chamada de semiplano negativo.
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Observagao 4.3. Se (u,n) > 0, entdo

cosf(u,n) = wm) >0

[ 7]
Logo, 0(u,n) € [O, %), ou seja, 6 é um angulo agudo.
Seguindo esse mesmo raciocinio, se (u,n) < 0 entao 6(u,n) é um angulo obtuso.
Portanto, o semiplano positivo é formado por 7, e pelos vetores de S* que formam
um angulo agudo com o vetor 7, e o semiplano negativo é formado por 7, e pelos vetores

de §? que formam um angulo obtuso com o vetor 1.

A figura abaixo é uma representagao do semiplano positivo determinado por 7.

n

Figura 4.7: Semiplano positivo

E conveniente relembrarmos que na Geometria Euclidiana plana a intersecao de
dois semiplanos positivos determina uma regiao chamada de angulo.

Seguindo essa mesma construgao iremos definir na Geometria Eliptica o equivalente
ao angulo da geometria Euclidina plana, mas para isso precisamos considerar as retas

elipticas orientadas para sabermos qual dos dois semiplanos estamos nos referindo.

Definicao 4.7. Um dngulo ou uma lua no plano eliptico S?, determinado por duas
retas elipticas distintas e orientadas ry, e r,, € o conjunto formado pela intersecao dos
semiplanos positivos determinados por r, e r,. O angulo formado por r, e r, serd

denotado por Ly, assim temos
L, =H,NH,.
Os vértices da lua Ly, sao os pontos:

n X pu n X fi

U = e —u=— ,
lm > pl] ln > pl
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e a medida de uma lua L,,, é definida como sendo 6(n, —p) (veja figura abaizo).

Figura 4.8: Medida da lua

Feito isto, seguem as mesmas terminologias: angulos agudos, obtusos, suplementa-

res, complementares, retos, opostos pelo vértice, entre outras.

Definicao 4.8. Duas luas L, e L,y sao ditas congruentes se existe uma isometria em

S? que aplica biunivocamente uma lua na outra. Neste caso denotamos por Ly, = Ly,

Verificaremos agora os axiomas de congruéncia.

Axzioma IV;:

“Se A e B sao dois pontos numa reta r, e A’ é um outro ponto de uma reta
7y, Nao necessariamente distinta da anterior, entao é sempre possivel
encontrar um ponto B’ em 7,/ tais que os segmentos AB e A’B’ sao

congruentes”.

Considere pontos A e B na reta eliptica 1, e A’ é um outro ponto de uma reta r,y.
Mostremos primeiramente que existe uma aplicagao que leva r, em 7.
Se r, = r,y entao a funcao identidade aplica 7, em r,/, caso contrario, temos pela

Proposigao 4.5 que r, N7,y = {u, —u}, onde
n <1
[l x 7|

Assim, considerando como eixo de rotacao o vetor u e angulo de rotacao 6 a medida

da lua L,,, temos uma rotacao R; que aplica r, em r,,.
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Agora, considerando como eixo de rotacao o vetor 1, e angulo de rotagao o angulo
Rl(A)aA’ (considerado no plano I',/), obtemos uma rotagao Ry : R* — R? que aplica
Ry(Ry(ry)) em 7,y com Ry(Ry(A)) = A’ (veja figura 4.9).

Figura 4.9: Rotagoes do Axioma IV}

Definindo agora o ponto B’ como sendo a imagem (R o Ry)(B) = B’, temos
(R2 9] Rl) (E) =AB.

Como toda rotac¢ao é uma aplicagao ortogonal (veja exemplo 3.3), e composta de apli-
cagoes ortogonais é uma aplicacao ortogonal (veja exemplo 3.1), segue que Ry 0o Ry é
uma aplicacao ortogonal, além disso temos pelo Teorema 4.1 que a restricao de Ryo Ry

4 S? é uma isometria em S? que aplica AB em A’B’, portanto
AB = A'D.
Azioma IV :

“Se um segmento A’B’ e um segmento A”B"” sao congruentes a um mesmo

segmento AB entao os segmentos A'B’ e A”B" sao congruentes entre si”.

Se A’B’ e A”B” sao congruentes a AB, entdo existem isometrias 77,75 : S — S? tais

que

T\(AB) = 7B" o T,(AF) = 4B,
assim,
(TyoTo) (AB') =T, (I (A’B")) = T1(AB) = A"B".
Além disso, T o Ty preserva angulo, de fato, como 77 e T3 s@o isometrias, dados quais-

quer v, w € S? temos

O(Ty o T3)(v), (Ty o Ty)(w)) = O(Ta(To(v)), Ty (T2(w))) = O(Ta(v), Tao(w))
= O(v,w).
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Portanto, T} o T; é uma isometria que aplica A’B’ em A”B”, ou seja, A'B’ e A”B" sao
congruentes.
Azioma IV3 :

Sobre uma reta 7,, sejam AB e BC dois segmentos da mesma que, exceto
por B nao tém pontos em comum. Além disto, sobre uma outra ou a

mesma reta r,/, sejam A’'B’ e B’C’ dois segmentos que, exceto por B’ nao

tem pontos em comum. Neste caso, se AB = A'B’ e BC = B'C"", entao
AC = A'C'.

Considerando o segmento AB sobre a reta eliptica 7, e o ponto A’ sobre a reta 7y,

entao seguindo a construcao feita no Azioma IV, obtemos uma isometria U que aplica
Y

r, em 1, com U(A) = A

Como AB = A’B’ e BC' = B'C", entao existem isometrias U; e Uy com

U,(AB) = A’/B" e U,(BC)= B'C".
Como isometrias preservam angulo temos
AOB = AOB ¢ BOC = B'OC'
Assim, como U é uma isometria com U(A) = A’, entao
UB)=B e U(C)=C"

Portanto, AC' = A’C" (veja figura 4.10).

Figura 4.10: Rotagoes do Axioma IVj3
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Axioma IV} :

Se L,, é uma lua e se r,, é uma reta eliptica, entao existem duas retas
elipticas r,, e r,» tais que L,, = L,y,y = L_,,». Além disto, cada lua é

congruente a si mesma.

Sejam L,, a lua formada pelas retas elipticas orientadas r, e r,, e 7, uma reta
eliptica orientada qualquer.

Se 1, = 1, entao tomando 1,y = 7, temos Ly, = Lyy,.

Para determinarmos r,~, observemos que neste caso temos pela Proposicao 4.5 que
ry N1, = {u, —u} com

nXv
U= —-:.

In x v

Assim, tomando a rotagao R, com eixo de rotacao o vetor u e o angulo de rotagao 6,

onde 0 ¢é a medida da lua L,,, obtemos a reta eliptica
rynm = R(TV).

Logo, por construcao temos Ly, = L, = L_,,» (veja figura 4.11).

Figura 4.11: Luas equivalentes 1

Para o caso em que r,, é distinta de r,, entao considere as rotagoes R; e Ry com

eixo de rotagao sendo o vetor
nx v

V=
I > v|I”

e angulos de rotacoes sendo —6 e 6 respectivamente, onde 6 ¢ a medida da lua L,,.

Assim, definindo
ry=Ri(r_y) e 1= Ry(ry)

obtemos por construgao as igualdades L,, = L,,» = L_,,» (veja figura 4.12).
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Figura 4.12: Luas equivalentes 2

Para provar que uma lua L,, ¢ congruente a si mesma, basta considerar a aplicagao
identidade em S?, id|, : §* — S*.

Antes de verificarmos o axioma IVj é preciso introduzir alguns conceitos.

Definigao 4.9. Sejam u,v,w € S? trés pontos tais que det [u,v,w] > 0, ou seja, o
conjunto {u,v,w} € uma base ordenada positiva de R>.

O triangulo eliptico Ay definido por u,v e w € dado por
Ayow =HyNH,NH,.

O triangulo € formado pelos arcos das retas elipticas ry,7,,7,, chamados de lados
desse triangulo, onde

N=uxXv, p=vXw, V=wXuU

Os pontos u,v e w sao chamados de vértices do triangulo (veja a ilustrag¢ao 4.13).

Figura 4.13: Triangulo eliptico I

Definicao 4.10. Dois triangulos elipticos sao ditos congruentes se existe uma isometria
que aplica biunivocamente um triangulo sobre o outro.

Verifiquemos agora o Axioma IVj :

“Se para dois triangulos A,,, € Ay temos

J— Iayl J— 1o/ J—
v=u'v, ww=vw e Ly = Ly,,
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com
n=uxv, v=wxu e n=uxv, V=w xu,
entao A,,, é congruente a A,/ .”

Se ¢ ¢é a medida da lua L,,/, entao efetuando uma rotagao de m — ¢ sobre o eixo

X /

T obtemos uma rotagao Uy que aplica r,, em 7,/ (veja figura 4.14).

Figura 4.14: Rotacgao 1

Depois efetuando uma rotagao, com angulo de rotacao U (u)@u’ sobre o eixo 7/,

obtemos uma rotagao U, que aplica 7,y em r,y com Us(Uy(u)) =o' (veja figura 4.15).

Como

Ui(w)Uy(v) = w0 = uw'', Up(u)Uy(w) =uw = w'w' e Ly, = Ly,

entao

U2 o U1<Auvw) = Au’v’w’-

Como U; e U, s@o aplicagdes ortogonais (veja exemplo 3.3), e composta de aplicagoes
ortogonais é uma aplicagao ortogonal (veja exemplo 3.1), entao Uy o U; é uma aplicagao
ortogonal.

Assim, segue do Teorema 4.1 que a restricio de Uy o U; & S? é uma isometria, e
portanto A, € congruente a Ay

A seguir verificaremos o Azioma de Continuidade, ou seja,
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“Uma reta eliptica menos um dos seus pontos é um modelo de uma reta

Euclidiana”.

Com o intuito de definir uma funcao
fe8t={0.1)} — Rx{0},

dado (z,y) € S! iremos achar o valor de A para que P = (\z,0) € R x {0} (veja figura

4.16).
\ (0,1)

Figura 4.16: Projecao estereografica I

Considere a reta

Observe que um ponto de r é da forma

(a?’,y’) = (07 1) + )\(x7y - 1) = (07 1) + ()\IL", A(y - 1))
— Ol Ay -—1).

1
Entao, o A procurado é tal que 1+ A(y — 1) = 0, ou seja, A = T

-y
Portanto,

f:St={(0,1)} — Rx{0}
(x,y) — (1fy,0).

Para mostrarmos que f é uma bijecao iremos construir uma inversa para f.

Queremos determinar uma funcao
g:Rx{0} — S'—{0,1)},

que associe (x,0) — P = (2/,y), como indicado na figura 4.17.
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\(n. 1)

Figura 4.17: Projecao estereografica II

Para isto considere a reta
s:(x,0)+ X ((0,1) — (z,0)) .
Observe que um ponto de s é da forma

(',y) = (z,0) + N(—z,1) = (2,0) + (=N, \)
= (z— Nz, \).

Assim, para P = (2/,y') pertencer a S* — {(0,1)}, devemos ter que (z')? + (y/)* = 1.

Calculando obtemos
(- N’ +(N)P=1 & 22222V +(N)2?+ (V) =1
& (P +1)(WN)?2 = 222N — (1 —2?) =0.
Resolvendo a equacao do 2° grau na variavel X' obtemos

x?—1

241

N=1loul\ =

Observe que X # 1, caso contrdrio P = (0,1) o que é um absurdo, pois P € S' —

{(0,1)}, assim

/\,_932—1 . 2r  x®—1
2241 Co\x2 4172241/
g:Rx {0} — St —{(0,1)},

e ( 2% :c2—1)‘

241" 22+1

Portanto,

Efetuando os calculos, verificamos que

(fog) (l’) = ($,0), v (SL’,O) € R x {0}7
(go f)(z,y) = (z,9), ¥ (z,9) € S' = {(0,1)}.
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Portanto, f é uma bijecao.
Como toda reta eliptica menos um de seus pontos tem bijegao com S' — {(0,1)},
concluimos que uma reta eliptica menos um de seus pontos é um modelo de reta

euclidiana.

Proposicao 4.9. A medida da lua L,, € dada por m — 60(n, j1).

Demonstragdo. Sabemos que a medida da lua L,, é dada por 0(n, —u), assim para

mostrarmos a proposicao basta mostrarmos que

0(n, —p) =m—0(n, p).

Como 6 € [0, ], entao basta mostrarmos que cos 0(n, —u) = cos(m — 0(n, u)).

Temos que

cosB(n, —p) = (n, —p) = — (n, p) = — cosO(n, p).

Da mesma forma temos

cos(m — 0(n, p)) = cosm cosB(n, u) + senmsend(n, u) = —cosO(n, p).

Portanto, 6(n, —u) = 7 — 0(n, 1) e o resultado segue. O

4.2 'Trigonometria Eliptica

Lembremos da Geometria Euclidiana que dados trés pontos nao colineares do plano
Euclidiano, digamos A, B e C, podemos construir um triangulo que possue como vér-
tices estes pontos. Denotemos esse triangulo por AABC e por «, 3 e v as medida dos
angulos de vértices A, B, C' respectivamente. Além disso, denotemos por a,b e ¢ as

medidas dos lados opostos aos vértices A, B, C' respectivamente (veja figura 4.18):

Figura 4.18: Triangulo euclidiano I
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No estudo de Trigonometria nos deparamos com as seguintes igualdades:

sena_ senfi ny (Lei dos Senos)
a b c
> = a’+b®—2abcosy. (Lei dos Cossenos)

A Lei dos Cossenos na Geometria Euclidiana é uma generalizagao do Teorema de

Pitdgoras, de fato aplicando a Lei dos cossenos para v = 7, obtemos

& =a?+b* —2abcosy = a* + V? —Qabcosg =a® + b7,

assim, ¢? = a? + b* (Teorema de Pitdgoras).

Na fundamentacao axiomatica da Geometria Euclidiana, é possivel mostrar que a
soma dos angulos internos de um triangulo é 180° (vide Apéndice A).

Nosso objetivo nesta secao ¢ demonstrar leis, equivalentes as leis do seno e cosseno,
para a Geometria Eliptica e mostrar que a soma dos angulos internos de um triangulo
eliptico ¢ maior que 180°. Também trataremos um pouco do triangulo dual e suas

propriedades.

4.2.1 Lei dos Senos

E conveniente fixarmos uma série de dados de um triangulo eliptico para estudar a
trigonometria eliptica.

Dado um triangulo eliptico A, diremos que a medida dos angulos de vértices
u, v, w medem respectivamente «, 3 e ; e as medidas dos lados opostos aos vértices

medem a, b, ¢ respectivamente (veja figura 4.19)

u Fe

Figura 4.19: Triangulo eliptico I,

r, ¢ a reta eliptica que passa por v e v e tem como normal 7;
r, € a reta eliptica que passa por v e w e tem como normal f;

r, € a reta eliptica que passa por u e w e tem como normal v.
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Dados referentes aos vértices.

1) Vértice u

* O lado oposto ao vértice u estd contido em r,, onde u = v x w;
* A medida do angulo com vértice u é a = 1 — (v, n);

* A medida do lado oposto ao vértice u é a = (v, w).

2) Vértice v
x O lado oposto ao vértice v esta contido em 7, onde v = w X u;
x A medida do angulo com vértice v é § =7 — 0(n, u);

* A medida do lado oposto ao vértice v é b = 0(w, u).

3) Vértice w
* O lado oposto ao vértice w esta contido em r,, onde n = u x v;
* A medida do angulo com vértice w é v =7 — 0(u, v);

* A medida do lado oposto ao vértice w é ¢ = 0(u,v).

Proposicao 4.10. Com a notacgao firada temos as relagoes

nxp= vy, pxv=nww vXxXn=/ {uu)u.

Como consequéncia, valem as igualdades das normas

7 > pll = |lpx v =[v>xnq|.

Demonstracao. Sabemos que ¥ = w X u e n = u X v, assim pela Proposic¢ao 2.10 temos

vxn=(wxu) X (uxv)={(wuxv)u— (uuxv)w.

Como u x v é ortogonal a u, entao (u,u X v) = 0.
Portanto,

vxn=(wuxuv)u=(w,n)u.

Analogamente n X p = (u, ) v e u X v = (v,v)w.
Pela identidade ciclica feita na Proposicao 2.10 temos

(wop) = (w0 w)
— {w,u x v) = {w,n)

= (w,uxv)={v,wxu)y=(v,v).
Assim, pela comutatividade do produto interno segue que

nXp o= {pu)yv=(v,v)v
vxn = (nw)u=(uu)u

pxv = (v,o)w=(nw) w.
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Em particular temos

I < pll = [[{u, w)oll = [Ku, w0l = Ku, 1)

> vl = [{v,v) w] = [0, )] w] = [{v, )]

v >l = [[{w, n) ull = Kw, | |ull = [w, )]
Portanto,

lv x|l = [l x vl = {ln x pll.
]

Proposicao 4.11. Seja Ay um triangulo eliptico. Se a,b e ¢ sao as medidas dos
lados opostos aos vértices u,v e w, respectivamente e o, B e v 0s angulos com vértices

em u,v e w, respectivamente, entao
sena senb senc = sena senf senc = sena senb sen-y.

Demonstracao. Seja A, um triangulo eliptico, onde a, b e ¢ sao as medidas dos lados
opostos aos vértices u,v e w, respectivamente e a, 3 e v os angulos com vértices em

u, v e w, respectivamente, como indicado na figura 4.20:

Figura 4.20: Triangulo eliptico 11,
I) Sabemos que a = m — 6(v,n), assim
senf(v,n) = sen (T — @) = Sen 7T COS (x — SEN (v COS T = Sen (.
IT) Como v = w X u, temos
[l = llw > ull = [Jwl] |[ull sen 6(w, u) = [[v]| = sen 6w, u) = [[v]| = senb.
I17) Como n = u X v, temos
Il = {lu x vl = [[ull [[v]] sen 6(u, v) = [In]] = sen 6(u, v) = [In]] = senc.

IV) Sabemos que o« = m — (v, n), assim

lv xn|| = [[v||||n|| sen@(v,n) = senb senc sen(m — o) = senb sen ¢ sen a.



88 Geometria Projetiva Eliptica Dupla

De modo analogo, obtemos que
ln x p|| =sena sencsenfs e ||u X v|| =sena senb seny.

Pela Proposic¢ao 4.10 temos ||n X pl| = ||u x v|| = ||v x n]|.

Portanto,

sena senc sen § = sena senb seny = sen b sen ¢ sen av.

Proposicao 4.12. (Lei dos Senos e Lei dos Cossenos)
Seja Ayww um triangulo eliptico. Se as medidas dos lados opostos aos vértices
u,v,w sao respectivamente a,b,c e as medidas dos angulos com vértices u,v,w sao,

respectivamente, o, B e vy, entao

senav  senf3  senwy cosc — cosacosb
= = ; cosy =
sena senb  senc sena senb
Demonstragao. 1) Provemos primeiramente que
sena  senf3  senvwy
sena senb senc’
Pela Proposicao 4.11 temos
sen o senb senc = sena sen 5 senc = sena senb sen 1. (4.6)

Observe que a,b e ¢ sao valores em (0, ), de fato se ¢ = 6(u,v) = 0, entao usando

que d(u,v) = 0(u,v) é uma funcado distancia temos
du,v) =0(u,v) =c=0=u=n.

Segue que
det(u, v, w) = det(u,u,w) =0,

o que contradiz a definicao de triangulo eliptico dado em 4.9.

Da mesma forma, se ¢ = 0(u,v) = 7, entdo pela Proposigao 4.1 temos
U= —uv.

Segue que
det(u,v,w) = det(u, —u,w) = 0,

contradizendo novamente a definigao 4.9.
Portanto, ¢ € (0,7). Analogamente temos a,b € (0, ).
Como a € (0, 7) entdao sena > 0. Assim, dividindo as igualdades em (4.6) por sen a,

temos
sen o

sen bsen ¢ = sen Jsenc = senbseny
sena
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agora dividindo as igualdades acima por sen b, obtemos

sen o sen 3
senc = sen c = sen-y.
sen a sen b

Por fim dividindo as igualdades acima por sen ¢, concluimos que

sena  senf3  senvwy

sena senb senc
IT) Provemos agora que

cosc — cosa cosb

ST = sena senb
Temos

cosa = cosf(v,w) = % = cosa = (v,w)
vl| ||w

cosb = cosB(w,u) = % = cosb = (w,u)
w|| [Ju

cosc = cos O(u,v) = % = cosc = (u,v)
ul| [Jv

Logo, utilizando a Proposicao 2.10 segue que

) = (0 xw) (o xa)) = det | 0
(w, w) (w,u)
— det| ¢ B _ cosa cosb — cose.
1 cosb
Observe que
[ x w]]
sena = senf(v,w) = —— = |Jv X w|| = |||
[oll fwll
X
senb = senf(w,u) = llew > ] = [Jw x ul| = ||v| .
[[ew][ fJull
Assim,
(v) = Nl 7]l cosB(u, v) = sema senb cos(r — )
= sena senb [cosT cos7y + senm sen ]
= sena senb (—cosvy) = —sena senb cos~.
Segue que
—sena senb cosy = cosacosb — cosc,
ou seja,

cosc — cosacosb

cosy =
sena senb
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4.2.2 Area de Triangulos

Como ja vimos, em um triangulo Euclidiano, cujas medidas dos angulos internos
sao a, 8 e v, é valido a igualdade a4 5+~ = 7. Porém isto nao ocorre em um triangulo
eliptico A C S?, cujas medidas dos angulos internos sao a, 3 e 7.

Nosso objetivo nesta secao é provar que o +  + v > 7, mas para isso precisamos
saber calcular as dreas de toda a esfera e das luas da esfera.

Sendo assim, considere £ a lateral do cilindro circunscrito a esfera e f : £L — S2,
a aplicacdo que a cada P € L associa ao ponto f(P) € §? (veja figura 4.21).

Uma propriedade da aplicagao f é que ela preserva areas, além disso, temos f(L£) =
S2.

Figura 4.21: Cilindro circunscrito a esfera

Sendo assim, uma lua na esfera unitaria de angulo « é obtida pela projecao por f

de uma faixa com altura 2 (pois o raio da esfera é 1) e largura « (veja figura 4.22).

Figura 4.22: Planificacao da lua

Como a area da faixa é 2a, a area da lua também sera 2.
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Proposigao 4.13. (Teorema de Girard)
Seja Aypw um triangulo eliptico. Se as medidas dos angulos determinados pelos

vértices u, v, w sao respectivamente «, 8 e 7y, entdao
Area(Aypw) =+ +7v — .

E como consequéncia, teremos que as medidas dos angulos de um triangulo eliptico
satisfazem a desiqualdade:
a+B+vy>m.

Demonstragao. Sejam Ly, Ly, e L,, luas de medidas 2c, 23 e 27 respectivamente.

vn

Consideremos L,,, L, ,, L, as luas simétricas, em relagao a origem, das luas L, Ly,

e L, respectivamente, ou seja,

L, = {-v,v e L,,},
L, = {-v,v e L,},
L, = {-v,veL,}.

Desta forma, as areas de duas luas simétricas sao iguais, ou seja, as medidas de
L, Ly, L, sao respectivamente 2a, 23 e 27.
Seguindo a notacao acima, concluimos que a esfera é descrita como a uniao de seis

luas (veja figura 4.23):

S? = LyyU Ly, UL, UL, UL UL,

Figura 4.23: Luas cobrindo S?

Além disso, obtemos dois triangulos elipticos simétricos
Aypw = Lyy N Ly N Ly € Ay, =L, 0L, NL,,.

Teremos que a drea da esfera nao serd a soma das éreas de Ly, Ly, Ly, Ly, Ly, Ly, s

pois se efetuarmos tal soma, a area do triangulo eliptico citado acima, sera contabilizada
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trés vezes, bem como a area de seu simétrico.

Assim, a drea de S?, A(S?), serd dada pela igualdade

A(Lyy) + A(Lyy) + A(Ly) + A(Ly,) + A(Ly,) + A(L,,) — 24 (Duw) — 24 (A,

uvw) )

ou seja,
ASY) = 2a+28+2y+2a+28+ 27 — 24 (Apw) — 24 (A
= da+40+4y —4A (Appw) =4 (a+B+7—A(Auw)) -
Portanto,
A(S?) = 4@+ B8+7—-A(Aww) =
dr = 4d(a+B+7—A(Auww)) =
T = Oé‘i‘ﬁ‘i"‘)/_14(Auvw):>
A(Apw) = a+p+y—m.
Observe que sendo a area do triangulo positiva, temos o + 5 + v > 7. O

Exemplo 4.3. Sejam v = (1,0,0),v = (0,1,0) e w = \/Li (0,1,1) trés pontos de S2.

Verifiquemos que u,v e w formam um triangulo eliptico e calculemos sua area.

(1) Mostremos que u,v e w nao sao colienares.
De fato,

seja 1, a reta que passa por u e v, tal que

0 1 10 10
n=uxuv=| det , —det ,det =(0,0,1).
0 0 0 0 0 1

Provemos agora que w ¢ Ty, OU Seja, que (w,n) # 0.

De fato,

(w,n) = <(0%%> ,(0,0,1)> :0.0+%.0+%.1 — % £ 0.

Portanto, u,v e w determinam um triangulo eliptico Ayy-

(17) Calculemos a drea de Ay, cujos os angulos dos vértices u, v, w sdo respectiva-
mente o, B e v e onde r, é a reta que passa por u e w, 1, ¢ a reta que passa por

uew,r, ¢areta que passa por v e w.
Assim,

ADuw) = atpB+y—m=m—0wn) +m—0npu +m—0uv)—x

() T m w37
= 277_9(’/777)_‘9(7%#)—‘9(#7”):27T ______ = —.
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(%) Sabemos que n = (0,0, 1) e temos que

1 0 0 0 0 1
vxw:[det< ),—det( 1 >,det< 1 )]:(—,0,0)
0 0 7 1 5 V2
0 1 0 1 1 1
wxu:[det< ),—det( 1 ),det( 1 )]z(O,—,——).
5 0 7 0 2" V2
COmo i =v X w e v =u X w, segue que

wv,n) 0.0 4+ 0. (\%) + 1. <—%>

S8l

S-S
o o

R ¥ /73 /ey
_ v _ V2
\/0.0 +L Ly (—J%) . (—J%) V001 0.0+ 1.1
Portanto,
H(V,n)—ﬂ—%—?%

Analogamente, temos

1

oshinm) = Tl = v

0

1 1 1
) O+, (-%) +0.5

B N V7 1 Y I/ B
Logo, 0(n, u) = g e (v, u) = g

4.2.3 Triangulo Dual

Um outro exemplo de plano eliptico é o plano eliptico dual S**. Usaremos esta
dualidade para estabelecer outras propriedades de triangulo eliptico.

Seja Ayww C S? um triangulo eliptico, onde «, 3 e v sdo os angulos referentes aos
vértices u, v, w respectivamente, e a, b, ¢ sao os lados opostos aos vértices u, v, w como
indicado na figura 4.24:
onde r, ¢ a reta eliptica que passa por u e v, r, ¢ a reta eliptica que passa por u e w,
r, ¢ a reta eliptica que passa por v e w.

Assim,

p=vxw, a=7m-—0(n), a=06(v,w)
v=uw X u, B=m—0(n,un), b=0(w,u)
p=uxv,  y=m—0uv),  c=60(uv)
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Figura 4.24: Triangulo eliptico I3

Definicao 4.11. O triangulo eliptico dual de Ay, € 0 triangulo Ay, onde os

vértices u*,v*, w* sio pontos de S** dados por

ut=——— v , .
[l vl 7]l

No tridngulo eliptico dual temos os grandes circulos em S?*, obtidos por
n=utxv, p=0v"xw, v =w"xu".

Seguindo as convengoes notacionais ja estabelecidas, sejam
a*,b* e ¢* as medidas dos lados opostos aos vértices u*,v* e w* respectivamente;

a*, 5" e v* as medidas dos angulos cujos vértices sao u*,v* e w* respectivamente
(veja figura 4.25).

Figura 4.25: Triangulo dual
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Tais valores sao calculaveis da seguinte forma:

@ = 9(@*,w*):9<L i) —0w,) =7 —a

ol T
H n
b* = 0(u",w :9(—,—):9 w,n)=m—_
(W) =0 ) = 0 )
wov
= 0" —0( ):9 V) =T — .
W) =0\ o) =)

Temos também, assim como no triangulo eliptico que

a :7T_‘9(V*777*); /B*:ﬂ-_e(n*?/l’*>7 ’Y*:ﬂ-_e(/'l’*?V*)'
Aplicando no triangulo dual a Proposicao 4.10 temos

* * *

vixont =t ut)ut, ot xopt =t oot ot x vt =t wt) w

Até agora sabemos que:

u = = L w =L
lall” vl il
N =u" X v, W =v* x w*, v =w" xu

*

a=0wn)=n—a, b'=0nu=r—-03 =0(v)=m—r2y
o =T—0w,n), B=r-00nu), Y =m-0(uv)
VXt = (i) T X it = (07 o, WX vt = (n
Provemos entao que
T—ao =0(v,w) = a.
Sabemos que m — o = 0(v*,n*). Assim, basta provar que cos@(v*,n*) = cosf(v, w).

Utilizando o item e) da Proposigao 2.10 temos

* * * * * * <ﬂ— X e L L>
cos Ot gt = ettt xwt) ATl X Tl Tl * 1]
’ [l 1] [ 1] PRl
1 1 1 1 1 1 1 1
_ DATATART X AR YY) L e % i X V)
[Jw* x wr[] [lur x || RV ‘L
Tl > Tl || || T
1 1 1 1
_ Tl Tl Tl g 71 X s o X V)
Mo B e M R N N 7
\/< Toll > Tl Tl ||u||> <Hull X Tl > |u||>
1 1 1 1
_ T el Tl o 1 X s e X )
1 2 1 2 1 2 1 2
<W> (m) (n X p,m x ) (m) (W) (X v, X v)
1111
Tl Tl g X X )
e rer oy 17 X all e x v]
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_ mxppxwv)
7 > gl e < v||

=cosO(n X p, 1 X v). (4.7)

Além disso, pela identidade ciclica da Proposicao 2.10, e pela Proposi¢ao 4.10 temos

nxp = (r,oyv={(wxuv)v=_v,w X u)v (4.8)

pxv = nw)yw={uXv,ww= (wuxXv)w={v,w X u)w. (4.9)
Substituindo (4.8) e (4.9) em (4.7) obtemos
cosO(v*,n*) = cosf(v,w).

Portanto,
(v, n") = 0(v,w).

Analogamente,

T—0"=b e wT—7"=c

A seguir temos uma ilustracao de um triangulo eliptico com o seu dual

Figura 4.26: Triangulo eliptico e seu dual

Proposicao 4.14. (Segunda lei dos Senos e lei dos Cossenos da esfera)

Seja Ayvw um triangulo eliptico. Se as medidas dos lados opostos aos vértices
u,v,w sao respectivamente a,b,c e as medidas dos angulos com vértices u,v,w sao,
respectivamente, «, B e vy, entao

sena  senb  senc €oS Y + cos . cos 3

= , cosc =
sena  senf3  senry sena.sen 3

Demonstracao. Pela Lei dos Senos para o triangulo dual, temos

sena®  senf3*  sen~y*

sena* senb*  senc*’
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Desenvolvendo as igualdades acima obtemos

sen(m —a) sen(m—b)  sen(m—c) o

sen(m—a) sen(m— ) sen(m—7)

Senm cosa — sena Cosm senm cosb —senb cosm SENn 7w COSC — Senc Cosm

Senm COSx — sen o Cosm sen m COSﬂ — senﬁ COos T Senm Cos7y — seny Cos

sen a sen b senc

sena  senf3  sen<y
Provemos agora a segunda igualdade.

Aplicando a Lei dos Cossenos para o triangulo dual, temos

cos ¢* — cos a* cos b*

*
cosy* =
sen a* sen b*

Desenvolvendo a igualdade acima obtemos:

cos(m — ) — cos(m — ) cos(m — f3)

_ — 4.10
cos(m =) sen (m — «) sen (m — [3) (4.10)
Observe que
cos(m — ¢) = COST COSC+ Senm senc = — Cos ¢, (4.11)
além disso, desenvolvendo a expressao X = cos(m =) — cos(r — @) cos(r — ) obte-

sen (m — «) sen (m — )
mos

¥ - [cos T cosy + senmseny| — [cos T cos« + sen 7 sen af [cos w cos 4 sen 7 sen [3]

[sen T cosa — sen «v cos | [senm cos 3 — sen 3 cos 7]
—cosy + cos a (— cos ()

sen v sen f3

cosy + cos « cos 3

sen « sen 3
(4.12)
Comparando (4.10), (4.11) e (4.12), obtemos
cos~y + cos « cos f3
cosc =
sen « sen 3
O

Proposicao 4.15. (Area de um triangulo eliptico II)
Seja Aypw um triangulo eliptico. Se as medidas dos lados opostos aos vértices u, v

e w sao, respectivamente, a,b e c, entao
Area(Aypy) =21 —a* —b" — ",
Como consequéncia, o perimetro do triangulo eliptico satisfaz a desigualdade:

21 > a* + b + .
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Demonstragao. Pelo Teorema de Girard, temos
Area(AuUw) =a+pf+y—nm=m—-d +r7—-b"+n1—-c" —nwm=2r—a"—b" - "

Como Area(Auvw) > 0, temos 27 — a* — b* — ¢* > 0.
Portanto,
2r > a* 4+ b" + .



Capitulo 5

Geometria Projetiva Eliptica Simples

5.1 Geometria Projetiva Eliptica Simples

Nesta se¢ao consultamos os livros [1], [0], [7] e [%].
Um fenomeno interessante é percebido quando se olha uma fotografia, ou uma

pintura de uma longa estrada em linha reta como mostrado na figura abaixo:

Figura 5.1: Ponto de fuga
(Retirada do livro [1])

Nesta imagem os lados da estrada sao assumidos paralelos, mas a nossa percepgao
nos diz que eles concorrem num ponto distante, chamado de ponto de fuga. Esse
fenomeno sugere que a Geometria Euclidiana é um modelo da realidade nao tao fiel as
nossas sensagoes como estamos acostumados a pensar.

Neste ponto cabe a seguinte pergunta: qual o tipo de espago geométrico que obtemos
se assumirmos que quaisquer duas retas se intersectam num tnico ponto?

Nesta secao construiremos uma geometria bidimensional onde nao existem retas
paralelas, na qual quaisquer duas retas se intersectam em um inico ponto, tal geometria

serd chamada de Geometria Eliptica Simples.

Axiomas da Geometria Projetiva Eliptica Simples

[. Termos Indefinidos

Ponto, Reta, Plano, Pertence.

99
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II. Aziomas de Incidéncia
11;: Para cada dois pontos distintos existe uma reta que os contém.

115: Existe pelo menos trés pontos que nao estao sobre uma mesma reta e

todos os pontos estao sobre o mesmo plano.

115: Toda reta contém pelo menos dois pontos.

IV. Azioma das Paralelas

Se | é uma reta e A um ponto que nao esta em [, entao toda reta que incide

em A intersecta [.

VI. Azioma de Continuidade

Existe uma correspondéncia biunivoca entre os niimeros reais e os pontos de

uma reta menos um de seus pontos.

5.2 O Plano Projetivo RP?

Considere inicialmente o conjunto R? — {0}. Nosso objetivo serd construir & partir
deste conjunto, o chamado plano projetivo.

Usaremos a terminologia usada em R3, ou seja, quando nos referirmos & um “plano”
I em R?® — {0}, fica subentendido que ele ¢ a intersegao de I' C R* com R? — {0}.
Da mesma forma, ao nos referirmos & uma “reta” r em R3 — {0}, fica subentendido que
ela é a intersegao de 7 C R com R? — {0}. Assim, no caso em que o plano I" ou a reta

r intersectar a origem (0,0, 0), teremos planos e retas sem um ponto.

Definicao 5.1. O plano projetivo RP?, serd o conjunto quociente obtido de R® — {0},

com a sequinte relacao de equivaléncia:
v~ w<= 3FAeR—{0} /v = ).

R3 — {0
Um elemento em RP?* = J, serd uma classe denotada por

U= (Ul, V2, Ug),
onde T € RP? serd chamado de ponto projetivo.

Pela definicao da relacao de equivaléncia temos
v={ ;A e R\ #0},

ou seja, v C R® — {0} serd uma reta sem um ponto, como indicado na figura 5.2. A
imagem sugere que podemos escolher um representante em cada classe U que esteja
em uma esfera, de fato veremos quais serao os respectivos representantes unitarios das

classes w.
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Figura 5.2: Representantes de pontos projetivos

A aplicacao projecao sera a funcao

U:R—{0} —  RP?
v — U(v) =7.

Observacao 5.1. Se v é um vetor de R? — {0} e 0 # A\ € R, entdo 7 = \v.
De fato,

o = {X(m), YeR- {0}} - {(XA)U, MER— {0}} = (Vo,N eR—{0}} =7.

5.3 Relacao entre RP? ¢ S?

Sev e R]P2 entao os unicos vetores unitarios que pertencem a v sao
)
v (%

U=-—— € —U=—7""7.
o]l gl

Claramente v e —u sao unitarios.

De fato, usando o item a) e b) da Proposi¢ao 2.6 temos

Da mesma forma, ||—ul| = ||(=1).ul = |-1|]||u| = 1.

Além disso, se w € S* e w € U, entao
w=M, Ae R={0} e Jw|=1,
assim, usando o item b) da Proposigao 2.6 segue que

1= [lwll = IIMII = [Al ||v||-

Portanto, as tinicas possibilidade sao A = — e A = de onde segue

||v|| el H

v v
W=-—7 ou W=—7r.
o] o]
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Pela observacao 5.1 temos @ = —u = U, assim cada classe de equivaléncia 7 € RP?
contém dois representantes u e —u da esfera unitdria S* C R3 — {0}.
Pelas consideracoes anteriores, ao restringirmos a aplicacao projecao & S?, obtemos
a seguinte funcao sobrejetora
U:S$?2 — RP?
v —_— v

Com o objetivo de obter um novo modelo para o plano projetivo, consideremos a

com

seguinte relacao de equivaléncia em S?
VNwWESUV=w ol v = —w.

Considere agora a aplicacao induzida

_ §?
U,: — +—> RP?

v — 1.

Observe que ¥, estd bem definida, de fato, dados v,w € S? tais que v ~ w, entdo

w = v ou w = —v; em ambos 0s casos temos pela observacao 5.1 que

Mostremos agora que ¥ é bijetora.

Dado 7 € RP?, esendou:“U—H temos
v
_ s —
u€e— com \IIO(U)ZL:F,

2
=

assim, W, é sobrejetora. Além disso, dados w,v € S?, com W = Vy(w) = Vo(v) = 7,

temos w € S? com w € v, logo

em ambos 0s casos temos w = v. )
S

~

Desta forma, usando a bijecdo construida acima podemos dizer que RP? =

Além disso, pelas consideracoes anteriores cada ponto @ € RP? pode ser representado
por um ponto u = (uy, uz, uz) € S*, com uz > 0 (veja figura 5.3).

Observe que sendo H,, = {u € S* (u, e3) > 0}, 0 hemisfério norte da esfera unitdria,
entao considerando a restricao da aplicagao projegao a H,, temos que a imagem inversa

por \PO\HE?, de um ponto projetivo T = (vq, va, v3) é

v
{m}, se U3>0,

-1 —\
Yy |Heq () = { v v }
—l— — >, sewvy=0.
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Figura 5.3: Representacido do RIP?

A imagem da reta eliptica ., C S? pela projegao ¥y é chamada de pontos ideais I .

Observe que a projecao ¥, aplica o conjunto H., — ., biunivocamente sobre RP?—I..

5.4 Retas Projetivas

Nesta secdo usaremos a aplicacdo projecdo ¥y : S? — RIP?, para transportar os

conceitos definidos em S? para o plano projetivo RP?.

Definicdo 5.2. : Um subconjunto r C RP? € uma reta projetiva se r for a imagem de

uma reta eliptica pela projecio Uy : S* — RP?.
Uma defini¢ao usando planos sem um ponto pode ser dada da seguinte forma:

Definicao 5.3. : Um subconjunto r C RP? é wma reta projetiva se r for a imagem de
um plano T' pela projecio ¥ : R® — {0} — RP*.

Sabemos que um plano I' C R? que contenha a origem 0 = (0,0, 0) é determinado
pelo seu vetor normal n = (1,72, 73), onde 1 é um vetor nao nulo. Tal plano é denotado

por Iy, e é definido pela equacao linear:
Ly may + mowo + m3zz = 0.
Para X # 0, vimos que I'y,, = I',, ou seja, todo elemento da classe

m={M, AeR—{0}},

determina um tnico plano I',.

Por outro lado, uma reta eliptica r, é obtida pela intersegao I';, N S?. Além disso,
por definicdo uma reta projetiva r é obtida pela imagem de uma reta eliptica. Estes
fatos motivam a seguinte notagao:

Denotaremos 77, a reta projetiva r obtida da imagem pela projecao da reta eliptica
ry =1, NS%

Exemplo 5.1. : Dado o vetor normal &5 = (0,0, 1) € RP?, entdo ., é a reta eliptica
obtida pela intersecao do plano xy com a esfera unitaria. A imagem pela projecao de

Te, € @ Teta projetiva rg; formada pelos pontos ideais /.
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5.5 Plano Projetivo Dual

Seja P (]RIP’Q) o conjunto das partes do plano projetivo RP? e denotemos por R o
subconjunto de P (]RIP’Q), formado por todas as retas projetivas.

Nosso objetivo nesta secao é construir um modelo geométrico que represente R.
Para isso, usaremos o seguinte fato (veja figura 5.4):

Cada ponto 7 € RP? determina uma tinica reta projetiva s €R e
cada reta projetiva ry € R determina um inico ponto projetivo 1 € RP?.

Logo, R pode ser escrito como:
R = {r;, 7 € RP*},
e temos uma correspondéncia biunfvoca entre R e RP?, dada por:
Ty > 7).

Portanto, existem tantas retas projetivas quantos pontos projetivos.
Denotaremos por RP?* o conjunto das retas projetivas que sera denominado plano

projetivo dual.

J"ﬁ JI’T
.r" ] _.f"
F 4 4
i _ J )
v b
i t 1 @
a7
—r 4 \-s"‘*m_
ryc RP?
r, C 82 7= {-n n} € RF Bijecigy,
nes _
RP® RP*

i +— Ty
elemento elemento

Figura 5.4: Plano Projetivo Dual

5.6 Axiomas de Incidencia e o Axioma das Paralelas

Nesta secao verificaremos que o plano projetivo RP? satisfaz os Axiomas de Inci-

déncia mencionados no inicio do capitulo.
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7

Os axiomas I, e 113 sao verificados de maneira imediata, de fato, se Wo(r,) = rz é
uma reta projetiva, entao usando que o axioma I3 é vélido em S?, temos que 7, possui

pelo menos dois pontos u; e us, de onde segue que
uy € Yo(ry) =15 € T € Yo(ry,) =17

Além disso, usando que o axioma I, é valido em S?, temos que existem trés pontos

U1, Uz € ug que nao estao sobre r,, assim devemos ter que
Uy, Uz, € Us nao pertencem a 7y,

caso contrario, terfamos os seguintes pontos em 7,

‘1’81(%) = {ub —Ul}
‘I/al<ﬂ2) = {U2> —Uz}
Uol(us) = {us, —us},

contrariando o fato de u;, up e uz nao estarem em r,,.

Para provar o axioma II; precisaremos do seguinte critério de incidéncia.

Proposicao 5.1. (Condi¢ao de incidéncia)
Dados wm ponto projetivo T € RP? e uma reta projetiva Ty € RP*. Entdo,

U e 15 sao incidentes se, e somente se, (v,n) = 0.

Demonstracdo. Dados um ponto projetivo 7 € RP? e uma reta eliptica r, =T, NS?

entao

(v,n>:O<:>j:v€F,7<:>j:HvTHeTn:anSQ_ (5.1)

Sabemos que

portanto, segue de (5.1) que

<U777> =0& £

Verificaremos agora o axioma [, ou seja,
“Para cada dois pontos distintos existe uma reta que os contém”.

Proposicdo 5.2. Por dois pontos projetivos distintos T,w € RP? incide uma dnica

reta projetiva, a saber,

r——y € RPQ*
(rer<mer)
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Demonstracao. (Ezisténcia): Sejam U, w dois pontos distintos pertencentes a RP?.
w

caso contrario teriamos que

Considere agora os respectlvos representantes ——, —— € S?, das classes U e W.

Observe que —

|| 17 o ||’

= dw, A= "” |"| eR - {0},

ou seja, U = w.
. I - v w
Assim, pela Proposicao 2.10 podemos formar o vetor nao nulo n = H X W,
v w
considerar o plano I',,.

Pelo item (i) da Proposigao 2.8 temos

o) = ol {2om) =0

(w,n) = flwll { 7—1) =0.
]l

Logo, v,w € T,, ou seja, ', é o tinico plano em R? contendo v, w e a origem.

Como sabemos, a intersecao deste plano com S? determina a reta eliptica
Q2
r, =S NI,

Dada a aplicacdo projecao ¥, : S — RP?, temos por definicdo que

Wo(ry) = 1y,
v w
e como —-— ol e Tl sao pontos unitdrios que estao em I, segue que
v w
— — e, =8*NT,,.
Jol|” Jw] ~ " !

Portanto, as suas imagens

estao em Uy (1) = 7.
(Unicidade): Suponha que r; € RP** é outra reta projetiva contendo o, W, entdo

T} = e =,

[l o]
w w - _ )
{_M’M} = Vo' ({w}) C ¥ (ra) =
Portanto, L, 0 er,=1I,N S?, ou seja,
[l el
<L’ M> .
o]
w
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Portanto, y4 é um vetor nao nulo pertencente a I' « NI _w

llvll llwll

Segue da Proposicao 4.4 que existe A € R — {0} com p =\ <L X i), assim

[oll ~ [Jwll
_ v w _
=77 X0 | =7
loll ~ [Jwll

Proposicao 5.3. (Concorréncia de duas retas projetivas)

O

Eziste um 1inico ponto na intersecao das retas projetivas distintas, rq, 77 € RP*, q
saber
T=nx pn € RP?

Demonstracao. Sabemos pela Proposicao 4.5 que

. :{_ nX o X p }
o [l %l lIm < gl

Observe que

Uo (r,Nry) S W (ry) Ny (r,) = 5Ny
De fato,
reVYy(r,Nr,) = x=¥(y),ycr,Nr,
= z=VYq(y),yer,eyer,
= xe€Vy(r,) NYo(r,).
X
Como ———— € r, Nr,, segue que
l>cpl ="

n X

UXM:\I’0<
|17 > pll

) € Uy (r,Nry) CryNrg,

ou seja, 1 X p € ry N1y,
Provemos agora a unicidade.

Se w ¢ tal que w € r; N7y, entao

woow
¢ = Ut ({w}) C Ut (ry ). (5.2)

{ [w]| ||w||} ’ .
Observe que

Uyt (rg Nrg) © g (rg) NG (r) = g N7 (5.3)
De fato,

€Uy (ry Nry) Vo (z) € rgNirg

Uy (z) €rfe Uy (z) €rg
z €Uy (1) ex € Uyt (1)
z € Uy (ry) N TG (rg).

¢l
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Segue de (5.2) e (5.3) que

nXp o mXp }

w
— €Ty, =4 — ,
fwlp =" { [l < gl <

Logo, w = A\(n x p) para algum A € R — {0}.

Portanto,

Como consequéncia desta proposicao, temos o valido o Azioma das Paralelas,

“Se r; é uma reta projetiva e 7 um ponto projetivo que nao pertencente a

~ . — . ’
ry, entao toda reta projetiva que passa por u intersecta ;.

De fato, se r5 ¢ uma reta projetiva e w um ponto projetivo que nao pertencente a

Ty, entao toda reta projetiva r; que passa por u intersecta r; em 1 X L.

Definicao 5.4. Diz- se que trés pontos u,7,w € RP? sdo colineares se existe uma reta

projetiva incidindo sobre os mesmos.

Proposicao 5.4. (Colinearidade para trés pontos projetivos): Dados trés pontosu,v,w €

RP? temos que W, v, W sao colineares se, e somente se, det [u,v, w] = 0.

Demonstragao. Temos que u, v, w sao colineares se, e somente se, existe 75 tal que
W, 0, € 1y
Além disso, utilizando a condicao de incidéncia dada na Proposicao 4.6 temos

u,0,WET; & W,wery;=VYy(r,)
v

= 4 d S
Y Y r
lull” loll” flwl] ~ "
u v w
& det ) ) =0
lall™ Aol flwll
1 1 1
& —————det [u,v,w] =0
[l o]l [l

< det [u,v,w] = 0.

Proposicao 5.5. (Concorréncia para trés retas projetivas)

Dadas trés retas projetivas ry, g, 15 € RP*, entdo

Ty, Tm, Ty SG0 concorrentes se, e somente se, det n, p,v] = 0.
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Demonstracao. Suponha que as retas rg, 7y, 15 € RP?* sejam concorrentes. Assim,
existe x tal que

rEeErgNrgMNry.

Como x € rz N1y, entao pela Proposicao 5.3

T =UuXU.

Portanto,

X vergOrgNry.

Segue que

Ty, Tm, Ty Sa0 concorrentes < wXv € o

Observe que

w X v w X v
= s oe Uy () e
e (nuxun)“" °(||uxu||)€ 0(ra)
pXVv 2
& cr,=0,NS
x| =T
& (npxv)=
< detn,p,v] =

Portanto,

7, Tm, T Sa0 concorrentes < (n, u X v) =0 & det [n, u,v] = 0.

5.7 Axioma de Continuidade

Da mesma forma que na Geometria Projetiva Eliptica Dupla, na Geometria Proje-

tiva Eliptica Simples é valido o Azioma de Continuidade, ou seja,

“Uma reta projetiva menos um de seus pontos é um modelo de reta

FEuclidiana’.

De fato, observe que em 15 € RP? 0s pontos u e —u sao identificados, assim r7 tem uma
bijegdo com um circulo de raio R, além disso o circulo tem uma bije¢ao com 7, € S?.

Logo, m7 € RP? tem uma bijecio com r, € S? (veja figura 5.5).
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7 “\
r,,
. vy

Figura 5.5: Bijecao com o circulo

Assim, como provamos anteriormente que uma reta eliptica menos um dos seus

pontos ¢ um modelo de reta Euclidiana, temos que r; € RP? menos um de seus pontos

também ¢ um modelo de reta Euclidiana (veja figura 5.6).

g ™y

Figura 5.6: Bijecao com a reta



Capitulo 6

Aplicacao: Teorema de Euler para poliedros

COIVEXOS

Neste capitulo apresentaremos uma demonstracao do teorema de Euler para polie-
dros convexos usando a teoria de triangulo eliptico desenvolvida até aqui.

Para essa demonstragao consultamos o livro [9] escrito por Antonio Caminha Muniz
neto.

Primeiramente precisaremos de alguns conceitos iniciais.

Definicao 6.1. Considere a esfera unitdria S* de centro O.

Uma poligonal esférica simples e fechada de k lados em S* € uma uniao

A Ay U Ay Ay U U Ap 1 Ay U AL A,

onde Apy1 = Ay, cada ml ¢ um segmento da reta eliptica de medida menor que T,

A1, A; e A; 1 nao pertencem simultaneamente a uma reta eliptica e

AANNAA G ADei=j—1 i=jou i=j+]1

—

Neste caso, dizemos que 0s pontos Ay, Ao, ..., A sao os vértices e os arcos A; A1

para 1 <i <k —1 sao os lados da poligonal esférica A1A, ... Ay (veja figura abaizo).

Figura 6.1: Poligonal esférica
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Uma poligonal simples fechada A, A, . .. Ay divide a esfera S* em duas partes, sendo
que uma delas estd situada em um hemisfério de S?; tal parte é chamada de poligono
esférico determinado pela poligonal esférica A1 A, ... Ayg.

Observe que um poligono esférico de k lados pode ser escrito como a unidao de k — 2

triangulos elipticos.

Definigao 6.2. O angulo interno de A1 Ay ... A, em A; é a medida da lua formada
pelas retas elipticas r, e ry,, onde n = A; X A1 e p = A1 X A;, em particular
9i S (0,71').

Figura 6.2: Angulo interno

Observacao 6.1. Sabemos pelo Teorema de Girard que a area de um triangulo eliptico
¢é dada pela soma dos angulos internos menos 7, assim usando o fato de que um poligono
esférico convexo A1 A, ... A pode ser particionado em k — 2 triangulos elipticos, entao

a sua area é dada por
k
A(MAy . A =) 60— (k—2)m,
i=1

onde 0; é o angulo interno de A1 Ay ... Ax em A;.

Definicao 6.3. Uma poligonal é uma figura formada por uma sequéncia de pontos
Aq, Ay, ..., Ay e pelos segmentos A1Ag, AxAsz, A3zAy, ..., Ap_1Ag.

Os pontos Ai, Ao, ..., Ar sao chamados de vértices da poligonal e os segmentos

AiAiq, i1=1,...,k—1 sao chamados de lados da poligonal.

Definicao 6.4. Um poligono ¢ uma poligonal Ay, As, ..., A em que as sequintes
condi¢oes sao satisfeitas:

(a) Ax = Ay

(b) Os lados da poligonal se intersectam somente em suas extremidades;

(¢) Cada vértice € extremidade de dois lados;

(d) Dois lados com a mesma extremidade nao pertencem a uma mesma reta.

A regiao poligonal correspondente ao poligono Ay, As, ..., Ay € a regiao limitada do

plano, delimitada pelos segmentos A1 As, AyAs, ..., Ap_1 Ak, ApA;.
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Definicao 6.5. Um poliedro é um conjunto fechado e limitado, com interior nao
vazio e cuja fronteira consiste da uniao de um numero finito de regioes poligonais
satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) Dois poligonos quaisquer nao estao contidos em um mesmo plano;

(b) Se dois poligonos se intersectam, entdo eles tém um vértice ou um lado em
comum;

(c) Se dois poligonos P e Q ndo se intersectam, entdo existem poligonos
7)1 :P>P27"'7Pk = Q>

tais que P; e P11 se intersectam, para 1 <1 < k.

Um poliedro é convexo se for um subconjunto convexo do espaco.
Observacao 6.2. Se um poliedro tem A arestas e F}, faces de k lados, entao observando
que cada aresta do poliedro pertence a exatamente duas faces temos

2A =3F3+4F, +5F5+ - - .

De fato, em ambos os membros da igualdade cada aresta estd sendo contada exatamente

duas vezes.

Exemplo 6.1. Considere o seguinte poliedro convexo abaixo

Figura 6.3: Cubo

Observe que para esse poliedro Fy = 6, A = 12 e é verificada a igualdade
4F, = 4.6 =24 =2.12 = 2A.

Definicao 6.6. Dado um poliedro P (ndo necessariamente convero), denotamos res-

pectivamente por V, A e I’ seus numeros de vértices, arestas e faces, e
X(P)=V—-A+F
¢ chamado de caracteristica de Fuler de P.

Teorema 6.1. Teorema de Fuler

Se P € um poliedro convexo, entao X(P) = 2.
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Demonstracao. Considere a fronteira P formada por faces poligonais A; Ay ... Ay e
seja O um ponto no interior de P.

Sendo S? a esfera com centro em O, entao fazendo a projecao radial, cada ponto
Q € AjAy... Ay, é associado a um ponto Q' € S? (veja figura 6.4). Obtendo assim

uma aplicacao bijetora

f:oP —
Q — Q.

Figura 6.4: Projecao radial I

Se A1As ... A é uma face de P, observe que AjAL--- Al = f (A1 Ay Ag) é uma
poligonal esférica de S?, pois f (A;A;41) é um segmento de uma reta eliptica em S?
ligando Aj e Aj ;.

Por outro lado, se I' é o plano que passa por O e é paralelo ao plano da face
A1 Ay .. Ay, entao AJAL .. AL e AAy ... Ay est@o contidos no mesmo semiespago de-
terminado por I' (veja figura 6.5).

Além disso, sendo 6; o angulo interno de A1 A, ... A} em A}, entdo pela observagao

6.1, a area do poligono esférico A} A4, ... A; é dada por
k
AMAY . A = > 60— (k-2), (6.1)
i=1

Somemos agora ambos os membros da igualdade acima sobre todos os poligonos
esféricos convexos obtidos a partir das faces de P.

Como f é uma bijecao entao a esfera estd particionada em poligonos esféricos
Al A, .. A} € S% de onde segue que a soma dos primeiros membros da igualdade é
igual 47 (4rea de S?).
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Figura 6.5: Projecao radial II

Para a soma dos segundos membros, observe inicialmente que se um vértice A de
P pertence as faces
!
Fi,....Fje F.=f(F),

para 1 <i < j, entao a soma dos angulos internos dos poligonos esféricos convexos F;

em A’ é igual a 27 (Veja ilustracao abaixo).

Figura 6.6: Soma dos angulos internos em cada vértice

Por outro lado, se F}, denota, para k > 3, o nimero de faces de P com k vértices,

entao ' = F3+ Fy + F5+ - -+ e a soma dos segundos membro é dada por
(27rv =) (k- 2)ka> = (2\/ — ) kFy +2F> T=(2V —2A+2F)x,
k>3 k>3

onde na ultima igualdade utilizamos a observagao 6.2.
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Como somas de parcelas iguais fornecem totais iguais, podemos concluir das consi-

deragoes anteriores, que
A =(V — A+ F)2m,

ouseja, V—-—A+F =2. O

E importante ressaltar que se P é um poliedro nao convexo com “buracos”, entao a

projecao radial f ndo é bijetora (veja figura abaixo)

Figura 6.7: Poliedro nao convexo com género 1

Observe que neste caso existem dois pontos ()1 e 2, com a mesma imagem f(Q;) =
f(Q2) = @', ou seja, f nao é injetora.

A demonstragao de que se P é um poliedro convexo, entao a projecao radial f é
bijetora pode ser encontrada em [9].

De maneira geral é possivel provar que para todo poliedro P,
X (P)=2-2g,

onde g é o género (“nimero de buracos ”) de P. Uma demonstragao de tal resultado

pode ser encontrada em [10].



Capitulo 7

Consideracgoes Finais

Nesta dissertacao vimos que salvo algumas adaptagoes do sistema axiomatico de
Hilbert (Incidéncia, Ordem, Congruéncia, Paralelismo e Continuidade) podemos dar
origem a trés geometrias projetivas, a saber: Geometria Projetiva Eliptica, Geometria
Projetiva Hiperbodlica e Geometria Projetiva Afim. O objetivo desta dissertacao foi
realizar um estudo da Geometria Projetiva Eliptica, sendo dividido em duas frentes, a
Geometria Projetiva Eliptica Dupla e a Geometria Projetiva Eliptica Simples.

A Geometria Eliptica Dupla tem como modelo a esfera unitdria S?, onde sio satis-
feitos os axiomas de incidéncia, congruéncia, além do axioma das paralelas e do axioma
de continuidade a menos de adaptagoes. No estudo desta geometria foi apresentado os
conceitos de reta Eliptica, Lua e Triangulo Eliptico (conceitos respectivamente equiva-
lentes ao de reta, angulo e triangulo da Geometria Euclidiana).

Apresentamos também o conceito de Triangulo Dual e obtemos as Leis dos Senos
e Cossenos para triangulos elipticos. Além disso, vimos que nesta geometria sempre
ocorre intersecao entre quaisquer duas retas e a intersecao ¢ dada por dois pontos, por
este motivo o termo “Dupla”.

No estudo de triangulo eliptico foi demonstrado o importante teorema de Girard,
usado posteriormente para provar o teorema de Euler para poliedros convexos.

Vimos que a Geometria Projetiva Eliptica Simples tem como modelo o plano pro-
jetivo RPP?, o qual pode ser obtido de S? com a relacao de equivaléncia que identifica os
pontos antipodas. Nesta geometria sao satisfeitos os axiomas de incidéncia, além dos
axiomas das paralelas e continuidade a menos de adaptacoes.

No estudo da Geometria Projetiva Eliptica Simples foram introduzidos os conceitos
de reta projetiva e Plano Projetivo Dual. Vimos também que quaisquer duas retas
projetivas sempre se intersectam e a intersecao ¢ dada por apenas um ponto, por este

motivo o termo “Simples”.
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Apendice A

Unicidade das Paralelas

Neste capitulo consultamos o livro ([11]) escrito Jodo Lucas Marques Barbosa.

Vimos que diferente do que ocorre na Geometria Euclidiana, na Geometria Projetiva
Eliptica a soma dos angulos internos de um triangulo eliptico é maior que 7.

Nesta sec¢ao veremos que o fator determinante para haver essa diferenga em relacao a
soma dos angulos internos é que na Geometria Projetiva Eliptica nao existe a unicidade
da reta paralela.

Para isto, listemos primeiramente os critérios de congruéncia para triangulos na
Geometria Euclidiana.

Existem trés critérios de congruéncia de triangulos:

(Critério L.L.L)

Se AABC e AA'B'C’ sao dois triangulos com

AB=AB'", BC=BC" e AC=AC",
entdao AABC e AA'B'C’ sao congruentes.

(Critério L.A.L)
Se AABC' e AA'B'C’ sao dois triangulos com

AB=AD, ABC=ABC e BC=DC,
entdao AABC e AA'B'C’ sao congruentes.

(Critério A.L.A.)
Se AABC' e AA'B'C" sado dois triangulos com

ABC = AB'C', BC=DB'C", e BCA=BCA,
entdao AABC e AA'B'C’ sao congruentes.

Agora mostremos o seguinte teorema
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Teorema do angulo externo: A medida de um angulo externo de um triangulo
¢ sempre maior que a medida dos angulos nao adjacentes a ele.

Considere um triangulo AABC, com «, 8 sendo os angulos internos com vértice A
e B respectivamente e seja 7' o angulo externo ao vértice C'.

Provemos que v/ > a e v/ > .
Para isto considere P ponto médio de AC' e a reta t passando por B e P.
Além disso, considere ) € t, tal que BP = PQ e P esteja entre B e Q).

B C

——
-

Figura A.1: Triangulo euclidiano I

Observe pela figura acima que o triangulo AABP = ACQP pelo critério L.A.L,
pois QPC’ — BPA sdo opostos pelo vértice.
Assim, PCQ = BAC.
Como 7' > PCQ por construgao, entao v > BAC = a.

De forma analoga, provamos que v > (.
Basta tomar o ponto P’ € BC, tal que BP' = P'C, a reta t’ passando por P’ e tomar
Q' €t tal que AP’ = P'Q)' e P’ esteja entre A e Q' como na figura abaixo.

Figura A.2: Triangulo euclidiano I

Assim, temos que AABP' = AQ'C P’ pelo critério L.A.L. e portanto

ABC = P'CQ' e BAP' = CQ'P.
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Observe que o angulo oposto pelo vértice C' ao angulo ', também possui medida ~' e
tal angulo é maior que Q'C'P’ por construcao.

Logo, 7' > Q'CP' = ABC = 8.

Agora estamos em condicao de mostrar que a soma dos angulos internos € 7.
Considere um triangulo AABC, com r passando por B e C, e s reta paralela a r

passando por A como indicado na figura abaixo:

O A O
- i P XYy -
C K
b
’ &
L __ gulAB ‘, o B
B a C

Figura A.3: Triangulo euclidiano I3

Observe que as igualdades
OAB = ABC = e O'AC = ACB = ~,

estao diretamente ligada a unicidade da reta paralela.

De fato, se supormos por absurdo que OAB #* ABC, entao existirs uma reta s diferente
de s passando por A, formando um angulo § com a semi-reta S4p(Semi-reta com origem
em A passando por B).

Assim, segue da unicidade de retas paralelas que s’ nao é paralela a r, ou seja, s

encontra r em algum ponto P (veja figura abaixo).

A =
.-—'-"'_'_H_H_'_'
[:'!ﬂ-"t\_
"~ ik - e
Lo T B C

Figura A.4: Triangulo euclidiano I

Assim, temos PAB = ABC.
Porém, como ABC é o angulo externo do triangulo AABP, entdo pelo Teorema do
angulo externo temos ABC' > PAB.

Assim, chegamos em um absurdo, j4 que PAB = ABC.
Logo, devemos ter OAB = ABC.
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De forma andloga provamos que O'AC = ACB.

Portanto, sendo O, A e O pontos colineares temos
OAO' =7 =a+ B+7,

como queriamos demonstrar.



Apendice B

Modelos da Geometria Hiperbolica e Afim

Neste apéndice apresentaremos algumas ilustragoes dos modelos da geometria Pro-
jetiva Hiperbdlica e da geometria Projetiva Afim. Para um estudo aprofundado destas

geometrias veja [8] e [0].

B.1 Geometria Projetiva Hiperbdlica

Um modelo para a geometria Projetiva Hiperbdlica é o plano hiperbélico definido
a partir da regiao limitada por uma circunferéncia (veja figura B.1). Esse modelo é

conhecido como Disco de Poincaré e usualmente denotado por D?.

i

Figura B.1: Disco de Poincaré

Os pontos interiores a essa circunferéncia sao denominados pontos hiperbdlicos, os
pontos que pertencem a circunferéncia sao denominados pontos ideais.

Para se definir as retas nesta geometria é preciso saber anteriormente o conceito de
cincunferéncias ortogonais: Duas circunféncias sao ditas ortogonais se as retas tangentes

aos pontos de interse¢ao formam angulos retos (veja figura abaixo).

~

Figura B.2: Cincunferéncias Ortogonais

123



124 Modelos da Geometria Hiperbdlica e Afim

Nesta geometria as retas sao obtidas pela intersecao de ID? com as circunferéncias
ortogonais aos pontos ideais e também pela intersecao de D? com as retas euclidianas

passando pela origem do disco (veja figura abaixo).

Figura B.3: Retas no Disco de Poincaré

Na geometria Hiperbdlica nao é satisfeito a unicidade do axioma das paralelas, ou
seja, dado uma reta r e um ponto P ¢ r, existem infinitas retas paralelas a r passando

por P, como ilustrado na figura abaixo:

WY

Figura B.4: Retas paralelas

B.2 Geometria Projetiva Afim

Um modelo para a geometria Projetiva Afim é obtido pelo conjunto RP? — I, onde
RP? é o plano projetivo e I, sao os pontos ideais obtidos pela imagem de Te; C S?
pela projecio ¥y : S — RP? (veja secdo 5.3). Tal conjunto é denominado Plano Afim

e denotado por AP? (veja figura abaixo).

Figura B.5: Plano Afim
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As retas nesta geometria sao obtidas pela intersecao das retas projetivas r; com
AP? (para a definicio de retas projetivas veja secdo 5.4), sendo cada reta denominada

reta Afim (veja figura abaixo).

Figura B.6: Retas afins

Como cada reta projetiva intersecta I, em um tnico ponto, entao cada reta afim é

uma reta projetiva sem o seu ponto ideal.
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