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MODELAGEM MATEMATICA EM CANCER: DINAMICA
ANGIOGENICA E QUIMIOTERAPIA ANTI-NEOPLASICA

Autor: DIEGO SAMUEL RODRIGUES
Orientador: Prof. Dr. PAULO FERNANDO DE ARRUDA MANCERA
Co-orientadora: Prof2 Dr® SUANI TAVARES RUBIM DE PINHO

RESUMO

Cancer ¢ essencialmente caracterizado pelo crescimento desordenado
de células que invadem o6rgaos e tecidos, sendo considerado atualmente um sério
problema de satide publica mundial. A despeito do atual e bem sucedido combate a
doenga, ainda permanecem em aberto questoes relativas ao bom desempenho de suas
modalidades de tratamento. Em particular, a quimioterapia anti-neoplasica carece
de maior entendimento quantitativo e analitico. Assim sendo, propomos aqui um
modelo matematico de equagoes diferenciais ordinarias, com o intuito de analisar as
estratégias de administragao de agentes quimioterapicos. Focamos nossa investigacao
nos protocolos antiangiogénicos e, a fim de aproximar-se da pratica clinica, utilizamos
dados experimentais, quando disponiveis, para simulacoes numéricas. Frente as im-

plicacoes do tratamento oncoldgico, nossos resultados indicam que a administracao



XV
de baixas doses e longos intervalos de tempo entre as dosagens estao relacionados
ao fracasso terapéutico. Além disso, segundo o modelo proposto, a quimioterapia
metronomica, se comparada ao regime convencional de tratamento, confere ao pa-
ciente um aumento de sobrevida. Por assim dizer, os protocolos antiangiogénicos
podem ser uma alternativa aos pacientes oncoldgicos sem perspectiva de cura do
cancer.

Palavras-chave: Cancer, Quimioterapia, Modelagem Matematica, Equacoes Diferen-

ciais Ordindrias.



MATHEMATICAL MODELLING IN CANCER: ANGIOGENESIS
DYNAMICS AND ANTINEOPLASTIC CHEMOTHERAPY

Author: DIEGO SAMUEL RODRIGUES
Adviser: Prof. Dr. PAULO FERNANDO DE ARRUDA MANCERA
Co-adviser: Prof?® Dré SUANI TAVARES RUBIM DE PINHO

SUMMARY

Cancer is essentially characterized by the uncontrolled growth of cells
that invade organs and tissues and it is now considered a serious public health prob-
lem worldwide. Despite the current and successful fight against the disease, there
are some important questions concerning the efficient performance of its treatment
modalities. In particular, the anti-cancer chemotherapy requires further quantitative
and analytical understanding. So, we described here a mathematical model of ordi-
nary differential equations, in order to analyze the chemotherapeutic schedules. We
focus our research on antiangiogenic schedule and, in order to get closer to clinical
practice, we use some experimental data for numerical simulations. At the implica-
tions for cancer therapy, our results indicate that administration of low doses and

longer intervals between doses are related to therapeutic failure. Moreover, according



xvii
to the model, metronomic chemotherapy, compared to the conventional treatment,
gives the patient an increased survival. Thus, the antiangiogenic scheduling can be
an alternative to cancer patients with no prospect of curing cancer.

Keywords: Cancer, Chemotherapy, Mathematical Modeling, Ordinary Differential

Equations.



1 INTRODUCAO

Neste trabalho consideramos modelagem matemética em cancer e
quimioterapia. Inicialmente, a abordagem ¢ feita de modo a fundamentar o mo-
delo proposto e, entao, frente as implicacoes clinicas desta modalidade de terapia,
prosseguimos a investigacao quantitativa de protocolos quimioterdapicos. Todavia,
antes de apresentar a parte original desta pesquisa, vamos discorrer sobre conceitos

biolégicos, definicoes e modelos matematicos classicos em biomatematica.

1.1 Modelagem matematica

Quando a fisica é ensinada no ensino médio, simplificacoes sao feitas
em beneficio do aprendizado do aluno: despreza-se o atrito, os fios sao inextensiveis,
a aceleracao é constante, entre outras. Aos poucos, dentro de certas limitacoes,
sao incluidos mais detalhes nos fenomenos. Em modelagem matematica também,
avanga-se passo a passo.

Quanto ao nivel de detalhes contemplados pelos modelos, se por um
lado o reducionismo pode conduzir a predigoes incompativeis com as observagoes;
de outro, a inclusao de muitos detalhes os tornam impraticaveis. A esse respeito,
o principio Lex Parsimoniae enuncia: entia non sunt multiplicanda praeter necessi-
tatem, isto é, entidades ndo devem ser multiplicadas além da necessidade!. Assim,
somente o essencial deve ser incluido no modelo, e portanto simplificagoes e abstra-

¢oes sao inevitaveis.

!Termodindmica é um bom exemplo de uma teoria fenomenolégica que permanece ttil bem

depois que conceitos mais basicos (mecénica estatistica) foram construidos (Costa, 2003).
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Apo6s a escolha de uma abordagem metodoldgica adequada, o modelo é
entao formulado e inicia-se o processo de obtencao dos resultados. Até a formulacao
final (a0 menos a tedrica), frequentemente ocorrem pequenos acertos ou até alteragao
da metodologia. Finalmente, quando o modelo matematico é definido, prossegue-se a
obtencao e analise dos resultados e, posteriomente, as comparagoes com dados experi-
mentais, quando disponiveis. Caso haja discrepancia entre simulagoes e experimento,
o modelo é refutado. Todavia, se as previsoes forem confirmadas, entao este é aceito
condicionalmente, pois embora haja evidéncias de sua validade, testes experimentais
futuros podem negéa-lo. Mesmo nas situagoes em que a modelagem ¢ alimentada com
dados desde a formulagao, ainda assim o modelo pode ser falseado (Popper, 2007).

Quando ha discordancia entre teoria e experimento(s), entdo as
hipoteses podem ser alteradas e o modelo reformulado. Assim, a modelagem
matematica constitui-se por ser um processo ciclico, no qual um bom modelo é
aquele que, através da descricao matematica do fenomeno, possibilita a tomada de
decisao adequada. De fato, muitos problemas de ordem pratica podem ser melhor
entendidos através de modelos matematicos. Curiosamente, tal problematizacao vem
impulsionando avangos na prépria matematica. Se na idade moderna coube a fisica
inspirar tais avancos, nos dias de hoje tal papel cabe a biologia. Segundo Cohen
(2004) Mathematics is biology’s next microscope, only better; biology is mathematics’
next physics, only better.

Embora a matematica tenha se mostrado importante em biologia popu-
lacional (Murray, 2002) e em epidemiologia, parecia pura imaginagao aplica-la ao es-
tudo de cancer (Mackenzie, 2004). Atualmente, no entanto, modelagem matematica
em cancer é uma linha de pesquisa em pleno desenvolvimento que permite descrever
os mecanismos de surgimento e tratamento da doenga. Nessa perspectiva, relata
Gatenby (2009): “Os principios para um bem-sucedido tratamento do cancer podem

estar na dinamica evolutiva de ecologia aplicada.”



1.2 Modelagem matematica e cancer

Em relagao a incidéncia de cancer no Brasil, o Instituto Nacional de
Cancer estimou 489.270 novos casos da doenca para o ano de 2010, sendo os tipos
mais incidentes no ser humano, a excecao do cancer de pele do tipo nao melanoma,
os canceres de préstata e de pulmao no sexo masculino e os canceres de mama e de
colo do ttero no sexo feminino, acompanhando o mesmo perfil de magnitude obser-
vado no mundo (Brasil, 2010). Quanto & ocorréncia da doenga em ambito mundial,
um relatorio da Organizacao Mundial da Satide aponta que a América do Norte tem
a maior porcentagem de diagndsticos de canceres em adultos, seguido pela Europa
Ocidental, Austrilia e Nova Zelandia (Pisani et al., 2001). Segundo o oncologista
matemético Gatenby (2009): “Pacientes e politicos aguardam ansiosamente e reivin-
dicam cada vez mais uma ‘cura’ para o cancer. Mas tentar controlar a doenca pode
revelar-se um plano melhor do que esforcos para cura-la”.

Uma das formas de tratamento do cancer é a quimioterapia anti-neo-
plasica, a qual envolve a administracao de uma ou mais drogas, a fim de eliminar
células tumorais. Almeja-se, nesta drea, maximizar o efeito da droga no tumor
(Krabs & Pickl, 2010) e minimizar efeitos colaterais, como por exemplo, nduseas
e vomitos, experimentados por aproximadamente 25% dos pacientes (Burish et al.,
1987). Nessa perspectiva, Habr-Gama et al. (2008) relatam que a aplica¢ao conjunta
da radioterapia e da quimioterapia eliminou completamente alguns tumores retais,
cura esta obtida sem intervencao cirurgica.

Apesar do sucesso da quimioterapia e dos avangos em biologia do
cancer, ainda permanecem em aberto questoes importantes como a determinacao
de protocolos 6timos de tratamento quimioterapico e, quando aplicavel, se a quimio-
terapia deve preceder a cirurgia ou vice-versa. Tais questoes necessitam de melhor
entendimento quantitativo e analitico, sendo os modelos matematicos uma ferra-
menta de grande valia. Para tanto, devem ser levadas em conta as recentes pesquisas
de carater biolégico, para que nao haja dissociacao entre pesquisa em cancer e mo-

delagem matemaética de cancer, tal como ocorre nos dias de hoje (Komarova, 2005).
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Atualmente, os modelos matematicos permeiam a pesquisa em cancer.
Por exemplo, R. Fister? estuda modelos de controle 6timo que fornecem aos médicos
momentos apropriados para tratamento com drogas; C. Panetta® usa sistemas de
equagoes diferenciais para prever a resposta de um paciente para um dado regime de
droga; J. D. Murray e K. R. Swanson* desenvolvem estudos de um modelo de tumor
cerebral utilizando anatomia tri-dimensional do cérebro; M. A. J. Chaplain® estuda
o crescimento de tumores sélidos, angiogénese e metéstase (Mackenzie, 2004).

Frente a complexidade do cancer, a construcao de modelos
matematicos da doenca é pensada atualmente como um grande desafio. Diversas me-
todologias tém sido empregadas, sendo que, na matematica, destacam-se: equagoes
diferenciais (Gatenby, 1996; Pinho et al., 2002), automatos celulares (Reis et al.,
2009), otimizagao (Panetta & Fister, 2003) e modelagem multi-escala (Stamatakos
et al., 2010). Independentemente da abordagem adotada, certamente a associacao
entre teoria e experimentagao prové melhores resultados (Komarova, 2005), em que
experimentos guiam teoria(s) e teorias conduzem experimento(s) (Byrne et al., 2006;
Araujo & McElwain, 2004). Diante de tal associagao, Skipper et al. (1964) levan-
tam a hipotese de que células tumorais sao eliminadas em proporcao constante, a
cada infusdo de agente quimioterdpico (morte celular logaritmica). Para tanto, os
autores elaboraram um experimento no qual foram inoculados diferentes tamanhos
de tumores em grupos de ratos (contendo, cada um, por volta de 10 individuos)
e apos 24 horas, cada animal recebeu uma tunica dosagem de determinada droga,
sendo posteriormente computada a fracao média de células tumorais sobreviventes
em cada grupo. Por meio dos dados desse experimento, Skipper et al. (1964) ob-
tiveram valor proximo de um para a razao entre as porcentagens de células tumorais
sobreviventes do maior e do menor inoculo, indicando que cada dose administrada

elimina aproximadamente o mesmo percentual de células tumorais (em especial, os

2 Murray State University/Estados Unidos.

38t. Jude Children’s Research Hospital/Estados Unidos.
4 University of Washington/Estados Unidos.

5 University of Dundee/Escécia.



5

autores constataram uma reducao tumoral de dois a trés logs®). No que diz respeito a
quimioterapia, o trabalho de Skipper et al. (1964) permanece sendo o mais influente
em oncologia matemética (Gilewski & Norton, 2008), ainda nos dias de hoje. Assim
sendo, abordaremos a hipotese de morte celular logaritmica através da modelagem
matematica.

Na secao a seguir, introduzimos alguns conceitos fundamentais utiliza-

dos em oncologia (Weinberg, 2008), de modo a situar as questoes aqui abordadas.

1.3 Conceitos de biologia tumoral

Quanto ao tamanho de tumores humanos, apresentamos na Figura 1

informagoes sobre ordem de grandeza de tumores humanos.

Figura 1: Dimensoes do tumor, segundo a divisao celular, para humanos. A me-
dida que ocorrem mais divisoes, o tempo de duplicacao da massa tumoral diminui,
causando assim inibi¢ao de crescimento do tumor. Adaptado de Brasil (2008), com

dados extraidos de Schaebel (1975).

Destacamos os seguintes conceitos fundamentais para o entendimento

da biologia do cancer:

6Por exemplo, para uma massa tumoral de 10'° células, uma reducao de trés logs elimina 99, 9%

do tumor, pois 107/101° = 0,001 = 0, 1%.
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e Cancer: caracterizado por crescimento celular descontrolado, cuja causa esta

relacionada ao genétipo do individuo e/ou ao meio.
e Neoplasias: correspondem as formas de cancer nao-controladas.

e Tumor: aumento de volume dos tecidos que pode ou nao ser provocado por

uma proliferacao neoplésica verdadeira.

e Tumor benigno: tumor no qual as células mutantes permanecem contidas den-

tro de um tunico local, com uma fronteira de células normais bem definida.

e Tumor maligno: nesse tipo de tumor as células mutantes se misturam com as

células normais. Este tipo constitui o cancer.

e Metéstase: formagao de um novo tumor a partir de outro, mas sem con-

tinuidade fisica entre os sitios tumorais.

e (Células endoteliais: células que constituem o interior dos vasos sangiiineos,

especialmente os capilares.

e Angiogénese tumoral: processo de neovascularizacao no qual as células tu-
morais estimulam a formacao de novos vasos sangiiineos. Dada a sua im-

portancia, vejamos esse processo detalhadamente.

Angiogénese é o crescimento de novos vasos sangiiineos a partir dos pré-
existentes” e, quando associada a tumores, é chamada angiogénese tumoral.
Folkman (1971) evidenciou esta linha de pesquisa ao mostrar a relevancia da
neovascularizagao para o desenvolvimento de tumores. Ainda segundo este
mesmo autor (Folkman, 2002), crescimento tumoral invasivo e metdstase nao

ocorrem sem angiogenese.

TA angiogénese ocorre em vArios processos fisioldgicos, que ndo sdo necessariamente maléficos,

como por exemplo, cicatrizagao de feridas e embriogénese.
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No processo angiogénico, o estado proliferativo normal das células endoteliais é
alterado, e o tumor vasculariza-se® através da liberacao de fatores angiogénicos
tumorais (Tumoral Angiogenic Factors, TAF). Tais substancias provocam a
formacao de brotos capilares voltados ao tumor, conforme exibido na Figura
2. A falta de oxigénio (hipdxia) representa um sinal para o inicio dos mecanis-
mos moleculares e celulares, responsaveis por desencadear a neovascularizacao
através de fatores de crescimento do endotélio vascular (Vascular Endotelial

Growth Factors, VEGF).

Figura 2: Angiogénese tumoral. O brotamento dos capilares é produzido por
estimulos angiogénicos, via VEGF (Bussolino et al., 2003). A neovascularizacao
pode contornar limitagoes de difusao de oxigénio e também restricoes de troca de
nutrientes, ambas presentes em tumores avasculares (Kerbel, 2000). Figura extraida

de: http://www.biodigital.com/medical-animation.aspx; acessada em 7 jan. 2011.

Além dos fatores pré-angiogénicos, como o VEGF, os tumores sao capazes de
produzir proteinas especificas ( Tumor Inhibitor Factors, TIF), como a angios-

tatina e endostatina, que inibem o crescimento das células endoteliais.

A seguir, discorremos sobre fundamentos relacionados ao tratamento

quimioterapico.

8Conforme comentado anteriormente, tumores em fase pré-vascular tém diametro de 1 a 2mm,

no méximo (Kerbel, 2000).



1.4 Conceitos de quimioterapia anti-neoplasica

As classificacoes e conceitos apresentados a seguir foram extraidos de
Brasil (2008).

Quimioterapia anti-neoplasica consiste no emprego de substancias quimicas,
isoladas ou em combinagao (poliquimioterapia), com o objetivo de tratar neoplasias malig-
nas. E uma das modalidades indicadas para o tratamento de doencas malignas do sistema
hematopoético e para tumores sélidos.

A maioria dos agentes anti-neopldsicos atuam de forma nao especifica,
lesando tanto células malignas quanto benignas. Como as diferencas entre as duas popu-
lacoes celulares sao mais quantitativas do que qualitativas, uma linha muito ténue separa
o sucesso terapéutico de uma toxicidade inaceitavel. Os farmacos agem interferindo com
outras fungoes bioquimicas celulares vitais, por atuarem indistintamente no tumor e teci-
dos normais de proliferacao rapida, como o sistema hematopoético e as mucosas, o que
obriga a interrupcao periédica do tratamento para a recuperacao do paciente.

Quanto a sua finalidade, a quimioterapia pode ser classificada em:

9

e Curativa — Objetiva a erradicacao de evidéncias da neoplasia”. E utilizada, por

exemplo, em leucemias agudas.

e Paliativa — Visa melhorar a qualidade de vida do paciente, minimizando os sintomas
decorrentes da proliferacao tumoral, aumentando seu tempo de sobrevida em funcgao

de uma reducao do niimero de células neoplasicas.

e Potencializadora — Quando utilizada simultaneamente a radioterapia, no sentido de
melhorar a relagao dose terapéutica/dose téxica do tratamento com irradiagao, ob-
jetiva, principalmente, potencializar o efeito dos anti-neopléasicos no local irradiado
e, conceitualmente, nao interfere no efeito sistémico do tratamento. E empregada,

por exemplo, em tratamentos de tumor de pulmao.

e Adjuvante — Quando é realizada posteriomente ao tratamento principal, quer seja

cirurgico ou radioterapico. Tem por finalidade eliminar a doenga residual metastatica

90 cancer nao é detectdvel abaixo de um certo limite clinico.
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potencial, indetectavel, porém presumida existente. E indicada, por exemplo, para

tratar tumores de mama, ovario, célon e reto.

e Neoadjuvante — Quando é realizada previamente ao tratamento principal, quer seja
cirurgico ou radioterdpico. Objetiva tanto a reducao do volume tumoral quanto a
eliminacao de metastases nao-detectaveis clinicamente ou, eventualmente, formadas
no momento de manipulagao cirurgica. Pode ser usada, por exemplo, em sarcomas

e tumores de mama avangados.

Quanto a relagao com o ciclo celular, os agentes quimicos podem ser

classificados em:

e Quimioterapicos ciclo-especificos: As medicagoes ciclo-especificas sao aquelas que
se mostram mais ativas nas células que se encontram numa fase especifica do ciclo
celular. A especificidade da fase do ciclo celular apresenta implicacGes importantes:
observa-se um limite no numero de células, que podem ser erradicadas com uma
Unica exposicao, em um curto espaco de tempo & medicacao, uma vez que somente
aquelas células que estiverem na fase sensivel sao mortas. Uma dose mais elevada
nao consegue matar mais células. E necessario, entao, promover uma exposicao
prolongada ou repetir as doses da medicacdo para permitir que mais células entrem
na fase sensivel do ciclo. Exemplos de anti-neopldsicos ciclo-especificos: fase S —

antimetabdlitos, e fase M — alcaldides da vinca.

e Quimioterapicos ciclo-inespecificos: O efeito citotéxico das medicagoes ciclo-
inespecificas é obtido em qualquer fase do ciclo celular. Esses agentes sao eficazes em
tumores grandes com menos células ativas em divisdo no momento da administra-
¢ao da medicacao. Os anti-neopldsicos ciclo-inespecificos sao geralmente mais dose-
dependentes que os anti-neoplésicos ciclo-especificos. Isto significa que o nimero de
células destruidas é diretamente proporcional a dose da medicacao administrada. Do
ponto de vista farmacocinético, quanto maior a dose administrada, maior a fragao
de células mortas. Um grupo de medicacGes que parecem ser eficazes, quer estejam

as células neoplésicas em ciclo de divisao ou em repouso, sao os alquilantes.
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1.4.1 Protocolos antiangiogénicos de quimioterapia anti-neoplasica

A angiogénese é um artificio fundamental que os tumores possuem para
prover seu desenvolvimento. Conseqiientemente, nos ultimos anos, grande parte das
pequisas tém sido direcionadas para o estudo de terapias antiangiogénicas. Tais trata-
mentos consistem em administrar drogas desenvolvidas especificamente para agir so-
bre as células endoteliais e inibir a angiogénese, como modelado matematicamente
por Hahnfeldt et al. (1999). Todavia, o efeito de inibi¢ao vascular também pode
ser obtido através de determinados protocolos quimioterapicos antiangiogénicos, os
quais consistem em administrar agentes quimioterdpicos que nao sao drogas an-
tiangiogénicas, mas que provocam tal efeito se o intervalo entre suas respectivas
administracoes for relativamente curto'’. Diante do emprego desta forma de terapia,
também chamada quimioterapia metronomica!! (Kerbel & Kamem, 2004), Brow-
der et al. (2000) relatam a eliminagao de carcinoma pulmonar de Lewis em ratos,
fato este que nao ocorreu no referido estudo quando o protocolo convencional foi
empregado.

Apesar de nos esquemas de tratamento antiangiogénicos a dose cumu-
lativa da droga ser frequentemente mais baixa, em alguns casos sao utilizadas doses
superiores aquelas da terapia em regime convencional, especialmente em alguns es-
tudos pré-clinicos que buscam aumento de sobrevida (Bello et al., 2001; Man et al.,
2002). Diferentemente da quimioterapia em dose densa (convencional), na qual as
células tumorais sao o alvo, a quimioterapia metrondémica tem por objetivo eliminar
as células endoteliais responsaveis pela neovascularizagao do tumor.

Em posse dos fundamentos biolégicos e de quimioterapia ja apresen-
tados, elaboramos, a seguir, revisao e discussao de modelos matematicos em céancer,

bem como sobre modelagem farmacocinética e farmacodinamica.

10Por exemplo, intervalo de seis dias constitui um esquema antiangiogénico, enquanto para o

protocolo convencional este valor é normalmente de 21 dias (Browder et al., 2000).
1O termo metronomic chemotherapy apareceu pela primeira vez no artigo de Hanahan et al.

(2000).



2 MODELOS MATEMATICOS EM CANCER
E FARMACOLOGIA: REVISAO BIBLIO-
GRAFICA

Apresentamos nesta secao modelos matematicos de crescimento tu-
moral via equagoes diferenciais ordinarias. Assumimos, em tal abordagem, que os
parametros s@o constantes (exceto quando hé dependéncia explicita do tempo) e que
suas respectivas variancias podem ser negligenciadas. Optamos por utilizar o nimero
de células como variavel de interesse, embora a formulacao para volume ou massa tu-
moral seja idéntica. Incluimos também subsecoes sobre modelagem farmacocinética e
farmacodinamica, com a finalidade de fundamentar o modelo introduzido no capitulo

posterior.

2.1 Crescimento de tumores sé6lidos homogéneos

Em um tumor em estdgio inicial de desenvolvimento nao ocorre an-
giogeénese, e considerando-o como constituido de uma unica populagao celular, pode-
se assumir que sua taxa de crescimento é proporcional ao nimero de células tumorais

N(t), ou seja, % o N. Denotando-se por r a constante de proporcionalidade, entao

dN
—=7rN 1
dt T (1)

em que r > 0 é a taxa de crescimento intrinseca na qual as células se dividem,

1

com dimensao tempo~'. Pode-se escrever ainda (%)/N = r, isto é, a taxa de

crescimento tumoral per capita é constante.
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O modelo descrito pela equacao (1) possui algumas hipdteses
implicitas, sao elas: auséncia de estrutura espacial, N é suficientemente grande a
ponto de ser tratado como uma varidvel continua, as células tumorais se dividem a
uma taxa constante e de forma nao sincronizada e nao hé estocasticidade demografica
ou ambiental.

A versao discreta de tal modelo é atribuida a Malthus (1798), que em
seu estudo cita que, uma populagao, se nao controlada, cresce segundo uma razao
geométrica. Mas qual a relagao entre o crescimento tumoral e essa afirmacao?

Supondo que o crescimento tumoral ocorra de acordo com uma razao

geométrica, entao apdés um tempo At tem-se que
N(t+ At) =dN(t), (2)

ou seja, a populagao de células tumorais no instante ¢t + At é proporcional a propria
populacao no instante de tempo ¢, em que d é a razao da progressao geométrica.
Subtraindo N(t) dos dois lados de (2) e posteriomente dividindo ambos os lados da
igualdade por At, tem-se que

N(t+At) — N (d—1)
At = A YO )

Para At — 0 e N(t) uma funcdo diferencidvel, identifica-se o lado esquerdo de (3)
como uma derivada, e entdo definindo (d — 1)/At = r obtém-se (1).

Pelo modelo de Malthus, é esperado que a equacao (1) apresente
crescimento ilimitado das células tumorais, ja que nao ha restrigoes de crescimento,
isto é, todos os recursos necessarios sao considerados disponiveis e em abundancia.
Resolvendo-se (1) para N(t = 0) = Ny > 0, nimero inicial de células tumorais,

encontra-se
N(t) = Npe™, (4)

que resulta em crescimento exponencial, sendo portanto ilimitado.
Assim sendo, a lei exponencial nao explica a saturacao observada no

crescimento de tumores. Por essa razao, tal modelo é vélido apenas para tumores
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avasculares, nos quais a angiogénese nao tenha ocorrido, os quais segundo Kerbel
(2000) possuem, no maximo, em torno de 1 a 2mm de diametro.

Sabe-se que as células tumorais competem entre si por recursos vitais
e oxigénio. Verhulst (1838) e Lotka (1925)'? propuseram um modelo de dindmica

populacional que contempla tal interagao, dado por

o - TN<1—%), (5)

N
em que K > 0 é a capacidade suporte da populacao tumoral e (1 — ?) representa

a competicao intraespecifica. Para K >> N, e << 1 e tem-se que a equacao (5)
reduz-se a (1).

Ao resolver a equagao (5), por separagao de varidveis, obtém-se
B K
B 14 <N£0 — 1) e*rt,

em que lim N(t) = K, indicando saturagao de crescimento.
t—+o0

N(t)

Embora tal solucao contemple inibicao de crescimento, sua simetria em
relagao ao ponto de inflexao N = % confere ao modelo logistico pouca flexibilidade
no ajuste de dados experimentais (Byrne, 2003). Assim, pode-se pensar num modelo
mais geral, o modelo logistico generalizado, dado por

AN r N\’
N1
a1 %) g

no qual o valor de 6 define a rapidez na qual a saturacao é atingida. A solucao®® de

(7) ¢ dada por

1

1+ ((N%)a - 1) ot

12A formulacio original deste modelo é de Verhulst (1838), mas a formulagio aqui apresentada é

atribuida a Lotka (1925).
130btida identificando (7) como uma equacio de Bernoulli e aplicando as substituicdes

N(t) =K (8)

necessarias.
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Na equagao (7), se # = 1 obtém-se (5), o modelo logistico. Por outro

lado, se # — 07, utilizando o limite fundamental lim = In k, tem-se o modelo

z—0 €x

% — N (%) | ()

Um modelo ainda mais versatil que (7), desenvolvido por von Berta-

lanffy (1938) é

Gompertz dado por

dN
E:CNW—/)Ngy (10)

em que (, p, ¢ e & sao parametros positivos e para que haja inibicao do crescimento,
¢ > . Vejamos como & e ¢ podem ser interpretados em termos da dinamica tumoral.
Como o volume V' do tumor é proporcional ao nimero de células, de

modo a quantificar o metabolismo tumoral, pode-se reescrever a equacao (10) como

dV
== (Ve =V, (11)

em que (V¥ representa o anabolismo (crescimento tumoral, via sintese de
substancias) e —pV¢, o catabolismo (dimuigao tumoral, via consumo de substancias).
Quanto maior a area superficial S do tumor, maior a difusao de oxigénio e nutrientes
através de sua superficie, donde resulta que o crescimento tumoral é proporcional a
area de sua superficie. J4 o consumo de substancias é proporcional ao volume tumoral
V', implicando que, quanto maior for o tamanho do tumor, maior serd o consumo
de nutrientes e oxigénio. Assim, segundo as consideracoes anteriores, (V¥ o S e
pVE& o< V. Para um tumor esférico de raio r tem-se que V o 73 e S o< 12, resultando
em S o< V3 oc 2 Assim, ¢ = 2 pois (V¥ x S o Vi, e & =1 pois pV¢ o V1. Neste
caso, denomina-se a equagao (11) como surface rule model.

Diante dos modelos de crescimento tumoral apresentados, é natural
questionar qual é o mais compativel com dados experimentais. Spratt et al. (1996),
em um estudo com 113 pessoas, concluem que o modelo logistico generalizado é o

que melhor ajusta os dados de cancer de mama. Michelson et al. (1987) mostram
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que o modelo Gompertz fornece o melhor ajuste para crescimento volumétrico de
tumores in vivo, em quatro das cinco populacoes de células tumorais estudadas'*
pelos autores. Vaidya & Alexandro-Jr. (1982), comparando a doenga em humanos e
ratos, apontam que o modelo logistico é mais robusto no ajuste dos dados de todas
as sete pessoas participantes do estudo, enquanto em sete dos dez casos relatados
em ratos o modelo de von Bertalanffy é o melhor. Por conseguinte, ¢ dificil provar
que o crescimento de tumores segue uma lei universal (Retsky, 2004). Notamos
que o modelo gompertziano, apesar de menos versatil do que os demais, ainda é o
mais empregado para descrever dados de crescimento de tumores malignos (Bajzer
& Pavlovic, 1996). Ainda ndo héa justificativa unanime sobre tal predominancia
(Britton, 2002; Bajzer & Pavlovic, 1996), sendo necessarias maiores investigagoes.

Embora atualmente nao se tenha uma lei universal de crescimento de
tumores, resultados experimentais, como os citados anteriomente, mostram compor-
tamento sigmoide para as curvas de crescimento tumoral. Assim, ainda que na area
biolégica a medicao de quantidades nao seja uma tarefa facil, revela-se a importancia
de se comparar resultados matematicos e experimentais.

Nessa perspectiva, assim como as células de cada tecido do corpo hu-
mano, cada tipo de tumor possui um valor caracteristico r de taxa de crescimento,
obtido através de dados experimentais in vitro ou in vivo, ou, ainda, relacionando-o
com o tempo de duplicagao de tamanho do tumor. Em um tumor em fase exponen-
cial de crescimento, utilizando-se (4), N(0) = Ny e para o tempo tq de duplicacio,
N(tq) = 2Ny, resultando em 2Ny = Nge™d. Logo, r é dado por

t
r= ﬁ (12)
Sobre a ordem de grandeza das células tumorais, sabe-se que um tu-
mor ¢ visivel aos raios X quando possui 10® células (Weinberg, 2008), clinicamente
palpavel em humanos a partir de 10% células ~ 1g (Weinberg, 2008), que pessoas

com a doenca nao sobrevivem apés o tumor atingir por volta de 10'? células ~ 1kg

4Duas subpopulacdes clonais de um adenocarcinoma de célon humano foram utilizadas para

produzir tumores sélidos em ratos.
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(Weinberg, 2008; Spratt et al., 1996) e que um homem adulto possui aproximada-
mente 5 x 10'3 células'®. Considerando tais informacoes e para comparar os modelos
ora apresentados, exibimos, na Figura 3, uma simulacao numérica de crescimento
tumoral, em que utilizamos para r o valor médio obtido por Spratt et al. (1996) para

metdstases pulmondrias em humanos'®.

1,0 x 10" l
8,0 x 10"
6,0 x 10"
N exponencial
logistico

11 Gompertz
4.0 x 10 7 logistico generalizado
2,0 x 10" -

0 _I T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0 500 1000 1500

t (dias)

Figura 3: Crescimento de tumor em humanos segundo os modelos exponencial,
logistico, Gompertz e logistico generalizado, em que r = 1072/dia (Spratt et al.,
1996), K = 10' células (Weinberg, 2008; Spratt et al., 1996), N(0) = 4 x 10°
células, e para o modelo logistico generalizado 8 = 2. O modelo logistico e o modelo

exponencial sao indistinguiveis no inicio da dinamica.

15Esta estimativa considera que 10° células ~ 1g (Schaebel, 1975).
16Ta] estudo contemplou 58 homens e 60 mulheres, em que nio houve diferenca significativa ao

nivel de 5% entre as médias de taxa de crescimento tumoral de cada sexo. Os dados foram coletados
na fase de crescimento exponencial do tumor, ou seja, quando o tempo de duplicagao do tumor é

aproximadamente constante.
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2.2 Modelos matematicos em farmacologia

De forma simplificada, pode-se considerar que a farmacocinética es-
tuda os processos que uma droga sofre no organismo (da administragao a excre¢ao),
enquanto a farmacodinamica analisa o efeito resposta da droga.

Apresentamos, a seguir, um estudo de modelagem farmacocinética
baseado em Bellman (1983). Contudo, interessa-nos nao somente estudar a variagao
na quantidade de droga, mas também a farmacodinamica. Para tanto, incluimos
ainda um modelo de resposta a droga de Hoppensteadt & Murray (1981), que, ape-
sar de nao ter sido concebido especificamente no contexto da farmacologia oncoldgica,

fornece suporte para o entendimento da saturagao do efeito resposta a droga.

Farmacocinética

Considere o sistema circulatorio como um compartimento no qual a
quantidade de uma dada droga é c¢(t). Suponha ainda que uma droga seja in-
jetada neste compartimento a uma taxa wu(t). Por processos como excregdo e/ou
metabolismo, a droga decai a uma taxa ~. Assim, utilizando a lei da conservagao da
massa, a quantidade de droga no compartimento apds um tempo dt, arbitrariamente

pequeno, é dada por
c(t + dt) = c(t) — ye(t)dt + u(t)dt, (13)

isto ¢, a quantidade de droga, apds transcorrido um tempo dt, é igual a quantidade
de droga ¢(t), menos a quantidade de droga ~vc(t)dt que decaiu, mais a quantidade
de droga u(t)dt que foi injetada. Supondo-se que ¢(t) seja diferencidvel, tem-se, por
expansao em série de Taylor (em torno de t), que

de(t)

t+4dt) =~ c(t
clt -+ dt) m oft) + =

dt, (14)

em que os termos de ordem superior a um foram desconsiderados. Quando considera-

se que o decaimento de droga é proporcional a ¢(t), entao tem-se a cinética de primeira
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ordem. Substituindo-se (14) em (13), resulta

de(t)
dt

= u(t) —e(t), (15)

com ¢(0) = ¢ (na prética, ¢ = 0). Via fator integrante, a solugao de (15) é dada

por

c(t) = e‘”t/o eu(s)ds. (16)

Quanto ao valor de 7, este pode ser obtido em (15), para u(t) = 0, de

forma andloga ao célculo da taxa de crescimento (ver equacao (12)), resultando em

12

= 1= 17

7= g (17)
em que t;/ ¢ o tempo de meia-vida da droga considerada.

Comentarios em detalhes sobre a aplicagao da equagao (17) serdo feitos

no proximo capitulo. Antes, vejamos a resposta a droga considerando-se cinética de

primeira ordem, a qual aplica-se a quimioterapia anti-neoplasica (Buick, 1994).

Farmacodinamica

Em geral, é a ligacao de sitios especificos que provoca a resposta far-
macoldgica no individuo. Sejam A(t) e I(t) o ntimero de sitios ativos (livres) e ina-
tivos (ligados), respectivamente. Considerando-se que nenhum sitio é criado, entao
A(t) + I(t) = n. A partir de tais consideracoes, Hoppensteadt & Murray (1981)

propuseram o seguinte modelo:

dA
E =al — 5140,
(18)
dl
i — ol
7 BAc— al,

em que A(0) = n e I(0) = 0. Assume-se que a taxa de ligacdo é proporcional a
quantidade ¢(t) de droga e também ao ntiimero de sitios ativos disponiveis. Supondo-

se ainda que a resposta r(t) é proporcional a quantidade de droga e ao nimero de
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sitios livres (ativos) tem-se que
r(t) = ic(t) A(t), (19)

em que ¢ > 0 é a resposta caracteristica de um determinado individuo. Se a taxa de
ligacao ¢ alta, o numero de sitios ativos e inativos equilibram-se rapidamente. Assim,

utilizando-se que A + I = n, no equilibrio, tem-se que

— an
A = , 20
a+fc (20)
7 - fne (21)
a+fBc
Conseqiientemente, a resposta a droga é dada por
ianc
= 22

a qual caracteriza-se por um resposta funcional do tipo Michaelis-Menten, saturan-
1an

escrever ainda que r =

do em rp.x = para grandes valores de ¢. Combinando-se (21) e (22) pode-se

ial
B

de sitios ligados. A equacao (22) modela saturagdo de modo apropriado: acima de

, ou seja, a resposta a droga é proporcional ao niimero

uma certa quantidade de droga, a morte celular independe da quantidade de droga.

No contexto de modelagem em cancer, Aroesty et al. (1973) mostraram
que tal saturagao permite descrever dinamica tumoral sobre quimioterapia ciclo-
inespecifica. A equacao (22) engloba ainda tratamentos com drogas ciclo-especificas,
desde que a droga utilizada atue principalmente em uma fase do ciclo celular que
gaste quase o tempo total do ciclo de divisao, de modo que a especificidade da droga

possa ser negligenciada.



3 OBJETIVOS

Frente as implicacoes do tratamento oncolégico, esta pesquisa tem por
finalidade analisar matematicamente as estratégias de administracao de quimiotera-
pia, com enfoque nos protocolos antiangiogénicos. A fim de aproximar-se da pratica
clinica, utilizamos, quando disponiveis, dados experimentais relativos a seres hu-
manos. Além disso, objetivamos conferir ao modelo proposto resultados matematicos
a0 menos coerentes com as observagoes biologicas, de modo a integrar modelagem
matematica e pesquisa em cancer.

No capitulo que se segue, propomos um modelo que considera acao an-
tioangiogénica da quimioterapia metronomica. No capitulo 5, analisamos, sob certas
condicoes, situagao biolégica na qual a dinamica angiogénica nao precisa ser neces-
sariamente levada em conta e, além disto, investigamos, via modelagem matematica,

motivos que levam ao fracasso clinico da quimioterapia anti-neoplasica.



4 MODELO MATEMATICO DE QUIMIO-
TERAPIA ANTI-NEOPLASICA SOB
DINAMICA ANGIOGENICA

Embora a poliquimioterapia seja largamente empregada nos dias de
hoje e também tenha gerado avangos no tratamento de cancer, quantitativamente
pouco se conhece sobre o efeito combinado de drogas. Por exemplo, um agente
quimioterdpico pode potencializar o efeito de outro'”, o que implica em respostas
terapéuticas nem sempre aditivas. Assim sendo, compreendemos aqui tratamen-
tos nos quais ha administracao de apenas um dado agente quimioterapico (mono-
quimioterapia). Especialmente, escolhemos as drogas ciclo-inespecificas, pois estas
sao mais dose-dependentes do que as ciclo-especificas e, além disto, porque atuam
igualmente sobre as células proliferativas e nao proliferativas do tumor, as quais sao
indistintas perante o modelo apresentado. Assuminos, ainda, que no instante inicial
da dinamica a populacao de células normais é dominante sobre as células tumorais.

Dentre as modalidades de quimioterapia, abordamos somente a neoad-
Jjuvante, pois neste tratamento utiliza-se somente drogas. Para outras terapias
terfamos que englobar mais efeitos, como, por exemplo, os provenientes da radio-
terapia e da cirurgia. Por simplicidade, negligenciamos resisténcia do tumor a droga

e possiveis mudancas na resposta farmacologica no decorrer do tratamento.

17Por exemplo, segundo Bonassa (1992), o emprego individual de ciclofosfamida ou doxorrubicina,
ocasiona 30% de resposta favoravel em pacientes portadoras de cancer de mama avangado, enquanto

a administracido conjunta provoca 70 a 80%.
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Quanto a angiogénese, vamos considera-la explicitamente no modelo,
de modo a representar a taxa de variacao do nimero de células endoteliais. Para
definir tal equagao, nos baseamos em Hahnfeldt et al. (1999), os quais apresentam,
essencialmente, um modelo de equagoes diferenciais ordinarias para crescimento de
tumor sob fatores inibidores (TIF) e estimuladores (TAF) angiogénicos, em que, &
medida que o tumor produz tais fatores, a capacidade suporte tumoral é alterada.
Tal modelo é construido a partir de dados experimentais e deducgoes teoricas, e os
resultados obtidos sao clinicamente plausiveis.
Protocolos antiangiogénicos ja foram abordados via modelagem
matemdtica (Hahnfeldt et al., 2003; d’Onofrio & Gandolfi, 2004; Phipps, 2009).
No entanto, nao encontramos modelos de equagoes diferenciais que tratem simul-
taneamente de quimioterapia metronomica, angiogénese, e que considerem ainda o
compartimento das células normais e sua respectiva competicao com as células tu-
morais. Assim sendo, incluimos as células normais no modelo proposto, pois estas
sao afetadas pela droga e determinam o limite de dose. Consideramos ainda com-
peticao interespecifica entre células normais e tumorais e que, na auséncia desta,
cada populacao celular cresce até certo limiar.
Denotando-se o niimero de células tumorais e normais por N; (i = 1, 2),
a capacidade suporte devida a angiogénese por L; e a quantidade do agente quimio-

terapico por (), propomos o seguinte modelo:
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( dN1
% = TlNl fl(leLl) - 91(N1,N2,L1) - hl(N17Q)7
dN:
d_152 = 19Ny fa(N2) — ga(Ni, No, Ly) — ha(No, Q),
(23)
dL,
ol m(Ly) 4+ n(Ny, Ly) — p(N1, L) — hs(L1, Q),
d
L d_ctg = Q(t)_u(NlaN27Q)v
em que o indice ¢ = 1 diz respeito a populagao de células tumorais e i = 2 as

normais; r; denota a taxa de crescimento das populagoes tumoral e normal; f;(+) >
0 representa inibigdo devido & competigao intraespecifica; g;(-) > 0 representa a
competigao interespecifica entre células tumorais e normais; h;(-) >0 (j =1,2,3) é
a interagao de cada populacao celular com a droga, em especial, a fungao hs modela o
efeito antiangiogénico da quimioterapia metrondmica; n(-) > 0 modela a capacidade
do tumor induzir vascularizagdo, portanto relaciona-se ao TAF; e p(-) > 0 diz respeito
aos fatores inibidores (TIF). O fluxo de infusao do agente quimioterdpico é modelado
pela fungao ¢, definida em [0, 00), satisfazendo ¢(-) > 0; e u(-) > 0 modela a excregao
da droga. A fungdo m(-) > 0 diz respeito a proliferagao de células endoteliais no
interior do tumor e a migracao das células vasculares da regiao peritumoral para
dentro do tumor (d’Onofrio & Gandolfi, 2004). Todos os parametros do modelo sao
positivos.

Quanto as condigbes iniciais, temos que Q(0) = 0, pois no instante
inicial a droga ainda nao esta interagindo com as células. As outras condicoes sao
tais que N1(0) > 0 e Ny(0) > 0, j4 que a quimioterapia s6 ocorre se o tumor for
diagnosticado.

Sobre o tratamento, hé situacoes nas quais o medicamento é infun-
dido ininterruptamente por alguns dias (Baxter, 2005). Se tal administracao se da
a uma taxa constante, entao ¢(t) = ¢ > 0. Entretanto, na maioria dos protoco-
los, administra-se droga(s) em intervalos de tempo fixos e assim ¢(t) é uma fungao

periédica. Neste ultimo caso, como o tempo gasto na infusao é muito menor que o
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tempo total de tratamento do paciente, admitimos que a droga interage imediata-

mente com o tumor. Denominamos estas duas situagoes como:

1. Administracao continua

q(t) = q (constante) > 0.

2. Administracao em ciclos

Nesta forma de administracao, cada ciclo'® dura normalmente trés ou quatro
semanas, seguido por um periodo de descanso, no qual o quimioterapico nao é
administrado'®. De acordo com Martin & Teo (1993), definimos a velocidade

de infusao da seguinte forma:

q >0, n<t<n+r,
q(t) = (24)
0, n+7<t<n+T,

em que T + 7 é o ciclo (periodo entre o inicio das infusdes), n = 0,7,2T, ... e

7 ¢ tempo de infusao, de modo que 7' >> 7.

Como temos em vista nao sé os resultados analiticos, mas também
os numéricos, entdo faz-se necessario explicitar em (23) quem sdo as fungoes
fi, i, hj, m, n, p e u. Embora as escolhas destas fungoes possam parecer total-
mente independentes, elas nao sao, pois devem ser tais que o modelo prediga fatos
e simulagoes numeéricas observaveis. Exatamente destas é que dependem os pontos
de equilibrio, os quais devem ao menos descrever as situacoes de cura e coexisténcia
entre células tumorais e normais. Deste modo, as funcoes introduzidas a seguir sao
nao apenas justificadas de imediato, mas parte delas decorre das observacoes clinicas,
aqui representadas pelos resultados analiticos e numéricos do modelo. A despeito
de nos pautarmos nos dados experimentais, apresentamos as solugoes de equilibrio,

bem como os diagramas de fase.

18Ciclo é definido como perfodo apds o qual o protocolo de tratamento se repete.
9Protocolos de tratamento sdo estabelecidos dessa forma, para que o paciente possa se recuperar

a cada sessao de quimioterapia.
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4.1 Modelo matematico para cancer nao tratado

Para obter um modelo para o caso nao tratado a partir do modelo

geral, basta escolher ¢(t) = 0 em (23), ja que Q(0) = 0. Quanto as fungoes f; e g,

escolhemos:
Ny
Ny, L = 1 - —- 25
N.
fa(N2) = l_k_Z’ (26)
2
aq
Ny, N5, L = N1 N. 27
91( 1,4Va, 1) r1k+L1 14Va, ( )
«a
92(N1, Na, Ly) = 15—=Ni Ny, (28)

sendo «; o coeficiente de competicao referente a populagao i, k a capacidade suporte
tumoral na fase pré-vascular, e ko a capacidade suporte das células normais. A
funcao g; engloba os mecanismos de defesa do paciente, incluindo a resposta imune;
go modela efeitos negativos do tumor ao tecido normal, tais como degradacao da
matriz extracelular e mudangas microambientais (Gatenby, 1996). Para as fungoes
f1 e fao pressupomos crescimento logistico para as células normais e tumorais pois,
conforme apresentado no capitulo 2, embora o modelo logistico nao seja o tnico
utilizado em crescimento tumoral, este representa uma das possibilidades de escolha.
Além disto, conforme apresentado na revisao, Vaidya & Alexandro-Jr. (1982) relatam
circunstancia na qual o modelo logistico é o mais adequado para o ajuste de dados
de crescimento para humanos, aos quais dirigimos o enfoque deste trabalho.

Para modelar a variacao temporal das células endoteliais, escolhemos

m(Ll) == O'Ll, (29>
n(Nl,Ll) = ¢N1, (30)
p(Nl,Ll) = LULlNlX, (31)

em que m(Ly) definida em (29) foi proposta por d’Onofrio & Gandolfi (2004) e as
fungoes n(Ny) e p(Ny, Ly) para x = 2/3, dadas pelas equagoes (30) e (31), foram

deduzidas analiticamente por Hahnfeldt et al. (1999). O parametro o diz respeito a
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proliferacao das células endoteliais adjacentes ao tumor, bem como sua migricao da
regiao peritumoral para dentro do tumor; ¢ esta relacionado a liberagao dos fatores
de crescimento da massa tumoral e w modela a inibicao da vascularizagao provocada
pelo proprio tumor. Adotamos y = 1 de modo a simplificar a nao linearidade de
p(Ny, Ly).

Com f;(+), gi(+), m(-), n(:) e p(-) dadas, respectivamente, por (25),
(26), (27), (28), (29), (30) e (31) com x = 1, o modelo matemdtico da doenga

nao tratada, sob dinamica angiogénica, ¢ dado por

( dN1 N1 OélNQ
a - MU L)
dN2 N2 042N1
e 2 32
dt ”NQ(l ks ko ) (32)
dL
—L = oL+ ¢N, —wN, L.
L dt

4.2 Modelo matematico de quimioterapia anti-neoplasica

Para o modelo que compreende o tratamento quimioterapico, é preciso
explicitar as funcoes h;(-) e u(-). Para via de administracao intravenosa do medica-
mento, a variacao temporal da quantidade de droga é dada pela cinética de primeira
ordem (Liillmann et al., 2000) e entao u(Ny, Ny, Q) é apenas® funciao de Q, como

usualmente considerado. Logo, de acordo com a equagao (15), segue que

u(@) = AQ, (33)

em que A > 0 é a taxa de decaimento de um dado agente quimioterapico ciclo-
inespecifico.

Sobre o efeito da droga, consideramos resposta funcional segundo a
equagao (22), que modela um efeito de saturagao apropriado do tipo Michaelis-

Menten, pois apds uma certa dose, a resposta ao tratamento independe da quantidade

20Por exemplo, a meia-vida da ciclofosfamida, aparentemente, independe da idade, raca, sensi-

bilidade ou resisténcia & droga, diagndstico ou dose e é igual a 4 horas (Baxter, 2005).
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de droga (ver segdo Farmacodinamica, pag. 18). Se, além disto, as células sao

eliminadas pela droga em proporgao constante (Skipper et al., 1964), entao hy(-),

ho(+) e hs(-) sao dadas por

(N, Q) = B, 39)
ha(Na, Q) = 12 (39)
halls, @) = "2 (30)

em que a, b, ¢ determinam a velocidade da resposta a droga, p e v sao as taxas de
tratamento das células tumorais e normais, respectivamente, 7 modela a intensidade
do efeito da quimioterapia metronomica, sendo que a taxa de mortalidade per capita
das células tumorais é dada por p@Q/(a+@Q). Assim como Pinho et al. (2002), também
investigamos outra escolha para resposta funcional h;(V;, @), num trabalho anterior
(Rodrigues et al., 2010), no qual a saturagao da resposta a droga ocorre em N; (e
nao em (). No entanto, no presente trabalho escolhemos a saturacdo em (Q para
modelar adequadamente a saturacao do efeito resposta ao tratamento quanto a dose
de droga.

A partir de (23) e (32) e com (33), (34), (35) e (36), temos entao que

o modelo para o caso tratado da doenca é dado por

( dN,; N, a1 Ny puN1Q
— riNy (1= - - )
dt ]{5+L1 k‘l‘Ll &+Q

dN, Ny aaVy vN2Q
— = Ny (1l—-—-—=— — ;
dt ko ko b+ Q
(37)
dL L
d_tl = 0L1+¢N1—wN1L1—%a
d@)
— = t) — Q.
W7 q(t) — \Q

Sob determinadas circunstancias, este modelo pode ser simplificado.
Primeiramente, se considerarmos uma situacao na qual inibicao e estimulos an-

giogeénicos estao em equilibrio antes do tratamento se iniciar e, a seguir, que o
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tratamento se inicia, porém nao apresente o efeito antiangiogénico caracteristico

da quimioterapia metronomica, entao segue que

dLy
v ~ 0, (38)
o que implica que L; ¢ aproximadamente constante, atingindo, portanto, um deter-
minando valor de equilibrio, dado por tE+moo Ly(t), o qual denotaremos por L;(00).
Deste modo, sob as condigoes bioldgicas e de tratamento dadas no

pardgrafo anterior, temos que (37) pode ser simplificado em:

( le . Nl OélNQ ILLNlQ
R P (B QL - ,
dt k1 3} a+Q
dN2 N2 O(QNl I/NQQ
—= = — = — 39
dt 22 (1 ky ks > b+ Q (#9)
aQ
“E = q(t) - A
L % q(t) = AQ,

em que k; = k+ L1(00) denota a capacidade suporte do tumor apds a neovasculari-
zagao atingir o equilibrio. Nos referiremos ao sistema (39) como caso limite, situagao
para a qual a angiongénese ja estd estabelecida, e dedicaremos o proximo capitulo a
sua analise.

De qualquer forma, para que o tratamento faca sentido, o agente
quimioterapico tem que agir com maior intensidade nas células tumorais. Por exem-
plo, segundo Buick (1994), o efeito de droga em linfomas é até 10* vezes maior do

que em células de médula éssea, donde temos que
> v (40)

Quanto as taxas de crescimento, temos que o tumor cresce mais rapidamente do que
os tecidos normais pelo fato das células tumorais conseguirem adiar a morte celular
programada, chamada apoptose. Se r; é dado por r; = b; — d;, em que b; é a taxa
de divisao celular e d; é a taxa de morte celular, entao do ponto de vista bioldgico
b1 = by, mas devido a evasao da apoptose das células tumorais, d; < dy, implicando
em

T > Tg, (41)
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e embora haja tal desigualdade, vale ressaltar que tumores de diferentes regioes do
corpo possuem valores distintos de ry, assim como cada tipo de célula normal possui
um valor de ry caracteristico.

Em razao das consideragoes ora elaboradas, apresentamos, a seguir, os
resultados para os casos nao tratado (32) e tratado (37) de terapia anti-neopldsica de
cancer humano. Nas simulagoes, as solu¢oes numéricas foram obtidas via método de
Runge-Kutta de 42 ordem, utilizando-se a linguagem de programacao FORTRAN.
Visto que para o caso de administracao em ciclos a funcao ¢ é descontinua, houve a
necessidade de controlar tal descontinuidade incluindo-se no algoritmo uma sentenca

condicional dada pela equagao (24).

4.3 Resultados e discussoes
4.3.1 Cancer nao tratado

Vamos proceder a anélise do modelo dado por (32), que possui quatro

solugoes de equilibrio:
e [£1(0,0,0) — Extingao das células normais, endoteliais e tumorais;
e F5(0,ky,0) — Cura espontéanea;
° Eg(ﬁl, 0, fl) — Extingao de células normais e persisténcia do tumor;
o [,(N{,N;, L7) — Coexisténcia entre as células.

Genericamente, Fy(0, ko, 0) representa o equilibrio livre da doenga, mas
como supomos a existéncia das células tumorais no instante inicial (N1(0) > 0), entao
interpretamos tal solugao como cura espontanea do cancer.

Quanto as solugdes acima listadas, se f; em (23) é escolhida de modo
a resultar em crescimento exponencial ou gompertziano, entao o modelo nao apre-
senta tais solucoes de equilibrio. Dado que a doenca esta estabelecida no paciente,
E1(0,0,0) e E5(0, k2,0) nunca sao observadas biologicamente. Vejamos sob quais

condicoes isto ocorre.
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A matriz jacobiana A(Ny, N, Lq) do sistema (32) é dada por

7’1([€+L1—2N1—041N2> _T’lNlOél N1+011N2
k;—|—L1 k‘+L1 i (k+L1)2
T'QNQO&Q Tg(kg — 2N2 — OégNl) ’ (42)
— 0
kQ k?
¢ —wly 0 o —whN;

que avaliada no ponto fixo trivial E;(0,0,0) torna-se

T1 0 0
A<Oa 07 0) = 0 rp 0 : (43>
o 0 o

Como os autovalores de A(0,0,0) sdo r; > 0,79 > 0 e o > 0, temos que
FE1(0,0,0) é instavel, e como N1(0) # 0, No(0) # 0, entdo na auséncia de tratamento
da doenca as células normais e tumorais nunca sao simultaneamente extintas.
Para F5(0, k2, 0) a matriz jacobiana A(0, ko, 0) é dada por
ri(k — arks)

’ 0 0
A(07 kQ? 0) = —ToQo —r9 0 ’ (44)
[0) 0 o
7”1(/6 — Oélk’g)

cujos autovalores sao —ry e 0. Como o > 0, entdo E5(0,ks,0) é

instavel, o que concorda Corlri a auséncia do fato biolégico de cura espontanea do
cancer: dado que a doenca existe, nao ha cura sem tratamento. Entao, a partir da
andlise de estabilidade de E;(0,0,0) e E5(0,k2,0), o modelo prevé, sem hipdteses
adicionais, que, sem tratamento, as células tumorais nao sao eliminadas.
Analisemos agora sob quais condigoes Eg(]AVJl, 0, /Lvl) e Ey(NT, N3, L)

sao biologicamente vidveis (possuem valores nao negativos para as varidveis em

questdo). Para Eg(]f\f:, 0, E), temos que

WDy A (o —wk) Dy + ok =0, (46)
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em que, a partir de (46), L, é dado por

I L 0to—wh)x /o= kP + dudk
L .

(47)

—2w

Em (47), como /(¢ + 0 — wk)? + 4wk é positivo e maior do que —(¢ + o — wk),
entao, independentemente do sinal de —(¢+ 0 —wk), a equagao (46) tem apenas uma
raiz real positiva e, conseqiientemente, da equagao (45), concluimos que ﬁl também
é sempre positivo.

Para a situacao de equilibrio na qual as células coexistem, dada por

E4(N{, N5, L}), temos que

k’-'-L)lk —Oélkg

N = 48

1 T (48)

N2* = ky— CY2N1*> (49>
oNT

Ly = ——. 50

! wN{ —o (50)

Assim, a partir de (48) e (50), temos que
w (OélOéQ — ].) N1*2 + (Cd(k’ - Oélkg) + O'(]. - Oé1062) + ¢) N{k + 0'(061]{32 — ]{?) = 0. (51)

Sem pressupostos adicionais, nao é possivel estabelecer condig¢oes para
N, N5 e Lj serem positivas (ver equagoes (48), (49), (50) e (51)). No entanto, se

pelo menos uma das raizes da equagao (51) for tal que
o
N > — 52
1 w ) ( )

entao L] é positivo e, assumindo-se ayae < 1, obrigatoriamente L] > aiks — k.
Finalmente, se Ny < z—z, entao Ny > 0. Resumindo, se g < Ny < z—z entao
E4(N{, N3, L}) é viavel biologicamente. Esta desigualdade ¢ satisfeita na simulagao
numérica exibida na Figura 4, na qual, assim como nos relatos biolégicos de Ferrara

& Gerber (2001), hé atraso temporal entre aumento da vascularizagao e crescimento

tumoral.
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Figura 4: Evolu¢ao do tumor quando o paciente (humano) nao é submetido ao
tratamento. A angiogénese precede o crescimento tumoral; o tumor se desenvolve
apds o aporte vascular ter sido estabelecido (Ferrara & Gerber, 2001). Condigoes
iniciais: N1(0) = 10® células tumorais (compativel com o valor de k, o qual, assim
como os outros parametros, é listado na Tabela 1), No(0) = 10'? células normais e
L1(0) = 0. Temos que k + L;(c0) = 10% 4+ 10" ~ 10'?, valor este adotado como o

tamanho maximo de tumor em humanos (Spratt et al., 1996; Weinberg, 2008).

A partir da equacgao (38) e da simulagao exibida na Figura 4, notamos
que o caso limite, dado por (39), representa uma aproximacao do modelo descrito
por (37), j& que a variagdo do numero células endoteliais é quase nula em ¢ ~ 700
dias, sendo este tempo pelo menos o dobro para as células tumorais. Assim, o
sistema dado por (39) modela tratamento anti-neopldsico de tumores nos quais a
vascularizacao esta em equilibrio e, adicionalmente, situacoes nas quais nao hé efeito

antiangiogénico ou este pode ser negligenciado.



33

Tabela 1: Parametros das simulacoes numéricas para cancer humano, considerando-

se a dinamica angiogénica.

Parametro | Valor Unidade Referéncia/comentario
T 1072 dia™! Spratt et al. (1996)
T 1073 dia™? ro <11 (ver (41))
k 108 célula valor estimadot
ks 1012 célula corresponde a lkg de tecidof
a 9x 107° - valor assumido®
Qs 9x 1072 - valor assumido®
1073 dia™! o~ Ty

1 dia™! valor assumido®

w 10712 | célula~! dia™? valor assumido®

1O valor de ko foi estimado considerando-se que 10° células tem massa 1g e um adulto humano
possui cerca de 5 x 10! células (Schaebel, 1975).

TSegundo Spratt et al. (1996) um tumor de 6mm de didmetro contém 1,13 x 10® células e segundo
Kerbel (2000) um tumor avascular possui ndo mais que 2mm de didmetro.

8Nao encontramos referéncias de medidas experimentais para tais parametros. Assim sendo, ado-

tamos valores segundo a ordem de grandeza das interacoes célula-célula e célula-droga.

Apresentamos, a seguir, os resultados para a situacao na qual a droga

¢ infundida ininterruptamente.
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4.3.2 Tratamento quimioterapico anti-neoplasico

Administracao continua

Durante o tempo de infusao da droga, o modelo para administragao em
ciclos reduz-se ao modelo de administracao continua do farmaco. Assim, procedemos
com a analise de estabilidade para situagao de tratamento constante. Quando ¢(t) =

q > 0, o sistema (37) torna-se autéonomo e possui quatro pontos de equilibrio:

o P <0, 0,0, %) — Eliminagao das células normais e tumorais devido a alta dose

administrada;

o P (0, NQ, 0, %) — Cura da doenca através do tratamento quimioterapico neoad-

juvante;

o P <N1, 0, El, g) — Eliminacao das células normais pelo tratamento, com per-

A

sisténcia do tumor;

q C A , . .
o P <N1, Ny, Ly, N Coexisténcia entre células normais e tumorais na presenca

do tratamento, e com células endoteliais devido a presenca do tumor.

Vejamos em detalhes tais solugoes de equilibrio.

Quanto a P, (O, ﬁg, 0, %), temos que

S ko (rbA +q(rs —v))
Ny = ) 53
2 9 (b)\ + Q) ( )
Do ponto de vista bioldgico ]/\\[2 > (), entao
bA
0<g< ik , com v > ry. (54)
UV —T9

A desigualdade (54) estabelece um limite superior para a taxa de infusdo de droga
necessaria para a cura.

Quanto a Pj (]/\71, 0, Zl, %), temos que Nl e El devem ser tais que

ri(k+ Ly — N)(aA + @) — ugA(k + L) = 0, (55)

azl(c)\ +q) + ¢]/\71(CA +4q) — wﬁl/L\l(c)\ +q) — 776121 =0, (56)
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e, isolando L em (56), obtemos

~ AN
L= —— oM . (57)
(WN1 —a)(cA +q) +ng

Deste modo, segue que, se uma das raizes da equacao do segundo
grau em N, obtida a partir de (55) e (56), satisfaz N; > g (desigualdade esta
também apresentada em (52)), entdo ]Vl e Zl sao positivos e mantém-se o tumor e
sua vascularizagao.

Quanto & P, (&,&,&%

sao nao-nulas, nao explicitamos Ny, Ny e Ly devido a impossibilidade em estabelecer,

), no qual todas as variaveis dependentes

de forma concisa, condi¢oes para as quais tal solucao é biologicamente viavel.
Quanto ao estudo da estabilidade de P, (O, 0,0, %) e P (O, NQ, 0, %),
este é apresentado no Apéndice A e fornece suporte para o entendimento da ad-
ministragao em ciclos. Em tal analise, mostramos que ha um limite inferior para
a intensidade do efeito antiangiogénico, modelado pelo parametro 7 (ver equagao
(81)), abaixo do qual, em administragao continua da droga, nao hé cura da doenga
via quimioterapia metronomica. Apresentamos, ainda, que as condicoes de estabili-

dade de P, (O, 0,0, %) e P (0, NQ, 0, %) dependem de ¢g. De fato, do ponto de vista
clinico, o Unico parametro que pode ser controlado no tratamento quimioterapico é
a velocidade de infusao da droga.

Deste modo, para o modelo dado por (37), apresentamos, na Figura 5,

N; (no equilibrio) em fungao da velocidade de infusao da droga, para tratamentos

com agao antiangiogénica (1 # 0) e sem ac¢ao antiangiogénica (n = 0).
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Figura 5: Diagrama de fase de Ni(t — 00) X ¢ para modelo de quimioterapia anti-
neoplésica com infusao continua, em que n = 0, n = 50 dia~! e parametros listados
nas Tabelas 1 e 2. Quando h4 agao antiangiogénica (n # 0), entao esta provoca um
efeito adicional de reducao do tumor, através da diminuicao do niimero de células

endoteliais responsaveis pela vascularizagao tumoral.

Ainda a respeito do efeito antiangiogénico, investigamos N; (no
equilibrio) com respeito a intensidade da agao antiangiogéncia na simulagdo numérica
apresentada na Figura 6, em que, a partir de um certo valor critico para 7, a qui-

mioterapia metronomica prove a cura da neoplasia.
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Figura 6: Diagrama de fase de Ni(t — oo0) X 1 para modelo de quimioterapia anti-
neopldsica com infusdo continua, em que ¢ = 10 mg/dia e parametros listados nas
Tabelas 1 e 2. Através desta simulacao, temos que o emprego da quimioterapia
metronomica pode culminar em cura do cancer, desde que, para tanto, a acao an-

tiangiogénica sobre as células endoteliais seja suficientemente alta.
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Tabela 2: Parametros das simulagoes numéricas para tratamento de cancer humano

para administracao continua e administracao em ciclos, considerando-se a dinamica

angiogeénica.
Parametro | Valor | Unidade | Referéncia/comentario

L 8 dia~! valor assumido?
v 8x 1072 | dia™! v < (ver (40))
A 4,16 dia™! Baxter (2005)t
a 2 x 103 mg valor assumido?
b 5 x 108 mg valor assumido?
c 2 x 103 mg c~a

10O valor de ) foi calculado a partir da equagao (17) para a meia-vida de 4 horas da ciclofosfamida
(Baxter, 2005).
8Nao encontramos referéncias de medidas experimentais para tais parametros. Assim sendo, ado-

tamos valores segundo a ordem de grandeza das interacoes célula-célula e célula-droga.

Administracao em ciclos

Um esquema de tratamento para cancer de mama estabelecido pelo
Ministério da Satde (Brasil, 2008) ¢é o protocolo FAC (fluorouracil, doxorrubicina e
ciclofosfamida) e pressupde, dentre outras drogas, a aplicacao de ciclofosfamida IV
(intravenosa) em bolus?! na dose de 500mg por metro quadrado de superficie corporal
do paciente, a cada 21 dias. Adotamos tal protocolo, considerando que o tratamento
se d& apenas com ciclofosfamida.

A partir da férmula de Mosteller (1987), estimamos que a superficie
corporal de um paciente de massa 70kg e de estatura 1, 70m é 1, 8m?, estabelecendo

assim dose de 900mg por ciclo. Admitimos que tal dose é infundida em trés horas?

2INa técnica de administracdo bolus a droga é injetada de uma vez, via intravenosa.
22Na realidade, o tempo de administracéo da ciclofosfamida é muito menor que trés horas. No en-

tanto, assim escolhemos, pois supomos que a droga interage imediatamente com o tumor e também
porque o pico da concentragao plasmatica da ciclofosfamida ocorre aproxidamente trés horas apds

a infusdo (Baxter, 2005).
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(1/8 dia), possuindo portanto uma velocidade de infusdo de 8 x 900 mg/dia. De-
nominamos este esquema como protocolo padrao e a partir de (24), vamos defini-lo

de tal modo que

1
qc = 7200, [<t<l+ -,
0, l+§§t<l+21,

em que [ = 0,21,42,63 (4 infusoes), com go(t > 84) = 0.
A fim de comparar o regime convencional de tratamento, dado pelo
protocolo padrao, com um dado esquema antiangiogénico de tratamento, definimos o
protocolo antiangiogénico, dado por
1
qa = 3600, l§t<l+§,
0, [+ g <t<l+6,
em que [ = 6n, comn =0,1,2,...,15 (16 infusoes), e ga(t > 96) = 0.
Para evidenciar as diferencas entre os referidos protocolos, apresenta-
mos suas respectivas caracteristicas na Tabela 3, exibida a seguir.
Tabela 3: Procotolos padrao e antiangiogénico para administracao via intravenosa

de ciclofosfamida (administragdo em ciclos).

Parametro Protocolo padrao | Protocolo antiangiogénico
velocidade ¢ de infusdo da droga gc = 7200 mg/dia g4 = 3600 mg/dia
periodo T + 7 entre inicio das infusoes 21 dias 6 dias
numero de infusées 4 16
tempo de infusdo 7 da droga 1/8 dia = 3h 1/8 dia = 3h
dose total administrada 3600 mg 7200 mg

Escolhemos o protocolo antiangiogénico conforme apresentado ante-
riormente, com dose total superior ao protocolo padrdo, visando investigar, além
do efeito antiangiogénico sobre as células endoteliais, a relacao entre quimioterapia

metronomica e aumento de sobrevida em pacientes humanos?®. Em particular, assim

ZConforme relatado na Revisdo (ver pdg. 10), hd tratamentos em que sao utilizadas doses supe-
riores as do regime convencional, principalmente em estudos pré-clinicos que objetivam o aumento

de sobrevida (Bello et al., 2001; Man et al., 2002).
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como apresenta Browder et al. (2000) num estudo experimental, além dos periodos
entre inicio das infusoes exibidos na Tabela 3, definimos a dose total do protocolo
antiangiogénico como sendo o dobro daquela empregada no regime convencional
(protocolo padrdo). Deste modo, na Figura 7, exibimos uma simulagdo numérica
na qual a quimioterapia metronomica resulta em aumento de sobrevida do paciente

(para visualizagdo em detalhes de 0 a 100 dias, ver Figura 8).

protocolo antiangiogénico
protocolo padrio

~ dB
1010 // /
- /
/

’ /

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
t (dias)

Figura 7: Dinamica tumoral da quimioterapia anti-neopldasica, segundo o proto-

10’

colo utilizado (para detalhes de 0 a 100 dias, ver Figura 8). Condigoes iniciais:
N1(0) = 2 x 10'° células tumorais, Ny(0) = 10'? células normais, L;(0) = 10? células
endoteliais, Q(0) = 0, e parametros listados nas Tabelas 1 e 2. Nao apresentamos
a curva de Ny, pois, ao longo da simulacao Ny ~ 10'2. Admitindo-se que humanos
nao sobrevivem com tumores maiores que 10'? células (Spratt et al., 1996; Weinberg,
2008), entdao o protocolo antiangiogénico, se comparado ao protocolo padrao, confere

ao paciente oncoldgico um aumento de sobrevida de aproximadamente 400 dias.
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Figura 8: Dinamica tumoral da quimioterapia anti-neoplasica, segundo o protocolo
utilizado (ver Figura 7 para visualizagao da simulagao até t=1800 dias). Condigoes
iniciais: N1(0) = 2x10'? células tumorais, No(0) = 10'? células normais, L;(0) = 102
células endoteliais, Q(0) = 0, e valores dos parametros das Tabelas 1 e 2. Quando a
quimioterapia metronémica é empregada (protocolo antiangiogénico), entdo o tumor
deixa de ser clinicamente palpdvel em humanos, ou seja, atinge tamanho menor
do que 10% células (Weinberg, 2008), situacio esta que nido ocorre para o regime

convencional de tratamento, do protocolo padrao.

Quanto a reducao tumoral segundo dose administrada, apresentamos
uma simulacao numérica na Figura 9, na qual observamos que a quimioterapia
metronomica, no que diz respeito a dose, é mais sensivel do que a quimioterapia

convencional, propiciando, portanto, redugao tumoral mais acentuada.
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Figura 9: Reducao percentual do tumor, para o protocolo antiangiogénico (n = 500)
e protocolo padrao (n = 0), em fungao da dose de cada infusdo (administragdo em
ciclos). Condigoes iniciais: N1(0) = 2 x 10" células tumorais, Ny(0) = 10'? células
normais, L;(0) = 10? células endoteliais, Q(0) = 0, e valores dos parametros contidos
nas Tabelas 1 e 2. Ha comportamento de saturacao, indicando a existéncia de um
limite para reducao tumoral propiciado pela quimioterapia metronomica. A dimuicao
do tumor torna-se menos significativa a medida que a dose aumenta (o nimero de
infusdes e o tempo gasto na administracao sao fixos, entao a medida que a velocidade
de infusdo aumenta, a dose total torna-se maior).

Com efeito, devido a saturacao do efeito resposta da droga, a adminis-
tracao de doses relativamente altas nao implica em melhores resultados terapéuticos.
Além disto, em conformidade com os protocolos empregados experimentalmente por
Browder et al. (2000), segundo a Figura 9, a quimioterapia metronémica prové uma
reducao quase total da massa tumoral. Tal situagao nao ocorre na quimioterapia con-
vencional, tanto no estudo experimental citado acima, quanto na simulagao numérica
aqui apresentada.

Quanto a dinamica angiogénica, a partir da Figura 10, segue que o
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caso limite, dado por (39), é uma aproximagao do sistema (37), desde que nao haja

L,Q

. . . A .. . , .. . n
efeito antiangiogénico significativo sobre as células endoteliais, ou seja, se +—Q for
c

desprezivel em relagao aos outros termos de d_tl dados em (37). Observamos ainda
que, em tal simulacao, a acao antiangiogénica provoca reducgao adicional do tumor,

a cada dose administrada.

sem dinamica angiogénica
com dindmica angiogénica e N=0
com dindmica angiogénica e N=500 ——

10 —
\—_—
107
0 20 40 60 80 100

t (dias)
Figura 10: Dinamica quimioterapica considerando-se ou nao a dinamica angiogénica

e efeito antiangiogénico, em que N;(0) = 2 x 109 No(0) = 102, L;(0) = 10% e
Q(0) = 0. A simulacdo sem dindmica angiogénica refere-se ao caso limite (sistema
(39)) e parametros listados na Tabela 4. Para os outros dois casos restantes (n = 0
e 7 = 500), nos quais a angiogénese é considerada explicitamente (sistema (37)),
utilizamos os parametros listados nas Tabelas 1 e 2. Sem efeito antiangiogénico

(n = 0), praticamente nao hé diferenga entre as dinamicas com e sem angiogénese.

A seguir, as conclusoes referentes a este capitulo.
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4.4 Conclusoes do capitulo 4

Diante dos resultados apresentados, assim como relatam Ferrara &
Gerber (2001) sobre a angiogénese, obtivemos que o crescimento do tumor se da de
maneira substancial somente apds o aporte vascular tumoral estabelecer-se, resultado
este derivado via simulacao numérica, sem a inclusao de atraso temporal nas equagoes
diferenciais. Concluimos ainda, através da andlise de estabilidade local, que, se o
cancer nao for tratado, entao nao héa extincao das células tumorais.

Sobre a quimioterapia metronoémica, no caso em que a droga ¢ infun-
dida ininterruptamente, o modelo proposto exibe comportamento critico para a acao
antiangiogéncia, em que a partir de um certo valor limiar do efeito antiangiogénico,
ocorre a cura da neoplasia. Em concordancia com os dados de Browder et al. (2000)
para experimentos em ratos, obtivemos simulagao numérica para pacientes humanos
na qual o protocolo antiangiogénico leva a significativa reducao do tumor, além de
resultar em aumento de sobrevida (Bello et al., 2001; Man et al., 2002).

Quanto a viabilidade ou nao de se desprezar a dinamica temporal an-
giogeénica, ressaltamos que a modelagem dada pelo sistema (39), a qual ndo conside-
ra explicitamente a angiogénese (caso limite) é, de fato, uma aproximagao de (37),
desde que o efeito antiangiogénico provocado pelo curto intervalo de administracao
do agente quimioterapico seja desprezivel. Portanto, se o aporte vascular ja estd
estabelecido e se, além disso, ndo ha efeito antiangiogénico, entao o sistema (39) é
uma boa aproximagao do sistema (37). Logo, diante da justificativa que o caso limite

¢ uma aproximagao valida, dedicamos o capitulo seguinte a sua analise.



5 MODELO MATEMATICO DE QUIMIO-
TERAPIA ANTI-NEOPLASICA SEM
DINAMICA ANGIOGENICA

Este capitulo é dedicado ao estudo do sistema (39), o qual denomi-
namos caso limite, situacao para qual o aporte vascular tumoral ja se estabeleceu.
Ressaltamos que, ainda que o sistema (39) descreva circunstancia na qual a capaci-
dade suporte tumoral é k + L;(oc0), sua andlise permite comparar diferentes proto-
colos de administragao de agentes quimioterdpicos (pressupondo-se que ao inicio de
tais tratamentos o aporte vascular estd em equilibrio). Assim sendo, para a busca
de tratamentos bem sucedidos, é importante entender quais situacoes provocam o
fracasso clinico da quimioterapia. De acordo com Norton (1987), sdo causas deste

fracasso:

1. Tumor resistente ao tratamento devido a terapia ser iniciada para tumor de

grande volume com baixa fracao de crescimento;

2. Tumor nao curado devido a administracao de doses de intensidades insuficientes
para manter a regressao do tumor (devido a regressao relativamente baixa de

pequenos tumores);
3. Surgimento de segundo tumor resistente por mutacao ou selecao;
4. Tumor resistente ao tratamento devido a administracao de dose muito baixa;

5. Tumor resistente ao tratamento porque o intervalo de tempo entre as doses é

muito alto.
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Dentre as razoes listadas anteriormente, 1, 2 e 3 nao sao abordadas

aqui, ja que, no modelo que propomos, nao ha distin¢ao entre as células tumorais.
Os itens 4 e 5 sao contemplados aqui, para administracao em ciclos. Para tal in-
vestigacao, a fim de impor condi¢oes sobre a cura espontanea do cancer e de modo
similar a Freedman & Nani (1998) e Pinho et al. (2002), postulamos que a eliminagao
do tumor jamais ocorre na auseéncia de tratamento, constituindo a chamada hipdtese

geral do cancer.

5.1 Caso limite: modelo matematico para cancer nao

tratado

O modelo para o caso limite e sem tratamento da doenga é dado por

(Gatenby, 1996)

N N N.
d 1:7‘1N1(1——1—a1 2),

dt k1 k1
(60)
dN2 NQ Cl52]\71
T2 Ny (12— .
a ( ke ke >

Gatenby & Vicent (2003) apresentam anélise de estabilidade local do
sistema (60). No entanto, procedemos com os resultados a seguir para estabelecer
a hipotese geral do cancer e, além disso, para compararmos resultados numeéricos e

constatagoes biologicas.

5.2 Resultados e discussoes
5.2.1 Cancer nao tratado
As solugbes de equilibrio do sistema (60) sao:
e F1(0,0) — Extingao das células normais e tumorais;
o [ (0, ky) — Cura espontanea;

e [ (k1,0) — Extingdo de células normais e persisténcia do tumor;
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o F4 (042]51 — k2 Oélk’g — k?l

) — Coexisténcia entre as células normais e tumorais.
asory — 17 agory — 1

Genericamente, F; (0, ky) representa o equilibrio livre da doenga, mas
como supomos que as células tumorais estao presentes no instante inicial (N;(0) > 0),
entao interpretamos tal solucao como cura espontanea do cancer.

Biologicamente, temos que F;(0,0) e F5(0, k) nunca sao observadas,
sendo portanto instaveis segundo a hipdtese geral do cancer. Vejamos sob quais
condicgoes isto ocorre.

A matriz jacobiana M do sistema (60) é dada por

Tl(kl — 2N1 — OélNQ) _TlNlOzl
ki ki
M(Ny, Ny) = , (61)
_TQNQO[Q 7’2(/{32 — 2N2 — O[QNl)
ks ks

que avaliada no ponto fixo trivial Fj (0,0) torna-se

T1 0
M(0,0) = : (62)

0 T2
Como os autovalores de M(0,0) sa@o r; > 0 e 13 > 0, temos que F;(0,0) é um né
hiperbdlico instével, e como N;(0) # 0 e Ny(0) # 0, entao na auséncia de tratamento

da doenca as células normais e tumorais nunca sao extintas simultaneamente.

Para F;5(0, k2) a matriz jacobiana M(0, ky) é dada por

Tl(lﬁ - 041k’2) 0

M(0, ky) = k1 , (63)

—T20 -T2

k1 — aqk
cujos autovalores sao —ry € w. Como —ry < 0, a condicao de instabili-
1
dade de Fy(0, k3) é

k

ki —aky >0 = 0<a; < — (64)

ky
Assim, impondo a desigualdade (64), decorre que a solugao de cura

espontanea F5(0, ko) é ponto de sela hiperbdlico e a hipdtese geral do cancer é garan-

tida. Mesmo que a desigualdade (64) seja satisfeita, o ponto de equilibrio de co-
0[2]{71 — ]{72 Oélkfg — k?l

062041—17 OégOél—]_

existéncia F) ( ) é biologicamente vidvel (possui valores nao



48
negativos de Ny e Ny), se asary — 1 < 0 e agsky — ky < 0. Assim, sob a hipdtese geral
do cancer, apresentamos na Figura 11 uma simulagao numérica na qual as células

normais e tumorais coexistem.

I,Oxlolz__x
8.0x 10
6,0x 10"
_I\T1
— \],
40x 101 2
2,0x 10"
I e B A
0 1000 2000 3000 4000

t (dias)

Figura 11: Evolu¢ao do tumor quando o paciente (humano) nido é submetido ao
tratamento (sistema (39) com ¢(t) = 0). Condigoes iniciais: N;(0) = 10° células
tumorais (=~ lcm e clinicamente palpavel) e No(0) = 10 células normais, em que
os valores de ry, 19, k1, ko, a1 € ap sao dados na Tabela 4. Embora a simulagao seja
exibida até 4000 dias, dificilmente o paciente sobreviveria apds, aproximadamen-
te, 1500 dias, devido as complicacoes decorrentes de um tumor de 9 x 10 células

(~ 900g).

Utilizando-se da hipdtese geral do cancer, apresentamos, a seguir, os

resultados do modelo de administracao continua de agente quimioterapico.
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5.2.2 Tratamento quimioterapico anti-neoplasico

Administracao continua
Quando ¢(t) = ¢ > 0, o sistema (37) torna-se autéonomo e possui quatro

pontos de equilibrio:

o (5 (0, 0, %) — Eliminacgao das células normais e tumorais devido a alta dosagem

administrada;

o (G <O, Nz, %) — Cura da doenca através do tratamento quimioterdapico neoad-

juvante;

e (G5 <J\71,0, %) — Eliminagao das células normais pelo tratamento com per-

sisténcia do tumor;

-— = (¢ A , . .
o (G4 (Nl, No, N) Coexisténcia entre células normais e tumorais na presenca

do tratamento,

em que

o ky(riad+q(ry —p))
M= r1 (aX +q) (65)

N — kz(rzw\*l-Q(ﬁ—V))‘

Sobre G4 <E, N, %), embora N; e N, possam ser explicitados, ndo é

imediato obter condigoes necessarias e suficientes sob as quais Ny >0e Ny, >0. No
entanto, sob a hipdtese geral do cancer, temos que as condicoes para as quais Ny < 0
sao idénticas as obtidas para ¥3 < 0 (ver desigualdade (95), Apéndice B), que é um

dos autovalores de G5 (O,NQ, %) As condicoes para Ny > 0 sdo estabelecidas de

dNy dN-
maneira analoga, ja que as taxas de variagao d_tl e d_t2 do sistema (39) possuem os

mesmos termos. Assim, ainda que tais condicoes nao sejam facilmente explicitadas,

fica garantida a viabilidade biolégica de G4 (E, N, %)
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Para que G, (0,]@,%) tenha sentido do ponto de vista bioldgico,

temos que

No>0 = 0<g< com v > 7. (67)

V —T9
A desigualdade (67) estabelece um limite superior para a taxa de in-

fusdo de droga necesséria para a cura. Analogamente, de (65), a condigao necesséria

e suficiente para que N, seja positivo em G3 <N1, 0, %) é
ria\
0<qg<——"" com p>ri. (68)
H—r

A andlise de estabilidade local das solugoes Gy (0,0,%) e

G (0,]@, %) é apresentada no Apéndice B. Em particular, sob a hipdtese geral
do cancer, estabelecemos as condicoes para as quais a solucao Gy (O, No, %) é local-
mente assintoticamente estavel.

Na préxima subsecao, descrevemos, através do modelo apresentado, a

hipotese log-kill e tratamentos que resultam em fracassos clinicos.



o1
Administracao em ciclos
Nas simulagbes numéricas exibidas a seguir (Figuras 12, 13 e 14) uti-

lizamos os parametros listados na Tabela 4.

Tabela 4: Parametros das simulagoes numéricas para cancer humano, sem dinamica

angiogénica.
Parametro | Valor | Unidade Referéncia/comentério
T 1072 dia™! Spratt et al. (1996)
T 1073 dia™t ry <11 (ver (41))
ky 1012 células | Spratt et al. (1996); Weinberg (2008)
ko 1012 células ko ~ Ky
a 9x 1072 - a < ﬁ—; (hipdtese geral do cancer)
Qo 9x 1072 - valor assumido?$
7 8 dia™! valor assumido?
v 8x 1072 | dia™! v < (ver (40))
A 4,16 dia™! Baxter (2005)ft
a 2 x 103 mg valor assumido?
b 5 x 106 mg valor assumido?

10O valor de X foi calculado a partir da equagao (17) para a meia-vida de 4 horas da ciclofosfamida
(Baxter, 2005).
8Nao encontramos referéncias de medidas experimentais para tais parametros. Assim sendo, ado-

tamos valores segundo a ordem de grandeza das interagoes célula-célula e célula-droga.

Em particular, na Figura 12, observamos que o modelo proposto para
tratamento em ciclos apresenta eliminacao de células tumorais em propor¢ao cons-
tante, assim como postula a hipdtese log-kill. Tal simulacao apresenta resultado
quantitativo para ciclofosfamida similar ao de Stamatakos et al. (2010) para epirru-
bicina, diferindo-se apenas pela auséncia de flutuagoes no niimero de células tumorais.
Nao encontramos estas pequenas flutuacoes pois, ao contrario de Stamatakos et al.

(2010), além nosso modelo ser deterministico, é também continuo.
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Figura 12: Simulacao numérica de tratamento quimioterapico neoadjuvante para o
protocolo padrao. Condigoes iniciais: Ni(0) = 2,4 x 10'° células tumorais, Ny(0) =
10 células normais e Q(0) = 0, e valores dos parametros contidos na Tabela 4. O
ciclo T'4 7 entre as infusoes do medicamento é de 21 dias e o tempo 7 de infusao é
3 horas (1/8 dia). A cada infusao, as células tumorais sdo eliminadas em proporgao

constante (morte celular logaritmica, log-kill), conceito este definido na pégina 5.

Na Figura 13, comparamos o protocolo padrao com outro protocolo cuja
dosagem ¢é mais baixa, explicando assim porque baixas doses implicam no fracasso

terapeutico.
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Figura 13: Tratamento quimioterapico neoadjuvante mal sucedido devido a admi-
nistragdo de dose muito baixa (curva verde), em que a curva tracejada representa o
protocolo padrao. Condigoes iniciais: Ni(0) = 2,4 x 10'% células tumorais, Ny(0) =
102 células normais e Q(0) = 0, e valores dos parametros listados na Tabela 4. O
ciclo T'+ 7 entre as infusoes do medicamento é de 21 dias e o tempo 7 de infusao
3 horas (1/8 dia). Dose da droga: 370 mg de ciclofosfamida; velocidade de infusao
g = 8 x 370mg/dia.

Na Figura 14, exibimos simulagao de dois ciclos utilizados na pratica
clinica: infusao a cada 3 semanas - protocolo padrao e de outro protocolo cujo ciclo
é maior (4 semanas). Nao hé diferenga consideravel entre os tamanhos minimos do

tumor em cada protocolo.
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Figura 14: Comparacao entre tratamento quimioterapico neoadjuvante para ciclo de
28 dias (curva ciano) e protocolo padrao, no qual o ciclo dura 21 dias. Condigoes
iniciais: N1(0) = 2,4 x 10" células tumorais e Ny(0) = 10 células normais e
Q(0) = 0; os valores dos parametros encontram-se na Tabela 4. Praticamente nao
h& diferenca de tamanho do tumor; do ponto de vista clinico tais protocolos resultam

na mesma resposta do paciente a terapia.

Podemos afirmar, portanto, que nao ha diferenga clinica para infusao
a cada 3 ou 4 semanas. Entretanto, se o ciclo tem duracao relativamente grande,
entao ocorre o fracasso do tratamento, pois, neste caso, cada ciclo eliminaria apenas
uma proporc¢ao relativamente pequena de células tumorais que surgiriam no periodo.

A seguir, apresentamos as conclusoes referentes a este capitulo.
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5.3 Conclusoes do capitulo 5

O modelo de equagoes diferenciais ordinarias que propomos captura
a caracteristica log-kill dos tratamentos nos quais ha administracao de apenas um
dado agente quimioterapico ciclo-inespecifico. Utilizando dados experimentais para
alguns parametros no modelo, verificamos que o efeito log-kill ocorre também para o
modelo logistico. Através da andlise de estabilidade concluimos ainda que, tanto para
o caso nao tratado da doenca, como para o quimioterapia anti-neoplésica, a lei de
crescimento logistica implica em solugoes de equilibrio biologicamente viaveis. Para
a administragao continua da droga, todas as condicoes de estabilidade da solugao de
cura (ver Apéndice B) dependem da taxa de infusdo da droga. Assim sendo, o fluxo
de infusao de droga determina a cura do tumor ou apenas a sua reducao parcial.

Para administracao em ciclos, obtivemos resultado qualitativo para
ciclofosfamida analoga a simulacao dada pelo modelo discreto multiescala de Sta-
matakos et al. (2010) para o tratamento quimioterapico neoadjuvante do cancer de
mama com epirrubicina, mas para um modelo continuo e mais simples.

O modelo de tratamento quimioterapico neoadjuvante aqui introduzido
permite comparar diferentes protocolos, quanto a dose administrada e intervalo en-
tre as dosagens. Assim como descrito por Norton (1987), as simulagoes numéricas
apresentadas apontam que o fracasso terapéutico ocorre devido a administracao de
baixa dose ou longo intervalo de tempo entre as infusoes do agente quimioterapico.

Por fim, no proximo capitulo apresentamos a conclusao desta pesquisa.



6 CONCLUSAO

A fim de analisar quantitativamente a acao antiangiogénica de protoco-
los de quimioterapia anti-neopléasica, propomos um modelo matemaético de equagoes
diferenciais ordinarias, no qual, através da inclusao da dinamica das células en-
doteliais, consideramos a angiogénese de maneira explicita. Dividimos nossa in-
vestigacao em circunstancias nas quais a dinamica angiogénica precisa ou nao ser
considerada.

Para o caso limite, situagao na qual a neovascularizagao encontra-se
em equilibrio, obtivemos, sob a hipdtese geral do cancer, as condicoes de estabili-
dade local da solucao de cura do cancer (ver Apéndice B). Quanto aos tratamentos
quimioterapicos nos quais a administracao se da em ciclos, que sao os mais comu-
mente utilizados, assim como relata Norton (1987), segundo o modelo proposto,
também se revelaram como motivos de insucesso terapéutico a administracao de
baixa dose e o longo intervalo de tempo entre as infusoes do agente quimioterapico.

Sem conter atraso temporal, o modelo aqui apresentado prevé que o
aumento tumoral se d principalmente apds a angiogénese (Ferrara & Gerber, 2001).
Por fim, concluimos que, assim como almejado em estudos pré-clinicos (Bello et al.,
2001; Man et al., 2002), segundo o modelo proposto, os protocolos antiangiogénicos,
se comparados aos regimes convencionais de tratamento, conferem ao paciente on-
colégico um aumento de sobrevida. Deste modo, nossos resultados indicam que a
quimioterapia metronomica pode ser uma alternativa de tratamento promissora para

os pacientes sem perspectiva de cura do cancer.
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Apéndice A

ANALISE DE ESTABILIDADE: TRATAMENTO
ANTINEOPLASICO SOB DINAMICA ANGIOGENICA

Apresentamos aqui a andlise de estabilidade do modelo de tratamento
quimioterdpico neoadjuvante continuo (sistema (37) para ¢(t) = g > 0).

Temos que a matriz jacobiana J(Ni, No, L1, Q) do sistema (37) é dada

por
Jin Ji2 Jiz Jua
Joi g2 O o
J(N17N27L17Q) = ) ) ) 9 (69>
Jai 0 J33 Jaa
0 0 0 =X
em que
j _ 7”1(]51 — 2N1 — CYlNQ) _ MQ ] _ 7'2(]{2 — 2N2 — CYQNl) _ VQ
1 kl a+ Q ’ 22 kg b -+ Q ’
- Ny . 1m2Naag
J12 = ey J21 = by
pN pN1Q . VN, vIN2(Q) . Nl nLiQ
Joa = — +

M= 0 T s R QT 0rQr T T T et e
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Avaliada em P; <0, 0,0, %), a matriz jacobiana torna-se

riaX + q(ry — p)

0 0 0
aX+q
robA + q(re — v)
q 0 0 0
J (0,0,0, —) _ bA +q (70)
A gcA+q(o —n)
0 0
cA+q
0 0 0 —A
cujos autovalores sao
ria +q(r — p)
0 = 71
! aX+q ’ (71)
TobA + q(ry — 1)
Qy = 72
2 bA+q (72)
ocA+q(o —n)
Q3 = 73
5 cA+q ’ (73)
Q = =\ (74)

Biologicamente, o ponto de equilibrio P, (O, 0,0, %) tem que ser
instavel; caso contrario o tratamento quimioterdpico eliminaria as células tumorais,
mas também as normais. Como A\ > 0, entao {2, < 0. Deste modo, basta que ; ou
()5 ou (23 seja positivo para que Py (O, 0,0, %) seja instavel. A condicao para 2y > 0
¢ apresentada em (54), e para 3 > 0 é a desigualdade (68). Analogamente, {23 > 0

implica que

A
0<g< oc , com 17> 0. (75)
o

Assim, se pelo menos uma das desigualdades dadas por (54), (68) ou (75) é satisfeita,
entao Py (0,0,0, %) é instavel. Vejamos agora sob quais condigoes a solugao de

equilibrio Py (O, Ng, 0, %) (cura via tratamento), é estavel.
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Avaliada em P, <0, ]/\727 0, %), a matriz jacobiana torna-se

Pu 0 0 0
7“2]/\\72042 0 I/]/\}Q/\Qb
~ - P22 S ——
1(0,8:,0,4) = k2 GA+a)” | (76)
A 5 gcA+q(o —n) 0
cA+q
0 0 0 —A
em que pyy — ri(a + q)(k — 0nNo) — gk - ra(bA + ) (ko — 2N5) — vaks
1 k(aX + q) * ka(bA + q) .
~ ko (rebA —
Substituindo Ny = — (r2bA + g(r2 — v)) em poo, obtemos que os auto-
T9 (b)\ + q>
valores de J (O, ﬁg, 0, %), denotados por §; (i=1,2,3,4), sdo tais que
(ax+ ) (k(r = 01) = i &) ) — gk = 0, (77)
7’2())\ + q<T2 — V)
= — = -0
92 b I q 2 (78)
ocA+ q(o —n)
05 = = Q
3 5\ + q 3 (79>
O, = -\ = Q. (80)

Quanto as condigoes de estabilidade de P, <0, NQ, 0, %), temos que 6, < 0, e, 65 <0

se a desigualdade (54) for satisfeita. O autovalor f3 é negativo quando a desigualdade
(75) nao é verificada ou, alternativamente, direcionando-se tal andlise para o efeito
antiangiogénico da quimioterapia metronomica, temos que 03 < 0 se
o(cA +
L oledtq)

q
ou seja, hd um limite inferior para a intensidade do efeito antiangiogénico, abaixo

7 (81)

do qual nao ha cura da doenga, limite este dado por (81). Finalmente, prosseguindo
ko (r2bA + q(ra — v))

T9 (b)\ +q )
que a condicao sob a qual 6; < 0 nao pode ser obtida sem pressuposicoes adicionais.

3 analise de sinal de 6y, substituindo-se Ny = em (77), temos
No entanto, impondo ajky — k < 0, segue que as condigdes para 6; sao analogas a
condigoes para 13 < 0, apresentadas no Apéndice B (ver equagao (91)), nas quais,
para tanto, devemos trocar k; por k para obter, sob a hipdtese que azks — k < 0, as

condicoes tais que 6; < 0.



Apéndice B

ANALISE DE ESTABILIDADE: CASO LIMITE SEM

DINAMICA ANGIOGENICA

Apresentamos aqui a andlise de estabilidade do modelo de tratamento

quimioterdpico continuo, para o caso limite, dado por (37) para ¢(t) = ¢ > 0).

A matriz jacobiana N do sistema (37) é dada por

N1 M1z N3

N(NL Ny, Q) = N21 TNoz N3 ) (82)
0O 0 =X
em que
n _ 7”1(]4?1 — 2N1 — O[lNQ) _ uQ n _ 7“2(]{?2 — 2N2 — OzQNl) _ VQ
11 o it 0 22 s b+ Q'
riNioy n r9Noory
n = — e
12 b 21 Ty
Pa — — PN i pN1Q N — — v Ny I vNo Q)
BT Q@+ Q2 T b+Q " (a+ Q)
Avaliada em G, (0, 0, %), a matriz jacobiana torna-se
riaA +q(r — ) 0 0
aX+q
N (07 0, g) _ 0 robA + q(re — v) 7 (83)
A bA + ¢

0 0 —-A
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cujos autovalores sao

riaX + q(r — p)

@1 a)\ + q ) ( )
TobA + q(ry — V)

O ponto de equilibrio G (0, 0, %) tem que ser instavel; caso contrario
o tratamento quimioterapico eliminaria as células tumorais e também as células nor-
mais. Como A > 0, entao O3 < 0. Portanto basta que ©; e/ou ©, seja(m) positivo(s)
para que G, <0, 0, %) seja instdvel; a condi¢ao para O, > 0 é apresentada em (54),
e para ©1 > 0 é a desigualdade (68).

Assim, se ©; > 0, G, <0,0, %) ¢é instavel e G3 <J\71,O, %) tem sen-
tido biologico. Analogamente, se Oy > 0, Gy (0,0, %) é instavel e Go (O,NQ, %) é
biologicamente viavel.

A seguir, apresentamos sob quais condi¢oes o modelo prevé eliminacgao
de tumor pelo tratamento quimioterapico.

A matriz jacobiana avaliada em Gy <0, No, 2) ¢é dada por

A
ni 0 0

q 7o Nors —uN,\2b
N{O, Ny, =) =| — — 1, 87
(0.75) B2 (A +q) (87)

0 0 —A
oI QU 11 — T1(a/\ + Q>(k1 - 041N2) — pgky o Ty — 7”2(5/\ + Q)(k’z - 2]\72) — vqks
et = Fi(ah + q) = ks (bA + q) |
O polinémio caracteristico P(¢) de N (O, No, %) ¢ dado por
(A + 1) R(¢) D(v)
P(y) = , 88
®) kika(aX + q) (DA + q) (88)
em que

R() = (A + ) (kalra =) = 2rs82) ) = vas (89)

D() = (A +q) (ks = 9) = r101 V) ) — gk (90)
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Temos entdo que Y1 = —A < 0 é uma raiz de P(¢)). Os outros au-

tovalores restantes sao as duas raizes dos polindémios R(¢) e D(). Substituindo
N - ka (r2bA + q(r2 — v))

2 T9 (b)\ + Q)
raiz de R(v). Deste modo, se a desigualdade (54) é verificada, entao 1y < 0.

em (89), obtemos que ¥y = — O, (ver equagao (85)) é

O terceiro autovalor 13 é encontrado substituindo-se (66) em (90), a

saber ,
Vs = klerAilqg)q(l;i q)’ 1)
em que
= roki(r1 — pu) + arkari(v —r9), (92)
B = (a+b)(riro\(ky + arks)) + A(riavarks — robuky), (93)
= rireabA? (k1 — anky). (94)

Para que o ponto de equilibrio G, <O, No, %) seja localmente assintot-

icamente estavel, além da condi¢ao (54), 13 tem que negativo. Assim, utilizando
(91), desejamos que

Ag¢> +Bg+C
kira(aX + q)(bA + q)

<0 = A¢+Bg+C<0. (95)

Substituindo (92), (93) e (94) em (95), temos que

Da, — € <0, (96)

em que
D = —riky(a\+q) (Tg(b)\ +q) — I/q), (97)
E = —nrk (b)\ + q) (Tl (CL)\ + Q) - ,UzQ), (98>

resultando em

Da, < E. (99)
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Para analisar a desigualdade (99), faz-se necessério estudar separada-

mente as situagoes nas quais D > 0 e D < 0. Da equagao (97),

vq

D>0 «— ——— <1, 100
vq
D<) — ————>1 101
Quanto a &, temos que
Hq
E>0 — ——— <1, 102
ri(aX + q) (102)
£<0 = M oy (103)
ri(a\ + q)
e Analise do caso em que D > 0
SeD>0e& >0, entao
E
0<ao < =, (104)

D
£ raki(bA+q)(ri(aX + q) — pq)

em que — = .
D 7“1](72(&)\ + C]) (Tg(b/\ + (]) — I/q)

Assim, para D > k—l, se a condi¢ao dada em (54) é satisfeita, entao
2

sob a hipdtese geral do cancer o ponto fixo de cura Go (O, ko, %) é localmente assin-

toticamente estavel.

E k y . . -
Se 0 < = < —1, a hipotese geral do cancer prové uma condigao

D ko
necessaria para a cura da doenga. Neste caso, Ga (0,]\72, %) ¢é localmente assin-
toticamente estavel se as desigualdades (54) e (104) sao satisfeitas.
Para D > 0e & < 0 Gs <0,N2, 2) é instavel, j4 que neste caso a

A
desigualdade (104) ndo pode ser satisfeita para « positivo.
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e Analise do caso em que D < (

Se D < 0, entao

£
o> . (105)

k .
Quando D < 0 e & < 0, % > 0 e para% < k:_;’ GQ(O,NQ,%)

¢ localmente assintoticamente estavel se as desigualdades (54), (64) e (105) forem

satisfeitas. Tais desigualdades combinadas resultam em

& Ky
— <o < —. 106
DM (106)
E Ky . o
Quando D < 0 e £ < 0, se D > o entao sob a hipdtese geral do
2

cancer Gy (0, NQ, %) ¢é instavel.
Se D <0e& >0, entao o< 0. Ainda assim se a desigualdade (54) é

verificada, entao Gs (O, NQ, %) ¢ localmente assintoticamente estavel.
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