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“Todas las hojas son del viento, ya que él las mueve hasta en la muerte. “

(Luis Alberto Spinetta)



RESUMO

Neste trabalho buscamos construir de forma detalhada as bases da Teoria Quantica de Campos,
procurando explicitar seu cardter como resultado natural da jung¢do da Relatividade Restrita com
a Mecanica Quantica. Iniciamos com uma revisao dos conceitos relevantes dessas duas areas e
passamos para uma breve introdugdo a teoria de grupos. Depois, buscamos a representacdo do
grupo de Poincaré sobre estados de uma particula, obtendo-a mediante a utilizagdo de grupos de
isotropia. Essa andlise nos fornece regras de transformacdo do spin e da helicidade de particulas.
Apods uma extensa introdug@o a matriz-S e os geradores de transformacdes sobre estados interagentes,
buscamos uma forma explicitamente invariante da interacao, que nos leva a introduzir a densidade de
interacdo, um operador escalar. Para respeitar o Principio da Decomposi¢do em Cluster, chegamos
também a necessidade da construcdo dessa interagdo com operadores de criacio e aniquilacdo. Ambas
as condi¢des nos levam a necessidade de se introduzir campos quanticos. Finalizamos o trabalho
mostrando a constru¢do explicita dos campos escalar e quadrivetorial e explicitando a necessidade de
antiparticulas.

PALAVRAS-CHAVE: Matriz S. Representacdes do Grupo de Poincaré. Teoria Quantica de Campos.



ABSTRACT

In this work we intend to build in detail the basis of Quantum Field Theory, in an attempt to explicitly
show its underlying aspect as a natural result of Special Relativity and Quantum Mechanics combination.
We begin by revising the concepts that will be needed in both theories and proceed with a short
introduction to group theory. Afterwards, we seek the representation of the Poincaré group over one-
particle states by using little groups. This analysis rewards us with the transformation rules of the spin
and helicities of particles. After an extense introduction to the S matrix and the Poincaré transformation
generators over interacting states, we seek an explicitly invariant form of the interaction, which leads
us to introduce the interaction density, a scalar operator. So as to respect the Cluster Decomposition
Principle, we also arrive at the need to build such interaction with creation and annihilation operators.
These two conditions together lead us into introducing quantum fields. We finish this work by explicitly

building scalar and vector fields and showing why antiparticles are necessary to the theory.

KEYWORDS: S-matrix. Representations of the Poincaré group. Quantum Field Theory.
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1 INTRODUCAO

A Teoria Quantica de Campos (TQC) € uma drea de extrema importancia dentro da fisica tedrica, e
constitui a base de grande parte da fisica de altas energias. Dentre as varias maneiras de introduzir a
TQC, existe uma que retrata a teoria como uma consequéncia natural e inevitdvel da jun¢do da Mecanica
Quantica com a Relatividade Restrita. Essa abordagem € encontrada na referéncia (WEINBERG,
1995), e nela esse aspecto orienta toda a construcao da teoria, levando a propria necessidade do conceito
de campo. Neste trabalho buscamos demonstrar explicitamente os principais resultados dispostos nessa
referéncia.

Iniciamos o Capitulo 2 com uma necessaria abordagem dos fundamentos da Mecanica Quantica
e da Relatividade Restrita, através das referéncias (GRIFFITHS, 1999), (COHEN-TANNOUDII;
DIU; LALOE, 2005), (WEINBERG, 2013) e (SAKURALI, 1985). Estudamos as propriedades de
transformacdo de quadrivetores e tensores e como as transformacdes de Lorentz agem sobre esses
elementos matematicos, e também introduzimos o espaco de Hilbert e a maneira pela qual medicdes sao
feitas sobre vetores de estado, com operadores Hermitianos, atentando para a existéncia de observaveis
incompativeis. Prosseguimos entdo a uma breve introducdo a teoria de grupos, explicitando os
resultados que sao necessdrios para o Capitulo 3, onde, iniciando o trabalho de abordar a referéncia
(WEINBERG, 1995), encontramos representacdes do grupo de Poincaré — das rotagcdes, boosts e
translacdes da Relatividade Restrita — sobre vetores de estados de uma particula. Esse trabalho nos
leva a obten¢do dos chamados grupos de isotropia e também nos revela naturalmente propriedades
importantes das transformagdes do spin de particulas massivas e da helicidade de particulas de massa
nula.

N3ao podemos, contudo, descrever a riqueza da realidade fisica apenas dotados de regras de trans-
formagdes de estados de uma unica particula, assim iniciamos o Capitulo 4 estendendo a representagao
dos grupos de Poincaré a estados de vérias particulas. Uma extensdo imediata, contudo, apenas nos
fornece uma representacao de estados compostos de vdrias particulas livres, sem possibilidade de
interagcdo. Precisamos, portanto, aplicar alteragdes a teoria de modo a introduzir termos referentes a
interacdo entre as particulas. Também introduzimos a matriz-S e seu operador associado, os quais sdo
responsaveis por realizar a transi¢do entre estados antes e ap0s a interacdo e dar a probabilidade dos
resultados possiveis, e buscamos obter as condi¢des que garantem que essa matriz seja invariante por
transformacdes de Poincaré, para que os experimentos e interacdes nao tenham resultados distintos
em diferentes referenciais. Apds analisarmos dois exemplos de aplicacdo da matriz-S, encontramos
por fim as condi¢des sobre o termo de interacdo — andlogo, de certo modo, a energia potencial da
mecanica cldssica — que garantem que obtenhamos a matriz-S numa forma invariante. Essas condi¢des
envolvem a introducdo de uma densidade de interac@o escalar. Deve ser mencionado que nos Capitulos
3 e 4 usamos a referéncia (DIAS, 2015) para auxilio em diversas demonstracdes e como exemplo de
exibi¢do clara e bem organizada dos resultados e procedimentos.

Ap6s uma detalhada introdugdo a operadores de criacdo e aniquilacdo de particulas e suas regras

de transformacao, no Capitulo 5 vemos que qualquer operador pode ser descrito como uma soma
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de produtos desses operadores. Formulamos entdo o Principio da Decomposi¢do em Cluster, que é
a formulacdo matemdtica, sobre a matriz-S, da necessidade de que experimentos distantes tenham
resultados nao-correlacionados. Vemos que essa necessidade é condizente com a conservagao de
momento, e que esse requisito é cumprido se a densidade de interagdo for escrita explicitamente como
uma soma de produtos dos operadores de criacdo e aniquilacdo que introduzimos.

O Capitulo 4 nos informa que a densidade de interacao deve ser um escalar sob transformacdes de
Poincaré, e o Capitulo 5 nos diz que essa densidade deve ser construida com operadores de criagcdo e
aniquilacdo. Para que esses operadores possam ser inseridos no termo de intera¢do de forma invariante,
contudo, precisamos introduzir, finalmente, os campos quanticos, que sao efetivamente transformadas
de Fourier desses operadores multiplicados por elementos matematicos de classes distintas, cada qual
se transformando sob uma representacdo do grupo de Poincaré, que naturalmente dita condi¢des sobre
seu spin e suas transformacdes. Também somos levados, nesse processo, a explicitar matematicamente
a necessidade de antiparticulas, as quais correspondem a mesma massa que as particulas a que sdo
relacionadas mas possuem carga com sinal oposto. Terminamos o estudo mostrando que campos
escalares estdo associados a particulas de spin-0, e depois trabalhamos os campos quadrivetoriais,
correspondentes a spin-1 e que no limite de massa nula correspondem a quantizagao do campo elétrico
no contexto da Eletrodinamica.

Em todo esse processo buscamos demonstrar de forma clara os cdlculos que sdo necessarios para a
construcdo da teoria. Com isso, esse trabalho visa auxiliar o estudo e compreensdo da TQC com uma
linguagem acessivel a alunos nos anos finais de graduagdo em Fisica, de modo a fornecer uma base bem
estruturada a teoria que ndo apenas introduza o conceito de campo quantico mas também deixe clara
sua necessidade. Apos a leitura desse trabalho, o aluno pode buscar estudar os campos de spin-1/2,
importantes para a descri¢do de elétrons e outros férmions, pela referéncia (WEINBERG, 1995), ou
buscar uma referéncia em TQC que possua uma abordagem mais tradicional, como (TONG, 2006),
que se inicia com a quantiza¢ao do campo e depois passa ao formalismo Lagrangiano no contexto

dessa teoria.
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2 CONCEITOS NECESSARIOS EM RELATIVIDADE RESTRITA E MECANICA QUAN-
TICA

Neste capitulo introduzimos o ferramental matematico referente a Relatividade Restrita e a Me-
canica Quéntica que é necessério para o desenvolvimento deste trabalho. E o objetivo de unir essas
duas teorias que guia esse trabalho até a obtencdo dos campos quanticos no Capitulo 6. Depois
de termos tratado sobre as regras de transformacao de quadrivetores e tensores, vamos introduzir o
espaco de Hilbert, onde ocorre a matematica da Mecanica Quantica, e faremos uma introducdo a
teoria das medigdes. Por fim, veremos que em ambas as teorias chegamos no conceito de grupos. E a
introducao a teoria de grupos que fecha esse capitulo e nos permite partir ao problema de representar

as transformacoes de Poincaré sobre estados de uma particula no Capitulo 3.

2.1 RELATIVIDADE RESTRITA: QUADRIVETORES, TENSORES E TRANSFORMACOES DE
LORENTZ

As transformacdes de Lorentz sdo as transformagdes de referencial no espaco-tempo que garantem,
dentro do contexto da Relatividade Restrita, que a velocidade da luz seja a mesma em todo referencial
inercial (GRIFFITHS, 1999, p. 481). Essa exigéncia se traduz na existéncia da forma quadrética
invariante (GRIFFITHS, 1999, p. 501):

At —t0)* — (x —m0)° — (Y —w0)®> — (2 — 20)* =
At —10)* — (' —xp)® — (v —wo)* — (2 — z)% (2.1)

onde ¢ é a velocidade da luz. Definimos:!

DL =ct, =z 2P=y, P=z 2.2)
o 0

ot = (2% 2, 2% 2°) = (2°, 7). (2.3)

Definido dessa forma, z* é um quadrivetor: 2" é chamado de sua componente temporal enquanto
!, 22 e 23 sdo suas componentes espaciais. Usamos nesse trabalho as unidades naturais, definidas
comc = 1e h =1, sendo h a constante de Plank reduzida, que aparece em vérias equacoes da fisica

quantica. Nessas unidades segue que:
¥ =t (2.4)

e desse modo omitimos ¢ daqui em diante.

I A referéncia (WEINBERG, 1995) usa uma defini¢do distinta, que ndo altera nenhum dos resultados a nio ser em nivel

estético, mas pode causar confusdo: z = (&, 2°).
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Definimos também a seguinte matriz, ou tensor:

10
0 —1
= L, = , 2.5
n= (1) 0 1 (2.5)
0 0 -1
a qual é chamda de tensor métrico.> Com isso podemos escrever (2.1) como:
My (2 — ) (2 — 6) = map(a’® — a§?) (@ — af); (2.6)

onde usamos a nota¢do de Einstein, em que a repeticao de indices em cima e embaixo indica a presenca

de um somatorio, ou seja:
M (2 — ) (2 — ) = > (e — ) (2 — xf). 2.7
puv

O tensor 7 definido em (2.5) tem o poder de abaixar e levantar indices (TONG, 2006, p. 3—4):

="z, x,=nwa’. (2.8)
O resultado disso, com o tensor na forma conveniente que o definimos, € 20 =1y ezt = —x;.% Outra
consequéncia é que:
' =n"x, = n"'n,,a”; (2.9)
de onde segue:
0" Ny = 0. (2.10)

Com isso, também podemos escrever a forma quadratica invariante em (2.1) como:
v
x,xt = natalt. (2.11)

Nao € apenas essa forma que € invariante por transformacoes de referencial. Dados dois vetores a* e

2 H4 outras formas de definir esse tensor métrico que também respeitam as importantes condicdes expostas nas equagdes

(2.6) e (2.13). Uma delas é

-1 0 0 O

0 100 |
77:(77)”1/: 0 0 1 0 )

0 0 0 1

que € a forma utilizada na referéncia (WEINBERG, 1995).

Quando escrevemos o indice com uma letra grega, como p, v ou p, queremos que a relacdo escrita valha para todas
as componentes ou o somatoério implicito corra de 0 a 3. Quando usamos uma letra mintscula do alfabeto latino,
usualmente ¢ ou j, queremos nos referir apenas as componentes espaciais, ou seja, as componentes de 1 a 3.
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b* quaisquer, o valor do produto interno:
a-b=a,btt =a, (2.12)

também serd o mesmo em qualquer referencial.
Uma transformacé@o de Lorentz é uma transformagdo = — x’ que respeita a invaridncia do produto
interno em (2.12). Elas sdo representadas usualmente por A (GRIFFITHS, 1999, p. 501):

ot =AY, (2.13)
de onde também obtemos:
ox'#
A, = az,, : (2.14)

Para compreender o significado mais fundamental do abaixamento e levantamento de indices
vamos ver como os vetores se transformam sobre transformagdes de Lorentz. Os vetores que se
transformam como z* em (2.13) sdo chamados de contravariantes. Ja os vetores chamados covariantes

se transformam da seguinte forma:

Vy. (2.15)

As operagdes de abaixamento e levantamento de indices que introduzimos em (2.8) levam, portanto, um
vetor contravariante para seu vetor covariante associado ou vice-versa. O quadrigradiente, o equivalente
quadridimensional do gradiente, se transforma de forma covariante, como podemos demonstrar usando
(2.14):*

0 _ 0w 9
or  Qxm orv’ (2.16)
a, = (A1) ,0,.

Tensores sdo elementos matematicos com um ou mais indices que se transformam indice a indice

segundo a covariancia ou contravariancia de cada um. Por exemplo:

T BiBa — AalulAaiiz (A_1>m,31 (A—1)772B2TN1M2 2.17)

vre”

Na pratica, um tensor € dito de rank-n se possui n indices. Ele € dito n vezes covariante e p vezes
contravariante se possui n indices covariantes e p indices contravariantes. Podemos construir um tensor

de rank-(a + b) fazendo o produto externo, ou produto tensorial, de um tensor de rank-a e um de rank-7.

4 _—_ = 9,. Também lembramos que, em um espaco tridimensional cartesiano, o gradiente tridimensional é dado por
Oh L q pa¢ g p
= g 08 0

V = (%7@’ @)
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Por exemplo:

APB. = (2.18)

ve¢ 2

essa operacao, quando transcrita dos coeficientes para um tensor matematico de fato, € indicada por:
A B=C. (2.19)

Um tensor misto, isso €, que possui pelo menos um indice de cada tipo, pode sofrer uma contracao.

Por exemplo, vamos contrair um tensor misto T;
)= T/ =T. (2.20)
i

Aqui obtivemos um escalar 7" através da contrag¢ao do tensor T; Podemos realizar um produto externo
seguido de uma contracdo. Essa operacdo € chamada de produto interno. Vamos observar, como

exemplo, um produto interno entre dois tensores Af e Bj:
AGBY — > ASB] = Cy. (2.21)
B

Usualmente deixamos o somatdrio implicito pela repeticao de indices.

Para finalizar nossa analise sobre tensores, um tensor € dito simétrico se:
T9 = T7° (2.22)
e antissimétrico se:
T4 = 17" (2.23)

Tensores com mais indices podem ser ditos simétricos ou antissimétricos em relacio a indices especifi-

cos. Qualquer tensor pode ser separado em uma soma de um tensor simétrico e um antissimétrico:

. 1 .. . 1 .. .
T — §<TZJ + 79 + §(ng — T, (2.24)

onde a parte (7% + T7%) € simétrica e, (T — T7"), antissimétrico.

Voltando agora as transformagdes de Lorentz, a equacdo (2.13) nos mostra que sobre o espaco de
quadrivetores elas se comportam como tensores que realizam produto interno com esses vetores. As
transformacdes que ocorrem exclusivamente entre coordenadas espaciais sdo chamadas de rotagdes,
enquanto transformacoes entre as coordenadas espaciais e a temporal sdo chamadas de boosts. Caso
adicionemos uma translacdo o a transformacdo de Lorentz, obtemos uma transformacao de Poincaré,

que podemos escrever como U = U (A, a):
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¥ =U(\, a)z;

2.25
x/p, — A“V‘TV + Oé'u. ( )

Podemos obter uma condig¢do respeitada pelas transformagdes de Lorentz reescrevendo a equacao
(2.6) com uso de duas transformacgdes como da equagdo (2.13) no lado direito e trocando os indices no
lado esquerdo (DIAS, 2015, p. 6):

Nap(@® = a§)(@” — 2g) = nu A A p(a" — af') (" —af). (2.26)

Para que a igualdade acima seja verdade — e € necessdario que ela seja pois ndo podemos abrir mao

nem de (2.6) nem de (2.13) — segue:

Nap = MuN* WA 4, (2.27)

0 que pode ser reescrito numa equac¢do matricial:

A'gA =n. (2.28)

Essa equacdo implica as transformacdes de Lorentz formarem um grupo. Voltaremos a isso na Subse¢@o
2.3.1.

Antes de prosseguirmos, vale a pena introduzir as classificagdes do intervalo entre dois eventos.
Suponha dois quadrivetores, 2* e y*. Chamamos de intervalo entre z* e y* a quantidade invariante
(r —y) - (x —y) = (z — y)?. Esse intervalo pode ser classificado de trés formas (GRIFFITHS, 1999,
p. 503):

¢ se (r — y)? > 0 temos um intervalo do tipo tempo, € um sinal luminoso saindo da posi¢do no

espaco-tempo z* consegue chegar em y*, ou vice-versa;
e se(r— y)2 = 0 temos um intervalo do tipo luz, e z* e y* sdo conectados por um sinal luminoso;

e se (z — y)? < 0 temos um intervalo do tipo espago, e um sinal luminoso saindo de z* ndo pode

chegar em y*, nem vice-versa.

Retornaremos aos intervalos do tipo espago nos capitulos 4 e 6, em que a necessidade de que particulas
separadas por intervalos desse tipo ndo afetem uma a outra serd um fator contribuinte para a necessidade

de introduzirmos campos quanticos para descrever as interagdes entre particulas.
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2.2 MECANICA QUANTICA: ESPACO DE HILBERT

A Teoria Quantica de Campos, assim como a Mecanica Quantica ndo-relativistica, é construida
sobre o espaco de Hilbert, simbolizado matematicamente por . Esse espaco é composto pelos
chamados vetores de estado, usualmente representados por ¥ ou ®, os quais compdem classes de
equivaléncia ou raios, que s@o utilizados para representar estados fisicos. Isso significa, a grosso modo,
que um estado fisico descrito por um vetor de estado ¥ € H ¢ tdo bem descrito por ¥ quanto por £V,
sendo ¢ uma fase. °

Com isso em mente, vamos iniciar este trabalho com uma introdu¢do matemadtica ao espago
de Hilbert. Nele a operacao produto escalar entre dois vetores de estado € definida de modo que
(WEINBERG, 2013, p. 57):

) = (\117 Q))*;

i (®,
ii. (q) Oél\lfl + 042\112)
(
(@,

a1 (P, W1) + (P, Us);
1Py + Py, V) = aj (P, V) + ay(P, ¥);
$)>0, (0,)eR e (D,0)=0s & =0;

(2.29)
iii.

iv.

onde ¢, ¥ € H e ay, ay sdo constantes complexas. A partir da dltima relacdo acima, definimos a

norma de um vetor de estado como:

|12} = V(P ®). (2.30)
A norma, por sua vez, permite que seja definida a distincia entre dois vetores desse espago:
d(V,®) = ||V — D||. (2.31)

O espaco de Hilbert € completo em relacdo a essa norma. Isso significa que qualquer sequéncia de

Cauchy® de vetores pertencentes ao espaco H possui um limite também pertencente a .

2.2.1 Operadores Hermitianos e Teoria das Medicoes

Dentre os operadores que agem sobre vetores de H, temos duas classes importantes. Essas classes
sdo (SAKURALI, 1985, p. 37, 269):

5

Quando dizemos que ¢ é uma fase, isso significa que £ é uma constante complexa tal que |£|? = £*¢ = 1, onde * denota
o complexo conjugado, ou seja, a troca do sinal da componente imagindria da constante ou escalar conjugado. Fases
podem ser escritas como & = €'Y = cosf + isinf, onde § é uma constante real, ji que £*¢ = e~ e? = 0 = 1.

Uma sequéncia de Cauchy é uma sequéncia de vetores em que a distincia entre dois vetores consecutivos da sequéncia
se torna cada vez menor, tendendo a zero. Matematicamente isso significa que, dado qualquer valor real € > 0, se
for possivel encontrar um natural N tal que para todo m,p > N, os elementos de uma sequéncia {®,, } respeitam
d(®,,, ?,) < ¢, entdo a sequéncia {P,, } é uma sequéncia de Cauchy.
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Operadores lineares:  A(a1P; + ag®Ps) = a0y APy + i Ady, (P, AT\II) = (AD, V) ;
Operadores anti-lineares:  A(a; 1 + aa®s) = af AP + a5 Ad,, (@, ATV) = (AD, U)*,
(2.32)

onde A’ o adjunto do operador’ A:

A=A (2.33)

Para apreciar a importancia desses operadores precisamos conhecer as equacdes de autovalor e
autovetor — que também pode ser chamado de autoestado no espaco de Hilbert — que tomam a forma
(COHEN-TANNOUDII; DIU; LALOE, 2005, p. 132):

AV, =\, (2.34)

onde A é o operador e V,, e \,, € C sdo respectivamente autovetor e autovalor de A. A particularidade
desse tipo de equacdo € que a esquerda da igualdade temos um operador e a direita uma constante
multiplicativa. Todo operador tem um conjunto de autovetores® W,, para os quais sua acdo tem um
efeito como em (2.34). A importancia dos operadores hermitianos para a fisica quantica é que seus
autovalores sdo sempre reais (COHEN-TANNOUDIJI; DIU; LALOE, 2005, p- 136). Sendo A um

operador hermitiano e ¥ um autoestado qualquer com autovalor genérico A:

(U, AV) = (AT, 1)
(U, AD) = (AT, D)

(T, \0) = (AT, 1) (2.35)
A, W) = A(0, 0)
= A= )\",

e A sé pode ser igual a seu complexo conjugado caso A € R. Desse modo, os autovalores de operadores
hermitianos podem corresponder a resultados de medi¢des de grandezas observaveis. Todos os
observaveis fisicos — como energia, carga ou momento angular — que podem ser representados por
operadores sdo representados por operadores hermitianos. A condi¢io A = AT pode entdo ser chamada
de condig¢do de realidade.

Os autoestados V,, de um operador hermitiano que equivalem a autovalores distintos sdo ortogonais,

portanto podemos usa-los para construir uma base ortogonal em H. Vemos isso definindo dois

7

No caso de um operador matricial, o adjunto € sua transposta conjugada, (AT)Z»]» = A
8

Esse conjunto pode ser discreto ou continuo.
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autoestados W, e W, de um operador hermitiano A, com autovalores respectivos A; € As € A\ # \g:

(U, AUy) = (AVy, Uy)
(W1, AaWs) = (M Wy, Uy)
Ao (Uq, Wa) = A\ (Wq, Uy) (2.36)
0= (M )\2)( U,)
= (U, ¥,) =

Desse modo qualquer vetor ® € H pode ser escrito como:

O =) U, (T, D), (2.37)

caso o conjunto de autoestados de A seja discreto, ou:
o = / dn W, (¥, D), (2.38)

caso esse conjunto seja continuo (WEINBERG, 2013, p. 61).
Dizemos que, antes de ser efetuada uma medi¢do de uma grandeza — equivalente a um operador
hermitiano A — sobre um estado qualquer W, este existe como uma sobreposicdo de autoestados de A.

A probabilidade de que uma medicdo dessa quantidade observavel A forne¢a um valor ), é definida
como (WEINBERG, 2013, p. 60):

P(X\,) = [(¥, 9,7, (2.39)

onde ¥, é autovetor do operador A associado ao autovalor ),,. Também podemos escrever o valor

esperado de A para esse estado ¥ como:

(A) = (U, AD) Z| (U, 0,) (2.40)

Para que as probabilidades de todos os valores possiveis para A, ou para qualquer outro observavel,

somem 1 € necessdrio que o vetor ¥ seja normalizado:

(U, 0) = 1. (2.41)

Com essa condicao de normalizagdo, podemos definir o raio como um conjunto de vetores normalizados
que sdo iguais a menos de uma constante complexa multiplicativa de médulo 1, complementando a
defini¢do dada no inicio desta sec@o. A probabilidade na equacio (2.39) também pode ser interpretada

como a probabilidade P(¥ — V,,) de que um estado ¥ decaia em um estado V,,. Isso significa
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que, ap6s a medicdo ser realizada, a sobreposicdo de autoestados W € substituida pelo autoestado W,
equivalente ao valor )\, medido. Devido a esse fato, a medi¢do de duas grandezas distintas sobre um
estado nem sempre pode ser realizada simultaneamente, pois uma medi¢do afeta o resultado da outra.

Vamos a seguir definir as condi¢des para que duas medicdes distintas ndo afetem o resultado mdtuo.

Definimos agora o comutador de dois operadores como:
[A, Bl = AB — BA, (2.42)

e caso [A, B] = 0, dizemos que os operadores comutam, ou seja, AB = BA. Definimos o anticomu-

tador como:
{A,B} = AB + BA, (2.43)

e, de modo similar, se { A, B} = 0 dizemos que os operadores anticomutam, o que em outros termos
significa que AB = —BA. Consideremos agora dois operadores A e B que comutam, e seja ¥, um
autoestado de A. Esse autoestado serd autoestado simultineo de A e B (COHEN-TANNOUDIJI; DIU;
LALOE, 2005, p- 139), ou seja, podemos realizar uma medi¢do de A e uma medi¢ao subsequente de
B e obtermos os mesmos resultados de caso tivéssemos feito o caminho contrario, ja que a comutacao

de ambos implica em:
ABY, = BAY,. (2.44)

Muitas vezes € conveniente chamar tal autoestado simultineo de W, ;, sendo a seu autovalor mediante
aacdode Ae, b,ode B.

O momento linear e a posicdo em uma mesma dire¢ao sdo duas grandezas incompativeis, ou seja,
nio podemos conhecer simultaneamente a posicdo e o estado de uma particula. Desse modo, podemos
construir estados fisicos sobre autoestados da posicdo ou do momento, mas nao de ambos. Nesse
trabalho, trabalharemos na maior parte do tempo sobre uma base de autoestados do momento, que
escreveremos como V,,. Podemos, contudo, relacionar as duas bases por uma transformada de Fourier
(WEINBERG, 2013, p. 56):

U, = (27m) 2 / PPp P, (2.45)

2.2.2 Operacoes de simetria e operadores unitarios

Chamamos de operacdes de simetria as transformagdes W — W’ sobre o espago de Hilbert que
preservam as probabilidades (SAKURALI 1985, p; 40—41):

PV = U,) =PV — ). (2.46)
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H4 um teorema de Wigner (WEINBERG, 1995, p. 51) que diz que esse mapeamento ¥ — U’ s6 pode
ser representado por dois tipos de operadores: os operadores unitarios e lineares, que obedecem as

condigdes:

(UD,UV) = (D,V);

(2.47)
U(Oélq)l -+ 062(132) = Oéqu)l + OZQU(I)Q;
e os anti-unitarios e anti-lineares, que respeitam:
Ud,UV) = (P, V)"
( ) = ) (2.48)
U(@l(I)l —+ C(Q(I)Q) = CKIUq)l -+ Od;U(I)Q,
e ambas as categorias também obedecem, por consequéncia:
ut=u-" (2.49)

Notamos aqui que os autovalores de operadores unitdrios sdo fases: sendo U unitdrio e ¥ um autoestado

qualquer desse operador com autovalor genérico A, usamos (2.47):

(U, 0) = (UT,UD)
= (AU, \D)
= N AT, 0)
= [AP(7, V),

(2.50)

portanto, [\|? = 1.

As chamadas simetrias continuas devem estar ligadas ao operador identidade, que € linear e unitério,
e portanto todas as simetrias continuas sdo também associadas a operadores unitdrios e lineares. Como
consequéncia, simetrias continuas podem ser tomadas em forma infinitesimal (WEINBERG, 1995,
p- 52):

U =1-+iet; 2.51)

onde € € um infinitesimal real e ¢ € hermitiano e linear, por consequéncia podendo representar algum

observavel real. Os momentos linear e angular, por exemplo, podem ser expandidos dessa forma.

2.3 GRUPOS

O conjunto das operacdes de simetria constitui um grupo (WEINBERG, 1995, p. 52). O conjunto
das transformagdes de Lorentz e Poincaré também, como veremos em detalhe na subsecdo seguinte.

Um grupo, por sua vez, € definido como um conjunto de elementos com uma regra de composicao bem
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definida entre seus elementos que satisfaz quatro condicdes especificas. Sendo o grupo GG, o conjunto

de elementos g e a regra de composi¢do o, as quatro condi¢des sdo’ (GILMORE, 1974, p. 1):

i dieG | VgeG, goi=iog=y;

ii. Vg,he G, goheG;

ii. Vge G, 397G | gogl=glog=1i;
iv. (goh)of=go(hof).

(2.52)

A primeira condi¢do introduz a necessidade de um elemento que diga respeito a unidade para que o
conjunto dotado da regra de composicao constitua um grupo. A segunda diz que a operagdo entre dois
elementos do grupo retorna sempre um elemento também pertencente ao grupo. A terceira define que
todo elemento possui um elemento inverso tal que a operac@o entre ambos retorna a identidade. Ja a
quarta condi¢@o nos diz que a regra de composi¢ao € associativa.

Grupos ndo equivalem diretamente a elementos de espagos vetoriais, embora possuam regras
similares. Enquanto, em geral, dado conjunto de vetores equivale a objetos matematicos especificos,
um dado grupo pode possuir vdrias representacdes distintas, desde que a representacdo seja feita
através de uma relacdo biunivoca entre os elementos do grupo e o conjunto de objetos matematicos
que forma as representacdes. Essa biunivocidade implica a regra de composicdo do grupo ser bem
realizada por meio de operacdes entre os objetos que fazem a representacido dada. Deparamo-nos com
uma importante consideragdo: as transformacdes 7' do grupo de simetria agem levando de um estado
fisico a outro, portanto sendo transformagdes entre raios. Contudo, os operadores U(T') que podemos
construir sobre o espaco de Hilbert agem, ndo sobre raios, mas sobre vetores de estado. Nisso, a acao
desses operadores pode induzir o surgimento de fases multiplicando os estados, sem que isso viole a
biunivocidade das representacdes (WEINBERG, 1995, p. 52). O fato de trabalharmos com estados
mas os grupos serem representados por raios € uma das fontes de dificuldades na representacao do
grupo de Poincaré sobre o estado de Hilbert.

Terminamos essa se¢do com algumas defini¢des. Seja [/ um subconjunto de elementos de um
grupo F'. Se os elementos de H respeitarem entre si as quatro condi¢des expostas nas equagdes 2.52,
H ¢é subgrupo de F'. Além disso, H € um subgrupo invariante de /' se (GILMORE, 1974, p. 72):

VfeF; YheH, fohof'eH. (2.53)

Uma representacio irredutivel ¢ aquela em que pelo menos um operador nio deixar nenhum
subespaco invariante no espaco de atuacdo. No caso de representacdes na forma de operadores
matriciais agindo sobre um espago vetorial, ao menos um dos operadores ndo deve estar na forma de
diagonal de blocos (DIAS, 2015, p. 15).

Um grupo paramétrico é aquele em que os elementos podem ser parametrizados com n pardmetros

9 Os desenvolvimentos dessa secdo podem ser encontrados em (DIAS, 2015, p. 14-19). Outras referéncias sdo também

citadas para indicar outras referéncias onde esses resultados podem ser encontrados.
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reais, e as operagdes de produto e inversa sdo fungdes continuas desses parametros. O grupo de Lie é
o grupo paramétrico em que a funcdo que define a regra de composi¢do do grupo € real e analitica,
e portanto o grupo pode ser expandido em série de Taylor (GILMORE, 1974, p. 77). O grupo de
Lie conexo € o grupo de Lie em que os parametros estdo continuamente ligados a identidade e os
elementos do grupo dependem dos mesmos de forma suave. Nesse caso, hd uma lei de composigao tal

que:

U(@)U(b) =U(c) < ¢ = d'(a,b), (2.54)

onde os ®° sdo funcdes suaves dos parametros a e b. Essa funcdo respeita as propriedades (GILMORE,
1974, p. 65):

i. Associativa: ®'(a, ®(b,c)) = ®"(®(a,b),c);
ii. Identidade: ~ ®'(ag, a) = ®'(a,a0) = a*, ag = (0,0,0,...); (2.55)
iii. Inversa: ®'(a,a) = @’(EL, a) = ap = 0;

e na ultima propriedade destacamos que a inversa de U (a) serd U(—a).

Uma consequéncia € que para grupos de Lie conexos, as matrizes de representacdo também serao
funcdes de a’ e cada elemento de matriz pode ser escrito como uma série de Taylor em torno em torno
de a* = 0 (DIAS, 2015, p. 16):

9A 1/ A
Ala) = 1 L (24
() =1+d' (aaz)a0+2!aa (aazaaa)ao“L )

) 1 . .
A(a) =1+ iain + §(IICL]XZ'J' + ey

(2.56)

onde as matrizes X; = (—igﬁ) s@o os geradores do grupo (GILMORE, 1974, p. 89). Expandimos

agora ®*(a, b):

ODk - )Pk 1, . 0*®F
" (a,b) = D" e b DT
(a7 ) (07 0> + 8al —b—0 - abl —b=0 2'a @ aalaa] —b=0
a—b— a=b= a=b= (257)
1b2bj 0> PF L 0 +
avab | 217 Baidbi |,_,_,

e, como sabemos das equacdes (2.55) que ®*(0,0) = 0, ®*(a,0) = a* e ®*(0,b) = b*, notamos

que:'°

0 sei##k;

10" 0 simbolo 6¥ é um delta de Kronecker, definido tal que: 6% = { 1 sei=k
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k k
a®i = 8¢i =0} (2.58)
da a=b=0 b a=b=0

e a partir disso obtemos que:
2q>k Z(I)k

6i A = ai . = 0. (2.59)
da*dal | ,_,_, ObObI | _,_,

Com isso, a equagdo (2.57) se torna:

o 1 .. 9%k
d*(a,b) = oF(a’ + %) + o'l
1 o
_ ko 3k ki
onde introduzimos (DIAS, 2015, p. 17):
82<I>’“
k
b= _ (2.61)
J 0atob |, _,_,
Também de (2.55) sabemos que ®*(a, —a) = 0, e aplicamos esse resultado em (2.60):
k koo Lk i
0=a"—a" + -Cja'd
| 2 (2.62)
0= C’fjalak.
Podemos separar C’fj em uma parte simétrica e outra antissimétrica
ij —5( iy T ji)+§( ij ji)? (2.63)

ko o_ k k
Cy = e+ i
onde ef; € a parte simétrica e f}; é a parte antissimétrica de C};. Contudo, Ca’a’ = 0, e a'a’ é
simétrico. Um tensor simétrico multiplicado por um antissimétrico € igual a zero. Assim, nada

afirmamos sobre f%

;7> Ias precisamos que efj = 0. Ficamos entdo com:

Ch=fh=—1k (2.64)

Com este resultado em mente, vamos agora expandir o produto A(a)A(b) = A(®(a, b)) (DIAS,
2015, p. 18):
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) 1 . . ) 1. .
. 1_. .
(1 +1i®'(a,b)X; + 5@’(61, b)d’(a, b)Xi]) . (2.65)
Desenvolvemos primeiro o lado direito (L D) da equagao:
LD =1+i(d +¥ — 2Chaitt) x
Ll oo i ok j TR B
+§ G+b—§ClkCLb a—i—bj—éCmnab ij—i‘

S 1,
=141 (a’ +b — 5C;kaﬂb’f) X; + 3 (a'd + 'V + bV + b’V + g(C)) Xy + ...,
(2.66)

onde ¢(C') € um termo que depende dos coeficientes C'. Expandindo o lado esquerdo (L E) temos:

LE =1 -+ ’i(CLZ -+ bl>XZ + §(CLZCLJ —+ bzb])XU + —allﬂXin + ... (267)

Comparando os coeficientes de a’b’ em (2.66) e (2.67) obtemos:

—a’b]Xin = — C]ZleCijk + §(a’b] + b’a])Xij. (268)

7
2
Os objetos X;; sdo simétricos, enquanto C’;k €, como vimos no raciocinio que culminou na equagao

(2.64), antissimétrico. Podemos simetrizar e antissimetrizar a equagao (2.68):

= Zl@¥’ +b'a’) + (a'b’ = b'a”)[([X;, Xj] +1Xi, Xj}) =
. inij(a’b] —bal) + S(a'V + V)X, X]. (269)

Comparando os coeficientes chegamos em (GILMORE, 1974, p. 100):

[Xi, X;] = iCl Xy = i ffs X, (2.70)
{Xi, Xj} = —2X5, (2.71)

k
ij

equagdo (2.71) na expansdo de A(P(a,b)):

onde os f/. sdo as chamadas constantes de estrutura do grupo. Para observar seu papel, aplicamos a
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A 1. ,
A(P(a,b)) =14 1iP%(a,b)X; + 5@(@, b)® (a,b) X;; + ...
. 1. ... 1
A 1. .
= 1+i0 X + SOPIXX o+

Se seguirmos até a terceira ordem obtemos:

; 1_. . 1. .
A(®(a,0)) = 1 +i®'(a,b)X; — 5 (a, )8/ (0, )X, X; — 5 (a,5)® (0, 0) @ (a, )X, X, X + ...
(2.73)
e também
i i Lo L Lo
®'(a,b) =a" +b' — §fjka7b - ggjklaja a + ghjklajb b+ ..., (2.74)

onde os coeficientes g%, e h’;; sdo fungdes em termos de f;;. Seguindo este processo, a estrutura geral

da transformacdo é:'!

A(®(a,b)) = exp(i®'(a, b) X;); (2.75)

o que leva, com b = 0, a:

A(a) = exp(ia‘X;). (2.76)

2.3.1 Transformacoes de Lorentz como grupos

Voltemos as transformagdes de Lorentz e notemos que as matrizes A respeitam as condicdes

expressas nas equagoes (2.52):

i. 31cL | VAL, Al=1A=A;

ii. VAi,A, €L, AA,€L;
iii. VAcL, IA ' cL | AN =ATA=1;
iv. (A1A2)As = Aj(AsAs).

2.77)

1" A notagio exp () é equivalente a e®. Caso o leitor ndo esteja familiarizado com operadores ou matrizes no expoente de
uma funcio, recordamos a expansao de Taylor da exponencial:

00
2 043 a4 n

(0%
a _E
(& _1+a+7+§+j+_ —_—.

n=0



27

A prova da condig¢do ii se faz com o uso da equacao (2.28):

sendo: Ay, Ay € L..n=AnA =AnAy;
A1A2 e L.

Portanto, essas matrizes, que operam sobre vetores no espago-tempo, sao representacdes de um
grupo de Lorentz mais geral que pode ser representado de formas que atuam sobre espacos distintos,
inclusive, como € o foco de grande parte deste trabalho, sobre o espaco de Hilbert. Adicionando o
grupo das translacdes ao grupo de Lorentz, como na representacio exposta em (2.25), temos 0 grupo
de Poincaré.!?

As transformagdes de Lorentz formam um grupo paramétrico, mas ndo formam um grupo de
Lie conexo: nao é possivel chegar de qualquer elemento do grupo a qualquer outro por meio de
transformacdes continuas. Analisamos essa situacdo, num primeiro momento, tomando o determinante

da equacdo (2.28):

det(A'nA) = det(n)
det(A)?det(n) = det(n) (2.79)
det(A)?* = +1 |
det(A) = +£1

Obtemos assim uma condi¢do que explicita uma descontinuidade entre transformacdes de Lorentz:
transformacdes continuas nao podem levar uma matriz de determinante +1 a outra de -1 ja que nao
podemos ter determinantes entre esses dois valores. Voltando a equacao (2.28), tomando-a em uma
forma que explicite os indices das matrizes e escolhendo o caso relacionado a 7y, que € igual a +1

conforme (2.5), temos

Efetuando a soma nos indices 1 e v obtemos diretamente:

(AO 0)2 - Z(Al 0)2 =1
’ | (2.81)
(AO 0)2 =1+ Z(Al 0)2

12" Alguns textos, como a referéncia (WEINBERG, 1995), chamam o grupo de Poincaré de grupo de Lorentz nio-
homogéneo.



28

e, como y_;(A* ;)? é sempre positivo, observamos que:

Ay >+1

2.82
=1 (2.82)

0 2
(A"p)>1 = {
Por consequéncia disso, ndo é possivel levar continuamente de uma matriz de A° ; > +1 para uma de
A%, < —1 pois ndo podemos passar por matrizes em que A, esteja no intervalo | — 1; +1[. Essas
duas condigdes, sobre o determinante e sobre AY , dividem os elementos do grupo de Lorentz em

quatro subconjuntos:

Quadro 1 — Categorizagdo dos elementos do grupo de Lorentz

Nome Simbolo | Caracteristicas

Ortécrono proprio Ll Ay > +1;  detA = +1
Ortécrono impréprio Lt Ay >+1; detA =-—1
Nao-ortécrono préprio Li Ay < —1; detA =+1
Nao-ortécrono impréprio Lt A< —1; detA = -1

Notamos primeiro que apenas Ll € um subgrupo, pois € o tnico que contém a identidade. Esse
subgrupo é, na verdade, o grupo SO(1, 3). Como mencionado, ndo podemos ir de um desses quatro
subconjuntos a outro por meio de transformagdes continuas. Contudo, precisamos apenas de dois
elementos do grupo de Lorentz para fazer essa transi¢do, a paridade P € LT e areversio temporal

T el cuja forma na representacao matricial usual é:

1 0 0 0 ~100 0
0 -1 0 0 0100

D : T— (2.83)
0 0 -1 0 0010
0 0 0 -1 0001

Podemos escrever qualquer transformagao de Lorentz como um produto entre P, T e as transformacdes
do grupo SO(1, 3).
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3 MECANICA QUANTICA RELATIVISTICA E ESTADOS DE UMA PARTICULA

Tendo feito uma breve introdugdo as transformacdes de Poincaré, a matemaética e interpretagdo
do espago de Hilbert e a teoria de grupos, podemos iniciar o trabalho de buscar representar as
transformacoes da Relatividade Restrita sobre o espaco da Mecanica Quantica. Comecamos este
capitulo buscando os geradores do grupo de Poincaré para podermos estudar suas representacdes
sobre o espaco dos vetores de estado. Embora possamos obter os geradores sem muita dificuldade, a
tarefa de representd-los se mostra impossivel num primeiro momento pois os operadores que podemos
construir violam a necessidade de que as representagdes tenham uma relagdo biunivoca com os
elementos do grupo. Resolvemos esse problema, contudo, definindo classes de momento sob as quais
podemos representar subgrupos, os chamados grupos de isotropia, do grupo ortécrono-proprio de
Lorentz que nos permitem obter representacdes distintas das transformacdes para cada classe. Essas
classes equivalem a particulas massivas, de massa nula e estados de vdcuo, e os subgrupos que sao
representados sobre eles nos permitem obter diretamente as regras de transformacao de projecao
de spin (m # 0) e de helicidade (m = 0). Terminamos o capitulo estudando as transformacgdes de
paridade e reversdo temporal e as simetrias a que eles correspondem na agdo sobre estados de uma

particula.

3.1 GERADORES DO GRUPO DE POINCARE

Como discutido na Se¢do 2.3, simetrias continuas devem estar ligadas a identidade, que € um
operador unitdrio, e portanto também devem ser representadas por operadores unitdrios. Procuramos,
entdo, representar o grupo de Poincaré no espaco de Hilbert por meio de operadores unitarios. O
primeiro passo na busca pela forma dessa representacdo é expandir uma transformacao infinitesimal de
Poincaré (WEINBERG, 1995, p. 59):

U(l+w,e)~1+ %wpo.JpU — i€, P’ 3.1

onde
(JpU)T — Jro. (PP)T = PP, JP7 = — ] 3.2)

Os elementos J*? e P? sdo os geradores da transformacao, os quais descrevem de forma ma-
temdtica como a transformacdo ocorre. Os geradores também contém significado fisico a medida
que correspondem a simetrias dos sistemas estudados. Por sua vez, w,, € €, s30 0s pardmetros da
transformacdo: pode-se dizer que eles ditam a intensidade da mesma.'

Analisamos os geradores na equagdo (3.1), num primeiro momento, fazendo w,, = 0 e €, # 0.
Obtemos:

1

Podemos exemplificar a relacio entre geradores e parAmetros com o caso da rotacio no R?: nessa situagio, o gerador
da transformacio € a matriz de rotacdo, que é fung¢do de um angulo, o qual € o pardmetro.
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U(l4w,€) =~ 1—ie, P’ (3.3)

o que &, simplesmente, uma translacdo no espago-tempo. Interpretamos os geradores de translagdo P*
como (WEINBERG, 1995, p. 61):

P’=H; P =p (3.4)

onde H é o operador de energia e ' é o momento espacial.?

Com wy, = 0 (note que a condigdo € apenas sobre wy,, € ndo todos 0s w,,) € €, = 0 temos:

2" = 2%
§ 4 o (3.5
¥ =2+ jx].

Como 2”° = 2° e as transformacdes de Lorentz com o tensor métrico estabelecido em (2.5) preservam

a quantidade invariante (2°)® — Y. (z)?, temos que para o caso em andlise:

@) => (') (3.6)

7 i

Interpretamos o resultado como uma rotacao nas coordenadas espaciais, € os geradores:

1 .
Ji=5 > e’ (3.7)
j7k
sdo os geradores de momento angular.’
Por fim, com wq; # 0, temos:

20 =2+ w2

i i i .0 (3-8)
r =T +w T .

Podemos fazer essa equivaléncia pois estamos lidando com unidades naturais, de outro modo os geradores de translacio
espaciais seriam iguais aos operadores de momento divididos pela constante de Plank reduzida, i (SAKURALI, 1985,
p. 4647).

Na equac@o (3.7), €;; € o simbolo de Levi-Civita, definido por:

+1 seijk for uma permutacéo parde 1,2 e 3,
€ijk = —1 seijk for uma permutacéo impar de 1,2 e 3,
0 em qualquer outro caso.
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Esses sdo os boosts, seus geradores sdo:
K; = JO. (3.9)

3.1.1 A algebra dos geradores do grupo de Poincaré

Precisamos obter a dlgebra dos geradores que obtivemos na se¢do anterior. Isso significa que
queremos conhecer as relacdes de comutacéo entre esses geradores. O comutador [A, B] entre dois

operadores A e B é definido como:

[A, B] = AB — BA; (3.10)

e € conhecendo o valor dos comutadores que podemos trabalhar matematicamente com os operadores.

Vamos considerar a conjugacdo* de uma transformacio de Poincaré unitdria infinitesimal por uma
transformacdo, também de Poincaré, finita (DIAS, 2015, p. 35):

UN,a)U(1+w,e)U Y (Aa) =UAa)U(1+w,e)UAT, —Aa)

LU+ A —(1+wA ta+e
AQU(HAT -~ A et
(A1 +w A=Al +w)A e + Ae + a)
(

U
U
=U
U(l+ AwA™t Ae — AwA ™ ta).

Vamos expandir o primeiro € o Gltimo termos usando (A~1)* = A #:

] :
U(A,a)(1+ §wpc,Jp” —ie,PPYU  (Aa) =1+ %[AwA_l],wJ‘“’ —i[Ae — AwA™'a), P*
Z‘ g v N g v
=1+ 5(/\“%},}(,/\” ) —i(A, e, — AP, Twea”) P

14 %wm(/\u PA, O [J* + 20" P")) — ie,A\ P P,
(3.13)

* A conjugagdo de um operador A por uma transformagio é dada por U(A,a)AU (A, a). Note que U~ 1(A,a) =

U(A=t, —Ata), pois:

UA,a)U N (Aya) =U(N, a)UA Y, ~Aa) =UMAY, ~AA Yo+ a) = U(1,0) = 1. (3.11)

> Daequacio (2.28), A'nA = 1. Multiplicando essa igualdade por ! pela esquerda e A~ pela direita temos:

AT = AT = (ATHE, = P (AY) P = 0P Ay sy
(A7), = AL
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Como w,, € antissimétrico:

o _V 1 g g v
Woo\, PN, T P = éwpU(A#pAV —A,7A,P)a" P*

1 (3.14)
= z_lw””(A“ PA,7 = A, 7N, ") (a"uP" — a" Pv).
Comparando agora os termos proporcionais a w € € em (3.13), obtemos:
U(A,a)J? UM (A a) = A, PN, 7[J" 4+ a”P" — o P]; (3.15)
U(N,a)P? U™ (A,a) = A, PP~ (3.16)

Em particular, notamos que o termo J** + a” P* — a* P¥ em (3.15) corresponde a transformagdo do
momento angular por uma translagdo que leva de r a r + a. Tomando L=Fx p, a transformagao

resulta em:

P (3.17)

Vamos tomar as igualdades (3.15) e (3.16) na forma infinitesimal, o que indicamos substituindo

A= l4+wear — b

Ul+w,e)JU " (1+w,e) = (054w, ”) (6] +wl, )" + a’P" — a"P"]; (3.18)
Ul+w,e)PP UM (1+w,e) = (08 4w,”)P". (3.19)

Vamos agora expandir as duas equacdes acima com o objetivo de leva-las a uma forma que explicite
relagdes de comutadores envolvendo J*”, PP e J* e PP. Feito isso, poderemos utilizar as equagdes
(3.4), (3.7) e (3.9) para levar esses comutadores para uma forma envolvendo os geradores do grupo de

Poincaré.

1. UJU ~'. Abordamos primeiro a equagdo (3.18), expandindo o lado esquerdo da equagdo:

Ul +w,e)JU (1 +w,e) = (1 + %MWJW = Z'EHP“> Jre (1 + %wWJ’“’ - iG#P“)

=J"(1 - %WWJW + i€, P* + %WMVJ’W — i€, P") (3.20)
1
= J” +1 |:§W[LVJMV - eupua Jpa:| ;

6 Observe que a matriz identidade 1, ao ser escrita de forma que explicita os indices, é o delta de Kronecker 4. Também

observamos que wIL ¢ gerador e pardmetro infinitesimal de transformacao.
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onde ignoramos termos quadréticos. Expandimos agora o lado direito da equacao (3.18):

(07 +w, )07 +w, )T +a"P* —a"P"] = (05 +w,,?)(J" + € P! — " P7 4w, 7 J")
— 74 PP — PP 4w, T o, I
(3.21)

Substituimos os desenvolvimentos feitos em (3.20) e (3.21) na equagdo original (3.18), e obtemos:

1
i |G ™ = P P = w0, 7T W, P € PP — PP (3.22)

Usamos agora as seguintes substitui¢des:

w,? = W'aﬁ((sgﬂau—fsﬁnﬁu)

, (3.23)
w aﬁ(dgnau - 52775!1)

w,? =

=
N = D=

e as aplicamos para desenvolver o termo w; PJHT 4 wL 7JP* em (3.22), obtendo (DIAS, 2015, p. 37):

1 « ag ag ag g
Wy, PTHT 4w, T T = §w’ B(égan“ — 60mpu " 4 8GN S — 6gmpu )

1

= 1WA (O " — 03 I 4 O™ — o) (3.24)
1

= §w’w\(nkpjw _ npvjko + nx\ojm _ navjpk)_

Voltemos agora em (3.22). Por questao de elegancia fazemos troca das varidveis mudas: v — pu, A — v,

e por questdo de conveniéncia posterior separamos o comutador:

1 1
i | W™ = € PR, TP = Swl, (0P TR — P P — PR JP) 4 € PP — ¢ P

2 PG
1 1
ZEWW [JH, JP7) —ie, [PH, J?] = éwlgy(n”pj“” — PRI 4T JPE — PV 4 € PP — P PC.

(3.25)

2. UPU ~. Passamos agora ao desenvolvimento do lado esquerdo da equagdo (3.19):

U(A,a)PPUY(A,a) = (1 + %WW,JHV - ieMPM> pr (1 + %MWJW - z‘eHP“)

_ (1 + %WWJW = iEMPM> (P” - %Ppwuw]’w + z'P”euP“)

(3.26)

—pr_ %PPWWJW +iPPe, P" + %w,u,J“”P" — i€, PP PP

— PP 4i waﬂ‘” — ¢, P", Pf’] :



onde encontramos um comutador. A expansdo do lado direito da equacgdo (3.19) € direta:

(0 +w,?)P* = PP +w, P

Com (3.26) e (3.27), a equagdo (3.19) se torna:

i [%wwﬂ“’ — €, P*, PP} = w; PPH.

Por fim aplicamos (3.23) em (3.28) e separamos o comutador em dois outros:

1 1
i {ﬁwwﬂ“’ — €, P, P”} = Sl P — 7P|

1 1
ZEwW [JH, PP] — i€, [P", P’] = —w,,[n""P" —n"*P"].

= 5%
Comparamos os coeficientes em (3.25) e (3.29) para escrever:
’i[J“V, Jpo] — anJ/LU _ npuJVU + nuajpu _ naquu;

iLJ", PY] =" P" =y P
[P*, P"] =0.
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(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
(3.31)
(3.32)

O trabalho de aplicar as equagdes (3.4), (3.7) e (3.9) nas trés equagdes acima € direto, e nos rende a

elusiva dlgebra dos geradores das transformagdes de Poincaré:’

| = —iey

[Ji, K] = —i€;i Ky;
(K, K| = +iegnJi;

[Ji7 P]] = —iGijkPk,

(K, Pj| = +id;; H,;

[Ki, H] = +iP;

[Ji, H] = [P, H] = [H, H] = [P;, P}] = 0.

3.2 TRANSFORMACOES DE POINCARE SOBRE ESTADOS DE UMA PARTICULA

(3.33)

Obtida a dlgebra de Poincaré, o préximo passo no nosso trabalho € obter a forma especifica em que

ocorre a a¢do das transformacgdes de Poincaré sobre os vetores de estado do espago de Hilbert. Para

7

O leitor pode observar que alguns dos sinais dos comutadores em (3.33) estdo diferentes daqueles encontrados em

(WEINBERG, 1995, p. 61) o que ocorre porque a referéncia usa outro tensor métrico, diferente do que descolhemos em

(2.5).
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isso, trabalharemos sobre uma base de autoestados do operador de quadrimomento P*:
pr— (H, 13) , (3.34)

onde H ¢é o operador Hamiltoniano, cujos autovalores sdo energias, e P € o operador do momento

tridimensional. Os estados satisfazem a seguinte relagdo:

P, . =pt'v, ,, (3.35)
onde o rétulo o engloba as possiveis degenerescéncias, € o quadrimomento p* é:
P =(E.p), (3.36)

onde F é a energia, que equivale a componente temporal do quadrimomento, e p € o momento
tridimensional, que compde as coordenadas espaciais do quadrimomento® (GRIFFITHS, 1999, p. 511).

Podemos também escrever E = p” e é importante notar que:
P’ =pupt = B —p* =m?, (3.37)

ou seja, em qualquer referencial em que estivermos trabalhando, a quantidade invariante p,p* serd
igual ao quadrado da massa da particula a que o quadrimomento p* se refere.

Uma transformacgao de Poincaré pode ser escrita como o produto de uma transformacao de Lorentz
por uma translagdo.’ As translacdes sio representadas, como é conhecido da Mecanica Quantica

nao-relativistica e do estudo de ondas planas, por:

U(l,a)¥,, = exp(—ia,P")V, ;. (3.38)

Para representarmos o grupo de Poincaré faltam as representacdes de P, T e L', sendo este dltimo

equivalente ao grupo SO(1, 3).

Comegamos pelo L' . Vemos que:'

PHU(A) ) = UA)U PFUA)]Y,,,
U(A)(A™), “P*)T, (3.39)
= A (U(A) ).

Isso significa que U(A)V,, é autoestado de P* com autovalor A* p”. Assim, somos tentados
inicialmente a escrever (WEINBERG, 1995, p. 63):

8

Aqui temos um detalhe: a definicdo de p* em unidades diferentes das naturais é p* = (E/c, p).
 U(A,a) =U(A0)U(1,A a).
10" Por questdo de conveniéncia e velocidade de leitura usamos U (A) = U (A, 0).
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U(A) \IIIMT = Z Ca’o(Au p) \IlAp,cr’ . (340)

Somos assim levados a crer que os C’s formam uma representacdo do subgrupo Ll. A andlise de duas

transformacdes sucessivas A; e Ay escritas dessa forma, contudo, nos da:

U(AI)U<A2)\IIP,U = U(AI) (Z Ca’a(AQap)\PAzp,a’>

o' (3.41)
- Z C(r”o" A17 A2p)Co"a(A27 p>\IjA1A2p,U”'
Aplicando uma tnica transformagao U (A;Ay) obtemos:
U(A)U(Ag) W Z Congr (M1 A2, P) U, pgpor- (3.42)

o’

Para que os (s sejam uma representagdo de grupo eles devem respeitar U (A;)U(Az) = U(A1A2), o

que se traduz em as equacoes (3.41) e (3.42) serem equivalentes. Para isso, precisamos que:
Z Co”cr’ (Ah A2p>CO',0'(A27 p) - CO'"O'<A1A27 p) (343)

Contudo, esse resultado € inaceitdvel: a igualdade acima envolve C's associados a A; e A, simultane-
amente, quebrando o requisito essencial de que as matrizes de representacdo estejam associadas de
forma biunivoca as transformacgdes do grupo.

Desse modo, precisamos buscar uma alternativa. Podemos notar que as transformagdes do subgrupo
Ll ndo alteram a norma ou o sinal da componente 0 do vetor sob o qual operam, sendo assim possivel
representar o grupo de Lorentz dentro de espacos em que p? e p° tenham sinais fixos. Com isso,
podemos escrever todos os vetores de uma mesma norma como o resultado de uma transformacao de

L1 sobre um vetor fixo k* de mesma norma e sinal da componente 0 do vetor desejado:!!
W rp v 2 _ 72 _ 2
pr=1r Pk, pt =k =m (3.44)
Tendo isso em mente, vamos reconstruir o espaco de Hilbert sobre uma nova base de autovetores de

P*, \I/p’g, definida por:

1 -

U(L(p))Vho = ZOM Voo = 57 Voo (3.45)

1" Note que p? = p*p, = (p°)? — >, (p")?. Nao nos referimos, na equagdo (3.44), a segunda componente espacial dos
vetores p* e k.
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onde N (p) € um fator de normalizagdo. Também definimos:
Uyo = Vo, (3.46)
o que leva a:
N(k) = 1. (3.47)

Aplicando uma transformacdo U(A) sobre um dos vetores da nova base que definimos em (3.45),

obtemos:

U, (3.48)

Da equacdo acima, chamamos aten¢do a um elemento:
“H(Ap)AL(p) = W(A, p). (3.49)

Esse elemento tem a propriedade de manter & invariante:
L

= L ' (Ap)Ap (3.50)
k

O conjunto de todos as transformacdes W que mantém um dado £* invariante é um subgrupo de
Ll chamado grupo de isotropia — ou little group — de k* (WEINBERG, 1995, p. 64). Conforme a
equacao (3.40), W age sobre o espaco de Hilbert da seguinte forma:

U( A p \Ijka ZCO'O' \IJW]C ,o! = ZDUO’ k)qjko (351)

Os D's assim definidos correspondem a uma representagdo do grupo de isotropia. Vemos isso tomando

o resultado disposto em (3.40) e fazendo as devidas substitui¢coes C' — D, A — W, p — k:

ZD /(W1 k) Dgrg (Wa, k) = Dorg (W1 Wa, k), (3.52)

onde usamos o fato de que W1k = k, o que resolve a quebra de biunivocidade que tinhamos encontrado.
A dependéncia em £k ja estd incluida nas transformacdes de Lorentz presentes em W, por isso o
omitimos da notag@o dos D’s daqui em diante.

Se sabemos expressar o grupo de isotropia, podemos enfim representar o grupo de Lorentz sobre a
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base U, ,:
U(M)¥pe = N(p)U(L(Ap))U(W (A, p)) ¥ro

p) Z DO'/0'<W(A7 p))U(L(Ap))\Ifkp/

_ N)

(3.53)

( ) )\IJAZLU’

oo

3.2.1 Obtencao do fator de normalizaciao

Vamos obter os fatores de normalizagdo N (p). Primeiro, impomos a seguinte condi¢ao sobre os

12
Vo

5

(U or, Upo) = 6O (K — k)Opg, com k% =k = (3.54)

A justificativa dessa equagdo é que queremos que estados equivalentes a k's distintos sejam ortogonais'?,

ja que pertencem a classes distintas. A condi¢io k2 = k? nos exime da necessidade de um delta
quadrimensional para garantir k' = k*.

Como os diferentes ¥y, , sdo ortonormais — o que decorre imediatamente de (3.54) — a repre-
sentacdo do grupo de isotropia € unitaria. Demonstramos isso aplicando uma transformacgao sobre o

produto escalar em (3.54):

(5(3) (l;/ - E)(So-’a - (qjk’,a’a \Ijk,o) = (U(W)\Ijk’/»"l’ U(W)qjk’a)

(ZD (W, K )W o ZD (W, k) \If,m>
= Z Z Dot (W, kYD (W, ) (W v, U )
= Z Z D1 (W, k') Do (W, k)5 (1 — K) 301 3>

-,

= Z D% (W, kYD (W, k)6 (K — k)

= (Z D*u r W k ng(VV, k)) :

Para que a integral valha sempre, em especial no suporte do delta:

12" A fungdo §(3) ¢ o delta de Dirac, o equivalente tridimensional e de dominio continuo do delta de Kronecker:

5)(@) = { (1)

13 A condigdo de ortogonalidade (o, 3) = 0, onde «v e 3 sdo vetores de um mesmo espaco, € vélida para qualquer tipo de
espaco vetorial, mesmo aqueles em que sua interpretagio geométrica nio seja aparente como no R3.

0.

QL
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(Z D% (W, KDy (W, k)) = b0 (3.56)
Todo esse desenvolvimento nos levou, portanto, a uma valiosa expressao:
D'D=DD' =1, (3.57)

o que significa que os D’s sdo matrizes unitdrias.
Tomemos dois momentos p’ e p dentro de uma mesma classe (p'?> = p?> = m?). O produto escalar

entre ¥, , e W,/ ,» deve ser proporcional a d® (p/ — /). Usando (3.53), fazemos:

(\jp',O’v \IJP,G) = (‘I]P’,Cf’v N(p)U(L(p))\Ifk,g)
= N(p)(Vp or, U(L(p)) Vi)
= N@) (UL 0¥y o, Vio) (3.58)
= N(p) (W Z Dot (W (L™ (), P)V -1yt o7 ‘I’kz,a> .

o.l

Podemos chamar L~ (p)p’ = k', de modo que k' — k quando p’ — p. Usamos entdo trés substitui¢des,
todas elas validas nesse mesmo limite, que €, efetivamente, o limite de interesse pois o produto escalar

serd nulo em qualquer outra situacao:

a. (‘I/k/’g//, \Ifkvg) — (‘Ifklvg//, \I/kﬁ) = 5(3)(];/ — ];)50//0;
b. N(L™(p)p') = N(K') = 1;
c. WL (p),p') = WL (p),p) = L~ (L (p)p) L~ (p)L(p) = L™} (k) = 1.

Com isso chegamos em:
(Upor, Upo) = [N (p)*6D (K = k)b (3.59)

Vamos agora procurar a relagio entre ) (k' — k) e 6@ (p/ — [). Para que essa relagfio seja sempre
vdlida, precisamos obter uma integral invariante de Lorentz de uma funcao escalar arbitraria sobre os
momentos f(p). Podemos impor duas condi¢des sobre p: p? = m?, pois ndo estamos considerando a
possibilidade de as particulas possuirem massa varidvel, e p° > 0, pois consideramos apenas casos de

energia positiva. Uma maneira de escrevermos uma integral que respeita essas condicoes €:

[ o =) 06°) 1), (3.60)

onde o delta §(p? — m?) limita o espaco de integracdo i regido em que p> = m?. E uma propriedade
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do delta de Dirac que

5z — a?) = ﬁ (6(z +a) + 6(z — a)). (3.61)

Por sua vez, a fungdo de Heaviside, 0(z), é definida por:

1, x>0,
1

6(z) = 5 = 0, (3.62)
0, x < 0.

Retornamos com esses resultados em (3.60), reescrevendo §(p* — m?) como §((p°)? — |p]? — m?) para

explicitar a dependéncia em p°, e obtemos:

/d4p 5(292 _ mQ) Q(po) f(p) _ /d4p 5((]90)2 . Img _ m2) e(po) f(p)
= /d4p ; (5([)0 + \/W) + 5(p0 o \/W))
2¢/1p1* + m?
x 0(p°) f(p)

o(p" = VIl +m?) f(p),

1
d'p ——
/ 2/ |p)* + m?

(3.63)

onde na tltima linha a fungio de Heaviside selecionou apenas o delta de Dirac que permitia p° > 0. O
diferencial d*p é invariante de Lorentz, e pode ser escrito como d*p dp®. Fazemos isso e efetuamos a

integragdo!* em dp°:

/ P50 — I ) £p) = / P40~ ) S0

2 2 2 2
2/ P12 +m 2 Izjngrm 364
= - - 2 2 )
IE s S/

Essa integral €, também, invariante. Disso observamos que

&y
VI + m?

€ o elemento de integracdo invariante de Lorentz.

140 delta de Dirac possui a seguinte propriedade de integragdo: [ dz é(z — a) f(z) = f(a).
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Se F'(p) é uma fung¢do escalar, podemos fazer uma substitui¢ao de varidvel com:

F(p) = / o3 (p — p)dPp’

= 5 d3p/ (365)
=/ﬂm¢wwww@w—m————=
VP +m?
Nisso identificamos uma func¢do delta invariante de Lorentz:
020 ) = VP + m2® () — ) = p°0O (p — ). (3.66)
Se temos momentos k e p relacionados por uma transformacdo de Lorentz tal que
E—k=L"'9p —p), (3.67)
¢ vdlido afirmar que
P26 (p — p) = K026 (K — k). (3.68)
Retornando com isso ao produto escalar que expandimos em (3.58):
(Vyor, Upo) = IN()[P6O (K = E)3rg
(3.69)

0
— IND)PE 5O () = 55,0

Como queremos que os estados sejam ortonormalizados, o produto interno s6 pode ter resultado 0 ou
1. Portanto fazemos a escolha (WEINBERG, 1995, p. 67):

L0
Np) =/ 55 (3.70)

Com essa escolha, podemos finalmente escrever
(Vpror, Wpo) = 8O (K = K)Sir. (3.71)

Agora, depois dessa andlise trabalhosa, substituimos finalmente a equacdo (3.70) em (3.53), obtendo
aformade U(A)V, ,:

Ap)O
)\ijaU = (pl())) ZDJ’UW(A7P)U(A)\DA;D,J’ 5 (372)

onde abandonamos a barra sobre ¥, , pois daqui em diante sempre trabalharemos com a base definida
em (3.45).
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Percebe-se que na equagdo acima nio hd dependéncia explicita de k*; também nao h4, na verdade,
dependéncia implicita. Ele € um vetor arbitrdrio e sem sentido fisico, e pode-se escolher aquele que
torne mais facil a identificagdo do grupo de isotropia para uma dada classe. Demonstramos isso

fazendo uma substitui¢do k — £’ = Vk, onde V' é uma transformacio de Lorentz, na equagéo (3.44):
p=L(p)k=Lp)VK = L'(p)k', (3.73)
e também em 3.50, onde fazemos W/ — W:

W'(A,p) = L' (Ap)N (p)
=V 'L (Ap)AL(p)V (3.74)
=V iww.

Multiplicando essa expressdo pela esquerda por V' e pela direita por V! obtemos:
VW'V =W. (3.75)

Isso significa que W e W’ sdo representagdes equivalentes por transformagdo de similaridade de
um mesmo grupo, e consequentemente D(W) e D(WW') também sdo equivalentes, e 0 mapeamento
W — D(W) independe de k*.

3.2.2 Grupos de isotropia

O préximo passo para a representacdo do subgrupo Ll envolve a obtenc¢ao de diferentes subgrupos
W relativos a diferentes classes de vetores £*. Essa andlise se inicia com a expansao infinitesimal da
acdo de W sobre k*:

WH k= k*
(8% + o )K" = k" (3.76)
K+ ok =k

Logo obtemos a condic@o que nos permite analisar os diferentes grupos de isotropia e obter suas

representacoes:
o' B =04 a,k" =0. (3.77)

A partir dessa equacao vamos descobrir quais os geradores que ditam a forma especifica da transfor-
macao dos estados fisicos a partir da forma de seu momento. Vamos analisar trés classes distintas de
estados que sdo levados a eles mesmos por transformacgdes de Ll.‘s

1. k* = (£m,0,0,0); k* = m?. Essa classe equivale a momentos do tipo-tempo, associado a

energias positivas ou negativas. Substituimos este k* em (3.77), o que nos fornece:'®

15 A maneira que a andlise desses casos ¢ dividida é baseada na referéncia (DIAS, 2015, p. 44-51).
16 Note que Oy = —Qyy, 0 que também resulta em cgp = a1y = ez = gz = 0. Isso € esperado pois ndo podemos
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apk” =0 = identicamente satisfeito pois gy = 0 e k' = 0;

Oéil,k’y =0 = Q0 = 0.

Esse grupo de isotropia serd entdo caracterizado por o;; com ¢ < j. Observando a equagdo (3.1), a

transformag@o correspondente sera:!”

UW) =1+ %aijﬂ . (3.78)

De (3.7) sabemos que J; = J?, J, = J3 e J; = J'2. Podemos entdo definir, de modo semelhante,

O = a3, 0% = a3 e 0% = aqy e escrevemos:
UW)=1+i6"J;. (3.79)

Com isso identificamos que o grupo de isotropia para k* = (£m, 0,0, 0) correspondente ao grupo das
rotagdes tridimensionais, SO(3), importante para a constru¢gdo do momento angular. Os parimetros
6" podem ser obtidos explicitamente a partir de W (A, p) = L~'(Ap)AL(p). Com eles, podemos

encontrar os D’s usando a equacio (2.76):

DY (W (A, p)) = [exp(if(A, p) - T]oro. (3.80)

O grupo SO(3) é o que contém as matrizes de spin j da Mecéanica Quéntica. Elas sdo definidas

por:

(D)o = iG+1) =00 E Dogrgir;  (J)io = 00,15

o . : . (3.81)
onde o=—j5,—7+1,....7—1,7, Jr=J i,

Com isso, interpretamos o indice ¢ como a proje¢do de um momento angular intrinseco, chamado de
spin. O estado V¥, , representa entdo a situacdo fisica de uma particula de momento p e spin j com
projecdo o, por isso escrevemos D) na equacdo (3.80). Essa equacio ainda nos mostra que uma
transformacao de Lorentz de um estado o resulta em uma combinagio linear de estados ¢’ distintos
ou ndo de 0. Desse modo, a mudanca de referencial quebra a determinacao do spin. Logo, temos
que supor que os diferentes rétulos o se referem a estados distintos de uma mesma particula, e ndo a
particulas distintas, pois ndo podemos supor que a transformacgado no referencial resulta na alteracao do

sistema fisico em si.

efetuar uma rotacao ou boost de uma coordenada por ela mesma.
17" Ignoramos o termo €,P" pois ele se refere as translagdes de Poincaré, que ja obtivemos separadamente sem nenhum
problema de biunivocidade.
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2. k* = (£k,0,0, k); k* = 0. Equivale a momentos do tipo-luz, e o grupo de isotropia correspon-
dente é 0 1.SO(2), o grupo euclidiano de rotagdes e translagdes em duas dimensdes. Substituimos este
k* em (3.77), obtendo:

Oéol,ky = Qp3 = O,
ap k= o = Fais; (3.82)

14
ag,k = (g = F0o23.

Agora, escolhemos ayg, g € aijo como parametros independentes para o grupo de isotropia deste k.

Substituimos esses resultados em (3.77), e obtemos:

U(W) =1+ ialojlo + iOé20J20 + iOé13J13 + iOé23J23 + iOé12J12

(3.83)
=1+ ialo(Jlo — JlB) + iago(J20 - J23) -+ i()é12J12.
Definimos a9 = @, agy = [ e ajs = 6, e reescrevemos os geradores:
A =J0 - JB =K, +Jy;
B =J® - J» =K, J; (3.84)

Jy = J"2

A obtencdo da dlgebra de Lie desses geradores € obtida facilmente com as relagcdes que obtivemos em
(3.33):!8

[J5, B] = +iA; (3.85)
[A,B] =0.
Notemos, de (3.33), que:
[y, Pi| = —iPy;  [Js, Po] = +iPy; [Py, Py = 0. (3.86)

e podemos tratar o grupo de isotropia com os geradores escritos como em (3.84) como o grupo
das rotagdes e translacdes em duas dimensdes, o 1.SO(2), levando aos geradores A e B a serem

interpretados como as componentes do momento linear, sob rotagdes finitas dadas pelo operador
R(0) = exp(ifJs):

R(0)AR™'(#) = Acosf — Bsin#;

(3.87)
R(0)BR™'(§) = Bcosf + Asind.

18 Aqui fazemos uso de duas propriedades facilmente verificaveis: [4, B + C] = [A,B] + [A,C] e [A+ B,C] =
[A,C1+[B, C.
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Temos, contudo, um problema. O grupo /.SO(2) nos leva a um conjunto continuo de autoestados.

Vejamos isso consideremos autoestados simultaneos de A e B, o que é possivel dado que [A, B] = 0:

A‘Pk,a,b,a = G‘I’k,a,b,a;
BYyaboe =Wk abo-

(3.88)

Vamos agora aplicar uma rotag@o sobre esse Wy, ;5 o
U3 ap = U (R(0) Wy 05 (3.89)
e vamos obter o autovalor de A para esse estado rotacionado:

AV e =AU H(R(9)) Vs a0
= U (RO)U(RO)AU Y (R(0)) ¥ ap0
=UYR(0))(Acost — Bsin0)W¥y, a0

= (acos @ — bsin 9)\1127%1),,,;

(3.90)

e de modo semelhante, para B obtemos BV, , . = (bcosf+asinf) ¥y, , . Isso significa que cada par
de autovalores (a, b) pode ser rotacionado gerando um conjunto continuo de infinitos valores possiveis
para os autovalores simultaneos de A e B. Esse resultado € inadequado, pois autovalores continuos
devem corresponder a graus de liberdade continuos da natureza, e o Gnico grau de liberdade continuo
conhecido para particulas sem massa ¢ o0 momento. Portanto, forcamos a escolha de (a,b) = (0, 0)

escolhendo a representacdo trivial de A e B. Agora temos:
S35V 000 = 0VE0,00, (3.91)

e daqui em diante escrevemos o autoestado apenas como Wy, ,.
Uma observacao importante € que ficamos com o gerador J3 pois deixamos a terceira componente

espacial de k* ser diferente de zero. Caso a parte espacial esteja na dire¢do de um versor p, terifamos:

Jy=J - p. (3.92)

Os autovalores desse operador sdo chamados de helicidade.

Posto esse adendo, vamos calcular o efeito de U (W) sobre Wy, ,:

UW)Vy, =exp(i[aA+ BB+ 0J3]) Yy, (3.93)
— exp(i0.J3) U, (3.94)

comparamos isso com (3.72) e chegamos em:

Dyiy(W) = exp(ic0)dyy, (3.95)
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onde resolvemos o aparente problema da falta de somatério em (3.93) com o delta de Kronecker que

seleciona o’ = o. A agéo de U(A) sobre esses estados €, por fim:

A 0
UAN)D,, = <p];) exp(icf(A, p))Wppo. (3.96)

Diferente do que ocorreu com o spin no caso anterior, observamos aqui que a helicidade nao é
alterada por transformagdes de Lorentz do subgrupo Ll. Portanto, somos inicialmente levados a querer
associar valores distintos de helicidade a particulas diferentes, mas consideragdes vindas da andlise da
paridade e da reversdo temporal, que exporemos ao fim deste capitulo, mostram-nos que estados de o e
—o correspondem a uma mesma particula.

Vamos explorar a helicidade um pouco mais antes de darmos por acabada nossa busca pelas
representacdes sobre classes de k* = (£k, 0,0, k). Particulas sem massa sdo geralmente encontradas
na natureza em superposicao de autoestados da helicidade. Um estado dado por uma sobreposicao de

estados de helicidades opostas € dado por:

Vo=V, g +a V¥, (3.97)

normalizado com |a |> + |a_|* = 1. Aplicando uma transformagdo de Lorentz ortécrona prépria

sobre esse vetor de estado obtemos:

V= UMY, =, UMY, , +a UMY, ,

Ap)° ‘ , (3.98)
( p) {Ourer(A,p)q,p’JrU_'_Oéiefwe(A,p)\I]p’ig}.

0
Dizemos que uma particula estd (WEINBERG, 1995, p. 74):

* elipticamente polarizada se o, € o sdo complexos quaisquer;

* circularmente polarizada se o, ou «v_ € nulo;

1

* linearmente polarizada se |oy | = |a_| = 5

No caso de uma polarizacdo linear podemos reescrever as constantes como:

1 s 1 s
—e't, a. = —e"", 3.99
73 NG (3.99)

e 0s d's, que sdo constantes reais quaisquer, por sua vez sdo possiveis de se escrever como:

ap =

0 =vxp. (3.100)
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Assim escrevemos:
et ) )
Vpa = \/‘<€H/qup,+o + eilﬁqu,fo)
2 (3.101)
1 s i
— Uy = —(e U, o t+e \I]p,—a)v

V2

onde fazemos uma redefini¢io ignorando ¢ pois é uma fase inobservavel. Quanto i fase ¢, podemos

compreender 3 como o angulo entre o plano de polarizacdo da particula e uma direcdo de referéncia,
perpendicular a dire¢do de propagacgdo dada pelo momento p. Comparando (3.101) com (3.98) vemos

que esse angulo [ se transforma como:
B = B+ lol0(A, p), (3.102)

e vemos portanto que transformagdes de Lorentz sobre particulas linearmente polarizadas produzem
rotacdes no plano de polarizagao.

3. k* = (0,0,0,0); k* = 0. Esse estado corresponde ao vacuo, e todo o subgrupo ortécrono proprio

de Lorentz, SO(1, 3), o deixa invariante. Escolhemos a representa¢io trivial:!®

U(A) T, = Ty, (3.103)

Também estabelecemos a regra de normalizag3o:

(Wo, Ug) = 1. (3.104)

4. k* = (0,0,0,m); k? = —m?. O grupo de isotropia é o SO(2,1) (WEINBERG, 1995, p. 66), das
rotacdes em torno de 2 e dos boosts nas dire¢des z e y. Esses momentos equivalem a particulas tedricas
nunca observadas experimentalmente, tiquions, e portanto nao serdo desenvolvidas nesse trabalho.

3.2.3 A algebra da Paridade e da Reversao Temporal

Para a paridade P e para a reversdo temporal 7, cujas formas matriciais, dadas em (2.83), sdo:

1 0 0 0 -1 0 0 0
0O -1 0 O 0 100
7)#1/ — 7 T’u'y e ’ (3.105)
0O 0 -1 0 0O 010
0o 0 0 -1 0 0 0 1

podemos buscar representa¢des unitdrias ou antiunitarias. Observamos que P? = 72 = 1. Isso ndo

significa necessariamente que a a¢io de P? ou T2 sobre um estado ¥, , retorne o préprio estado ¥, ,,

19 Note que o vicuo nio carrega nenhum momento nio-nulo, e portanto segue de (3.38) que ele também ¢ invariante sob
translagdes. Desse modo, todo o grupo de Poincaré deixa o vicuo invariante.
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mas significa que ele deve retornar um estado no mesmo raio.
Podemos obter diretamente a forma pela qual os operadores P = U(P) e T = U(T) conjugam

transformagdes de Poincaré U (A, a):

U(P)U(A, a)U™Y(P) = U(P)UA,a)U(P)

=U(P)U(AP ™, a) (3.106)
= U(PAP ™!, Pa).
De modo similar:
UTUA, ) U YT)=U(TAT ', Ta). (3.107)
Escrevemos esses resultados como:
PU(A,a)P™! = U(PAP!, Pa); (3.108)
TUA, a)T ' =U(TAT %, Ta). (3.109)

Vamos aqui tomar a mesma ferramenta que tem nos ajudado em toda essa se¢do: a expansdo infinitesi-
mal de U(1 + w, a). Vamos aplicd-la em (3.108):

P (1 + %me’)" . iepP’D> P! = U1+ PwP ', Pa)

1 1

1+ §P(iwpajp")P_1 — P(ie,P")P~ =1+ §(iPwP‘1)ng"" —i(Pe),P* (3.110)
1 1

1+ §P(@'WW,JW)P—1 — P(ie, PP =1+ 50Pu P, “wpo S —iP, Pe, P

N3ao passamos a unidade imagindria para a esquerda de P pois ainda ndo sabemos se esse operador

serd unitdrio ou antiunitdrio. Comparando os coeficientes de ambos os lados dessa expansdo temos:

P(iJP7)P~t =iP, PP, 7 J"; (3.111)
P(iP")P~! =iP, P P". (3.112)

A equacdo (3.109) segue uma estrutura similar a de (3.108), e sua expansdo infinitesimal rende:

TP T =T, o7, " GA1)

Vamos usar a conjugacdo do momento para descobrir se os operadores P e T sdo unitdrios ou
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antiunitdrios. Observemos a componente 0 de (3.112):

P(iP°)P~t =P, OP"
P(iP°)P~! =iP"
(3.115)
PGH)P ' =iH
P(iH) = iHP.

Agora precisamos enfim fazer a escolha da unitariedade ou antiunitariedade de P. Caso P seja
antiunitario, ao passarmos a unidade imagindria para a esquerda do operador, ela acompanhard um
sinal negativo; caso P seja unitdrio, ndo. Ou seja, apds realizarmos essa operacdo e dividirmos ambos

os lados da igualdade por i teremos:’

se P for unitario: PH = HP;
se P for antiunitdrio: —PH = HP.

Vamos supor um autoestado W de H com autovalor de energia F. Sob acdo de P, teremos:

H(PV) = —PHV = —EPU,

Ou seja, a atuacdo da paridade sobre esse autoestado de /1 resultaria em um estado de energia negativa.
Isso nos traria um grande problema, pois ai todo autoestado de [ poderia ter valores de energia
ilimitadamente positivos e negativos, o os autoestados de A ndo teriam um limite inferior. Estados
de menor energia sdo fundamentais para qualquer sistema fisico, como sabemos da fisica quantica
nio-relativistica, onde esse fato decorre de os operadores de posi¢do e momento nio comutarem. E por
isso, enfim, que escolhemos a representacao unitaria da paridade P.

A andlise de T através da componente O de (3.114) nos oferece um resultado distinto:

TEPO)T ! =iT, °P"
TEPH)T ! = —iP"
(3.116)
TEH)T ' = —iH
T(iH) = —iHT.

Assim como no caso da paridade, para que um autoestado W de H se comporte da forma adequada sob a
reversdo temporal precisamos de H(T'W) = E(TW). Entéo escolhemos a representacdo antiunitaria
da reversao temporal T.

Sabendo agora da unitariedade de P e da antiunitariedade de T, podemos remover a unidade
imagindria das equagdes (3.111) a (3.114):

20 As equagdes abaixo sdo deixadas sem numeragio como uma forma de nio destacd-las, pois uma das duas correspondera
a uma hipdtese que descartaremos.
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PJrIP~t =P, PP,
pprp-1 = 7)“ ppu;

TJOT = =T, 7T, °J";
TPT ' =—T,7P"

(3.117)

Assim, podemos usar as relacdes em (3.4), (3.7) e (3.9) para obter (WEINBERG, 1995, p. 76):

P/P7t=+J;, PKP'=-K; PPP'=—-P;, PHP' = +H;

e » (3.118)
TJT ' = —J, TKT'=+K; TPT'=—-PF; THT '=+H

3.2.4 Paridade e Reversao Temporal sobre estados de uma particula

Podemos passar, agora, a busca do efeito dos operadores P e T sobre estados de uma particula.

Separamos essa busca em dois casos distintos: m # 0 e m = 0, e comegamos pelo primeiro.

3.2.4.1 Massa ndo nula

Paridade. Das relacdes em (3.118) vemos que P comuta com H e .J; e anticomuta com P.?!
Isso significa que os estados W, , sdo autoestados simultineos de P, H, Js; e P?, desde que nao haja
degenerescéncias adicionais. Além disso, P € um operador unitdrio, entdo seus autovalores sao fases,

como vimos em (2.50). Escrevemos, portanto:

PUo =V, (3.119)

onde a fase 1 é chamada de paridade intrinseca da particula e niao pode ter dependéncia do rétulo

de projecao de spin 0. Podemos ver isso utilizando as matrizes de spin J. = (J; £ i.J) em (3.81),

que comutam com P ja que sdo formadas de uma combinacdo linear de matrizes .J e P é unitério.?

2l Descobrimos as relagdes de comutagio e anticomutacio em (3.118) multiplicando ambos os lados das relagdes por P
ou T, conforme apropriado, e passando ambas para um unico lado da igualdade. Tomemos a primeira por exemplo:

PPt =J
PJ = JP
PJ—JP=0=[P,J]=0.

2 Wy.» € autoestado simultdneo de P pois, como estamos no caso em que pt =0, [P, P]=0.
23 Se P fosse antiunitdrio, nio comutaria com as matrizes de spin devido ao i multiplicando .J5.
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Escrevendo 1 = 1)(o) para indicar a hipétese de que 1 dependa de o e fazemos:

JiPU, . = PJ T, ,;
Jin(0) Ve =P/ (i Fo)(j£0+ 1)V ou
N(0)JeVpoi1 = V(G F o)t o+ 1PV, ,1 (3.120)
o)W G Fo)GEo+ DV =V ([ Fo)(Gto+ (o £ )W
= n(o) =n(c+1).

Portanto 1 ndo depende da projecdo de spin o (WEINBERG, 1995, p. 77).

E facil ver que P? = 1. Isso se traduz, no espaco de Hilbert, como P? = £, onde £ é uma fase, o
que ndo € inconsistente ja que a representacao do grupo € sobre raios e ndo sobre os vetores de estados
que o compoe, e ¥ e U representam o mesmo estado fisico. Duas atuagdes sucessivas de P sobre um

estado W nos revelam que:
P2V = P(PV)

(3.121)

(3.122)

_ fU(PL( P

onde na ultima linha usamos o fato de que Pk = k ja que k" possui componentes espaciais nulas.

=

Guardamos esse resultado por um momento e analisamos:

PL(p)P 'k = PL(p)k
=Pp (3.123)
= L(Pp)k,
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e agora voltamos em (3.122):

m
P\I/pa =1 _OU(PL(p)P_l)\Iij
m
=1/ 5 U(L(Pp)) ¥,
p (3.124)
m [(Pp)°
= 0 m \I]Ppa
= U\IIPP,U'

Reversao Temporal. Vamos agora a andlise da acdo de T sobre autoestados do momento com
massa nao nula. Vemos a partir de (3.118) que T comuta com H e anticomuta com J3 e P. Os

autovalores de P sdo nulos para o estado ¥, ,, € desse modo podemos escrever:

P(TU,,) = —TPV¥,, =0

H(TYy,) =mTVy, (3.125)
Jg(T\I/k’U) = —O‘T\I/kp.
Isso nos permite concluir que:
TV, s = GVpp 0. (3.126)

com (, sendo uma fase que depende de 0. Mais uma vez, 72 = 1 = T2 = £, sendo £ uma fase.

Obtemos entao:

Tz\Ika =T(TUk,)
g\llk,a - T(Co\llk,—o)

(3.127)
gq/k,a = C;T\:[Jk,—a
gqjk,a = C;g—tr\l/k,ay
e portanto chegamos em:
§=(C0 (3.128)

Usamos novamente as matrizes de spin definidas em (3.81) para auxiliar nossa andlise:
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T +iJo) Ve = [~ AT FiTJ)]| Vs,
T £iJo) Uy, = (— AT £i,T) Uy,
T(S i)Wy = (—=J1 £iJ5) TV,
TVEFo) Lo+ 1)V = (1 i) Tk o (3.129)
ViFo) 0+ DTV pr = Co(—1)(J1 F i) Uy o
VIF) G0+ 1) ot1Vhop1 = G-V Fo) (£ + DTk _om

= Cail = _CO"

Nossa regra para determinagdo de ¢, €, entdo, (,+; = —(,. Fixamos um (; = ( e analisamos alguns
exemplos:
Jj=1 = G=¢ G=-¢ 1=
j =2 = CQ = Cv Cl = _Ca CO = C7 g—l = _Cv C—Q = C) (3130)
o1
j=5 = =6 1=-¢

Assim, para j inteiro os (, sdo uma fun¢@o par em o, e para j semi-inteiro os (, sao fung¢do impar o.

Para j inteiro, j ser par ou impar também altera o sinal de (,. Resumimos isso em:

(o = C(=1)°. (3.131)
A constante ( €, na verdade, irrelevante fisicamente, o que vemos fazendo (WEINBERG, 1995, p. 78):

T2 Wy,) = (20,
= 3G, (1), (3.132)
= (—1)77[¢C2 0y ).

Vamos, finalmente, analisar a acdo de T sobre estados de momento p* arbitrario:
m
TV, , = ETU(L(p))\IIW
= J2U(TLp)T )T 1
=\ (TL(p)T )TV, (3.133)

- <—1>f”ﬁU(TL<p>Tl>wk,g.
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Notemos entretanto que:

TL(p)T 'k = TL(p)(~k)

— —(Tp) (3.134)

_ (_1)j—ff\/mU( (Pp))¥s,—o (3.135)

Com esses desenvolvimentos, podemos complementar (3.128):

E=(C o= (—1)Y. (3.136)

Por fim, escrevemos as transformagdes de paridade e reversao temporal sobre autoestados do

momento:

PUpo =nV¥ppo; (3.137)
TV, = (=1)7"7Wp, . (3.138)

3.2.4.2 Massanula

Paridade. Para o caso de massa nula, lembramos que haviamos escolhido o vetor k* = (£k, 0, 0x).
Podemos, a partir disso, obter qualquer vetor p* com p*> = m? = () fazendo um boost B(|p]/x) — para
levar k* a um vetor com moédulo da parte espacial igual ao de p* — seguido de uma rotagdo R(p)**

para levar a parte espacial desse vetor para a direcdo de p. Logo, podemos escrever:

L(p) = R(p)B (@) : (3.139)

24 A notacdo p indica um versor, isso &, um vetor de médulo 1 cujo propésito é expressar apenas uma direcio, no caso, a
direcdo do vetor p.
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Usamos (3.139) em (3.96) e analisamos a acdo da paridade sobre um estado de uma particula de

m = 0:
= _oU (PR(ﬁ)B <—)) Vo (3.140)
p

Comutamos a rotagdo R(p) e a paridade P pois as matrizes de momento angular J — que sdo os
geradores de rotagdo — comutam com P como vimos em (3.118). Também podemos ver isso, contudo,

pelo fato de que B(|p]/k)k tera apenas a componente espacial k?, na diregdo 2:

R(p)Pz = R(p)(—=2) = =}

R (3.141)
PR(p)z =Pp = —p.

A paridade ndo comuta com o boost B(|p]/k)k, mas podemos encontrar uma operagéo que comute.
Consideremos uma rotacao de 180° em torno de ¢, que chamaremos de R,. No espaco de Hilbert,

sendo V3 a terceira componente espacial de um vetor:
U(RyDV3U(Ry) = —Va. (3.142)
De modo semelhante:
URDIU(Ry) =—Js = U(RyNJy = —JU(Ry?Y). (3.143)

Assim:

J3(U(Ry PV, ) = —U(Ry ") J3P¥y, ,
= -U(Ry;")PJ¥;, (3.144)
= _U(U(Rgl)P\I]k,a)a

e, de modo andlogo:

P3<U(R;1)quk,o) = _U(R51>P3P\Ifk’g
= —U(Ry")(—PPs) ¥y, (3.145)
= +r(U(Ry")PU,).

O operador H = P permanece inalterado por rotagdes, portanto:

H(U(Ry )PVy,) = k(U(Ry)PUy). (3.146)
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Supomos que ndo hd mais degenerescéncias e escrevemos:
U(Ry" Py, = 0,0y . (3.147)
O efeito de U(R;, )P sobre um quadrivetor p* é:
e S A A L e A A (3.148)

Ou seja, no subespaco de p° e p* o operador U (R, )P ¢ a identidade, e por isso ele comuta com o

boost B(|p]/k)k, que opera nesse subespaco. Voltamos entdo a (3.140):

PU,, = \/pEOU (R( ») Ry Ry 'PB (lﬁl» Vo
_ ]%U(R( )Ry (‘m)&lP) Uy,
- ]%U (R(ﬁ)RgB (@)) U(R;" )Py,

UG )

A rotacdo R(p) R, leva 2 — —p. Vamos verificar se ela é a rotagdo R(—p) multiplicando-a por

(3.149)

R(—p)~! e vendo se obtemos a identidade. No espaco de Hilbert, a rotagdo R(p)|Z — p é:

U(R(p)) = exp(ipJ3)exp(if.Js). (3.150)

Como queremos R(—p) fazemos as substitui¢des:

0—0 =m—0,
(3.151)
p—¢ =¢+tm,
onde escolhemos o sinal + de modo que o novo angulo ¢’ ndo ultrapasse 27. Assim:
U(R(=p)) = exp(i(¢ £ m) Js)exp(i(m — 0).J2). (3.152)

Agora podemos verificar se R(p) R, € a rotagdo R(—p):

U N R(—=p))U(R(P)Ry) = exp(—i(m — 0)Jy)exp(—i(¢ + 7)J3)exp(idJs)exp(if.Jo )exp(—im )

= exp(—i(m — 0)Jy)exp(FimJs)exp(—i(m — 0)Js).
(3.153)



Observamos que:
exp(FinJs) Joexp(LinJs) = —Ja

e assim obtemos:
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(3.154)

UM R(—p)U(R(DP)Ry) = exp(—i(m — 0)Jy)exp(FinJ3)exp(—i(m — 0).J)exp(LimJs)exp(FimJs)

= exp(—i(m — 0)Jy)exp(i(m — 0)J5)exp(FimJ3)
= exp(FinJ;).

Temos finalmente:

U(R(p)R2) = U(R(=p))exp(FimJs),

0 que nos permite dar mais um passo em (3.149):%

U (R(ﬁ)RQB ('%)) Uy,

v (r-pesimis (1)) v,

PV, , =1,

:/]70_

:’r]o_

K

Percebemos que:

0 que nos permite chegar em:?¢

K N .
PUpo =104/ EU (R(—p)B ('%)) exp(FinJs) Vi o

/€ .

= Noy/ EU (L(Pp)) exp(Limo )V
K .

= Noy | EeXP(iWU)U (L(Pp)) Ui,-o
K : Pp)°

=1y Eexp(j:mm) ( 5) Upy o

= neexp(Lino)Vp, o,

v (nps (1) eotrinm ) v

(3.155)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)

onde o sinal + ¢ utilizado se a segunda componente espacial de p* for positiva, e - se for negativa.

25 Comutamos B(|p]/k) e exp(FimJ3) pois este é um boost gerado por K3 e a dlgebra em (3.33) mostra que [J3, K3] = 0.
26 Observe que na obtenc¢do do autovalor de .J3 lidamos com um autoestado de rétulo —o. Também observe que

(Pp)” =p°.
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Observamos de (3.159) que a acdo da paridade altera a helicidade da particula sem massa de o
para —o, portanto devemos tomar estados correspondentes a +0 € —o como estados distintos de um
mesmo tipo de particula.

Aplicamos P duas vezes sobre um estado W, ,:*’

P*V, , = n.exp(Liro)PUp, ,
= NeN—oexp(£2imo)PV, , (3.160)
=&V, ,.

e vemos que 7,1_, = £&, com o sinal positivo sendo escolhido no caso de ¢ inteiro e, o negativo, no
caso de o semi-inteiro. Esse resultado nos oferece uma condi¢@o sobre 7 mas ndo dd a forma de sua
dependéncia de o.

Reversao temporal. Vamos agora a a¢do de T sobre estados de m = (0. Observamos que a a¢cao

de um operador U(R(;'))T sobre um quadrivetor p* é
P’ == pt = —pl p et Pt (3.161)

ou seja, U(R(;'))T age como —1 sobre o espaco de p° e p?, e portanto comuta comk B(|p]/x).

Notamos que:

Js(URG)NTY,) = U
= -U

Ry 3Ty,

(
(Ry)(=TJ3) ¥k (3.162)

e de modo similar:

(3.163)
HURGY))TY,) = kU (R TU,
Com esses resultados chegamos em:
U(Ry )TV = (W (3.164)

27 Aqui fazemos novamente o lembrete de que P é unitdrio e portanto Pi = iP.
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Utilizando esses resultados em (3.96), ficamos com:?®

= \/%( HU (R( h)Ry Ry ' T B <\ﬁ1)) U (3.165)
(R PR (@) R21T) V.o

U <R (ﬂ)) UR, )Ty

o (s (7)) v,

Usamos agora os mesmos desenvolvimentos feitos em (3.150) até (3.158) para escrevermos:

TU,, = —cg\/gU (R(—ﬁ)exp(:m'w ('ﬂ» V.,
_ —gg\/gU <R( 5B (|7> eXp(:FZﬂ'Jg)) Uy,
_ _gg\/pEOU <R( P)B ('ﬁl» exp(FimJ) Vs
= G55l (LP) ex(Fim) Vs (3.166)
g \/gexpmm)v (L(Pp)) Wy
_¢, Z%exp(:i:iﬂ'a) Py,

= (,exp(Limo)¥p, ,,

onde mais uma vez usamos o sinal positivo se a segunda componente espacial de p* for positiva e o
sinal negativo para o caso em que tal componente seja negativa.
Tendo em mente que 72 = 1 = T2 = £1, vamos aplicar duas reversdes temporais seguidas em um

29
estado W, ,:

2 Note que T anticomuta com a rotagdo R(p), como € visto pela dlgebra entre T e Jem (3.118).
2 Aqui a antiunitariedade de T traz consequéncias novamente. Note também que o sinal das componentes espaciais de p
e Pp sao opostos.
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TZ\I/p,U =T(TVY,,)
€V, o = T(Coexp(Limo)¥p, o)
§V,0 = Crexp(Fimo)TVp, (3.167)
€V, » = (exp(Fimo)(,exp(Fimo) ¥, ,
€V, » = (Cexp(F2ino)V, ,.

Assim & = (F(,exp(F2imo). Como & e exp(F2imo) sdo fases, (, também precisa ser. Escrevemos:

T2V, = (-1)%y, (3.168)

de onde vemos que o comportamento de T?W¥,, , é diferente para ¢ inteiro ou semi-inteiro.
Deixamos registrados abaixos os resultados encontrados para as transformacdes de paridade e

reversdo temporal sobre estados de massa nula:

PV, , = neexp(xino)Up,,, (3.169)
TU,, = Coexp(Liro)Up, o, (3.170)

onde usamos o sinal positivo caso a segunda componente espacial de p* seja positiva € 0 negativo caso

seja negativa.
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4 ESTADOS DE VARIAS PARTICULAS E CONSTRUCAO DA INTERACAO

Desenvolvemos, no capitulo anterior, a forma das transformacdes de Poincaré de particulas massivas
e ndo-massivas. Esse resultado nos permitiu obter regras de transformacao de spin, helicidade e
possibilitou a discussdo sobre algumas simetrias discretas. Contudo, ndo incluimos ainda na teoria a
possibilidade de interagdo entre essas particulas. Construiremos neste capitulo estados de multiplas
particulas para possibilitar o estudo das interagdes. Nao iremos nos atentar, contudo, a uma descri¢ao
fisica de como as particulas interagem entre si para trocar momento e energia, ou criar e destruir fétons
e outras particulas mediadoras. Podemos extrair resultados muito interessantes da suposicao de que
as particulas muito antes e muito depois da interacao se comportam efetivamente como particulas
livres, e faremos a transicao entre esses estados pré e pos-interagcao através da chamada matriz-S, que
contém as probabilidades de transicao entre os estados fisicos acessiveis ao sistema. Essa matriz serd
imprescindivel para a andlise de como descrever a interacdo entre particulas de forma invariante sob
transformagdes de Poincaré, objetivo que nos levara, no Capitulo 6 a introduzir o conceito de campo

quantico.

4.1 ESTADOS DE VARIAS PARTICULAS LIVRES

Como dito, os estados discutidos no capitulo anterior descrevem apenas particulas livres. Nesse
capitulo e no seguinte buscaremos levar a notacao que estamos desenvolvendo a um nivel de maior
aplicabilidade tedrica e experimental, ja que a realidade fisica é constituida de vérias particulas em
diversas situacdes de interacdo. Além disso, mesmo em estudos que envolvem, por exemplo, o
decaimento de uma tunica particula, precisamos ter a capacidade de descrever a evolugdo desse sistema
fisico em outro estado de uma ou mais particulas.

Podemos descrever uma situacdo de vérias particulas por um produto tensorial' de vérios estados
referentes a particulas distintas. Assim, se H. é o espago de Hilbert que descreve uma particula de um

certo tipo n, podemos definir um estado multiparticular ’H,"YLIH . como (DIAS, 2015, p. 64):

k
M =ML @M, © @M, =) H. 4.1)
=1

Um espaco definido dessa forma, contudo, ndo abre a possibilidade de criagdo ou destruicdo de
particulas. Estes fendmenos sdo observados experimentalmente: € possivel que, num experimento,
comecemos com k particulas de um tipo e acabemos com £’ particulas de outros tipos. Vamos portanto

criar um novo espaco usando aquele definido em (4.1):

' Isto é, uma multiplicacdo externa, como introduzimos em (2.18), dos espacos onde existem cada tipo de particula.
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— k
H = <5 HE ] (4.2)
k=1 todos os conjuntos possiveis
de k particulas

Podemos descrever um estado genérico desse espaco como:

(I)p1a1n1,p202n2...pk0§cnk = (I)P101H1 ® (I)p202n2 ® ® (I)pkUknk7 (43)

e construimos imediatamente uma transformac¢do de Poincaré sobre esse espaco como:

U(A’ a)q)P101n17P202n2-~pk0knk = (Ul (A’ a’)q)plo'lnl) ® (U2<A7 a)q)pQUznz) ® ® (Uk(A’ a)q)PkUk-nk) ’
“4.4)

o que, usando (3.38) e (3.72), expandimos para:

(Ap1)°(Ap2)°...(Apg)°
pips...1f)

_i(A-1q Y
U(A, a)(I)pwlm,pzamz...pkcrﬁcnk = ¢ AT )u(Pi P+ +pk)\/
< | D0 DUYWAp)) DL (W (A, pa)).. DY (W (A, pi)

X(DAplainl;Apgcr’zng;...ApkU;an . (45)

Recordamos que caso uma das particulas acima tenha massa nula trocamos o respectivo D,, por

dooexp(icf(A, p)), conforme (3.96). As condi¢des de normalizagio por sua vez sao:

3) (7 - 3) (. -
((I)p’lain'l...pgcoinp (Dp101n1...pk£r;€nk) = 5( )(pll - p1)60’101 571’177,1 5( )(p;g - pk)éakakén;nk- (46)
Para simplificar as notacdes e facilitar a leitura, vamos introduzir o multi-indice:
Q= P1,01,N1; .5 Pk, Ok Nk (47)

Se qualquer um desses rétulos mudar, teremos um « distinto. Assim escrevemos as defini¢des:
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i (Py, @,) =6(d — @)

/da /d p1dpr(..); 4.8)

nioi

i, U — / dady (@, ).

O estado ¢, contudo, descreve um conjunto de particulas ndo-interagentes. Vamos ver isso

aplicando sobre ele uma transla¢do a = (7,0,0,0):

U(L,a)®o = exp(—i((p) +py + ... +1}))) Pa. (4.9)
Sabemos que para essa translacio a:
U(1,a) = exp(—iTP°) = exp(—iTH), (4.10)

e portanto identificamos:
HO, = E,®,, Eo=) pl. (4.11)

Esse resultado nos mostra que a energia total € simplesmente a soma das energias de cada particula,
sem fator algum que expresse a possibilidade de interacao ou troca de energia entre elas. Sabemos
disso pois um fator de interacdo precisaria depender de mais de uma particula simultaneamente
(WEINBERG, 1995, p. 109). Desse modo, vamos definir o estado ¢, como um estado de particulas
livres, e escrevemos um subscrito 0 em nossos operadores, como H — Hy, U(A, a) — Uy(A, a) e P,

para indicar que eles atuam sobre esses estados.

4.1.1 Estados in e out

Apesar de ainda precisarmos buscar a descri¢do da situac@o de interacdo, ndo vamos descartar 0s
resultados obtidos até aqui, pois esses estados de particulas livres s@o uteis para descrever uma situagao
fisica muito antes ou muito depois de uma interacdo. Vamos usar a regra (4.5) para transformar estados
nos limites £ — +o00. Cada um desses sinais corresponde a um conjunto de estados que se transformam

como descrito nessa regra, € chamaremos eles de:

estados in, \I/j;, que, se observados em ¢t — +o00, contém as particulas «;

estados out, ¥, que, se observados em ¢ — —o0, contém as particulas a.

Note que focamos nossa defini¢do no ato de observar os estados U=, Consideramos que um vetor

de estado ¥, ndo evolui com o tempo: ele contém em si toda descri¢do do sistema de particulas em
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qualquer ponto do espago-tempo.?. Isso é conveniente pois assim ndo tratamos o tempo como um
parametro de fundo, desatrelado do espaco. A atitude de observar o estado em um momento muito
antes ou muito depois da interagdo consiste, portanto, em aplicar sobre ele uma translagao temporal
dada por exp(—iTH), com T — —o00 ou 7 — 400, respectivamente.

Ainda assim temos um problema, pois se esses estados sdo autoestados da energia, eles nao podem
ser definidos no tempo, pois tempo e energia ndo sao observaveis compativeis. Precisamos portanto
construir os estados fisicos in e out como sobreposi¢des de autoestados do Hamiltoniano completo, e

os estados livres como sobreposi¢des de autoestados do Hamiltoniano livre:?

U= /da g(a)VE, (4.12)

o, = /da g(a)®,, (4.13)

onde g(«) é uma fungdo suave, diferente de zero em algum intervalo Aa (WEINBERG, 1995, p. 109).
Vamos definir também, para uso posterior, uma notagdo conveniente para essas superposicoes com

uma translagdo temporal:

\I/;t(t) = /da e ol g(a)UE

(4.14)
Q,(t) = /da e Falg(a)d,.

Vamos supor que na situagao de interacdo temos outra representacao do grupo de Poincaré, cujos
operadores e geradores distinguimos daqueles do caso ndo-interagentes pela auséncia do subscrito 0.
Vamos também supor a relacao entre / — o Hamiltoniano completo — e Hy — o Hamiltoniano livre

— COmao:

H=Hy+YV, (4.15)

e vamos considerar os estados in € out U= como autoestados da Hamiltoniana completa associados a
mesma energia I, que os autoestados ®,, livres:

HVE = B, VE Hy®, = E,9,. (4.16)

Quando assumimos que ambos operadores t€m o mesmo espectro de energia, fazemos a requisi¢ao de

que as massas medidas ao final de experimentos sejam as massas em Hj, que nao sao necessariamente

2 Essa escolha chamamos de descrigio de Heisenberg. A descricdo de Schrodinger consiste na afirmagio de que os

estados variam com o tempo e os operadores sdo constantes (SAKURALI 1985, p. 80)
O equivalente da Mecanica Quantica nio-relativistica sdo os pacotes de onda que sdo introduzidos no contexto
equivalente de respeitar o principio da incerteza de Heisenberg.

3
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as mesmas massas em [, e a diferenca precisa ser absorvida pelo termo de interacao V.

Como estabelecemos que H e H, tém 0 mesmo espectro de autovalores, podemos definir:

/d& e EeTg()VE —— [ da e FeTg(a)d,, 4.17)

T—Fo0
0 que pode ser reescrito como:

exp(—iHT)/da gla)¥E ——— exp(—iHoT)/da g(a)P,, (4.18)

T—Foo

ou ainda (WEINBERG, 1995, p. 110-111):

UE = Q(F00)d,, (4.19)

«

com o operador unitario {2(7) definido como:
Q(7) = exp(+iHT)exp(—HoT). (4.20)

Como consequéncia de (4.19), notamos que os estados in e out ja sdo ortonormalizados:

(W5, UZ) = (Q(Fo0)@s, Q(Fo0) D0
= (' (F00)Q(Fo0)Dg, Do)
= (Pp, a)

=0(8 —a).

4.21)

4.1.2 As equacoes de Lipmann-Schwinger

Podemos chegar a uma equagéo que determina W= a partir das equagdes de autovalor de H e da

equacdo (4.15). Escrevemos:

(Ho + V)UE = B, 0

(4.22)
(Ey — Hop)¥E = VUE,

O operador (F, — Hy) ndo tem inversa pois seu autovalor é zero. Vamos tentar uma solugdo com
um termo igual a @, e outro proporcional a V, tentativa que se justifica a medida que sabemos que
UL — &, se V — 0 (WEINBERG, 1995, p. 111):

U =0, + (B, — Hy+ie) 'VIE (4.23)
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Justificamos a forma do operador que atua sobre V' pois, aplicando (FE, — Hy =+ i€) na equacdo acima:
(B, — Hy+ i)V = +ied, + VIE (4.24)

o que equivale a (4.22) no limite em que € — 0. Isso ndo € suficiente contudo para dizer que podemos
definir os estados in e out por meio de (4.23). Para provar isso precisamos provar que o estado W=
assim definido se comporta como esperado.

Vamos iniciar nossa andlise expandindo o termo V\Il(j; em (4.23) com um conjunto de autoestados

®4 da energia:*

UE =0, + (B, — Hy+ie)™" /dﬁ%(%, VUE)

(I)5<q)[37vqji)

=P A=~ " "o/
a+/ BEa " Estic (4.25)

T3
=, = —
+/ ﬁEa — Ep +ie
onde

Th = (95, V7). (4.26)

Da equagdo (4.14) temos:

V(1) = y(t) + /da d,@% 8
o T Bp e (4.27)
z%®+/wﬁw%,
resultado que se justifica por:
Jim T5(t) = lim ( / da%) = 0. (4.28)
Vamos provar esse resultado. Podemos fazer uma mudanga de varidvel em « usando:
E, = \/|p3|2+m%+\/|p3|2+m§+... (4.29)
€ assim escrevemos:
da = dE, do'. (4.30)

A integral em (4.28) é de —oo até oco. Contudo, estabelecemos que g(a) = g(FE,, ) s6 é

consideravelmente diferente de zero num certo intervalo de largura AF,,. Por isso, estendemos a

4 Fazemos aqui o equivalente para um conjunto continuo de autovalores daquilo que foi feito na equagio (2.37).



67

Figura 1 — Caminho de integragdo de I

I ImE,

Re E,

Ea —ie

fonte: Producdo do préprio autor.

Figura 2 — Caminho de integracdo de [

I ImE,

fonte: Produgéo do préprio autor.
integracdo ao plano E, complexo (DIAS, 2015, p. 70), percorrendo o caminho fechado C' mostrado

nas Figuras 1 e 2. Esse caminho pode ser separado em uma parte sobre a reta real C e uma parte

semi-circular C. Temos assim:

%dE /d / _ZEa ECHa / dE /d / _'LE(X EOMO/)Ti
E Eg:l:ZE Cr E —Eg:l:’LE
/ dE, /d’ ™ a/)Tﬁia. 4.31)
Ce E, Egize

Observamos que na hipdtese em que g(«) e Tﬁia sejam funcdes suaves de F,, os integrandos de I;E

tendem a zero sobre os semicirculos de R — 0o, que equivale a £/, — =00, pois o denominador tende

—1Eqt

a infinito. Sobre a reta imagindria, nesse limite a exponencial e no numerador também leva a
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expressao a zero. Assim, restam apenas as contribui¢des da integracao sobre o eixo real:

e Balg(E,, o) Ty, e Balg(E,, o) Ty,
lim dE/d’ = lim dE/d’

R—oo E, — Eg £ ie R—oo E, — Eg £ ie
oo e~ Halg(E,, o )Ty,
_ / iE. / o€ ) (4.32)
E, — Es +ic
_ [i

O teorema dos residuos (BUTKOV, 2011, p. 84) nos diz que a integral sobre os complexos de
uma fun¢do analitica em um caminho fechado percorrido numa orienta¢do positiva® € igual a 2mi
multiplicado pela soma dos residuos da funcdo sobre singularidades — pontos em que a func¢ao vai a
infinito — dentro do caminho fechado. Por exemplo, para uma fung@o analitica f = f(z) integrada em
um caminho fechado C' que envolve n singularidades que ocorrem em um conjunto de pontos z = ay,

ou seja, lim,_,,, f(2) = %00, temos:

f dz f(z) = 2mi Z Res(f,ax), (4.33)
onde os residuos sao calculados por:
Res(f,ax) = lim |z — ag|f(2). (4.34)
zZ—ray

Os caminhos fechados escolhidos para a integracio de IZ{ e /5 néo envolvem singularidades e portanto
o teorema dos residuos nos diz que a integral sobre esses caminhos resulta em zero.® Chegamos entdo,
com (4.32), em:

I# = lim ¢ dE, | do' B )T 435
ey o8 / Eo— Eg+ie (4.35)
Ou seja:
I5(t) —— 0. (4.36)
t—F oo

Voltamos com esse resultado em (4.27) e provamos que:

U (1) — Dy(t). (4.37)

t—F oo

Contudo, estendemos nossa integracao aos complexos e admitimos que ndo havia singularidades

englobadas pelo percurso de integracio. Para que isso seja vélido precisamos testar valores complexos

i.e., no sentido em que a regido englobada pela curva esteja sempre a esquerda da direcdo em que estamos integrando.

¢ Exploramos um caso em que ha uma singularidade dentro do caminho de integracio na Segio 4.2.1.
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de E, em g(a) e Tﬂia. Uma forma comum para a dependéncia de g(«) em E,, é (DIAS, 2015, p. 71):

E2
9(Ea) ~ exp (——(Ag)g) : (4.38)

Supondo uma parte real positiva para £, temos:

e assim g(F,,) diverge para grandes valores de I'm F,. Apesar disso, sempre podemos garantir:

(Im E,)?
Im E )t > ———, 4.40
(Im Ea)t > =355 (4.40)
(0] que podemos reescrever como.
ImkE
t>——2%x~ (Im E,)(At)? 4.41
>>(AE)2 (Im E,)(At), (4.41)

sendo At a incerteza na tempo de observacdo do pacote de ondas. Se esta condigao é satisfeita: (DIAS,
2015, p. 72)

ei(Re Ea)te(fm Ea)tg(Ea,O/) t O, (442)
——00
e assim ndo temos singularidades em g(«).

O resultado de todos esses desenvolvimentos € que mostramos que a expressao em (4.25):

<I>,3T3;

P hx T = (9g, VI, 4.43
E, — Eg+ic’ sa = (P, VI5) (443)

U = o, + / dp
é equivalente ao problema de autovalor HVE = E, ¥ com as condi¢des de contorno apropriadas para
o pacote de ondas \Dgi nos limites ¢ — +00. S@o as equacdes em (4.43) que chamamos de equagdes
de Lippmann-Schwinger.” Apesar de termos as obtido utilizando estados multiparticulares que se
transformam segundo a acdo de representacdes do grupo de Poincaré, essas mesmas equagdes também
podem ser obtidas no contexto da Mecanica Quantica ndo-relativistica (SAKURAI, 1985, p. 380), e

teremos que introduzir a necessidade de que a interacao seja invariante de Poincaré posteriormente.

4.2 A MATRIZ-S

Em um experimento, o experimentador prepara um estado de particulas em ¢ — —o0, ou seja,

muito antes da interagdo, em relacdo aos tempos de interacdo caracteristicos do experimento a ser

7" Note que nos referimos as duas equacdes obtidas na escolha do sinal + ou —, e nfio as equacdes de \Ilf e Tai, jaque

esta € s6 um complemento para aquela.
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conduzido, e mede o estado obtido apds o experimento, em ¢t — oo. Chamando o estado inicial de o e

o final de 3, a probabilidade de transi¢@o entre um e outro € dada por:

Spa = (U5, 1), (4.44)

onde os elementos S, formam a chamada matriz-S. Se ndo houver interacdo queremos que a matriz-S

seja simplesmente:
Sap =0(8 — ). (4.45)

Os estados in e out s@o parte do mesmo espaco de Hilbert. Como a matriz-S conecta esses estados:

V= / oS3, W, (4.46)

ela precisa ser unitéria. Isso provamos vendo que:®

/ 4B S5 Saa = / 4B (VF,5)(V5, 0h)

— (\I/j,/dﬁ \If[;(\lf[;,\lfg)) (4.47)
= (U7, 0))
=0(y — ).
De modo similar:
[ 8 80,53, = [ a8 (v ) wE ) = (05,0, = 560 - ) (4.48)

Por fim, é conveniente se introduzir um operador .S, definido através de sua atuacio sobre estados

livres:

(®5,5P0) = Spa. (4.49)

4.2.1 Aproximacao de Born

Podemos obter uma expressao explicita para a matriz-S com a equacdo de Lippman-Schwinger em
(4.19) — que relaciona estados in e out com estados livres — aplicada na equacdo (4.44) — que dd o

elemento Sg, da matriz-S. Obtemos:

8 Aqui usamos que \(®, ¥) = (@, \V) e o equivalente para espectros de autovalores continuos de (2.37).
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Figura 3 — Caminho de integracdo de I;r

Im E,

Re E,

fonte: Producdo do préprio autor.

Sﬁa = (\I]Ea \IIZ)
= (2(+00) P4, (—00)®Pa)

(4.50)
= (g, QT (+00)Q(—00) P,)
= S = QN (+00)Q(—00) = U(+00, —0),
onde definimos (WEINBERG, 1995, p. 114):
U(r,70) = QN (1)Q(10) = exp(iHyr)exp(—iH (T — 79))exp(—iHyTg), 4.51)

com o auxilio da defini¢do de Q(7) em (4.20).
Tomamos novamentes as equagdes de Lippmann-Schwinger em (4.43). Com elas é possivel
calcular perturbativamente qualquer elemento da matriz-S a partir das configuracdes inicial e final e da

forma da interacdo V. Tomamos (4.43) aplicada ao pacote de ondas \I/;:

e—iEatg(a)Tﬁ-i-a

vy (t)

(4.52)

Mais uma vez levamos essa integral aos complexos, no limite com ¢ — co. Fechamos a integral
por baixo, como mostra a Figura 3. Com esse caminho, mais uma vez temos que o integrando de
Iﬁi tende a zero sobre os semicirculos de R — oo, que equivale a £/, — +00, e restam apenas as

contribui¢des da integracdo sobre o eixo real:

I3 (t) —— lim dE da'* g Ea, TGy _ im [ dE, [ doleeiEet (Eq, )Ty,
B t—+00 R—oo0 E E5+Z€ " Rooo —o @ g\ Far par

(4.53)
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Temos um residuo em E,, = Ej — ie. A integragdo em dE,,, pelo teorema dos residuos, nos da:’

e—iEat Eaa o T+ e—iEat Qa T+
dea 9(Ea )T ) (9—()%,135—%)
C

E, — Eg +ie E, — Eg + ie
A (4.54)
 omi tim (1= By e 9 T
BasBg—ic \ ¢ P E, — Eg +ic
Aplicamos agora o limite € — 0:
e—iEatg(Ea O/)T+ e—iEatg<Ea O/)TJF
dE, P — o i E,—E - pa
fc E.— B mé gl o
. (4.55)
= —2mie "' g( By, o' )T},
= —2mie " g(Eg, o/ )T},
Voltando com esse resultado em (4.53):
I3 (t) P —27Tz'/d0/eiEﬁtg(Eg,a’)Tga. (4.56)
Reescrevemos isso como:
[E(t) m —27Ti€_iEﬂt/dEa/d@/5(Ea — E/B)Q(Eﬁ, O/)TE;X
(4.57)
+ 9 it +
I () P 2mie /da 9(a)Tg,
para restaurar a integral em dE,da = da. Voltamos finalmente com esse resultado em (4.52)
UH(t) —— [ dadf e ""Pg(a)@s[0(8 — o) — 2mid (Eq — Ep)T4,]. (4.58)

t——+o0

Guardamos esse resultado por um momento e vamos expressar W () em termos da base de estados

out:

Wi(t) = /da df e "Peltg(a) Wy (Vy, U))
(4.59)
= /da dB e""Ptg(a) W5 Spa.

Na Secdo 4.2.2 vamos provar que a matriz-S € proporcional a um delta de conservagdo de energia, por

hora vamos aplicar esse resultado para trocar F, por £z na expressao acima:

V(1) = / 43 il / (dar g(0)S3) V. (4.60)

O sinal negativo surge nas equagdes, diferente do que estava em (4.33), pois a integracio foi feita no sentido negativo

do percurso definido no espaco dos complexos.
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Essa equagdo, uma superposicao de estados out, tenderd, no limite ¢ — 400, a uma superposi¢ao de

estados livres:

Ui(t) —— [ dp eiEﬂt/(d& 9()Ssa) Ps. (4.61)

t——4o00

Comparamos, por fim, os resultados em (4.58) e (4.61), chegando em:

Sga =0(8 — o) — 2mid(Es — Ea)Tga

(4.62)
(B —a) = 2mid(Es — Ea)(Ps, V),

o
o

onde fazemos uso de (4.26). No limite em que V' € uma interagdo pouco intensa, podemos substituir
Ut — ®,, e obtemos:

Spa = (B —a) —2mid(Es — E,)(Ps, V,), (4.63)
essa expressdo € conhecida como aproximacgao de Born.

4.2.2 Simetria de Poincaré da matriz-S

Vimos no inicio do capitulo, na equacao (4.15), que na passagem de estados livres para estados
interagentes precisamos substituir o Hamiltoniano livre H por um Hamiltoniano completo, ou intera-
gente, definido como H = Hy + V, onde V' descreve a interagao. E de se esperar, como € o caso, que
precisemos também de geradores interagentes de P, J e K diferentes dos geradores livres Fy, Jy e Ky
(DIAS, 2015, p. 75).

Comecamos definindo operadores unitdrios U (A, a) que atuam sobre os estados in ¥ da mesma

forma que Uy (A, a) atua sobre os estados livres @, como descrito em (4.5). Temos portanto:

U(A,a) U = e arhrorrfy, [(APDY(AR)0...(Apy)?
plpg...pk

x Z DM W (A, p1)) DS, (W (A, pa)).. DY) (W (A, i)

+
x ¥ .
Aproini;Apaoyne;... Apgo) ng

(4.64)

Simplificamos essa notacao escrevendo:

Az
U(A, a) ¥} = e paH (A ZDM A, i)V, (4.65)

onde p,, representa o quadrimomento total do estado a. Essa € uma transformacao sobre os estados in,
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que podemos estender para os estados out com:

L“A#UW;:i/dﬁl“A#ﬁwgmﬁyw;)
(4.66)
_ /dﬁ iU (A, )03,

Podemos tentar usar essa equag@o para encontrar uma relagdo entre Sg, em referenciais distintos,
partindo de (4.44), contudo:

Spa = (Vg, Ut = (U(A,a)¥y, U(A,a)¥})

— [ @150, ;U8 0)u)

— [ @rsa(ug v (4.67)
~ [ @15036 - a)
- Sﬁan

ou seja, chegamos de volta aonde partimos, o que mostra que nio € possivel associar S,g € Spa,ag
somente com uma representacdo das transformacdes sobe os estados in e a lei que relaciona estados in
e out (DIAS, 2015, p. 77). Precisamos de alguma hipétese adicional.'”

Podemos, contudo, buscar outra forma de estabelecer a invarincia da matriz-S. Sabemos que ela
¢ formada por produtos escalares, os quais devem ser mantidos invariantes pela acdo de operadores
unitarios. Como queremos que a descricao fisica de um sistema seja invariante por transformacoes
do grupo de Poincaré, precisamos que ele seja representado por operadores unitdrios e para que os
produtos escalares sejam invariantes precisamos que esses operadores ajam da mesma forma sobre

estados in e out, pois (DIAS, 2015, p. 77):

(V5,93) = (U™ (A, a)¥5, UT(A,a)TF)
= (U (A, @)U (A, a) V5, U)) (4.68)
= U (A, a)U™ (A, a) =1,

o que significa que:
Ut(A,a) =U" (A, a). (4.69)

Essa condic@o guiard nossa busca pela invariancia da matriz-S. Usando (4.65) podemos escrever a

matriz como:

Spa = (U5, V1) = (U(A,a)¥5,U(A, a)¥7). (4.70)

10" Poderfamos ter definido operadores U’ (A, a) atuando sobre estados out da mesma maneira que Uy (A, a) age sobre os
estados livres @, e encontrado uma maneira de representar esses operadores agindo sobre estados in.
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Expandindo as transformagdes segundo (4.64) e os multi-indices « e S conforme (4.7), temos:

_ ei(Aa)~(pf+pg+...—p3“—p/2“—...) (Apl)O(Ap2>0(Ap,1)0(Apl2)O

S/ Pl el ! =
P1,01:,113P3,09,M95---,P1,01,115P2,02,12;... 0,,0 70 ,,70
pib3---P1 Py -

*(
x Z DL (W (A, ) D) (WA, pb) Z D3, (W (A, pr)) DE, (W (A, p2))...
0102 g102..
X SAP'l,51,n'l;AP§,5’2,H'2;~~~,AP1,517n1;/\p2,527n2;m' (4.71)

Também podemos usar (4.65) para reescrever a expressao acima como:

ng

Sﬁ,a = ez(Aa)'(pafp,B) H pk Z D E l 2))
k=1

919

Na

H Ap ;) ZDM (A, p))Sapra. (4.72)

A equacdo (4.71) e sua forma reescrita (4.72) tém uma consequéncia importante: percebemos que
o lado direito dessas equagdes tem uma dependéncia explicita dos momentos, mas o lado esquerdo
ndo. A unica forma de resolver essa aparente inconsisténcia € fazer a dependéncia do lado direito
desparecer, ou seja, exigir que o termo ei(Aa)- Py P+ P =y ) seja sempre igual a 1, o que fazemos

exigindo:

p‘f—i—pg—i-...—p/f—p;“—...Epg—pg‘:(). (4.73)
Essa exigéncia se traduz como: '
Spa 0 8 (ply — pa)- (4.74)

Os elementos da matriz-S sdo proporcionais um delta que anula qualquer termo em que entre os estados
iniciais e finais nao haja preservacido do quadrimomento. Notamos, contudo, que essa exigéncia nao
limita cada particula a conservar o préprio quadrimomento, mas sim que o quadrimomento total de
todos os elementos que compdem o sistema sejam conservados.'?

Vamos analisar por fim as condi¢des que devem ser satisfeitas pelo operador S, cuja definicdo é

dada sobre estados livres em (4.49):

1" Embora o lado esquerdo de (4.72) também nio dependa explicitamente de nenhum outro fator, a tnica outra dependéncia
do lado direito é em relacdo ao parametro de transag¢do, que também € eliminada pelo delta em (4.74).

12" Na Segdo 4.2.3 veremos que essa proporcionalidade significa também que a matriz S conserva cargas relacionadas a
simetrias internas que comutam com o momento.
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Sga = (Pg, SB,,)
= (Us(A, a)®s, Up(A, a) SUI (A, a)Us(A, a)®,) (4.75)
- (UO(A7 CL)(I)B, S/U()(A, a>q)a>7

onde S’ = Uy(A, a)SUJ (A, a). Expandindo as transformagdes Uy (A, a) temos

S,Ba i(Aa)- pg Pa) H Apz ZD ))
H

Para que esse resultado seja compativel com (4.72) € necessario que:

ZDJ:A (A, pi)) (@ag, S'Ppa). (476)

S =UySUl =5 = [S,Uy] =0, (4.77)

ou seja, precisamos que S comute com U.

Vamos tomar o comutador em (4.77) e estudd-lo com a expansao infinitesimal (3.1):

[S,Us] =0
S, 1+ %ww,Jg‘” +¢€,P| =0,
‘ 4.78)
1 14
[S,1] + wa,[S, J8'1+ (S, e, P = 0,

i ,
SwulS, J8]+ [S.€,Pf] = 0.

Para que a expressdo acima seja nula independentemente dos parimetros w,,, € €, precisamos que:

[, J5"] =0, S, Pyl = 0. (4.79)
Em termos dos geradores de translacdes, boosts e rotagdes ficamos com
(S, Ho]l =[S, Joi| =[S, Koi] =[S, Poi] = 0. (4.80)

Temos entdo a dlgebra entre o operador S, que estd relacionado a representagio sobre estados intera-
gentes'3, e os geradores do grupo de Poincaré sobre estados livres.

13" A equagdo (4.50) nos mostra que S possui uma dependéncia explicita de H = Hy + V.
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4.2.2.1 Obtencdo dos geradores das transformagdes de Poincaré sobre estados interagentes

Nossa tarefa seguinte € representar o grupo de Poincaré — que respeita a algebra em (3.33) —
sobre estados interagentes e garantir que essa representagdo € igual tanto sobre estados in quanto sobre
estados out. Além disso, precisamos respeitar as condi¢des impostas em (4.80).

J4 conhecemos a forma dos geradores sobre estados livres. Vamos obter os geradores interagentes
em relagdo a eles mediante a proposta e teste de algumas hipéteses.'* Para referéncia rdpida, escrevemos

abaixo a dlgebra de Poincaré, obtida em (3.33):

[JZ‘, J]] = —iEiijk; (481)
[Ji, K] = —ieijn Ky (4.82)
[Ki, KJ] = +i€ijkjk; (483)
[K;, H] = +iP; (4.86)
[J;, H] = [P, H] = [H, H] = [P,, P} = 0. (4.87)
Hipétese 1:
H=H,+V, P = P, Ji = Joi- (4.88)

Justificamos essa hipétese pois em quase todas as teorias de campos conhecidas o efeito da interacio
€ adicionar o termo V' em H e deixar os momentos linear e angular sem alteracdo (WEINBERG, 1995,
p. 119). Essa hipétese instantaneamente satisfaz (4.81) e (4.84). Para satisfazer (4.87), introduzimos
outra hipétese:

Hipotese 2:

[P0i7 V] = [JOj; V] = O (489)

Nao podemos impor [Hy, V] = 0 pois isso levaria a [Hy, H] = [Hy, Hy + V] = 0 ja que as
Hamiltonianas livre e interagente seriam compativeis e os autoestados livres ®,, de H,, seriam
também autoestados de H, resultando em H = Hy — ja que ambos devem ter por autovalor a mesma
energia I, — e terifamos assim V' = 0, eliminando o fator de interacao.

Essas duas hipéteses ja garantem [S, Ho| = [S, Jo;| = [S, Po;] = 0. Lembramos de (4.50) e (4.51)

que:

S = U(co, —00) = O (00)Q(—00)
77;H(T7T0)€77:H0T0] (490)

)

= lim [e*fo7
T—00
TO——00

e

14 A estrutura dessa subsecio, divida em hipdteses, é baseada na estrutura da referéncia (DIAS, 2015, p. 79-84).
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e vemos primeiro que, devido a nossa hipétese 1:

[Poi, Hol = 0, [Joi, Hol =0 = [P;, Ho) =0, [J;, Ho] = 0;

4.91)
|P,H]|=0,[J;,H =0 = [Py,H| =0, [Jy, H =0.
Mais uma vez usamos (4.50) e essas comutacdes para provar que:
[Q(7), Poi] = [eiHTefiHOt, Foil
— eiHTefiHoTPOi o POieiH‘refiHoT
— eiHTPOie_iHOT o PoieiHTe_iHOT
: , : , (4.92)
— P@Z@ZHTG_ZHOT . POiezHTe—zHoT
=0

Podemos também provar que [S, Jy;] = 0 simplesmente substituindo Py, por Jy; nos desenvolvimentos

acima. E assim:
(S, Joi) =[S, Poi] = 0. (4.93)

Podemos relacionar P; e Fy; por uma transformagdo unitdria usando (4.19) e nossa hipétese
Py = Py

PUE = PO(Foo)®,

2 (Foo) (4.94)
0 que podemos €SCrever como:
P; = Q(F00) Py (Fo0) = Q(Fo0)Qf (Fo0) Py = Poi. (4.95)

O resultado que obtivemos independe do sinal escolhido em (4.94), portanto o gerador de momento
linear é 0 mesmo se estamos trabalhando com estados in ou out. Um raciocinio similar — obtido
simplesmente substituindo F; por .J; no desenvolvimento acima — leva a mesma conclusdo quanto aos

geradores de momento angular J;:

De (4.74), sabemos que Sg, x 0(Ez — E,). O resultado desse delta é que o operador .S ndo muda
o autovalor de energia F, de um autoestado ¢, de Hj e o subespaco associado ao autovalor £, é

invariante sob acdo de S. Isso traz como consequéncia:
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Hy(S,) = E,(SP,)

= SE,®, (4.97)
= S'H()@CYJ
0 que nos leva a
[S, Ho] = 0. (4.98)

Sabemos que os estados interagentes U e os estados livres ®,, sdo autoestados respectivamente
da Hamiltoniana completa H e da Hamiltoniana livre H,, ambos com energia F,. Disso usamos

novamente (4.19):

HVE = B, UF
HQ(Fo0)?, = E,Q(Fo0)P,
( ) ( ) (4.99)
HQ(Foo)P, = Q(Fo0)E, P,
HQ(Foo)P, = Q(Foo)HyP,,
e desse desenvolvimento tiramos:
H = Q(Foo) HyQ (Fo0) = Hy + V. (4.100)

Mais uma vez, o resultado final ndo depende da escolha do sinal em (4.99), e portanto o Hamiltoniano
interagente € o mesmo sobre estados in e sobre estados out.

Com isso, ja encontramos as relagdes de F;, J; e H com os respectivos geradores livres que
garantem [S, Fy;] = [S, Jo;| = [S, H] = 0. Ainda precisamos, contudo, encontrar a relacdo de K; e
Ky;. Poderiamos de inicio pensar em propor K; = K;, de modo andlogo ao que fizemos com F; e .J;,

mas (4.85) nos mostra que devemos cumprir a seguinte relagao:

(K, Pj] = +idi,; H. (4.101)

Contudo, se K; = Ky; e P, = P, isso nos da:"

(K, Pj] = [Koi, Foj] = +idi; Ho,

o que nos leva a err6nea conclusdo que H = H, e portanto a hipétese K; = K, € inadequada.

15" A equaciio seguinte ndo estd numerada como forma de ndo destacd-la, pois ela equivale a uma hipétese inadequada que
descartamos.



Hipoétese 3:
A relagdo (4.86) nos da:

[K;, H
[Koi + Wi, Hy+V

| =+iP;
] =
[Koi, Ho] + [Koi, V] + Wi, Hy + V] = +iP;
| =
] =

~

+iP,

iPoi + [Koi, V] + [Wi, Hy + V
[K()i,‘/] + [VVZ';HO +V - 0

+iP;

Disso somos levados a:

[KOiv V} = _[Wiv H]v

e podemos definir um W; através dos elementos de matriz de sua acdo entre estados:

(\Ijﬁv [VVZ? H]\Da) = (\11,37 WiH\Ija) - (\Ilﬁa HVVz‘\Ila)

= (Up, WiE. Vo) — (HV5, W;V,)
= (qjﬁa WiEa\Ija) - (Eﬁ\pﬁv VVi\IJa)
= (

E, — Eg)(Vs, W, V,).
Aplicamos (4.104) do lado esquerdo dessa equacao:

—(Ws, [Koi, VIVa) = (Ea — Ep)(Vg, Wila)

(Ws, [Koi, V]‘Ifa).

= (\Ilﬂvv[/i\lja) = = o Eﬁ

Vamos verificar se esse K satisfaz [K;, S] = 0. Sabemos de (4.50) que:

S = lim eiHo‘re—iH(T—To) —iHgT1o
T—00 )

T0——0Q

e

Vamos verificar primeiro:

1 1
[Kgi, eXp(iHoT)] = [KOia 1] + [KOi,’iHQT] + —[Kgi, (iHoT)Q] + _'[KOiy (’iHoT)3] + ...

2!
= —P(]iT — POiT<iHOT) — P(]iT

3

l(Z'}IO7'>2 - POiT

2!

1
3!
= —P(]iTeXp(iH(ﬂ').

(iHoT)> — ...

80

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)
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De modo similar:
[K;,exp(iHT)| = —TP, exp(iHT). (4.109)
Vamos usar esses resultados para calcular [K;, U(T, 79)] explicitamente:

KOZ‘U(T, 7_0) _ KOiezHoTe—zH(T—To)e—zHoTo
_ (ezHoTKOi . POiTezHoT)e—zH(T—T())e—zHoTo

_ ezHOTKOie—zH(T—TO)e—zHOTO . POiTezHoTe—zH(T—TO)e—zHUTU

(4.110)
— eiHoT(Ki _ Wi)efiH(TfTo)efiHoTo _ POZ‘TU(T, 7_0)’

onde na dltima linha usamos nossa hipétese para K em (4.102) e a defini¢ao de U (7, 79) em (4.51).
Definimos agora (DIAS, 2015, p. 82):

W(r) = eHoT e HoT, 4.111)

e voltamos com isso em (4.110), onde nos aproveitamos do fato de que e ~*Ho7¢tHoT — 1:

KO@'U(T, 7_0) — eiHoTKiefiH(TfTo)ef’L’HoTo _ eiHQTWiefiH(TfTo)ef’L’HQTO _ PO@'TU<T, TO)
— eiHoTKiefiH(‘r*To)efiHoTo . €iHoTVVi [e*iHOTeiHOT} efiH(TfTo)efiHoTo . PO@TU(T, 7_0)
= o7 [{,e=tH(T=T0) g —itoTo _ Wi(T)U (7, 10) — Po;tU (T, 70).
(4.112)

Desenvolvemos o primeiro termo do lado direito da equagdo acima usando o comutador em (4.109):

e'LHOTKie—lH(T—TO)e—lHOTO — e'LH(]T [G—ZH(T—TO)Ki + (7_ o To)Pe—ZH(T—T())} e—ZHOTO

ezHoTe—zH(T—To)Kie—zHoTo + ezHoT(T . TO)Pe—zH(T—To)e—zHoTo
— TG () O ()T By o (4,113)
_ 67,H076—7,H(T—T0)Ki6—1H07'0 + (7_ . 7_0)POeZH()Te—lH(T—To)e—’LH()TO

= €iHoT€7iH(T7TO)KZ'€7iH0TO -+ (7' — To)PoU(T, 7'0).
Voltamos a (4.112) com esse resultado para escrevermos:
KQ,L'U(T, T()) = eiHoTeiiH(TiTO)KieiiHoTo — I/V,L'(T)U(T, T()) -+ (T — TQ)P(]U(T, Tg) — POiTU(T, 7'0),
(4.114)
onde novamente vemos a possibilidade de expandir o primeiro termo do lado direito:

eZHQTele(TfTO)Kief’LHOTO _ eZHoTele(TfTo) [KOz + Wi]eszoTo

) . . . . . (4.115)
— elHQTele(TfT[))KOieleoTO + ezHo‘resz(‘rfTQ)VVieleo‘rOI
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Inserindo e~ *HomogiHomo — 1.

ezHoTe—zH(T—To)Kie—zHoTo ’LHOTe—’LH(T—TO)KOie—ZHOTO + eZHoTe—ZH(T—T())e—ZHoTe’LHOTme—ZHOTO7

=€
— eiHore—iH(T—Tg)KOie—iHoTo + U(T, TO)VVi(TO)7

(4.116)

e aplicamos agora o comutador em (4.109):

GO (=iH (T=10) f o =iHoTs _ (ifoT (=i (7=10) [ o=iHomo ¢ 4 By =) 4 U (1, 7)) W)
— T (=T (T=m0) p=iMlomo [ iHoT il (=) P =i (7 (7 1 YW (7o)
= U(r,70) Koi + o7 (T=m0) pyrie=Homo L U (7, 70) Wy (10)
= U(r,70) Koi + Poirpe!ome tH(r=m0)g=tHoro 17 (7 70 YW ()
=U(r,710)Koi + PoiroU (7, 10) + U(7, 70) Wi (70)-

“4.117)
Retornamos com esse desenvolvimento em (4.114) e os termos associados a P se cancelam:
KOI'U(T, Tg) = U(T, TO)KOi + U(T, Tg)%(ﬂ)) — VVZ'(T)U(T, T()) (4 118)
KoU(7,70) — U(7, 10) Koi = U(7, 70)Wi(70) — Wi(T)U (7, 70), '
onde reconhecemos a relacao de comutacao:
[KOia U(T, 7'0)] = U(T, To)Wi(To) - Wi<T)U(T, 7'0). (4119)

Se aplicarmos os limites 7 — 0o, 79 — —oo em (4.119) podemos obter [K;, S|, mas para isso
precisamos analisar o comportamento de I sobre estados fisicos. Tomemos duas superposi¢des de

estados livres, definidos como em (4.13), que correspondem aos limites onde queremos obter Kj:

o= [ dagla)e,

(4.120)
w:/ﬁﬁum¢@

Com eles podemos obter:
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@ W) = /da dB g*(a)h(B) (Pq, e We™ 07 D)

= /dOé dﬁ 9*(Oz)h(5) (e—iHoT(I)a’ We_iHOT(bﬂ)
4.121)
= /da dB g*(a)h(B) (e—iEaTq)a, We*iEBTQB)

— [ dads g (@h(B)e EE (@, W),

Impomos aqui nossa tltima hipétese:
Hipoétese 4: Os elementos (¢, W®3), sendo ®, e ¢ autoestados do Hamiltoniano livre Hy,

formam uma fung@o suave das energias £, e Eg, e E, = Eg = ($,, Wd3) = 0.

Eg—Eq)

Com essas condicdes, no limite em que 7 — 400 a exponencial e~ ™ oscilard selvagemente

e a integral serd nula, dando por fim:

lirin (o, W(T))) =0 = W(too) =0, (4.122)
T—300
e com isto podemos finalmente obter:

[K;, U(co, —00)] = [Ki, S] = 0. (4.123)

O que nos falta agora € mostrar que — assim como fizemos para F;, J; e H — os geradores de
boosts agem da mesma forma sob estados in e out. Para essa demonstracdo, tomamos (4.119) com

T=0e7 — +oo:

[Ko:, U(0, £00)] = U(0, 200)W;(d00) — W;(0)U(0, 00), (4.124)
mas vemos de (4.111) que:
W(0) =W, W(+oo) =0, (4.125)
e de (4.51) que:

U(0, £00) = Q(£00). (4.126)
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Aplicando esses dois resultados em (4.124) obtemos:

[Koi, Q(£00)] = —W;Q(£00)
Ko Q(£00) — Q(£00) Ky = —W;Q(F00)
[Koi + W] Q(£00) = Q(=£00) Ko, (4.127)
K;Q(+00) = Q(+00) Ky;
K; = Q(d00) Ky Q' (£00).

E este o resultado que queriamos para provar que /; age da mesma forma sobre estados in e out.

Recapitulando, as relacdes entre os geradores interagentes e livres que obtivemos sao:

H=Hy+V, P=F,
J = Jo, K=K, +W.

(4.128)

4.2.3 Simetrias internas da matriz-S

Além das simetrias de Poincaré, existem outros tipos de simetrias — como a conjugac¢do de carga,

que troca particula e antiparticula — que se mostram da mesma forma sob todos os referenciais

inerciais. Essas simetrias sdo chamadas de simetrias internas.'®

Uma transformacgdo de simetria interna 7’ age sobre os estados fisicos como um operador unitario
U(T), induzindo transformagdes nos rétulos dos tipos de particulas (WEINBERG, 1995, p. 121):

U(T)q)plUlnl;P202n2;~ Z ‘9”1711 n2n2 (T)"'¢p10'1ﬁ1§p20'2ﬁ2§--~' (4129)

ning

Como essas transformacdes sdo representagdes de um grupo, precisamos que elas respeitem as regras
dadas em (2.52):

umu(Tr) =U(TT). (4.130)
Isso se traduz em:

2(M2(T) =2(TT). (4.131)

Precisamos representar as simetrias internas por operadores U(7") que atuem de forma idéntica

16 Como notamos na Secio 3.2, a projeciio de spin — para particulas massivas — e helicidade — para particulas sem
massa — ndo sdo invariantes sob transformagdes de Lorentz, e portanto ndo constituem simetrias internas.
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sobre estados in e out, de modo que a matriz S se transforme como (DIAS, 2015, p. 86):

Sﬁoé = (‘I’Eﬂl’z)
= U(M) Y. U(T)¥y)

y i (4.132)
~ [ o' ] pr)(w;, ),
k=1 =1

ou, de forma explicita:
_ * *
Sproit phosniymarm proanz. = D Dt (1) Dy (T)-.
NIN}...

X D DD Z0ans (DYt 51 g Ui, (4-133)
NiNs...

A condig¢do sobre o operador S €, como no caso das simetrias de Poincaré:
[S,Uo(T)] = 0, (4.134)
portanto, lembrando da defini¢do do operador S'7, vamos analisar:

[U(7,70), Uo(T)] = [2N(7)2(70), Uo(T)]
— [6iH0TOe*iH(T*TO)e*iHOTO7 UO (T)]
_ engToe—iH(T—To) [e—iHoTo’ UO(T)] + eiHOTO I:e—Z'H(’T—’TO)7 UO (T)]e—iHoTo

4 [eiHoTo’ UO (T)]e—iH(T—T())e—iHQTo )

(4.135)
Para que a expressdo acima seja nula, € suficiente que:
Hy,Uy(T')| =0,
[Ho, Up(T)] (4.136)
[V, Un(T)] = 0,

o que significa que o Hamiltoniano sobre estados livres Hj e o termo de interacdo V' sdo invariantes

por transformagdes de simetria interna. Como a relagiio entre estados livres e reagentes é'5:

Vo = Q(Foo) P,
4 4 4.137
— lim esz'eszT(I)a’ ( )
T—Foo

o operador Uy(T"), que comuta com Hy e com V', e portanto também com H = H, + V, é igual sobre

17" Equacio (4.49).
18 Equacdo (4.19).
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estados livres e sobre estados interagentes:
U(T) = Uy(T), (4.138)

e portanto também € igual sobre estados in e out.
Consideremos um caso especial: um conjunto de transformacdes de simetria que constituem um

grupo de Lie com um parametro:

T(O)T(0)=T(0+0). (4.139)
O operador associado a essa transformacao pode ser escrito como:

Uo(T(0)) = exp(i0Q), (4.140)

onde () € o gerador da transformagdo. Vamos escrever, para o gerador agindo no subespaco de uma
tinica particula, Q. QM comuta com P, pois os Z’s em (4.129) néo alteram os rétulos de momento
P1, P2, ... no estado P, e portanto podemos escolher autoestados de () para construir a base do espago
(DIAS, 2015, p. 88):

Q(l)\ppan = Qn\ppan- (4141)

Como esses autoestados sao simultaneos de () e P, a atuagao de () nao muda o rétulo n. Podemos

criar o operador () agindo sobre estados de multiplas particulas fazendo:

00 = QW 1?2 & 1® &
) — 10 5 0® 910 g
< < (4.142)

Q=010+ + ...

Com essa construcio, este operador também comuta com F;, pois cada um de seus termos comuta com

P,. Com essa construgdo, escrevemos os Z’s como:
Dun(T(0)) = Spnexp(ifyy), (4.143)
e é f4cil ver que a acdo de Q) sobre a matriz-S resulta em: '

Soa = (U5, V1) = (U5, UN(T(9)U(T(9))T])
= (U(T(0))V5,U(T(9)¥]) = (05, 207)
= (g, M ul) (4.144)
= e (0, W)

— eiﬁ(qa—qs)sﬁm

19 Note que aqui usamos a unitariedade de U(T'(9)):  UT(T(6))U(T(0)) = 1.
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onde ¢, €é a soma dos autovalores q1, ¢o, ... de todas as particulas que compdem o estado @, e, de
modo similar, g5 € a soma dos autovalores das particulas de ®g. A consequéncia dessa demonstragao €

que precisamos que
e¥laa—as) — 1 = (o — Q3= 0, (4.145)

ou seja, a soma dos autovalores ¢ deve ser conservada. Desse modo, simetrias internas — por

comutarem com as transformacgdes de Poincaré — sio conservadas pela dindmica contida em .S.

4.2.4 Paridade e Reversao Temporal

Vamos agora obter os operadores de paridade e reversdo temporal sobre estados interagentes.

1. Paridade. Vamos iniciar supondo um operador de paridade P, que atue sobre estados nao

interagentes da forma:

P0¢p101n17p202n27--- = 77n1 77712 . ‘¢Pp101n1773p202n2,...7 (4 146)

onde, conforme (3.137), n,,, € a paridade intrinseca da particula n;. Vamos usar daqui pra frente uma

nova notacao de multi-indice:
Pa — Ppioing, Ppaoans, ..., (4.147)
para escrevermos (4.146) como:
Po®o = My My Pra- (4.148)

Como vimos na Subsecdo 4.2.3, se F, corresponder a uma simetria interna, teremos:

[Ho, Po] = [V,Pg] =0, (4.149)
€ portanto:
[Py, H] = 0,
PoH = HPy, (4.150)
PoHP,' = H.

Como P~! = P, isso significa que o Hamiltoniano total / deve ser invariante por transformacdes de

paridade:

PoHPy = H, (4.151)

20" Essa forma supde que todas as particulas tém massa. Para particulas de massa nula, a substitui¢io, como na equagio
(3.169), é n,, — npexp(Lino).
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e disso supomos Py, = P. A transformacdo da matriz-S pela acdo da paridade seria portanto:

(®, ©a)
(P(I)B,PCID )

(4.152)

( t Mty - (I)Pﬁ7nn1nn2"'q)7301)
Mot Tt -+ T - (P, Pa)-

Podemos sempre redefinir o operador paridade com alguma multiplica¢ao por alguns operadores de
simetria interna de forma que todas as paridades intrinsecas tenham valor +1 ou —1 (WEINBERG,
1995, p. 124-125). Temos portanto:

St = £5pspa. (4.153)

A probabilidade de transi¢@o de estados fisicos é depende de | Sj,|?, portanto diferengas de fase néo
alteram o resultado de estados fisicos, e assim poderiamos prever que as probabilidades de transi¢ao
de @« — [ ede Pa — Pp sdo iguais, e que a paridade é uma simetria interna do sistema. Na verdade,
contudo, a paridade é conservada apenas em interacdes eletromagnéticas e fortes>!, e ndo é conservada
em interagdes fracas.

2. Reversao Temporal. O operador de reversdao temporal € antiunitario e sua acdo transforma
t — —t, o que resulta na alteracdo das condi¢cdes de contorno sobre estados os estados in e out.

Esperamos portanto:

+ j1—0 jo—0
T\ijunvu7]72027127 = (_1)]1 ' (_1)32 % \117:';171,_glmlyppm_gzjn27 (4.154)
onde usamos (3.137).2? Para uso posterior, vamos definir o multi-indice:
T — Pp1, —01,n1; Ppa, =02, Na; ..., (4.155)
Mais uma vez, se T corresponder a uma simetria interna, temos que:
[Ho, To] = [V, To] = 0, (4.156)

onde T é o operador de reversdo temporal sobre estados livres.

Vamos tomar T = T, e analisar:??

2l je., relacionadas 2 forca forte.

22 Mais uma vez, esse resultado presume que todas as particulas envolvidas sejam massivas. Para o caso de massa nula,
fazemos uma substituigdo segundo (3.169): (—1)7 =% — ¢, eT?7i,
23 Note que aqui usamos a antiunitariedade de T.
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TUE = TO(Foo) P,

=T lim o7 #7g,
T—F00

= lim e HoTeMHTTY, (4.157)
T—F 00

:H(—l)ji_‘” lim e Tt TR, .

T—Foo
=1

Vamos fazer uma troca no indice mudo 7 — —7:

Na

TU; = [[(=1) lim et e 7o,

T—+o00
=1

— H(—l)ji_aiQ(j:oo)@Ta (4.158)
=1
=1

E verificado experimentalmente que as probabilidades dos processos o — 3 ndio sdo conservadas por
processos de reversdo temporal, portanto 7 ndo corresponde a uma simetria interna, mas ela pode ser
tomada como uma simetria aproximada em interagdes fortes, fracas e eletromagnéticas (WEINBERG,
1995, p. 130).

4.3 TAXAS DE TRANSICAO E SECOES DE CHOQUE

A dindmica de uma interagdo estd contida na matriz-S. Como vimos em (4.74), os elementos S,z

da matriz sdo proporcionais a um delta:

Sap X 0(Pa — Dp), (4.159)

onde p, € a soma dos quadrimomentos das particulas presentes no estado inicial «, € pg € a soma dos
presentes no estado final 5. Essa delta garante que o quadrimomento total seja conservado durante o
processo, mas também permite que ele seja trocado entre as particulas envolvidas.

Esse delta, contudo, nos traz um problema: a probabilidade de que uma transi¢do aw — 3 ocorra é

dada, ndo por S,3, mas por |Sa@|2. De (4.159), temos diretamente que:

Sasl? o< (6(pa — pg))?, (4.160)

mas o quadrado de funcdes delta com argumentos continuos nao possui definicdo matematica. Vamos
eliminar esse problema estudando como efetivamente queremos que | S, | se comporte para a analise
de experimentos. Os procedimentos a seguir ndo constituem uma demonstracao rigorosa, mas servem

como exemplo de como se resolve o problema do delta ao quadrado (WEINBERG, 1995, p. 134).
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Consideremos todo nosso sistema fisico dentro de uma caixa de volume V' e arestas de comprimento

L. Tal situacao fisica requer que o0 momento seja discretizado:

L 27
p= T(nlan%ni’y)a 4.161)

onde os n; sdo nimeros inteiros. Esse é um resultado conhecido da Fisica Quantica,?* mas podemos
obté-lo usando o operador de translacao que obtivemos em (3.38) e algumas condi¢des de contorno.

Tomamos o gerador de translagdo nas dimensdes espaciais:

U(1,a) = exp(—iP - @), (4.162)

e atuamos com esse operador sobre um estado W de autovalor do momento p para obtermos um estado
transladado W':

—

U (@) = exp(—iP - @)¥pon, = exp(—ip- @)¥pon. (4.163)

pon

Usando L = (L, L, L), a condigdo para que a particula esteja confinada é:

U (L) = Uy

pon
exp(—if - L)Wpon = Uy (4.164)
= exp(—ip- L) =1,

e dessa ultima condicao tiramos (4.161). Com isso, os deltas tridimensionais se tornam:

50— p) =

1 P T
) /V iz 77 = Y Spp- (4.165)

Esse resultado contudo nos traz um problema de normaliza¢do. Queremos que os estados normalizados

nos déem:

(\Ilp’a’n’a ‘Ilpan) = 6(25; - méo’aén’na (4166)

mas ao mesmo tempo queremos usar a funcdo Jy definida em (4.165). Usando ela temos:

(\I]p’v’nH q]pan) = dy (ﬁ - ﬁ)
Vv 4.167)

= —5p’p50'05n’n7

(27)°

o que ndo é sempre igual a zero ou 1. Solucionamos esse problema definindo novos estados confinados

24 Ele pode ser obtido mesmo através da equagio de Schrodinger (EISBERG; RESNICK, 1986, p. 281).
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na caixa tais que:

1
| (2m)*) *
peara _ ( Uy, (4.168)

de modo que:

(\I,caixa \I,caixa)

p'a’'n's * pon

I
Y
N

[\l
<12
w
N———
(NI
S
%\
q\
:\
N\
[\
<3
s
N———
N
K
s
g
N——

(2m)3 (4.169)

. 2m)3\ 2

godba (( ;) ) v, (4.170)
A matriz-S sofre alteragdes semelhantes:
Scaixa — (\I,Ecaixa \I,—i-caixa)
N,
e\ - (@R
Ng+Na 4.171
(2 Mgt . ( )
- () wped

Nz+Na
(2m)P\ T
= (5 S

Se deixarmos as particulas na caixa para sempre, todas as transicdes irdo ocorrer repetidamente.
Para calcularmos uma transi¢ao significativa, precisamos que nosso sistema esteja também limitado
temporalmente numa "caixa temporal"(WEINBERG, 1995, p. 135). Vamos supor que apenas nos

interessamos por transicdes em um periodo de tempo 7'. O delta de energia sofre consequéncias:

+T/2
57(Bo — Eg) = — / dt exp(i(E, — Eg)t). (4.172)

27 T/2

Obtemos com esses desenvolvimentos que a probabilidade de transicao de um conjunto de particulas

confinadas em uma caixa de um estado « para um estado (3 depois de um periodo 7, é:



. 2 3\ Ng+Na
P(a—)ﬁ)Z‘chxaQZ (( ‘7;) ) ‘Sﬂa|2-
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(4.173)

Este P ¢ uma densidade de probabilidade. Normalmente obteriamos a probabilidade desejada in-

tegrando uma quantidade Pdf3, com dff = d3p1d3p2...d3pNﬁ, no intervalo dos estados desejados.

Contudo, haviamos tomado momentos discretos para efetuar esse cdlculo, e assim (DIAS, 2015, p. 93):

dP(a — 8) = P(a — p)df — P(a — B)ANg,

(4.174)

onde N3 € o nimero de estados finais no volume d. Podemos calcular ANg facilmente. Vamos

analisar o caso em que temos apenas uma particula, de momento como em (4.161). No intervalo dp,

em torno de p, temos:

L
An, = —dp,,
21

e estendendo esse valor para d®p:

An = An,AnyAn,
L,
= (27T)3dpx
4 3

Para as N particulas no estado 3:

ANg = AnyAny...Any,

14 N 3 3 3
= (271')3 d pld pgd pN,g

()

Usamos isso em (4.174) para obter nossa nova probabilidade de densidade:

VY
iP5 = (o) ISgePds

((2:)3)% ((QS)S)NMQ [Ssald5
(%) isatas.

Antes de prosseguirmos com o calculo, precisamos de duas hipéteses:

* todas as particulas sdo afetadas pela interacao;

(4.175)

(4.176)

4.177)

(4.178)
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* ndo hd nenhum subconjunto de particulas que interage exclusivamente entre si.

A segunda hipétese € necessdria para impedir que tenhamos mais deltas de conservagdo de momento
em Sg,. Com essas condi¢des podemos escrever Sg, cOmo:
S@a = —27Ti($v(ﬁ5 _ﬁa)(;T(E,B — Ea)Mﬁa, (4179)

onde o termo Mg, ndo possui outros deltas de conservagdo de energia, que estariam relacionados a

subconjuntos de particulas interagindo entre si de forma exclusiva. Por fim escrevemos:

S I . .V
(8B = P))? = b (s = F)v (0) = b (s — o) 55
T (4.180)
(0r(Es = Ea))” = 0r(Es = Ea)or(0) = 0r(Es — Fa) 5~
Entramos com esses desenvolvimentos em (4.179) para obter |Sg,|:
Sal? = 27200 (s — o) oy Or( B — Ea) e | Maal? (4.181)
(2m)3 27 ’
e entramos com isso em (4.178) para finalmente obtermos:
dP(a — B) = (27)*Ne 2V Na Ty (9 — P )07 (Es — Eu)|Msa|*dB. (4.182)

Podemos definir uma nova quantidade para ndo termos que lidar com a dependéncia de 7" em

(4.182). A taxa de transi¢do por unidade de tempo, dada por:

dP(a — B)
T (4.183)
= (2m)*Ne 2V NGy (s — Pa)or(Es — Eo)|Mga|*dB.

dl'(a — p) =

No limite em que V' e 7" forem muito grandes, podemos unir os deltas e obter finalmente:

dl(a = B) = (27)* N2V NG (pg — po )| Msa 2 dB. (4.184)
Nesse limite, (4.179) também se torna:

Sga = —271'2'(5(])5 — pa)Mga. (4.185)
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4.3.1 Dois casos especiais

O uso da taxa de transicdo em (4.184) traz dificuldades devido ao termo V', que deve ser analisado
caso a caso. H4 dois casos particularmente importantes, que vamos analisar nessa subsecdo: N, = 1e
N, = 2.

1. N, = 1. Nesse caso, o termo de V' em (4.184) desaparece, e ndo temos divergéncia tomando
V — oo:

dl (o — B) = 275(ps — pa)| Mpal|*dp. (4.186)

Essa expressao € uma espécie de regra de ouro de Fermi. Como temos, de inicio, uma tnica particula,
interpretamos a taxa de transi¢do como a taxa de decaimento da particula inicial. Devido a isso,
contudo, ndo podemos tomar 1" — oo em dr(Ez — E, ), afinal essa taxa de transi¢io s6 tem sentido
se T < 74, sendo 7, o tempo de meia-vida da particula a. A funcédo é7(Ez — E,,) terd assim uma

largura intrinseca:

1 1
AFE ~ — > —. (4.187)
T 7,

Desse modo, a equacdo (4.186) s6 € util se a taxa total de decaimento 1/7,, for muito menor que as
energias caracteristicas do processo.

2. N, = 2. Esse caso corresponde ao choque de duas particulas. De (4.184) obtemos:

AT (= B) = (2)* 3:0(p5 — pa) M Pd5. @.188)

Vamos adotar o referencial de laboratério, em que uma particula estd em repouso, e com isso definir o

fluxo de particula incidente sobre a particula em repouso como:?

On = — (4.189)

onde u,, € a velocidade relativa entre as particulas. A secao de choque diferencial é definida como:

dl' (a0 — 5)
Oa

1
= (27)4?5(p5 — pa)| Mga|?dB.

do(a — B)

(4.190)

Essa € a quantidade efetivamente medida em experiéncias, para a qual nao temos divergéncias para
V — oc.

Embora estejamos nos limitando a analisar apenas os casos em que temos uma ou duas particulas
iniciais, podemos também obter taxas de transicdo para casos em que N, > 3. Eles tém importancia,

por exemplo, na astrofisica: em uma das principais reagdes que ocorrem no Sol dois prétons € um

25 Para o caso em que temos mais particulas, esse fluxo é dado por ©,, = pu,, onde p é a densidade incidente de particulas
e u,, € a velocidade relativa das particulas incidentes em relagdo a em repouso.
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elétron se transformam em um deutério e um neutrino (WEINBERG, 1995, p. 137). Na préxima secao,

retornaremos aos resultados aqui descritos e os complementaremos.

4.3.2 Somas sobre polarizacio

A transformacdo da matriz-S em diferentes referenciais se dd de forma complicada, devido as
diferentes matrizes, os D’s, relacionadas aos grupos de isotropia de cada particula envolvida nos
estados inicial e final da interac@o. Contudo, a quantidade de que precisamos para analisar a evolugao

de um sistema € |Sj,|?, € podemos somar sobre spins e helicidades, o que nos leva a termos como:

S DYDG
Sabemos de (3.57), contudo, que os D’s sdo unitérios, ou seja:

D'D=1+=> DYDY = b,,. (4.191)
Estamos portanto lidando com a se¢do de choque ndo-polarizada, pois somamos sobre os spins e
helicidades das particulas, suas polarizacdes.

Tomemos por exemplo a soma sobre as polariza¢cdes de um elemento S, da matriz-S em que

Q> P1O1Ng, Pa0ang € B pioiny, phahnh (DIAS, 2015, p. 96):

Z |S |2 _ (Apl)O(Ap2)0(Ap/1)o(Ap,2)o
Ba 0,0 /0 /0
01,02 P1 P2 P1 Po

/ /
01,09

x SO ST DU WAL ) DS (W (A, p)) DY, (W (A, p1)) DY, (W (A, p))
o102 Lot o

x> DU (WA, ) DY, (W (A, ph)) DS (W (A, pr)) DYEY (W (A, p2)) | [Sapaal®s (4.192)

—// //

—l// ///
01,09

onde usamos:

Aa = Ap1o1ny, ApaGang,

(4.193)

AB = Ap\ain), Aphayns.

Observamos que a condicao de unitariedade em (4.191) nos da:
S DY (WA, ) DU, (WA, p))) = 0,y (4.194)

!
51

Com isso, (4.192) se torna:
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(Ap1)°(Aps)®(Apy)° (Aph)°
3 1Ssal? = ErT plz 25 [Syanal™ (4.195)
Vamos agora definir uma matriz Rg,:
Roo =0 30V 15 > Sl (4.196)
01 02

e vamos aplicar (4.195) nessa defini¢do:

Ap Ap 0 Ap, 0 Ap/ 0
Rpo = 3 3 0 o (AP0 2 B A g o

i v ot Y =
o1,0%
= (Ap1)°(Ap2) (AP (APY)° Y [Sapaal’ (4.197)
01,02
01,0%

= RABA&-

A conclusdo € que g, € escalar por transformagdes de Poincaré. Reescrevendo-o portanto como:

Reo = [[E L] £ D ISsal®

i€ jea  T1,02 (4.198)

01,0%

= —2mid(ps — pa)Rga,

nos baseamos em (4.185) para definir:

Roo = [[E ] E D 1Mol (4.199)

i€p jEa ‘71 ‘72
0,04

Vamos assim somar sobre polarizagdes para usar (4.199) e complementar os casos da Subsecao
4.3.1:

1. N, = 1. Somamos sobre polariza¢des em (4.186):

Y dl(a— B)=2m6(ps —pa) Y |Mpsal*dB, (4.200)

polarizagdes polariza¢des



97

e substituimos (4.199):2

Rpa
Y dr(e = B) = 21803 — po) g 0
polarizagdes . Zeﬁ d/B (4 201 )
= 271—0(ps — pa)Rsa :
WEQ (pﬁ p )RB Hzeﬁ E/

Tanto o delta®’ quanto Rﬁa sdo escalares de Poincaré, e o termo de integracdo df3/[ [, £ também.
Portanto, a taxa de decaimento I se transforma como o termo 1/F,,. Assim, quanto maior a energia
potencial inicial da particula, e em decorréncia disso sua velocidade, menor a taxa de transi¢do e
maior o tempo de decaimento. Isso estd de acordo com a dilatagdo temporal da Relatividade Restrita
(WEINBERG, 1995, p. 138).

2. N, = 2. Vamos novamente iniciar com uma soma sobre as polariza¢gdes, agora na se¢do de
choque diferencial em (4.190) (DIAS, 2015, p. 97):

1
> do(a— ) = (2m)" ~3(ps = a) > [Mpaal*dB, (4.202)

polarizagdes polarizagdes

e substituimos (4.199) nessa expressdo:8

1 R
do(a = B) = (2m)'—8(ps — Pa) -ty
IZ~ ( 6) ( ) Ug (pﬂ >E1E2 Hzeﬁ E’ ﬁ
polarizagoes dﬁ (4203)
= (2m)t——>=-§ o) Rsa
( ) uaElEQ ( P ) ’ Hzeﬁ

Essa expressao se refere ao choque de duas particulas no referencial de laboratério, como discutimos
na Subsec¢do 4.3.1, contudo para analisarmos as propriedades de transformacao da secao de choque
diferencial precisamos generaliza-la para um referencial qualquer.

Para isso, vamos generalizar a velocidade relativa como:

\/(271 'ﬁ2)2 - m%m%

U = 4.204
o B L, ; ( )
pois com ela assim definida, u, F'; F'5 € um escalar. Com isso temos:
2m)* Rsa0(ps — d
Y dola— ) = (2m)' Rga0(ps Lo/ o) 4B o (4.205)
polarizaces \/(pl p2) — mims HZEB
26 Aqui jd abrimos []; j ca Ei = Eq, pois temos apenas uma particula no estado inicial a.

27O delta quadr1mens1onal d(pg — pa) € invariante pois ele é ndo-nulo apenas se pg = p,, € se essa igualdade for
verdadeira, ela o serd em qualquer referencial a que transformarmos o sistema.

28 Aqui temos [ jea i = E1E2, pois temos duas particula no estado inicial ov.
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Todos os termos nessa expressdo sao escalares sob transformagdes de Poincaré. Portanto, a se¢do

diferencial de choque em (4.205) € um escalar sobre transformagdes de Poincaré.

4.4 TEORIA DE PERTURBACOES COVARIANTE

Nessa secdo iremos buscar obter uma forma perturbativa da matriz-S em termos de uma expansao
em V. Essa é uma ferramenta muito util para o cdlculo dos elementos da matriz-S (WEINBERG, 1995,

p. 141). A expressdo que obtivemos para a matriz-S logo antes de tomar a aproximagdo de Born foi®’:

5/304 = 5(5 - Oé) - 27TZ(5(E5 - Eoz)(q)/ja VlI’I)? (4.206)

e ela permite uma solucdo perturbativa através do uso das equacdes de Lippmann-Schwinger, em

(4.43). Iniciamos tomando o termo Tga:

Tga = ($g, VIL), (4.207)

e expandindo-o (4.43) com:

o Tt
TH = (05, V [ @, dy—02>
fa (5’ ( +/ 7Ea—Eﬁie))

(@5, V0T R
= (P, VP,) + /d’ym.
Definimos a matriz:
Vsa = (05, VP4) (4.209)
e voltamos com ela em (4.208):
TS = Via + / dy&tﬁ”’T%. 4210)

Podemos realizar um processo de iteracdo, aplicando a propria equacdo (4.210) em si mesma diversas

vezes, para obtermos:

Vs, V. Vo Voo Vo
T+ =V, d& /dd/ By V' Vy'a
B = VB +/ YE.—E, xic ) Y E."E tio)(E, - B, £io)

V V /V/ //V//
dvdn dn" By V' VA" Vy'a
+/ yary ary (Ea_E’Y:I:Z'E)<EOC_E,y,:tie)(Ea—E,y//:tiG)

.., (4211)

2 Equacio (4.62).
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e com essa expressao, conhecendo a forma do operador V', podemos obter Tga. Essa forma perturbativa
de T’ ga nos mostra que podemos ter singularidades em Sz, através de estados intermedidrios, mas
ela tem uma grande desvantagem a medida que as energias nos denominadores nio deixa explicita
a invariancia de Lorentz da matriz-S. Portanto, buscaremos obter uma teoria das perturbacoes

dependente do tempo. Iniciamos observando que o operador S, dado em (4.50), é:

S = U(+00, —0) 4.212)

e de (4.51) sabemos que:

U(r, 1) = elom =il (7=m0) g=iHomo, (4.213)

Derivando a expressdo anterior obtemos uma expressdo conveniente:*

%U(T, 7o) = i Hye'Home=iH(r=m) g=iHoro | giHor [_Z-Heﬂ‘H(T*m)] o—iHoTo
= Z'eiHo‘rHoefiH(‘rf‘ro)e*iHoTo + jetHoT [_HefiH(TfTo)] e—tHoo
= ie'7[Hy — H]e 1T il (4.214)
— jetHoT [—V]e—iH(T—To)e—z'HOTO

= —jeMoTV e T (7 7).
Podemos definir:
V(r) = eforyeihor (4.215)

e multiplicar ambos os lados de (4.214) por ¢, obtendo assim:

d
id—U(T, T0) = V(1)U(7,70). (4.216)
T
Integramos essa equagdo em dr:
d
/Zd—U(T, To)dT = /V(T)U(T, 70)dT. 4.217)
T

30" Aqui usamos a substituicio V = H — Hy, de (4.15). Também usamos e~ *HometiHom —
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Vamos agora substituir a varidvel muda 7 — 7’ e escolher os limites de integragdo de 7y a 7:

/ii,U(T/,TO)dT,:/ V(TU(7', 70)dr’
AT

70

i[U(1,710) — U(10,70)] = /T V(TU (7', 70)dr’ (4.218)

70

U(r,10) = Ul(70,70) — i/T V(TU (T, 1o)dTr'.

70

Vemos da defini¢do de U (7, 1) que U (79, 79) = 1, e chegamos assim em:

U(r,m) =1-— i/T V(TU(7', 70)dT’. (4.219)

70

Esta equacao também pode ser iterada, isso é, podemos aplicd-la nela mesma repetidas vezes, obtendo:

U(T,To)zl—i/ V(rdr" + (- / dT/ dr"V (" V(")
70
—2)3/ dT’/ dT”/ dr"V (Y (V") + ... (4.220)
70 70 70

e tomando os limites 7 — 0o € 79 — —0o0 obtemos:

U(OO’_OO):Szl—@'/OOV( )dr' + (— / dr/ A"V (7' )V (")

/ dT/ dT”/ dr"V(TV (" \V (") + ... (4.221)

mas essa expressao ainda ndo é explicitamente invariante de Lorentz. Para carregar a andlise dessa
invariancia, vamos definir o produto temporalmente ordenado de operadores dependentes do tempo
como o produto com os operadores ordenados tais que aquele com o tempo mais recente seja colocado

mais a esquerda, o segundo mais recente na segunda posicao mais a esquerda, e assim por diante, ou
seja (WEINBERG, 1995, p. 143):

V() =Vv(),

T{V(t:1)V(t2)} = 0(t1 — t2)V(t1)V(L2) + O(t2 — 1)V (t2)V (t1),
T{V )V (t2)V (t3)} = 0ty — t2)0(ts — t3)V (t1)V (E2)V (t3) + 0(t1 — t3)0(tz — t2)V (£1)V (t3)V (t2)
+ 0(ty — 11)0(t1 — t3)V (t2)V(t1)V (t3) + 0(t2 — t3)0(t3 — t1)V (t2)V (t3)V (t1)
+ 0(ts — t1)0(t1 — to)V(t3)V (t1)V (t2) + O(ts — t2)0(ta — t1)V (t3)V (t2)V (t1),

(4.222)
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e assim por diante, onde 6(«) é a fungdo degrau, igual a 1 se seu argumento for positivo e igual 0 se

seu argumento for negativo. Vamos integrar 7'V (t1)V (t,) e observar seu comportamento:

[ in [ aarvevie) = [ [ st - Vv
+/:dt1 /_Zdtge(tg—tl)v<t2)v(t1)

— /: dt, /_t; dtaV (t1)V (L)

+/ dtl/ dt20(ty — 1)V (t2)V (t1),
(4.223)

podemos renomear as variaveis mudas no segundo termo do lado direito, portanto substituimos t; — %

ety — ty:

/Z dt, /Z At T{V (1)V (t2)} = /Z dir /; AtV {0V (t2)

+/ dt, dm(t1 — 1)V (t)V ()

/ dtl/ AtV (1)V (L) + dtg Cdt, V(t)V (ts)

:2/00 dt, /; sV (£)V (t).

Esse processo pode sempre ser realizado de modo que possamos somar as integrais dos n! termos do

(4.224)

produto temporalmente ordenado de n operadores V (¢;). Portanto:

/dt1/ dts.. / dt, T{V (t1).. —n'/ dtl/ dtg/ AtV (t)..V (1),

(4.225)
e portanto voltamos a (4.221) escrevendo:
SIS
S=1+) - / dty...dt, T{V (t1)..V (t,)}. (4.226)
n=1 -

Esse resultado é conhecido como série de Dyson. Se os Vs comutarem para qualquer tempo, podemos

escrever essa série como:

S =exp <—i /OO dt V(t)) : (4.227)

o0
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mas essa ndo € uma situagao comum. Por vezes também se escreve (WEINBERG, 1995, p. 144):

S =Texp (—z/ dt V(t)) , (4.228)
onde o 7" indica que hd ordenamento temporal de cada termo da expansao da exponencial.

4.4.1 Condicoes sobre o termo de interacio para que a matriz-S seja invariante de Poincaré

Podemos usar a expressao (4.227) para procurar as condi¢des que tornam a matriz-S invariante
de Poincaré. Os elementos dessa matriz sdo construidos pela atuag¢do do operador S sobre estados
multiparticulares como descrito em (4.49). Queremos que este operador comute com transformacdes

de Poincaré:

Uo(A,a)SUI (A, a) = S. (4.229)

Substituindo (4.227) nessa equacado temos:

Uo(A, a) <exp <—¢ /_ Z dt V(t))) UL(A, a) = exp (—i /_ Z i V(t)) | (4.230)

Podemos extender essa andlise diretamente para o argumento da exponencial, ja que a relacdo deve ser

satisfeita termo a termo por cada elemento de sua expansdo:*!

Uo(A, ) (—z’ /_ T V(t)> Ul(A, a) = —i / S v 4.231)

[e.9] —00

Us(A, a) (/Oo dt V(t)) Ul(A,a) = /OO dt V(t). (4.232)

—00 —0o0

Podemos supor que V' (t) é uma integral no espago de um escalar (WEINBERG, 1995, p. 144)
V(t) = / dPx A (L, 7)), (4.233)
onde J7(t, T) é escalar se respeita:

Uo(A, a) 2 (2)Us (A, a) = 22 (Ax + a). (4.234)

31 Uy(A, a) é o produto de uma transformagio do subgrupo ortécrono-préprio de Lorentz com uma translagio, pois
a paridade e a reversdo temperal devem ser consideradas separadamente ja que ndo estdo continuamente ligadas a
identidade. Portanto, Uy € sempre unitdrio, e podemos passar a unidade imagindria a sua esquerda sem troca de sinal.
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Essa forma garante que (4.231) seja satisfeita, o que verificamos substituindo (4.233):

Us(A, a) ( /_ Z dt / d?’:a%”(t,f)) Ul(A,a) = /_ Z dt / e (t,7)

Us(A, a) < /_ h d'z(t, :z»*)) Ul(A,a) = /_ h d*z 0 (t, 1)

N o (4.235)
/ d*zUy(N, a) (L, B)UL (A, a) = / d*z 0 (t, 1)

/ d*x s (Ax,a) = / d*x i (t, 7).
Como os limites de integracdo sdo de —oo a 400, a integral do lado esquerdo serd igual se trocarmos a

variavel de integragdo para z — 2’ = Az + a:

/ N d*a' A () = / h d*x(t,7), (4.236)

o0 [e.9]

contudo, 2’ é uma varidvel muda, e portanto podemos troca-la por x, tornando os dois lados da
igualdade explicitamente idénticos e provando que V' (¢) definido como em (4.233) e (4.234) satisfaz a
condicao de invariancia de Lorentz em (4.231).

Voltamos portanto com (4.233) em (4.226) e chegamos em:

S=1+) (_’R / drey..d e, T{H (x1).. 7 (x,)}. (4.237)
n!
n=1 -
Nessa expressao, contudo, o simbolo de ordenacdo temporal 7" ainda ndo € necessariamente invariante
de Lorentz (WEINBERG, 1995, p. 144). Para garantir sua invariincia, temos que impor restri¢des
a mais sobre 7 (z). Para ordenamentos do tipo tempo e do tipo luz** é garantido que z{ > z9 =
(Az1)? > (Az3)° e portanto o ordenamento temporal dos operadores € invariante. Contudo, para

separacdes do tipo espago>®, precisamos impor a comutagio:**

[ (x), # ()] = 0se (x —2')* <0, (4.238)
o que é chamada de condicao de microcausalidade.

Vamos exemplificar a importancia de (4.238). Consideremos um boost

Us(A,0) = 1 + dwy; K. (4.239)

2 e, (z1 —2?)2 > 0.

3 e, (z1 —2?)? <0.

3% A referéncia (WEINBERG, 1995, p. 145) traz essa condigdo como (x — 2')? < 0, onde a igualdade é também incluida
por motivos além do escopo desse trabalho.
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A equacio (4.234) nos da:
Un(A,0)7 (2)UJ (A, 0) = A () + iwoi[ K, A ()] (4.240)

e também:

Uo(A, 0).(2)UL (A, 0) = A(t + woa?, ° + wogt)

A (4.241)
= I (x) 4+ wp; (10,7 (x) + ' 007 (x)).
Comparando os termos em wy; em (4.240) e (4.241) chegamos em:
o - _0
i|Ky, H(x)] =tV A (x) + maf%ﬂ(x) (4.242)
Integramos essa expressiao em & para obter:
; 3 i 3, 5. 20
z/d x| Ky, A ()] :t/d x VI (x) —I—/d xxaﬁﬂ(x)
(4.243)

i[KS, V()] = t/d31: VA () + /d3a: f%%(m)

Vamos guardar esse resultado e tomar um momento para encontrar a derivada parcial em relagao

ao tempo de .57 usando (4.234) com U (A, a) sendo uma transla¢io temporal em ¢:3

8 — 8 iHot —iHot
az%”(:v +a)= 5 [0t A (z)e ]
= iHoeiHOtjf(x)e_iHot + eiHot%(xx_iHO)e—iHot
_ iHOeiH()t%(z)e—iHot . ieiHot%($>e—iHotH0 (4.244)
=iHy(x + a) — i€ (x + a)H,
= i[Hy, 7 (x + a)],
0 que podemos reescrever Como:
9 .
;7% (@) = ilHo, K (). (4.245)

Vamos retornar com isso em (4.243):

i[KE V()] =t / dPx VA (z) + / d*x Ti[Hy, A (x))]
=t / dPx VA () +i [HO, / P fjf(a:)] . 0

3 e, a=(t0,0,0).
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Tomamos ¢ = 0 nessa expressdo, lembrando de (4.215) que V' (0) = V:

i[KL, V] =i {HO,/d?’x i%”((),f)]
(4.247)
(KL V] = {HO,/d% f%”(o,f)] :

Resgatamos agora a relagio [Ky, V] = [H, W] em (4.104), e também substituimos, de (4.15), Hy =
H — V. Disso tiramos:

[H, W] = {H —V, / &P f%”(o,f)]

(4.248)
[H, W] = [H, / AP i%”((),f)] - [v, / APz f%”(o,f)] :
Podemos assim finalmente supor:
W = / BPai (0, 7) (4.249)
com a relacdao de comutagao:
{v, / Pz f%(o,f)} =0, (4.250)

a qual € verificada pela relagdo de microcausalidade em (4.238), junto da forma de V' em termos de
¢ dada em (4.233):

[V/d%wfox]

d3 0, ), / P a?,%”(o,a?)}

/ By 7 3: #(0,77), 20, f)} (4.251)
0.

Como associamos W e .77, nos recordamos agora da hipdtese 4 na Se¢do 4.2.2.1, que foi necessaria

para obter geradores de Poincaré agindo da mesma forma sobre estados in e out:
(P, Wdp) =0se E, = Ep, (4.252)

0 que se torna:

((I)a, / d*x 7 (0, 1) %) =0se E, = Es. (4.253)
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Integramos essa expressao nas coordenadas espaciais para obtermos também:

(Do, VOs) = 0se B, = Ej. (4.254)

13% na base de autoestados de

Isso nos mostra que uma matriz V,3 = (®,, V®3) ndo pode ser diagona
Hy, o que reforca que V' e Hy ndo comutam, condi¢do imprescindivel para que os autoestados de H e
Hj sejam distintos.

Recapitulando, nessa secdao descobrimos quatro condi¢des que o termo de interagdo V' deve

satisfazer para que a matriz-S com ele construida seja invariante de Lorentz. Essas condic¢oes sdo:

i. V(t) = efotVe it — [ @Bz H(t,7);
ii. Uo(A, a) 2 (2)Ul (A, a) = A (Ax + a);
iii. [(2), H(2)] =0, se (2/ —x)? <0
iv. os elementos (®3, 7(0, )P, ) devem formar uma matriz cujos elementos sio fungdes

suaves das energias F e L.

Retornaremos frequentemente a essas condigdes nos proximos capitulos. E a necessidade de respeita-
las, junto ao Principio da Decomposiao em Cluster, que nos levara por fim a introduzir os campos

quanticos no Capitulo 6.

36 Uma matriz diagonal é aquela em que todos os elementos fora da diagonal principal sdo nulos.
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5 PRINCIPIO DA DECOMPOSICAO EM CLUSTER

Neste capitulo iremos mostrar que qualquer operador pode ser construido como uma soma de
produtos de operadores que criam e destroem particulas. Essa construcdo € vantajosa na descri¢ao de
teorias sobre processos que envolvem criacao e destrui¢ao de particulas, massivas ou ndo, mas para
nosso estudo ela apresenta outra vantagem: o Hamiltoniano construido com esses operadores satisfaz
naturalmente o Principio da Decomposi¢ao em Cluster (PDC), que equivale a necessidade fisica de que
experimentos que ocorrem a grande distancia apresentem resultados ndo correlacionados. Iniciaremos
o capitulo com uma introdugao a bdsons e férmions e depois prosseguiremos com os operadores de
criacdo e aniquilacdo para chegarmos por fim ao estudo das implicagdes do PDC sobre a matriz-S e
sobre H.

5.1 OPERADORES DE CRIACAO E ANIQUILACAO DE BOSONS E FERMIONS

5.1.1 Normalizacao de estados de bosons e férmions

Como vimos no capitulo anterior,' um estado fisico de uma ou mais particulas pode ser representado

por

chlalnl,...,memnm? (5'1)

onde os rétulos p, o e n dizem respeito a0 momento, ao spin e ao tipo de cada particula, respectivamente.

A ordem dos rétulos ndo muda o estado fisico a que eles correspondem, portanto:

(I)pan,‘..,p’o’n’,‘.. - aq)p’a’n’,...,pan,... (52)

onde o € uma fase que depende apenas das duas particulas trocadas. Mais uma vez, incluimos a
possibilidade de que surja uma fase pois no espago de Hilbert as simetrias devem manter invariantes as
classes de raios de vetores de estado que equivalem a um estado fisico real, e ndo o estado em si. Um
estado qualquer € tdo bem representado por W quanto por oW, como discutimos na Secdo 2.2.

Facamos duas trocas seguidas de rétulos de particulas, usando (5.2):

<I>pan,...,p/a’n’,... = O-/;I)p’a’n’,...,pon,... (53)
= (I)pan,...,p’a’n’,...7
€ portanto:
o’ =1=a=+l (5.4)

' Equacio (4.3).
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Temos assim:

(I)pon,...,p’a’n’,... - :l:q)p’o’n’,...,pon,... (55)

Todas as particulas sdo classificadas como bdsons ou como férmions. A convengdo é que o vetor
de estado € simétrico (o« = 1) para a permutacdo de dois boésons ou de um bdson por um férmion,
e antissimétrico (v = —1) pela permutacio de dois férmions.? Essa convencdo, contudo, parte do
pressuposto de que o depende apenas do tipo de particula permutada, ou seja, depende apenas dos
rétulos n e n'. Isso se justifica, contudo, pois se o dependesse dos rétulos de projegdo de spin ou
helicidade,’ o, ela precisaria se transformar como uma representacdo do grupo de rotagdo SO(3), e ndo
ha representagcdes unidimensionais nao-triviais do grupo de rotacdo na forma de fases (WEINBERG,
1995, p. 171); caso « dependesse dos momentos p e p/, devido a invariancia de Lorentz ela apenas
poderia depender do fator invariante p*p/,, que € simétrico em relagdo a p e p’ e portanto ndo altera a
linha de raciocinio que nos levou a o = £1.

Vamos escrever os rétulos p, o € n de uma particula com um tnico multi-indice ¢:
q+— pon, (5.6)

e vamos revisitar a condicdo de normalizacdo que haviamos definido em (4.8). Para um estado
composto de nenhuma particula — ou seja, um estado de vacuo — definimos em (3.104) que a

normalizagao é:
(Pg, @) = 1. (5.7)
Vamos definir:
8(g = q') = 8% (5 = P')dorobun (5.8)
e usar esse delta para escrevermos, para o caso da normalizacao entre dois estados de uma particula:
(0g, Dq) = 6(q — ). (5.9)

Para estados de duas particulas, contudo, temos que tomar uma precaug¢ao a mais pois os estados @, ,,

e ®,,4, sdo idénticos fisicamente. Portanto escrevemos:

(P Pgrgr) = (g1 — 41)0(q2 — a3) £ 6(q1 — 45)0(q2 — ¢), (5.10)

onde o sinal 4 abriga a possibilidade de que as particulas permutadas no segundo delta sejam dois

férmions, em cujo caso devemos escolher o sinal negativo. Notamos que, caso estivéssemos lidando

2 Particulas de spin inteiro sdo bdsons, e particulas de spin semi-inteiro, como elétrons, sdo férmions (COHEN-

TANNOUDII; DIU; LALOE, 2005, p. 362). Vamos demonstrar no Capitulo 6 que as particulas de spin-0 e spin-1
precisam ser bdsons, e uma demonstracdo geral desta afirmagdo pode ser encontrada na referéncia (WEINBERG, 1995,
p- 233-240).

3 Projecdo de spin no caso de particulas massivas e helicidade no caso de particulas de massa nula.
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com estados de mais particulas, o sinal dependeria também de se estamos fazendo uma quantidade par
ou impar de permutagdes de férmions, pois numa permutacio par de férmions os sinais negativos se
anulariam.

Com esses resultados em mente, generalizamos a normalizacao de dois estados de M e N particulas

COmo.:

(Par,arrs Pagoaty) = S Y 0 | [ 0(ai — d'0), (5.11)
P 7

onde a soma em & indica uma soma sobre todas as permutagdes possiveis das particulas de 1 a /N no

estado @, . e essa permutagdo resulta na troca dos ¢; pelos ¢'s permutados ¢',;. O d» é igual a —1

“7qN ’
se a permutagdo & envolve uma permutac¢do impar de férmions, e +1 em qualquer outro caso. O delta
Oy, por sua vez, traduz a necessidade de que os dois estados tenham o mesmo nimero de particulas
para que o produto interno ndo seja nulo, ja que estados com quantidades distintas de particulas ndo

podem ser equivalentes.

5.1.2 Acao dos operadores de criacao e aniquilaciao sobre estados fisicos

Definimos os operadores de criag@o e aniquilacao a partir de sua ac¢ao sobre estados multiparticula-
res. Um operador de criagdo a'(q) = af(p, o, n) adiciona os rétulos ¢ dos niimeros quénticos de uma

particula A esquerda da lista de particulas de um dado estado:*

a’T(q)q)(Il(IQu-‘IN = Pygigz.qn - (5.12)

Com esses operadores, qualquer estado de uma ou mais particulas pode ser escrito através da acdo de

operadores de cria¢do agindo sobre o vacuo:

aT(ql)aT(QQ)aT(QN)q)O = (I)qlqg...qN- (513)

O operador de aniquila¢do a(q) = a(p, o, n), que remove uma particula de nimeros quinticos ¢ de
um estado, € definido de forma um pouco mais complicada. Em uma forma geral, a particula ¢ pode
estar em qualquer posi¢do dentre os rétulos do estado ®,, .. sobre o qual operarmos com a(q), e
portanto precisamos verificar se alguma r-ésima particula € tal que ¢, = ¢ para a eliminarmos. Vamos

supor que ®,, .. sejaum estado s6 de bésons ou s6 de férmions. Podemos escrever uma soma de

4 Ha4 um aspecto técnico que deve ser mencionado aqui. A quantidade pupt = m? tem seu valor fixado pelo rétulo n, que

se refere a espécie de particula com a qual estamos lidando, ja que a massa é uma caracteristica dessa espécie. Desse
modo, como p° = y/m?2 + [p]2, é correto dizer que a' é uma fungio de o, n e do momento tridimensional p, j& que p°
pode simplesmente ser tratado como uma fungéo de p’'e de n. A tinica excec@o que poderiamos ter seria se aplicdssemos
alguma transformacio que muda o sinal de p°, mas néo temos nenhum operador que faca essa transformagio sobre
o quadrimomento carregado por estados fisicos. Esse aspecto trard consequéncias relevantes no Capitulo 6, onde
integraremos a'(g) em d°p.
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permutagdes dos rétulos desse estado como

N

> E) s 101t (5.14)

r=1

onde adotamos o sinal negativo no termo ()" ™! caso todas as particulas sejam férmions.’> Vamos
remover a particula ¢, do estado permutado caso ela seja tal que ¢ = ¢, e vamos usar um delta §(q — g,
para descartar o estado permutado caso ¢ # ¢, de modo que definimos a forma geral da atuacdo de

a(q) como:

+)"5(q — q,)® (5.15)

a(q)® q1,-0N ALy Gr—1,Gr 415N *

||M2

Uma consequéncia dessa defini¢do € que:

a(q) ¥ =0, (5.16)

ou seja, o operador de aniquilacdo aniquila o vdcuo. Na verdade, ele também aniquila qualquer estado
que nao possua uma particula com os mesmos nimeros quanticos do rétulo ¢ que carrega.

Os operadores de criacdo e de aniquilac@o sdo adjuntos um do outro. Vemos isso tomando:

(CDqL---,qMa (@) Py, .qn) = (GT (Q)q)qi7---7q§ua Doy,

(5.17)
= ((I)qqi,n-,%p (I)CI17--~7QN>'
Aplicamos agora a equacao de normalizacdo em (5.11):
((I)qql, iy Par an) = ‘5M+1NZ(5=/’H5 — ;). (5.18)

Podemos realizar a permutagdo &2 de 1, 2, ..., N como duas permutagoes:

i. apermutacdo da r-ésima particula até a primeira posicao,

ii. apermutacio &2 das N — 1 particulas restantes.

> Por exemplo, tomemos um estado Dy, 42q5q4> CUjas particulas sdo férmions. As quatro permutacOes que teriamos em

(5.14) sao:
(I)(II(IZ(I3(I4 = ¢(I1(12q3q47
0] =-0

914924344

(I)thms(m =-o

d =&

414929344

92919344>

q1a3a2as = Pasqrgaas 1320105 = Pa1gago9s = ~Paaqiaags-
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Com isso, temos:
Oy = (£) 0z, (5.19)

onde o termo (£)"~! vem da possivel permuta¢do de férmions no passo i. Podemos voltar a (5.18) e

€screver:

N
<(I)qq’17---7q§w>(I)ql,.-.,qzv) = 5M+1,NZZ( ) 1050(q H5 — ,)- (5.20)
r=1 7

Note que 0(¢ — ¢) € o primeiro delta do produtério [ [, §(¢; — ¢'»;) em (5.18). Podemos, usando mais

uma vez a equagdo de normalizagdo (5.11), observar que:

Oatn— 125@116 05 = (Pt Pty rtrsr ) (5.21)

e com isso retornamos 2 (5.20) para chegarmos em:®

((Dq’l,mmW a(q)Pqy,...qn) = Or41,N Z " 15 (¢ — qT)((Dq’l, @y q)!h,~~-Q7-—17Q7-+1,~~-,(1}V)‘ (5.22)

Este € o resultado que se obtém simplesmente aplicando (5.15) em (Qy; ., a(q) Py, . 45 ). Como
chegamos nele supondo que o operador de cria¢do e aniquilacdo sdo adjuntos’, provamos que eles, de

fato, o sao.

5.1.3 Relacoes de comutaciao dos operadores de criacao e aniquilacao

Tendo encontrado suas respectivas definicdes, vamos agora buscar as relacdes de comutacao e
anticomutacdo respeitadas pelos operadores de criacao e aniquilagdo. Primeiro, multiplicamos um
operador de aniquilacdo a(q’) pela esquerda na defini¢do do operador de criagdo em (5.12) e depois

aplicamos a definicdo do operador de aniquilagdo em (5.15):

a’(q,)aT(q>(DQIQQ...QN = a(q/)q)quz an

AN r+2 (523)
a(q")a" (@) Pqygo..qn = (0" — @) Pyyqn + Z 0(q" = 4r)Paqu,e 10410

onde temos (£)" 2 em vez de (+)"*! devido ao rétulo ¢ que foi criado por a'(q), e 6(¢' — q) Py, ....an
ser apenas o primeiro termo do somatério de permutacdes, que foi explicitado para evitar confusao na
notacdo do somatério devido a sua auséncia de numeragao.

Guardamos este resultado e operamos com a'(q) na equagdo do operador de aniquilagdo em (5.15):

6
7

Ignoramos o delta das, y—1 pois das, N—1 = dpr41,N-
Essa suposicdo estd por trds da primeira passagem em (5.17).
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N
! ()a(q) gy, gy = a'(@) D () 6(d = 4:) Py a1 arttan
r=1
N (5.24)
= Z(i)r+15(q, = 4)Pqq1, -1 ars1,an
r=1

Somando (5.23) e (5.24) obtemos:

+ @) 10— 3 Pagsr s (5:25)
enquanto a subtracdo de (5.24) de (5.23) fornece:

[a(¢)a'(q) — a'(@)a(q)]| Py q0.qn = 00 — D) Pay....qn

N
+ Z<i>T+1[(i) - 1]6((]/ - qT>(DQQ17~--qr—1,qr+1 77777 qn - (5.26)
r=1
Assim, identificamos:
a(q)a'(q) F a'(q)alq) = 6(¢' — q), (5.27)

onde o sinal superior € usado para bdsons, e o inferior para férmions. Essa € a conven¢do que usaremos
daqui em diante.

Aplicamos agora um operador a'(¢') em (5.12):

aT(ql>aT<q)q)q1,q2 ,,,,, aN — aT(q/)q)q,ql,qz,.--,qN

(5.28)
= (I)q,’fI7q17Q27-~~7QN'
De modo similar temos:
aT(q)aT(q/)q)cnm ~~~~~ aN — aT<q)qu’,6117Q27~-~7QN
- éq’q,’q17q27'-'7qN (5'29)

= (i)Qq’,q7q1,q2,---,qw'

Somando ou subtraindo essas duas igualdades dependendo se, respectivamente, ¢ e ¢’ sd3o ou nao
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ambos férmions, obtemos:

a'(q")a'(q) F a'(g)a’(¢) = 0. (5.30)

Tomando o adjunto desse resultado chegamos em:

a(q')a(q) F alq)a(q’) = 0. (5.31)

Recapitulando os resultados dessa secdo, as relacdes de comutacio e anticomuta¢io que obtivemos
em (5.27), (5.30) e (5.31) sdo:

a(q")a'(q) F a'(q)a(d) =6
a'(¢")a'(q) F a'(g)al(¢) = O; (5.32)
a(q")alq) F a(g)al(qd) =0

onde, em todos os casos, usamos o sinal superior quando pelo menos uma das particulas € um bdson e

o inferior quando ambas sdo férmions.

5.1.4 Construcao de operadores a partir de operadores de criaciao e aniquilacao

Chegamos a um importante teorema: qualquer operador O pode ser expresso como uma soma de
produtos de operadores de criacdo e aniquilagdo (WEINBERG, 1995, p. 175):

0=> Z/dqi---dQEvdql---qu a'(g))..a'(qy) alqu)-a(q) Cnu(di-dnai--qu). (5.33)

N=0 M=0

Para provar esse teorema, precisamos mostrar que os coeficientes C'y 3, podem ser escolhidos de modo
a ser possivel obter qualquer valor desejado para (®5, O®,,). Iniciamos com M = N = 0 e mostramos

que:

(\1[07 Oqu) = (11107 C’OO\IIO)
- C()Oa

(5.34)

ou seja, podemos usar o estado de vacuo para obter o valor do coeficiente Cyy. Vamos agora desenvolver

o elemento de matriz de O entre dois estados de L e K particulas:®

8 Vamos omitir a notagiio do argumento dos coeficientes C'y M nas passagens a seguir.
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((I)q ----- ar, 7O(I)él7~--@1<) = < N Z Z/d(h qud(h dQM

=0 M=0

@T(qg)---aT(fﬁv) a(qn)---a(qr) CNMq)ql,...,qK>

-y / (dd,...ddy aldy)-a(d}) By.a.

N=0 M=0

(5.35)

qulqu a(qM) ( ) ONMq)ql, ,QK)

Temos, portanto, uma soma de integrais de produtos internos da acdo de operadores de aniquilagdo
sobre os dois estados. Podemos limitar o somatério em N até L, e o somatério em M até K, visto que
se tentarmos aniquilar mais particulas do que o estado possui, acabaremos por aniquilar o vicuo e o

produto interno ird a zero. Com essa consideracdo continuamos o desenvolvimento:

L K
(Pq,...7,- OPa,....ax) Z Z/(dqu--déﬁv a(qy)--a(d) Pq.. .,

N=0 M=0

dqr...dgy algu)...alqr) Cnm®Pq,..q0) (5.36)

e explicitamos o termo de N = L e de M = K do somatorio:

(‘I’qg ..... q}/,@@qhm,qK) :/(dCI1~-~dQ§; a(qy,)---a(d)) (I)q’l, (ijdQL'-qu a(qx)-.-a(q1) CrePq,..qx)

+ Z/(dqi...dq’L a(qy)...alqy) Pgr.q, s dqr-dqur a(ga)-.a(qr) ComPs,...ax)

K
+ Z/(dq’l...dqﬁv a(qy)-..a(q)) Dy q dqi-day alqa)-alq) CnmPa,...qr)- (5.37)

Para desenvolver o primeiro termo, usamos (5.15) para notar que:

s

[ davda alan)calan) @ = [ davda. alan)calan) Y

r1=1
x 6(gs = Gr,)®q. Grq— 1t7r1+1 -Gs

- / dgy...dgs a(q)---a(gs Z Z )ttt

ri=1 ro=1
T2#£T1

X 0(gs—1 — Gr,)0(gs — qu)(I)ql---qu7167“14»1---q_T271(i7‘2+1---qs
(5.38)
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onde o somatério em r; € constituido de s elementos, € 0 somatdrio em r, € constituido de s — 1

elementos pois ele age sobre um estado de s — 1 particulas. Seguindo até a a¢do de a(q;) temos:

/ dqy...dgs a(qr)...a(qs) Pg,..q :/ dq,...dgs Z Z Z Z () ttratt

r1=1 ro=1 re—1=1 rs=1
roF£T] Ts—1FT1...Ts—2 TsFT1...Ts—1

X 5(613 - erl)é(fhfl - er2)~-~5(q2 - QTS,1)5(Q1 - ers)q)o-
(5.39)

O termo ()" T+ +7sF1 serd sempre (£)(1+++9)+1 independente do estigio da soma em cada somatério.

Efetuando todas as integrais na expressdo acima temos:’

/ dqi...dqs a(qr)...a(qs) ®g,.q = (F£)IHHH1 Z Z Z Z D,

ri=1 ro=1 re—1=1 rs=1

T2FETL s 1FT1. T2 TsFTLTs—1 (540)
_ (:l:)(1+"'+5)+1(8)(8 _ 1)'_'2 . 1(1)0
_ (i)(1+...+s)+18!q)0_

Voltamos com esse resultado em (5.37), indicando os dois ultimos termos dessa equacao como

f(CNM)Ilo

(@ O . ac) = (LUE) T HD D Crpe (G- @G- ) KN ()T D0) + f(Cwar)
= (:|:>(1+'"+L)+1(i)(1+"'+K)+1L!K!OLK(q1...qfquil...qu)((I)o, (I)()) + f(CNM)
_ (Zl:)(1+”'+L)+(1+W+K)+1L!K!CLK(gll---g/Lq_lmq_K)(CDO,(I)O) + f(CNM)

(5.41)

' ~/
q1;--591)

Podemos absorver o sinal (£)1+-+E+(+-+K)+1 em O 1 ja que ele é uma fungido de L e K. Como
resultado dessa expressao, se tivermos os valores de C'yj; definidos para todos os valores tais que
N<LeM<KouN<LeM < K, temos'!

((I)qi’_“,q/L, Oq)Q1,.-.,qK) = L'K'CLK(qllqqulqK) + f(CNM) (542)

e a partir dessa expressdo podemos escolher o valor de C'; x que for necessario para garantir o valor
desejado de (P

mas ja mostramos que ele pode ser obtido facilmente através do valor esperado de O para o estado

oty O, . 4k )- O tnico valor que ndo poderia ser obtido dessa forma seria Cyj,
de vdcuo. Assim, todos as fun¢des-coeficiente C' podem ser obtidas para qualquer operador que
estivermos buscando representar por uma soma de produtos de operadores de criagc@o e aniquilacao.

Antes de prosseguirmos, vamos observar um exemplo de operador escrito como em (5.33). O

®  Aquiusamos [dz §(z —a) = 1.

10" Vale ressaltar que, quando efetuamos as integrais em (5.37), Cf i, que era fungdo dos rétulos de integragdo g}, ..., ¢} e
1, ..., ¢k se torna fungdo dos rétulos de estado G, ..., @1, € G1, ..., Gx» devido ao fato de que [ dx d(z—a) f(z) = f(a).
1" Notamos que f(Cnar) séo os termos relacionados aos Cypycom N < Le M < KouN < Le M < K.
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Hamiltoniano livre se torna:

Hy — / dg a'(q)a(g)E(q), (5.43)

onde a energia E(q) é E(p,o,n) = /|p]*> + m2. Podemos verificar a validade dessa expressdo

aplicando-a sobre um estado multiparticular ®,, . :'"

Ho®y,  qn = /dq a'(q)a(q)E(q)Py,,...qx

N
— [ 4 E@d (@) Y00 )00
r=1

N (5.44)
- / dg B() S ()50 = 0) g0 g s g

r=

—_

N
- Z/dq E(9)6(q = ) Pas...qr 1000510
r=1

onde, na tltima linha, permutamos a particula criada por a'(q) até a r-ésima posi¢io, de modo que o

sinal (4)" ! foi compensado pelo sinal dessa dltima permutagdo. Efetuando agora a integral obtemos:!?

N
Hoq)qum,qw = § E<QT')®¢]17~-~(Ir71,qr»‘Ir+lv-~~7QN

r=1

N
(5.45)
HO(I)Ql,m,QNZ ZE<QT> (I)!h,n-,tIN

r=1

H0®Q1,~~~7QN - [E(Q1) + ...t E(QN)] ®q17--~7‘ZN7

que € o resultado desejado para a atuacdo do Hamiltoniano livre sobre um estado multiparticular: o
autovalor desse operador € simplesmente a soma das energias das particulas que constituem o estado.
5.1.5 Propriedades de transformacao dos operadores de criacio e aniquilacao

E importante sabermos as propriedades de transformacio dos operadores de criagdo e aniquilagio.

Sabemos de (4.5) que um estado multiparticular se transforma como:'*

12" Usamos aqui as expressdes de atuagio de operadores de criaco e aniquilagdo, respectivamente em (5.12) e (5.15).

13 Aqui usamos uma propriedade do delta de Dirac: [ dz §(z — a) f(z) = f(s).

14" Daqui em diante frequentemente escreveremos uma transformagio genérica de Poincaré como Uy (A, b) em vez de
Us(A, a) para evitar confusdo com os operadores de aniquilacéo.
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U(A, b)®

_ ei(A—lb)u(p§‘+pg‘+...+pg)\/(API)O(AM)O'--(AP/%)O

!/ prm—
P101M1,p202N2...PK 0 N 0,,0 0
DiP3---Pg

x| > DIAW(A,p)) DLW (A, pa))... DL (W (A, py)

X (I)pr’lm;/\pza;m;---pr;nk )

mas também vimos em (5.13) que tal estado pode ser construido pela acdo de operadores de criacdo

sobre 0 vacuo:

D\ proinr Apacnashproing = @ (Ap1oiny)al(Apaoins)...at(Aproyn) @,

Para satisfazer ambas essas equacdes necessdrias para a nossa teoria, € suficiente que os operadores de

criacdo se transformem como:
_ Ay | (Ap)° j _
Us(A, b)al (pon) Uy '(A, b) = e~ (A0wp r Z DI (W (A, p))al(Apon). (5.46)

Podemos mostrar a validade dessa equacgdo considerando, por exemplo, a acdo de Uy(A, b) sobre um

estado @, de uma particula, e aplicando (5.13):"

= Up(A, b)a’ () U5 (A, b)Uy(A, b) Dy
= Uo(A, b)a'(q)Uy (A, b) P
I | (5.47)
= e [R5 00w (4, p)al (g}
Citan),pr | (AP j
— (Ab)up (pO) ZD((;.JU)(W(A,p))q)Ap5'H7

que € o resultado esperado por (4.5).
Vamos obter agora, usando (3.137), a atuac¢do da paridade sobre operadores de criacdo de particulas

de massa nio-nula:'®

15 Aqui usamos U, ' (A, b)Up (A, b) = 1 e a invariancia do vécuo, Uy (A, b)®q = O, da equagio (3.103).
16" Usamos aqui novamente a invariancia do vacuo.
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Pq)p,a,n = nq)Pp,o,n
Pa’T <p7 g, n)q)o = WCLT (Ppa g, ’)”L)(I)O

(5.48)
Pa’T (pa a, n) P_IP(I)O = ,r]a’T (Ppa g, In’>(I)0
PaT (pa a, TL) P_l@o = naT (va g, n)q)[]
Disso segue que:
Pa'(p,o)P~" = na' (Pp, o). (5.49)

Por um processo andlogo obtemos, para a reversao temporal em operadores de criacao equivalentes a

particulas de massa nao-nula:

P:U'ﬂ ( 1)j U(I)'Pp —o,n
Tal ,o,n)Py = ljaaTP,—U,nCD
(p,0,n)Py = (—1) (Pp )P 5.50)
Ta'(p,o,n)T ' T® = (—1)7a’(Pp, —o,n) g
Ta'(p,o,n) T~ = (=1)"7a’(Pp, —0o,n)

Por sua vez, de (3.169) seguem, também pelo processo andlogo, as seguintes propriedades de transfor-

macdo para operadores de criacdo equivalentes a particulas de m = 0:

Pal (p,o,n)P~t = nmeim’aT(Pp, o,n),

. (5.51)
TaT(p, o,n)T 1 = Caneim’aT(Pp, —o,n).

E qtil agora introduzirmos o operador de conjugacdo de carga, C. A carga é uma simetria interna,
portanto, como vimos na Sec¢do 4.2.3, ela comuta com as transformacgdes de Poincaré. Seu efeito
sobre um estado € trocar as particulas pelas suas antiparticulas, as quais t€ém carga com sinal oposto.

Indicamos esse feito por:

Cq)p,o—,n - fnq)p,cr,nca (552)

onde &, € a simetria de conjugacdo de carga, que é uma fase, e o rétulo n¢ indica a antiparticula de n.

A acdo de C sobre um estado de vérias particulas é:

C(I)fh,fn,---,qn = 5152---§nq)qf,q§,...,qga (553)

onde indicamos a notacao:

q; — Di, 0i, M. (5.54)
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A transformacao do operador de criagdo sob conjugacao de carga é obtida também pelo processo que

foi usado ao longo dessa subsegio:!’

Cq)p,a,n - fnq)p,cr,nc
Ca' (p,o,n)Py = SnaT(p, a,n°) Py

(5.55)
CaT (p7 g, n)c_l(:(bﬂ = SnaT (pa g, nc)(b()
CaT (p7 g, n) 1(D0 fn (p> g, nC)CDlL
de onde segue:
CCLT (pv g, n)c—l = gnaT (pv a, nc)' (5.56)

Encontramos as transformagdes dos operadores de aniquilagdo tomando o adjunto das transfor-
macdes dos operadores de criagdo. Para transformacdes de Poincaré, tomamos o adjunto de (5.46) e

obtemos:

Uo(A, b)a(pon)Ud (A, b) ,/ Z (Apon) D9 (W (A, p))etiA D"

Up(A, Ba(pon)Uy (A, B) = e+i0™ 01" (Ap 5 3 D OV o),

(5.57)

onde identificamos que o termo D*\) ¢ a inversa de DY), ja que D é unitério.
Quanto a paridade, reversao temporal e conjugacio de carga, tomamos o adjunto de (5.49) e (5.50),

que se referem a particulas de m # 0:

Pa(p, o, n)P

nna(Pp,o,n), (5.58)
= (-

Ta(p,o,n)T™ 1)Y~%a(Pp, —o,n). (5.59)
Para particulas de massa nula, o adjunto das equacdes em (5.51) fornece:

Pa(p,o,n)P~" = 1;,e7™a(Pp,0,n), (5.60)
Ta(p,o,n)T ' = eT™a(Pp, —o,n). (5.61)

Por fim, o adjunto de (5.56) da:

Ca(p,0,n)C"" = &a(p, 0, n%). (5.62)

17 Notemos que o vicuo também é invariante sob a acdo da conjugacio de carga jd que ele ndo carrega nenhuma carga
nao-nula.
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5.2 DECOMPOSICAO EM CLUSTERS DA MATRIZ-S

E um principio fundamental da Fisica que experimentos suficientemente distantes devem apresentar
resultados independentes. Se isso ndo fosse verdade, ndo poderiamos construir qualquer teoria ou
analisar qualquer sistema de particulas sem conhecer detalhadamente todos as caracteristicas de todo o
universo simultaneamente (WEINBERG, 1995, p. 177).

No contexto da matriz-S, essa necessidade fisica se traduz no Principio da Decomposi¢do em Cluster
(PDC), que diz que se ./ processos fisicos oty — (1, 9 — o, ...,y — [ envolvendo uma ou
mais particulas ocorrem em .4 locais muito distantes, entdo a matriz-S é fatorizavel. Matematicamente
escrevemos que, se, para todo i # 7, todas as particulas nos estados «; e (; estdo muito afastadas de

todas as particulas em todos os outros estados «; € 3;, entdo:

S/Bl—l—ﬁg-i-...-i—ﬁdy,a1+o¢2+...+o¢w — Sﬂlal X Sﬁgag X ..o X Sﬁwady (563)

Como probabilidades de eventos ndo correlacionadas se multiplicam, isso significa que a fatoracao é
suficiente para descrever a ocorréncia de um conjunto de processos a grande distancia espacial entre si.

Podemos também escrever

Spa = Z (:l:)Sﬁclalsg’;aZ..., (5.64)
PARTES

onde a soma é sobre todas as formas de separarmos as particulas nos estados « e 5 em clusters
ay, sy, ... e B, Po, ..., respectivamente,'® enquanto o sinal () é responsavel pelas mudangas de sinais
que podem surgir da permutagdo de férmions.

Vamos reescrever (5.64) como:

Spa =S50 + Y (£)S5 0S50 (5.65)

PARTES/

onde agora o somatério € sobre produtos de dois ou mais elementos, ou seja, explicitamos o termo Sga,
que envolve simultaneamente todas as particulas em « e 3. Se supomos que os elementos S Ca em
(5.65) foram escolhidos de modo que eles satisfazem (5.64) para qualquer niumero de particulas menor
do que uma certa quantidade /N, podemos escolher o elemento conectado Sﬂca em (5.64) de modo a
obtermos qualquer valor desejado de Sg, para estados de N particulas. Assim, podemos escrever
qualquer matriz-S na forma dada em (5.64)." Dizemos portanto que a definicdo de S© é recursiva.
Vamos expandir a explicagdo do pardgrafo anterior com um exemplo explicito. Se os estados a e 3

forem ambos estados de uma particula, de rétulo ¢ e ¢’ respectivamente, queremos que o elemento de

18 A mudanca de ordem dos clusters ou das particulas dentro de um cluster ndo sio contados como formas distintas para
efetuacdo do somatdrio.

19 Observe, contudo, que para isso precisamos também do elemento Sgo. O elemento de matriz vdcuo-vdcuo é Sp o = 1,
e sua parte conectada é dada por 5’6’:0 = 0. Pode parecer haver uma inconsisténcia aqui, mas isso ocorre porque a
equagio (5.64) ndo pode ser utilizada para a matriz Sp o (WEINBERG, 1995, p. 179).
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matriz-S que os conecte seja:?°

S5, = Seq =164 —q), (5.66)

pois ndo teremos parte conectada além da que envolve todas as particulas dos estados inicial e final
simultaneamente. Agora, se o e 3 forem estados de duas particulas, respectivamente ¢, g2 € ¢}, g5,
temos, de (5.65) e (5.66):

S‘Ii‘h 9192 q1q27q1q2 + Z 5/31041 552042
PARTES’

=59, +55 .85 +89 5S¢

q1q2 q1q2 ql q1 q2 q2 QQ q1 q17qz

= SG r aras T+ 0(d1, 01)3(gh. @2) = 8(qh, 01)0(d5, g2).

(5.67)

onde tomamos o sinal negativo em =+ caso ambas as particulas sejam férmions, ja que no tltimo termo
permutamos ¢; e ¢,. Essa expressdo mostra que conseguimos construir a transi¢do entre estados de
duas particulas usando o resultado para estados de uma particula. Usando (5.65) novamente obtemos,

para estados de trés particulas:

Sq’lqéq§,7q1q2q3 SS + 5<q - QI)S

q1q2q57Q1Q2% Qqu 49293

+0(¢y — ¢1)0(q5 — q2)0(q3 — q3) & permutagdes, (5.68)

+ permutacdes

onde as permutacdes sdo sobre os rétulos de particula conforme o modelo do termo precedente.
Percebemos que, de modo similar ao caso anterior, podemos usar os resultados de S5, € Sq ¢t g100
que obtivemos respectivamente em (5.66) e (5.67) para que a determinagdo de Sy, 14t g142¢5 dependa
apenas da escolha de SqC; a1 a205° Podemos repetir esse processo para grupos de quatro, cinco, seis...
particulas, refor¢cando o argumento de que a matriz-S pode ser escrita como em (5.64).

Da maneira recursiva que definimos a parte conectada ng 8 da matriz-S, ela serd nula caso ndo haja
interacdo envolvendo todas as particulas nos estados «;; € 3; simultaneamente. Isso pode ocorrer, por
exemplo, se algum subconjunto ndo-vazio dessas particulas estiver muito distante de todas as outras.
E a matriz-S escrita como em (5.64), portanto, que respeita a0 PDC, ji que ela explicita todos os
subgrupos de particulas que podem interagir entre si € nos permite zerar os termos em que as particulas

estiverem muito distantes e ndo interagirem de forma conjunta.

5.2.1 O PDC no espaco de momentos

Formulamos o PDC como a necessidade de que Sga despareca se qualquer particula nos estados
a ou [ estiver muito distante de qualquer outra. Essa é, contudo, uma condigio espacial, e temos

desenvolvido nosso trabalho até agora sobre o espagco dos momentos. Momento e posi¢do nao

20" Estamos considerando que esses estados de uma particula nio interagem com o vécuo.
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comutam, mas podemos transitar entre os autoestados da posi¢dao e do momento com uma transformada

de Fourier:?!
C _ 3.4 33 71 13 13 iph @l iphexh il edl —ipheah
Sx "l T = /d pld p2...d p1d°ps.. Sp .. ,ppo,,,epl 1pP2 %y o~ WL, —1P2 ¥y (5.69)

A invariancia translacional exige que os elementos S§ , assim como a matriz-S, dependam apenas
da diferenca das posi¢des entre as particulas, e portanto ela ndo muda caso os diferentes x; variarem
mas mantiverem sua diferenca constante. Aplicando uma translagdo U(1, a) em (5.69) obtemos:

U(1, a)SxCBx =U(1,a) / d3p5d3paS§;p e'P3 B o~ Wa-Ta
(5.70)
S

_ 3 3 zaup —p C ng-fg — P& Lo
w6+axa+a—/d pad’pae” P 65 e~ Parte

A invariancia da agdo de translagdes sobre estados de vdrias particulas também levam, como vimos

no capitulo anterior,?

a uma consequéncia no espaco de momentos: Sg, deve ser proporcional a
um delta tridimensional de conservacdo de momento, e portanto impomos também essa condi¢ao
sobre S§,. Como a translagdo em (5.70) € aplicada de forma igual a todas as particulas, a invaridncia
translacional € mantida. Também precisamos que Sga seja proporcional a um delta de conservagdo de
energias, como requeremos para Sg, em (4.179) devido a construcdo da teoria de espalhamento. Essas

observacdes culminam em:

S]i,pQ, PLP2se = (53(p_i/ —|—p_é/ + ... — p_i — p_é — )5(Ei + Eé + ... — E1 — E2 — ...)Cpll,p/wm’php%m.
(5.71)

A conservacao do momento é, portanto, o equivalente sobre o espaco dos momentos da necessidade de
que haja invariancia translacional da interacdo (WEINBERG, 1995, p. 181-182). Para preserva-la,
contudo, precisamos impor sobre os coeficientes Cy 11 .y p,.... @ condi¢do de que eles ndo contenham
deltas adicionais de conservagdo de momento. Caso ndo impuséssemos essa hipétese, os C’s poderiam
manter invariante 0 momento de algum subconjunto de particulas, o que, no espaco de configuracio,?
significa que esse subconjunto de particulas poderia ser transladado para longe das outras, mantendo a
distancia das particulas do subconjunto fixas entre si, sem que a parte conectada Sga fosse a zero, o que
violaria o PDC. Podemos portanto afirmar que o PDC equivale a necessidade de que os elementos

conexos da matriz-S sejam proporcionais a apenas um delta de conservacao de momento.

21 Os rétulos o e n sdo omitidos pois eles ndo tém importincia nessa subsecio. Notemos também que as exponenciais

relacionadas aos estados out tém sinal positivo pela sesquilinearidade do produto interno: (A, 1)) = A*(d, V).
22 Mais especificamente, nos desenvolvimentos que culminaram na equacio (4.74).
23 Iss0 é, o espago de .
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5.2.2 Estrutura da interacio

Sabemos, dos desenvolvimentos da subsec¢do anterior, que a forma da matriz-S que satisfaz o PDC
¢ aquela descrita em (5.64). Precisamos saber, portanto, quais as condi¢des sobre o Hamiltoniano
completo  para que ele leve a matriz-S com essa forma. Como H atua sobre o espago de Hilbert e
vimos que qualquer operador nesse dominio pode ser escrito como uma combinagdo de operadores de

criacdo e aniquilacdo, escrevemos:

H=Y Y /dqi.-~dQGvdq1.-.qu a'(qy)..a'(qy) alarr)-.a(@) Par(als s Qs a1y s Qo)

N=0 M=0
(5.72)

Esse hamiltoniano ird satisfazer o PDC se os coeficientes h ), forem fungdes que contém apenas um

delta de conservacdo de momento, ou seja:

/ ! ! / / !
hNM(plalnlv <y PNONT N, P101T01, ---upMUMnM) =

(5(3)(]5;1 + .. —i—ﬁN — P — ... = ﬁM)ﬁNM(pllain'l, ey DNONT N 1O, o, DO ), (5.73)

onde 08 Ay N30 possuem nenhum delta. No restante dessa se¢do iremos provar essa afirmacao.
Partimos da forma perturbativa dependente do tempo do operador .S — a série de Dyson — como

obtivemos na equacdo (4.226):

S=1+ i (=0)" /Oo dty...dt, T{V (t,)..V (t,)}. (5.74)

Vamos aplica-la em (4.49):

Sﬁa - (q)ﬁ’? S(I)a>

- (%, @a>

= (Pg, 0a) + > (i) /_OO dty..dt, (Pg, T{V (t1)..V (tn) }Pa)

1+ f: (=" /Oo dty...dt, T{V (t1)..V (t,)}

2. (5.75)
—5i—a)+ Y (_ni!)" /_OO dtr...dty (B, T{V (0)..V (£) } Do)

onde na dltima linha simplificamos a notac¢do considerando que o termo de n = ( no somatdrio serd

d(8 — «). Sabemos de (4.15) que o Hamiltoniano completo H ¢é dividido em uma parte livre H, e um
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termo de interacdo V, e que, de (4.215):
V(r) = eforye o, (5.76)

Sabemos de (5.13) que os estados @, e 3 em (5.75) podem ser escritos pela atuagdo de operadores

de criacdo sobre o vacuo. Com isso podemos escrever:

Spa =3 E / " byt () (8) B, T{V(1)...V (t,)}al () D)

o0

(5.77)

_y / "ty dty (90, a(BYT{V (1), V (1) bl (0)Dy)

onde os operadores a'(a) e a'(3) indicam o produto dos operadores de criagio de todas as particulas
dos estados « e /3, respectivamente.?* Sabemos também que o operador V, assim como qualquer outro
operador, pode ser escrito como uma soma de produtos de operadores de criacdo e aniquilagdo, como
em (5.33). O resultado disso é que temos, nos integrandos de Sg,, valores esperados de um produto de
operadores criacdo e aniquilagdo sobre o vacuo.? Para ilustrar esse fato, escrevemos, de forma nio

muito pratica:?®

eit1 [ daa’(q)a(a) E(q)

Sga=0(B—a)+ > (_n?n /_OO dty..dt, (@0, a(ﬁ)T{

n=1

X (Z Z /dqi...dqjvdql...quaT(qi)...aT(qfv)a(qM)...a(ql)”//NM> o—it1 quaT(tI)a(tI)E(q)]

N=0 M=0

.. [eit"quaT(Q)“(Q)E(q) (Z Z /dqg...dqﬁvdql...quaT(qi)...aT(qﬁv)a(qM)...a(q1)7/NM>

N=0M=0

% e—itnquaT(q)a(q)E(q)] }QT(Q)%), (5.78)

Podemos tomar o termo a(S8)T{V (t1)...V (t,) }a'(a) em (5.77) e passar todos os operadores de

criacdo para a esquerda dos de aniquilacao. Sabemos de (5.27) que:
a(q')al (q) = 6(q' — q) £ a'(q)a(q), (5.79)

portanto os termos a'(q)a(q’) serdo anulados, pois depois de termos passado todos os operadores de

24 Note que se ®5 = Dyt ah...aly,» a'(B) = a'(q})a’(g3)..a'(¢ly,), mas quando tomamos o adjunto a ordem dos

operadores € invertida e portanto: a(8) = a(ql,)---a(q3)a(q}).
Lembramos que o valor esperado de um observavel A em um estado ¥ é dado por (¥, AV), como vimos em (2.40).

Aqui usamos a forma de H definida em (5.43) e escrevemos V numa forma como o operador genérico (5.33), com
coeficientes Vi r.

25
26
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aniquilacdo para a direita eles estardo operando diretamente sobre o vacuo, e sabemos de (5.16) que:
a(q)¥y = 0. (5.80)

Assim, ao fim do processo em vez de a(B)T{V (t;)...V (t,)}a'(«) teremos uma soma de produtos de
deltas, possiveis sinais + que decorrem da permutacdo de férmions e coeficientes decorrentes de V()
e (—i)"/(n!).

Para prosseguir a andlise, vamos visualizar a constru¢do de um diagrama para simbolizar os deltas
que sdo produzidos, em cada termo, no processo de reorganizacdo dos operadores e obtengdo dos
deltas. Esse diagrama € construido de forma que: (WEINBERG, 1995, p. 184)

* primeiro desenhamos n vértices para cada operador V' (¢);

* para cada delta produzido quando um operador de aniquila¢do em um V' (¢) passa por um de

criacdo em a' (), desenhamos uma linha debaixo do diagrama até o vértice;

* para cada delta produzido quando um operador de aniquilagdo em a(3) passa por um de criagdo

em V' (t), desenhamos uma linha do vértice até acima do diagrama;

* para cada delta produzido quando um operador de aniquila¢do em um V' (¢) passa por um de

criagdo em outro V' (), desenhamos uma linha unindo os dois vértices;

* para cada delta produzido quando um operador de aniquilagdo em a(3) passa por um de criagdo

em a'(q), desenhamos uma linha de baixo a cima, cortando o diagrama.

Cada linha nesse diagrama reforca a conservagao de momento durante o processo de interacao. O
diagrama assim construido é dito conectado se todos os pontos estdo ligados por uma sequéncia
de linhas. Um diagrama ndo conectado se divide em partes conectadas, e o operador V' (¢) de uma
parte conectada comuta com os V' (¢) de todas as outras partes, pois se ndo comutassem terifamos a
criacdo de um delta e eles estariam numa mesma parte conectada. Essas partes conectadas equivalem,

efetivamente, aos clusters. Com isso em mente, podemos escrever:

v

(@5 TV () VEDIB) = > 3 () ][, TV (1) V1, )} o0)e, (581)

PARTES ny..Np j=1
ni+

1+...4+n,=n

onde o somatdrio é sobre todas as formas de separar as particulas em « e 3 e os operadores V' (t) em v
clusters, sendo o j-ésimo cluster composto pelas particulas iniciais «;, finais /3; € pelos n; operadores
V(t), V(tjnj ). Isso significa que os n operadores V' (t1), ..., V (t,,) se dividem pelos j clusters e
assim, no caso j = v:

n=mn;+..+n,, (5.82)



126

e também que os conjuntos de particulas « e (3 sdo tais que:

a=oU..Uaqa,,

B=p4U..UB,.

(5.83)

Alguns termos em (5.81) podem equivaler a n; = 0, caso em que ndo temos nenhum operador e
portanto nenhum vértice. Isso equivale ao caso em que desenhamos uma linha conectando o diagrama
de baixo a cima, o que equivale a §(; — «;), o que € consistente com a nog¢éo de que um produto
vazio é igual a 1. O subscrito C' em (5.81) reforca que os operadores V(t;) e as particulas em o e f3;
estdo todos conectados por linhas no diagrama.

Queremos aplicar (5.81) em (5.77). Observamos que todas as integrais em ¢ sdo de —oo a oo,
entdo os t's ndo tém interdependéncia e ndo importa quais sdo movidos a cada cluster. Além disso,
o somatdrio sobre os clusters nos rende um fator n!/(ni!ns!...n,!) igual ao nimero de formas de
se distribuir n vértices por v clusters, onde os nimeros ni, no, ..., n, sao o ndmero de vértices nos

primeiro, segundo... até v-ésimo clusters. Com isso, podemos escrever:

©  \p I v oo
Spa=3 ( nz') S Y —nl!nz...nu! Hl / ) dt,...dt;,
o

= : ni...n
n=0 PARTES n1+...+n’;:n

x (@Bj,T{V(tjl)...V(tjnj)}%j)c . (5.84)

Podemos escrever (—i)™ como (—i)™...(—i)™ e passa-lo para dentro do somatdrio, e em vez de
somarmos sobre n e depois somarmos sobre 1, até n,, com a restricao n; + ... + n,, = n podemos

somar sobre cada nq, ..., n,. Com isso escrevemos:

! oo
5= Y B YT H T /mdtﬁ.,.dtjnj

PARTES n=0 ni...Ny
ni+.. +nu—n

x (cbﬂj,T{V(tjl)...V(tjnj)}%j)C

- Z (:I:)];[Z Z <_7;1)|7;2|(:7/7;); : /OO dtﬁ"'dtjnj

— ni..n
PARTES 0 n1+.‘.+nl;,:n

< (@, TV (E) -V (85,00, )
-3 (j:)ﬁ -~ () /_oo dty,...dt;, (¢5j,T{V(tjl)...V(tjnj)}@aj>c

n;!
PARTES j=1lmn;=0 7 0

(5.85)

Sabemos de (5.64) que:
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Spa = > (£)S5 0550 (5.86)

PARTES

e comparando essa equagdo com o desenvolvimento recém obtido em (5.85) podemos reconhecer o

elemento conectado Sg,a b
7=

> i) oo
s =Y ( )' / b, ..dt;, (cpﬁj,T{V(tjl)...V(tjnj)}%J)C. (5.87)

n—0 40 J-oo
Isso nos da outra interpretacdo para Sﬁca: esse termo € a soma das contribui¢des da matriz-S em que
cada operador V() estd conectado a todos os outros e a todas as particulas nos estados « e 3 por
sequéncias sucessivas de criacao e aniquilagdo.

Voltando a representagdo de (®gz, T{V (t1)...V(t,) }®,) na forma de diagrama, vimos que cada
vértice e cada linha equivale a um delta de conservacdo de momento, mas também discutimos, na
Secdo 5.2.1 que Sga deve ser proporcional a apenas um delta de conserva¢do de momento, na forma
0 (P~ p).

Vamos analisar essa questdo usando, finalmente, a forma do Hamiltoniano completo H que foi
proposta no comeco dessa sec¢ao, nas equacdes (5.72) e (5.73). Cada coeficiente h ), da expansao de
H & proporcional a um tnico delta tridimensional de conserva¢do de momento. Como estabelecemos
em (4.15), H = Hy + V, e o Hamiltoniano livre H, também deve ser proporcional a um delta de con-
servacdo de momento, ja que ele o conserva por ser um termo que ndo pode abranger interacdes. Desse
modo, se essa condicao vale para H, V' também pode ser expandido com coeficientes proporcionais a
um Unico delta de conservacdao de momento. Isso significa, no diagrama, que cada vértice corresponde
a um delta de conservagdao de momento. A maioria dos deltas que temos no diagrama, contudo, fixam
o momento de particulas intermedidrias da interacdo. Os momentos que nao sao fixados sdo aqueles
que correm em loops, ou circulos, de linhas internas da parte conectada. Um loop é composto por
linhas que, se cortadas, ndo tornam desconectada a parte conectada a que pertencem. Definimos o
nimero L de loops como o nimero de linhas que podem ser cortadas simultaneamente sem tornar a
parte em questdo desconectada.

Ha uma identidade topoldgica que diz que qualquer grafico constituido de C' partes conectadas, L
loops, I linhas internas ae V' vértices respeita (WEINBERG, 1995, p. 187):

V-I+L=C. (5.88)

Um elemento conectado Sﬁca equivale a apenas uma parte conectada, C' = 1. Temos entdo V' fungdes
delta, das quais / — L fixam momentos intermedidrios, restando entdo V' — (I — L) deltas para fixar os
momentos inicial e final. V' — (I — L) =V — [ + L = C = 1, portanto temos apenas um delta de
fixacdo de momentos inicial e final em Sga, como queriamos provar. Para ilustrar e exemplificar esse

raciocinio, a Figura 4 representa um diagrama constituido de dois vértices, uma linha interna, nenhum
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Figura 4 — Diagrama constituidode V =2, =1, L =0e C = 1.

3

v, /

Vi

¥

fonte: Produgdo do préprio autor.

loop e uma tnica parte conectada.
Assim mostramos, nessa se¢do, que a necessidade de que experimentos muito distantes tenham

resultados ndo relacionados se satisfaz com o Hamiltoniano completo na forma:

H=Y Y /dq’l--d%vdql---qu a'(q1)-.a'(qy) alqur)--a(@) Paar(gis oo s @1 s ),

N=0 M=0

onde os coeficientes hy ), contém apenas um delta de conservagdo do momento. Observe que os
desenvolvimentos que fizemos com o fator de interagdo V' construido de operadores de criacdo e
destruicdo implicam a interacdo ser mediada pela acdo de particulas intermedidrias, as quais nao
podem ser observadas devido a propria natureza da interacdo: s6 podemos observar os estados inicial e
final de uma interacdo. Se a interacao ocorre mediante a acdo de particulas intermediérias, estamos
fazendo uma afirmacgao contra o principio da acdo a distancia, e € interessante ter em mente que o

desenvolvimento que estamos fazendo em dire¢do a introdu¢ao do campo quantico traz essa implicagdo.
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6 CAMPOS QUANTICOS

O Capitulo 4 nos forneceu a estrutura da matriz-S que torna as interacoes escalares de Poincaré.
Essa € uma necessidade de carater fisico pois o estado fisico final de uma interacdo nao pode ser
composto de particulas diferentes dependendo do referencial, embora, como observamos no Capitulo
3, possa haver quebra na determinacio da projecdo de spin ou helicidade dependendo da mudanca feita.
No Capitulo 5, por sua vez, analisamos as condi¢des que o Hamiltoniano completo H deve satisfazer
para que a matriz-S respeite o Principio da Decomposi¢do em Cluster (PDC), que corresponde a
necessidade de que experimentos distantes apresentam resultados independentes. Nesse capitulo,
iremos usar os operadores de criagcdo e aniquilacdo para construir campos de criacio e aniquilagdo, e
esses campos serdo usados para construir finalmente a interacdo de modo que respeite a invariancia de
Poincaré e ao PDC. Com esses campos construimos outros campos, 0s quais equivalem, efetivamente, a
propagacao das particulas no espago-tempo. Construiremos por fim, campos que descrevem particulas

massivas de spin-0 e spin-1.

6.1 CAMPOS LIVRES

Na Secdo 4.4.1' vimos que a matriz-S ser4 invariante de Poincaré se o termo de interagdo V (¢)?

puder ser escrito como:

V() = / B (L, F), ©.1)

onde 7 (t,Z) é um escalar de Poincaré, no sentido que ele se transforma como:?

Uo(A, a) 2 (2)Us (A, a) = 2 (Ax + a), (6.2)
e estd sujeito a condigdo de microcausalidade:*
[ (x), #(2")] = 0se (x —2')* < 0. (6.3)

Para que a matriz-S respeite ao PDC, também queremos que o Hamiltoniano completo H seja
construido como uma soma de produtos de operadores de criagdo e aniquilacdo e coeficientes que
contenham apenas um delta de conservacdo de momento, conforme a equacao (5.72). Essa condicao
sobre H se estende a V', e portanto também a V' (t) e a S (t, 7).

Precisamos portanto construir o termo 77 (¢, Z), um escalar, de operadores de criagdo e aniquilagao,

mas esses operadores se transformam a partir de matrizes D que sdo funcdes de seus momentos, como

Equacgdo (4.233).

V(t) = exp(—iHot)Vexp(iHot), da equagdo (4.215).
Equacdo (4.234).

Equacdo (4.238).

H = Hy + V, daequacdo (4.15).

w R W N =
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vimos na Sec¢do 5.1.5 e portanto € dificil construir quantidades explicitamente escalares a partir deles.

Para facilitar esse problema, vamos introduzir os campos de aniquilagdo ;" (z) e criagdo ¢, (z):

= Z/d3p w(z;p,0,n) a(p,o,n),
:Z/d:’)p vl(x;p70-7n) CLT<p,0‘77’L),

onde u; e v; sdo coeficientes escolhidos de modo que os campos se transformem pela multiplicacdo

(6.4)

por uma matriz:

Uo(A, a) Vi (z)U, ZDU F(Az +a),

(6.5)
Uo(A, a)¥; (z) Z DA™Y (Az + a),

para que possamos respeitar (6.2). Vamos tomar a equagio para Uy(A, a) ¥} (z)U; ' (A, a) e aplicar

uma segunda transformagio, por Uy(A, @):

Uo(A, @) [Us(A, @) ¥} (2)Uy M (A, a)] Uy ' (A, @) = Ug(A, @) Z DA™V (Az +a) | Uy '(A, a)

= Z DA Z Dy(A H(AAx + Aa + a)

_ Z [Z DAY Dy(A™) \Illir(/_\Ax + Aa + a).
(6.6)

De (6.5) a transformagdo de W;" () por Up(AA, @ + Aa) é
Uo(AA, @+ Aa)¥) (2)Us (AN, @+ Aa) = > D((AA) )W (AAz + Aa + a), (6.7)

onde trocamos a varidvel muda [ por . Essa transformacao nos permite facilmente comparar (6.6) e
(6.7) e obter:

(6.8)

0 que prova que os D’s sdo representagdes do grupo de Lorentz. Podemos tornar isso mais claro
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substituindo A~ — A e A~ — Ay
D(A)D(As) = D(AAy). 6.9)

Existem vdrias representacdes que respeitam essa forma, incluindo a representacao trivial sobre
escalares D(A) = 1 e a representag@o sobre vetores D(A)* , = A* . Aqui ndo precisamos, neces-
sariamente, que os D’s sejam representacdes irredutiveis, € eles podem ser um produto externo de
representacdes irredutiveis formando uma diagonal de blocos.

Com esses campos, poderemos escrever a densidade de interagdo ¢ (x) como:

- Z Z Z glll__‘%llmlM\IJl_,l(a:)...\If;gV(x)\If;;(m)...\Ill_M(x) (6.10)

NM lll“'l§\’ ...y

e isso serd um escalar se as constantes g forem covariantes por transformagdes de Lorentz:

Z Z Dl/l/ Dl/ l/ (A_I)Dllil (A_l)"'DlA[[]y[ (A_l)glll...l/N,llmlM = giaisvviliﬂf (611)

6.1.1 Transformacao dos campos de criacio e aniquilacio

Para estudarmos os D;; precisamos obter outra expressdo para uma transformacgao de Poincaré sobre
os campos ;" e U;". Sabemos de (5.46) e (5.57) que os operadores de criagdo a'(g) e aniquilagdo

a(q) se transformam como:

« [ (Ap)
Uo(A, b)a(pon)Us (A, b) = eTiApub p ZD ) (W (A, p))a(Apan),
(6.12)
Us(A, b)at (pon)Uy (A, b) = Ap)“b“” Ap ZD(]") W (A, p))a'(Apon).
As matrizes DC(—,];L) s30 unitdrias, e portanto:
DI (W (A, p)) = D3 (W (A, p)). (6.13)
€ escrevemos:
U BpalpomUs ' (4,) = e+ EEE S D 0014 (o),
(6.14)
Us(A, b)at (pon)Uy L (A, b) = e~ AP Ap ZD j”) A, p))a' (Apan).

Sabemos que o elemento d®p/p® € invariante de Poincaré.® Isso significa que:

6 Equacio (3.64).
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_dp o, dAp)

Wk .
P=0 P = app?

(6.15)

Vamos aplicar esses resultados. Seja uma transformacgdo de Poincaré Uy(A, b) sobre o campo de

aniquilagio em (6.4). Usamos o termo de integracdo em (6.15) para escrever:’

DD )05 00 = A T | [ Ep wtaip, o) ot m] U5 (00

an

= Up(A,b) Z [/ d(jg;})?po w(x;p,o,n) a(p, o, n)] Us LA, b) (6.16)

— Z/ Ci/gﬁ)?pﬂ w(z;p, 0,n) Ug(A, ba(p, o,n)Uy L(A, b),

an

e aplicamos a transformacio de a(pon) em (6.14) para obter:

p w(z;p,o,n) eTiAP)u ”

< 3050V (A palapern)

Uo(A, D)W (2) Uy H(A, b) = Z/

0
_ 3 ) +i(Ap) b* p
=3 [ ) wlaip o) e [

oon

Os mesmos passos em Uy(A, b)¥; (z)U; ' (A, b) nos rendem:

0
Us(A,b)W; (2)Uy (A, ) Z/d3 Ap) v(x;p, o, n) e AP (fp 5

x D9 (WA, p))a(Apan). (6.18)

oon

Vamos agora abrir (6.5):
Uo(A,0)¥; () Z Dy(A ; (Az + D)
YIS / P(Ap) Az + b Ap, 7, n) a(Apn)  (6.19)
I3 on

= Z/dg(Ap) Dy(AYup(Az + b; Ap, 5, n) a(Apon).

7 Observe que Uy é um operador de transformacio sobre estados fisicos, portanto agindo sobre estados e outros operadores,

como os de criag@o e aniquilag@o, e ndo transformam coeficientes como ;. Contudo, lembramos que se os operadores
Uy fossem antiunitdrios eles trocariam o sinal da parte complexa desses coeficientes.
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Se compararmos esse resultado com o desenvolvimento que fizemos em (6.17), reconhecemos:

Z/dg(/\p) Di(A™ug(Az + b; Ap,5,n) a(Apon) =

0 ,
Z/ (Ap) w(z;p,o,n) etihpt! &T)()D(gjﬁ)(W_I(A,p))a(Apén), (6.20)

oon

de onde tiramos:

) 0 .
D Db b+ Ap,5,m) = 3 St o) A D (W (Ap)). (621)

- (Ap)°
Podemos trocar os indices o e 7, e também [ e [:
) 0 .
Z Dy (A D (Az + b; Ap, o,n) = Zu;(x;p, g,n) eTApub” &TWD((,];’)(W_I(A,]))). (6.22)

g

Observamos agora que:®

WA, p) = (L™ (Ap)AL(p)) ™"
= L7 (p)A ' L(Ap)
= L YA TAp)A T L(Ap)
— W(A™Y, Ap).

(6.23)

Portanto:

) , 0
ZDU Du(Az +b; Ap,o,n) = ug(w;p,a,n) AP ( fp)onm (W(A™", Ap)).

o

(6.24)

Agora trocamos A — A~!:

A +i(A™1p)bH p° (jn
ZDZZ Jur (A~ e+ b AT p,o,n) ;Ul(%pva»n)@ S (A—1p>ODUU (W(A AT P))

(6.25)

Isso nos permite por fim trocar v — Ax — Abe p — Ap:

o (Ap)O
ZDH Jur(w; p,on) = Y ug(Ax — Abs Ap,7,n) et (]Tﬁ)fo;)(W(A,p)). (6.26)

8 Usamos aqui a definigio de W (A, p) em (3.50).
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Agora substituimos b por —A~1b:
ZD” Ju(w;p,o,n) =Y u(Ax+b; Ap, 6, n) e A"

(Ap)?
pO

ZDZZ Jw(z;p,o,n) = Zu;(Ax +b;Ap,a,n) e~ i(Ap)ub"

o

DY (W (A, p))

(Ap)®
pO

\ ( o ZDZZ Jur(w;p,o,n) =Y u(Az + b; Ap, 7, n) DS (W(A, p)).

o

DY (W (A, p))

(6.27)

Que é uma forma que torna a andlise do problema mais f4cil. Fazendo o mesmo processo para o campo

de criagdo ¥, obtemos o par de equacdes:

/(A;) +i(Ap) . bH ZD” Jw(x; p,o,n) Zul (Ax + b; Ap, 7, n)D (W(A D)), (6.28)
\/ ( i ZDll Ju(z;p,o,n) = ZUZ(A:U—I—I) Ap,a,n)Dz] (n (W(A p). (6.29)

o

Sdo essas duas equagdes que iremos utilizar para analisar as condi¢des que devem ser respeitadas pelos

coeficientes u; € v; na subsecao seguinte.

6.1.1.1 Transformacgdo dos coeficientes

Vamos analisar o efeito de translacdes, boosts e rotacdes sobre as equagdes (6.28) e (6.29), que
dizem respeito aos coeficientes u; € v;.

Transla¢oes. Tomemos A = 1 e b arbitrario em (6.28):

/ P i ~ in
W6+ Pub ZDZl(l)ul<xapv g, n) = ZU[(ZL‘ + b;p,O’,Tl)Dé{,)(W(l,p))
l

g

M PN " Sy p,on) = > u(w + b p,0,1)650 (6:30)
l I

+1 pu bt

e ug(z;p,o,n) = up(r + b;p,o,n).

Podemos satisfazer essa equacdo tomando

Uy ([E, b, 0, TL) = 6Z‘p.$ul (p7 g, n)7
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mas, por convencao (WEINBERG, 1995, p. 195), vamos optar por:

w(z;p,o,n) = (2m) 732 Py (p, o, n). (6.31)
De modo andlogo para v; temos:

vz p, o,n) = (2m) 3 2e Py (p, o,n), (6.32)

e portanto nessa situacdo os campos sdo transformadas de Fourier:

UH(z) = 2(271')_3/2/d3p w(p,o,n)etP a(p,o,n),
o (6.33)
U (x) = 2(27?)3/2/61319 vi(p, o,n)e”"P%al (p, o, n).

an

Voltando com (6.31) na equacgdo de transformacgdo de u; em (6.28) temos:

0 .
(fp)oeﬂ(Ap)ubu Z DZZ(A)(QW)_3/2€+})'$UZ(]9, o, n) _ Z(2ﬂ_>—3/26+(Ap)~(A$+b)ui(Ap7 G, n)
l —

g

x DY (W (A, p))

0 .
l(f )0€+Z(Ap)ub#ZDl_l<A etre u p,O n Ze (Ap)-(Az) +z (Ap)-b (Ap,o n)
p l

x Dy (W(A, p))

1/ ZD” Juy(p,o,n) = ZUZ(AP,U n)D (W(A p))-

g

(6.34)

Fazendo também o mesmo processo para v; obtemos o par de equagdes:

\ 7o (Ap ZDZZ Jui(p, o, n) Zul Ap, 7, n)D (W(A P)), (6.35)
@/ ZDU yo(p,o,n) = > u(Ap, 5, n) DY (W(A, p)). (6.36)

o

Boosts. Vamos analisar um caso em que p = 0, com um boost A = L(q) que toma uma particula

de massa m do repouso e a leva até um quadrimomento ¢, na equacao recém-obtida (6.35):
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Vs S D@l = 3 wlLalp,o,0) DS (W (L(a). )
\/gZ Du(L{@))un(p, 0,m) = 3 (e, &,m) Dty (W (L), p))-

Fazemos agora duas consideragdes. Primeiro, vemos que L(p) = 1, usando a defini¢do de W em
(3.50):

(6.37)

W(L(q).p) = L™ (L(@)p)L(a)L(p) = L™ (q)L(q) = 1

, (6.38)
— DI (W(L(q),p)) = 00

Também temos um detalhe. Os momentos de que dependem os coeficientes u,;(p, o, n) estdo sempre
condicionados a restri¢do p,p* = m?. Essa massa depende do tipo de particula que o campo propaga,
e portanto ja estd subentendida no rétulo n. Essa restri¢do sobre p* €, na verdade, necessdria para que
possamos usar o elemento de integragdo invariante d®p/p°. Deste modo, vamos escrever u;(p, o, n)

como (P, o, n), 0 que, no nosso caso, é u;(0, o, n). Com isso, e também com (6.38), temos:

7 (6.39)

\/ZizZ Di(L(g))ul0,,m) = ur(d. o m).

Explorando analogamente o resultado para v;, chegamos ao par de equacoes:

0 —
U’Z(Jv g, n) = \/% Z DZI(L(Q))UZ(Ou g, n)7 (640)
l
vi(q, 0, n) \/72 Dy (L o, n). (6.41)

Como p° = m, podemos fazer essa substituicdo e, tendo eliminado as dependéncias explicitas de p,

\/gz Dy(L(q))w(0,0,n) =Y ug(§, 7,n)050

reescrever ¢ como p para levar as equagdes a uma forma mais usual:

ug(p, o,n) = \/> > Du(L( a.n), (6.42)
vi(p, o n) = \/7 > Da(L( o, n). (6.43)

Essas equacgdes sao muito importantes. Por meio delas, conhecendo os coeficientes u; € v; em situacdes

de repouso, podemos obter os coeficientes para qualquer momento tridimensional p.
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Rotacdes. Vamos voltar as equacdes (6.35) e (6.36) com 7 = 0 e com A tal que §y = 0, sendo

P a parte espacial de Ap. Nesse caso, A é uma rota¢do R, e também podemos adotar W (A, p) = R.
Desse modo, (6.35) nos da:

\ s 32 Dal Bt = S w3, DL OV ()
! (6.44)
> Da(Ryu =2 ull,om ) DYy (W(R)).
l

Tomando D(R) como uma rotagdo infinitesimal, obtemos:
Ziﬁlul(ﬁ, Zu n)iJor)
!
2 Sua(@0m) = 3 w0557
!

(6.45)

onde Jgj:) sdo as matrizes de momento angular na representacio DU (R) e 7 sdo as matrizes de

momento angular em D(R). Para v;, usamos (6.36) e obtemos:

> Du(Ryu(0,0,m) = (0, 5,n) D39 (R)
l
> i fa(Ryu(0,0,m) =" (0, 5,n) (135"
l i | (6.46)
> i (R0, 0,n) = > vy(0,5,m) — i
l

> AuR)u(0.0.n) = =Y v(0,7,n)159").
!
O que obtivemos portanto foi o par de equagdes:
Z gl Z (0,3, m)J%, (6.47)
> Ja(R)u(0,0 Z (0, 5, ) J2Um). (6.48)
l

Esses resultados nos mostram que as representa¢des D(R) do grupo de rotagdes — por sua vez contidas
nas representagdes D(A) do grupo de Lorentz — deve conter as transformagdes de spin-j do grupo de
rotagdes DUn) ( R) necessdrias para a descricdo das particulas a que equivalem os campos \Ifli(x) Os
coeficientes 1;(0, o, n) e v;(0, 7, n) contém as informagdes sobre como a representagdo de DU (R) se
encontra dentro de D(R).
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6.1.2 Verificacao do Principio da Decomposicao em Cluster

Vamos voltar ao PDC. Tomemos a densidade de intera¢do em (6.10)° e substituimos nela as

transformadas de Fourier em (6.33):

,é
-y / B Al AP dPpyy (2) SN Z S on i
NM

NS,

3w (ph, ol m e Al (9 o) S w;v@N,o—N,n'N)e PTGl (g, o'y )

! on! / /
o1ny O'NTLN

X Zull(pl,01,n1)6+ip1'xa(p1,al,nl)... Z Uy, (Par, oar, nar)e TP T a(par, oar, mar). (6.49)

o1ni OMNM

Se integrarmos essa expressao em x obtemos V':

V= / &> (x Z / &Cp) ... PPy dpr...dPpy(2m) 2D [ / e

! ! ! / / l T / /
X § : § :gl' Unola - ZME :Ul' p17017n1 (plvo-lanl)"' § Ul},(pN7O-N>nN)a (pN>UN7nN)

! ! ’
W hdv oin) ONT'N

X Zull plaalanl)a(plaalanl)'-- Z ulM<pM7UM;”M)GQ?M;UManM)' (650)

gini oMM M

Identificamos a integral:

/de it tpa =P =P — (9m)35G) (p) L pay — Pl — . — Ply), (6.51)

e voltamos com esse resultado em (6.50) para escrevermos:

V:Z/d3p'1...d3p§vd3p1-.-d3pM Z Z Z Z
NM

/ ! / /
010N O1---OM ny..ny N1 1M

aT(p’l,ai,n’l)...aT(p’N,aﬁV,n’N)a(pl,Ul,nl)...a(pM,aM,nM)”//NM, (6.52)

onde:

INm = 5(3)(171 ooy =P — = Ply)(27) 3_7 (D Z Z Gy Aol

oy il

X vy (p/h 0/17 nll)vlg, (p/Na O-EV’ nlN)ull (p17 01, nl)"'ulM (pMa OMs nM) (653)

e ¥ u ndo contém deltas além do que estd explicito e é fungdo de todos os p's, o's e n's.

Conforme as discussdes da Secao 5.2.2, a forma do termo de interagdo V' em (6.52) é aquela que

’ H(x) = ZN]V[ Zl;...z;v le...zM gl/lv--lkmll-nlM\Ill_’l(m)"'\:[l;gv (f)‘PI(f)‘I’EM ().




139

satisfaz explicitamente o Principio da Decomposicao em Cluster: uma soma de produtos de operadores
de criacdo e aniquilagdo com coeficientes que sdo fungdes suaves dos rotulos de momento. Foi,
portanto, a necessidade de satisfazer simultaneamente o PDC e a invariancia de Poincaré que nos levou
a construir a densidade de interacdo a partir de campos de criacao e aniquilagdo. Ainda precisamos,

contudo, mostrar que podemos respeitar a condi¢do de microcausalidade com esses campos. '°

6.1.3 Condicao de causalidade, simetrias internas e antiparticulas

Vamos definir:

(W (@), 97 ()], = ¥ (@) 97 (y) F 97 ()9 (@), (6.54)

o~

onde os sinais + e — sdo usados caso as particulas criadas e aniquiladas por ;" (z) e ¥; (y) sejam
bésons ou férmions, respectivamente, € vamos usar as relacdes de comutacao e anticomutacdo dos

operadores de criacdo com os de aniquilacdo!! e a transformada de Fourier em (6.33) para obter:

[\I];r(x)’qu’_(y)}; = ZZ(2W)_3/CZ3P d*p w(p, o, n)v(p,&,n)etPre Y

on on

=> > @07 / d’p &°p w(p, o,n)vr(p, 7, n)e " e [a(p, o,n),d' (5,5, 7))

= Z 2(271')_3 / &Ep d&p w(p, o, n)vi(p,7,7)eTPTe PV (p — p')0ys0mn
= 2(27)3/d3p w(p, o, n)vp(p, o, n)e® ==Y,
(6.55)

Essa expressdo ndo é nula para z e y em separagdes do tipo espago'?

, € ndo podemos resolver
esse problema nos limitando a usar apenas operadores de criacao ou de aniquilacdo pois sendo nao
poderemos construir uma densidade de interacao Hermitiana. Nossa solu¢do serd utilizar campos do

tipo:

U (z) = KV (z) + N0 (), (6.56)
com k; e \; ajustados para que:

[0y(2), Ty ()] = [Wi(2), T} (y)]+ = 0. (6.57)

10" Equagdo (4.238): [ (x), 5 (2")] = 0 se (x — 2')? < 0.
""" Equagdio (5.31): a(q)a'(q) F a'(¢)alq) = 6(¢' — q).
2 e, (r —y)? <0.
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Essa equacdo é chamada de condicao de causalidade. Podemos que ela se justifica pois em separacoes
do tipo espaco os campos em x € y devem comutar pois eles estdo a uma distancia espacial que nenhum
sinal, mesmo viajando a velocidade da luz, pode percorrer na diferenca temporal |2° — 4/°|, de modo
que uma medic¢@o do campo W, () ndo pode afetar uma medicao de W, (y) ou \IJlT, (y). Contudo, nem
todos os campos podem ser medidos de alguma forma, portanto a Unica interpretacdo sempre coerente
€ que (6.57) é necessdria para a invariancia de Poincaré da matriz-S (WEINBERG, 1995, p. 198).
H4 ainda outro obsticulo na constru¢do de campos como em (6.56): as particulas criadas e
aniquiladas podem carregar uma quantidade ndo-nula de algum ndmero quantico correspondente
a alguma simetria interna conservada. Tomemos por exemplo a carga elétrica, com operador () e

autovalor ¢(n) dependente da espécie n da particula. Temos:

[Qa a’(pgn)] _Q(n)a(pa g, n),

(6.58)
[Q,a'(pon)] = +q(n)al(p, o, n).

Precisamos que a densidade de interacdo .7’(x) comute com o operador () para que a carga a que ele
corresponde seja conservada. Para isso, é necessdrio que 7 () seja formada de campos que comutam

com () de formas simples, do tipo:

Q. Vi (2)] = —q¥(x), (6.59)

pois com isso podemos construir 57 (x) com campos ¥y, , ¥;,... e U!

mi?

P! ... que correspondem a

cargas de modo que:

qll + 912 + e T Qm1 - sz — e = 0 (660)

Para que um campo V;(x) comute com (), contudo, é necessario que os campos de criagdo e
aniquilacdo carreguem a mesma carga. Ou seja, precisamos que o campo crie uma particula de
q(n) = ¢ e aniquile uma particula de ¢(n®) = —gq,, para que os campos de criacdo e aniquilagdo
comutem ambos com ¢;. Desse modo, para que nossa teoria conserve a carga elétrica ou outras
simetrias internas, precisamos que todas as espécies de particulas que correspondem a quantidades ndo
negativas dessas simetrias possuam uma antiparticula que carrega a mesma carga com sinal oposto, de
modo que nossa teoria possa conservar as cargas.

Dada essa necessidade de conservacgdo de cargas, daqui em diante, em vez de nos focarmos em
campos que criam ou aniquilam varias espécies de particulas de rétulo n;, vamos nos focar em campos
que criam um Unico tipo de particula n e aniquilam sua antiparticula n°. Por isso, as representagcdes
D(A) pelas quais nossos campos se transformam ndo precisam ser irredutiveis, pois caso elas sejam
na forma de diagonal de blocos podemos separd-las em dois blocos que ndo levam um ao outro, um
correspondendo a particula e o outro a antiparticula, pois ndo queremos que uma transformacao de
Poincaré mude a espécie de particula.

Antes de prosseguirmos a andlise de campos escalares e vetoriais, podemos perceber que o campo
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U, (z) definido em (6.56) respeita a equagdo de Klein-Gordon, isso é:
(O —m?)¥y(z) =0, (6.61)
onde [] é o operador d’ Alambertiano, definido por:
0= 0"0,. (6.62)

Verificamos (6.61) usando (6.56) e as transformadas de Fourier em (6.33). Analisamos separadamente:

(O - m*HNY] (z) = (O - m?)\ Z(27r)_3/2/d3p w(p,o,n)et P a(p, o,n)

on

=N ) _(2m)

on

=N (2m)72

d’p w(p,o,n)(0 —m?)e™a(p, o,n)

&°p w(p,o,n)(0et* —m?e* ™ )a(p, o,n)

on

= /\l 2(271')_3/2

on

/
/
/
— X Y20 [ @ wlpon) () (i)t~ et )alp,o,n)
/
/

d&*p u(p, o,n)(0"0,e™* — m*etP*)a(p, o, n)

an

=N (2m)72

aon

d3p Uy (pv g, n) (_p,upue—‘ripw - m2€+ip~x)a(p’ g, TL)

d’p w(p,o,n)(m’e™"* —m?etPT)a(p, o, n)

= /\l 2(271')_3/2

=0,
(6.63)

(O —m*) ¥y (2) = (O —m)r, Y _(2m) 72 / d’p v(p,o,n)e” " al (p,o,n)
= Y _(2m) 2
= Ky ;(2@3/2
= Y (2m) 7%

=0,

d*p v(p,o,n)(0"0,e" """ —m2e "")al(p, 0, n)
d’p vi(p, o, n)((—ip)"(=ip)ue™ ™" — m*e""*)al (p,0,n)

&*p w(p,a,n)(m’*e”"* —m’e""*)al (p, 0, 1)

— — —

(6.64)

e com esses resultados a equacdo (6.61) fica evidente. Notemos que todo o campo, portanto, respeita a

equagdo de Klein-Gordon, o que inviabiliza o fato de certos campos respeitarem outras equagoes.
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6.2 CAMPOS ESCALARES CAUSAIS

O campo mais simples que podemos estudar é o campo escalar, de uma componente, que se
transforma de acordo com a representa¢@o mais simples do grupo de Lorentz: D(A) = 1. Se tentarmos

tomar uma expansao infinitesimal dessa representacdo, obtemos apenas:
D(1+w)=1, (6.65)

e portanto os geradores sdo nulos. As rotagdes, por exemplo, se ddo com _# = 0: ndo hd como
rotacionar um elemento de uma componente. Vamos levar isso as equacdes que associam _77; e Jf;];l),

tomando primeiro (6.47):

i | (6.66)

Note que uma vez que uma tinica componente nao pode ter rétulos distintos, devemos impor o = 0 = 7,
além de tomar Jf;];) = 0, o que nos leva a concluir que essa € uma representacdo de spin j = 0.
Vamos tomar um campo ¢(x) que descreve uma Udnica espécie de particula sem antiparticula
distinta'3. Ignoramos, portanto, o rétulo de espécie n, de campo [ e também o de projecio de spin o,
pois vimos que o = 0. Desse modo, os coeficientes u;(0, o, n) e v;(0, o, n) sdo apenas u;(0) e v;(0).

Colocando esses resultados em (6.42) e (6.43) obtemos:

u(p) = \/gu(ﬁ), v(p) = gv(ﬁ). (6.67)

-,

E conveniente escolher u(0) = v(0) = (2m)~/2, e com isso temos:

i) — L 1
Y N

Aplicando esses coeficientes na transformada de Fourier em (6.33) obtemos a equacdo dos campos

v(p) = (6.68)

escalares:

¢*(z) = / Pp (2m)72(2p°) V2 a(p)e’?; (6.69)

b (z) = / & (2m)2°) 2 dl (p)e . (6.70)

Percebemos que, nesse caso, ¢~ () = ¢T (z).

13" Ou seja, que carrega um valor nulo para simetrias internas como a carga elétrica.



143

Uma densidade de intera¢do .7 (x) construida como polindmios dos campos escalares ¢* () e
¢~ () automaticamente satisfaz a necessidade de que 7 () se transforme como um escalar'*. Ainda
precisamos, contudo, analisar o cumprimento da condigéio de microcausalidade'”, que 7 () e 57 (y)
comutam em separacdes do tipo espago. Se .77 for um polindmio apenas dos campos escalares de

criacdo ou de aniquilagdo, a microcausalidade nao seria um problema, pois:

[67(x), 6" (W)l5 = &7 (2)0" (y) F 6" (¥)o" (x)

B / d*p, (2m)72(2p2) V2 alpy)e®® / dp, (2m)73(29%) 2 a(p,)e P
$/ dp, (27)75(200)7Y2 alp,)etPry / Bp, (27)73(2p0) 72 alp,)e
= / d*p, dpy (2m)73(2p0) V2 (2p0) 712 PP [a(p, )a(py) F alpy)a(ps)]

- / d’p, d’py (2m) 7 (2p0) 712 (2p)) 712 €M a(py), alpy )+

(6.71)

onde o sinal superior € caso ambos 0s campos propaguem bdsons, € o inferior caso ambos propaguem

férmions'®. Sabemos de (5.31) que [a(p,), a(p,)]+ = 0, portanto:

[67 (), " (y)]¥ = 0, (6.72)

e assim a comutagdo de dois campos de criacio ou dois de aniquilagdo — como podemos verificar
tomando o adjunto do comutador acima — € sempre verificada. Para que a densidade de interagdo .77
seja Hermitiana, contudo, precisamos que ela seja construida de campos de criacio e de aniquilagdo, ja

t _ . . ~ . ~ . . ~
que ¢ = ¢~. Precisamos portanto analisar a comutagéo do operador de criagdo com o de aniquilagéio:

67 (), ¢~ ()] = &7 (x)d™ (y) F ¢~ (y)¢" (2)

—/d3pz (271')_%(2]92)—1/2 a(pm>€ipz~w/d3py (2%)_%(2])2)_1/2 a’[(py)e—ipy-y
w [ enies e [ dn en e apger
N T

d3 xdg PPz X — 1Py
= [ S e alp,) ()

(2m)3./2p 2p}

(6.73)

14" Condigao que vimos pela primeira vez em (4.234).
15" Equacio (4.238).
16 Particulas de spin inteiro sdo sempre bésons, mas vamos realizar esses cdlculos como se ndo soubéssemos disso.
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Usamos agora [a(q'), a'(¢)]+ = 6(¢' — q)"7 e com isso obtemos:

d*p, dp,
(2m)3\/2p5 2p)

3
_ / d’py (iPa T o —iPay (6.74)
(2m)?

/209 2pY

3
— d px eipw'(l'_y)
(2m)32p) '

e e S (py — pr)

67 (), 6~ (9)]5 = /

Reescrevemos isso como:

(67 (2), 0" (¥)]5 = Ay (z — y), (6.75)
onde:
A+(LU) = W/Z_poep s (676)

e reescrevemos a varidvel muda p, como p. Primeiro, sabemos que essa integral deve ser invariante de

Lorentz'8. Vamos substituir a varidvel de integracdo p para —p, sem trocar o sinal de p':

1 > d3p i zo—ipd
M) = G |

_ 1 T =P ipvagrips
- (2m)3 20 ¢ (6.77)
e 1 > @61p0$0+zﬁf
(2m)3 J_o 2p°
= A-I— (PZIZ’),

0 —7), e portanto A, (x) é uma fungdo par nas componentes espaciais de z*. Como

onde Pz = (x
em qualquer z do tipo espago € possivel se aplicar um boost que leve a 2° = 0, podemos tratar A, ()
como uma fung¢do par para qualquer argumento do tipo espacgo, ja que € uma funcdo invariante e
portanto s6 pode depender de 22 (TONG, 2006, p. 37). Isso, contudo, ainda ndo € suficiente para
respeitarmos a condi¢@o de microcausalidade para ¢ (x) ou ¢~ (x). Vamos portanto construir, para o

campo escalar, um campo de criac@o e aniquilacdo como em (6.56):

¢(x) = K" (z) + Ao~ (x), (6.78)

17" Equagio (5.27).
180 termo d®p/p° é o diferencial invariante que obtivemos em (3.64).
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e com isso a condi¢do de microcausalidade se torna:

[0(2), &' ()]5 = [k¢" (x) + Ad™(2), K*¢™ () + X' ¢* (y)]=
= k0" (2), 56" (Y)]5 + [k (), X 0" ()] (6.79)
+ o7 (2), 567 (Y)]x + A7 (2), A67 ()]

Sabemos que os campos de criagio comutam entre si, assim como os de aniquilacdo, portanto:!

[6(2), 8" (y)]+ = [k6™ (2), k"™ (y)]5 + [k (2), X 6™ ()]
+ A7 (2), 5707 ()] + Mo (), X" (y)]=

= |6*[¢" (2), ¢~ )]z + AP~ (2), 6" (¥)]+ (6.80)
= |6"[¢" (z), 6~ W)]5 F IAFlo" (). 0™ ()=
= [k[PAs(z —y) FINPA Ly — 2).
Como = — y é uma separagio do tipo espago, podemos tratar A(z — y) como uma fungéo par:
[¢(2), "))z = (6" F |A*) Ay (z = p). (6.81)

Portanto, podemos respeitar a condi¢do de microcausalidade para bésons — pois precisamos do sinal
de cima — com os campos definidos em (6.78) desde que |x| = |A].?® Desse modo, a condigio de

microcausalidade para campos escalares se torna necessariamente:

[6(x), 6(y)] = [¢(x), ¢ (y)] = 0se (x — y)* <0, (6.82)

ou seja, fazemos a escolha explicita do comutador no elemento [¢(z), p(y)]+«.
Podemos manipular a diferenca de fase entre x e A mudando a fase dos estados criados e destruidos

pelos operadores a'(p) e a(p) tal que:
a(p) — e®a(p) <= a'(p) — e a(p), (6.83)
e assim:

K — %% <= X\ — e . (6.84)

19 Note que [a,b]+ = ab F ba = F(ba F ab) = F[b, a]=.
20" A necessidade de que ¢(z) descreva um béson também pode ser vista por [¢(z), ¢(y)]+ = kA(1 F 1)A4 (z — y), mas
essa andlise por si s6 ndo nos diria nada sobre x e A.
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Podemos entdo escolher um « tal que A = x fazendo:?!

)\efia
Ke—‘ria =1
A .
- €+z2a
K
Al iag® _ yiza (6.85)
—| e s =e :
K
iArg +12c

1. A
= a = -Arg—.
2 K

Com xk = ), podemos absorver esse fator redefinindo ¢(z):

¢(x) = ¢"(z) + ¢ (2). (6.86)

Esse campo escalar é autoadjunto, ¢(z) = ¢'(z), e a densidade de interagdo 7 (z) formada de
polindmios desse campo comuta consigo mesma em separagdes do tipo espaco. Embora a nossa
escolha de fixar as fases tal que x = A seja apenas uma convengdo, precisamos nos manter sempre

consistentes com ela daqui em diante, pois se definirmos outro campo escalar autoadjunto como:
d(x) = "¢t (@) + e 6 (a), (6.87)

sendo v uma fase qualquer, esse campo gzNS(ac) comutard com gg(y) em separacdes do tipo espaco —

pois |eT®| = |e7*| = 1 — mas ndo com ¢(y):*

[6(2),6(v)] = [ (2),e™ 6™ (y)] + [~ <x>,e+%+<
= e gt (@), 0" (v)] + Mg
=e o7 (x), 6 (y)] — e [g"
(7 —e™) Ay(z —y),

&
\_/
/-\
e w
= =

(
(6.88)
(

0 que s6 serd nulo se v = 0, mas nesse caso ¢(x) = ¢(z).

Por questdo de conveniéncia, fizemos todos os célculos até agora tomando um campo escalar ¢(z)
que cria e destr6i uma particula que ndo carrega nenhum nimero quantico conservado, como carga
elétrica. Nesse caso, aplicando (6.69) e (6.70) em (6.86), obtemos:

o(z) = / Pp (2m)"2(2p°) /2 {a(p)e™* + al (p)e~""}, (6.89)

que € a equacdo explicita do campo escalar para particula de carga nula.

21 O argumento de um niimero complexo, Arg(z), é definido pela expressdo z = |z|e* (%),
22 Na dltima linha fizemos novamente A | (z —y) = A (y — ), 0 que, vale reforcar, é védlido apenas para z — y do tipo
espaco.
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6.2.1 Campo escalar para particula de carga nao-nula

Vamos agora construir o campo escalar para a particula que carrega um nimero quantico ndo-nulo
para alguma quantidade conservada, como a carga elétrica. Supondo que ¢ (x) aniquila uma particula

que carrega uma carga ¢, associada a um operadores hermitiano (), segue diretamente de (6.58) que:

[Q,¢+($)] = _Q¢+(x)v
[Q, 07 ()] = +q07 (2),

(6.90)

Como resultado, .7 () formado dos campo® ¢(z) = ¢ (z) + ¢~ (x) ndo comuta com Q de forma

simples pois esses campos também nio comutam:>*

Q. 6(2)] = [Q, 6" () + ¢~ (2)]
=[Q, 0" (2)] + [Q, ¢~ (2)]
= —q¢" (x) + qo" (2)
=q{—0 () +¢"(x)} ot O(x).

(6.91)

Precisamos portanto supor dois bésons de spin-0, de mesma massa m, com cargas opostas +q € —q.
Vamos escrever os campos de aniquilacdo desses bosons como ¢™ (x) e ¢1¢(x), e os de criagdo como
ot (z) = ¢~ (2) e o1 (z) = ¢~ (), de modo que:

Q.07 ()] = —q¢™ (@), Q. 07 ()] = +q¢™ (),

(6.92)
[Q,¢7(x)] = +q¢™(x), [Q, ¢ ()] = +q¢“(x).

Vamos definir o campo escalar que aniquila a particula de carga ¢ e destréi a de carga —g como:
¢(x) = ko™ (x) + Ao~“(x), (6.93)
cuja comutacdo com () fornece:

[Q,¢(2)] = [Q, ko™ (x) + Ao~ ()]
= [Q.rd"(2)] + [Q, A ™"()]
= —qr¢" (z) — g\¢ ()
= —q¢(x).

(6.94)

Para que esse campo comute com seu adjunto em separacdes do tipo espago precisamos novamente

que |A\| = |k| e que ¢(z) corresponda a um béson, pois, de modo similar ao que foi feito na se¢do

23 Campo que definimos em (6.86). Mudamos a notacio para qg(x) pois nessa se¢do reservamos ¢(z) para o campo em
(6.93).
240 simbolo ¢t indica ndo-proporcionalidade.
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anterior>:

[6(2), &' ()]5 = [k6" (x) + Ao~ (2), k6™ (y) + Ao (y)]=
= [k¢" (), 570" (W)l5 + [k (2), N0 (y))=
+ (@), 570" (W)= + Ao (2), X0 (y)]=
= [k¢" (2), ko™ (W)= + (Ao~ (2), A0 (y)] (6.95)
= |k*[¢7 (2), 6~ (W)]5 F INFlo" (1), ¢~ (2)]5
= kAL (z —y) F A" AL(y — @)
= (I6I* F [A*) Ay y — 2),

onde usamos (6.76) e pudemos igualar as funcdes A, dos dois comutadores ja que supusemos
que a particula e antiparticula possuem a mesma massa m. Os campos ¢(x) e ¢(y) por sua vez

automaticamente comutam pois:

[b(x), ()5 = [kd" (x) + Ad™"(x), ko™ (y) + A~ ()]
= k¢ (2), kT (W)= + KO (2), A~ ()]

(6.96)
+ A7 (2), kT ()5 + [Ao(2), Ao~ ()]

=0,

j& que os operadores que criam e aniquilam particulas distintas sempre comutam e, caso g fosse nulo e
nao houvesse distin¢ao entre particula e antiparticula, teriamos simplesmente o caso ja discutido na
secdo anterior.

Podemos, de forma similar ao que foi feito na sec@o anterior, redefinir os estados de particula e
antiparticula com uma fase de modo que possamos escolher x = \ e por fim escrever o campo de

aniquilacdo da particula e criacdo da antiparticula como:

Pla) = o™ (x) + (), (6.97)

o que se expande com (6.69) e (6.70) para:

P(z) = / d*p (2m)72(2°) 2 {a(p)e®® + ot (p)e P}, (6.98)
onde, explicitamente:
al(p) = a'p, n®, (6.99)

e n¢ denota a antiparticula da espécie de rétulo n. Essa é a equacdo mais geral do campo escalar, pois

2 Nos desenvolvimentos de (6.79) até (6.82).
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se aplica tanto a particulas que carregam quanto as que nao carregam algum valor nao-nula para algum

nimero quantico conservado.

6.2.2 Simetrias do campo escalar

Vamos discutir as simetrias do campo escalar em relagdo a paridade, a inversao temporal e a
conjugacio de carga. Para isso usaremos as relagdes que obtivemos na Secdo (5.1.5)%.

Paridade. Usando a definicdo do campo escalar de aniquilagdo, em (6.69), fazemos:

P¢+(Z’)P_1 = P/oo d3p ( ) %(229 ) 1/2 a(p)eip~xp—1

= / "' (2m)H(2) 2 Pa(p)pen
~ (6.100)
- [t ) it

=?7§§/ d*p (2m)72(20°) 2 a(Pp, 0, n)e??.

Vamos mudar a varidvel de integracdo p — —p, sem alterar o sinal de p°. Isso significa que o

quadrimomento p serd transformado de p — Pp:

Pt (@Pt =y [ () () E @) alp. o)
= / d’p (2m)72(20") 72 alp, o, ) ) (6.101)
=1,¢" (Px),

e, para ¢~ °(x) obtemos, pelo mesmo processo:
Po (x) P = nued“(Px). (6.102)
Vamos usar 7,, — 71 e n,c — n° para reescrever esses resultados como:

POt (x)P™! =n"¢" (Pa),

T ) (6.103)
Po~*(z)P~! = ¢ "(Px).

Os campos que usamos para construir a densidade de interagcdo ¢ (z), contudo, sdo dados por

o(x) = ¢t (x) + ¢~ ¢(x). Obtemos a agéo da paridade sobre esse campo por uma simples substitui¢do

26 Mais especificamente, as relagdes para o caso m # 0:
( ) (Ppa -0, ’fl), TaT(pv g, n)T71 = (71)]70‘6”(7)1)7 -0, ’fl)7
Ca(p,ff )C = ¢&halp,o,n°), Cal(p,o,n)C™" = &ual (p, 0, n%).
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dos resultados recém-obtidos:

Po(x)P~! = Pet ()P~ + Po~(x)P~!

(6.104)
=n"¢"(Px) +n°¢p~(Px).

Para que o campo escalar ndo se transforme em um campo distinto por transformacdes de paridade,
J& que isso traria quebras da condi¢do de microcausalidade para densidades de interagdo que contém

tanto ¢(z) quando (Pe(x)P~1)T, exigimos que:
= (6.105)
e assim:
Po(z)P~" =1"¢(Px). (6.106)

Esse resultado também vale para quando a particula € sua propria antiparticula, e entdo temos n* = 7,
o que implica 7 ser um nimero real. Como 1 é também uma fase, concluimos que particulas que sdao
suas proprias antiparticulas tém paridade intrinseca n = +1.

Reversao temporal. Tomando novamente o campo de aniquilacdo, fazemos um processo seme-

lhante ao anterior, mas notamos que ¢?*T~1 = T~ le=%% devido a antiunitariedade de T:

To(a)T™! = T/OO $Bp (2m)72(2p°) V2 a(p)eP T

—00

:/ d*p (2m)72(2p") V2 Ta(p)T-te P

o0

= [ @ 0 i) (1P me

[e.e]

_ (_1)j—0/ d*p (2%)_%(2]?0)_1/2 a(Pp,o,n)e” """ (6.107)

= [T @m0 el o) PO
= [ R ) @) alp o)

(=1)777¢" (~Px)
= (=1)77¢"(T).

Como vimos no inicio da Se¢do 6.2, campos escalares s6 podem descrever particulas de j = o = 0.

Portanto, ja estendo esse mesmo processo para ¢~ °(x), escrevemos:

To" ()T = ¢*(Tw),

P (6.108)
To~*(x)T" = ¢7(Tx).
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De tais expressoes segue que:
To(z)T ! = ¢(Tx). (6.109)

Recordamos agora que na Secdo 3.2.4 a aplicacdo de T sobre um estado fisico fazia surgir uma fase ¢,
que verificamos que era irrelevante fisicamente pois sempre poderia ser redefinida para ¢ = 1. Caso

nao tivéssemos feito essa redefini¢ao, aqui teriamos:

To™ ()T = (T6"(Tw),

o ) (6.110)
To™(a) T = (6 (Tw),

0 que nos levaria a tomar (¢ = ¢* para que To(z) T~ = (*é(x).

Conjugacao de carga. A extensdo da conjugacdo de carga para o campo de aniquilacao é:

C¢+(:L‘)C_1 — C/OO d3p (27_{_)—%(2190)—1/2 a(p)eip.mc_l

—00

:/ d*p (2m)72(2p°) 7Y% Ca(p)C e

> (6.111)
~ [ @ en e R e
=™ ().
De modo semelhante:
Co“(z)C 7 =€ (x). (6.112)

Mais uma vez, para que Co(z)C~! comute com ¢(x) e ¢'(x), exigimos que:

£ = ¢° (6.113)

Com isso:

Co(x)CH = €°¢(x), (6.114)

e, mais uma vez, a condi¢ao £* = £¢ resulta em, para particulas que sdo suas proprias antiparticulas,

& = ¢, e afase de conjugacio de carga deve ser £ = +1.

6.3 CAMPOS VETORIAIS CAUSAIS

Depois do campo escalar, o tipo mais simples de campo € o que se comporta como um quadrivetor.
Campos vetoriais sdo utilizados para descrever bésons W= e Z° em limites de baixa energia e, apesar
de o féton ser uma particula sem massa, ha teorias no contexto da Eletrodindmica Quéantica que tratam

o féton como um campo quadrivetorial no limite m — 0.
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A representacdo quadrivetorial do grupo de Lorentz é aquela dada por matrizes 4 x4:
(6.115)

Vamos deixar de lado o rétulo n de espécie de particula — pois queremos que esses campos aniquilem
e criem apenas um tipo de particula por vez e deixaremos as consideracdes de conservacdo carga para

depois — e vamos escrever os campos de cria¢do e aniquilacado, segundo (6.33), como:

P (x) = (27?)_% Z/d3p ut(p, o) a(p,o)et?*, (6.116)
6 (x) = (2m) 2 Y / d*p v*(p,a) a¥(p,0)e P (6.117)

Com (6.42) e (6.43) podemos adaptar diretamente:

ut(p,o) = %L(p)“yu”(ﬁ,a), (6.118)
v (p,o) = ]%L(p)“yv”@,a), (6.119)

onde ndo precisamos mais de um somatdrio explicito pois estamos agora lidando com indices espago-
temporais que trazem de volta a notagdo de somatdério implicito. As equagdes de rotagdo em (6.47) e

(6.48) se tornam:
S (0.0) = ut(0,9)15. (6.120)
I (0,0) = =" 0'(0,6)157, (6.121)

onde agora _#Z " sdo simplesmente os geradores de rotacdo agindo sobre quadrivetores do espago-

tempo. Eles sdo dados por:

(/k)ooz (/k)oz‘ = (/k)io:(l

, | (6.122)
(/k)l = k-
Explicitamente:
00 0 0 0 0 0 00 0 0
00 0 0 0 0 +i 0 0 —i 0
Ol T Bl B 0 0 ’jg’_owoo
00 +i 0 0 —i 0 0 00 0 0
(6.123)

Podemos usar essas matrizes para construir o operador _#2 = (_#1)* + (_#2)* + (_#3)*%
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JP= () (Jo) + ()
0000 00 00 00 00
0000 01 00 01 00
= + +
0010 0000 0010
0001 00 01 0000 (6.124)
0000
0200
0020
000 2
Esse resultado pode ser expresso por:
230 2\0 2\1
= . = :0’
() o= =(7) 6.125)

(2 ;=428 ;.

Queremos usar esses resultados para analisar u* e v*. Vamos primeiro tomar a expressao (6.120) com

(_71) e trabalhd-la multiplicando a pela mesma rotagao (_¢#) pela esquerda:

() (0,0) = u"(0,5)(J)s0
() (I (0,0) = > (7)° ' (0,6)(3)s0

7 (6.126)
(22)° (0, )=ZZjuﬂ(ﬁ,é)(ﬂ“ﬁau%))&g

G

Para v*, usamos (6.121) e obtemos, de modo similar:
(I () 0 (0,0) = = (A 0" (0,0) 3 a0

() 0 (0,0) == [ => (O, 5><J§j>)(—m> (I (6.127)

Ja que em ambos 0s casos removemos a dependéncia explicita de &, vamos reescrever ¢ — & para
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apresentar esses resultados de forma mais concisa:

() u Zu” ,5) (32, (6.128)
(72 2" (0.0) = Z v?(0,5) ()2, (6.129)

o

Podemos aplicar as equagdes de _# % em (6.125) diretamente nas equagdes acima, e obtemos:

> u’(0,6)(JD)2, =0, (6.130)
UZui(ﬁ, 7)(J9N2 = 2ui(0, 0), (6.131)
ZUUU((T, 7)(J*0)2 =, (6.132)
Uzv"(ﬁ, 7) ()2 = 21(0, 0). (6.133)

E um resultado conhecido que, para uma representacio de spin-j:
(N2 =305+ 1)0s. (6.134)

As equagdes que obtivemos para u/ e v* sdo similares, portanto basta tomar as de u* para prosseguir

com a analise. Tomamos (6.130):

> u(0,6)j(j +1)d55 = 0
o (6.135)
u’(0,0)j(j +1) =0,

ede (6.131):

> ' (0,6)4(j + 15 = 2u'(0,0)
5 (6.136)
u'(0,0)5(j + 1) = 2u*(0, 0).

As Unicas maneiras de satisfazer essas duas condi¢des sao:

i.j=0, u'(0,0) = v'(0,0) = 0, ou,
ii.j=1, u’(0,0) = v°(0,0) = 0.

Vamos analisar esses casos separadamente nas subse¢des seguintes.
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Para spin-0, vimos que apenas as componentes temporais de u/(0, o) e de v*(0, o) serdo ndo-nulas.

Deixamos de lado o rétulo o, que serd sempre zero, e escolhemos:

= i\/g’
v°(0) = —i\/ﬁ.

Aplicando esses valores em (6.118) e (6.119), obtemos diretamente que:>’

<
o
—~
(@]}
~—

. m )
u#(p’ 0) = E L(p)“uu (070)
. m
(7o) =/ 5 L(p)* yu’(0,0)
ut(po) =i m L(p)",
2p°
n
w(po) =i =
\/2pY m
. .pr
ut(p,o) =1 )
(7,0) T

Com esses vetores em (6.116) e (6.117) obtemos:

6@ = +iCnE Y [ T o)

67 () = —i(2m) 2 Z/dgp —f;—po a'(p,o)e """,

270 boost L(p) leva de p/ = (m, 0) para 5 = (p°, §). Logo:

~

(p)* " =p"
L(p)" op"° = p*
L(p)" ym = p"* = L(p)"* , = p*/m.

(6.137)

(6.138)

(6.139)

(6.140)

(6.141)
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contudo, retomando os campos escalares de aniquilacdo e criacdo em (6.70) e (6.69) vemos que 0s

campos vetoriais de spin-0 sdo apenas derivadas dos campos escalares:

¢ (x) = 0"9" (x), (6.142)
¢ (x) = 0"¢" (), (6.143)

e ndo precisamos analisar novamente esses campos.

6.3.2 Campo vetorial de spin-1

Para o caso de spin j = 1, sabemos que u°(0, o) = v°(0,0) = 0, e portanto u*(0, o) e v*(0, o)

estdo em alguma direcdo espacial. Podemos escolher essa dire¢do tal que:

— — ]_
w(0,0) = v*(0,0) = ——

6.144
NeT (6.144)

= o O O

Podemos usar em (6.120) os operadores de levantamento e abaixamento de projecdo de spin, Hy =
(Jy % i.J5)/+/2, para obter, com uma substitui¢io explicita de (6.123):

Zuﬂ aTJ“)iu) 7((/1>“Viz'</2>mu”<6,o>
00 0 0 0 0 0 0
uﬂ(ﬁﬂ)il 00 0 L0 0 0 0
’ V2+2m 00 0 —i 00 0 0 0
00 +i 0 0 +1 0 0 1
0 0 0 0 0
(0,41 = 1 0 0 0 =1 0
Vim0 0 0 —i 0
0 +1 +i 0 1
0
" 1 F1
u(0,+1) = —
( ) vV4am —1
0

(6.145)



Para v* obtemos:

- 1 1 (1 1 . vim
Do 00) SO £ 0 = (A", £ il A) ) (0.0
0O 0 0 0
1 0O 0 0 1
(0, £1) = ——— +
vim | 0 0 0 —
0 £1 +¢ O
0
1 1
’UM(O,il) = —E :1:2
1
0
1 +1
v*(0,+1) = T i
0
Vamos agora usar (6.118):
. m b=
u#(p, U) = E L<p)ul/u (070)
Com o = 0, temos:
0
. m 1 0
u(p,0) = ] —TmL(p)“y 0
1
0
1 0
= —= L), :
2p 0
1
jdcom o0 = %1 chegamos em:
0
1 F1
ut(p, £1) = L(p)*, ,
\/4p® —1
0

e podemos generalizar esses resultados para:

157

(6.146)

(6.147)

(6.148)

(6.149)
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1
u(p, o) = e"(p, o), (6.150)
2p°
onde:
¢"(p,0) = L(p)* (0, 0), (6.151)
0 0
= 0 1 1
e”(0,0) = , e"(0,£1) = F— 6.152
0 0 04 TR (0.152)
1 0
Com (6.119) obtemos para v*(p, o)
. 1 .
v (pio) = e(p, o). (6.153)
2p°

Com as equacdes (6.116) e (6.117) podemos construir os campos vetoriais de cria¢do e aniquilagao

CcOomo.

¢+ (x) = (2m) "Z / ﬁ j.0) a(p, o)et P, (6.154)

o (2m) "2 p,0) al(p,o)e P, (6.155)

Para preservar a microcausalidade, precisamos mais uma vez que, para x € y em separagdes do tipo

espago:

[0 (x), 7" (y)]5 = 0. (6.156)

Vamos desenvolver esse comutador ou anticomutador usando a forma explicita dos campos em (6.154)
e (6.155):

d3/ -

\/_/0

d3 ' / WA ip’ d3
Z/\/W )a]‘(p,70_)e—lp'y \/_ e ) (p’ ) o

d3p dp/ - - ,
27T Z/ D # —*’ )e*V<p/70/)el(p-zfp )

P p’o
x {a(p, a)aT(ﬁ, o) F aT(ﬁ, d)a(p,o)}.
(6.157)

v, ) a(p, o)et o) al(pl,o)e” ™'

[¢+M(;p),¢—’/(y s = (2m)” [




Sabemos, da equacdo (5.32), que:

a(pl7 UI)aT<p7 U) :F aT<p7 U)a(pla OJ) = 5(pl - p)50/07

€ com 1SSO:

d3 dgp/ - . ’
)0 ke =3 [ R 5 o) ) IS~ )i

p p’o
d3 .
_Z/ Pen(5,0)e™ (5, o)eP @)
3
_/dp ip-(z— y)HW(—j

2p°

onde:
(p) = Y (5, o)™ (F,0).

Vamos usar (6.152) para calcular IT#(0):

T (0) = > e"(0,0)e™ (0, o)
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(6.158)

(6.159)

(6.160)

0 0 0
| (0001)+l ! (()1—z'()>+1 ! (01+z‘0)
0 2| +i 21 —i
1 0 0
0000 00 0 0 00 0 0
0000]| 1]0 1 o] 1]l0 1 + o0
“loooo|T2|0 4 o |72lo =i 1 0
000 1 00 0 0 00 0 0
0000
o100
oo 1o |’
000 1

(6.161)

que € a matriz de projecdo ortogonal ao tempo, a qual, operando sobre um quadrivetor, retorna apenas

sua parte espacial. Essa matriz ndo € uma transformacdo de Lorentz, o que pode ser visto imediatamente

pois seu determinante é nulo. Substituindo (6.151) na defini¢do de I1**(p) em (6.160) podemos ver

que:
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1 (p) = > L) ¢ (5, 0) L(p)™ e (7, o)
= L(p)" L)\ Y e’(f.0)e(p.0) (6.162)
= L(p)" ,L(p)™ \[1)(0).

A transformagdo L(p) age sobre um vetor p* = (m, 0) levando-o a p*. Uma matriz como essa pode
ser escrita na forma (WEINBERG, 1995, p. 68):

P P p?
,yl E ( 1)2 E 1,2 E 1,3
p p p p
v | m 1] P P
L() = 2 1,2 212 2,3 , (6.163)
L e N - o ) e 4
" s 25 e
p p'p pp p
— (== Y-z 1+0-
onde:
/T2 2 0
VEMZP_' (6.164)
m m
Podemos identificar que os termos de L(p) sdo:
i i pipi
L(p) j:5j+(7_1)W7
i P’ (6.165)
L(@ (i L(ﬁ)oz‘ = m2’

L(@Oo =7

Se aplicarmos essas equacdes em (6.162), lembrando do calculo explicito de H‘“’(@) em (6.161) que
apenas as componentes H”(ﬁ) = 1 s@o ndo-nulas, obtemos:

I (p) = ) L(p)" (@)™ 11 (0)
izl (6.166)
= L) L)

Dessa relagiio vamos obter os termos de I1*(p). Primeiro, T1%(p):

28 Essa forma torna mais facil verificar que a forma dada em (6.163) é vdlida: p* = L(p)* ,p’* = L(p)" ,p'° = L(p)" ym.

O que resta é verificar que L(p) pertence ao grupo de Lorentz, o que fazemos observando que ela respeita a condi¢éo
imposta na equagdo (2.28), L(p)'nL(p) = n.
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3 (i
HOO ]5*) ZL ]3*)0 @*0 — Z (p )2 — @7 (6167)

, m2 m
=1

depois, I17°(p):

i—1 |_1 i=1 (6.168)
Yo PPy : P’
= T Vg, — I = AT
e, por fim, IT% (p):
’ p'p Pt
I (p) = Sk + 1 o+ )
D=3 (s+0- 2 (st + - 0P
3 ik G007 ()2
55+ 8 WP i P _12PV@>>
-3 A+ oo =0+ =0 -0
_ 5ij l]ﬂ . zpipj’ﬁP
07+ 2(y — 1)uﬂ +(v=-1 73 (6.169)
o Hp;u ~ 1)+ (y-1?)
G PV
Esses resultados podem ser escritos como:
ooV
Hm%p3::_nuu+_%$;‘ (6.170)

Com isso, podemos finalmente voltar & nossa andlise da microcausalidade do campo vetorial de

spin-1. Aplicamos a expressao obtida para [1**(p) em (6.159) e escrevemos:

dp . L
[¢+H(1‘)7¢_V(y)]q: _ /2_ngelp~(w—y) ( 77/1,1/ + pmp >

WAV 3
:(ww_aa>/dpw@w (6.171)

m? 2p0
ono”
==(—WW— m2>zldm—y%

onde retomamos a fungcdo A, que definimos em (6.76). Como essa fun¢do que obtivemos também &

par para x — y do tipo espago, podemos repetir a andlise da Secdo (6.2) e concluir que, para formarmos

um campo vetorial que comute consigo mesmo e com seu adjunto em separagdes do tipo espago,
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precisamos construir um campo tal que:

() = kot (z) + Ao (x), (6.172)
com || = |)|, e podemos redefinir a fase dos estados criados e aniquilados por esse campo para
podermos escreveé-lo como:

¢(z) = o™ (x) + o7 (@) (6.173)

Uma observacao interessante é que esse campo € real, pois:

¢ (x) = ' (x). (6.174)

Lembramos, contudo, que esse campo foi construido para particulas que ndo carregam nenhum nimero
quantico referente a alguma simetria interna conservada, como a carga elétrica, e portanto s6 podemos
afirmar que sdo reais 0os campos que ndo carregam tais nimeros quanticos e se referem a particulas que

sdo, portanto, suas proprias antiparticulas.

6.3.2.1 Campo vetorial de spin-1 com carga ndo-nula

Vamos estender nossa anélise agora para campos que descrevem particulas que carregam alguma
simetria conservada, como a carga elétrica. De modo semelhante ao que fizemos na Se¢do 6.2.1
vamos construir o campo vetorial ¢*(x) com a soma do campo ¢ #(z) que aniquila uma particula

correspondente a uma carga ¢ e do campo de criagdo ¢~ (z) que cria sua antiparticula, de carga —g:

¢H(z) = ¢ H(z) + ¢~ (2). (6.175)
Temos:
+ AR
[Q,07(x)] = —q¢™(2), 6.176)
[Q, 0™ (2)] = —q¢™ (),
e portanto:
(@, ¢"(7)] = —q¢" (7). (6.177)

Desse modo, a densidade de interagiio () construida com ¢# () e seu adjunto ¢*' (z) ird comutar
com o operador () e conservar a simetria interna a que ele equivale. Podemos escrever esse campo em
detalhe usando (6.154) e (6.155):
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d3 ) )
o)=Y [ S oo L e G Gy 61
- D
Se a particula e a antiparticula forem distintas, esse campo nao € mais real.

6.3.2.2 Campo vetorial e Eletrodindmica

O campo vetorial descrito em (6.178) respeita, como ja era esperado pela discussdo da Seg¢do 6.1.3,

a equacao de Klein-Gordon:

(O —m*ep,u(z) = 0. (6.179)

Também podemos perceber, usando (6.151), (6.165) e o fato de que 60(6, o) =0, que:

e"(p,0)p = L(p)* ,€"(0,0)p, = L(p)° ;¢ (0,0)po + L(p)" ;¢ (0, 0)p;

o i AR
= EGJ((),U)]?O + (5] + (’Y - 1) |p~»|2) e](oag)pi

~ Do+ (5;@- (-l ) (0, 0)

P12 (6.180)
0
= E (0,00 +p,¢'(0.0) = (v = )P/ (0, 0)
= el (0,0)p" — pe’(0,0) — (v — 1)pPe? (0, 0)
=0.
Observamos de (6.178) contudo que:
0.0" (2) = pud” (), (6.181)

e ¢t(x) o et(p, o), portanto obtemos outra equacdo de campo que é respeitada pelo campo vetorial
de spin-1:

9,¢" () = 0. (6.182)

No limite em que m — 0, essa equacgdo e a de Klein-Gordon equivalem as equac¢des do potencial
quadrivetor da Eletrodindmica, no vacuo. O potencial quadrivetor é tal que A* = (V, ff), onde, aqui,
V' € o potencial elétrico e Aéo potencial magnético, um potencial vetor. Vamos tomar primeiro a

equagdo (6.182) com m — 0, tomando o potencial quadrivetor como o campo vetorial:
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9, AM(z) =0 (6.183)
0,V (x) + 0;A'(z) = 0, (6.184)

o que ¢ igual a equacao do gauge de Lorentz (GRIFFITHS, 1999, p. 421):

ov

A oV
V ,UOGOata

(6.185)

quando estamos usando unidades naturais.?® J4 a equagio de Klein-Gordon no limite m — 0 representa

uma situacdo em que a densidade de corrente J e a densidade de carga p sdo nulas:
OA*(x) = 0. (6.186)
Apenas por completeza, a versao mais geral dessa equacao € (GRIFFITHS, 1999, p. 542):
OA*(x) = —poJ*, (6.187)
onde J* = (p, J ) é a densidade de corrente quadrivetorial,*® que obedece a equacdo de continuidade:

9,J" =0, (6.188)

6.3.2.3 Simetrias do campo vetorial de spin-1

Paridade. Vamos tomar a equagdo (6.151) e aplicar uma transformagdo L(Pp) = L(—p) sobre
e (i, ), observando que L(—p)*, = P* L(p)” ,\P*,:

L(—p)*,e"(0) = P* L(p)” \P* " (0). (6.189)

—

Observamos que, como todas as componentes de (0, o) sdo espaciais, P* e (0,0) = —e*(0, 0):

L(=p)* ,e(0) = —=P* ,L(p)” ¢*(0)
— —PH (D).

(6.190)

29 As constantes i € €y sdo respectivamente a permissividade magnética do vécuo e a permeabilidade elétrica do véacuo.
Nas unidades naturais fixamos ¢ = 1. Contudo, ¢ = 1/ Ho€o (GRIFFITHS, 1999, p. 376), portanto em unidades
naturais pgeg = 1.

30 Ji = (¢p,J) em unidades em que ¢ # 1.
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Usando isso na equagdo explicita do campo em (6.178):

Po#(x)P™" = P(2m)~2 Z/ \/ﬁ 7, 0)a(p, )¢t + e (g, o)at (P, o)e P THPT

(2) ‘Z/ @W o)Pa(fo )P P 4 (5 0)Pacl (7 0)P e P

= (2n)"2

—(2n) —Z/

o) a(~p, o)t + (g, o )ifat (—po)e” T}

e (=p, o) a(—p,0)e"

+ P e (=po)n‘at(—p, o)e P
(6.191)

O produto escalar € invariante de Lorentz, portanto p - x = (Pp - Pz) e podemos escrever:

PoH(z)P~ —(2m) "2 Z/ \/ﬁ {P* e (—p, o) a(—Pp, O.)e+i’Pp-’Px

+PH e (—p,0)n‘a (—p, o)e” PP,
(6.192)

Lembramos que essa integral é tomada de —oo a +oc e trocarmos as varidveis de integragcdo de p para

—p temos:

> d’(—p)

P! ()Pt = —(27) 72 Z/+ N

{P",e" (p,o)n*a(p, o)e ™7

+ PH e (p, o)na (p,0)e PP}
s [T dp .
Y [ P ol

+ Puye*u( )T]CCLCT (p O') 'Lp-73:1:}.
(6.193)

Esse campo ainda ndo é proporcional a ¢, () ou seu adjunto ¢,,+(z). Portanto, fazemos novamente a
escolha:

n‘=n", (6.194)

0 que nos permite chegar em:

+oo d3 '
P¢“(x) = _’P,u 27‘(’ Z/ p’ )n*a(ﬁ, 0.)€+zp-77x+e*u<p’ )ﬁ*&cT(p, ) ’Lp-'P;r}

=~ P*,6,(P).
(6.195)
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Reversao temporal. Primeiro vamos observar, de (6.152), que:
e"(0,0) = (=1)7e*(0, —0), (6.196)

e assim fazemos

e
0,—0) (6.197)

= (~)"7P e (f0).

Com isso temos:

Tt =T Z/ \/@ {e"(7,0)a(p,0)e™* + (P, 0)a (7, 0)e” P} T !
(2m)"2 Z/ 5, 0)Ta(p,o) T e ™" + et(p,0)Ta (p, o) T et 7}

{ *u(ﬁ; U)(—l)jfoa,(—ﬁ’ _O-)e*ip-ac

+ e“(ﬁ7 0)(—1>j_UCLCT(—]7, _O.>€+z'p-9c}

27T 2 1+a'pu e ( 7, —U)(—l)j_aa(—ﬁ, —U)e_ip'm
F(—D)HOPE e (—F —o) (1Y %0t (—F, —a)et P
27T —2 1+Je ( P, _0>a(_ﬁ7 _0>6—ip~x
+ (=) e (=p, —U)CLCT(—ﬁ, —0)etPr}
— ,Plu‘l/(_ 1+J 27T -5 v —O')a(—ﬁ 0—) _prpx

+ e (=, —0)a (<, —o)e P,
(6.198)

Vamos agora fazer as substituicdes p — —p, 0 — —o e j = 1, esta ultima substitui¢ao se devendo ao
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fato de que estamos lidando com particulas de spin-1:

T¢M($)T_1 — 73/"11<27r)_% o 0—)01(25" O.)e—ip'Px + €*V(ﬁ O-)CLCT(@ O_)e_H‘p.’PCC}

=P",(2m) " {e" (B, 0)a(p, 0)e P 4 e (p, 0)a (5, 0)e” TP}
= Puuqsy(_,])x)
=P, ¢"(Tx).
(6.199)
Conjugacao de carga. A acdo do operador de conjugacio de carga € direta:
Cr @t =can Y / D (5,0)a(F,0)e + (7 ) (7, o)y C
2p
(2m) "2 5, 0)Ca(p,o0)C et (5, 0)Ca (, 0)Cle P}
(2m) 2 7, 0)¢"a%(§, 0)e T + e (P o) al (B o)e TP,
(6.200)
para que C¢*(x)C~! comute com ¢* (), escolhemos:
¢ =, (6.201)

€ com 1Sso:

Cot(x)C = oM (a). (6.202)
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7 CONCLUSAO

Na introducdo expusemos o objetivo de fornecer, neste trabalho, uma base sélida a Teoria Quantica
de Campos, baseada na abordagem e na sequéncia da referéncia (WEINBERG, 1995), com passagens
matemadticas desenvolvidas de foma clara de modo a serem acessiveis a alunos em nivel de graduagao.
Iniciamos o trabalho com uma rapida introducio a conceitos da Relatividade Restrita e seus aspectos
matematicos, de forma a recordar o aluno dos resultados com os quais deve estar familiarizado da
Fisica Geral ou fornecer uma base sucinta para que o aluno que ainda ndo encontrou a teoria em detalhe
possa compreender a invaridncia de uma quantidade por transformagdes de Lorentz e as manipulacdes
matematicas de quadrivetores e tensores. Seguimos com uma breve introdu¢ao a Mecanica Quantica
de um modo que busca fornecer o aspecto matematico dos operadores e vetores do espaco de Hilbert
de forma que seja familiar ao aluno que ja estudou a Fisica Quantica ndo-relativistica. Reconhecemos,
contudo, que nesse aspecto o trabalho pode oferecer dificuldade aos alunos, nos anos iniciais de
graduacdo, que ainda ndo conhecerem a equacao de Schrodinger ou as ondas de de Broglie. A esses
alunos recomendamos a leitura de uma referéncia em nivel introdutério em Fisica Quantica, como o0s
primeiros capitulos da referéncia (EISBERG; RESNICK, 1986), que fornecem o panorama histdrico
dos primeiros anos da fisica de particulas.

Terminamos o Capitulo 2 — primeiro capitulo de desenvolvimento do trabalho — com uma
introducdo a grupos e representacoes, € passamos ao Capitulo 3 iniciando o processo de conciliar
a Fisica Quantica com a Relatividade Restrita. Neste capitulo encontramos resultados importantes:
vemos, na Secdo 3.2.2, que simplesmente definindo se as particulas sdo massivas ou nao as transforma-
¢oes de Poincaré nos permitem chegar nas regras de transformaco de spin e helicidades, incluindo
a discretizagdo dessas grandezas. Passamos em seguida a representacdo da paridade e da reversao
temporal sobre esses estados, e a necessidade de conservar o sinal da energia explicita a diferenga entre
aplicar transformagdes sobre estados fisicos e sobre quadrivetores.

No Capitulo 3 se evidencia um aspecto interessante da teoria. A tarefa de representar transformacoes
sobre estados fisicos nao inclui em si a possibilidade de interacdo, e a inclusao dessas interacoes
ndo se faz de forma direta como, na Fisica Cléssica, onde usamos forgas e potenciais que agem
sobre o sistema fornecendo uma maneira — mesmo que perturbativa — de determinar as posi¢des e
velocidades caracteristicas em qualquer ponto do tempo. Aqui, limitamos nossa discussao a conhecer
os estados inicial e final de um sistema e buscar uma ferramenta matemaética que faca essa transicao.
Esse formalismo se justifica, contudo, a medida que ndo podemos, na Mecanica Quantica, conhecer
os estados intermedidrios de uma interacdo interparticular, apenas os estados antes e depois do
experimento, ja que qualquer tentativa de observar o processo de interacao iria naturalmente interferir
com o mesmo. O formalismo da matriz-S €, portanto, apropriado para a Mecanica Quantica. Nossa
busca por uma forma invariante da mesma, contudo, leva-nos a introduzir um termo de densidade de
interagcdo que, associado ao Principio da Decomposicao em Cluster, leva a formulagao (e visualizagao)
da interacdo entre particulas como uma sequéncia de criagdes e aniquilagdes de particulas, carregando

momentos e energias conservados de forma que ndo s6 ndo precisamos supor a existéncia de acao
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a distancia, mas também podemos buscar algum entendimento da forma inobservével pela qual as
interacoes se efetuam. Somos levados assim a questionar se essas sequéncias de criacao e destruicdo
de particulas sdo apenas uma ferramenta matematica ou uma realidade fisica. Elas se constituem,
de qualquer modo, em um ferramental robusto para o estudo dos processos em Teoria Quantica de
Campos.

Notamos aqui que, no Capitulo 4, omitimos uma extensa discussao, disponivel na referéncia
(WEINBERG, 1995, p. 124-134), sobre as simetrias da paridade, da reversao temporal, da conjugacao
de carga e de seus produtos P71, CP, CT e C'PT. Apenas C'PT ¢ conservada em todos 0s processos,
como demonstrado na referéncia principal deste trabalho (WEINBERG, 1995, p. 244-246).

Aproximamo-nos do fim do trabalho no Capitulo 6, introduzindo finalmente o conceito de campo
quantico como decorréncia da necessidade de construirmos uma teoria que explicite que as interacdes
respeitam a invariancia de Poincaré e o PDC. Mais uma vez, obtivemos um resultado fisicamente
relevante: para que os processos fisicos nao interfiram com outros processos em distancias maiores
do que pode ser percorrido pela luz e para que a carga elétrica seja conservada, precisamos introduzir
antiparticulas. Esse resultado nfio é trivial. A época de seu descobrimento por Dirac em 1928, nenhuma
antiparticula nao havia ainda sido observada experimentalmente. Dirac descobriu a existéncia do
positron por meios tedricos enquanto buscava uma teoria relativistica para o elétron (DYSON, 1951,
p.- 1). Além desse resultado, pudemos fornecer dois exemplos do fato de que particulas de spin inteiro
sdo bosons. Também construimos o campo quadrivetorial e terminamos o trabalho mostrando de forma
sucinta como ele respeita as mesmas regras do potencial quadrivetor da Eletrodinadmica, buscando
mostrar de forma sucinta uma aplicagdo desses campos.

Ao fim desse desenvolvimento, esperamos que o leitor tenha adquirido uma boa familiarizagdo
com a TQC que o permita continuar os estudos e se aprofundar na drea. O estudante pode, por
exemplo, passar a teoria de campos de particulas de spin-1/2 (WEINBERG, 1995, p. 213-229), e
prosseguir ao formalismo Lagrangiano da TQC. Também esperamos, por fim, que as passagens abertas
explicitamente ao longo desse trabalho sirvam de auxilio para estudantes da TQC que precisarem de
alguma referéncia quanto ao desenvolvimento explicito das passagens e demonstracdes matematicas

que compdem esse trabalho de construcdo da teoria.
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