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RESUMO

DA SILVA, V. B. Bifurcação de Hopf e Formas normais: Uma nova abordagem para siste-
mas dinâmicos. 2018. 74 p. Dissertação (Mestrado em Física – Programa de Pós-Graduação
em Física) –Instituto de Geociências e Ciências Exatas , Universidade Estadual Paulista “Júlio de
Mesquita Filho”, Rio Claro – SP, 2018.

Este estudo objetiva provar que sistemas dinâmicos de dimensão N, de codimensão um e

satisfazendo as condições do teorema da bifurcação de Hopf, podem ser expressos em uma

forma analítica simplificada que preserva a topologia do espaço de fases da configuração original,

na vizinhança do ponto de equilíbrio. A esta forma simplificada é atribuído o nome de forma

normal. Para tanto, foi utilizado a teoria da variedade central, necessária para reduzir a dimensão

de sistemas à sua variedade bidimensional, e o teorema das formas normais, utilizando-se

como método para determinar a forma simplificada da variedade central associada aos sistemas

dinâmicos, atendendo as condições do teorema da bifurcação de Hopf. A partir da análise

dos resultados aqui encontrados foi possível construir a prova matemática de que sistemas

de dimensão N, atendendo as condições do teorema de Hopf, podem ser re-escritos em uma

expressão analítica geral e simplificada. Enfim, através deste estudo foi possível resumir todos

os resultados aqui obtidos em um teorema geral, além de reduzir a custosa tarefa de obtenção de

formas normais, abrange sistemas N-dimensionais com ocorrência da bifurcação de Hopf.

Palavras-chave: formas normais, bifurcação de Hopf, teoria da variedade central.





ABSTRACT

DA SILVA, V. B. Hopf bifurcation and normal forms: A new description to dynamical
systems. 2018. 74 p. Dissertação (Mestrado em Física – Programa de Pós-Graduação em Física)
–Instituto de Geociências e Ciências Exatas , Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita
Filho”, Rio Claro – SP, 2018.

In this work we prove the following: consider a Ndimensional system that is reduced to its center

manifold. If it is proved the system satisfies the conditions of Hopf bifurcation theorem, then

the original system of differential equations is rewritten in a simpler analytical expression that

preserves the phase space topology. This last is also known as the normal form. The center

manifold is used to derive a reduced order expression, and the normal form theory is applied to

simplify the form of the dynamics on the center manifold. The key results here allow constructing

a general mathematical proof for the normal form of N-dimensional systems reduced to its center

manifold. In the class of dynamical systems under Hopf bifurcations, the present work reduces

the work done to obtain normal forms.

Keywords: normal forms, Hopf bifurcation, center manifold theory.
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CAPÍTULO

1

INTRODUÇÃO

A natureza é responsável por abranger uma grande diversidade de fenômenos e compor-

tamentos de carácter não-linear. Dentre estes, destaca-se o fenômeno conhecido por bifurcação.

No contexto da dinâmica não-linear, sistemas dinâmicos que descrevem sistemas físicos, são

caracterizados por parâmetros de controle. Como exemplo, considere um sistema dinâmico

envolvendo reações químicas oscilantes, onde o parâmetro de controle é a concentração dos

reagentes envolvidos na reação (Figura 1a).

(a) 50 quadros (b) 100 quadros (c) 400 quadros

Figura 1 – Simulação de ondas químicas na atividade da reação de Belousov-Zhabotinsky (B.Z.) através
do software livre "Processing". A reação (B.Z.) é um exemplo clássico de uma reação química
oscilatória. A ordem dos comportamentos se lê da esquerda para a direita. (a) Simulação das
oscilações temporais de uma reação (B.Z.) após 50 quadros; (b) Estado após 100 quadros.(c)
Estado após 400 quadros. Da Figura 1a para a Figura 1b, nota-se uma mudança de comporta-
mentos vinculada à modificação do parâmetro de controle (consumo dos reagentes). Na Figura
1c, a mudança na estrutura espacial do sistema caracteriza-se por exibir um comportamento
periódico. Deste modo, quando à variação do parâmetro de controle conduz ao surgimento de
soluções periódicas, diz-se que o sistema dinâmico exibe uma bifurcação de Hopf.
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De acordo com Figura 1b, conforme ocorre consumo dos reagentes envolvidos no

processo químico, portanto mudança do parâmetro de controle, o comportamento do sistema

dinâmico muda qualitativamente. Neste cenário, diz-se que o sistema dinâmico sofreu uma

bifurcação (STROGATZ, 2015; GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983).

Ao analisar a Figura 1c, torna-se evidente que a mudança no comportamento do sistema é

caracterizada por exibir um comportamento periódico no que compete à mudança na concentração

dos reagentes. Deste modo, segundo a teoria bifurcações, diz-se que o sistema em particular

exibe uma bifurcação chamada de bifurcação de Hopf (GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983;

MONTEIRO, 2011; FIEDLER; PRADO, 2011; MARSDEN; MCCRACKEN, 1976). Soluções

periódicas obtidas mediante a mudança de um ou mais parâmetros de controle são chamadas

de ciclo-limite (MARSDEN; MCCRACKEN, 1976; MONTEIRO, 2011). Entende-se por ciclo-

limite uma trajetória fechada e isolada no retrato de fases 1.

Na Física estatística, modificações na estrutura do retrato de fases, vinculadas à varia-

ção de parâmetros de controle, são chamadas de transições de fase. De modo geral, em uma

bifurcação, o ponto de equilíbrio2 sofre uma mudança na sua estabilidade. O fluxo de soluções

antes e após a bifurcação é diferente, geralmente acarretando em uma mudança da estabilidade

do ponto de equilíbrio. O estudo da convergência para este ponto é caracterizado em termos da

distância ao ponto fixo (LEONEL; KAMPHORST, 2002). O estudo da convergência e, à rigor,

das propriedades de escala, na bifurcação, é descrito por uma função homogênea generalizada

conduzindo a três expoentes críticos: α , β e z. Estes expoentes estão relacionados entre si a

partir de uma lei de escala da forma z =
α

β
. Nas proximidades da bifurcação, a convergência

para o ponto de equilíbrio é dada por uma função exponencial. O tempo de relaxação é expresso

a partir de uma lei de potência cujo o argumento é o parâmetro que estabelece a distância da

bifurcação, descrito por um expoente δ . Os expoentes críticos definem a classe de universalidade

de bifurcações (LEONEL, 2016).

Em um resultado recente envolvendo o estudo das propriedades de escala de bifurcações

em mapeamentos discretos unidimensionais, foi considerado particularmente uma família de

mapeamentos do tipo logístico-like (TEIXEIRA et al., 2015b). A convergência para o ponto

fixo em uma bifurcação foi investigada usando tanto a abordagem fenomenológica, a partir

1 Um dado par de valores, por exemplo (x,ẋ) define o estado de um sistema, sendo x a variável dinâmica.
A descrição de como este estado evolui no tempo é denominada de diagrama de fases. As possíveis
soluções deste sistema são denominadas por trajetórias de fase ou linhas de fluxo. O conjunto de todas
as linhas de fluxo é denominado por retrato de fases (FIEDLER; PRADO, 2011; MONTEIRO, 2011).

2 No presente trabalho, entende-se por ponto de equilíbrio, o ponto a qual o sistema dinâmico permanece
no estado estacionário, conforme ocorre a evolução deste no tempo. Na literatura(STROGATZ, 2015;
GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983), é comum o uso dos termos ponto fixo, para sistemas dinâmicos
cuja evolução no tempo ocorre de modo contínuo, e ponto de equilíbrio, quando o sistema evolui no
tempo de modo discreto. Como no presente trabalho não há um estudo profundo e detalhado sobre
mapas discretos, então não será feita distinção entre os termos ponto fixo e ponto de equilíbrio, sendo
estes portanto tratados aqui como correlatos.
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do uso de uma função de escala, conduzindo a uma lei de escala com três expoentes críticos,

bem como um procedimento analítico, transformando a equação de diferenças em uma equação

diferencial. A investigação fenomenológica considerou um conjunto de três hipóteses de escala

e gráficos específicos para obter os expoentes críticos. Neste estudo, ver (TEIXEIRA et al.,

2015b), observou-se que o expoente α é constante, enquanto β =−1/γ e z =−γ apresentam

dependência da não-linearidade do mapa. Os autores evidenciam que para um mapa logístico da

forma xn+1 = Rxn(1− x
γ
n), com γ ≥ 1, a lei de escala z = α/β é também observada.

Após estes resultados, Ref. (TEIXEIRA et al., 2015b), os autores desenvolvem uma

expansão em série de Taylor da segunda iterada do mapeamento e descrevem com sucesso, ver

(TEIXEIRA et al., 2015a), os expoentes críticos para uma bifurcação de duplicação de período.

Para esta bifurcação, os expoentes não dependem da não-linearidade do mapeamento e, portanto,

são universais. Conforme em (TEIXEIRA et al., 2015b; LEONEL; KAMPHORST, 2002), os

expoentes críticos podem ser dispostos de forma resumida na Tabela 1.

Tabela 1 – Tabela de expoentes críticos α , β , z e δ observados para uma família de mapeamentos discretos
da forma xn+1 = Rxn(1− x

γ
n), conforme discutido em (LEONEL, 2016).

Bifurcação α β z δ

Forquilha 1 −1
γ −γ −1

Transcritica 1 −1
γ −γ −1

Duplicação de período 1 −1
2 −2 −1

Uma extensão do procedimento foi feita também para um conjunto de bifurcações

observadas em equações diferenciais ordinárias, ver (LEONEL, 2016), considerando um conjunto

de três importantes bifurcações unidimensionais, a saber: Sela-nó, Transcrítica e Forquilha

supercrítica. Os resultados podem ser resumidos na Tabela 2.

Tabela 2 – Tabela de expoentes críticos α , β , z and δ para três bifurcações locais, conforme discutido em
(LEONEL; KAMPHORST, 2002).

Equação Bifurcação α β z δ

ẋ = µ − x2 Sela-nó 1 −1 −1 −1
2

ẋ = µx− x2 Transcrítica 1 −1 −1 −1

ẋ = µx− x3 Forquilha supercrítica 1 −1
2 −2 −1

Embora as bifurcações discutidas acima tenham sido especialmente caracterizadas pelo

fato de que a estabilidade dos pontos fixos muda à medida que os parâmetros do sistema são

variados, levanta-se como questionamento sobre o que aconteceria com as propriedades de escala

do sistema se a mudança na estabilidade do ponto fixo conduzisse a uma solução periódica, ou

seja, qual seria o comportamento dos expoentes de escala, bem como, da lei de escala se uma

bifurcação de Hopf caracterizasse o sistema dinâmico?
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Recentemente, significativos avanços foram obtidos no estudo e determinação de propri-

edades relacionadas à convergência para o estado estacionário na bifurcação de Hopf (SILVA;

LEONEL, 2018a; SILVA; LEONEL, 2018b; SILVA, 2018). Nestes estudos, a partir da obtenção

da forma normal, investigou-se a dinâmica no ponto de bifurcação e em suas vizinhanças usando

o formalismo de escala. O desenvolvimento destes estudos conduziram a determinação de pro-

priedades de escala da forma normal da bifurcação de Hopf, assim como, dos expoentes críticos.

Além disso, constatou-se que as propriedades de convergência para o estado estacionário, embora

apresentem dependência das formas normais, são invariantes ao tipo de forma normal do sistema.

No entanto, se faz necessário aduzir o seguinte comentário crítico aos nossos procedi-

mentos. Pergunta-se à propósito:

Qual é a relevância das propriedades de escala e por quê deve-se preocupar com a

determinação dos expoentes críticos em sistemas dinâmicos teóricos e, à rigor, em sistemas de

natureza experimental ?

Suponha um cientista experimental investigando um determinado sistema dinâmico

caracterizado por um ciclo limite assintoticamente estável e que o conjunto de equações diferen-

ciais que descreve a dinâmica não seja conhecido. Ao examinar as propriedades de escala, assim

como, os expoentes críticos que caracterizam a dinâmica próxima a uma determinada bifurcação,

isto permite descobrir e aprender propriedades sobre o sistema em estudo que podem não ser

devidamente conhecidas, quando são. Desta maneira, determinados modelos que simulam este

sistema dinâmico podem ser eliminados ou suportados dependendo das propriedades de escala

observadas.

De modo geral, uma das ferramentas básicas no estudo sobre a mudança no compor-

tamento topológico associado a um fluxo de soluções é a teoria das formas normais (GUC-

KENHEIMER; HOLMES, 1983; MONTEIRO, 2011). Contudo, em sua totalidade as formas

normais para sistemas dinâmicos que exibem a bifurcação de Hopf ou para diferentes sistemas de

equações diferencias de modo geral, não são de fácil obtenção e acabam por consumir, portanto,

demasiado tempo e trabalho, já que as operações são não triviais de serem realizadas devido a

ordem e a dimensão que exibem (GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983; CHOW; DRACHMAN;

WANG, 1990).
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Com base nisso, procura-se com presente trabalho reunir dados para responder ao

seguinte problema de pesquisa: É possível reduzir o árduo trabalho de obtenção das formas

normais para sistemas dinâmicos de dimensão N com ocorrência da bifurcação de Hopf?

Deste modo, o principal objetivo do presente trabalho consiste em provar que para

qualquer sistema dinâmico de dimensão N, satisfazendo as condições do teorema da bifurcação

de Hopf, sua forma normal é expressa por:

{

ẏ1 = α(µ)y1 −β (µ)y2 +(ay1 −by2)((y1)
2 +(y2)

2),

ẏ2 = α(µ)y2 +β (µ)y1 +(ay2 +by1)((y1)
2 +(y2)

2).
(1.1)

Em que y1 e y2 descrevem as variáveis dinâmicas, α caracteriza o parâmetro de controle

com β , a e b constantes.

Todavia, considera-se relevante fazer também o seguinte questionamento: Por que as

formas normais são tão relevantes para o estudo das bifurcações de Hopf?

As formas normais desempenham um formalismo crucial para que seja realizado o estudo

da bifurcação de Hopf, assim como de demais outras bifurcações, no que tangem as propriedades

de escalas que as caracterizam. Diante disso, é possível afirmar que mesmo o resultado principal

deste trabalho limitando-se a sistemas dinâmicos com ocorrência da bifurcação de Hopf, a

existência de uma ferramenta matemática robusta que permite reduzir o trabalho de obtenção de

formas normais a simples verificação de algumas poucas condições específicas e que, à rigor,

auxilia na investigação de propriedades de escala, se torna necessária e extremamente bem-vinda.

É importante salientar que alguns trabalhos já parecem ter realizado um certo "esforço"no

sentido de obter uma simplificação na determinação de formas normais, principalmente para

sistemas dinâmicos sujeitos à bifurcação de Hopf (JR; AMARAL; ALBERTO, 2013; BETAN-

CUR, 2010; VERRI, 2013). Nestes últimos torna-se evidente que os métodos apresentados

convergem para a formulação de Poincaré (POINCARE, 1879), extensamente discutida pelos

trabalhos de Yuri Kuznetsov, com ênfase na obra Applied Elements of Bifurcation Theory. Apesar

de intrigante, o método discutido por Kuznetsov, bem como o modo como é apresentado, leva

alguns pontos ao questionamento.

A computação de formas normais seguindo o método canônico de Poincaré trata-se de

uma construção envolvendo expansões em série de Taylor e é extremamente eficaz no estudo de

sistemas dinâmicos unidimensionais. A determinação da forma normal das bifurcações sela-nó,

transcrítica, forquilha (MONTEIRO, 2011, p. 328-335) e duplicação de período (TEIXEIRA

et al., 2015b; TEIXEIRA et al., 2015a), surge através deste método. Entretanto, envolvendo

sistemas dinâmicos, principalmente modelados de sistemas físicos, nem sempre o estudo destes se

resume ao caso unidimensional, uma vez que é grande a variedade de sistemas de dimensão N ≥ 2.

Segundo Chow, Drachman e Wang (1990), para esta classe de sistemas, além da determinação da

forma normal não ser trivial, esta também não é unívoca, o que a torna sua determinação ainda
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mais complicada.

Não obstante, Kuznetsov ainda estabelece, para a obtenção de formas normais, uma

condição de não-degenerescência, que não tem origem nos trabalhos de E. Hopf (1942) para

sistemas dinâmicos no R
n, tampouco de Andronov no R

2 (ANDRONOV; VITT; KHAIKIN,

1996; HOPF; MORAWETZ; SERRIN, 2002). A formulação original de E. Hopf, leva estabelecer

ainda alguns questionamentos no que compete o restante do espectro de autovalores associados a

matriz Jacobiana. Tais pontos serão levantados e esclarecidos nos capítulos seguintes.

A determinação da forma normal não se limita apenas ao método de Poincaré. Outro

método consiste na abordagem desenvolvida por Takens e estendida por Ushiki (USHIKI, 1984;

CHUA; KOKUBU, 1988; CHUA; KOKUBU, 1989). Esta abordagem encontra-se baseada na

computação de transformações não-lineares de coordenadas que sistematicamente reduzem o

acoplamento entre termos de menor ordem no sistema original. Esta teoria de transformação

encontra-se baseada nas técnicas da álgebra de Lie. Todavia, embora mais prático quando

comparado ao método de Poincaré, o formalismo de Takens e Ushiki também não é simples,

pois envolve:(i) obrigatoriedade de cálculo de termos de ordem superior da forma normal; (ii)

infrutíferos métodos computacionais; (iii) operações matriciais difíceis de serem realizadas sem

cometer equívocos.

Diante disso, nota-se que os métodos atuais, apesar de extremamente relevantes, não

são simples de serem avaliados, dado que tornam-se cada vez mais trabalhosos dependendo

da dimensão do sistema. Deste modo, a proposta do presente trabalho reside em uma nova

abordagem que simpifique a determinação de formas normais para a classe de sistemas dinâmicos

satisfazendo as condições propostas por E. Hopf. Nesse sentido, a contribuição deste trabalho jaz

primeiro em estabelecer um teorema, empregando o formalismo de Takens, para a determinação

de formas normais envolvendo sistemas de dimensão 2 e satisfazendo as condições propostas

por Andronov (ANDRONOV; VITT; KHAIKIN, 1996; RUELLE; TAKENS, 1971). Um vez

tendo-o alcançado, o resultado é generalizado para sistemas N-dimensionais, satisfazendo agora

as condições do teorema original de Hopf (HOPF; MORAWETZ; SERRIN, 2002, p. 111).

Para o desenvolvimento e obtenção do resultado de maior relevância neste estudo, os

teoremas da bifurcação de Hopf (MARSDEN; MCCRACKEN, 1976; KAZARINOFF N.D; HAS-

SARD; WAM, 1981; ANDRONOV; VITT; KHAIKIN, 1996; RUELLE; TAKENS, 1971; HOPF,

1942; HOPF; MORAWETZ; SERRIN, 2002), bem como, os teoremas de Carr da variedade cen-

tral (CARR, 1981; KHAIL, 1981; MONTEIRO, 2011; KAZARINOFF N.D; HASSARD; WAM,

1981; SPIVAK, 1965; TU, 2011) e, por fim, do formalismo de formas normais de Takens-Ushiki

(GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983; MONTEIRO, 2011; USHIKI, 1984; CHUA; KOKUBU,

1988; CHUA; KOKUBU, 1989) desempenham ambos papel fundamental ao longo deste trabalho.

Os teoremas da bifurcação de Hopf, no R
2 e R

n, permitem estabelecer que condições sistemas

dinâmicos devem satisfazer para a ocorrência da bifurcação de Hopf. Conforme evidenciado, um

determinado sistema exibe a bifurcação de Hopf quando a alteração do parâmetro de controle
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deste sistema conduz a uma mudança na estabilidade do ponto fixo, de foco atrator para foco

repulsor, com o surgimento de um ciclo-limite assintoticamente estável.

O teorema da variedade central envolve uma rigorosa técnica matemática que possibilita

com que seja reduzido a dimensão de um determinado sistema a sua variedade central. Por

outro lado, o teorema das formas normais proporciona, através de sucessivas transformações de

coordenadas, uma maneira com a qual o sistema dinâmico possa ser re-escrito em uma expressão

analiticamente mais simples e que mantêm as características e propriedades do sistema dinâmico

original. Ambas as técnicas são aplicadas na vizinhança do ponto de equilíbrio.

Esta dissertação estrutura-se em seis capítulos. Apresentado-se no primeiro os teoremas

da bifurcação de Hopf no R
2 e R

n. O segundo capítulo, é dedicado à teoria da variedade central.

No final, discute-se um exemplo envolvendo o cálculo da variedade central. No terceiro capítulo,

é discutido a teoria das formas normais de Takens-Ushiki. O quarto capítulo caracteriza o estudo

em questão com o objetivo de responder ao problema de pesquisa levantado acima. Por fim, os

capítulos cinco e seis são dedicados à discussões e conclusões, respectivamente.
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CAPÍTULO

2

BIFURCAÇÃO DE HOPF

No contexto da dinâmica não-linear, a teoria de bifurcações encontra-se particularmente

interessada no estudo da mudança do comportamento topológico associado a um fluxo de

soluções de um sistema dinâmico. Podendo este último ser descrito por uma equação diferencial

(HILBORN, 2000) ou por um mapeamento discreto (DEVANEY, 1992). Neste trabalho entende-

se por mapas discretos como sistemas dinâmicos que evoluem no tempo de forma discreta.

Todavia, uma bifurcação geralmente ocorre quando a alteração de um determinado parâmetro de

controle produz uma mudança qualitativa no fluxo de soluções do sistema.

De forma geral, as bifurcações são divididas em dois grandes grupos: locais e globais

(MONTEIRO, 2011). As bifurcações mais elementares e mais minuciosamente estudadas são

aquelas relacionadas ao comportamento local próximo a um ponto fixo ou periódico de um

sistema dinâmico de tempo discreto ou a uma órbita periódica de um sistema de tempo contínuo

(KATOK; HASSELBLATT, 2005; GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983; MONTEIRO, 2011).

As bifurcações locais ocorrem quando a alteração do parâmetro de controle provoca uma

mudança na estabilidade local associada a um ponto fixo ou a órbitas periódicas. Por outro lado,

as bifurcações globais envolvem mudanças qualitativas nos aspectos globais do sistema dinâmico

(SAVI, 2006). Algunas bifurcações globais costumam ocorrer quando conjuntos invariantes, por

exemplo atratores caóticos, colidem com variedades instáveis, o que acarreta na destruição do

atrator1 (GREBOGI; OTT; YORKE, 1982a; GREBOGI; OTT; YORKE, 1982b).

Segundo Savi (2006), as bifurcações locais tratam-se de mudanças no comportamento

topológico do fluxo de soluções do sistema em uma região limitada no espaço de fases, por

exemplo, na vizinhança dos pontos fixos. Assim, o procedimento de análise consiste, para este

caso, de estudar os diferentes tipos de soluções com a variação do parâmetro de controle. As

bifurcações globais, por outro lado, são caracterizadas como bifurcações do tipo não-locais,

1 Denomina-se atrator um ponto ou um conjunto de pontos para os quais as trajetórias de fase convergem
para tempos suficiente longos.
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portanto, conclusões sobre estas bifurcações não podem ser obtidas a partir da análise local.

De outra maneira, pode-se dizer que as bifurcações locais descrevem todas as mudanças

no espaço de fase que podem ser previstas estudando-se o campo vetorial nas vizinhanças de um

ponto fixo ou de uma órbita fechada. Ao passo que, as bifurcações globais são aquelas em que a

análise local não permite inferir em nada sobre as mudanças das órbitas no retrato de fases.

O objetivo último do presente trabalho reside na determinação do resultado matemático

que garante a representação de sistemas dinâmicos sujeitos à bifurcação de Hopf em uma forma

simplificada. Tal configuração, na vizinhança do ponto de equilíbrio, deve manter imutável

a topologia do retrato de fases. Conforme destacado, a esta representação, obtida a partir de

sucessivas transformações de coordenadas, é dado o nome de forma normal.

“A diferença entre as bifurcações discutidas e a bifurcação de Hopf é
que no primeiro caso todos os ramos obtidos representam equilíbrios.
Por outro lado, na bifurcação de Hopf o sistema antes representado por
um equilíbrio passa a sê-lo por um ciclo-limite onde as oscilações são
regulares. Então, a bifurcação de Hopf é um tipo de bifurcação que liga
equilíbrio a movimento periódico”. (FIEDLER-FERRARA; PRADO,
1994, p. 53)

Os autores deixam bem claro na citação acima que diferente das demais bifurcações

estudadas na literatura (STROGATZ, 2015; GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983; MONTEIRO,

2011; FIEDLER; PRADO, 2011), uma bifurcação de Hopf descreve a evolução de um foco

atrator para ciclo-limite. De tal modo que um sistema antes descrito por um equilíbrio passa a

ser por oscilações periódicas. Este último é conhecido como o caso supercrítico da Bifurcação

de Hopf. Todavia, esta também pode exibir o caso subcrítico. Ambos os casos serão discutidos

em maiores detalhes à seguir.

Todavia, é necessário para o alcance deste objetivo estabelecer quais são condições a

serem satisfeitas para que tais sistemas apresentem oscilações periódicas e, portanto, a bifurcação

de Hopf. Com base nisso, o presente capítulo dedica-se em introduzir as bifurcações de Hopf,

bem como, apresentar os teoremas que fornecem as condições para a existência deste tipo de

bifurcação em sistemas dinâmicos de dimensão 2 e dimensão N.

2.1 Teorema da bifurcação de Hopf no R
2

Seja um sistema dinâmico

ẋ = f (x,µ), x ∈ R
2,

com parâmetro variável e real µ . Considerando que o sistema seja ainda bem definido, com certa

suavidade no campo vetorial não-linear f , com solução única para cada valor inicial x(t0) = x0 e

que detenha um ponto fixo x*, para cada µ ∈ R.
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Linearizando o sistema de equações diferenciais em torno de x* obtêm-se que sua equação

linearizada é

ẋ ≈ A(µ)(x− x*),

onde a matriz Jacobiana, A(µ), possui um par complexo conjugado de autovalores,

λ1,2 = α(µ)± iβ (µ).

Estes autovalores configuram no retrato de fases um foco estável ou instável, dependendo

de α(µ).Variando-se µ pode-se passar de um foco estável para um foco instável quando µ atinge

um valor crítico µ0. Se µ for continuamente variado dentro de uma pequena vizinhança próxima

de µ0 e, como consequência, obtém-se soluções periódicas, então diz-se que o sistema dinâmico

exibirá uma bifurcação de Hopf supercrítica (Figura 2). Todavia, a bifurcação é denominada

subcrítica (Figura 3), para quando soluções periódicas emergirem de valores de µ menores que

µ0.

Figura 2 – Quando µ < µ0, o ponto fixo é assintoticamente estável (Figura esquerda) e para cada µ > µ0,
porém na vizinhança deste, existe uma órbita periódica estável (Figura direita) perto do ponto
de equilíbrio instável. Para esta configuração, dizemos que o sistema dinâmico exibe uma
bifurcação de Hopf do tipo supercrítica.

Figura 3 – Quando µ > µ0, o ponto fixo é instável (Figura esquerda) e para cada µ < µ0, porém na vizi-
nhança deste, existe uma órbita periódica (Figura direita) instável perto do ponto de equilíbrio
estável. Nesta configuração, o sistema exibe uma bifurcação de Hopf do tipo subcrítica.
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Por exemplo, considere novamente o sistema dinâmico envolvendo reações químicas

oscilantes, onde o parâmetro de controle é a concentração dos reagentes envolvidos na reação.

Conforme ocorre consumo dos reagentes envolvidos no processo químico, portanto mudança do

parâmetro de controle, o comportamento do sistema dinâmico muda de tal maneira a exibir um

comportamento periódico no que compete à mudança na concentração dos reagentes. Neste caso

particular, o sistema dinâmico exibe uma bifurcação de Hopf supercrítica.

No estudo da dinâmica não-linear, é necessário determinar para que ou quais valores de

µ0 um ramo de soluções periódicas existe. Assim, a principal diferença entre a bifurcação de

Hopf e as demais bifurcações estudadas na literatura (GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983;

STROGATZ, 2015; FIEDLER; PRADO, 2011) é que um sistema dinâmico antes descrito por

um equilíbrio passa a ser descrito por um ciclo limite. Esta é, de fato, a grande contribuição de

Hopf em seu teorema fundamental de bifurcação.

Mediante ao que foi exposto acima, enuncia-se a seguir o teorema2 de Andronov3 no R
2.

Uma prova detalhada deste teorema pode ser encontrada em (ANDRONOV; VITT; KHAIKIN,

1996; MARSDEN; MCCRACKEN, 1976; RUELLE; TAKENS, 1971).

Teorema 1. Seja xµ um campo vetorial no R
2 de classe CK (K ≥ 4) tal que xµ(x

*) = 0 para

todo µ com x = (xµ ,x*) também de classe CK . Seja A =
d f

dx

∣

∣

∣

∣

x=x*
a matriz Jacobiana com dois

autovalores complexos conjugados distintos λ (µ), λ̄ (µ) =α(µ)± iβ (µ). Se

(i) α(µ0) = 0, β (µ0) ̸= 0 (Condição de Não-hiperbolicidade);

(ii)
dα(µ)

dµ

∣

∣

∣

∣

µ=µ0

̸= 0

(Condição de transversalidade);

Então,

(A) µ = µ0 é o ponto de bifurcação;

(B) Quando µ > µ0 existe um ciclo-limite em torno de x* de período T ≃ 2π
|β (µ0)| e amplitude

√

|µ −µ0|.

(C) Para valores próximos o suficiente de µ , menores que µ0, x* é assintoticamente estável.

(D) Para valores próximos o suficiente de µ , maiores que µ0, x* é instável.

2 Este teorema também é conhecido como teorema da bifurcação de Hopf para sistemas bidimensionais
(MARSDEN; MCCRACKEN, 1976, p. 65)

3 A versão do teorema apresentado segue a notação original do trabalho dos principais autores (AN-
DRONOV; VITT; KHAIKIN, 1996; MARSDEN; MCCRACKEN, 1976; RUELLE; TAKENS, 1971).
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Em outras palavras, o teorema 1 estabelece as condições para que um sistema bidimensi-

onal genérico, de autovalores imaginários, tenha soluções periódicas conforme a variação do

parâmetro de controle µ , na vizinhança de µ0. Em outras palavras, este teorema estabelece as

condições para que um sistema bidimensional apresente uma bifurcação de Hopf. A condição de

não-hiperbolicidade conduz a obtenção de autovalores imaginários puros, quando o sistema é

avaliado em µ0. Nesta configuração, µ0 torna-se o ponto de bifurcação, isto é, o ponto que carac-

teriza o nascimento de soluções periódicas ou do ciclo-limite. A condição de transversalidade

determina que os autovalores cruzam o eixo imaginário com velocidade distinta de zero.

Exemplo 1. Prove que o sistema dinâmico

ẋ1 = µx1 − x2 + x1x2 − x2
2

ẋ2 = x1 +µx2 + x1x2

satisfaz as condições do teorema de Andronov em µ = 0.

Resolução. O sistema dinâmico exibe como ponto fixo (x*1,x
*
2) = (0,0). Os autovalores associa-

dos a este último são λ1,2 = µ ± i. Desta maneira, como α(0) = 0, β (0) ̸= 0 e
dα(µ)

dµ

∣

∣

∣

∣

µ=0
= 1 ̸=

0. Decorre dos fatos acima que o sistema dinâmico satisfaz, portanto, as condições do teorema

de Andronov.

O teorema 1, embora erroneamente atribuído a Eberhard Hopf, se deu a partir dos

estudos desenvolvidos por Andronov e seus colaboradores por volta de 1930 (ANDRONOV;

VITT; KHAIKIN, 1996; MARSDEN; MCCRACKEN, 1976).

O teorema 1 estabelece as condições de ocorrência da bifurcação de Hopf para qualquer

sistema dinâmico de dimensão 2. Apesar de relevante, o teorema não é tão abrangente, uma

vez que é grande a vastidão de sistemas N-dimensionais. Deste modo, uma generalização se

faz necessária. Portanto, a seguir apresentamos o teorema de Eberhard Hopf para o caso N

dimensional.

2.2 Teorema da bifurcação de Hopf no R
n

Consideraremos agora a generalização do teorema 1 para caso N-dimensional.

Teorema 2. Considere o sistema de equações diferenciais:

ẋ = F(x,µ), x ∈ R
n (2.1)

onde µ pertence a um intervalo I ⊂ R com a Equação 2.1 possuindo uma dada família de

soluções de equilíbrio (x(µ),µ), µ ∈ I. Através de uma mudança de variáveis, pode-se assumir,

sem perda de generalidade, que x(µ)≡ 0 e 0 ∈ I. Seja

A(µ) = Dx fµ(0),



28 Capítulo 2. Bifurcação de Hopf

a matriz Jacobiana avaliada em (0,µ). Suponha que

(H1) A tem um par de autovalores complexos conjugados λ (µ),λ̄ (µ)= α(µ)± iβ (µ) com

α(µ0) = 0, β (µ0) ̸= 0 e
dα(µ)

dµ

∣

∣

∣

∣

∣

µ=µ0

̸= 0.

Assuma ainda que

(H2) A(µ0) tem um par de autovalores imaginários puros ±iβ (µ0), sendo estes os únicos

autovalores de A(µ0) no eixo imaginário, de tal modo que os demais outros autovalores

não têm parte real nula.

Sob as suposições (H1) e (H2), o sistema dinâmico admite existência de uma família de soluções

periódicas, emergindo da solução de equilíbrio (0,µ0) com período T ≃ 2π
|β (µ0)| .

A prova detalhada do teorema 2 pode ser encontrada em (HOPF, 1942; HOPF; MO-

RAWETZ; SERRIN, 2002, pp. 90-115).

Segundo Marsden e McCracken (1976), o teorema de Eberhard Hopf pode ainda ser

enunciado da forma como segue.

Teorema 3. Seja xµ um campo vetorial no R
n de classe CK (K ≥ 4). Se as suposições (i) e (ii)

do teorema 1 são satisfeitas com a única exceção de que o restante do espectro de autovalores

associados a matriz Jacobiana seja real, não-nulo e distinto dos dois autovalores λ (µ),λ̄ (µ)=

α(µ)± iβ (µ). Então, as conclusões de (A) a (D) são verdadeiras.

A prova detalhada do teorema 3 pode ser encontrada em (MARSDEN; MCCRACKEN,

1976, pp. 163-194).

Os teoremas da bifurcação de Hopf no R
n têm formulações correlatas e, ao mesmo

tempo, complementares no que compete às suposições do qual assume-se sistemas dinâmicos

diversos satisfazer. As formulações tornam-se correlatas pois, em ambas, ao analisar as condições

(H1) e (i) pode-se concluir que para a classe de sistemas dinâmicos no R
n poder exibir soluções

periódicas, conforme ocorre mudança no parâmetro de controle, ainda é necessário ter dois

autovalores complexos conjugados e um par de autovalores imaginários puros, quando avalia-se

a correspondente parte real dos autovalores α(µ) no parâmetro de controle crítico µ0. Esta trata-

se de uma característica da bifurcação de Hopf. Isso porque, conforme (FIEDLER; PRADO,

2011; MONTEIRO, 2011; GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983), em µ0 ocorre uma troca de

estabilidade, passando-se da configuração de equilíbrio estável para ciclo-limite estável. De

outro modo, diz-se que o sistema antes descrito por um equilíbrio passa a sê-lo por oscilações

periódicas.

Além disso, as formulações são complementares, pois ambas relevam uma exceção

quanto ao restante de autovalores associados a matriz Jacobiana. Ao analisar as condições (H2)
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e (ii), o teorema da bifurcação de Hopf estabelece que o restante do espectro de autovalores

associados a matriz Jacobiana do sistema deve ser distinto dos dois autovalores λ (µ),λ̄ (µ)=

α(µ)± iβ (µ) e, portanto, que estes últimos sejam os únicos autovalores no eixo imaginário,

quando a matriz Jacobiana é avaliada no parâmetro de controle µ0.

Deste modo, ao assumir como conjectura que um sistema dinâmico no R
n satisfaz as

condições de ocorrência dos teoremas 2 e 3, diz-se que o sistema dinâmico N-dimensional

deve exibir pelo menos dois autovalores complexos conjugados e que, à rigor, estes devem ser

únicos, no sentido de que o restante dos autovalores ou o espectro remanescente de autovalores

associados a matriz Jacobiana seja, portanto, real, não-nulo e distinto de λ (µ),λ̄ (µ).
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CAPÍTULO

3

TEOREMA DA VARIEDADE CENTRAL

Nos capítulos anteriores, o conceito de bifurcações foi estabelecido e exemplificado.

Conforme discutido, em sistemas dinâmicos dependentes de parâmetros de controle, e à rigor

descrevendo sistemas físicos, se uma mudança no parâmetro ou do conjunto de parâmetro de

controle conduzir à mudanças qualitativas em seu comportamento, diz que o sistema dinâmico

sofreu uma bifurcação. A análise de sistemas dinâmicos, por outro lado, pode mostrar-se uma

tarefa dispendiosa dependendo da dimensão que exibem. Neste cenário, torna-se indispensável o

uso de técnicas que permitem analisar uma versão reduzida destes sistemas, sem que haja perda

de propriedades ou de informações da configuração original.

Segundo Guckenheimer e Holmes (1983), o teorema da variedade central trata-se de uma

ferramenta imprescindível para o estudo de bifurcações em sistemas dinâmicos diversos, uma

vez que fornece os meios necessários para reduzir sistematicamente a dimensão de um sistema

do qual se tem interesse em analisar bifurcações de um dado tipo.

Em outras palavras, o teorema da variedade central envolve uma rigorosa técnica ma-

temática que possibilita com que seja reduzido a dimensão de um determinado sistema a sua

variedade central, de tal maneira que esta última e a versões original sejam topologicamente

orbitalmente equivalentes na vizinhança do ponto de equilíbrio.

Para um melhor tratamento do objetivo geral do presente trabalho e melhor apreciação

deste capítulo, se faz necessário antes estabelecer alguns conceitos e definições importantes

para a compreensão do teorema da variedade central. Deste modo, os conceitos de variedade e

variedade invariante são introduzidos. Em seguida o teorema da variedade central é estabelecido

e um exemplo de aplicação apresentado.
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3.1 Variedades e teorema da variedade central

Neste trabalho entende-se por Variedade1 como um subconjunto de pontos no espaço de

fases de tal modo que este subconjunto é representado univocamente por k parâmetros reais, tal

que mudanças destes parâmetros conduzem a deslocamentos infinitesimais sobre a variedade. Se

existe no espaço de fases uma dada variedade M K-dimensional para o qual o sistema, a partir de

uma condição inicial pertencente a M, permaneça em M para todo instante de tempo t, então

esta variedade é denominada invariante (SPIVAK, 1965; TU, 2011). De outro modo, se existe

uma determinada superfície no espaço de estados na qual as órbitas, periódicas ou não, que ali

se iniciam e lá permanecem, conforme a evolução do sistema no tempo, então tal superfície no

espaço de estados é denominada uma variedade invariante.

Em outras palavras, no contexto da dinâmica não linear, variedades podem ser entendidas

como superfícies no espaço de fases de sistemas dinâmicos. Se estas superfícies apresentam

como propriedade o fato de que as órbitas que ali se iniciam ali permanecem, então tal variedade

é dita invariante.

Seja

ẋ = f (x), x ∈ R
n. (3.1)

A linearização próximo ao ponto de equilíbrio x* é

˙̃xi = Ai jx̃ j =
∂ fi

∂x j

∣

∣

∣

∣

xi=x*i

x̃ j, (3.2)

com x̃ = x− x* e Ai j o elemento da matriz Jacobiana no ponto de equilíbrio. Desta maneira,

˙̃x = Ax̃(t), (3.3)

admite como solução geral

x̃(t) = exp(tA)x̃(0). (3.4)

O termo exp(tA) trata-se de um operador de evolução temporal. Em termos de série de potências,

exp(tA) = I + tA+
1
2

t2A2 +
1
6

t3A3 + · · · (3.5)

Admitindo como suposição de que A seja diagonalizável2 pode-se escrever

x̃ =
n

∑
i=1

cie
λitεi, (3.6)

com εi ∈ R
n os autovalores de A associados aos respectivos autovalores λi, ou seja,

Aεi = λiεi. (3.7)
1 Do inglês, Manifolds.
2 Destaca-se que a presente suposição pode ocorrer para operadores unitários e adjuntos conforme o

teorema espectral de Von-Neumann (FIEDLER; PRADO, 2011).
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Na Equação 3.6 as n constantes ci são determinadas pelas condições iniciais.

Segundo Fiedler e Prado (2011) e Callioli, Domingues e Costa (1987), exp(tA): Rn →R
n

pode ser interpretada como o conjunto de todas as possíveis soluções da Equação 3.1. Nesse

conjunto, determinadas soluções encontram-se nos subespaços lineares gerados pelos autovalores

(FIEDLER; PRADO, 2011, p. 35). Estes subespaços são ditos invariantes3 sob o fluxo exp(tA).

Deste modo, sendo v j um autovalor real de J e de exp(tA), então uma solução em um ponto

c jv
j ∈ R

n permanecerá o tempo todo no subespaço gerado por v j. De outro modo, pode-se

estabelecer que os auto-espaços de A são subespaços invariantes do fluxo.

Figura 4 – Variedades instável (W u), estável (W s) e central (W c).

Existem 3 possíveis subespaços gerados pelos autovetores: (i) Es (Subespaço estável):

gerado pelos autovetores cujos autovalores têm parte real negativa; (ii) Eu (Subespaço instável):

gerado pelos autovetores cujos autovalores têm parte real positiva; (iii) Ec (Subespaço central):

gerado pelos autovetores cujos autovalores têm parte real nula. Com base nisso, enuncia-se o

teorema da variedade central.

Teorema 4 (Teorema da variedade central). Seja f um campo vetorial Cr no Rn, nulo na origem

e seja A = D f (0), D = ∂/∂x. Divida-se o espectro de A em três partes, σs,σc,σu com

Re(λ )











< 0 se λ ∈ σs,

= 0 se λ ∈ σc,

> 0 se λ ∈ σu.

Considere o espaço gerado pelos autovetores de σs, σc e σu como Es, Ec e Eu, res-

pectivamente. Então, existem variedades estáveis e instáveis W s, W u de classe Cr tangentes as

variedades Es e Eu em 0, e uma variedade central W c, invariante local, tangente ao subespaço Ec

em x* e de classe Cr−1 (Figura 4). A variedades W u, W c e W s são invariantes ao fluxo de f . As

variedades W u e W s são únicas, mas W c não precisa ser.
3 Considere um conjunto S ∈ Rn. S é dito invariante sob o campo vetorial ẋ= f (x),x∈R se para qualquer

x0 ∈ S tem-se x(x0, t) ∈ S∀ t ∈ R.
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Para a prova detalhada deste teorema 4 (MARSDEN; MCCRACKEN, 1976, pp. 27–50).

Uma vez apresentado os conceitos de variedade e tendo enunciado o teorema da variedade

central, discute-se a seguir um exemplo de aplicação.

Exemplo 2. Determine as variedades do sistema

ẋ1 = x1, (3.8)

ẋ2 =−x2 + x2
1. (3.9)

Resolução. O presente sistema dinâmico apresenta como ponto de equilíbrio (x*1,x*2) =

(0,0). Deste modo, o cálculo da matriz Jacobiana conduz a dois autovalores, a saber λ1,2 =±1.

Então, decorre do teorema da variedade central, que o sistema dinâmico caracteriza-se por exibir

as sub-variedades estável e instável, σ s e σu, respectivamente. Para determinar as variedades

associadas, é necessário antes resolver o sistema de equações diferenciais. Assim, obtém-se:

x2 =
x2

1

3
+

C

x1
(3.10)

onde C é constante de integração. A variedade estável coincide com Es, pois para C= 0 e x1 = 0,

a solução permanece no eixo x2. Portanto, a variedade estável é expressa como

W s =
{

(x1,x2) ∈ R
2| x1 = 0

}

.

A variedade instável é tangente ao subespaço Eu, isto é, x2 = 0 e
dx2

dx1

∣

∣

∣

∣

x*1=0
= 0, quando C= 0.

Portanto, a variedade instável é expressa como

W s =

{

(x1,x2) ∈ R
2
∣

∣

∣

∣

x2 =
x3

1

3

}

.

O teorema da variedade central mostra-se como uma técnica magistral e robusta para

a análise de sistemas dinâmicos de dimensão N, uma vez que fornece os meios com que se

permita a redução da dimensão de um sistema a uma dimensão finita, sem perder ou alterar

qualquer informação no que compete a estabilidade do sistema dinâmico, preservando, portanto,

a topologia do espaço de fases.
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4

FORMAS NORMAIS

No capítulo anterior, discorreu-se sobre o conceito de variedades, apresentando-se, por

fim, o teorema da variedade central para fluxos. Conforme destacado, este teorema torna-se

essencial para o estudo de sistemas dinâmicos, uma vez que permite a redução da dimensão destes

a uma dimensão finita, não havendo perda de informação e ou propriedades do espaço de fases,

pelo menos na vizinhança do ponto de equilíbrio. Todavia, na análise de sistemas dinâmicos

reduzidos a sua variedade central, pode ser ainda que as expressões resultantes apresentem

termos acoplados e de ordem superior. Assim, é necessário uma teoria que permita simplificar

a redução obtida para o sistema dinâmico de tal modo a ainda manter imutável a topologia do

espaço de fases do sistema original.

Uma das abordagens mais eficientes para análise de sistemas dinâmicos neste cenário

se trata da teoria da forma normal. Para Guckenheimer e Holmes (1983), um determinado

sistema dinâmico complexo descrito por equações diferenciais pode ser simplificado, através de

sucessivas transformações de coordenadas, em uma expressão analítica que preserva a topologia

do espaço de fases do sistema original, na vizinhança do ponto de equilíbrio. Esta abordagem

para formas normais baseia-se no método de Takens-Ushiki (USHIKI, 1984; CHUA; KOKUBU,

1988; CHUA; KOKUBU, 1989).

Desse modo, de posse de um determinado sistema dinâmico, reduzido ou não a sua

variedade central, cujo objetivo se resume em investigar um possível tipo de bifurcação que o

mesmo possa vir a apresentar e que é dificultado devido à configuração com a qual o sistema

encontra-se escrito, é possível, mediante ao formalismo das formas normais, transformá-lo em

uma forma simplificada sem perder as características, bem como, as propriedades do sistema

dinâmico original.

“Suponha que se queira encontrar transformações de coordenadas adi-
cionais, ~y →~x, que simplifiquem ao máximo a expressão analítica da
parte não-linear do campo vetorial estudado, de modo que as novas ex-
pressões (mais simples) contenham toda a informação que é necessária
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para se reproduzir o retrato de fases gerado pelas equações originais, na
vizinhança do ponto de equilíbrio~z. Esses campos vetoriais simplifica-
dos, escritos na forma de polinômios, são chamados de formas normais”
(MONTEIRO, 2011, p. 222).

Em outras palavras, o autor da citação deixa claro que a expressão analiticamente mais

simples que uma equação diferencial pode ser escrita, via transformações de coordenadas, de

tal maneira a manter a topologia do espaço de fases do sistema original imutável é sua forma

normal.

À vista disso, o presente capítulo é dedicado integralmente em apresentar o formalismo

de formas normais para sistemas dinâmicos descritos por equações diferenciais. Em seguida, um

exemplo de aplicação é enunciado e conclusões sobre o método obtidas.

4.1 Teorema de formas normais

Seja um sistema dinâmico

dy j

dt
=

n

∑
i=1

J jiyi +g j(y1, . . . ,yn) para j = 1, . . . ,n. (4.1)

com J ji elementos da matriz de Jordan. Como suposição, assume-se que as funções g j são nulas

ou descritas pela soma de monômios de grau k. A origem será o único ponto de equilíbrio

hiperbólico do sistema se J j j ̸= 0 para j = 1, . . . ,n.

A abordagem clássica para a construção de formas normais de um sistema dinâmico

não-linear envolve a construção de uma sequência de transformações de coordenadas que torna

o sistema original o mais simples possível. Para o sistema descrito pela Equação 4.1 considere

uma mudança de coordenadas da forma

y j = x j +h j(x1, . . . ,xn), (4.2)

com h j monômios a determinar.

Tendo em vista que a mudança de coordenadas deve, em princípio, simplificar o sistema,

então espera-se que seja possível escrevê-lo como

dx j

dt
=

n

∑
i=1

J jixi para j = 1, . . . ,n. (4.3)

Com o objetivo de determinar h j que simplifique a Equação 4.1, obtemos a derivada da

Equação 4.2 que conduz a

dy j

dt
=

dx j

dt
+

n

∑
i=1

∂h j

∂xi

dxi

dt
. (4.4)
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Deste modo, a partir da Equação 4.3

dx j

dt
=

dy j

dt
−

n

∑
i=1

∂h j

∂xi

dxi

dt
=

n

∑
i=1

J jixi. (4.5)

Substituindo as Equações 4.2, 4.4 na Equação 4.5 obtêm-se

g j(y1, . . . ,yn) =−
n

∑
i=1

J jih j(x1, . . . ,xn)+
n

∑
i=1

∂h j

∂xi

dxi

dt
,

portanto

g j(y1, . . . ,yn) =−
n

∑
i=1

J jih j(x1, . . . ,xn)+
n

∑
i=1

∂h j

∂xi

( n

∑
l=1

Jilxl

)

. (4.6)

Expressa-se como LJ o operador linear que age sobre ~h = h j(x1, . . . ,xn) conforme a

Equação 4.6. A equação associada ao operador linear é

LJ(~h) =~g, (4.7)

com~g = g j(y1, . . . ,yn).

A Equação 4.6 só tem solução se h j e g j forem monômios de mesmo grau. Por isso, a

função h j deve ser formada pela combinação linear de monômios x
k1
1 x

k2
2 . . .xkn

n , com ∑
n
i ki = k.

No caso em que o ponto de equilíbrio tem autovalores λ j distintos, então J j j = λ j e J ji = 0 para

j ̸= i. Neste caso, o segundo termo do lado direito da Equação 4.6 será ∑i kiλih j e o primeiro

termo λ jh j. Portanto, da Equação 4.6 determina-se

( n

∑
i

kiλi −λ j

)

h j = g j. (4.8)

A partir da Equação 4.8 encontram-se as funções h j que linearizam o sistema descrito

pela Equação 4.1, desde que nenhuma das quantidades ∑
n
i=1 kiλi −λ j se anule.

O principal teorema que resume estes resultados é

Teorema 5. Considere ẋ = f(x) como sendo um sistema de equações diferenciais de classe Cr

com f(0) = 0 e Df(0)x = J. Escolha um espaço complementar G(k) para LJ(H
(k)) em (H(k)) tal

que

LJ(H
(k))⊕G(k) = H(k). (4.9)

Então, existe uma mudança analítica de coordenadas na vizinhança próxima da origem na qual

pode-se transformar o sistema ẋ = f(x) em ẏ = g(y) = g(1)(y)+g(2)(y)+ . . .+ g(r)(y)+Rr com

J(y)= g(1)(y) e Rr = O(|y|r) para 2 ≤ k ≤ r.

Um prova detalhada deste teorema pode ser encontrada em (GUCKENHEIMER; HOL-

MES, 1983; MARSDEN; MCCRACKEN, 1976).
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4.2 Um exemplo do cálculo de formas normais

Nesta seção, ilustramos o cálculo de formas normais para um sistema dinâmico com

autovalores nulos. O procedimento para obtenção das formais consiste em realizar sucessivas

transformações de coordenadas de tal modo que o sistema dinâmico possa ser escrito em termos

de uma configuração simplificada e que preserva a topologia do espaço de fases (MONTEIRO,

2011). O procedimento usual para a determinação de formas normais pode ser expresso em três

etapas:

∙ As funções h j são expressas em termos de monômios de grau k. Por conveniência, de-

notaremos tais funções como h
(k)
j . O conjunto de monômios x

k1
1 x

k2
2 . . .xkn

n será usado para

construir o espaço vetorial H(k).

∙ A equação LJ(~h
(k)) =~g(k) ou~h(k) = L−1

J (~g(k)) permite a remoção de termos não-lineares

que não contribuem para a forma normal. LJ(~h(k)) trata-se da representação matricial

da ação do operador linear LJ sobre~h(k). Se o determinante de LJ(~h
(k)) é nulo, então a

matriz de LJ(~h
(k)) não admite inversa. Deste modo, estes termos não-lineares da ordem k

considerada são denominados de ressonantes1. Portanto, tais termos compõem a forma

normal, dado que não são eliminados após a sequência de transformações de coordenadas.

Por outro lado, quando a matriz de LJ(~h
(k)) admite inversa, isto é, possui determinante não

nulo, então os termos não-lineares respectivos a ordem k considerada são denominados

de não-ressonantes. Estes não compõem a forma normal, uma vez que, após sucessivas

transformações de coordenadas, são eliminados da expressão da forma normal.

∙ Através de uma sequência de transformações de coordenadas, re-escreve-se a Equação 4.1

na forma normal do sistema conforme o teorema 5.

Exemplo 3. Escreva a forma normal de um campo bidimensional, na vizinhança de um ponto

de equilíbrio que tem (dois) autovalores nulos.

Resolução: De acordo com este exemplo, o sistema dinâmico possui dois autovalores

nulos. Desta maneira, sua matriz de Jordan é

[

0 1

0 0

]

.

Para o caso bidimensional, a base de H(2) será dada pelos seguintes monômios:

[

(x1)
2

0

]

,

[

x1 x2

0

]

,

[

(x2)
2

0

]

,

[

0

(x1)
2

]

,

[

0

x1 x2

]

,

[

0

(x2)
2

]

.

1 O conceito de ressonância, no contexto das formas normais, relaciona-se com a resistência que termos
de ordem superior têm em serem eliminados quando sucessivas transformações de coordenadas são
estabelecidas para simplificar o sistema (GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983; MONTEIRO, 2011).
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Estes vetores são representados respectivamente por ~m1, ~m2, . . . ,~m6. Para este caso, as

funções~g(2) e~h(2) são elementos do espaço H(2), uma vez que estas funções são formadas pela

combinação linear dos vetores ~m j ( j = 1, ....,6). Contudo, para a forma normal é necessário

encontrar a função~h que relacione as antigas coordenadas de~y com as novas coordenadas de~x.

Como discutido acima, essa função~h deve ser formada pela combinação linear dos monômios

~m j. Dessa forma teremos que:

~h =
6

∑
j=1

α j~m j,

~g =
6

∑
j=1

β j~m j,

com α j e β j constantes não-nulas.

Para determinar quais funções de~h podem ser construídas, satisfeitas as condições, com

o objetivo principal de eliminar possíveis termos não-lineares, a partir de transformações de

coordenadas, é necessário antes avaliar

LJ(~m j) =
2

∑
i=1

∂~m j

∂xi

2

∑
l=1

Jilxl − J~m j para j = 1, . . . ,6.

Por exemplo, para ~m1, obtém-se

LJ(~m1)=LJ

[

(x1)
2

0

]

=

[

2x1

0

]

(J11 x1+J12 x2)+

[

0

0

]

(J21 x1+J22 x2)−
[

0 1

0 0

] [

(x1)
2

0

]

,

que resulta em

LJ(~m1) =

[

2x1 x2

0

]

.

Todavia, este é o procedimento apenas para o primeiro ~m1. Portanto, é necessário repetir estas

operações para o número de monômios associados à ordem considerada da forma normal. Assim,

LJ(~m1) =

[

2x1 x2

0

]

; LJ(~m2) =

[

(x2)
2

0

]

;

LJ(~m3) =

[

0

0

]

; LJ(~m4) =

[

−(x1)
2

2x1 x2

]

;

LJ(~m5) =

[

−x1 x2

(x2)
2

]

; LJ(~m6) =

[

−(x2)
2

0

]

.
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Note que estes termos podem ainda ser expressos em termos dos próprios monômios ~m j. Desta

maneira, obtêm-se

LJ(~m1) = 2~m2; LJ(~m2) = ~m3;

LJ(~m3) = 0; LJ(~m4) =−~m1 +2~m5;

LJ(~m5) =−~m2 +~m6; LJ(~m6) =−~m3.

O sub-espaço formado por estes vetores é chamado de LJ(H
(2)) e sua forma matricial é

LJ(H
(2)) =























0 0 0 −1 0 0

2 0 0 0 −1 0

0 1 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 1 0























.

Em particular, a configuração matricial de LJ(H
(2)) permite a escrevermos na seguinte

configuração2

LJ(H
(2)) =























0 0 0 −1 0 0

2 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 1 0























.

Os termos de segunda ordem de~g, que são combinações lineares destes vetores, podem

ser desprezados. Contudo, os termos de segunda ordem que pertencem ao espaço complementar

de LJ(H
(2)) não podem ser eliminados por transformações de coordenadas. Uma vez que o

determinante de LJ(H
(2)) é nulo. Conforme o teorema 5

LJ(H
(2))⊕G(2) = H(2). (4.10)

A Equação 4.10 permite concluir que o sub-espaço complementar de G(2) deve ter

dimensão 2, posto que a base de H(2) tem dimensão 6 e a base de LJ(H
(2)) tem dimensão 4. Em

2 Nesta configuração, realizou-se a operação entre as colunas da matriz LJ(H
(2)) de tal maneira que

a coluna 2 foi substituída pela coluna 2, C2, somada a coluna C6, ou seja, C2 → C2 +C6. Note que
esta operação não altera o determinante, dado que se uma matriz possui uma linha ou uma coluna
constituída de zeros, então seu determinante é, invariavelmente, zero.
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outras palavras, o sub-espaço complementar necessário para a construção da forma normal do

sistema dinâmico com dois autovalores nulos deve ser formado por dois vetores~v linearmente

independentes, ortogonais entre si e a cada coluna da matriz de LJ(H
(2)).

Assim, estes vetores devem satisfazer a relação:

(~v⊤)LJ(H
(2)) = 0, (4.11)

em que ⊤ representa a operação de transposição.

Para este exemplo, dois possíveis vetores que satisfazem tais condições são
[

−1 0 0 0 −1/2 0
]

e
[

0 0 0 1 0 0
]

.

Contudo, na base de (H(2)), estes vetores correspondem a
[

−(x1)
2

−x1x2/2

]

e

[

0

(x1)
2

]

.

Dessa forma, todos os campos vetoriais, cuja parte linear é dada pela matriz de Jordan, podem

ser transformados, levando em conta apenas termos de ordem 2, na forma normal:
{

ẋ1 = x2 +a(x1)
2 +O(3),

ẋ2 = a
2x1x2 +b(x1)

2 +O(3),
(4.12)

com a e b constantes.

O método das formas normais, enunciado pelo teorema 5 e exemplificado para um

sistema com autovalores nulos, envolve uma abordagem no qual é possível re-escrever equações

diferenciais, a partir apenas de sucessivas transformações de coordenadas, em uma forma

simplificada que mantém a topologia do espaço de fases imutável. Este método mostra-se como

fundamental para a análise de sistemas dinâmicos, reduzidos ou não à variedade central. Todavia,

esta abordagem também é, em alguns casos, desvantajosa.

De modo geral, o estudo de sistemas dinâmicos não-lineares nem sempre envolve ma-

trizes de ordem 2, tão pouco matrizes cujas entradas ou elementos que em sua maioria são

nulos. Para estes casos, as operações algébricas associadas à construção dos sub-espaços com-

plementares LJ(H
(2)) e G(2) são difíceis de serem realizadas sem cometer quaisquer equívocos.

A razão para isto está na necessidade de encontrarmos g j de ordem k ≥ 2. De acordo com o

teorema 5, a ordem 1 corresponde a própria forma canônica de Jordan associada ao sistema

dinâmico, os termos de ordem 2, por outro lado, nem sempre são suficientes para a construção da

forma normal, além de poderem ser não-ressonantes. Além disso, convém lembrar do exemplo

discutido que para a forma normal (Equação 4.12) obtida para a matriz J podem haver inúmeras

formas normais equivalentes. Isto acontece pela simples razão de que a escolha dos vetores que

formam a base de LJ(H
(2)) não é única. Consequentemente, a base de G(2) também não será

única. Assim, é possível notar que embora seja uma técnica poderosa, esta detém limitações.
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CAPÍTULO

5

UMA NOVA ABORDAGEM

Nos capítulos anteriores, os métodos elementares para o estudo de bifurcações foram

apresentados. O teorema da variedade central permite a redução na dimensão de um sistema em

uma determinada variedade de dimensão finita, de tal maneira que as versões linear e não-linear

são topologicamente orbitalmente equivalentes. O teorema das formas normais, por outro lado,

permite escrever a forma analítica do sistema dinâmico, reduzido ou não a sua variedade central,

em uma configuração mais simples e que mantém a topologia do espaço de fases. Ambos os

métodos são considerados em uma determinada vizinhança do ponto de equilíbrio. A combinação

destes teoremas configura um repertório de técnicas rigorosas e robustas para a análise local de

bifurcações em sistemas dinâmicos.

Contudo, ambos os métodos possuem limitações. No capítulo 3 vimos que um deter-

minado sistema, na vizinhança de um ponto de equilíbrio, pode exibir uma variedade central

não única, quando a parte real correspondente aos autovalores é nula. No capítulo 4, vimos que

a forma normal, embora seja uma técnica eficiente, envolve operações matriciais difíceis de

serem conduzidas sem cometer equívocos, a razão para isto está na determinação, primeiro, do

espaço complementar LJ(H
(k)) e, em seguida, do espaço sub-complementar necessário para a

construção da forma normal G(k). Estes sub-espaços complementares dependem diretamente da

dimensão do sistema, bem como, do tipo de sistema, assim termos da forma normal de ordem

superior a 2 tornam-se uma obrigatoriedade, posto que termos associados à ordem 2 ou não são

suficientes ou não contribuem para a forma normal por serem do tipo não-ressonantes.

No cenário correspondente à classe constituída de sistemas dinâmicos sujeitos à bi-

furcação de Hopf, torna-se necessário a obtenção de um resultado matemático que permita o

conhecimento da forma normal de sistemas tanto bidimensionais quanto N dimensionas, porém,

sem que seja necessário passar por ambos os métodos discutidos nos capítulos anteriores. Em

outras palavras, se faz necessário uma prova matemática de que sistemas pertencentes a uma

determinada classe, no qual as condições de ocorrência da bifurcação de Hopf são satisfeitas,

têm uma forma normal comum e geral.
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Em linhas gerais na matemática, o conceito de prova ou demonstração matemática

envolve o estabelecimento de axiomas que, através da argumentação lógica, passo a passo,

chega-se a uma determinada conclusão. Os teoremas fazem uso deste procedimento, e uma vez

demonstrados, estes tornam-se verdades até o fim dos tempos. Segundo Russel,

“A Matemática é uma ciência dedutiva: partindo de certas premissas,
chega, por um estrito processo de dedução, aos vários teoremas que
a constituem. É verdade que, no passado, as deduções matemáticas
eram com frequência muito destituídas de rigor; é também verdade
que o rigor é um ideal dificilmente alcançável. Não obstante, se faltar
rigor em uma prova matemática, ela será, sob esse aspecto, defeituosa;
não constitui defesa a alegação de que o senso comum mostra ser o
resultado correto, porquanto, se tivéssemos de confiar nisso, melhor
seria abandonar completamente o argumento do que trazer a falácia em
socorro do senso comum”. (RUSSEL, 2006, p. 199)

Em outras palavras, o autor evidencia da citação acima que os teoremas são concebidos a

partir de um processo lógico na qual determinadas premissas são assumidas. Além disso, o autor

destaca a importância para o rigor em uma demonstração, dado que se as premissas ou axiomas

estiverem incorretos e a lógica irregular ou defeituosa, então a conclusão fica comprometida.

Esta conclusão, por fim, não permite estabelecer um teorema como uma verdade absoluta ou

irrefutável.

O conceito de verdade absoluta é motivo de grande debate nas ciências, mas não no

que compete ao universo da demonstração matemática. A razão deste confronto se deve à

diferença sutil entre uma prova cientifica e uma prova matemática. Uma prova científica envolve

o estabelecimento de hipóteses e evidências. A soma das evidências pode ser tamanha que

a hipótese torna-se um corpo teórico, isto é, uma teoria científica. Contudo, mesmo a teoria

científica sendo altamente provável, esta tem por base hipóteses e evidências, e ambas estão

sujeitas à falhas (GOWER, 2012). Em uma demonstração isto não ocorre, contanto que a lógica

esteja correta.

Segundo Bicudo,

“Como o conhecimento matemático parece estar baseado em demons-
tração, não em observação, a matemática é um aparente contra-exemplo
à principal tese empiricista. De fato, a matemática é, algumas vezes,
tida como um paradigma de um conhecimento a priori – conhecimento
anterior a, e independente da experiência”. (BICUDO, 2002, p. 10)

De outro modo, o autor deixa claro a diferença sutil entre uma prova científica e uma

prova matemática, quando ressalta que a primeira se baseia na observação e a experimentação

para aceitar ou negar hipóteses enquanto que a segunda é invariante a experiência para sua

consolidação.
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À vista disso, para uma melhor tratamento dos objetivos e apreciação deste trabalho,

o presente capítulo dedica-se em realizar a demonstração matemática do teorema que permite

provar para sistemas dinâmicos bidimensionais, pertencentes à classe em que as condições de

ocorrência da bifurcação de Hopf são satisfeitas, a existência de uma forma normal comum e

geral. Em seguida, duas aplicações do teorema em sistemas dinâmicos são propostas e conclusões

sobre o resultado principal deste capítulo discutidas.

5.1 Uma nova abordagem para sistemas no R
2

O seguinte teorema é o principal resultado deste capítulo:

Teorema 6. Seja um sistema dinâmico ẋ = f (x,µ) com x ∈ R
2, µ ∈ R e (x*,µ0) um ponto

de equilíbrio. Se λ (µ),λ̄ (µ) = α(µ)± iβ (µ) são os autovalores para os quais as seguintes

propriedades são satisfeitas:

(i) A = Dx fµ0(x
*) tem um par de autovalores imaginários puros λ (µ0) =±iβ (µ0);

(Condição de não-hiperbolicidade).

(ii)
dα(µ)

dµ

∣

∣

∣

∣

µ=µ0

̸= 0.

(Condição de transversalidade).

Então, a forma normal para do sistema dinâmico é
{

ẏ1 = α(µ)y1 −β (µ)y2 +(ay1 −by2)((y1)
2 +(y2)

2),

ẏ2 = α(µ)y2 +β (µ)y1 +(ay2 +by1)((y1)
2 +(y2)

2),
(5.1)

com a e b constantes

Ideia da demonstração: a demonstração deste teorema 6 é estabelecida em três passos. Primeiro,

o sistema e as condições a serem satisfeitas pela campo vetorial f . Segundo, escreve-se a forma

canônica de Jordan do sistema, assumindo que este satisfaça as condições de ocorrência da

bifurcação de Hopf. Terceiro, de posse da forma canônica de Jordan, deriva-se a forma normal

do sistema .

Demonstração. Considere um sistema dinâmico

ẋ = f (x,µ), onde f ∈CK (R2 × R), K ≥ 4, f (x*,µ)≡ 0. (5.2)

Em outras palavras, assumindo f como um campo vetorial no R
2 de classe CK (K ≥ 4) tal

que a f (x*,µ)≡ 0 para todo µ , com f (x*,µ) também de classe CK . Seja A = Dx fµ(x
*) a matriz

Jacobiana com dois autovalores complexos conjugados distintos λ (µ), λ̄ (µ) =α(µ)± iβ (µ).
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Proposição 1. Para a classe de sistemas dinâmicos com ocorrência da bifurcação de Hopf, o

sistema descrito pela Equação 5.2 deve satisfazer as condições do teorema 1.

Demonstração. O sistema descrito pela Equação 5.2 admite autovalores λ (µ), λ̄ (µ) = α(µ)±
iβ (µ). Então, se para µ0 for verificado que α(µ0) = 0, β (µ0) ̸= 0 e

dα(µ)

dµ

∣

∣

∣

∣

µ=µ0

̸= 0, decorre

do teorema 1 que o sistema possui uma bifurcação de Hopf.

Lema 1. Se (x*,µ0) = (0,0) ∈ R
2 ×R é um ponto de Hopf, isto é, o ponto de bifurcação para o

sistema dinâmico com autovalores α(λ )± iβ (µ), então existe uma matriz T que transforma a

matriz Jacobiana na forma canônica de Jordan.

Demonstração. Seja z = a− ib um autovetor de A com autovalor λ (µ) = α(µ)+ iβ (µ) com

β ̸= 0. Sendo assim, z̄ = a+ ib também é autovetor de A com autovalor λ̄ = α − iβ . Defina

z+ z̄ = 2a e z− z̄ = 2ib. Então,

a =
z+ z̄

2
e b =

z̄− z

2i
.

Seja c1,c2 ∈ R e c1a+ c2b = 0. Portanto,

(c1 + ic2)z+(c1 − ic2)z̄ = 0. (5.3)

Como b é distinto de zero, então {z, z̄} é linearmente independente e a base γ = {a,b}
também o é. Portanto, c1 = c2 = 0. Note que para z̄ = a+ ib a equação de autovalores A(a+ ib) =

(α − iβ )(a+ ib) resulta em

Aa = aα +bβ e Ab =−aβ +bα.

Portanto, de uma matriz real A de ordem 2 com autovalores λ (µ), λ̄ (µ) = α(µ)± iβ (µ),

onde β (µ)> 0, existe uma base tal que a matriz de T em relação a esta base é

T =

[

α −β

β α

]

, (5.4)

denominada de forma canônica de Jordan associada a A.

Observação 1. A forma normal de Jordan expressa pela Equação 5.4 é de fundamental im-

portância para que seja possível simplificar o sistema dinâmico atráves do método das formas

normais. No presente capítulo, a obtenção da forma de Jordan encontra-se baseada em (JUNIOR;

VIEIRA; ALVES, 2014, p. 87).Todavia, também é possível encontrar esta demonstração em

(PRESS, 2014; DAMIANO; LITTLE, 2014).
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Lema 2. Cada matriz T pode ser univocamente decomposta como a soma de duas matrizes J1 e

J̃, sendo J1 uma matriz simétrica e J̃, uma matriz anti-simétrica.

Demonstração.
T +T⊤

2
é simétrica, dado que

1
2
(T +T⊤)⊤ =

1
2
(T⊤+(T⊤)⊤) =

T +T⊤

2
.

Todavia,
T −T⊤

2
é anti-simétrica, dado que

1
2
(T −T⊤)⊤ =

1
2
(T⊤− (T⊤)⊤) =−1

2
(T −T⊤).

Colocando J1 =
T +T⊤

2
e J̃ =

T −T⊤

2
, teremos

T =
2T

2
=

T +T

2
+

T⊤

2
− T⊤

2
=

T +T⊤

2
+

T −T⊤

2
.

Portanto,

T = J1 + J̃,

é a única decomposição da matriz T nas matrizes simétrica e anti-simétrica.

Do teorema 5, nota-se que o emprego do formalismo de Takens-Ushiki sobre a matriz

J1 permite concluir que a mesma não apresenta contribuição para a forma normal. A matriz J1

apresenta termos de ordem 2 e 3 não-ressonantes, estes são eliminados a partir da imposição de

sucessivas transformações de coordenadas.

De posse de J̃ é feito uso do formalismo descrito no Capítulo 4 e resumido no teorema 5.

À vista disso, seguindo o procedimento estabelecido e empregando-o sobre a matriz J̃, obtém-se,

para ordem 2, que a base de H(2) será composta pelos seguintes monômios:

[

(y1)
2

0

]

,

[

y1 y2

0

]

,

[

(y2)
2

0

]

,

[

0

(y1)
2

]

,

[

0

y1 y2

]

,

[

0

(y2)
2

]

.

Estes monômios são representados, respectivamente, por ~m1, ~m2,. . . ,~m6. Para este caso, as

funções~g(2) e~h(2) são elementos do espaço H(2), uma vez que estas funções são formadas pela

combinação linear dos vetores ~m j ( j = 1, . . . ,6).

Contudo, para determinarmos a forma normal é necessário encontrar a função~h que

relacione as antigas coordenadas com as novas. Assim, essa função~h deverá ser formada pela

combinação linear dos monômios ~m j. A fim de descobrir que funções~h podem ser construídas,
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com o intuito de eliminar possíveis termos não-lineares a partir de transformações de coordenadas,

precisa-se, inicialmente, calcular

2

∑
i=1

∂~m j

∂yi

(

2

∑
l=1

J̃ilyl

)

− J̃~m j ≡ LJ(~m j),

para todos os monômios ~m j ( j = 1, . . . ,6). Desta maneira, teremos que

LJ(~m1) =−β~m4 −2β~m2; LJ(~m2) =−β~m5 −β~m3 +β~m1;

LJ(~m3) = 2β~m2 −β~m6; LJ(~m4) = β~m1 −2β~m5;

LJ(~m5) = β~m2 +β~m4 −β~m6; LJ(~m6) = β~m3 +2β~m5.

Mais uma vez, o sub-espaço formado por estes vetores é chamado de LJ(H
(2)). Para

determinarmos a forma normal procurada, é necessário encontrar o sub-espaço complementar

de G(2). No espaço H(2), cuja a base é composta pelos vetores ~m j, representa-se LJ(H
(2)) pela

matriz

LJ(H
(2)) =























0 β 0 β 0 0

−2β 0 2β 0 β 0

0 −β 0 0 0 β

−β 0 0 0 β 0

0 −β 0 −2β 0 2β

0 0 −β 0 −β 0























.

Observando esta matriz, nota-se que o determinante de LJ(H
(2)) é 9β 6, isto é, não-nulo.

Pelo formalismo, todos os termos não-lineares de segundo grau podem ser eliminados. Desta

maneira, ao considerarmos a matriz J̃ para ordem 2, o resultado obtido não é suficiente para

descrever a forma normal do sistema em estudo. Nestes casos, repete-se o procedimento acima,

considerando uma ordem superior, isto é, k = 3.

A base de H(3) passa a ser constituída pelos seguintes monômios

[

(y1)
3

0

]

,

[

(y1)
2 y2

0

]

,

[

y1 (y2)
2

0

]

,

[

(y2)
3

0

]

,

[

0

(y1)
3

]

,

[

0

(y1)
2 y2

]

,

[

0

y1 (y2)
2

]

,

[

0

(y2)
3

]

.
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Desta maneira, e novamente, a fim de descobrir que funções~h podem ser construídas, deve-se

calcular um novo conjunto de LJ(~m j). Repetindo-se o procedimento ficaremos com

LJ(~m1) =−3β~m2 −β~m5; LJ(~m2) = β~m1 −2β~m3 −β~m6;

LJ(~m3) = 2β~m2 −β~m4 −β~m7; LJ(~m4) = 3β~m3 −β~m8;

LJ(~m5) = β~m1 −3β~m6; LJ(~m6) = β~m2 +β~m5 −2β~m7.

LJ(~m7) = β~m3 +2β~m6 −β~m8; LJ(~m8) = β~m4 +3β~m7;

O sub-espaço formado por estes vetores é chamado de LJ(H
(3)). Para determinarmos a

forma normal procurada, é necessário encontrar o sub-espaço complementar de LJ(H
(3)). Assim,

a matriz que caracteriza LJ(H
(3)) é

LJ(H
(3)) =

































0 β 0 0 β 0 0 0

−3β 0 2β 0 0 β 0 0

0 −2β 0 3β 0 0 β 0

0 0 −β 0 0 0 0 β

−β 0 0 0 0 β 0 0

0 −β 0 0 −3β 0 2β 0

0 0 −β 0 0 −2β 0 3β

0 0 0 −β 0 0 −β 0

































.

Através do método de escalonamento, é possível simplificar LJ(H
(3)) em

LJ(H
(3)) =

































−β 0 0 0 0 β 0 0

0 −β 0 0 −3β 0 2β 0

0 0 −β 0 0 −2β 0 3β

0 0 0 −β 0 0 −β 0

0 0 0 0 6β 0 −6β 0

0 0 0 0 0 2β 0 −2β

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

































.
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O det(LJ(H
(3))) é nulo. Desta forma, termos não-lineares de ordem 3 não podem ser

eliminados e, portanto, deve existir um sub-espaço complementar G(3). Como a base de LJ(H
(3))

tem dimensão 6 e a base de H(3) tem dimensão 8, então a base de G(3) é formada por dois vetores

~u1 e ~u2 linearmente independentes e ortogonais a cada linha da matriz LJ(H
(3)). Dois vetores

que são ortogonais entre si e a cada linha desta matriz são:

~u1 = (~m1 + ~m3 + ~m6 + ~m8),

~u2 = (−~m2 −~m4 + ~m5 + ~m7).

Como~u1 e~u2 são dois vetores que satisfazem as condições, então a função~g(3) formada

pela combinação linear1 dos monômios é

~g(3) = a~u1 +b~u2. (5.5)

Por tanto, levando em consideração termos até o terceiro ordem, a forma normal fica

dada por :

(

ẏ1

ẏ2

)

=

(

α 0

0 α

)(

y1

y2

)

+

(

0 −β

β 0

)(

y1

y2

)

+~g(3). (5.6)

Calculando o vetor~g(3) em termos de~u1 e~u2, obtém-se

~g(3) = a

(

y3
1 + y1y2

2

y2
1y2 + y3

2

)

+b

(

−y2
1y2 − y3

2

y3
1 + y1y2

2

)

. (5.7)

Portanto,
{

ẏ1 = α(µ)y1 −β (µ)y2 +(ay1 −by2)((y1)
2 +(y2)

2),

ẏ2 = α(µ)y2 +β (µ)y1 +(ay2 +by1)((y1)
2 +(y2)

2).
(5.8)

sendo a e b constantes.

Este resultado conclui a prova do teorema 6.

Como consequência do teorema 6 segue o Corolário.

Corolário 1. Supondo que um sistema dinâmico seja dado por

ẋ = f (x,µ), x ∈ R
2, µ ∈ R, (5.9)

e que x* ∈ R
2 descreva um ponto fixo deste sistema tal que para µ = µ0 há uma bifurcação de

Hopf. Supondo ainda que para µ < µ0, a parte linear do campo de vetores, calculada no ponto

fixo, possua um par complexo conjugado, com parte real negativa, como autovalores e que para

µ > µ0 estes autovalores passem a ter parte real positiva. Então, para a forma normal
1 Por uma questão de conveniência e procurando-se evitar equívocos, trocou-se a notação dos coeficientes

constantes e não-nulos de β1 para a e β2 para b.



5.1. Uma nova abordagem para sistemas no R
2 51

1. Quando a < 0, o ponto de equilíbrio (x*), para µ = µ0, é assintoticamente estável e para

cada µ > µ0, porém na vizinhança deste, existe uma órbita periódica estável perto do

ponto de equilíbrio instável (x*,µ). Nesta situação, dizemos que o sistema dinâmico exibe

uma bifurcação de Hopf do tipo supercrítica.

2. Quando a > 0, o ponto de equilíbrio (x*), quando µ = µ0 é instável e para cada µ < µ0,

porém na vizinhança deste, existe uma órbita periódica instável perto do ponto de equilíbrio

estável (x*,µ). Nesta situação, dizemos que o sistema dinâmico exibe uma bifurcação de

Hopf do tipo subcrítica.

O corolário acima, em sua totalidade, permite determinar os tipos de bifurcações de Hopf

do sistema em estudo.

É importante salientar que a forma normal apresentada acima, exibe dois coeficientes

constantes, a e b. No formalismo de Takens-Ushiki, tais constantes são denominadas de coefici-

entes da forma normal. Se a parte linear do sistema dinâmico jaz na forma canônica de Jordan,

podemos expressar a Equação 5.8 como

{

ẏ1 = α(µ)y1 −β (µ)y2 +F(y1,y2),

ẏ2 = α(µ)y2 +β (µ)y1 +G(y1,y2),
(5.10)

sendo F(y1,y2) e G(y1,y2) as funções não-lineares de ordem 3, de tal maneira que

F(0,0) = G(0,0) = 0. Á vista disso, conforme em (USHIKI, 1984; CHUA; KOKUBU, 1988;

CHUA; KOKUBU, 1989; GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983), os coeficientes da forma

normal são dados por2

a =
1
16

(Fy1y1y1 +Fy1y2y2 +Gy1y1y2 +Gy2y2y2)+

1
16β (µ0)

(Fy1y2(Fy1y1 +Fy2y2)−Gy1y2(Gy1y1 +Gy2y2)−Fy1y1Gy1y1 +Fy2y2Gy2y2).

E

b =
1
16

(−Fy2y2y2 +Gy1y2y2 −Fy1y1y2 +Gy1y1y1)+
1

48β (µ0)
(−5F2

y2y2
−2G2

y2y2
)

+
1

48β (µ0)
(5Fy1y2Gy2y2 −2F2

y1y2
+Fy2y2Gy1y2 −2G2

y1y2
)+

1
48β (µ0)

(−5Fy2y2Fy1y1 +5Fy1y1Gy1y2 −5Gy2y2Gy1y1)+
1

48β (µ0)
(Fy1y2Gy1y1 −5G2

y1y1
−2F2

y1y1
).

2 ONDE SE LÊ: Fy1y2 como ∂ 2F
∂y1∂y2

|µ=µ0(y
*
1,y

*
2), Fy2y2 ≡ ∂ 2F

∂y2∂y2
|µ=µ0(y

*
1,y

*
2) e assim por diante.
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5.2 Aplicações em sistemas bidimensionais

5.2.1 Oscilador de Van der Pol

O estudo de comportamentos não-lineares pode ser ilustrado através do oscilador de

Van der Pol (STROGATZ, 2015). Originalmente, o modelo matemático desenvolvido para o

circuito surgiu em paralelo com o desenvolvimento de circuitos eletrônicos não-lineares usados

nos primeiros rádios. O circuito de Van der Pol é um circuito RLC em série. As relações entre as

variáveis é fácil de ser obtida através das leis de Kirchhoff. Assim, as equações que descrevem a

dinâmica do circuito de Van der Pol são

{

ẋ1 = −x2 +(µ − x2
2)x1,

ẋ2 = x1.
(5.11)

Analisando-se este sistema, nota-se que a origem é o único ponto de equilíbrio. Portanto,

a matriz Jacobiana avaliada em (x*1,x
*
2) = (0,0) é

A(µ) =

[

0 1

−1 µ

]

.

Os autovalores associados a matriz Jacobiana são λ (µ), λ̄ (µ) = µ
2 ± i

√
4−µ2

2 . Avaliando

o parâmetro de controle crítico µ0, temos que λ (µ0), λ̄ (µ0) =±i. Deste modo, a condição de

não-hiperbolicidade é satisfeita. Por outro lado, a condição de transversalidade do teorema 6

revela que
dα(µ)

dµ

∣

∣

∣

∣

µ=µ0

=
1
2
̸= 0. À vista disso, como ambas as condições (i) e (ii) do teorema 6

são satisfeitas, então a forma normal do oscilador de Van der Pol é

{

ẏ1 = α(µ)y1 −β (µ)y2 +(ay1 −by2)((y1)
2 +(y2)

2),

ẏ2 = α(µ)y2 +β (µ)y1 +(ay2 +by1)((y1)
2 +(y2)

2).

sendo a e b constantes.

5.2.2 Reações químicas oscilatórias

As reações químicas oscilatórias de B.Z. descrevem um fenômeno não-linear particular-

mente interessante. Em contraste com as demais reações, onde um estado de homogeneidade

e equilíbrio é rapidamente alcançado, esta notável reação oscilatória mantém um prolongado

estado de não-equilíbrio levando à oscilações temporais e a formação de padrões espaciais sob a

forma de ondas circulares e anéis (FIEDLER; PRADO, 2011). A primeira tentativa teórica para

explicar reações oscilantes foi realizada por G. Nicolis e Ilya Prigogine e o modelo concebido

passou a ser denominado de Brusselator (KONDEPUDI; PRIGOGINE, 2015; PRIGOGINE,
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1967). A forma adimensional das equações para uma reação de B.Z. (SILVA, 2018) são expressas

por

{

ẋ1 = a− (1+µ)x1 + x2x2
1,

ẋ2 = µx1 − x2x2
1,

(5.12)

com x1, x2, a e µ ∈ R. Para esta configuração, a é assumido constante e µ tratado

como o parâmetro de controle. O sistema dinâmico possui um único ponto de equilíbrio em

(x*1,x
*
2) = (a, µ

a
). Ao avaliar a matriz Jacobiana no ponto de equilíbrio temos

A =

(

µ −1 a2

−µ −a2

)

. (5.13)

Os autovalores do sistema dinâmico considerando o ponto de equilíbrio são

λ (µ), λ̄ (µ) =
(µ −a2 −1)

2
± i

√

4a2 − (µ −a2 −1)2

2
.

Avaliando µ0 = a2 +1 temos λ (µ0), λ̄ (µ0) =±iβ (µ0) ̸= 0. Por outro lado,
dα(µ)

dµ

∣

∣

∣

∣

µ=µ0

=

1
2
̸= 0. Deste modo, como as condições (i) e (ii) do teorema 6 são satisfeitas, então a forma

normal do sistema dinâmico para reações químicas oscilatórias é

{

ẏ1 = α(µ)y1 −β (µ)y2 +(ay1 −by2)((y1)
2 +(y2)

2),

ẏ2 = α(µ)y2 +β (µ)y1 +(ay2 +by1)((y1)
2 +(y2)

2).

sendo a e b constantes.

A partir da análise dos dois sistemas desta seção, foi possível verificar a aplicabilidade

do teorema 6. O teorema estabelece que para um sistema em duas dimensões de codimensão um,

ao satisfazer as condições do teorema da bifurcação de Hopf, a sua forma normal é conhecida.

Deste teorema nota-se ainda que o mesmo reduz enormemente o trabalho de obtenção das formas

normais para uma classe de sistemas dinâmicos que exibem a bifurcação de Hopf, uma vez que

o trabalho envolvendo operações matriciais é substituído pela simples verificação de condições.
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CAPÍTULO

6

UMA NOVA ABORDAGEM NO R
n

No capítulo anterior, o teorema 6 permitiu a determinação de uma forma normal comum

para a classe de sistemas dinâmicos atendendo as condições do teorema de Andronov. Apesar de

fundamental, o resultado não é tão abrangente, uma vez que limita-se a sistemas dinâmicos no

R
2 . À vista disso, o presente capítulo dedica-se em generalizar a demonstração matemática do

teorema 6, para sistemas N-dimensionais. Em seguida, duas aplicações do teorema em sistemas

dinâmicos são estudadas e conclusões sobre o resultado principal deste capítulo discutidas.

6.1 Uma nova abordagem para sistemas no R
n

O seguinte teorema é o principal resultado deste capítulo:

Teorema 7. Seja um sistema dinâmico ż = f (z,µ) com z ∈ R
n, µ ∈ R e (z*,µ0) um ponto de

equilíbrio. Assumindo que:

(i’) A = Dx fµ(z
*) tem um par de autovalores imaginários λ (µ),λ̄ (µ)= α(µ)± iβ (µ) com a

única exceção de que o restante do espectro de autovalores associados a matriz Jacobiana

seja distinto dos dois autovalores λ (µ),λ̄ (µ), sendo estes os únicos autovalores da matriz

Jacobiana no eixo imaginário.

(ii’) A = Dx fµ0(z
*) tem um par de autovalores ±iβ (µ0), de tal modo que os demais outros

autovalores não têm parte real nula mas negativa.

(Condição de não-hiperbolicidade).

(iii’)
dα(µ)

dµ

∣

∣

∣

∣

µ=µ0

̸= 0.

(Condição de transversalidade).
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Então, a forma normal para do sistema dinâmico, reduzido a sua variedade central, é

{

ẏ1 = α(µ)y1 −β (µ)y2 +(ay1 −by2)((y1)
2 +(y2)

2),

ẏ2 = α(µ)y2 +β (µ)y1 +(ay2 +by1)((y1)
2 +(y2)

2),
(6.1)

com a e b constantes.

Ideia da demonstração: a demonstração deste teorema 7 é estabelecida em três etapas. Primeiro,

o sistema e as condições a serem satisfeitas pela campo vetorial f . Segundo, teoremas da teoria

da variedade central são estabelecidos para (i) garantir a existência da variedade central; (ii)

determinar a variedade; (iii) garantir que a dinâmica do sistema reduzido a sua variedade central

é topologicamente, orbitalmente equivalente à dinâmica do sistema original. Terceiro, a forma

normal do sistema é determinada da forma conônica de Jordan do sistema reduzido.

Demonstração. Considere o sistema

ż = f (z,µ) (6.2)

com

f ∈C2(Rn ×R), f (z*,µ)≡ 0. (6.3)

Observação 2. Geralmente é estabelecido a origem como ponto de equilíbrio. Para sistemas

dinâmicos, uma mudança conveniente de coordenadas pode transladar o ponto de equilíbrio para

origem. Contudo, não ocorre perda de generalidade ao se assumir z* (MARSDEN; MCCRAC-

KEN, 1976; KAZARINOFF N.D; HASSARD; WAM, 1981).

Seja D ⊆ R
n, f : D → R

n. Assuma que D f (z*) tenha n autovalores de parte real nula e

m autovalores de parte real negativa. Sendo N = m+n. Então, existe uma matriz real invertível

Q tal que

Q−1[D f (z*)]Q =

[

J 0

0 B

]

(6.4)

com autovalores de uma matriz Jn×n com parte real nula e com todos os autovalores de

uma matriz Bm×m de parte real negativa. Escreva u1 para os vetores coluna em R
n e u2 para

os vetores coluna em R
m, de tal maneira que a mudança linear de coordenadas definida por

w = Q[uT
1 uT

2 ]
T transforme ż = f (z) em

u̇1 = Ju1 + f (u1,u2), (6.5)

u̇2 = Bu2 +g(u1,u2). (6.6)
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Teorema 8 (Existência da variedade central). Suponha que, nas Equações 6.5-6.6, f e g sejam de

classe C2 em uma vizinhança do ponto de equilíbrio de tal modo que J tenha autovalores de parte

real nula e B autovalores de parte real negativa. Então, existe δ > 0 e uma transformação suave

h : Bδ (0)⊂ R
n → R

m tal que a equação u2 = h(u1) defina uma variedade central das Equações

6.5-6.6.

A prova detalhada deste teorema pode ser encontrada em (CARR, 1981, pp.16-19) e em

(KHAIL, 1981).

Seja (u*1, u*2) um ponto de equilíbrio e pertencente a uma variedade central das Equações

6.5-6.6 definida por n : Bδ (0)⊂ R
n → R

m. Por invariância, a solução (u1(t),u2(t)) com condição

inicial (u1(0),u2(0)) = (u0
1,u

0
2) = (u0

1,h(u
0
1)), satisfaz u2(t) = h(u1(t)) para todo t próximo de

t0 = 0. Então, soluções de (u1(t),u2(t)) na própria variedade central são determinadas apenas

através das condições iniciais para a Equação

ẋ = Jx+ f (x,h(x)), x ∈ R
n,‖x‖< δ , (6.7)

pois, por invariância local, u2(t) = h(x(t)) satisfaz a Equação 6.6. Consequentemente, o sis-

tema descrito na Equação 6.7 descreve a dinâmica reduzida associada à variedade central

u2(t) = h(u1(t)).

Teorema 9 (Redução da dinâmica à variedade central). Sob as hipóteses do teorema 8 deixe

u2(t) = h(u1(t)) ser a variedade central próxima do ponto de equilíbrio do sistema de equações

6.5-6.6. Então, as seguintes conclusões são verdadeiras:

(a) Se o ponto de equilíbrio da Equação 6.7 é instável, então o ponto de equilíbrio das Equações

6.5-6.6 também o será.

(b) Suponha que o ponto de equilíbrio é instável, então existe uma vizinhança U de (u1,u2)=(0,0)

tal que para cada condição inicial (u1(0),u2(0)) = (u0
1,u0

2) em U existe uma solução da

Equação 6.7 tal que

{

u̇1 = u(t)+O(e−γt),

u̇2 = h(u(t))+O(e−γt).
(6.8)

conforme, t → ∞ com γ sendo uma constante dependente apenas da matriz B na Equa-

ção 6.6.

(c) Se a origem da Equação 6.7 é assintoticamente estável, então o ponto de equilíbrio das

equações 6.5-6.6 é assintoticamente estável.

A prova detalhada deste teorema 9 pode ser encontrada em (CARR, 1981, pp. 21-25).
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Observação 3. Os teoremas 8 e 9 garantem que o sistema dinâmico, satisfazendo as condições

assim estabelecidas, possui uma variedade central e que, mais importante, o estudo da dinâmica

do sistema original é topologicamente orbitalmente equivalente a sua versão reduzida e que esta

última contém toda a informação do primeiro.

Proposição 2. Para um sistema dinâmico satisfazendo as condições dos teoremas 2 e 3 de

Hopf no R
n, com tanto que os demais autovalores do espectro da matriz Jacobiana sejam reais

e negativos, então o sistema dinâmico N-dimensional, descrito pela Equação 6.10, pode ser

reduzido, na variedade central, à Equação 6.7.

Demonstração. Seja o sistema N-dimensional descrito pela Equação 6.10 no qual a matriz

Jacobiana, avaliada no ponto z* e em µ0, detenha um par de autovalores imaginários puros

λ (µ0), λ̄ (µ0) =±iβ (µ0), com β (µ0) ̸= 0, e
dα(µ)

dµ

∣

∣

∣

∣

µ=µ0

̸= 0. Sendo o restante do espectro de

autovalores de A real e negativo, portanto, distinto dos dois primeiros autovalores λ , λ̄ que são os

únicos autovalores no eixo imaginário. Então decorre dos teoremas 8 e 9 que o sistema dinâmico

possui uma variedade central, invariante local tal que

ż = f (z,µ) z ∈ R
n, µ ∈ R,

é localmente, topologicamente orbitalmente equivalente a

ẋ = Jx+ f (x,h(x)), x ∈ R
2,

ou ainda

(

ẋ1

ẋ2

)

=

(

α(µ) −β (µ)

β (µ) α(µ)

)(

x1

x2

)

+

(

f (x1,h(x1))

f (x2,h(x2))

)

. (6.9)

com J a forma canônica de Jordan.

Observação 4. Os teoremas da teoria da variedade central podem ser aplicados a qualquer

sistema para os quais as condições estabelecidas são demonstradas. Contudo, para poder reduzir

o sistema à variedade central, assumindo que este satisfaça as condições de ocorrência da

bifurcação de Hopf, é necessário estabelecer que o restante do espectro de autovalores da matriz

Jacobiana seja, de fato, real e negativo. Entretanto, o teorema de Hopf descrito neste trabalho e

em (HOPF; MORAWETZ; SERRIN, 2002; MARSDEN; MCCRACKEN, 1976) estabelece que

para a ocorrência da bifurcação, basta com que o restante do espectro de autovalores seja real,

não-nulo e distinto do par de autovalores imaginários.

Deste modo, a condição para que os autovalores sejam reais e negativos é condição

necessária para reduzir o sistema a variedade central, mas condição suficiente para ocorrência da

bifurcação de Hopf em sistemas N-dimensionais. A redução do sistema dinâmico N-dimensional
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a variedade central é também encontrada em (MARSDEN; MCCRACKEN, 1976; KAZARI-

NOFF N.D; HASSARD; WAM, 1981; HASSARD; WAN, 1982).

Agora, decorre do Lema 1, Lema 2 e do teorema 5 que a forma normal do sistema

dinâmico descrito pela Equação 6.9 é

{

ẏ1 = α(µ)y1 −β (µ)y2 +(ay1 −by2)((y1)
2 +(y2)

2),

ẏ2 = α(µ)y2 +β (µ)y1 +(ay2 +by1)((y1)
2 +(y2)

2).

sendo a e b constantes. É importante mais uma vez ressaltar de que a forma normal exibe os

mesmos coeficientes, a e b, apresentados e discutidos no capítulo anterior.

Este resultado conclui a prova do teorema 7.

Como consequência do teorema 7 segue o Corolário.

Corolário 2. Supondo que um sistema dinâmico seja dado por

ż = f (z,µ), z ∈ R
n, µ ∈ R, (6.10)

e que z* ∈ R
n descreva um ponto fixo deste sistema tal que para µ = µ0 há uma bifurcação de

Hopf. Supondo ainda que para µ < µ0, a parte linear do campo de vetores, calculada no ponto

fixo, possua um par complexo conjugado, com parte real negativa, como autovalores e que para

µ > µ0 estes autovalores passem a ter parte real positiva. Então, para a forma normal

1. Quando a < 0, o ponto de equilíbrio (z*), para µ = µ0, é assintoticamente estável e para

cada µ > µ0, porém na vizinhança deste, existe uma órbita periódica estável perto do

ponto de equilíbrio instável (z*,µ). Nesta situação, dizemos que o sistema dinâmico exibe

uma bifurcação de Hopf do tipo supercrítica.

2. Quando a > 0, o ponto de equilíbrio (z*), quando µ = µ0 é instável e para cada µ < µ0,

porém na vizinhança deste, existe uma órbita periódica instável perto do ponto de equilíbrio

estável (z*,µ). Nesta situação, dizemos que o sistema dinâmico exibe uma bifurcação de

Hopf do tipo subcrítica.



60 Capítulo 6. Uma nova abordagem no R
n

6.2 Aplicações em sistemas tridimensionais

Para ilustrar a aplicação do teorema consideraremos dois sistemas. O primeiro é sistema

de Edward Lorenz para estudos meteorológicos e o segundo tratá-se do circuito de Leon Chua.

6.2.1 Sistema de Lorenz

O modelo de Edward Lorenz tratá-se de uma aproximação para a o estudo da convecção

na atmosfera. Este sistema dinâmico é notável pela sua natureza caótica, uma vez que dependendo

do conjunto de parâmetros e condições iniciais, esta se assemelha a uma borboleta (STROGATZ,

2015; MONTEIRO, 2011; GLEICK, 2008). O sistema é caracterizado por exibir três equações

diferenciais acopladas











ẋ1 = −σ(x1 − x2),

ẋ2 = µx1 − x2 − x1x3,

ẋ3 = x1x2 −bx3,

(6.11)

com σ , b constantes e µ o parâmetro de controle.

A análise das equações 6.11 revela que o sistema de Lorenz possui três pontos de

equilíbrio, sendo um deles (x*1,x*2,x*3)=
(
√

b(µ −1),
√

b(µ −1),(µ −1)
)

. Assim, para este ponto,

a matriz Jacobiana é

A(µ) =







−σ σ 0

1 −1 −
√

b(µ −1)
√

b(µ −1)
√

b(µ −1) −b






, (6.12)

com polinômio característico dado por

p(λ ,µ) = λ 3 +(σ +1+b)λ 2 +b(σ +µ)λ +2bσ(µ −1). (6.13)

Quando µ = µ0 =
σ(σ +b+3)
(σ −1−b)

temos como autovalores

λ1 =−(σ +1+b) e λ2,3 =±i

√

2bσ(1+σ)

(σ −1−b)
.

Portanto, as condições (i’) e (ii’) do teorema 7 são satisfeitas. Para a condição de transversalidade,

dRe{λ (µ)}
dµ

∣

∣

∣

∣

µ=µ0

=
2bσ(b(σ +µ0)−3β (µ0)

2)+2β (µ0)
2(σ +1+b)b

(b(σ +µ0)−3β (µ0)2)2 +(2β (µ0)(σ +1+b))2 ̸= 0.

Portanto, a condição (iii’) é verificada. Decorre do teorema 7 que se as condições (i’), (ii’) e

(iii’) são satisfeitas, então a forma normal do sistema de Lorenz, reduzido à variedade central, é

expressa por
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{

ẏ1 = α(µ)y1 −β (µ)y2 +(ay1 −by2)((y1)
2 +(y2)

2),

ẏ2 = α(µ)y2 +β (µ)y1 +(ay2 +by1)((y1)
2 +(y2)

2).

6.2.2 Circuito de Chua

O circuito de Chua trata-se de um dos mais simples circuitos eletrônicos já concebidos

para o estudo e investigação de uma extensa variedade de fenômenos caóticos e de bifurcação

(MUKHERJEE; HALDER, 2017; MATSUMOTO, 1984; CHUA, 1994). O sistema é caracteri-

zado por exibir três equações diferenciais dadas por











ẋ1 = α(x2 − x1 − (c0x1 + c1x3
1)),

ẋ2 = x1 − x2 + x3,

ẋ3 = −µx2

(6.14)

com α , c0, c1 constantes e µ o parâmetro de controle. O circuito de Chua possui três pontos

de equilíbrio. Entre estes está (x*1,x*2,x*3 )=
(

√

− (1+c0)
c1

,0,−
√

− (1+c0)
c1

)

. Assim, para este ponto, a

matriz Jacobiana é

A(µ) =







2α(1+ c0) α 0

1 −1 1

0 −µ 0






. (6.15)

Colocando c = 2α(1+ c0), obtêm-se como polinômio característico

p(λ ,µ) =−λ 3 +(c−1)λ 2 +(c−µ +α)λ + cµ. (6.16)

Quando µ = µ0 = (−c2 − cα + c+α) temos como autovalores

λ1 = (c−1) e λ2,3 =±iβ (µ0), com β (µ0) =

√

cµ0

c−1
.

Portanto, as condições (i’) e (ii’) do teorema 7 são satisfeitas, contanto que c < 1. Para a condição

de transversalidade,

dRe{λ (µ)}
dµ

∣

∣

∣

∣

µ=µ0

=
2β (µ0)

2(c−1)
(3β (µ0)2 + c−µ0 +α)2 +(2β (µ0)(c−1))2 ̸= 0.

Desse modo, a condição (iii’) é verificada. Como consequência do teorema 7, a forma

normal do circuito de Chua, reduzido à variedade central, é

{

ẏ1 = α(µ)y1 −β (µ)y2 +(ay1 −by2)((y1)
2 +(y2)

2),

ẏ2 = α(µ)y2 +β (µ)y1 +(ay2 +by1)((y1)
2 +(y2)

2).
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Em coordenadas polares, a forma normal do circuito de Chua é

{

ρ̇ = α(µ)ρ +aρ3,

φ̇ = φ0 +bρ2.

Vale destacar que a forma normal acima já foi determinada através da aplicação direta

do formalismo de Takens-Ushiki (ALTMAN, 2000). Neste trabalho, E. J. Altman, determina

a forma normal considerando matrizes LJ(H
(3)) de ordem 18×18. É possível estabelecer este

como um trabalho impressionante. Recomendamos o leitor interessado comparar a forma normal

determinada aqui através do teorema 7 com a obtida por Altman através da aplicação direta do

teorema 5.

O teorema 7 generaliza os resultados do capítulo anterior, abrangendo sistemas dinâmicos

N-dimensionais. Os resultados da análise de sistemas dinâmicos diversos permite compreender

como a forma normal pode ser obtida a partir de uma nova abordagem na qual a custosa tarefa se

resume apenas à verificação das condições de ocorrência da bifurcação de Hopf.
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CAPÍTULO

7

DISCUSSÕES

Este estudo teve como propósito obter um resultado matemático que permite determinar

formas normais para uma classe de sistemas dinâmicos sujeita à bifurcação de Hopf. O método

das formas normais em sistemas dinâmicos parte da suposição de que é possível escrever as

equações que descrevem a dinâmica de um determinado sistema em uma forma analítica mais

simplificada e que mantém intacta a topologia do espaço de fases, na vizinhança das configurações

de equilíbrio. Embora este seja um método poderoso e de fundamental importância para a análise

de sistemas dinâmicos, este também o é extremamente trabalhoso, e, muitas vezes infrutífero.

Isso porque, conforme em Chow, Drachman e Wang (1990), Monteiro (2011), a técnica envolve

operações difíceis de serem realizadas sem cometer equívocos.

Além disso, dependendo do sistema dinâmico e sua correspondente dimensão, estes

implicam diretamente sobre a ordem da forma normal, sendo necessário, portanto, de termos de

ordem superior a 2, dado que ou a ordem 2 não será suficiente ou os termos correspondentes a

esta ordem serão não-ressonantes e, consequentemente, não irão contribuir para construção da

forma normal.

Neste ínterim, envolvendo sistemas dinâmicos sob a bifurcação de Hopf, torna-se neces-

sário, portanto, um resultado matemático que permita obter conhecimento das formas normais,

mas sem que o método que as define precise ser empregado diretamente.

A partir da teoria da variedade central e do método de formas normais de Takens-Ushiki,

foi possível realizar um esforço nesse sentido. A partir dos desenvolvimentos do presente estudo,

dois teoremas formam obtidos e demonstrados, recuperando as formas normais para sistemas

dinâmicos, contanto que as condições de ocorrência da bifurcação de Hopf sejam satisfeitas em

toda sua extensão.

O teoremas de Hopf aplicam-se à sistemas no R
2, sendo este resulto obtido pelos estudos

de Andronov em 1929, e no R
n, sendo este estabelecido por Hopf em 1942. Ambos os teoremas

permitem, satisfeitas suas exigências, determinar se sistemas dinâmicos, de modo geral, exibem
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ou não esta bifurcação. Ambos os teoremas têm sua demonstração estabelecida nas condições de

não-hiperbolicidade e transversalidade.

Conforme discutido no Capítulo 4, a forma canônica de Jordan desempenha papel

fundamental para a a forma normal de sistemas dinâmico gerais, bem como, os que exibem

bifurcações. Nesta classe de sistemas, torna-se notável que a forma de Jordan caracteriza-se por

configurações matriciais sempre expressas a partir de pares de autovalores complexo conjugados.

A partir do método das formas normais e do estudo de uma classe de sistemas dinâmicos no R
2

um teorema foi obtido e sua aplicação em sistemas dinâmicos analisada.

Com o resultado obtido neste trabalho, dois sistemas dinâmicos foram estudados, o

oscilador de Van der Pol e modelo de Prigogine para reações químicas oscilatórias. Em ambos

os sistemas, o teorema 6 mostrou-se eficaz na determinação de formas normais, uma vez que o

trabalho antes tido como condição imutável para formas normais foi substituído pela simples

verificação de condições, sendo estas as condições do teorema de Andronov.

Apesar de fundamental, o resultado não é tão abrangente, uma vez que limita-se a

sistemas dinâmicos no R
2, o que torna necessário a obtenção de uma generalização para sistemas

de dimensão N> 2. À vista disso, foi possível também realizar um esforço nesse sentido a partir

da teoria da variedade central. O teorema da variedade central mostra-se como uma técnica

magistral e robusta para a análise de sistemas dinâmicos de dimensão N, uma vez que fornece

os meios com que se permita a redução da dimensão de um sistema a uma dimensão finita,

sem perder ou alterar qualquer informação no que compete a estabilidade do sistema dinâmico,

preservando, portanto, a topologia do espaço de fases.

À vista disso, partindo-se dos teoremas da existência da variedade central e da redução do

sistema à variedade invariante, foi possível obter uma configuração na qual as versões não-linear

e linear do sistema são tologicamente orbitalmente equivalentes. De posse desta, a técnica das

formas normais é aplicada, escrevendo os sistemas na sua forma analítica mais simples possível

através de sucessivas transformações de coordenadas. O resultado obtido, também na forma de

teorema, generaliza os principais achados da teoria para sistemas dinâmicos no R
n.

Com base neste resultado, duas aplicações em sistemas dinâmicos foram propostas.

Primeiro, para o sistema de Lorenz, segundo para o circuito de Chua. A determinação das

formas normais destes sistemas, foram obtidos a partir dos resultados encontrados e advindos

do teorema concebido. Ambos os teoremas 6 e 7 mostram-se como alternativas viáveis para

a análise de sistemas dinâmicos que exibem bifurcações. A razão disso é que, conforme em

(GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983; MONTEIRO, 2011; MARSDEN; MCCRACKEN, 1976;

KAZARINOFF N.D; HASSARD; WAM, 1981), tais simplificações são estabelecidas nas vizi-

nhanças dos estados configuracionais de equilíbrio, mantendo intacta, portanto, a topologia do

espaço de fases.
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Apesar de relevantes se faz necessário aduzir o seguinte comentário crítico aos resultados

aqui obtidos: o que garante que estes sejam válidos do ponto de vista matemático?

Os resultados principais deste trabalho, não são expressos em termos de conjecturas ou

hipóteses, mas a partir de teoremas, portanto provados matematicamente. Na matemática, em

linhas gerais, uma prova ou demonstração matemática envolve o estabelecimento de axiomas e

preposições que, a partir da argumentação lógica, passo a passo, é possível obter um determinada

conclusão. Segundo Russel (RUSSEL, 2006), os teoremas constituem-se como produtos advindos

destes processos, e uma vez provados tornam-se verdades até o fim dos tempos.

Além disso, questiona-se também: No que este trabalho contribui para o estudo de formas

normais se existem alguns teoremas que já exploraram o assunto?

Este questionamento é de fato pertinente. Conforme evidenciado, alguns trabalhos

parecem trazer um certo "esforço"no sentido de facilitar a determinação de formas normais,

bem como, de apresentar teoremas para sistemas dinâmicos sujeitos à bifurcação de Hopf (JR;

AMARAL; ALBERTO, 2013; BETANCUR, 2010; VERRI, 2013). Nestes últimos, torna-se

evidente que os métodos e teoremas apresentados decantam da abordagem de Yuri Kuznetsov,

com ênfase na obra Applied Elements of Bifurcation Theory. Contudo, podemos dizer também

que há muitos problemas com abordagem deste último, no que compete ao estudo de formas

normais. Enfatizamos alguns aqui.

1) Os trabalhos discutidos no parágrafo anterior estão baseados na versão de Y. Kuznetsov

acerca do método de Poincaré(POINCARE, 1879). Apesar de intrigante, o método discutido por

Kuznetsov trata-se de uma construção envolvendo expansões em série de Taylor. Tal método

é conveniente para o estudo de sistemas unidimensionais, isso por quê, conforme Monteiro

(2011), Teixeira et al. (2015b), Teixeira et al. (2015a), a forma normal das bifurcações sela-nó,

transcrítica, forquilha surge através deste método. Entretanto, envolvendo sistemas dinâmicos,

principalmente aqueles modelados de sistemas físicos, nem sempre o estudo destes restringe-se

ao caso 1D, uma vez que é grande a variedade de sistemas de dimensão N ≥ 2. Segundo Chow,

Drachman e Wang (1990), para esta classe de sistemas, além da determinação da forma normal

não ser trivial por este método, esta também não é unívoca, o que a torna sua determinação ainda

mais complicada.

Por outro lado, a abordagem envolvendo os teoremas de maior relevância deste trabalho

reduzem de forma eficaz a determinação das formas normais para a classe de sistemas dinâmicos

de dimensão N ≥ 2, satisfazendo as condições estabelecidas por Andronov (1930) e E. Hopf

(1942);

2) Kuznetsov, e outros autores (JR; AMARAL; ALBERTO, 2013, p. 177), estabelecem

teoremas para a determinação de formas normais notáveis por exigirem condições de não-

degenerescência. Todavia, tal condição não se deve aos trabalhos de E. Hopf (1942) para sistemas

dinâmicos no R
n, tampouco de Andronov (1930) para o R

2 (ANDRONOV; VITT; KHAIKIN,
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1996; HOPF; MORAWETZ; SERRIN, 2002). Além disso, esta condição não mostra-se como

algo necessário a ser provado para a determinação das formas normais, dado que:(i) o método de

formas normias de Takens-Ushiki1 parte unicamente da forma canônica de Jordan para promover

a computação da forma normal; (ii) os coeficientes da forma normal tem origem nos elementos~g

que constitui o espaço Gk. Conforme discutido no Capítulo 4, os elementos deste espaço são

~g = ∑
j=1

β j~m j, (7.1)

onde, os coeficientes β j são constantes e distintos de zero. Estes constituem os coeficien-

tes da forma normal. Deste modo, não necessário provar a condição de não-degenerescência, uma

vez que esta é consequência direta do formalismo de Takens-Ushiki. Não obstante, o formalismo

permite ainda determinar tais coeficientes, conforme evidenciado no capítulo Capítulo 5, além

dos trabalhos principais (USHIKI, 1984; CHUA; KOKUBU, 1988; CHUA; KOKUBU, 1989).

3) Conforme discutido por Kuznetsov, e outros autores (JR; AMARAL; ALBERTO, 2013,

p. 148-164) procura-se eliminar da forma normal apresentada, nestes trabalhos, termos de ordem

superior maiores ou iguais a 4, estabelecendo um homeomorfismo entre o sistema com termos

de ordem 3. Tal resultado além de confuso, é totalmente desnecessário. Isso por quê, segundo

Monteiro (2011, p.227-228) e Guckenheimer e Holmes (1983), para um sistema satisfazendo

as condições de Hopf, com um par de autovalores imaginários puros, isto é, λ1,2 = ±iβ , o

formalismo de Takens-Ushiki já estabelece que os termos da forma normal de grau par são

do tipo não-ressonantes. Deste modo, termos de ordem 2,4, e assim por diante, não trazem

contribuição para as formas normais.

4) A formulação do teorema apresentado por Kuznetsov, e outros autores (JR; AMA-

RAL; ALBERTO, 2013, p. 177) leva à interpretações errôneas quanto os autovalores da matriz

Jacobiana. Um sistema dinâmico no Rn pode exibir n autovalores (CALLIOLI; DOMINGUES;

COSTA, 1987). A definição imprecisa dos teoremas, apresentados nestes trabalhos, leva a uma

compreensão equivocada, dado que estabelece como possibilidade o sistema admitir infinitos

pares de autovalores complexo conjugados e ainda distintos do par λ , λ̄ , estabelecido pelo teo-

rema de E. Hopf. Tal imprecisão se deve ao fato de que o teorema e os postulados apresentados

não serem os mesmos propostos por E. Hopf (1942). O teorema de Hopf (HOPF; MORAWETZ;

SERRIN, 2002, p. 111) exige que para sistemas dinâmicos apresentarem soluções periódicas,

portanto a bifurcação que recebe seu nome, é necessário de que a matriz Jacobiana A = Dx fµ(z
*)

tenha um par de autovalores imaginários λ (µ),λ̄ (µ)= α(µ)± iβ (µ) com a única exceção de

que o restante do espectro seja real, não-nulo e distintos dos dois autovalores λ (µ),λ̄ (µ), sendo

estes os únicos autovalores da matriz Jacobiana no eixo imaginário.

Em resumo, os resultado obtidos em termos dos teoremas 6 e 7, bem como da análise de

sistemas diversos a partir destes, permitiu evidenciar a eficácia destas novas abordagens, assim

1 resumido pelo teorema 5.
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como, os erros e imprecisões de abordagens anteriores. Estes atributos tornam estas alternativas

viáveis para a obtenção de formas normais, bem como, para a determinação de propriedades de

sistemas dinâmicos, uma vez que o mesmo apresenta a vantagem de estar em uma configuração

caracterizada por ser a mais simples possível.

Acreditamos fortemente na abordagem como apresentada neste trabalho. Escrevemos

esta para mostrar ao leitor a formulação em toda sua generalidade, de tal modo que se possa ver

toda a força deste formalismo que, de modo algum liquida a necessidade das formas normais,

apenas permite simplificar a sua determinação para classes de sistemas dinâmicos sujeitos a uma

característica notória, ou seja, a bifurcação de Hopf.
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CAPÍTULO

8

CONCLUSÕES

O desenvolvimento do presente trabalho possibilitou provar que para um sistema di-

nâmico de dimensão N ≥ 2 descrito por um conjunto de equações diferenciais, satisfazendo

as condições de não-degenerescência e transversalidade do teorema da bifurcação de Hopf,

apresenta uma forma geral simplificada denominada de forma normal.

Para a estruturação do resultado de maior relevância neste trabalho, o formalismo das

formas normais e a teoria da variedade central desempenharam ambos papel fundamental ao

longo do desenvolvimento. A teoria da variedade central possibilita com que seja reduzido a

dimensão do espaço de estados de um determinado sistema dinâmico a sua variedade central.

Por outro lado, o formalismo das formas normais proporciona, através de transformações de

coordenadas, uma maneira com a qual o sistema dinâmico possa ser re-escrito em uma expressão

analiticamente mais simples e que mantem as características e propriedades do sistema dinâmico

original.

Em sua totalidade a determinação de formas normais para sistemas dinâmicos que exibem

a bifurcação de Hopf, assim como outros sistemas de modo geral, não se trata de uma tarefa

simples. Além disso, por mais variados que sejam, os métodos empregados para a obtenção das

formas normais usualmente envolvem operações matriciais difíceis de serem realizadas sem

cometer equívocos.

De certo modo, o desenvolvimento do presente estudo possibilitou realizarmos um

esforço nesse sentido, uma vez que determinamos um conjunto de resultados teóricos que, em

sua essência, reduzem enormemente o árduo trabalho para a obtenção de formas normais em

uma classe de sistemas dinâmicos com ocorrência da bifurcação de Hopf, sendo ela supercrítica

ou subcrítica.

Nesta perspectiva, os resultados principais desenvolvidos ao longo deste trabalho que

se resumem aos teoremas 6 e 7 e seus respectivos corolários, nos fornecem um conjunto de

ferramentas matemáticas, através das quais, é possível investigar sistemas dinâmicos com a
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ocorrência da bifurcação de Hopf, além de determinar, com pouco esforço, a forma normal que

os caracterizam.
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