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RESUMO

Faremos neste trabalho um estudo das curvas elipticas. Do primeiro capitulo até
o terceiro mostraremos as principais nocoes para o estudo desses objetos. Alguns
resultados como o teorema de Riemann-Roch serao vistos em sequéncia. Veremos
que curvas elipticas sao dadas por equagoes de Weierstrass juntamente com uma
estrutura de grupo nesse conjunto. O conteido dessa teoria servira de base para
o capitulo 4, onde demonstramos o teorema de Mordell-Weil. O procedimento de
descida sera mostrado, em seguida veremos o teorema de Mordell-Weil sobre o corpo
dos numeros racionais. As funcgoes altura serao definidas e entao demonstraremos
nosso principal resultado. Por fim, como um apéndice, veremos um pouco de pontos
integrais sobre curvas elipticas. Apresentaremos a teoria de aproximagcao diofantina
e alguns resultados de como as funcoes distancia podem nos ajudar num estudo

métrico ou topologico por meio dessas aproximacoes.

Palavras-chave: Geometria Algébrica. Curvas algébricas. Curvas elipticas.

Mordell-Weil.



ABSTRACT

We will do in this work a study of the elliptic curves. From the first chapter to the
third we will show the main notions for the study of these objects. Some results
such as the Riemann-Roch theorem will be seen in sequence. We will see that
elliptic curves are given by Weierstrass equations together with a group structure in
that set. The content of this theory will serve as the basis for chapter 4, where we
demonstrate Mordell-Weil’s theorem. The descent procedure will be shown, then we
will see Mordell-Weil’s theorem on the field Q. The height functions will be defined
and then we will demonstrate our main result. Finally, as an appendix, we will see
some integral points on elliptic curves. We will present the theory of diophantine
approximation and some results of how distance functions can help us in a metric

or topological study through these approximations.

Keywords: Algebraic Geometry. Algebraic curves. Elliptic curves. Mordell-Weil.
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Introducao

O estudo das equagoes polinomiais em duas variaveis na forma mais simples, ou
seja, sobre os numeros inteiros, surgiu antes da Grécia antiga. Atualmente as
chamamos de equacoes diofantinas, estudo que combina técnicas da Teoria Algébrica
dos Numeros e da Geometria Algébrica. Do ponto de vista da Teoria Algébrica
dos Ntumeros, estaremos procurando solucoes inteiras ou racionais nessas equagoes
polinomiais. Ja do ponto de vista da Geometria Algébrica, cada sistema de equagoes
polinomiais descreve uma variedade, que é um objeto geométrico. Ea juncao dessas
duas disciplinas a que chamamos Geometria Diofantina.

Como exemplo, considere a equacao linear:
aX +0Y =c, a,b,ce, aoub#0.

Equagoes dessa forma sempre admitem solucao racional. Em particular, suas
solugoes sao inteiras se, e somente se, o maior divisor comum de a e b divide c.

Também podemos observar a equacao quadratica:
aX?+bXY +cY?24+dX +eY + f =0, a,....,f €Z, a,bouc#D0.

Como ja se sabe, essa equacao descreve as segoes conicas, que por uma mudanca de
coordenadas com coeficientes racionais, pode ser transformada numa das seguintes

formas:

AX?+ BY? =C, elipse,
AX? - BY?=C, hipérbole,
AX + BY? =0, parabola.

O teorema de Hasse-Minkowski [16, IV Teorema 8] nos auxilia com as solugoes de
tais equacoes. Em resumo ele nos diz que um polinomio quadratico tem solucao em
Q se, e somente se, tem solucao em todo completamento de Q.

As equagoes quadraticas juntamente com as equacoes lineares em duas variaveis

definem curvas de género zero. Existe muita teoria em relacao a aritmética desses
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objetos. Em seguida vem as curvas de género um, que sao dadas por equagoes ciibicas
em duas variaveis. A aritmética desses objetos, chamada curva eliptica, apresenta
complexidades onde muitas pesquisas atuais estao centradas, com varias conjecturas
e técnicas, tornando-a num ambiente muito frutifero. Curva eliptica é o principal
objeto deste estudo. No inicio veremos seus principais conceitos e resultados, por
exemplo, o teorema de Riemann-Roch sera apresentado na primeira parte. Veremos
que curvas elipticas sao dadas por equagoes de Weierstrass juntamente com uma
estrutura de grupo nesse conjunto. O conteido dessa teoria servira de base para
o capitulo 4. Estudaremos o procedimento de descida e definiremos a funcao
altura, partindo assim para a demonstracao do teorema de Mordell-Weil, o principal
resultado deste trabalho. Por fim, veremos um pouco a respeito dos pontos integrais
sobre curvas elipticas. Apresentaremos a teoria de aproximacao diofantina e alguns
resultados dos quais o teorema de Siegel, que nao sera demonstrado aqui, é a versao

melhorada desses resultados.

11



Capitulo 1
Variedades Algébricas

Neste capitulo introduziremos os conceitos e resultados que serao necessarios ao
longo dos proximos capitulos. Escrevemos a seguir algumas notagoes, que serao

usadas ao longo do capitulo.

K é um corpo perfeito, ou seja, toda extensao algébrica de K é separavel.
K o fecho algébrico de K.
Gk € o grupo de Galois de K /K.

Considere também que m e n sejam inteiros positivos. Estamos assumindo que K é
perfeito com o objetivo de simplificar o trabalho. Entretanto, como nosso trabalho
final é fazer aritmética, nada impede que o corpo K seja eventualmente tomado

como uma extensao algébrica de Q, Q,, ou IF,,.

1.1 Variedades Afins

As variedades algébricas sao os objetos fundamentais no estudo da Geometria

Algébrica. Para estuda-las precisamos de algumas definigoes:

Definicao 1.1. O espaco n-afim sobre K é definido pelo conjunto
A" =A"(K)={P=(x1,..., z,) | 7, € K}.
O conjunto dos pontos K-racionais ¢ denotado por
A"(K)={P = (x1,..., x,) € A" | x; € K}.
Note que o grupo de Galois Gz, age em A". Para o € G, e P € A",
P? = (27,..., x7).

12



Entao A"(K) pode ser caracterizado como
A"K)={PecA": P"=P, VoecGgi}

Seja K[X] = K[X1,...,X,] um anel de polinémios em n varidveis, e seja I C K[X]

um ideal. Para cada I associamos um subconjunto de A",
Vi={PeA" : f(P)=0,V fel}

Definicao 1.2. Um conjunto algébrico afim é qualquer conjunto da forma V;. Se V

¢ um conjunto algébrico, o ideal de V' ¢é dado por
IV)={feK[X]: f(P)=0,VPecV}

Diremos que um conjunto algébrico é definido sobre K se seu ideal I(V') for gerado
por polinomios em K[X]. Denotamos em geral, V/K como o conjunto dos pontos
com coordenadas em K. Se V é definido sobre K, entao o conjunto dos pontos
K-racionais de V' é

V(K)=VNA"(K).
Observacao 1.1. Note que pelo Teorema da Base de Hilbert, todo ideal de K[X]

e K[X] sao finitamente gerados.

Observagao 1.2. Seja V um conjunto algébrico, e considere o ideal I(V/K') definido
por

IV/IK)={feK[X]: f(P)=0,YVPeV}=I1V)nK[X].
Entao vemos que V' é definido sobre K se, e somente se,
I(V)=I1(V/K)K[X].

Agora suponha que V' é definido sobre K e seja fi,..., fin € K[X] geradores

para I(V/K). Entao V(K) é o conjunto raizes (z1,...,x,) dos polinémios
filX)=-=fu(X)=0 comx,...,z, € K.

Assim um dos problemas fundamentais da Geometria Diofantina, chamado de
solucoes de equacoes polinomiais em numeros racionais, pode ser visto como o
problema de descrever os conjuntos da forma V(K) quando K for um corpo de
nimeros.

Note que se f(X) € K[X] e P € A", entdo para qualquer o € G,

f(P?) = f(P)”.

13



Consequentemente se V' ¢ definido sobre K, entao a agao Gz /x em A" induz uma

acao em V', e assim
V(K)={PeV:P°=P Vo€Ggi}
Exemplo 1.1. Seja V um conjunto algébrico em A? dado pela equacio tnica
X?-Y*=1.

O conjunto V é definido sobre K, para qualquer corpo K. Assuma que char(K) # 2.
Entao o conjunto V(K estd em correspondéncia biunivoca com A!'(K)\{0} através

do mapa

AYEN\0} — V(K),
2+1 2 -1
tH( 2t 72t )

Exemplo 1.2. O conjunto algébrico

V:X"+Y"=1

é definido sobre Q. O ultimo teorema de Fermat, provado em 1995 por Andrew

Wiles, diz que para todo n > 3,

{(1,0),(0,1)} se n é impar,
{(£1,0),(0,£1)} sen é par.

V(Q) = {
Exemplo 1.3. O conjunto algébrico
ViY?=X 417

tem muitos pontos Q-racionais, por exemplo

137 2651
(=2,3)  (5234,378661) ( 5 ).

647 512
De fato, V(Q) ¢ infinito.
Defini¢ao 1.3. Um conjunto algébrico V' é chamado uma variedade afim se I(V) é

um ideal primo em K[X].

Note que se V' é definido sobre K, é suficiente checar que I(V/K) é primo em K[X].

14



Por exemplo, considere o ideal (X7 — 2X2) em Q[X;, X3).
Seja V/K uma variedade. Entao o anel de coordenadas afins de V/K é definido

por
K[X]
K\V|=——.
V] V)
Como K[X] é um dominio, seu corpo de fragoes é o conjunto K (V'), chamado corpo

de funcoes de V/K. O mesmo vale para K ao invés de K.

Definigao 1.4. Seja V' uma variedade algébrica. A dimensao de V', denotada por
dim(V'), é o grau de transcendéncia de K (V') sobre K, ou seja, o ntimero de elementos

de uma base de transcendéncia para a extensao finita do corpo.

Exemplo 1.4. A dimensdo de A" é n, pois K(A") = K(Xi,...,X,). Similarmente,

se V C A" é dado por uma tnica equacao polinomial
f(Xl, e 7Xn) — O,

entdo dim(V) =n — 1.
No estudo de objetos geométricos, estaremos interessados em coisas que sao ou
nao “suaves”. A definicao a seguir formalizard esta nog¢ao em termos do critério

Jacobiano para existéncia de plano tangente ao ponto na curva.

Definigao 1.5. Seja V uma variedade, P € V, e fi, ..., fn € K[X] um conjunto de

geradores para I(V). Entao V é nao-singular (ou suave) em P se a matrix m X n

dfi
(3Xj (P)) 1<i<m

1<j<n

tem rank n — dim(V). Se V ¢ nao-singular em todo ponto, entdo diremos

simplesmente que V' é nao-singular (ou suave).

Exemplo 1.5. Seja V' dado por uma tnica equagao polinomial
f(Xy,...,X,) =0.

Entao o exemplo anterior nos diz que dim(V) = n — 1, e entao P € V' é um ponto

singular se, e somente se,

Of (.. _0f
ax, M= =ax,

(P) =0.

Como P também satisfaz f(P) = 0, isto d& n + 1 equagdes para n coordenadas
de qualquer ponto singular. Assim para uma escolha qualquer de um polinomio f,

esperamos que V' seja nao singular.
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Exemplo 1.6. Considere as duas variedades
Vi:Y2=X4+X e Vo:Y?=X34+X2

Usando o fato anterior, vemos que qualquer ponto singular das variedades dadas

satisfazem respectivamente,
VI 3X2 41 =2Y =0 e VJ":3X242X =2V =0.

Assim V; é ndo-singular, enquanto V5 tem o ponto singular (0, 0).

Figura 1.1. Curva suave e curva singular.

Existe outro critério de suavidade em termos de funcoes sobre a variedade V.
Para cada ponto P € V, definimos um ideal Mp de K[V] por

Mp = {f € KIV] : f(P) = 0}.
Note que Mp é ideal maximal, pois a aplicagao
K[V]/Mp — K, [+ f(P),
¢ um isomorfismo.

O quociente Mp/M?2 é um K-espaco vetorial de dimensdo finita.

Proposicao 1.1. Seja V' uma variedade. Um ponto P € V é nao-singular se, e

somente se,

dimg Mp/M3 = dim V.
Prova. Pode ser vista em [2, I.5.1].

Exemplo 1.7. Considere o ponto P = (0,0) nas variedades V; e V5 do exemplo

anterior. Nos dois casos, Mp é um ideal de K[V] gerado por X e Y, e M2 é um
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ideal gerado por X2, XY e Y2. No caso de V] temos que
X=Y?>-X*=0 (mod M}),

assim Mp /M3 é gerado apenas por Y. Por outro lado, para Vs, nao existem relagao
nao trivial entre X e Y médulo M3, ou seja, X e Y sao geradores de Mp/M?%. Como
cada V; tem dimensao um, a proposicao anterior implica que V; é suave, enquanto

que V5 nao é.

Definigao 1.6. O anel local de V em P, denotado por K[V]p, é a localizacdo de
K[V] em Mp. Em outras palavras,

K[Vlp={F e K(V): F = f/g para algum f,g € K[V] com g(P) # 0}.

Note que se F' = f/g € K[V]p, entdo F(P) = f(P)/g(P) é bem definido. As

funcoes em K[V]p sdo ditas regulares (ou definidas) em P.

1.2 Variedades Projetivas

Definig¢ao 1.7. O espago projetivo sobre um corpo K é um conjunto P" = P*(K) =

{P=(0,..., xp) €A™ 12, 0,31 =0,..., n} médulo a relagao de equivaléncia

(oy ooy Tn) ~ (Yo, -y Yn) < (Toy--oy Tn) = AYoy---y Yn), A € K.

Denotaremos a classe associada por [z,y, z] e chamaremos os x}s de coordenadas

homogéneas. O corpo minimo de defini¢cao para P" sobre K é o conjunto
K(P)= K(xo/xi,..., xo/x;), Vi, z; #0.

O grupo de Galois age de forma idéntica como no caso afim.

Definigao 1.8. Diremos que f € K[X] é homogéneo de grau d se
f(Azo, ..., Azn) = M f(xo,..., zn), VA€ K™

Um ideal I C K[X] é homogéneo se é gerado por polindmios homogéneos.
Seja f um polinomio homogéneo e seja P € P". Estamos interessados nos casos
em que f(P) = 0. Assim, para cada ideal homogéneo I associamos o subconjunto

de P" da forma
Vi={PeP": f(P)=0, Vf € I homogéneo}.

17



Definicao 1.9. Um conjunto algébrico projetivo é qualquer conjunto da forma
Vi, para I um ideal homogéneo. Se V é conjunto algébrico projetivo, o ideal

(homogéneo) de V, denotado por I(V), é um ideal de K[X] gerado por
{f € K[X]: f é homogéneo e f(P) =0, VP € V}.
Se V ¢ definido sobre K, entao o conjunto de K-pontos racionais de V' é o conjunto
V(K) =V NP"(K).
Exemplo 1.8. Seja V um conjunto algébrico em P? dado pela equacao
X +Y?=2%

Entao para qualquer corpo K com char(K) # 2, o conjunto V(K) é isomorfo a

PY(K), através do mapa
PY(K) — V(K), [s,t]— [s* =12 2st, 5% + 7).

Observagao 1.3. Um ponto de P*"(Q) tem a forma [zo,...,z,] com z; € Q.
Como estamos no espaco projetivo, podemos multiplicar por A € Q tal que os
denominadores dessa n-upla sejam eliminados. Em outras palavras, todo ponto P €

P*(Q) podem ser escritos com coordenadas homogéneas [xo, .. ., z,] satisfazendo
xoy ..., Ty € Z e mdce(zg,...,z,) = 1.

Assim se um ideal de um conjunto algébrico V/Q é gerado por polindémios
homogéneos fi,..., fmn € Q[X], entdo descrever V(Q) é o mesmo que encontrar

solucoes para as equacoes polinomiais
f[i(Xo, ..., X)) == fu(Xo,..., X,) =0.
Exemplo 1.9. O conjunto algébrico
V:X?*4+Y?=327°

é definido sobre Q. Entretanto, V(Q) = (). De fato, suponha que [z,y, 2] € V(Q)

com z,y,z € Z e mde(x,y, z) = 1. Entao

22 +y*=0 (mod 3).

18



Consequentemente 22 e y? sao divisiveis por 32. Segue da equacao de V que 3

também divide z, o que contradiz o fato que mdc(z,y, z) = 1.

Definigao 1.10. Um conjunto algébrico projetivo é chamado de variedade se I(V') <

K[X] é primo. Neste caso o anel de coordenadas projetivas da variedade V' é

O espaco projetivo contém n+1 cépias de A, visto que considerando o hiperplano
H: z;=0eU; = HF, afuncio ¢;' : U; — A", tal que

Zo Ti—1  Ti41 T,
[0, ..., Tl = [ —, ..., , s, —

é uma bijecao. Desta forma, tendo fixado i, com z; # 0 as quantidades z;/z; estao
bem definidas, entao identificamos A™ com o conjunto U; em P" via o mapa ¢;.
Agora seja V' um conjunto algébrico projetivo com ideal homogéneo I(V) C

K[X]. Entdo V N A" é um conjunto algébrico com ideal dado por
IVNAY) ={f(Y1,..., Y, 1,1,Y1,..., V) : f(Xo,..., X,) e I(V)}

O processo de trocar f(Yy,..., Y,) por f(Y1,..., Y;_1,1,Yq,..., Y,) é chamado
desomogeneizagao com respeito a Y;. A homogeneizacao de um polindémio f(X) €
K[X], é dada por

(Xo, ..., Xp) =X2

7

f XO Xl Xifl Xi+1 Xn
Xia Xia"'a X@" X@ 3ty X@ ;

onde d = deg(f).

Definigao 1.11. Seja V' C A™ um conjunto algébrico afim com ideal I(V), e

considere V' como subconjunto de P" via

O fecho projetivo de V, denotado por V, é o conjunto algébrico projetivo cujo ideal

homogéneo I(V') é gerado por

{/1(X): felV)}.
Proposicao 1.2. a) Seja V variedade afim. Entao V é variedade projetiva e V =
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VA"

b) Seja V variedade projetiva. Entdao V N A™ é variedade afim com
VNA"=0 ou V=VnNA"

¢) Se uma variedade afim é definida sobre K, entdao V é também definida sobre K.
Prova. Veja em [2, 1.2.3]. O

Observacao 1.4. De acordo com a proposicao anterior, cada variedade pode ser
identificada com uma tnica variedade projetiva. Em termos de notacao, uma
vez que é relativamente fdcil tratar com coordenadas afins, estaremos dizendo
“seja V' variedade projetiva” porém escrevendo em equacoes de coordenadas nao
homogéneas, entendido que V' é o fecho projetivo da variedade afim W indicada. Os

pontos V\W s@o os chamados pontos no infinito de V.

Exemplo 1.10. Seja V' uma variedade projetiva dada pela equagao
ViY?i= X417
Isso significa que V' é uma variedade em P? dada pela equacdo homogénea
Y27 = X3 41723,
onde estamos identificando
X=X/Z Y-=Y/Z

Esta variedade tem o ponto [0,1,0] no infinito, obtido escrevendo Z = 0. Assim,

por exemplo,

V(Q) = {(z,y) € A*(Q) 1 y* = 2 + 1T} U {[0, 1, 0]}

Muitas propriedades importantes da variedade projetiva V' podem ser definidas

em termos de sua subvariedade afim V N A".

Definigao 1.12. Seja V/K variedade projetiva e A" C P tal que VN A™ #£ (). A

dimensao de V é a dimensao de V N A".

O corpo de fungao de V', denotado por K(V'), é o corpo de fungao de VN A" e

o mesmo vale para K (V). Para diferentes escolhas de A", os K(V)s sdo isomorfos.
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Definicao 1.13. Seja V' variedade projetiva, P € V| e escolha A" C P" e P € A™.
Entao V' é nao singular (ou suave) em P se V N A" é singular em P. O anel local
de V em P, denotado por K[V]p, é o anel local de V N A" em P. Uma funcio
F € K(V) é singular (ou definida) em P se estd em K[V]p, caso em que se pode

avaliar no ponto P.

Observacao 1.5. O corpo de fungoes de P" pode também ser descrito como
subcorpo de K(Xy,...,X,) consistindo das funcdes racionais F(X) = f(X)/g(X)
para cada f e g polindbmios homogéneos de mesmo grau. Tal expressao da uma
fungao bem definida P* em todo ponto P onde g(P) # 0. Similarmente, o
corpo de funcao de uma variedade projetiva V é o corpo de fungoes racionais
F(X) = f(X)/g(X) tal que:

(i) f e g sdo homogéneos de mesmo grau;

(i) g ¢ 1(V);

(iii) f1/g1 e f2/g2 sdo identificadas se figs — fogr € I(V).

1.3 Mapas entre Variedades

Definicao 1.14. Seja V; e Vo, C P" variedades projetivas. Um mapa racional de V}

em V5 é um mapa da forma

¢ Vi—= Vs
(b:[f(]w--u fn]7

onde fo,..., fn € K(V1) estdao bem definidos em todo ponto P € V;,

¢(P) = [fo(P), ..., fu(P)] € V2,

Se V1 e V; sao definidos sobre K, entao Gk i age em ¢ da forma:

¢7(P) = [fg(P),..., [7(P)].

Se existir A € K* tal que A\fo,..., \f, € K(V1), entdo diremos que ¢ é definido
sobre K. Na verdade ¢ é definido sobre K se, e somente se, ¢ = ¢° para todo

Um mapa racional nao precisa ser bem definido em todo ponto de V;. Entretanto
é possivel avaliar ¢(P) em pontos P € V; onde algum f; nao for regular,
simplesmente substituindo cada f; por gf;, por um g € K(V;). Desse modo

introduzimos a seguinte definicao:
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Defini¢ao 1.15. Um mapa racional ¢ = [fo, ..., fu] : Vi — V5 éregular (definido)
em P € V] se existir g € K(V}) tal que:
(i) cada gf; é regular em P, ou seja, gf; € K[V]p.
(ii) exite algum i para o qual (gf;)(P) # 0.
Se tal g existe, entao definimos

¢(P) = [(9/0)(P), -, (gfn)(P)].

Pode ser necessario tomar diferentes gs para diferentes pontos. Um mapa que é

regular em todo ponto é chamado um morfismo.

Exemplo 1.11. Considere que char(K) # 2 e seja V' a variedade
6:V P 4=[X+2Y]

Vemos que ¢ é regular em todo ponto de V', exceto no ponto [1,0, —1], onde X +7 =

Y = 0. No entanto, fazendo
(X +2)(X - 2Z)=-Y? (mod I(V)),
temos que
p=[X+2Y|=[X*-22Y(X-2)]=[-U>Y(X-2)]=[-Y,X - 7.

Assim

¢([1707 _1]) = [072] = [07 1]7

entao ¢ é regular em todo ponto de V', ou seja, ¢ é um morfismo.

Observacao 1.6. Seja V; C P™ e Vo, C P" variedades projetivas. Lembramos que
funcoes em K (V;) podem ser descritas como quocientes de polinomios homogéneos
em K[Xy,...,X,,] tendo o mesmo grau. Assim, multiplicando o mapa racional
¢ = [fo, .., fa] por um polinbmio homogéneo para eliminar os denominadores dos

fis obtemos a seguinte definicao alternativa:

Definicao 1.16. Um mapa racional ¢ : V; — V5 é um mapa da forma ¢ =
[¢0<X)7 SRR (bn(X)], onde:

(i) ¢:(X) € K[X] = K[X,, ..., X,] sdo polinomios homogéneos, nao todos em I(V}),
tendo o mesmo grau.

(i) para todo f € I(Va), f(60(X), .., 6u(X)) € I(VA).
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Claramente, ¢(P) é bem definido dado que algum ¢;(P) # 0. Entretanto, mesmo
se todo ¢(P) = 0, é possivel modificar ¢ de modo que ¢(P) faga sentido. Mais

precisamente:

Um mapa racional ¢ = [¢g,...,¢,] : Vi — V5 como acima é regular (ou
definido) em P € V] se existe polindmios homogéneos vy, . .., 1, tal que
(i) o, ..., 1, tendo o mesmo grau.

(i) ¢ivy; = ¢j¢pi(mod I(V1)) V0 <4, j <n;
(iii) ¥ (P) # 0 para algum 1.

Se isso ocorre, entao podemos definir

¢(P) = [¢o(P), -, Pn(P)].

Observagao 1.7. Seja ¢ = [¢o, ..., ¢,] : P™ — P" mapa racional, onde os ¢; €
K[X] sao polinomios homogéneos de mesmo grau. Como K[X] é um dominio de
fatoracao tnica, podemos assumir que os ¢;s nao tem fator em comum. Entao ¢ é
regular no ponto P € P™ se, e somente se, algum ¢;(P) # 0. Consequentemente ¢

¢ um morfismo se, e somente se, os ¢;s nao tem fator em comum em P™.

Definicao 1.17. Sejam V; e V, variedades. Diremos que V; e V5, sao isomorfas, e
escrevemos V; >~ V5, se existir morfismos ¢ : V; — Vo e ¢ : Vo — V) tais que Yo ¢ e
¢ 01 sdo mapas identidade em V; e V; respectivamente. Diremos que V; /K e Vo /K
sao isomorfos sobre K se ¢ e ¥ podem ser definidos sobre K.

Note que ¢ e 1 devem ser morfismos e nao apenas mapas racionais.

Observacao 1.8. Se ¢ : V3 — V5 é um isomorfismo sobre K, entao ¢ identifica
Vi(K) com V,(K) de modo natural. Consequentemente, para problemas diofantinos,

¢é suficiente estudar as classes de K-isomorfismo de variedades.

Exemplo 1.12. Usando a observagao (1.7), vemos que o mapa racional
P> =P o= [X? XY, 7%,

é regular exceto no ponto [0, 1, 0].

Exemplo 1.13. Considere as variedades
Vit XP+Y?=2" e Vo: X +Y?=32%

Essas variedades nao sao isomorfas sobre Q, pois V5(Q) = (), conforme vimos

anteriormente, e V;(Q) contém muitos pontos, ou de modo mais preciso, V;(Q) =
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P}(Q) através do mapa
Pt —V, ¢ =[S?-T725T,S*+T7,

que é um morfismo e inverso do morfismo ¢ = [X +Z, Y], como ja vimos. Entretanto

as variedades V; e V5 sdo isomorfas sobre Q(v/3), com isomorfismo dado por

0 : Vo — Vi, ¢=[X,Y,V3Z].
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Capitulo 2
Curvas Algébricas

Apresentaremos neste capitulo os fatos basicos sobre as curvas algébricas, que

precisaremos no decorrer do estudo de curvas elipticas.

2.1 Curvas

Por uma curva entenderemos uma variedade projetiva de dimensao um. Em geral
trabalharemos com curvas nao-singulares.
A seguir, definiremos alguns conceitos que serao necessarios para a teoria ao

longo da secao.

Definicao 2.1. Seja K um corpo. Uma valorizacao discreta sobre K ¢é qualquer
mapa v : K* — Z, onde K* = K — {0} é grupo multiplicativo de K, tal que

(1) v(zy) = v(x) +v(y),

(2) v(z +y) = min(v(z), v(y)).

Definicao 2.2. Diremos que um anel A é anel de valorizacao discreta se existir uma
valorizagao v sobre K tal que v(z) > 0, para todo = € A.

Observe que nesse caso A é um dominio, pois necessariamente A C K.

A demonstracao do préoximo resultado pode ser visto em [11].

Proposigao 2.1. Seja A um dominio Noetheriano local, M seu ideal maximal e
K = A/M. Entao as seguintes afirmagoes sao equivalente:

(i) A é anel de valorizagao discreta.

(ii) M é principal.

(iii) dimgx M/M? = 1.
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Proposigao 2.2. Seja C uma curva e P € C' um ponto suave. Entdao K[C]p é um

anel de valorizagao discreta.

Prova. Como vimos no capitulo anterior, o espago vetorial Mp/M?2 tem dimensao
1 sobre o corpo K = K[C]p/Mp. Pela proposicao anterior, é equivalente K[C]p ser

anel de valorizacao discreta e Mp/M% ter dimensdo 1, o que querfamos provar. []

Definicao 2.3. Seja C' uma curva e P um ponto nao-singular. A valorizagao

(normalizada) no anel local K[C]p é dado por

ordp : K[C]p — {0, 1, 2,...}
ordp(f) =sup{d € Z: f € M%L}.

Este mapa estd bem definido. De fato, considere f, g € K[C]p funcoes tais que
f = g. Entao,

ordp(f) =sup{d € Z: f € Mﬁl;} =sup{d€Z:ge Mﬁl;} = ordp(g),

ou seja, ordp esta bem definida.

Escrevendo ordp(f/g) = ordp(f) — ordp(g), podemos extender ordp da forma:

ordp : K(C)— ZU {c0}.

De fato, supondo que os valores fi/g1 = fa2/ g2, segue que

ordp(l) =0 = 01"dp(fl'g1 =0
g1-f1
J1.92
= ord =0
o P(g1-f2
J1 a1
dp(=) —ordp(=) =0
o P(fz) o P(g2)

(ordp(f1) — ordp(f2)) — (ordp(g1) — ordp(gz)) =0
ordp(f1) —ordp(g1) = ordp(f2) — ordp(ge)
fl f2)

Ordp(a) = ordp(;

A

Um uniformizador para C' em P é qualquer fungao t € K(C) com ordp(t) = 1,

ou seja, ¢ um gerador para Mp.

Definigao 2.4. Sejam C, P como descrito anteriormente e f € K(C). A ordem de
fem P éordp(f). Se ordp(f) > 0, entdo f tem zero em P. Se ordp(f) < 0, entdo
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f tem polo em P. Se ordp(f) > 0, entdao f é regular em P, e podemos calcular

f(P). Senao diremos que f tem polo em P, escrevendo f(P) = oc.

Proposigao 2.3. Seja C uma curva suave e f € K(C) com f # 0. Entdo existe um
numero finito de pontos de C' em que f tem polo ou zero. Além disso, se f nao tem
polos, entdo f € K.

Prova. Veja [2] e [10].

Exemplo 2.1. Considere as duas curvas seguintes:
Ci:Y’=X’4+X e C:Y?’=X*+X"

Lembremos da convencao que fizemos anteriormente, apesar de escrevermos as
curvas (' e Cy como equacoes afins, elas possuem ponto no infinito, formado pelos
pontos da curva menos os pontos afins. Seja P = (0,0). Entao C; é suave em P
enquanto que Cy ndo é. O ideal maximal Mp do anel local K [C3]p ndo é um anel
de valorizacao discreta.

A proposicao a seguir é util quando tratamos com curvas sobre corpos de

caracteristicas p > 0.

Proposigao 2.4. Sejam C/K uma curva e t € K(C') um uniformizador de algum
ponto nao singular P € C(K). Entao K(C) é extensao separavel finita de K ().

Prova. O corpo K(C) é uma extensao algébrica finita, visto que é finitamente
gerado sobre K, tendo grau de transcendéncia um sobre K, pois C' é curva, e t ¢ K.
Seja x € K(C'). Mostremos que x ¢é separavel sobre K (t).

Qualquer que seja x, ele é algébrico sobre K(t), pois a extensdo tem grau de

transcendéncia finito sobre K. Seja ® = min x, entao:
> ayt'a’ =0, onde (T, X) =) ayT°X’ € K[X,T].

Se ® contém um termo nao nulo a;7°X’ com j # O(mod p), entdo
00 (t, X)/0X # 0, logo x é separdvel sobre K (t).

Suponha, como alternativa, que ®(7,X) = W¥(T,X?). Vamos mostrar por
contradigdo. Devemos notar que se F(T,X) € K[T,X] é um polinomio, entao
F(TP, X?) = FP(T,X). De fato, assumimos anteriormente que K é perfeito, o
que implica que todo elemento de K ¢é uma poténcia p-ésima, ou seja, k = kP.
Assim, se F(T,X) = Y o T' X7, entdo escrevendo a;; = 3], obtemos F(T?, X?) =
(BT X7)P.
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Reagrupamos os termos em ®(7T', X)) = W(T, X?) de acordo com as poténcias de

T médulo p. Assim,

1

=

p—1
®(T, X) = (T, X?) = (Z bijkTiPij> T =3 (T, X)PT".
k=0

k=0 = i,j

Por suposi¢ao temos que ®(¢,z) = 0. Por outro lado, como ¢ é uniformizador em

P, temos:
ordp (¢ (t, )Pt*) = p ordp(¢p(t,z)) + k ordp(t) =k (mod p).

Assim cada um dos termos da soma Y ¢ (¢, z)Pt* tem ordem distinta em P, entdo

todo termo deve anular,

¢0(t>x) = ¢1(t>x) == pr—l(ta fL‘) =0.

Mas ao menos um dos ¢(7T, X)’s deve envolver X, e para esse k, a relagao
¢r(t, x) = 0 contradiz nossa escolha de ®(¢, X') como polinomio minimo para x sobre
K(t). (Note que degy ¢x(T, X) < %degx O(T, X).) Assim temos uma contradigao,

o que implica na prova de que x é separavel sobre K (t). O]

2.2 Mapas entre Curvas

Comecamos com um resultado fundamental para mapas racionais entre curvas

suaves:

Proposigao 2.5. Seja C' uma curva, V C PV uma variedade, P € C' um ponto
nao-singular e ¢ : C — V um mapa racional. Entao ¢ é regular em P. Em

particular, se C' é suave, entao ¢ é um morfismo.

Prova. Dado ¢ = [fy, ..., fn] com f; € K(C), escolha um uniformizador ¢t € K (C)
para C' em P. Seja

n = min {ordp(f;)}.
Entao

ordp(t™™f;) = 0 para todo i e ordp(t~" f;) = 0 para algum j,

como foi visto na 1ltima observacao do capitulo anterior. Assim, cada t™" é regular
em Pe (t7"f;)(P) # 0. Assim ¢ é regular em P.
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O resultado anterior nao vale para dimensao maior do que 1. Por exemplo:
6: P =P, ¢=[X> XY, 77,

que ¢ é regular em todo ponto exceto em P = [0, 1,0].

Agora supondo o caso de uma curva C' : Y?Z = X3 + X?Z e considerando o
mapa racional ¢ = [V, X|: V — P!, vemos que ¢ nao é regular em [0, 0, 1], uma vez
que temos também ¢(P) = [0, 0]. O

Exemplo 2.2. Seja C'/K uma curva suave e f € K(C). Entao f define um mapa

racional que também sera denotado por f:
f:C—P, P f(P).

[f(P),1], se f é regular em P,
f(P)=
[1,0], se f tem polo em P.

De modo contrario, seja

¢: C =P, d=[fg]

um mapa racional sobre K. Entdo ou g = 0, caso em que temos ¢ constante [1, 0],
ou um mapa correspondendo a funcao f/g, conforme visto logo acima.

Denotando o mapa anterior por oo, temos a seguinte correspondéncia biunivoca:
K(C)U{occ} +— {mapas C — P' definidos sobre K}.

Frequentemente iremos identificar esses dois conjuntos.
Ao longo deste texto apresentaremos resultados para identificar os conjuntos

acima. O préximo teorema é um importante fato sobre morfismos entre curvas.

Teorema 2.1. Seja ¢ : €} — C5 um morfismo entre curvas. Entao ¢ é sobrejetor

ou é constante.
Prova. A demonstracao deste teorema pode ser vista em [2, 11.6.8].
Sejam C7/K e Cy/K curvas e ¢ : C; — (3 um mapa racional ndo constante

definido sobre K. Entao a seguinte composi¢cao com ¢ induz a uma injecao entre

corpos de fungoes fixando K,

9" K(Co) = K(Cy1), ¢"f=[foo.
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Teorema 2.2. Sejam C;/K e Cy/K curvas.

(a) Seja ¢ : C; — Cy um mapa racional definido sobre K. Entdo K(C;) é uma
extensao finita de ¢*(K(Cy)).

(b) Seja ¢ : K(C3) — K(C7) um mapa racional injetivo entre corpos de fungoes
fixando K. Entao existe um unico mapa nao constante ¢ : C; — Cy definido sobre
K tal que ¢* = 1.

(c) Seja K € K(C}) um subcorpo de indice finito contendo K. Entao existe uma
curva suave C'/K, dnica a menos de K-isomorfismo, e um mapa nao constante

¢ : C1 — C" definido sobre K tal que ¢*(K(C")) = K.

Prova. (a) Como o corpo K(C}) é extensdo finitamente gerada com grau de
transcendéncia 1 do corpo K e como ¢*(K(Cy)) € K(Ch), segue que a extensao

¢ algébrica finitamente gerada.

(b) Suponha, renomeando se necessario, que Cs nao esteja contido no hiperplano
Xo = 0. Seja C; C PN, Definindo ¢ : C; — C, da forma

gb = []_,L(Xl/Xo), .. .,L(XN/X())]

temos que
¢*f = fO(b = fO [1,L<X1/X0), .. ,[,(XN/X(])]

Como ¢ fixa o corpo de base K, temos que
f e} [1, L(Xl/Xo), ey L(XN/X())] = f @) [L(XQ/XQ), L(Xl/Xo), ey L(XN/X())],

ou seja, for. O mapa ¢ nao é constante pois os X;/Xy’s nao sdo todos constantes e
¢ é injetora. Finalmente, se ) = [fo,. .., fn] for outro mapa com * = ¢, entao para

cada 1,
fil fo=14"g: = u(g1),
o que mostra que ¥ = ¢.
(¢) O caso em que K ¢ algebricamente fechado pode ser visto em [2, 1.6.12]. O

caso geral é demonstrado de modo similar, ou deduzido a partir dos caso em que os

G i /k-invariantes sao algebricamente fechados. O

Definicao 2.5. Seja ¢ : 7 — (5 mapa entre curvas definidas sobre K. Se ¢ ¢é

constante, definimos o grau de ¢ como sendo 0. Caso contrario diremos que ¢ é
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mapa finito de grau:

deg ¢ = [K(Ch) : 9" K(Cy)].

Diremos que ¢ ¢é separavel, inseparavel, ou puramente inseparavel se a extensao
K(Cy)/¢*K(Cs) tem a correspondente propriedade, e denotaremos os graus

separaveis e inseparaveis por deg, ¢ e deg; ¢, respectivamente.

Definicao 2.6. Seja ¢ : C; — (5 mapas nao constantes de curvas definidas sobre
K. Do teorema anterior, sabemos que K (C}) é extensao finita de ¢* K (C3). Usamos

o0 mapa norma relativa a ¢* para definir o mapa em outra direcao,

¢e: K(C1) = K(Cy),  ¢u = (¢") 7" o Ng(cy) o K (Co)-

Corolario 2.1. Sejam (] e (5 curvas suaves e ¢ : C; — Cy um mapa de grau um.

Entao ¢ é um isomorfismo.

Prova. Por definicio, deg¢ = 1 significa que ¢*K(Cs) = K(C}), assim ¢* é um
isomorfismo de corpos de fun¢ao. Consequentemente do teorema (2.2.b) temos que,
correspondendo ao inverso do mapa (¢*)~! : K(Cy) — K(C,), existe um mapa
racional v : Cy — C tal que ¢* = (¢*)~!. Assim, como Cy é suave, da proposigao
(2.5), v é morfismo. Entdo, como (¢ o0 9)* = 1* 0 ¢* é mapa identidade em K (C5),
e como (Y o @)* = ¢* o 1p* é o mapa identidade em K (C}), temos pelo teorema
(2.2.b) que ¢ o1 e 1o ¢ sdo, respectivamente, mapa identidade em Cy e em C;. Em

consequencia disso, ¢ e 1 sao isomorfismos O

Observacao 2.1. O resultado anterior demonstra a relacao proxima entre as curvas
suaves e seus corpos de funcao. Podemos observar com precisao comecando pelo

seguinte mapa de equivaléncia entre categorias:

C/K —— K(C)
(]5 : Cl — 02 —_— (b* : K(Cg) — K(Cl)
Exemplo 2.3. Curvas Hiperelipticas. Suponha que char(K) # 2. Escolhemos um
polinémio f(z) € K[z] de grau d e consideramos a curva afim Cy/K dada pela

equacao

Suponha
2y0 = f'(z0) = 0,

o que significa que yo = 0 e z é raiz dupla de f(z). Consequentemente se assumirmos
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que o discriminante de f é nao nulo, entdo a curva afim y? = f(z) sera nao singular.

Se olharmos Cj como curva em P? homogeneizando sua equacido afim, entdo é
facil ver que os pontos no infinito sao singulares sempre que d > 4. Por outro lado, o
item (c) da proposicao anterior nos mostra que existe alguma curva projetiva C'// K
cujo corpo de fungodes é tal que K(Cy) = K(z,y). Aqui ha um problema: o fato de
que esta curva é suave mas nao é subconjunto de P2. Por exemplo, considerando o

caso em que d = 4, Cy tem equacao afim:
C 2 4 3 2
Co : y* = apx” + a1x° + asx” + azx + ay.

Definimos o mapa
[1,2,y,27% : Cy — PP

Escrevendo [X, X1, Xo, X3] = [1, 2, y, 2%], o ideal da imagem deste mapa contém os

seguintes dois polinomios homogéneos:

F=X3X,— X7,
G = XX} —apX| — a1 X} Xo — aa X X3 — a3 X1 X — as X

Entretanto, o conjunto dos zeros desses dois polindmios nao é a curva que queremos
C, pois ele inclui a reta Xy = X; = 0. Assim substituimos X? = Xy X3 em G e

cancelamos X? para obter o seguinte polinomio quadratico:
H = X22 - CL()X?? - (11X1X3 - CI,QXOXg - (13XOX1 - CL4X§.

Afirmamos que o ideal gerado por F' e H nos da a curva C. Para isso, notamos que

se Xy # 0, entao desomogeneizando com respeito a X, temos a seguinte equagao:

z=212% e y?=ap?? +arz+ axz + asx + ay.

Substituindo a primeira equagao na segunda obtemos a curva original Cjy. Assim
Co=CN{X,#0}.

Prosseguindo, se Xy = 0, entao segue que X; = 0, e entao Xy = +,/apX3. Assim
C' tem dois pontos [0,0, £,/ag, 1] no hiperplano X, = 0. (Note que ay # 0, pois
assumimos que f(z) tem grau 4.) Para verificar que C' é nao singular nesses dois

pontos, desomogeneizamos com respeito a X3, definindo u = X/ X3, v = X7/ X3 e
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w = X3/ X3. Isso nos fornece as equagoes:

u=12> e w®=ay+ a1v+ ayu+ azuv + asu’,

de onde obtemos a equagao afim
2 _ 2 3 4
W’ = ag + a1v + av” + agv” + aygv”.

Também, pelo fato de que f(x) ndo tem raizes duplas, vemos que os pontos (v, w) =
(0, £4/ag) s@o nao singulares.
A discussao anterior sera resumida na seguinte proposicao, sem demonstracao

por hora.

Proposicao 2.6. Seja f(X) € KJ[z] um polinémio de grau 4 com disc (f) # 0.
Existe uma curva projetiva suave C' C P? com as seguintes propriedades:
(i) C N A3 A3 = {X, # 0}, é isomorfo a curva afim y? = f(z).
(i) Seja f(z) = apx* + -+ - + a4. Entdo a intersecio de C' com o hiperplano Xy = 0
consiste dos pontos (0,0, £,/ag, 1].

A seguir estudaremos o comportamento de um mapa entre curvas na vizinhanga

de um ponto qualquer.

Definigao 2.7. Seja ¢ : ¢4 — C5 um mapa nao constante de curvas suaves, e seja
P e Cy. O indice de ramificacio de ¢ em P, denotado por e,(P), é o nimero

e¢(P) = ordp(¢"typ)),

onde typy € K(C3) é um uniformizador de ¢(P). Note que eg(P) > 1. Diremos
que ¢ ¢ nao ramificado em P se egp) = 1, e que ¢ ¢ nao ramifimicado se for nao

ramificado em todo ponto de Cf.

Proposigao 2.7. Seja ¢ : C; — C5 um mapa nao constante entre curvas suaves.
(a) Para todo @ € Oy,

D eg(P) = deg(9).

Pes~(Q)
(b) Para um numero finito de @ € Cs,

#¢~(Q) = deg,(9).

(c) Seja ¥ : Cy — C3 outro mapa nao constante entre curvas suaves. Entao para
todo P € (Y,

epop(P) = €y(P)ey(oP).
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Prova. (a) Veja [2, 11.6.9].
(b) Veja [2, 11.6.8].

(c) Seja typ € tyyp uniformizadores. Por definicao, as fungoes

P *
tzwp(d) ) e ’(/) tw(bp,

tendo a mesma ordem em ¢(P). Aplicando ¢* e tomando a ordem no ponto P

ficamos com

ordp ((b*tZ”;D(‘bP)) = ordp((1)9) tysp),

0 que queriamos. O

Corolario 2.2. O mapa ¢ : C; — C5 é nao ramificado se, e somente se,

#¢~'(Q) = deg (¢) YQ € Cs.

Prova. Do ftem (a) da proposicao anterior, vemos que #¢ (Q) = deg (¢) se, e

somente se,
> eg(P)=#671(Q).
Pep~1(Q)
Como e,(P) > 1, a igualdade ocorre se, e somente se, e,(FP) = 1. O

Exemplo 2.4. Considere o mapa
¢:P' =P, ¢([X,Y]) =[X}(X-Y), Y.
Entao ¢ é ramificado nos pontos [0,1] e [1,1]. Consequentemente,
es([0,1]) =3 e ey([L1]) =2,
entao

Y e(P)=eo([0,1]) +ey([1,1]) = 5 = deg ¢,
Peé=1([0,1])

o que concorda com o item (a) da proposi¢ao anterior.
O mapa de Frobenius

Considere char (K) = p > 0 e seja ¢ = p". Para qualquer polinoémio f € K[X],
seja {9 o polinémio obtido de f elevando cada coeficiente de f & poténcia g. Entéo

para cada curva C'//K, podemos definir uma nova curva C@/K como uma curva
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onde o ideal homogéneo ¢ dado por:
I1(C9) = ideal gerado por {f@ : f € I(C)}.

Consequentemente, existe um mapa natural de C' em C@, chamado de g-ésimo

morfismo de Frobenius, dado por
¢:C—=CD P, .. zn)) €C.

Para mostrarmos que o mapa esta bem definido, é suficiente mostrar que para todo
ponto P = [zg,...,x,] € C, a imagem ¢(P) é zero de cada gerador f@ de I(C().

Calculando

f(q)<¢<P)> = f(q)(x& R x?l)
= (f(zg,...,x,))? pois char(K) = p,
=0 pois f(P) = 0.

Exemplo 2.5. Seja C' uma curva em P? dada pela equacao
C :Y*Z=X*+aXZ*+bZ5
Entdao C@ é a curva dada pela equacao
C9 Y7 = X2IX 72+ 0175,

A seguinte proposicao descreve a propriedade basica dos mapas de Frobenius

Proposicao 2.8. Seja K corpo de caracteristica p > 0, ¢ = p", C'/K uma curva, e
seja ¢ : C — C@ o g-ésimo morfismo de Frobenius. Entao

(a) " K(C?W) = K(C)" = {f*: f € K(C)}.

(b) ¢ é puramente inseparavel.

(c) deg ¢ = q.

(Estamos considerando K um corpo perfeito. Se K nao for perfeito, entao (b) e (c)

permanecem verdadeiros, mas (a) devera ser modificado.)

Prova. (a) Sabemos que K(C') consiste de quocientes f/g de polinémios
homogéneos de mesmo grau, vemos que ¢*K(C@) é um subcorpo de K(C) dado

pelos quocientes

o (i) f(Xg, .-, X7)

g)  g(X¢,.... X1’
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Da mesma forma, K(C)? é subcorpo de K(C) dado pelos polinémios

f(Xo, ..., X,)
g(Xo, e 7Xn) '

Entretanto, como K é perfeito, sabemos que todo elemento de K é uma ¢-ésima
poteéncia, assim
(K[Xo,..., X)) = K[X{,...,X1].

Assim o conjunto dos quocientes f(X?)/g(X!) e o conjunto dos quocientes
f(X:)?/g(X;)? sdao o mesmo subcorpo de K(C).

(b) Segue diretamente do {tem anterior.

(¢) Tomando, se necessario, uma extensao de K, podemos assumir que existe um
ponto suave P € K(C). Seja t € K(C) um uniformizador em P. Entao pela
proposigao (2.4) K(C) é separdvel sobre K(t). Considerando a torre de corpos

formada,

K(C)
‘ ‘ puramente
separavel ' i
inseparavel
K(C)(t)
K(t) K(C)

segue que K (C) = K(C)4(t), e portanto pelo item (a)
deg ¢ = [K(C)(t) : K(C)7].

Observamos agora que t? € K(C')9, assim afim de provar que deg ¢ = ¢, precisamos
mostrar que t%/? ¢ K(C)?. Mas se t9/? = f7 para algum f € K(C), entdo

% — ordp(t¥?) = q.ordp(f),

o que é um absurdo, uma vez que a ordem é um numero inteiro.

0

Corolario 2.3. Todo mapa entre curvas suaves ¢ : C; — (5 sobre um corpo de
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caracteristica p > 0 se fatora da forma
N O N
C, —— YV —— Oy
onde g = deg; (1), o mapa ¢ é o g-ésimo mapa de Frobenius, e A é um mapa separavel.

Prova. Seja K o fecho separavel de ¢*K(Cy) em K(Cj). Entao K(C))/K é
puramente inseparavel de grau ¢, assim K(Cp)? C K. Dos itens (a) e (c) da

proposicao anterior temos que,
K(C)'=¢"(K(C") e [K(C):¢"(K(C")] =1

Comparando graus, concluimos que K = ¢*(C£q)). Temos agora uma torre de corpos
de funcoes

K(C1)/¢ K (C") /4" K(Ch),
e do item (b) da proposi¢ao anterior, isso corresponde ao mapa que querfamos
o (@) A
C, —— Y ——

R
¥

2.3 Divisores

O grupo divisor de uma curva C, denotado por Div(C), é o grupo abeliano livre
gerado pelos pontos da curva C. Dessa forma um divisor D € Div(C) é a soma

formal

D=> np(P),

onde np € Z e np = 0 para uma quantidade finita de pontos P € C. O grau de D

deg D = an.

pPeC

¢ definido por

Um divisor de grau zero gera um subgrupo de Div(C'), denotado por

Div’(C) = {D € Div(C) : deg D = 0}.
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Se C' é definido sobre K, tomamos a agao G,k no grupo Div(C) e Div’(C) da
forma,
D° =Y np(P°).
PeC

Entéao o divisor D ¢ definido sobre K se D? = D para todo o € G- Notamos que
se D=ny(P)+---+n.(P) comny,...,n, #0, entdao dizer que D ¢é definido sobre
K nao significa que P, ..., P, € C(K). E suficiente para o grupo Gg /i permutar
os P;’s de forma apropriada. Denotamos o grupo dos divisores definidos sobre K
por Divg(C), e similarmente DivY (C).

Agora considere a curva C suave, e seja f € K(C)*. Entao podemos associar a

f o divisor div(f) dado por

div(f) =Y ordp(f)(P).

pPeC

Pela defini¢ao, este ¢ um divisor. Se o € Gk, entao ¢ facil ver que
div(f7) = (div(/))".

Em particular, se f € K(C), entao div(f) € Divg(C). Como cada ordp é uma
valorizagao, o mapa

div: K(C)* — Div(C)

¢ um homomorfismo entre grupos abelianos.

Defini¢ao 2.8. Um divisor D € Div(C') é principal se tem a forma D = div(f)
para algum f € K(C)*. Dois divisores sio linearmente equivalentes, escrevemos
Dy ~ Dy, se Dy — Dy é principal. A classe de grupos divisores (ou grupo de Picard)
de C, denotado Pic(C'), é o quociente de Div(C) por seu subgrupo de divisores
principais. Tomamos Pick (C) como subgrupo de Pic(C') fixado por Gk k. Note
que em geral, Pick(C') ndo é o quociente de Divg(C') por seu subgrupo de divisores

principais. Mas existe um caso em que isso é verdade.

Proposigao 2.9. Seja C uma curva suave e seja f € K(C)*.
(a) div(f) = 0 se, e somente se, f € K*.
(b) deg(div(f)) = 0.

Prova. (a) Se div(f) = 0, entdo f ndo tem polos, assim o mapa associado
f:C — P' com P~ [f(P),1] nio é sobrejetivo. Entao da proposigao (2.5)

seglie que o mapa é constante, entdo f € K*. Se f € K* entdo a ordem em todo
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ponto é nula, ou seja, div(f) = 0.
(b) A demonstragao pode ser vista em [2, I11.6.10], ou a observagao (2.3) no final

desta secao. O

Exemplo 2.6. Em P!, todo divisor de grau zero é principal. Para isso, suponha
que D = > np(P) tem grau 0. Escrevendo P = [ap, Bp] € P!, vemos que D é o

divisor da funcao

H (6PX — OzPY)nP.

Pep!

Note que " np = 0 garante que a funcao estd em K (P'). Segue que o mapa de grau
deg : Pic(P!) — Z é um isomorfismo. A reciproca é verdadeira, ou seja, se C' é uma

curva suave e Pic(C') 2 Z, entao C é isomorfo a P

Exemplo 2.7. Sejam K tal que char(K) # 2. Seja ej,es,e3 € K distintos, e
considere a curva

C = (z—e)(r—e)(x—e3).
Podemos chegar que C' é suave e que tem um ponto singular no infinito, que
denotaremos P,,. Para i = 1,2, 3, seja P, = (e1,0) € C. Entao
div(z — ¢;)

div(y)

2(P) — 2(Px)
(P) + (P2) + (P3) — 3(Px)-

Segue da proposigao (2.9.b) que os divisores principais formam um subgrupo de

Div?(C'). Dessa forma definimos:

Definicao 2.9. A classe dos grupos divisores de grau 0 de C' é o quociente de
Div"(C) pelo subgrupo dos divisores principais. Denotamos esse grupo por Pic’(C).

Similarmente, escremos Picy (C') como subgrupo de Pic’(C) fixado por Gg k.

Observagao 2.2. A definigao acima e a proposigao (2.9) podem ser resumidas no

fato de existir a sequéncia exata
_ _ div
1 — K* — K(C)* —— Div’(C) — Pic’(C) — 0.

Seja ¢ : C; — Cy um mapa nao constante de curvas suaves. Como vimos, ¢

induz os seguintes mapas nos corpos de fungoes de C e Cy,

gb* : K(CQ) — K(Cl) e gb* : K(Cl) — K(CQ)
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Similarmente definimos os mapas de grupos divisores da seguinte forma:

¢* : Div(Cy) — Div(Cy), os : Div(Cy) — Div(Cy),
@) = Y, es(P)P), (P) = (oP),
Peom1(Q)

e estender Z linearmente a divisores arbitrarios.

Exemplo 2.8. Seja C' uma curva suave, f € K(C) uma funcdo nao constante, e

seja f : C'— P! 0 mapa como ocorre no exemplo 2.2. Entao pela definicao,

div(f) = f*((0) — (o).

Proposicao 2.10. Seja ¢ : ¢} — C5 um mapa nao constante entre curvas suaves.

(a) deg(¢*D) = (deg ¢)(deg D)  para todo D € Div(Cy).
(b) ¢*(divf) = div(¢* f) para todo f € K(Cy)*.
(c) deg(¢.D) = deg D para todo D € Div(C}).
(d) ¢u(divf) = div(o.f) para todo f € K(C})*.
(e) ¢, 0 ¢* age como multiplicacao por deg ¢ em Div(Cs).
(f) Se ¢ : Cy — C5 é outro mapa como acima, entao

(Q/JO(b)* =@ oy* e (¢O¢)* = s 0 Pu.
Prova. (a) Pela definigao de ¢* : Div(Cy) — Div(CY) escrevemos:

deg(¢"D) = deg [ ¢* ) _ w(@))

QeC2

= deg Z anZ)*Q) pela defini¢ao de ¢*

QeCs

=deg [ Y[ D es(P)Q)

QeCy \ Peop—1(Q)

= deg Z no(deg qb)(Q)) pela proposicao (2.7a)
QeCs

= ) ng(deg ¢)

QeCs
= (deg D)(deg ¢)

(b) Observe que ordyp(f) = ordyp(f)ordsp(tep), ou seja, f e t;f¢P(f) tém a mesma

ordem em ¢P. Multiplicando essas duas funcoes por ¢* e tomando a ordem em P
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temos:

ordp(¢* f) = ordp(¢* o)
= ordp(¢*tep).ordsp(f)
= e¢(P)Ol"d¢p(f)-

Agora €eSCrevennos:

¢WMﬂ=¢<2)MMﬂ@O

QeCy

=) ordg(f)e"(Q)

QeCy

=Y odo(f) | Y eP)P)| =3 ordep(f)es(P)(P)

QeCs Pes—1(Q) PeCy

= Z ordp(¢* f)(P) pela observagao inicial,
PeC,

— div(o'f).

(c) Segue da definicao.

(d) Veja [9, Capitulo 1, Proposigao 22].
(e)

(f)

Segue da proposicao (2.7a).
Segue do item (c) da proposigao (2.7). O

Observacao 2.3. Da proposicao anterior, vemos que ¢* e ¢, levam divisores de
b1 Y
grau 0 a divisores de grau 0, e divisores principais para divisores principais. Assim

eles induzem os mapas
¢* : Pic’(Cy) — Pic?(C1) e ¢, : Pic?(C)) — Pic’(Cy).
Em particular, se f € K(C) fornece o mapa f : C' — P!, entdo

degdiv(f) = deg f*((0) — (00)) = deg f — deg f = 0.

Isso fornece uma prova para a proposigao (2.9b).
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2.4 Diferenciais

Nesta secao discutiremos o espaco vetorial das formas diferenciais na curva. Este
espaco vetorial serve para dois propésitos. Primeiro, ele nos fornece uma forma
perfeita para a regra do calculo de linearizacao. Segundo, ele nos dd um critério ttil

para determinar quando um mapa algébrico é separavel.

Definigao 2.10. Seja C' uma curva. O espagco das formas diferenciais (meromorficas)
em C, denotado por Q¢, é o K-espaco vetorial gerado pelos simbolos da forma dx

para x € K(C), tal que valem as relagoes:

Seja ¢ : C; — C5 um mapa nao constante entre curvas. O mapa de corpos de

fungdes associado ¢* : K(Cy) — K(C}) induz um mapa entre os diferenciais,

0 Q= Qo 6 (D fidwi) = D" fd(6" ).

Este mapa fornece um critério 1util para determinar quando ¢ é separavel.

Proposigao 2.11. Seja C' uma curva.

(a) Q¢ é K(C)-espaco vetorial de dimensdo 1.

(b) Seja z € K(C). Entao dr é uma K(C)-base para )¢ se, e somente se,
K(C)/K(z) é uma extensio separével finita.

(c) Seja ¢ : C7 — Cy um mapa nao constante entre curvas. Entao ¢ é separdvel se,
e somente se, 0 mapa

gb* : 902 — ch

¢ injetivo, ou equivalentemente, nao nulo.

Prova. (a) Tome como referéncia [10, IIT §4, Teorema 3].

(b) Veja em [10, §4, Teorema 4].

(c) Usando os ftens (a) e (b), escolha y € K(Cy) tal que Qq, = K(Cy)dy e tal
que K(Cy)/K(y) é extensdo separdvel. Note que entdo ¢*K (Cy) é separavel sobre
¢*K(y) = K(¢*y). Agora

*

¢" é injetivo <= d(¢"y) #

( *y) é base para ¢, (de (a))
)
)

K(C))/K(¢*y) é separédvel (de (b))
K(Cy)/¢*K(Cy) é separavel,

onde a tltima equivaléncia segue pois conhecemos que ¢*K(Cy)/K(¢*y) é

separavel. O
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Proposigao 2.12. Sejam C uma curva P € C, e t € K(C) um uniformizador em
P.

(a) Para todo w € Q¢ existe uma tnica funcio g € K(C), que depende de w e t,
satisfazendo

w = gdt.

Denotamos g por w/dt.
(b) Seja f € K(C) regular em P. Entdo df /dt também é regular em P.
(c) Seja w € Q¢ com w # 0. A quantidade

ordp(w/dt)

depende apenas de w e P, independente da escolha do uniformizador t. Chamamos
este valor de ordem de w em P e o denotamos por ordp(w).
(d) Seja z, f € K(C) com x(P) =0, e seja p= charK. Entao

ordp(fdx) = ordp(f) + ordp(z) — 1 se p=0oup fordp(x),
ordp(fdx) > ordp(f) + ordp(z), se p > 0 e plordp(z).

(e) Seja w € Q¢ com w # 0. Entao
ordp(w) =0 para quase todo P € C.

Prova. (a) Sabemos da proposicio (2.4) que K (C)/K (t) é extensao separdvel finita.
Pela proposicao (2.11b) anterior, dt é base para Q¢. Dado w € Q¢, pelo item (2.11a)

anterior, existe um tinico g € K(C) dependendo de w e t tal que
w = gdt.

(b) Veja [2, IV.2.1].
(c) Seja t’ outro uniformizador para P. Entao do item (b) vemos que dt/dt' e dt'/dt
sao ambos regulares em P, assim ordp(dt’'/dt) = 0. O resultado entdo vem do fato
de que

w = gdt' = g(dt'/dt)dt.

(d) Escreva x = ut™ com n = ordp(z) > 1, entao ordp(u) = 0. Logo
dx = [nut™™! + (du/dt)t"]dt.
De (b) sabemos que du/dt é regular em P. Consequentemente se n # 0, entao o
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primeiro termo serda dominante no sentido de dar a igualdade:
ordp(fdr) = ordp(fnut™ *dt) = ordp(f) +n — 1.

Por outro lado, se p > 0 e p|n, entao o primeiro termo se anula, e encontramos que
ordp(fdx) = ordp(f(du/dt)t"dt) > ordp(f) + n.

(e) Escolha algum z € K(C) tal que K(C)/K () é separével e escreva w = fdz. De
[2, IV.2.2a] 0 mapa z : C' — P! ramifica em apenas um ntmero finito de pontos de
C. Consequentemente descartando um nimero finito de pontos, podemos restringir

nossa atencao aos pontos P € C' tais que

fP)#0,  f(P)#o00, x(P)# o0,

e o mapa z : C — P! é nao ramificado em P. As duas condicoes em = implicam que
x — z(P) é um uniformizador de P, entao

ordp(w) = ordp(fd(x — x(P))) = 0.

Consequentemente ordp(w) = 0 para quase todo P. O

Definigao 2.11. Seja w € ¢. O divisor associado a w é

div(w) = Y ordp(w)(P) € Div(C).

pPeC

O diferencial w € Q¢ é regular (ou holomorfico) se
ordp(w) >0 para todo P € C.

Ele é nao nulo se
ordp(w) <0 para todo P e C.

Observacao 2.4. Se wi,ws € ¢ sao diferenciais nao nulos, entao a proposicao

anterior implica que existe uma fungao f € K(C)* tal que w; = fw,. Assim
div(wy) = div(f) + div(ws),

o que mostra que a seguinte definicao faz sentido.

Definigao 2.12. A classe canonica de divisores de C' é a imagem no Pic(C') de
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div(w) para qualquer diferencial ndo nulo w € Q. Qualquer divisor na classe de

divisor é chamado divisor canonico.

Exemplo 2.9. Mostraremos a seguir que nao existem diferenciais holomorficos em

P'. Se t é funcao coordenada em P!, entao
div(dt) = —2(00).

Para ver isso, note que para todo o € K, a funcao t — o é um uniformizador em
«, assim

ord,(dt) = ord,(d(t — a)) = 0.

Entretanto, em oo € P! precisamos usar a funcio tal que 1/t é seu uniformizador,

entao
ords (dt) = ordoo( - th(%)) = -2

Assim dt nao é holomérfico. Agora para qualquer diferencial nao nulo w € Qp1,

podemos usar a proposicao anterior para calcular
degdiv(w) = degdiv(dt) = —2

assim w nao pode ser holomorfico.

Exemplo 2.10. Seja C' a curva dada por
C:y’=(z—e)(z—e)(x —e3),
onde continuamos com a notagao da proposicao anterior. Entao
div(dz) = (Py) + (P2) + (P3) — 3(Px).
(Note que dr = d(z — ¢;) = —2?d(1/x)). Assim vemos que
div(dz/y) = 0.

Consequentemente o diferencial dx/y é holomérfico e nao nulo.

2.5 O teorema de Riemann-Roch

Seja C' uma curva. Colocamos uma ordem parcial no Div(C') da seguinte maneira.

Definicao 2.13. Um divisor D = ) np(P) é positivo (ou efetivo), denotado por
D >0,
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se np > 0 para todo P € (. Similarmente, para quaisquer dois divisores D, Dy €
Div(C'), escrevemos
Dy > D,

para indicar que D; — Dy é positivo.

Exemplo 2.11. Seja f € K(C)* uma funcio regular exceto no ponto P € C, e
suponha que tem polo de ordem no maximo n em P. Este requerimento de f pode

ser resumido pela desigualdade
div(f) > —n(P).

Similarmente,
div(f) = (Q) — n(P)

diz que f tem um zero em (). Assim desigualdades entre divisores sao uma

ferramente 1til para descrever pélos ou zeros de funcoes.

Definigao 2.14. Seja D € Div(C). Associamos a D o conjunto de fungoes
L(D)={f € K(C)" :div(f) > —D}uU{0}.

O conjunto £(D) é K-espaco vetorial de dimensdo finita como veremos a seguir,

onde a dimensao sera denotada como:
(D) = dimg L(D).

Proposicao 2.13. Seja D € Div(C).
(a) Se deg D < 0, entao
L={0} e {D)=0.

(b) £ é um K-espaco vetorial de dimensdo finita.

(c) Se D' € Div(C) é linearmente equivalente a D, entao
L(D)=L(D"), eassim {(D)=1¢D").
Prova. (a) Seja f € L(D) com f # 0. Entao da proposigao (2.9b) temos que
0 = degdiv(f) > deg(—D) = —deg D,

assim deg D > 0.
(b) Veja [2, 11.5.19].
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(¢) Se D = D' +div(g), entao o mapa
L(D) — L(D), [ fg

é um isomorfismo O

Exemplo 2.12. Seja K¢ € Div(C') um divisor canoénico de C, escreva
K¢ = div(w).
Entao cada funcao f € L(K¢) tem a propriedade que
div(f) > —div(w), entao div(fw) > 0.

Em outras palavras, fw é holomérfico. Reciprocamente, se o diferencial fw ¢é
holomérfico, entao f € L(K¢). Como todo diferencial em C' tem a forma fw para

algum f, temos estabelecido um isomorfismo de K-espacos vetoriais,
L(K¢) = {w € Q¢ : w é holomorfico }.

Como observacao, a dimensao ¢(K¢) desses espagos é um importante invariante da
curva C.

Estamos prontos para estabelecer o resultado fundamental da geometria algébrica
de curvas. Sua importancia esta no fato de termos a habilidade de dizer se existem

funcoes em C tendo zeros e polos pré-estabelecidos .

Teorema 2.3. (Riemann-Roch) Seja C' uma curva suave e seja K¢ um divisor
canonico em C'. Entao existe um inteiro g > 0, chamado de género de C', tal que
todo divisor D € Div(C),

UD) — (K¢ — D) =deg D — g + 1.

Prova. Nao faremos a prova aqui, mas poderemos vé-la em [3, Capitulo 1]. U

Corolario 2.4. (a) ((K¢) = g.
(b) deg K¢ = 2g — 2.
(c) Se deg D > 2g — 2, entado

UD)=degD — g+ 1.
Prova. (a) Usando Riemman-Roch (2.3), com D = 0. Notamos que £(0) = K da
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proposigao (2.3), e assim £(0) = 1.

(b) Use o item (a) e Riemman-Roch (2.3) com D = K¢.

(c) De (b) temos deg(K¢c—D) < 0. Agora basta usar o teorema (2.3) e a proposigao
(2.13.a), obtendo o resultado. O

Exemplo 2.13. Seja C = PL. O exemplo (2.9) nega a existéncia de diferenciais
holomérficos em C, entao usando a identificagao vista no exemplo (2.12), vemos que
{(K¢) = 0. Pelo coroldrio (2.4), P! tem género 0, e o teorema de Riemann-Roch

fica

U(D)—l(—2(c0) — D) =deg D + 1.
Em particular, se deg D > —1, entao
(D) =deg D+ 1.
Exemplo 2.14. Seja C' a curva
C:y’=(z—e)(z—e)(x—e3),

onde continuamos com a notagao dos exemplos (2.7) e (2.10). Vemos no exemplo
(2.10) que
div(dz/y) =0,

assim a classe canonica em C' ¢é trivial, isto é, podemos tomar Ko = 0.
Consequentemente usando o coroldrio (2.4a) encontramos
g =UKc)=10) =1,
assim C' tem género um. Entao o teorema de Riemann-Roch diz que
(D) =deg D dado que degD > 1.

Consideramos os seguintes casos especiais.

(i) Seja P € C. Entao (((P)) = 1. Mas L((P)) contém uma fungao constante, que
nao tem polos assim isso mostra que nao existem funcoes em C' tendo um tnico pélo
simples.

(ii) Relembremos que P., é o ponto no infinito em C'. Entao ¢(2(Px)) = 2, e {1, z}
fornecem uma base para £(2(Px)).

(iii) Similarmente, o conjunto {1,z,y} é uma base para L(3(Py)), e {1,z,y, 2}
uma base para L£(4(Ps)).
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(iv) Agora observamos que as sete fungoes 1,x,y,x? zy, 23 y? estao todas em
L(6(Ps)), mas £(6(Py)) = 6, assim estas fungdes sdo necessariamente K-
linearmente dependentes. A equacgao y* = (z — e;)(x — e3)(x — e3) usada para
definir C' da a equacao dependéncia linear entre eles.

O préximo resultado nos diz que se C' e D sao definidos sobre K, entao sao em
L(D).

Proposicao 2.14. Seja C'/K uma curva suave e seja D € Divg(C). Entao £(D)

tem base formada de fungoes em K (C').

Prova. Como D ¢ definido sobre K, temos
f7 € L(D?) = L(D) paratodo f € L(D) etodo o € Gg/k.

Assim G,k age em L(D), e a conclusdo segue do seguinte lema:

Lema 2.1. Seja V um K —espaco vetorial, e assuma que G /K age continuamente

em V de maneira compativel com sua acdo em K. Seja
Vg =VOr/x ={v eV :v° =v para todo o € Ggr/r}-

Entao

VK @k Vi,

isto €, o espago vetorial V' tem base nos vetores G g-invariantes.

Prova. Sabemos que Vi é um K-espaco vetorial, assim é suficiente demostrar que
todo v € V é uma K-combinagao linear de vetores em Vg. Seja v € V e L/K
extensoes finitas de Galois tal que v ¢é fixado por Gg/r. (Assumir que Gz x age
continuamente em V' significa que o subgrupo {0 € Gg g : v7 = v} tem indice
finito em K, assim podemos tomar L como fecho de Galois deste corpo fixado.)

Seja {ai,...,a,} uma base para L/K, e seja {oy,...,0,} = Gp/x. Para cada

1 <4 < n, consideramos o vetor

n

wim 3 () = Teagoy )

j=1

O elemento w; € Gk ¢ um invariante, assim w; € Vi. Um resultado bdsico da
9

teoria dos corpos, [4, ITI, Proposicao 9], diz que a matriz (a;

.7 )1<ij<n € nao0 singular,

assim cada v?, e em particular v, é uma combinacao L-linear dos w;’s. O
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Concluimos esta secao com a relacao classica conectando géneros de curvas com

mapas nao constantes.

Teorema 2.4. (Hurwitz) Seja ¢ : C1 — C5 um mapa separavel nao constante de

curvas suaves de géneros g; e gs, respectivamente. Entao

291 — 2> (deg 9) (292 — 2) + > _ (eg(P) — 1).

PeCy

A igualdade é valida se, e somente se, uma das seguintes condigoes é verdadeira:
(i) char(K) = 0.
(ii) char(K) = p > 0 e p nao divide ey(P) para todo P € C;.

Prova. Seja w € Q¢ um diferencial nao nulo, seja P € C, e seja Q = ¢(P). Como
¢ é separavel, a proposi¢ao (2.11) nos diz que ¢*w # 0. Precisamos relacionar
os valores de ordp(¢*w) e ordg(w). Escrevemos w = fdt com t € K(Cy) um
uniformizador de ). Fazendo e = e4(P), temos que ¢*t = us®, onde s é um

uniformizador de P e u(P) # 0, co. Consequentemente
B = (6" F)AG™) = (6" Fd(us) = (6" fleus" + (du/ds)s]ds.
Da proposigao (2.12) temos ordp(du/ds) > 0, assim temos que
ordp(¢°w) > ordp(¢f) + e — 1.
com a igualdade vélida se, e somente se, e # 0 em K. Ainda,
ordp(6"f) = ea(PJordg(f) = es( Plordg(w).

Consequentemente fazendo sobre todo P € (' fica

deg div(¢'w) > Y [ea(ryordsr)(w) + es(P) — 1]

PeCy

=Y . eg(Pordg(w)+ Y (es(P) = 1)
QeC2 Pep—1(Q) PeCy

= (deg ¢)(deg div(w)) + > (es(P) = 1),

PeCq

onde a tultima igualdade segue da proposi¢ao (2.7a). A férmula de Hurwitz é uma

consequéncia do corolério (2.4b). O
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Capitulo 3

A Geometria das Curvas Elipticas

Curvas elipticas, nosso principal objeto de estudo, sao curvas de género um, tendo
um especifico ponto base. Na maior parte desse estudo, estaremos interessados em
estudar as propriedades aritméticas dessas curvas. Em outras palavras, estamos
interessados em analizar seus pontos definindo-os sobre um corpo de interesse
aritmético, tais como os corpos finitos, corpos (p-adicos) locais, e corpos (de
nimeros) globais. Entretanto, antes de assim fazermos estamos bem advertidos
que o estudo das propriedades dessas curvas na situacao simples de um corpo
algebricamente fechado, isto é, no estudo de sua geometria. Isso reflete o principio
geral da Geometria Diofantina, o qual se atenta em estudar qualquer problema
significante, em que € essencial ter um desenvolvimento através da geometria antes de
ter algum progresso na teoria numérica. O propdsito deste capitulo é fazer um estudo
intensivo da geometria das curvas elipticas sobre corpos algebricamente fechados.
Comecamos nossas primeiras duas segoes descrevendo as curvas elipticas por
meio de equacoes de Weiertrass. Usando essas equagoes explicitas, mostramos que
o conjunto dos pontos de uma curva eliptica forma um grupo abeliano, entre outras
coisas, e que a lei de grupo é dada por funcoes racionais. Na secao 3, usamos o
teorema de Riemann-Roch para estudar curvas elipticas e mostrar que toda curva
eliptica tem equacao de Weiertrass, assim o resultado das primeiras duas secoes

podem ser aplicados.

3.1 Equacao de Weierstrass

O objetivo desta secao é mostrar que em geral para estudar as curvas elipticas
podemos escrevé-la como o local geométrico em P? descrito por equacoes cibicas,

onde existe o chamado ponto base, como sendo a reta no infinito. A forma geral da
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equacao cubica é:
Y2Z 4+ XYZ+a3sYZ? = X2+ a, X?Z + ay X 7% + ag Z°.

O ponto base é O =[0,1,0], e ay,...,a6 € K.
Para facilitar a notacao, escreveremos a equagao de Weiertrass usando

coordenadas ndao homogéneas r = X/Z ey =Y/Z,
E y2 + a1y + asy = 3+ agxz + a4 + ag,

sempre lembrando do ponto no infinito @ = [0,1,0]. Como anteriormente, se

ai,...,ag € K, entao E é dito ser definido sobre K.

Se char(K') # 2, entao podemos simplificar a equagao completando quadrados.

Assim a substituicao

1
Yy §(y—a1$—a3)

fornece uma equacao da forma
E: y2 = 423 + by + 2byx + bg,

onde

bz = (I% + 4(14, b4 = 2(1,4 + aias, b(; = ag + 4(1,6.

Definimos os seguintes valores

bg = afaﬁ + 4aqag — ajasaq + a2a§ — ai,
cy = b3 — 24by,
cg = —b3 + 36byby — 2160,
A = —b3bg — 8b; — 27bz + 9bobybs,
j=c/A,

e o diferencial

dx dy
w= = .
2y + arx +as 322+ 2ax + ay — a1y

Podemos verificar que

4b8 = b2b6 - bi e 1728A = Ci - Cg.
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Se ainda char(K) # 2,3, entao a substituicao

xr—3by y
(Jfay)'—>( 36 ’ﬁ)

elimina o termo 22, tornando a equacao de Weierstrass mais simples

E :y? = 2% — 27cyx — 5dcg.

Definigao 3.1. O valor A é chamado o discriminante da equacao de Weierstrass,
o valor j é chamado o j-invariante da curva eliptica, e w é o invariante diferencial

associado a equacao de Weierstrass.

Exemplo 3.1. O local geométrico real da equacao de Weierstrass é observado nas

seguintes figuras:

y2 = a3 y? = 23 4+ 22
A=0 A=0
Cuspide: uma direcdo tangente. Né: duas diregoes tangentes.

Figura 3.1. Cuspide e No6.

Tendo esses exemplos em mente, consideramos a seguinte situacao. Seja P =

(0, Yo) um ponto singular da curva
f(z,y) = v* + a1wy + asy — 2° — ayx® — agx — ag = 0.
Entao do exemplo (1.5),

of
ox

_of
-5

Segue que existem a, 3 € K tais que a expansdo em série de Taylor de f(z,y) em

(P) (P) =0.

P tem a forma

Fla,y) = flxo,m0) = ((y — yo) — alz — 20))((y — o) — Bz — x0)) — (x — x0)°.

Definigao 3.2. Com a notagao anterior, o ponto singular P é um né se o # f.
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Neste caso, as retas

y—yo=oar—1x9) e y—yo =P~ mw0)

sao as retas tangentes em P. Se a = (3, entao diremos que P é uma cuspide, caso

em que a reta tangente em P é dada por

?/—yo:a($—$o)-

Precisamos responder a questao: O que faz com que uma equagao de Weierstrass
represente uma Uunica curva eliptica? Considerando a reta no infinito como Z = 0
em P2, é necesséario que ela intersecte a curva E apenas no ponto [0, 1,0]. Veremos
que a unica mudanga de varidveis que mantém fixo [0, 1,0] e que preserva a forma

geral da equacao de Weierstrass é
r=ur'+r e y:u3y’+u25:p’+t,

onde u,r,s,t € K e u # 0. A lista a seguir resume o resultado dos coeficientes e

elementos que se obtém fazendo esta substituicao.

uay = a;+2s
u?ay, = ap— sa; + 3r — s*
uddy, = ag+ra;+2t
ulay = ay—saz+2ras — (t +rs)a; + 3r? — 2st
ubay = ag+ras+riag+1r® —taz —t* — rta

UQZ),Q b2 + 12r

ult), by + rby + 612

(A bg + 2rby + r2by + 413

uBbjy bs + 3rbg + 3r2by + r3by + 31t

uldy = ¢
6 ./

ulcy = ¢

u?AT = A

y .

J =]

vl = w

Tabela 3.1. Férmula de mudanga de varidveis para equacao de
Weierstrass.

Pode-se notar que o elemento j nao tem variacao, o que motiva o seu nome. E
um invariante da classe de isomorfismos da curva que o define, e nao depende da
escolha da equacao em particular. Para corpos algebricamente fechados, a reciproca

¢é verdadeira, como veremos mais tarde.
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Observacao 3.1. Como vimos, se a caracteristica de K é diferente de 2 e 3, entao
qualquer curva sobre K tem uma equacao de Weierstrass mais simples que a forma
geral. Assim qualquer prova onde envolva muitas manipulagoes algébricas se torna
simples nesses casos, onde K é restrito. Por outro lado, mesmo se o caso for em que
char(K) = 0, ou seja, K O Q, uma importante ferramenta é o processo de reducao
dos coeficientes de uma equacao médulo p para varios primos p, incluindo os casos
p=2ep=3. Assim mesmo para K O Q, é importante entender curvas elipticas
em todas caracteristicas. Consequentemente, faremos o seguinte a partir daqui:
Todo teorema sera iniciado com a forma geral da equacao de Weierstrass, mas a fim
de fazer com que a demonstracao se torna reduzida, assumiremos a caracteristica
de K como sendo diferente de 2 ou 3 fazendo a prova nestes casos. Faremos a
demonstracao geral posteriormente.

Considerando a caracteristica de K diferente de 2 ou 3, a curva eliptica tera

equacao de Weierstrass da forma
E:y* =2+ Az + B,

onde temos os valores

(44)*
A

A=—-16(4A*+27B*) e j=-1728

A tnica mudanca de varidveis que preserva esta forma é

r=u’r" e wy=u paraalgumu e K*

e assim,

ulA'= A, uSB' =B, uP’A=A.

A seguinte proposicao descreve algumas propriedades geométricas por meio de

valores definidos no inicio da secao.

Proposicao 3.1. (a) A curva dada pela equacao de Weierstrass satisfaz:
(i) E nao singular se, e somente se, A # 0.
(ii) Tem né se, e somente se, A =0 e ¢4 # 0.
(iii) Tem cuspide se, e somente se, A = ¢4 = 0.
Nos casos (ii) e (iii), existe um unico ponto singular.
(b) Duas curvas elipticas sdo isomorfas sobre K se, e somente se, possuiem o mesmo
j-invariante.

(c) Seja jo € K. Existe uma curva eliptica definida sobre K (jy) cujo j-invariante é
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igual a jo.
Prova. Seja E curva dada pela equacao de Weierstrass
E: flx,y) =9° + azy + agy — 2% — asx® — ayx — ag = 0.

Mostraremos que o ponto no infinito nao é singular. Assim, olhando para a curva

com coordenadas homogéneas,

FX,)Y,2)=Y?*Z+a XY Z+a3sYZ* — X° — ayX*>7Z — ay X 7* — ag Z°
=0

com o ponto O = [0,1,0]. Como

or
—(0)=1#0
=140,
vemos que O é nao singular em F.
A seguir suponha que E é nao singular, digamos em Py = (x¢, y0). Mudando as
coordenadas como

r=2"+z0 y=vy +uy

deixamos A e ¢4 invariantes, assim sem perder generalidade podemos assumir que
E ¢ singular em (0,0). Entao
of

ag = f(0,0) =0, ay= %(0,0) =0,

af

as = a_y(oao) = 07

e portanto a equacao para F tem a forma
E: f(z,y) =9+ aiwy — aga® — 2° =0,

onde
cy = (a2 +4ay)> e A=0.

Por defini¢do, F tem nd, respectivamente cuspide, em (0,0) se a forma quadratica
y? + ayvy — asx? tem fatores distintos, respectivamente iguais, o que ocorre se, e

somente se, o discriminante da forma quadratica satisfaz
a? +4ay #0  (respectivamente a] + 4ay = 0).

Isso mostra que ter ctuspide ou né implicam conforme o enunciado.

Para completar a prova dos itens (i) até (iii), resta mostrar que se E é nao
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singular, entdo A # 0. Para simplificar os cdlculos, consideramos char(K) # 2 e

consideramos a equacao de Weierstrass da forma
E: y2 = 42 + byx? + 2byx + bg.
A curva FE é singular se, e somente se, existe um ponto (zg,yo) € E tal que
2o = 1222 + 2bowg + 2by = 0.

Em outras palavras, pontos singulares sdo exatamente os pontos da forma (xg,0)
tais que x( é a raiz dupla do polinémio ctibico 423 + by + 2bsx + bg. Esse polinomio
tem raiz dupla se, e somente se, seu discriminante, que é igual a 164, se anula. Isso
completa a prova dos itens em questao. Além disso, como o polindmio cibico nao
tem duas raizes duplas, F tem no maximo um ponto singular.

(b) Se duas curvas elipticas sdo isomorfas, entdo sabemos que tém o mesmo j-
invariante. Para a reciproca, consideremos que char(K) > 5 (veja como referéncia
a observagao 3.1). Seja E e E’ curvas elipticas com o mesmo j-invariante, com as

equacoes
E:y* =2+ Az + B,
El . y/2 :SL’/3—|—A/$/—|—B/.
Suponha que j(E) = j(E'), o que significa que

(4A° (44’
4A3 +27B2  4AB +27B2’

onde
A3B/2 — A’?’BQ.

Olhamos agora para o isomorfismo da forma (z,y) = (u?z’,u%y’) e consideramos
trés casos:

Caso 1: A =0 (5 =0). Entdao B # 0, pois A # 0, assim A" = 0, e obtemos um
isomorfismo usando u = (B/B')"/S,

Caso 2: B=0 (j =1728). Entdao A # 0, e B' =0, temos que u = (A/A")'/4,

Caso 3: AB #0 (5 #0,1728). Entao A’B’ # 0, pois se algum deles for 0, entao os
dois devem ser 0, o que contradiz A’ # 0. Tomando u = (A/A")Y/* = (B/B')'/6 d4
o isomorfismo desejado.

(c) Considere jj # 0, 1728 e considere a curva

36 1
E 2 — 2% - — .
Yoy = s T o~ 1728
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Temos que
Jo
A=—"""— e j=7.
(jo — 1728)? J=
Isso da a curva desejada, em qualquer caracteristica, visto que jo # 0, 1728.

Para completar a prova, usamos as duas curvas

E:y’+y=2a° A=-27, j=0,
E:y*=2%+u, A= —64, j=1728.

Note que para caracteristica 2 ou 3 temos que 1728 = 0, assim mesmo nesse caso

uma das duas curvas sera nao singular e preenchera o valor que falta para j. 0

Observe que os itens (b) e (c) da proposigao anterior garantem que a aplicacao
C — K, onde C ¢é o conjunto das classes de isomorfismos da curva eliptica definida

por [C] — j(C), sendo uma bije¢ao.

Proposicao 3.2. Seja E uma curva eliptica. Entao o invariante diferencial w
associado a equacao de Weierstrass para E é holomorfica e nao nula, ou seja,
div(w) = 0.

Prova. Seja P = (xg,y0) € FE e

2

E:F(x,y) =y*+axy +asy — v° — asx® — ayx — ag = 0,

assim,

d(x — o) d(y — yo)

w = = —

Fy(z,y) Fo(z,y)

Assim P nao é polo de w, pois sendo terfamos Fy(P) = F,(P) =0, o que faria com

que P fosse ponto singular de £. O mapa
E—P, |z,9 1]+ [z1],

é de grau 2, assim ordp(z — o) < 2, e teremos a igualdade ordp(z — xp) = 2 se, e
somente se, o polinomio quadratico F'(xg,y) tem raiz dupla. Em outras palavras,
ou ordp(x — xp) = 1, ou ordp(x — o) = 2 e F,(xo, o). Assim em ambos os casos,

podemos usar a proposicao (2.12) para calcular
ordp(w) = ordp(x — x9) — ordp(F,) — 1 =0.

Isso mostra que w nao tem polos ou zeros da forma (zg,yp), entdo sobra checar o

que acontece com Q.
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Seja t um uniformizador para O. Como ordp(z) = —2 e ordp(y) = —3, vemos
quez =t 2f ey = t3g para fungoes f e g satisfazendo f(O) # 0,00 e g(O) # 0, .

Agora
de =2 f4t2f o 2f 4 tf
F,(z,y)  2t3g+ait2f+az  29+artf +aztd

w =

onde f' = df/dt, conforme a proposicao (2.12). Em particular, o item (2.12b) nos

mostra que f’ é regular em . Consequentemente, considerando char(K) # 2, a

funcao
—2f +tf
29 + (lltf + a3t3
é regular e nao nula em O, e assim,
ordp(w) = 0.

Por outro lado, se char(K) = 2, entao escrevendo w = dy/F,(x,y) obtemos:

__dy d(t~>g)
v Fy(z,y) =322 — 2as + a1y — a4
B —3t~tg+t73¢ "
—3t74f2 — 2a9t2f + a1t 3g — ay

—3g9 +tg’ gt
—3f2 — 2a9t2f + ajtg — agt*

Vemos que essa fungao é regular e nao nula em O. Portanto segue o resultado. [J

Vejamos agora o que ocorre com uma curva quando a equacao de Weierstrass é

singular.

Proposicao 3.3. Se a curva E dada por uma equacao de Weierstrass é singular,
entdo existe um mapa racional ¢ : £ — P! de grau um, ou seja, a curva E ¢é
birracional em P!,

(Note que, como E é singular, ndo podemos usar o corolario (2.1) para concluir que
E>=PL)

Prova. Fazendo uma mudanca linear de coordenadas, podemos assumir que o ponto
singular é (z,y) = (0,0). Calculando as derivadas parciais, vemos que a equagao de

Weierstrass tem a forma
E:y* 4+ a1zy = 2° + axx®.

Entao o mapa racional
E_>]P)17 (l’,y)—)[l’,y],
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tem grau um, pois tem um inverso dado por tem inverso dado por

P'— B, [Lt]— (£ +ait — ag, t* + ait® — ast).

(Para encontrar essa férmula, seja t = y/x e note que dividindo a equagao de
Weierstrass de E por x? ficamos com % + a;t = x + a,. Isso mostra que z e y = xt
estdo em K(t).) O

3.2 A forma de Legendre

Para alguns casos podemos usar outra forma para a equacao de Weierstrass, onde

ela se mostra mais conveniente.

Definicao 3.3. Uma equacao de Weierstrass esta na forma de Legendre se pudermos
escreve-la como
y? =ax(x —1)(z — \).

Proposigao 3.4. Considere char(K) # 2.
(a) Toda curva eliptica é isomorfa (sobre K) a uma curva eliptica na forma de
Legendre

Ey:y*=x(x—1)(z—N\)

para algum A € K com X # 0, 1.
(b) O j-invariante de E) é

(A2 —=X+1)3

J(Ey) = QSW

(¢) O mapa
K—{0,1} — K, X+ j(E)),

é sobrejetor e seis para um, exceto nos casos 7 = 0 e j = 1728, onde é dois para
um e trés para um, respectivamente (a menos que char(K) = 3, onde temos bije¢ao

para os casos j = 0 e j = 1728.)

Prova. (a) Como char(K) # 2, sabemos que E tem equagao de Weierstrass da
forma
y? = 42® + box® + 2byz + b

Substituindo (z,y) por (x,2y) e fatorando a parte cibica ficamos com a equagao
v = (z—e)(z —e2)(z — e3)
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para algum e, €5, e3 € K. Além disso,
A =16(e; — e3)*(e1 — e3)*(ea — e3)* # 0,

vemos que os e;s sao distintos. Agora, substituindo

r=(es—e)r' +e, y=(e2— 61)3/2yl

temos a forma da equacao de Legendre com

€3 — €1

€y — €1
(b) Pela definicao,
3
-G
N
(A2 A4 1)
A

B 212(X2 — \ 4 1)3
240 —1)2(0 — N)2(1 — N)2
(A2 = A+1)3

A2 (A — 1)2

=28

como queriamos.

(c) Usamos o fato de que um j-invariante classifica uma curva eliptica, a menos de
isomorfismo, conforme a proposigao (3.1b). Assim, suponha j(E)) = j(E,). Entao
FE\ = E,, logo suas equacgoes de Weierstrass na forma de Legendre sao relacionadas

pela mudanca de coordenadas
v=u'r +r y=uly
[gualando temos
Y}
u u w

existem seis maneiras de relacionarmos os termos uns aos outros, resultando nas

seguintes seis possibilidades

1 1 AoA—1
A=, 1—=A .
ME{7)\7 ’1—A7A—1’ A }

Entao A — j(F)) é exatamente uma correspondéncia seis a seis, a menos que dois
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dos valores para p coincidirem. Igualando os valores em pares vemos que isso ocorre
apenas quando A = —1 e A2 — A+ 1 = 0, para cada conjunto temos respectivamente
trés e dois elementos. Esses valores para j correspondem respectivamente a j = 1728
ej=0. 0

3.3 A Lei de Grupo

Seja E uma curva eliptica dada pela equacao de Weierstrass. Assim E C IP? consiste
dos pontos P = (x,y) satisfazendo a equagao de Weierstrass, junto com o ponto no
infinito O = [0,1,0]. Seja L C P? uma reta. Entao, como a equagao tem grau trés,
a reta L intersecta FE em trés pontos, digamos P, @), R. Se L é tangente a E, entao
P, @), R nao sao necessariamente distintos. Tomando L N E com multiplicidades
temos trés pontos, conforme o teorema de Bézout [2, 1.7.8].

Definiremos a lei de adicao & em E conforme a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.4. Sejam P, () € E e L a reta que passa por P e () (se esses pontos sao
iguais, a reta L serd tangente a F em P), e R o terceiro ponto de intersegao entre L
e F. Seja L' a reta entre R e O. Entao L' intersecta ' em R, O, e em um terceiro

ponto. Denotamos este terceiro ponto por P @ Q).

1
L |
| |

[ L ﬁ -

5 RY--=- p__l---- :
P’,— —4-"" | - |
] 1
U I |
| |
|
|

P®Q
POQ®R=0 N\ & per=0| POP ¥
|
Adicao de pontos distintos Adicdo de um ponto a ele mesmo

Figura 3.2. Lei de composicao.

Proposicao 3.5. A adicao tem as seguintes propriedades:

(a) Se a reta L intersecta E nos pontos P, @, R, entao

(PoQ)®R=0.
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(b) P@® O = P para todo P € E.
(c) POQ =Q @ P paratodo P,Q € E.
(d) Seja P € E. Entao existe um ponto de F, denotado por ©P, satisfazendo

P& (eP)=0.
(e) Seja P,Q, R € E. Entao
(PeQ)®R=P& (Q®R).

Em outras palavras, a adicao acima torna £ um grupo abeliano com o elemento
identidade O. Além disso:
(f) Suponha que E' é definido sobre K. Entao

E(K)={(z,y) € K* : y* + aizy + azy = 2° + ax2” + asx + ag} U {O}
¢ subgrupo de E.

Prova. (a) Seja L a reta que passa por P e () em E, com R o terceiro ponto de
intersecao de LNE. A, areta L' definida por O e R tem como terceiro ponto P@® Q).
Agora, reta que passa por P@&Q e R é L', tendo O como terceiro ponto de intersecao
a E. Como O tem multiplicidade 3 na reta tangente a E, segue o resultado.

(b) Tomando a reta que passa por P e O obtemos o terceiro ponto de intersegao
R com a curva eliptica. Entao tomamos a reta que passa por R e O, que ¢é a reta
inicial, intersectando E no terceiro ponto, o préprio ponto P. Portanto segue o
resultado.

(c) Segue pois a construgao de P @ () é simétrica em P e Q.

(d) A reta que passa por P e () intersecta £ em R. Utilizando os itens (a) e (b)

anteriores, encontramos que
O=P0)®R=P3dR.

(e) Demonstrado na préxima segao, proposigao (3.8).
(f) Se P e @ tem coordenadas em K, entdo a equagao das retas que passam por
eles tem coeficientes em K. Se, ainda, F é definido sobre K, entao o terceiro ponto
de intersecao tem coordenadas dadas por uma combinac¢ao de coordenadas racionais
dos coeficientes da reta e de F/, assim estao em K.

Daqui em diante nao usaremos mais os simbolos @ e ©, simplificando pelos

simbolos + e — para as operacoes na curva eliptica £. Param € Z e P € E,
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tomamos
[m]P:P+~-~+P, [m]P:—P—-~-—P, [O]P:O.

Vamos agora deduzir formulas explicitas para a operacao no grupo E. A equagao

de Weierstrass é escrita como
F(z,y) = v* + a1zy + asy — 2° — apa® — ayx — ag = 0.

Seguindo a demonstragdo do item (d) anterior, a fim de calcular —Fp, onde Py =
(zo,Y0) € F, tomamos a reta L através de Py e O encontrando o terceiro ponto de

intersecao com FE. Assim a reta L é dada por
L:x—xy=0.

Substituindo na equagao de E, vemos que o polinémio quadratico F'(zg,y) tem raiz

Yo € yp, onde —P = (x¢,y;). Escrevendo

f(xo,y) = c(y — o) (y — yo)

e igualando o coeficiente de y? temos ¢ = 1, e similarmente igualando os coeficientes

de y temos y, = —yo — a1xo — as. Disso temos
—Fo = —(20,90) = (%0, —Y0 — @170 — a3).
A seguir vamos deduzir a férmula para a adicao em E. Sejam
Pr=(z,m1) e Pr=(22,9)

pontos em E. Se x1 = x5 € Yy + Y2 + 122 + a3 = 0, entao P, + P, = O. Caso

contrario a reta L que intersecta P; e P, tem equacao da forma
L:y=X\x+v.

Substituindo a equagao da reta L na equacdo de E, vemos que F(x, Az + v)
tem raizes x1, xo, x3 onde P3 = (x3,y3) é o terceiro ponto de L N E. Da proposi¢ao
anterior,

P+P+P=0.

Escrevendo
Fz,\x+v) =2z — z1)(z — x3)(x — x3)
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e igualamos os coeficientes. O coeficiente de 23 fornece ¢ = —1, e entdo o coeficiente
de x? fornece
2
$1+[L‘2+[L‘3 =\ +a1)\—a2.

Isso fornece féormula para x3, e substituindo na equacao de L temos o valor de
y3 = Axr3 + v. Finalmente, para encontrar P, + P, = —P3, aplicamos a féormula da

negacao para P;. Entao acabamos de provar:

Férmulas Explicitas em (F,+). Seja E uma curva eliptica dada pela

equacao de Weierstrass
E y2 + a1y + asy = 3+ ang + a4 + ag.
(a) Seja Py = (x0, o). Entao
—P = (20, —Yo — a1p — a3).
A seguir seja,
P+P =P com P,=(v;,y)€FE parai=1,23.
(b) Se x1 = x5 € y1 + Y2 + a1 + a3 = 0, entao
P+ P =0.
Senao, defina A e v da seguinte forma:

Para x; # xo:

Y2 — U1 Y1T2 — Y21
A= e V="
Lo — T T2 — X7

Para z; = zs:

- 323 + 2a9m1 + a4 + a1y —23 + agry + 2a6 — asy,

A e
2y + ajxy + as 2y1 + a1 + ag

Entao y = Az + v é a reta entre P; e P,, ou tangente a E se P = P,.

(c) Com a notagao usada acima, Py = P, + P, tem coordenadas

IL‘3:)\2+(1,1)\—(1,2—ZL‘1—I‘2,

ys = —(A+ay)xs — v — as.
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(d) Como caso especial de (c), temos para P; # +P;.

Yo — Y1) Y2—Y
x(P1+P2):<,§L’z—,I‘11> +a1(xz_x11)—a2—l’1—ﬂf2,

e a féormula de duplicacdo para P = (x,y) € E,

xt — byx? — 2bgx — by

2|P) =
ZE([] ) 4l‘3+62$2+2b4l‘+b6’

onde by, by, bg, bg sao os polinomios em a;’s dados no inicio do capitulo.

Defini¢ao 3.5. Com a notacdo anterior, a funcio f € K(F) = K(z,y) ¢ dita ser
par se f(P)= f(—P) para todo P € E.

Corolério 3.1. Seja f € K(E). Entao
f é par se, e somente se, f € K(z).

Prova. Sabemos que se P = (zg,%o), entao —P = (x¢, —yo — a129 — az). Entdo
segue que todo elemento de K (z) é par. Suponha agora que f € K(x,y) é par.

Usando a equacao de Weierstrass para E, podemos escrever f na forma

f(x,y) = g(z) + h(z)y paraalgum g,h € K(z).

Entao assumimos que a paridade de f implica que

f(x,y)
g(x) + h(z)y
)

(2y + a1z + az)h(z

flx,—y — a1z — a3),

( )+ h(z)(—y — a1z — az),

Isso vale para todo (z,y) € E. Assim, ou h é identicamente nulo ou entdo
(2y + ayz + az) = 0. Este ultimo implica que o discriminante A seja nulo,
contradizendo o fato que a equacao de Weierstrass é nao singular, conforme o inicio

do capftulo. Consequentemente h = 0, e entdao f(x,y) = g(x) € K(z). O

Exemplo 3.2. Seja F/Q curva eliptica
E:y?=a%+17.
Observe que a curva contém os pontos
P =(-2,3), P=(-14), P=(2,5), PFP=(49), P5=(823).
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Usando a férmula de adi¢ao, podemos verificar o seguinte:
Ps=[-21P,, Py=P —P;, [3|PL—Ps=(52,375).

Existem muitos outros pontos com coordenadas racionais e nao inteiras, por

exemplo,
127 2651 8 109)

AP = (r =), Pt Pi=(—c—o
A= ~5z) Bt DB 9 27
Nao demonstraremos aqui, mas é verdadeiro que para todo ponto racional P € E(Q)

pode ser escrito da forma
P =|m]P, + [n]P; para algum m,n € Z,

e com essa identificagdo, o grupo E(Q) é isomorfo a Z x Z. Além disso, existem
apenas 16 pontos inteiros P = (x,y) € E, isto é, pontos com z,y € Z. Estes fatos
ilustram dois teoremas fundamentais na aritmética de curvas elipticas, que diz que
o grupo dos pontos racionais de uma curva eliptica é finitamente gerado (Teorema

de Mordell-Weil). Mais tarde voltaremos a esse teorema.

Estrutura de Grupo no Caso Singular

Suponha que a equagao de Weierstrass tem discriminante A = 0. Nesse caso a
curva tem um ponto singular. Vamos analizar onde a soma falha. Desconsiderando
o ponto singular a estrutura de grupo em E estudada se torna mais simples.

Antes sera interessante observar o seguinte exemplo. Considere a curva eliptica
By =2 +17.

Esta é uma curva eliptica definida sobre Q com discriminante A = 2*3317.
Reduziremos os coeficientes de ¥ moédulo p, entao consideramos F como uma curva
definida sobre o corpo finito F,. Para quase todo primo, aqueles onde A # 0(mod p),
a curva reduzida é nao singular, e consequentemente é uma curva eliptica definida
sobre F,. Entretanto, para primos p que dividem A, a curva reduzida tem ponto
singular, assim ja nao é uma curva eliptica. Quando tratamos com curvas elipticas

nao singulares, encontramos curvas singulares aparecendo naturalmente.

Definigao 3.6. Seja F uma curva dada pela equagao de Weierstrass. A parte nao
singular de FE, denotada por F,s, ¢ o conjunto dos pontos nao singulares de FE.
Similarmente, se E é definida sobre K, entao F,(K) é o conjunto dos pontos nao
singulares de E(K).

Lembramos do inicio do capitulo que se E ¢ singular, entao existem duas
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possibilidades para a singularidade, chamada n6 ou cuspide.

Proposigao 3.6. Seja E uma curva dada por equagao de Weierstrass com A = 0, ou
seja, F tem ponto singular S. Entao a definigao (3.4) torna E,; um grupo abeliano.

(a) Suponha que F tem nd, ou seja ¢y # 0, e seja
y=or+p0 e y=ax+ [

retas tangentes distintas de E em S. Entao o mapa

By K*. (ny) y—ar—p
y—&ﬂ—ﬁz

¢ um isomorfismo de grupos abelianos.

(b) Suponha que E tenha uma cuspide, ou seja ¢y = 0, e seja
y=oaxr+[

a reta tangente a ' em S. Entao o mapa

x —x(95)

E,, — KT, Y) — ————
(2,y) pR—

¢ um isomorfismo de grupos abelianos.

Prova. Observe que F, é fechado sobre a lei de composicao, uma vez que a reta
L intersecta F,, em dois pontos, entao L nao contém o ponto S. De fato S é um
ponto singular de F, entao S tem multiplicidade no minimo dois na intersecao EFNL.
Assim se L também contiver S, entdo F N L consistird de quatro pontos (contando
com suas multiplicidades), contradizendo o teorema de Bézout [2, 1.7.8]. Verificamos
que o mapa nos itens (a) e (b) sdo bije¢oes entre conjuntos com a propriedade de que
se a reta L nao contém S e intersecta E,, em trés pontos, entao a imagem de cada
ponto em K* (respectivamente K ) é multiplicada por 1 (respectivamente somada
a 0). Usando essa propriedade, provamos que a lei de composi¢ao torna E,s um
grupo abeliano e que os mapas referidos sao isomorfismos entre grupos.

Como a lei de composigao e os mapas em (a) e (b) sao definidos em termos de
retas em P2, é suficiente provar o teorema depois de uma mudanca de coordenadas.
Comegamos por considerar o ponto singular como (0,0), ficando a equagao de
Weierstrass como

y:+ ayzy = 2 4 asa’.

Seja s € K raiz de s 4+ a;s — a; = 0. Substituindo y por y + sz eliminamos o
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termo 22, dando a seguinte equacao para F, que escreveremos usando coordenadas

homogéneas:
E:Y’Z+AXYZ - X?=0.

Note que E tem um né se A # 0 e uma cuspide se A = 0.
(a) As retas tangentes a E em S =1[0,0,1]sao Y =0e Y + AX = 0, assim temos o

seguinte mapa

_ AX
Ens—>K*, [X,Y,Z]'—>1+7

E conveniente fazer uma mudanca de varidveis da seguinte forma:
X =AX'-A%Y' Y=4Y' Z=27.
Substituindo na equacao da curva temos
E:XYZ—(X-Y)>=0.
Desomogeneizando (Y =1,z = X/Y e z = Z/Y), temos que
E:xz—(x—17°=0

e 0 mapa

Ens — K*,  (2,2) — .

(Note que nesse novo sistema de coordenadas, o ponto singular é agora o ponto no

infinito.) O mapa inverso é

_ t—1)3
K* — E,, tt—)(t,< )),

t

assim temos a bijecdo entre conjuntos K* «+— E,,. Falta demonstrar que se uma
reta, que nao intersecta [0, 0, 1], intersecta E em trés pontos (1, z1) (2, 22) € (23, Y3),
entao r1xrors = 1. Toda reta tem a forma z = ax + b, assim as trés coordenadas x

X1, Ty exs sao raizes do polindmio cubico
r(az +b) — (x —1)* = —2* + (a + 3)2® + (b — 3)z + 1.

No termos constante vemos que x1xox3 = 1, como queriamos.
(b) Neste caso A =0 e a reta tangente a £ em S = [0,0,1] é Y = 0, assim temos o
mapa

E.,— K, [X,Y,Z]— X/Y.
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Dezomogeneizando com Y = 1, obtemos
E:z—23=0,

Ens — KJF, (.T, Z) — .

O mapa inverso é ¢ — (t,t*). Finalmente, a reta z = ax + b intersecta E em trés

pontos (z1, 21) (w2, 22) e (3, 23), entdo olhando para o termo quadrético x? em
(ax +b) — 2°

temos que x1 + x5 + 3 = 0. O

3.4 Curvas Elipticas

Como vimos, uma curva suave de género um tem estrutura de grupo abeliano.

Evidenciando seu elemento neutro, podemos definir essa curva da seguinte forma.

Definigao 3.7. Uma curva eliptica é o par (E,Q), onde F é a curva nao singular
de género um e O € E. A curva eliptica E é definida sobre K se E é definido sobre
K como curva e O € E(K).

A seguir estudaremos alguns resultados que farao com que esta definicao se

conecte com o estudo feito nos primeiros capitulos.

Proposicao 3.7. Seja E uma curva eliptica definida sobre K.

(a) Existem funcoes z,y € K(FE) tais que o mapa
¢:E—P> ¢=[z,y1],
nos da um isomorfismo de F/K na curva dada pela equacao de Weierstrass
C:Y?+ a1 XY +a3Y = X+ a2 X? + auX + ag

com coeficientes ay, . ..,as € K satisfazendo ¢(O) = [0,1,0]. As fungoes z e y sao
chamadas coordenadas de Weierstrass para a curva eliptica E.
(b) Quaisquer duas equagoes de Weierstrass para E como no item anterior sao

relacionadas por uma mudanga de variaveis da forma

X =u*X"+r, Y=Y +su’X +1t,
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comu € K*er s, te K.
(c) Reciprocamente, toda curva ctibica suave C' dada por uma equacao de Weierstrass

é uma curva eliptica definida sobre K cujo ponto base é O = [0, 1, 0].

Prova. (a) Olhamos para o espago vetorial L(n(Q)) paran = 1,2,.... Pelo teorema

de Riemann-Roch, (2.3) com g =1,
((n(0)) =dim L(n(O)) =n  para todon > 1.

Assim podemos escolher fungoes =,y € K(F) tais que {1,z} é uma base para
L(2(0)) e que {1,z,y} é base para L(3(0O)). Note que z tem um polo de ordem 2
em O, e similarmente y tem polo de ordem 3 em O.

Observe que L(6(0)) tem dimensao 6, mas contém as sete seguintes fungoes:
1,x,y, 2% xy, v?, o
Segue que existe uma relacao linear dada por
Ai 4 Az + Agy + Agx® + Aszy + Agy® + Aza® =0,

onde pela proposi¢ao (2.14) podemos tomar A;,..., A7 € K. Note que AgA; #
0, pois caso contrario todo termo teria necessariamente polo em O de diferentes
ordens, e assim todo A;’s seriam nulos. Substituindo z e y por —AgAzx e AgA2y,
respectivamente, e dividindo por A3A% temos uma equacio cibica na forma de

Weierstrass. Isso fornece um mapa
¢:E—>P27 (b:[xayal]u

onde a imagem de C' estd no local geométrico descrito pela equacao de Weierstrass.
Note que ¢ : E — C'é um morfismo pela proposicao (2.5) e sobrejetor pelo teorema
(2.1). Consequentemente temos que ¢(Q) = [0, 1, 0], pois y tem polo de ordem maior
do que x no ponto O.

A seguir mostraremos que o mapa ¢ : £ — C' C P? tem grau um. Isso equivale
demonstrar que K(F) = K(z,y). Considere o mapa [z,1] : E — P!. Como z tem
dois polos em O e nenhum outro polo, a proposigao (2.7a) nos diz que o mapa acima
tem grau 2. Assim [K(FE) : K(FE)|] = 2. Similarmente, o mapa [y,1] : £ — P! tem
grau 3, assim [K(E) : K(y)] = 3. Logo [K(F) : K(z,y)] divide 2 e 3, ou seja, é
igual a 1.

Mostremos agora que C' é suave. Suponha por absurdo que C' é singular. Entao

da proposigao (3.3), existe um mapa racional ¢ : C' — P! de grau um. Segue que

71



a composicao ¥ o ¢ : E — P! ¢ um mapa de grau um entre curvas suaves, assim
pelo corolario (2.1), é um isomorfismo. Isso contradiz o fato de que E tem género
um e P! tem género zero, do exemplo (2.13). Sendo assim C ¢ suave, e aplicando o
corolério (2.1) concluimos que o mapa ¢ : E — C' é um isomorfismo.

(b) Sejam {z,y} e {2/,y'} dois conjuntos de fungdes coordenadas de Weierstrass em
E. Entao x e 2’ tém polos de ordem 2 em O, e y e 3 tém polo de ordem 3 em O.
Consequentemente {1,z} e {1,2'} sdo ambos bases para L£(2(0)), e similarmente

{1,z,y} e {1,2,y'} sdo ambos bases para L£(3(0O)). Assim existem as constantes
u,uy € K e rso,te K

tais que

r=wx +r e y=uy + s’ +t.
Como (x,y) e (¢/,y') satisfazem a equagao de Weierstrass e os termos Y? e X? tém
coeficientes 1, temos u} = u3. Escrevendo u = us/u; e s = sy/u? colocamos a
formula de mudanga de coordenadas na forma desejada.

(c) Seja E' dada por uma equagao de Weierstrass. Vimos que o diferencial

dx

w=_——"—¥—€
2y + a1x + ag b

nao tem zeros nem polos, assim div(w) = 0. O teorema de Riemann-Roch nos diz
que
2 género(F) — 2 = degdiv(w) =0,

assim E tem género um, e tomando [0, 1, 0] como ponto de base fazemos com que E

se torne curva eliptica. O

Corolario 3.2. Seja E/K uma curva eliptica com fungoes coordenadas de

Weierstrass « e y. Entao
K(B)=K(r,y) e [K(E):K@)=2

Prova. Estes fatos foram demonstrados ao longo da proposicao anterior. 0

Observagao 3.2. Note que a proposi¢ao (3.7b) nao implica que se duas equagoes
de Weierstrass tém coeficientes em K, entao toda mudanca de varidveis que mapeia

um ao outro tem coeficientes em K. Por exemplo a equacao

y2:1‘3—1‘,
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tem coeficientes em Q, e é mapeado nele mesmo pela substituicao
r=-2, y=v-1y.

Usaremos a seguir o teorema de Riemann-Roch para descrever a lei de grupo nos
pontos de uma curva eliptica E. Observe que nao serd da mesma forma como fizemos
quando E é dado por uma equagao de Weierstrass. Comecaremos com um lema que
distingue P! de curvas de género um.
Lema 3.1. Seja C uma curva de género um, e seja P, () € C. Entao

(P) ~(Q) se, e somente se, P =Q.
Prova. Suponha que (P) ~ (Q) e escolha f € K(C) tal que

div(f) = (P) = (Q).
Entao f € L((Q)). O teorema de Riemman-Roch nos diz que
dim £((Q)) = 1.

Mas £((Q)) contém a funcio constante, e entdo, f € K e P = Q. O
Proposicao 3.8. Seja (E, O) uma curva eliptica.

(a) Para todo divisor de grau zero D € Div’(E) existe um tinico ponto P € E tal
que D ~ (P) — (O). Portanto

o:DiVY(E) — F
D — P, estd bem definido.

(b) O mapa o acima é sobrejetor.
(¢) Seja Dy, Dy € Div’(E). Entdo

o(D1) =0o(Dy) se, e somente se, Dy~ Ds.
Assim ¢ induz uma bijecao:

o : Pic’(E) — E.
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(d) O mapa inverso de o é 0 mapa
k:E — Pic’(E), P+ (classe de divisores de (P) — (0)).

(e) Se E é dado por uma equagao de Weierstrass, entao a “lei geométrica de grupo”
em E descrita pela definicdo (3.4) e a “lei algébrica de grupo” induzida de Pic’(E)

usando o sao as mesmas.

Prova. (a) Como E tem género um, o teorema de Riemann-Roch diz que
dim £(D + (0)) = 1.
Seja f € L(D + (0)), assim {f} é base desse espago vetorial. Como
div(f) 2 =D = (0) e deg(div(f)) =0,
segue que

div(f) = =D — (0) + (P)

para algum P € E. Consequentemente
D~ (P)-(0),

o que demonstra o resultado.

Agora suponha um ponto P’ € E com a mesma propriedade. Entao
(P) ~ D+ (0) ~ (P,

e assim o lema (3.1) mostra que P = P’. Portanto P é tnico.
(b) Para qualquer P € E,
o((P) - (0) = P.

(c) Seja Dy, Dy € Div'(E), e considere P; = o(D;) para i = 1,2. Entdo da definicio
de o temos que

(Pl)_(PQ)NDl_DQ.

Assim, se P, = P, entdo Dy ~ Dy. Reciprocamente, se D1 ~ Ds, entao (P;) ~ (P,),
entdo P, = P, pelo lema (3.1).

(d) Para cada P € E, temos bem definido a classe D € Pic’(E) = Div’(E)/ ~.
Esse mapa é o inverso da bijecao o, conforme enunciado.

(e) Seja E dado por equacao de Weierstrass e P,Q € E. E suficiente mostrarmos
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que
k(P + Q) = k(P) + k(Q).
Seja
f(X,)Y,Z)=aX + Y +~74Z =0
dado pela reta L € P? entre os pontos P e Q, com R o terceiro ponto de intersecao

de Le FE, e
(XY, 2)=d X +BY +747Z=0

a reta L' através de R e O. Entao da definicao de adicao em E e pelo fato de que

Z = 0 intersecta E em O com multiplicidade 3, temos

div(f/Z) = (P) + (@) + (R) = 3(0)
div(f'/Z) = (R) + (P + Q) — 2(0).

Portanto
(P+Q) —(P)—(Q) + (0) =div(f'/f) ~ 0,
e assim
k(P + Q) — k(P) — K(Q) = 0.
Isso mostra que # ¢ um homomorfismo de grupos. O

Corolario 3.3. Seja E uma curva eliptica e D = ) ,(P) € Div(E). Entao D é um

divisor principal se, e somente se,

an:0 e Z[np]P:O.

PEE PEE
Notamos que a primeira soma é de ntimeros inteiros, e a segunda ¢é a adicao na curva

E.

Prova. Da proposigao (2.9b), todo divisor principal tem grau 0. Considere D €

Div’(E). Da proposicao (3.8a,e) temos que

D~0 < o(D)=0 <= > [nplo((P)—(0)) =0,

PeE

como o((P) — (O)) = P, temos o resultado desejado. O

Demonstraremos agora um fato fundamental que diz que a lei de adi¢ao em uma
curva eliptica é um morfismo. A adicao em E é o mapa F x F — FE sendo a
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variedade E x E de dimensao 2.

Teorema 3.1. Seja £//K uma curva eliptica. Entao as equagoes que nos fornecem

a lei de grupo em E define os morfismos

+:ExE —F e —F — F,
(Pl,PQ) — P+ B P —— —P.

Prova. Primeiramente observamos pela férmula da negagao que:
(2,y) — (2, —y — a1z — a3)

é um mapa racional de £ — E. Como F é suave, segue da proposigao (2.5) que esse
mapa é um morfismo.

Fixando o ponto @ # O de E e considerando a translagao por @
T:EFE—FE, 1(P)=P+Q.

Como a féormula de adicao fornece um mapa racional, 7 é racional. Novamente
usando a proposi¢ao (2.5) temos um morfismo. Como 7 tem inverso, que é P +—
P — @, temos que 7 é isomorfismo.

Consideremos agora o mapa de adi¢ao + : Ex E — E. Do item (c¢) das Férmulas
Explicitas em (F, 4), temos que a adigao é um morfismo faltando apenas estudarmos

OS Cas0os

(P’P)a (P’_P)’ (P’O)’ (O,P),

pois para os pares que nao sejam dessa forma, temos bem definido em F x E as

funcoes racionais

Y2 — W Y1T2 — Y21
A= e vV="-—""
To — T To — I
Para demonstrarmos os quatro casos de pares acima, tomamos 7y e 75 translacoes

sobre os pontos Q1 e ()2, respectivamente. Considere a composicao de mapas

1 T2

T1 X T2 +
p:EXE—FEXFE > F E E.
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Como a lei de grupo em FE é associativa e comutativa temos que

T X2

(P, P) —— (PL+ Q1, P> + Q2)

+
—— P+ Q1+ P+ Qs

—1

™
—— P+ P+ Qo

Assim o mapa racional ¢ é a soma entre os pontos.
Além disso, como 7;s sao isomorfismos, segue do exposto acima que ¢ é morfismo

exceto possivelmente nos pares de pontos da forma

(P=Q,P—Q2), (P=Q1,—P—-@Q3), (P—Q1,—Q2), (—Q1,P—Q2),

sendo )1 e Q2 pontos quaisquer da curva E. Entao, variando ()1 e ()2, podemos

encontrar um numero finito de mapas racionais entre conjuntos
gbl,gbg,...,gbniEXE—)E

com as seguintes propriedades:

(i) ¢1 é o mapa de adigdo dado no item (c) das férmulas em F.

(ii) Para cada (P, P5) € E x E, algum dos ¢;’s é definido em (P;, P,).
(ili) Se ¢; e ¢; sao definidos em (Py, %), entéao ¢;(Pr, P) = ¢;( Py, Ps).

Segue que a adicao é bem definida em E x F, entao é um morfismo. U

Observacao 3.3. Durante a demonstragao da proposicao anterior, notamos que as
férmulas de adicao dadas no inicio do capitulo tornam + : £ x F — E um morfismo
exceto possivelmente nos pontos da forma (P, +P), (P,O) ou (O, P). Ao invés
de usar translacoes para tornar menos dificil, podemos trabalhar diretamente com
a definicao de morfismo usando equagoes explicitas. Para isso devemos considerar
alguns casos.

Seja (z1,y1;T2,y2) coordenadas de Weierstrass em FE x E.  Mostraremos
explicitamente que a adigdo é um morfismo em pontos da forma (P, P) com P # O
e [2]P # O. Notamos que a adigao é definida em geral pelas férmulas explicitas em
E, ftem (c):

Y2 — W Y12 — Yol
A= s Vzizyl—)\xl,
Lo — I1 Ty — 1
1’3:)\2—|—CL1)\—CL2—1’1—$2, y3:—()\+a1)x3—1/—a3.
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Aqui vemos A, v, x3,y3 como fungoes em E X E, e a adigao é dada pelo mapa
[x3,y3,1] : EXE — E. Assim para mostrar que a adi¢ao é um morfismo em (P, P), é
suficiente mostrar que A é um morfismo em (P, P). Assumimos que os pares (x1, Y1)
e (2, ys2) satisfazem a mesma equacao de Weierstrass. Subtraindo uma equagao de

outra e fatorando temos o seguinte:

(1 —y2) (1 + y2 + a121 + asz)

2 2
= (@1 — @2) (2] + 172 + T3 + 21 + 2Tz + ag — ar1y2).
Assim A, como funcao em E x E, pode ser escrita como

2 2
T+ 2122 + x5 + 2% + G2T2 + a4 — A1y

MPy, Py) =
(B, o) Y1+ Y2+ a1 + a3

Além disso, tomando escrevendo P = (x,y) temos que

322 + 2a07 + ay — a1y

AP, P) =
( ’ ) 2y+a1x+a3

Consequentemente A é um morfismo em (P, P), dado que 2y(P) + a;x(P) + ag # 0,

excluindo-se o caso em que [2]P # O.

3.5 Isogenias

Estudamos até o momento a geometria de curvas elipticas individualmente. Faremos
agora um estudo dos mapas entre essas curvas. Como cada curva eliptica tem seu

elemento neutro, é natural que este mapa preserve essa propriedade.

Definicao 3.8. Sejam £ e E, curvas elipticas. Uma isogenia de F; em Fy é um
morfismo

¢: By — Ey satisfazendo  ¢(O) = O.

Duas curvas elipticas E; e E5 sao isogéneas se existe uma isogenia de Fy em FEs com

¢(E1) # {O}. Veremos mais tarde que isso é uma relagao de equivaléncia.

Segue do teorema (2.1) que uma isogenia satisfaz
gb(El) =0 ou gb(El) = EQ.

Como vimos a respeito de mapas entre curvas no inicio desse estudo, exceto para o

caso da isogenia definida por [0](P) = O para todo P € Ej, toda isogenia é um mapa
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finito entre curvas. Consequentemente obtemos a injetividade usual entre corpos de
funcoes:

Também, o grau de ¢, deg¢p, é o grau da extensao finita K(E))/¢*K(E»).
Seguiremos usando as mesmas notagoes estabelecidas no inicio do capitulo 2.
Curvas elipticas sao grupos abelianos, entao os mapas entre essas curva formam um

grupo. Denotaremos o conjunto das isogenias de E; em F5 por
Hom(FE,, Ey) = {isogenias, £ — F»}.
A soma de duas isogenias é definida por

(0 +9)(P) = o(P) +(P),

e o teorema (3.1) implica que ¢ + ¥ é um morfismo, assim é uma isogenia.
Consequentemente Hom(E7, Es) é um grupo.
Se Fy = FE5, entao podemos compor isogenias. Entao se E é uma curva eliptica,

tomamos

End(F) = Hom(E, E),

o anel onde a adicao é dada como vimos acima e a multiplicagao é dada pela

composicao entre isogenias,

(@9)(P) = ¢(4(P)).

O anel End(E) é chamado anel de endomorfismo de E. Os elementos invertiveis de

End(FE) formam o grupo de automorfismos de E, que denotaremos por Aut(FE).
Claramente, se Fp, E5, e E sao definidos sobre um corpo K, entao podemos

restringir nossa atencao a aquelas isogenias definidas sobre K. O correspondente

grupo de isogenias é denotado subescrevendo o corpo K:
HomK(El,Eg), EndK(E), AUtK(E)

Observe no seguinte exemplo como Autg(F) pode ser estritamente maior que

Exemplo 3.3. Para cada m € Z definimos a multiplicacao pela m-isogenia

m]: E — FE
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de modo natural. Assim se m > 0, entao
m[(P)=P+P+---+ P, m vezes.

Para m < 0, definimos [m](P) = [-m|(—P), onde também vale que [0](P) =
O. Usando o teorema (3.1), induzimos facilmente que [m] é um morfismo,
consequentemente uma isogenia, pois O — O.

Note que se E é definido sobre K, entao [m] é definido sobre K. Analisaremos

o grupo de isogenias mostrando que se m # 0, a m-isogenia é nao constante.

Proposicao 3.9. (a) Sejam F/K uma curva eliptica e m € Z com m # 0. Entao o
m-mapa
[m]: E — FE

é nao contante.

(b) Seja Ey e E5 curvas elipticas. Entao o grupo de isogenias
HOIH(El, Eg)

é um Z-modulo livre de torgao.
(c) Seja £ uma curva eliptica. Entao o anel de endomorfismo End(E) é um anel de

caracteristica 0, sem divisores de zero.

Prova. (a) Mostremos primeiramente que [2] # [0]. A férmula de duplicagao, vista
anteriormente nas férmulas explicitas em F, diz que se o ponto P = (z,y) € E tem

ordem 2, entao deve satisfazer
4[L‘3 + bQZL‘Q + 2b4ZL‘ + b(; = O

Se char(K) # 2, isso mostra que existem finitos pontos dessa forma. Além

disso, mesmo se char(K) = 2, o tinico modo de ter [2] = [0] é para polinomios
cubicos identicamente nulos, o que significa que by = bg = 0, assim A = 0.
Consequentemente, para todo caso, [2] # [0]. Usando o fato que [mn] = [m] o [n],

reduzimos os casos para quando m é impar.
Assuma que char(K) # 2. Entdo, usando algoritmo de divisao, vemos que o
polinoémio
423 + box® + 2byx + bg
nao divide o polinomio
xzt — byz? — 2bgx — bs.
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Mais precisamente, se o primeiro polinomio divide o segundo, entao A = 0. Portanto
podemos encontrar xy € K tal que o primeiro polinomio se anula em alta ordem em
7o mais que o segundo. Escolhendo yy € K tal que Py = (70, 10) € E, a férmula de
duplicacao implica que [2]Fy = O. Em outras palavras, mostramos que E tem um

ponto Fy de ordem 2. Entao para inteiros impares m temos
[m]PO = PO # Oa

assim segue que [m] # [0].

Para os casos em que char(K) = 2 e m impar, faremos adiante com o corolério
(3.7).
(b) Segue do item (a). Suponha que ¢ € Hom(E, Es) e m € Z satisfaz

Tomando os graus temos
(deg[m])(deg ¢) =0,

assim ou m = 0, ou (a) implica que deg[m| > 1, caso em que devemos ter ¢ = [0].
(¢) Seguindo do item (b), o anel de endomorfismo End(F) tem caracteristica 0.
Suponha que ¢, € End(FE) satisfaz ¢ o ¢ = [0]. Entao

(deg ¢)(deg ) = deg(¢ o ¢) = 0.

Segue que ou ¢ = [0] ou ¥ = [0]. Consequentemente End(F) é um dominio. O

Definicao 3.9. Seja E uma curva eliptica e seja m € Z com m > 1. O subgrupo

de m-tor¢ao de E, denotado por E[m], é o conjunto dos pontos de E de ordem m,
Elm]|={P € E: [m|P = O}.

Definicao 3.10. O subgrupo de torcao de E, denotado por Ey,., é o conjunto dos

pontos de ordem finita,
oo

Eipr = | J E[m).

m=1
Se E é definido sobre K, entao Fi,,.(K) denota os pontos de ordem finita em E(K).
O fato mais importante sobre o [m]-mapa é seu grau m?, de onde podemos
deduzir a estrutura do grupo E[m|. Demonstraremos esse fato mais tarde como um

corolario.
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Observagao 3.4. Suponha que char(K) = 0. Entao o mapa
[ ]:Z — End(FE)
é bijetor. Se Z C F, entao diremos que E tem multiplicagdo complexa.
Exemplo 3.4. Suponha que char(K) # 2 e i € K tal que i> = —1. Entao, como
feito na observacao (3.2), a curva eliptica F/K dada pela equacao
E:y’=2—2z
tem anel de endomorfismo End(F) 2 Z, uma vez que contém o mapa [i], dado por
[i] : (2,y) — (=, iy).

Assim E tem multiplicacdo complexa. Notamos que [i] é definido sobre K se, e
somente se, i € K. Consequentemente mesmo se F for definido sobre K, pode
acontecer que Endg (F) seja estritamente menor que End(E).

Continuando, observamos que
[i] o [i)(z, y) = [i)(=x,iy) = (z, —y) = —(z,y),
assim [i] o [i] = [—1]. Assim existe o anel de homomorfismos
Z[i] — End(E), m+ni— [m] + [n] o [d].
Se char(K) = 0, esse mapa é um isomorfismo, Z[i] = End(FE), caso em que
Aut(E) =2 Z[i]* = {£1, +i}

¢ um grupo ciclico de ordem 4.

Exemplo 3.5. Suponha char(K) # 2 e a,b € K satisfazendo b # 0 e r := a®> — 4b #

0. Considere as duas curvas elipticas

Ei vy =23 + az® + bx
Ey Y?=X%—2aX?>+7rX.

Existem isogenias de grau 2 entre essas curvas:
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é: Fy —> E», ¢: By — Fi,

Observamos que gigogb = [2] em E; e gbogz@ = [2] em F5. Os mapas ¢ e g?) sao exemplos

de isogenias duais, vistas mais a frente.

Exemplo 3.6. Sejam char(K) = p > 0, ¢ = p", e E/K curva eliptica dada por
uma equacdo de Weierstrass. Lembramos do capitulo 2 que a curva E@ é definida
elevando os coeficientes da equacao de E a ¢-ésima poténcia, e o morfismo de

Frobenius ¢, é definido por
g1 E— B, (2,y) — (2%, y").

Como E@ é o conjunto dos zeros da equacdo de Weierstrass, ele é uma curva
eliptica, dado que sua equacao é nao singular. Escrevendo em termos dos coeficientes
de Weierstrass e usando o fato de que mapa de ¢-ésima poténcia K — K ¢é

homomorfismo, fica claro que
A(BD) = ABY e J(EW)=j(E)".

Em particular, a equagao de E? é nao singular.

Suponha que K = F, é corpo finito com ¢ elementos. Entao o ¢-ésimo mapa em
K é o mapa identidade, assim E@ = FE e ¢q ¢ um endomorfismo de F, chamado
endomorfismo de Frobenius. O conjunto de pontos fixados por ¢, é o grupo finito
E(F,). Esse fato é a base da prova do teorema de Hasse, que demonstra uma

estimativa para #E(F,).

Exemplo 3.7. Seja F//K uma curva eliptica e seja Q € E. Entao definimos o mapa
translagao por () por
Q:F—FE, Pr—P+Q.

O mapa 7¢ é claramente um isomorfismo, pois 7_¢ ¢é seu inverso. Claramente, nao
é isogenia a menos que @ = O.
Dado o morfismo
F:FE — E,

entre curvas elipticas, a composicao
(25 =T_ F(O) oF
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é uma isogenia, pois ¢p(Q) = O. Assim qualquer morfismo F' entre curvas elipticas
pode ser escrito como

F = TF(0O) O¢7

isto ¢, como uma composicao de uma isogenia e uma translagao.

Uma isogenia é um mapa entre curvas elipticas que envia O a O. Como uma
curva eliptica é um grupo, é mais natural focarmos nossa atencao a aquelas isogenias
que sao homomorfismos entre grupos. Entretanto, como demonstraremos que toda

isogenia é automaticamente um homomorfismo.

Teorema 3.2. Seja ¢ : F; — E5 uma isogenia. Entao

d(P+Q)=0¢(P)+ ¢(Q) paratodo P,Q € Ej.

Prova. Se ¢(P) = O para todo P € F, entdao nao temos o que demonstrar. Caso

contrario, ¢ é um mapa finito, assim pela observagao (2.3), ele induz o homomorfismo
¢, : Pic’(E)) — Pic"(E)

definido por
¢4 (classe de Z n;(P;)) = classe de Z ni (o).

Por outro lado, como ¢(O) = O, obtemos o seguinte diagrama comutativo:

R

E1 %’ PiCO (El)

g

Ey ——— Pic(Ey)

K2

1%

Como Ky, ks, € ¢, sao todos homomorfismos de grupos e ko é injetor, segue que

¢ é um homomorfismo. O

Corolario 3.4. Seja ¢ : Fy, — E5 uma isogenia nao nula. Entao
ker g = ¢~(0)

é um grupo finito.
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Prova. Do teorema anterior, é um subgrupo de E, e é finito (de ordem no maximo
deg ¢) da proposicao (2.7a). O

Os préximos trés resultados abrangem a teoria béasica de Galois dos corpos de

funcoes elipticas.

Teorema 3.3. Seja ¢ : F; — E5 uma isogenia nao nula.
(a) Para todo Q € E»,

#¢7'(Q) = deg, ¢.
Consequentemente, para todo P € E,
ey(P) = deg; ¢.

(b) O mapa
ker p — Aut(K(E))/¢*K(Ey)), T+ 15,

¢ um isomorfismo, onde 7 é o mapa translacao por 7" e 77 é o automorfismo que 7p
induz em K (Eg).

(c) Suponha que ¢ é separavel. Entdo ¢ é nao ramificado,

7 ker ¢ = deg ¢,

e K(E,) é uma extensio de Galois de ¢* K (E»).

Prova. (a) Da proposigao (2.7b) sabemos que
#¢HQ) = deg, ¢ para um nimero finito de Q € Ej.

Para qualquer @, Q" € Es, se escolhermos algum R € F; com ¢(R) = Q' — @,
entao pelo fato que ¢ é um homomorfismo temos que existe uma correspondéncia
biunivoca

o Q) — ¢ 1(Q), P+ P+R.

Consequentemente

#0HQ) =deg,¢ para todo Q € Es.

Agora sejam P, P’ € Ey com ¢(P) = ¢(P') = Q, e R:= P'—P. Entao ¢(R) = O,

assim ¢ o Tp = ¢. Além disso, usando o item ¢ da proposigao (2.7) e o fato que 75 é
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um isomorfismo,

€6(P) = €gory (P) = eg(Tr(P))er,(P) = €4(P").

Consequentemente todo ponto em ¢~!(Q) tem o mesmo indice de ramificagio.

Calculando temos

(deg, ¢)(deg, @) =degp = > ey(P)  de (2.7a),

Ped=1(Q)
= (#¢7'(Q))es(P)  paratodo P € ¢~'(Q),
= (deg, ¢)ey(P) do visto acima.

Cancelando deg, ¢ temos que o resultado segue.
(b) Primeiramente, se T' € ker ¢ e f € K(E»), entao

m(¢°f) = (¢omr)"f = ¢"f,

pois ¢ o 77 = ¢. Portanto como automorfismo de K (F;), o mapa 7 fixa ¢* K (Es),

assim o mapa estd bem definido. A seguir, como

Ts ©Tr = Ts+1 =TT O Tg,

o mapa em (b) é um homomorfismo. Por fim, de (a) temos

# ker ¢ = deg, ¢,
e pela teoria de Galois sabemos que
#Aut (K (Ey)/¢" K (E)) < deg, 6.

Entao, para provar que o mapa 7" — 77 é um isomorfismo, é suficiente mostrar que
é injetor. Se 75 fixa K(E}), entdo em particular toda funcao em E; tem o mesmo
valor em 7" e em . Isso implica que T"= O, por exemplo, a funcao coordenada x
tem polo em O e nenhum outro polo.

(c) Se ¢ é separavel, entao de (a) vemos que

#¢71Q) =degp paratodo Q € E.

Assim, pelo corolario (2.2), ¢ é nao ramificado, e fazendo @ = O temos
# ker ¢ = deg ¢.
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Entao de (b) vemos que
#Aut(K (E1)/¢" K (Bs)) = [K(Er) : ¢"K(Ey)],

assim K(F))/¢*K(F,) é uma extensdao de Galois. O

Corolario 3.5. Sejam
o:Fy—FE, e Y:FE — Ej
isogenias nao constantes, e considere ¢ separavel. Se
ker ¢ C ker ),
entao existe uma unica isogenia
A By — E3

satisfazendo ¢ = X o ¢.

Prova. Como ¢ é separavel, o teorema (3.3) nos diz que K(E;) é uma extensio
de Galois de ¢*K(FE,). Entdo a inclusio ker¢ C kert e a identificacdo do
ftem (3.3b) implica que todo elemento de Gal(K(E;)/¢*K(E,)) fixa ¢*K(E3).

Consequentemente, pela teoria de Galois, existe a inclusao
V'K (Bs) C ¢*K(E) C K(E)).
Pelo teorema (2.2b) temos o mapa
A By — E5

satisfazendo

¢"(N'K(E3)) = V" K(E3),
e isso implica que
Ao ¢ =1).
Como A(O) = A(¢(0)) = 9(0) = O, segue que A é uma isogenia. O

Proposicao 3.10. Sejam E uma curva eliptica e ® um subgrupo finito de F.

87



Existem uma unica curva eliptica F’ e uma isogenia separavel
¢: E — E'  satisfazendo ker ¢ = ®.

Prova. Cada ponto T € ® nos d4 um automorfismo 73 de K(E). Seja K(E)® um
subcorpo de K (FE) fixado por todos os elementos de ®. A teoria de Galois nos diz
que K(E) é uma extensdo de Galois de K(FE)® com grupo de Galois isomorfo a ®.

O corpo K(E)?® tem grau de transcendéncia 1 sobre K, assim do teorema (2.2c)

existem uma tnica curva C//K e um morfismo finito
¢:E— C satisfazendo ¢*K(C)= K(E)®.

A seguir mostraremos que ¢ é nao ramificado. Sejam P € F e T € ®. Para toda
funcio f € K(C),

f(@(P+T)) = (17 06")[(P) = (¢"f)(P) = f(o(P)),

visto que 7 fixa todo elemento de K (C). Segue de ¢(P +T) = ¢(P). Sejam Q € C
e P € E com ¢(P) = Q. Entao

¢ Q) D{P+T:Ted}.
Entretanto, sabemos também do corolério (2.2) que
#071(Q) < deg ¢ = #9,

com a igualdade sendo valida se, e somente se, ¢ é nao ramificado. Como os pontos
P + T sao distintos quando 7" varia entre os pontos de ®, concluimos que ¢ é nao
ramificado em (). Assim ¢ é nao ramificado.

Por fim, aplicamos a férmula de Hurwitz, corolario (2.2), a ¢. Como ¢ é nao

ramificado podemos escrever
2 género(F) — 2 = (deg ¢)(género(C) — 2).

Disso concluimos que C' também tem género 1, entao C' é uma curva eliptica e ¢ é

uma isogenia se tomarmos ¢(Q) como elemento neutro de C. U
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3.6 O invariante diferencial

Seja F//K uma curva eliptica dada por
E y2 + a1y + aszy = 3+ ang + a4 + ag.

Vimos no inicio do capitulo que o diferencial

dx

w=_——"-———¢€ )
2y + a1x + ag P

nao tem zeros nem polos. Veremos a seguir que w é um invariante com respeito a

translacoes.

Proposicao 3.11. Sejam E e w como acima, () € E, e 79 : E — E uma translagao

por @, conforme o exemplo (3.7). Entao

Prova. Escreva z(P + Q) e y(P + @) em termos de z(P),z(Q),y(P), e y(Q)
usando a férmula de adigao para curvas elipticas. Entao calculamos de forma usual
o diferencial dz(P + @) como fungao racional vezes dz(P), tratando z(Q) e y(Q)

como constantes. Desse modo para um valor () fixado temos,

dz(P + Q) B dx(P)
2y(P+ Q)arz(P +Q) +az  2y(P) + arx(P) + a3’

Como Qg é um espacgo vetorial um-dimensional, pela proposi¢ao (2.11), existe uma

funcdo ag € K(E)*, dependendo a principio de @, tal que
ToW = aQWw.
Note que ag # 0, pois 7o é um isomorfismo. Calculando temos,

div(ag) = div(rHw) — div(w)

(
= 75div(w) — div(w)

=0 pois div(w) = 0 da proposicao (3.2).

Consequentemente ag ¢ uma fungao em E sem zeros e sem polos, assim a proposicao

(2.3) nos diz que é uma constante, ou seja, ag € K*. A seguir consideremos o mapa

f:E— P, Q — [ag, 1].
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Do diferencial acima, vemos que ag pode ser escrito como funcao racional de z(Q)
e y(Q). Entao f é um mapa racional de F em P! nao sobrejetor, pois nao vem
como valores [0, 1] e [1,0]. Concluimos da proposi¢ao (2.3) e do teorema (2.1) que

f é constante. Assim ag nao depende de (), e encontramos seu valor notando que
ag=ap =1 para todo @ € E.

Isso completa a prova de THw = w. O]
O célculo diferencial é uma ferramenta de linearizacao. Assim vemos a enorme
utilidade do invariante diferencial em uma curva eliptica, nos permitindo linearizar

a lei de adicao, que de outra forma seria bastante complicada, na curva.

Teorema 3.4. Sejam E e £’ curvas elipticas, w um invariante diferencial em E, e
¢, B — E

isogenias. Entao

(¢ +9)w=¢"w+Yw.

Os dois sinais de soma acima representam diferentes operacoes. A primeira adicao
ocorre em Hom(E', E), o qual é a lei de grupo em E. A segunda é a adigao usual

no espaco vetorial dos diferenciais 2.

Prova. Se ¢ = [0] ou ¢ = [0], o resultado é imediato. Se ¢ + 1 = [0], entdo usando

o fato de que

é suficiente checar que

A férmula da negacgao

nos permite calcular

1 ( dx ) _ dx
2y + a1x + as 2(—y — a1x — ag) + a1z + as
dx
T2t airtag

o que ¢ o resultado desejado. Consideramos agora que ¢, ¥, e ¢ + 1 sdao todos nao

nulos. Seja (x1,y1) e (x2,y2) coordenadas de Weierstrass “independentes” em FE.
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Por independentes entendemos que satisfazem a equacao de Weierstrass dada em F,

e mais nenhuma outra relacao algébrica. Mais formalmente,

([21, 91, 1, [z, 42, 1])

fornece coordenadas para E x E estando dentro de P? x P2, Seja

(z3,93) = (T1,11) + (T2, 92),

assim x3 e y3 sao combinagoes racionais de x1, 2, 1, y2 dados pela féormula de adigao
em F. Além disso para qualquer (x,y), seja w(x,y) o correspondente invariante

diferencial,
dx

w<x7y) B 2y+CL1.T—|—CL3.

Entao, usando a férmula de adicao da pagina 65 e as regras da diferenciagao,

podemos expressar w(zs, y3) em termos de w(xy,y2) € w(wg, y2). Disso temos

w(x37y3) = f<x17y17x27y2)w<x17y1) + g<xlay17x27y2)w(x27y2)7

onde f e g sao fungoes racionais nas variaveis indicadas. Lembramos que pelo fato
de que z; e y; satisfazem a equacao de Weierstrass dada, os diferenciais dx; e dy; sao

relacionados por
(2v; + av; + ag)dy; = (327 + 2a0w; + ay — ayy;)da;.

Dessa forma, w(z3,y3) pode ser expresso como combinacao K (zy,y1, T2, ys)-linear
de dxy e dxs.
Afirmamos que f e g sao identicamente 1. De fato, suponha que fixemos valores

para T, e yo, escolhendo algum () € E e definindo

z9 = 2(Q) S y2 = y(Q).

Entao

dry = dz(Q) =0, assim w(z2,y2) =0,

enquanto que por (3.11) temos que
w(ws3,ys) = Téw(xlvyl) = w(r1, Y1)
Substituindo na expressao para w(xs,ys) encontramos que

Sy, 2(Q),y(Q) =1
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como funcio racional em K(x1,y;). Assim f nao depende de x; e y;, entdo f €

K(x9,y2). Mas também encontramos que f(xq,ys) satisfaz f(z(Q),y(Q)) = 1 para
todo ponto ) € F, assim f deve ser identicamente 1. O mesmo argumento usamos
para xs e y» no lugar de x; e y;, mostrando que g é também identicamente 1.

Recapitulando, mostramos que se
(23,y3) = (x1,y1) + (22, 92) (+ como adigao em F)

entao

w(zs, ys) = w(x, y1) + w(z2, y2) (+ como adigao em ().

Agora seja (2/,y’) coordenadas de Weierstrass em E’ e escreva

(xlayl) = ¢(x/7y/>7 (l’g,yg) = 7/1(55/7 y/>7 (.Tg, y3) = <¢ + w><x/7y/>'

Substituindo em w(zs,ys3) = w(x1, y1) + w(2, y2) ficamos com

(wo (¢ +v)) () = (wo )z’ y) + (wor))(a,y),

o que significa que

(¢ +¢)'w=9¢"w+ Y w

Corolario 3.6. Sejam w um invariante diferencial para curva eliptica F, e m € Z.
Entao

[m]*w = mw.

Prova. A afirmacao é valida para m = 0, pois [0] é o mapa constante, e é verdadeira
para m = 1, pois [1] é o mapa identidade. Suponha por indu¢do que o corolério é

vélido para m. Mostremos para [m + 1].

m+1"w = [m]*w + [1]*w pelo teorema anterior
=mw +w pela hipétese de inducao
=(m+1)w
Entao pelo principio de indugao finita, [m]*w = mw. O

Como primeira indicacao de utilidade do invariante diferencial, faremos uma

nova demonstrac¢do, menos computacional, para a proposigao (3.9a).
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Coroléario 3.7. Sejam F/K uma curva eliptica e m € Z. Suponha que m # 0 em

K. Entao a multiplicacao pelo m-mapa em F é um endomorfismo separavel finito.

Prova. Seja w um invariante diferencial em F. Entao do coroldrio (3.6) e pelo fato
de m # 0 temos que

[m]*w =mw # 0,
assim [m] # [0]. Entao [m] é finito, e a proposi¢ao (2.11¢c) nos diz que [m] é

separavel. 0

Como segunda aplicagdo do teorema (3.4) e do corolario (3.6), examinaremos

quando uma combinacao linear envolvendo morfismo de Frobenius é separavel.

Corolario 3.8. Sejam E uma curva eliptica definida sobre um corpo finito F, de
caracteristica p, ¢ : E — FE o ¢-ésimo morfismo de Frobenius, exemplo (3.6), e
m,n € Z. Entao o mapa

m+np: EFE— E

é separavel se, e somente se, p fm. Em particular, o mapa 1 — ¢ é separavel.

Prova. Seja w um invariante diferencial em E. Da proposi¢ao (2.11c) sabemos que
o mapa 1 : FF — FE é inseparavel se, e somente se, ©*w = 0. Aplicamos esse critério

ao mapa 1) = m + n¢. Usando o teorema (3.4) e seu corolario (3.6), calculamos
(m+n¢)'w =mw + ne*w.
Note que ¢*w = 0, pois ¢ é inseparavel, ou, pelo calculo direto,

" ( dx ) B d(z?) gl

2y +ax+as) 2yl +ax?+as 2yl + a2 + ag
Entao
(m+ng)'w=[m|*w+ [n|* o ¢p*w = mw.
Como mw = 0 se, e somente se, p|m, obtemos o resultado desejado. 0]

Corolério 3.9. Sejam F/K uma curva eliptica e w um invariante diferencial nao

nulo de E. Definimos o mapa de End(E) a K da forma:

End(E) — K, ¢ — ay tal que o'w = ayw.
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(a) O mapa ¢ — a, ¢ homomorfismo entre aneis.
(b) O ntcleo de ¢ — a4 é o conjunto dos endomorfismos inseparaveis de E.

(c) Se char(K) = 0, entdao End(F) é um anel comutativo.

Prova. Como na demonstracao da proposigao (3.11), o fato de que Qg é um
K(E)-espaco vetorial de dimensdo 1, a proposi¢ao (2.11) implica que ¢*w = asw
para alguma fungdo a, € K(FE). Afirmamos que ay € K. Isso é claro se a, = 0,

enquanto que se a, # 0, usamos o fato de que div(w) = 0 para calcular
div(ay) = div(¢*w) — div(w) = ¢*div(w) — div(w) = 0.

Consequentemente a,s ndo tem zeros nem polos, assim a proposi¢ao (2.3) diz que
Ay € K.
(a) Usamos o teorema (3.4) para calcular

Aprypw = (9o V) 'w = Y™ (p*w) = ¥ (apniw) = ap™(w) = agayw,

0 que mostra que agoy = Ay -

(b) Temos que
ap =10 < P'w=0 <= ¢ é inseparavel, proposigao (2.11c).

(c) Se char(K) = 0, entdo todo endomorfismo é separavel, assim (b) nos diz que
End(E) é imerso em K*. Entdao End(E) é comutativo. O

3.7 A Isogenia Dual

Seja ¢ : E; — E, uma isogenia nao constante. Vimos na observagao (2.3) que ¢

induz o mapa
¢* : Pic’(E,y) — Pic’(E)).

Por outro lado, pela proposigao (3.8), para ¢ = 1 e 2 temos o isomorfismo de grupos

K 1 By — Pic’(E;), P +— classe de (P) — (O).

Isso nos da um homomorfismo na direcao oposta de ¢, a saber, a composicao

* -1

K2 ¢ K
By —— Pic®(By) —— Pic(E,) —— E.
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Mais tarde nesta secao, verificaremos que esse mapa pode ser calculado como faremos
a seguir. Sejam () € Fy, e escolha um P € F; satisfazendo ¢(P) = ). Entao

Ki' 00" 0 ky(Q) = [deg ¢ (P).

Aqui nio estd claro que o homomorfismo k' o ¢* o ky é uma isogenia, isto
é, se é dado por um mapa racional. O processo para encontrar o ponto P
satisfazendo ¢(P) = @ envolve tomar raizes de vérias equagoes polinomiais. Se ¢ é
separavel, precisaremos verificar que aplicando [deg ¢] a P obtemos a raiz conjugada
aparecendo simetricamente. Se ¢ € inseparavel, esta aproximacao é mais complicada.
Mostraremos agora que em todo caso existe uma isogenia que pode ser calculada da

maneira descrita acima.

Teorema 3.5. Seja E; — FE, uma isogenia nao constante de grau m.

(a) Existe uma unica isogenia

~

¢: Fy — E; satisfazendo ¢ o ¢ = [m].

(b) Como homomorfismo de grupos, gZA> é igual a composicao

* soma,

¢
E, — Div'(E,) —— DiE) —— E,

Q — (Q)—(0) 2 np(P)—> Y [np]P.

Prova. (a) Primeiro mostraremos a unicidade. Suponha que ¢ e ¢’ sdo duas

isogenias conforme o enunciado. Entao
(¢ =)o ¢ = [m] —[m] = [0].

Como ¢ é nao constante, segue do teorema (2.1) que gZA>— gzg/ deve ser constante, assim
p=0"
A seguir suponha que ¢ : Fy — Ej3 é outra isogenia nao constante, digamos de

grau n, e suponha sabermos que ¢ e ¥ existe. Entao

~ ~ ~ ~

(poth)o(hog)=¢onlod=[nodop=[nml.

~ ~ —_—
Assim ¢ o1 e 1 o ¢ sdo iguais. Entao usando o coroldrio (2.3) para escrever uma
isogenia arbitraria ¢ como uma composicao, é suficiente provar a existencia de ¢

quando ¢ é ou separavel ou igual ao morfismo de Frobenius.
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Caso 1. ¢ € separdvel. Como ¢ tem grau m, temos do teorema (3.3c) que
# ker ¢ = m,
assim todo elemento de ker ¢ tem ordem dividindo m, isto é,
ker ¢ C ker[m)].

Segue imediatamente do corolario (3.5) que existe uma isogenia

~

¢ FEy — Ey satisfazendo bod=[m).

Caso 2. ¢ € um morfismo de Frobenius. Se ¢ é o morfismo de Frobenius de
poténcia ¢ com g = p°, entao ¢ é claramente a composi¢cao do p-ésimo morfismo de
Frobenius com ele mesmo e vezes. Entao é suficiente provar que gzg existe se ¢ é o
morfismo de Frobenius de poténcia p, assim em particular, deg ¢ = p pela proposigao
(2.8).

Olhamos para a multiplicacao pelo p-mapa em FE. Seja w um invariante

diferencial. Entao do coroldrio (3.6) e o fato de que char(K) = p, vemos que

[p]*w = pw = 0.

Concluimos da proposicao (3.9¢) que [p] nado é separavel, e assim quando
decompormos [p|] como morfismo de Frobenius seguido pelo mapa separavel, do

corolério (2.3), o morfismo de Frobenius aparece. Em outras palavras,

[p] = ¢ 0 ¢*

para algum inteiro e > 1 e alguma isogenia separavel 1. Entao podemos tomar

d=1o¢ .
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(b) Seja @ € Es. Entao a imagem de @) sob a composi¢ao indicada é

soma(¢"((Q) — (0)))

= Z les(P)|P — Z leo(T)]T pela defini¢ao de ¢,
Pep=1(Q) Tep=1(0)
= [deg; @] Z P— Z T do teorema (3.3a),
Pep=HQ) Tegp=1(0)
= [deg; ¢] o [#¢7(Q)IP para qualquer P € ¢~ (Q),
= [deg ¢| P de (3.3a).

Mas pela construcao,
$(Q) = b0 ¢(P) = [deg 9] P,

assim os dois mapas sao 0s mesmo. O]

Definicao 3.11. Seja ¢ : £} — F5 uma isogenia. A isogenia dual a ¢ é a isogenia

~

(bZEQ—)El

dada pelo teorema (3.5a). (Estamos assumindo que ¢ # [0]. Se ¢ = [0], entdo
definimos ¢ = [0].)

O préximo teorema nos d4 uma propriedade basica da isogenia dual. Desse fato
bésico poderemos deduzir um ntimero importante de corolarios, incluindo a descrigao

do ntcleo da multiplicagao pelo m-mapa.

Teorema 3.6. Sejam
¢ By — Ey

uma isogenia:
(a) m = deg ¢. Entao

pop=[m] em E e po¢p=[m] em Es.
(b) A : E5 — Ej5 outra isogenia. Entao

Xop=gol

(c) ¥ : By — Es outra isogenia. Entao



(d) Para todo m € Z,

Prova. Se ¢ é constante, entao o teorema segue, da mesma forma quando A e ¥ sao
constantes em (b) e (c¢). Assumiremos que todas as isogenias sdo nao constantes.
(a) A primeira equagao segue pela definicao de gzg Para a segunda parte,
consideramos

(pog)od=¢o[m|=[mlog.

Entao ¢ o gZS = [m], pois ¢ é ndo constante.

(b) Escrevendo n = deg A, temos

~

(o) o(Aog)=¢oln]od=[n]odos=[nm]

A unicidade vista em (3.5a) implica que

—_—

QEOS\:)\O(b.

(¢) Sejam z1,y1 € K(E)) e x9,y2 € K(Fy) coordenadas de Weierstrass.
Consideremos Fy como curva eliptica definida sobre o corpo K(E;) = K(x1,y1),
caso em que a caracteristica é 0. Tudo o que fizemos em curvas elipticas considera
o fato em que o corpo de base seja perfeito. Seguindo, outra forma de dizer que
¢ : By — F5 é uma isogenia é notar que ¢(x1,y1) € Eo(K(x1,y1)), e similarmente
para 1 (z1,41) € (¢ +9)(x1,y1). Agora considere o divisor

D =div((¢ +¢¥)(z1,y1)) — div(d(z1, y1)) + div(e(z1,91)) + (O)
S DiVK(m,yl)(EQ)'

Pela definigao de ¢ + 1 temos que D = O, entdo o corolario (3.3) nos diz que D é

linearmente equivalente a 0. Assim existe a funcao

f € K(w1,y1)(Ea) = K(21,91, 72, 42)

a qual, quando considerada como funcao de x5 e yo, tem divisor D.
Agora, vendo de outra forma, considere f como funcao de z; e y;. Em outras
palavras, veremos f como funcao em FE; considerado como curva eliptica definida

sobre K (z,y2). Suponha que P, € Ey (K (z2,y2)) é um ponto satisfazendo ¢(P;) =
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(x2,y2). Examinando D, mais precisamente o termo —div(¢(z1,y1)), vemos que f
tem polo em Py, isto é, a fungao f(x1, y1; T2, y2) tem polo se x1, Y1, T2, Yo satisfazendo
(z2,Yy2) = ¢(x1,71). Entéo

ordp (f) = eolP1).

Similarmente, f tem polo em P; se (x2,y2) = ¥(P;), e tem zero em P; se

(z2,Y2) (0 +1¥)(P1). Segue que como funcao de z; e yi, o divisor de f tem a forma

(¢ + 1) ((x2,92)) — 6" (w2, 42) — ¥ ((w2,92)) + Y mi(P1) € Divgerro(En),

onde os P;’s estdo em F;(K), isto é, > n;(P;) € Divg(E;). como esse é o divisor da

fungao, ele soma a O, assim usando o teorema (3.5b), concluimos que o ponto

— ~ ~

(¢ + V) (22, y2) — d(w2,y2) — V(T2,92)

nao depende de (3, ys), isto é, ele estd em F;(K). Escrevendo (z3,y2) = O mostra

que é igual a O, o que demonstra que

—

¢+ =+

(d) E valido para m = 0 pela definicao, e também para o caso em que m = 1.
Usando (c) com ¢ = [m] e ¢ = [1] temos

e~~~

[m + 1] = [m] + 1],

e por indugao temos que [;1-1\] = [m] vale para todo m.

Agora seja d = deg[m] considerando a multiplicacao pelo m-mapa. Assim

[d] = [m] o [m)] defini¢ao de isogenia dual

= [m?] pois [m] = [m].

Usando a proposigao (3.9b), que diz que o anel de endomorfismo de uma curva

eliptica ¢ um Z-mdédulo livre de torcao, segue que d = m?.

(e) Seja m = deg ¢. Usando (d) e (a), temos que
m?® = deglm] = deg(¢ 0 §) = (deg ¢)(deg 9) = m(deg ).

Entao m = deg gzg

(f) Novamente, seja m = deg ¢. Entao, usando (a), (b) e (c), temos que

—
—~

bop=[ml=[ml=¢+0=dos.
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Portanto

Definigao 3.12. Seja A um grupo abeliano. A fungao
d:A—R

¢ uma forma quadratica se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) d(a) = d(—«) para todo a € A.
(ii) O produto

AxA—R,  (8)— da+8)—da) - d(B),
¢ bilinear.
A forma quadratica d é positiva definida se satisfaz:

(iii) d(a) > 0 para todo a € A.

(iv) d(a) = 0 se, e somente se, o = 0.

Corolario 3.10. Sejam E; e E, curvas elipticas. O mapa de grau
deg : HOI’H(Eh Eg) — 7
é uma forma quadratica positiva e definida.

Prova. Este mapa satisfaz os itens (i), (iii) e (iv), ficando apenas (ii) para

demonstrarmos, ou seja, que o par

(¢,) = deg(¢ + 1) — deg(¢) — deg(v))

é bilinear. Para provarmos isso, usamos o mapa injetor
[ ]:Z — End(Ey)

e calculamos

[deg(¢ + )] — [deg(¢)] — [deg(v))]
= (0 +9)o(p+9)—dog—toy
poth+1hod do teorema (3.6¢).

[{¢, )]
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Usando (3.6¢) novamente, vemos que a ultima expressao é linear em ¢ e em 1, o

que conclui a prova. U

Corolario 3.11. Sejam E uma curva eliptica e m € Z com m # 0. Entao:

(a) deg[m] = m?.

(b) Se m # 0 em K, isto é, se ou char(K) = 0 ou p = char(K) > 0 e p fm, entdo

Z Z

Elml =27 %z

(c) Se char(K) = p > 0, entdo uma das seguintes afirmagoes é verdadeira:

(1) FE[p°]={0} paratodoe=1,23,...

)
(17) Ep°] = 7 para todoe =1,2,3,...

(Lembramos que E[m] é outra notacao para ker[m], o conjunto dos pontos de ordem

m em E.)

Prova. (a) Foi provado no teorema (3.6d).
(b) Pelo que assumimos em m e o fato de que deg[m] = m?, temos que [m] é mapa

finito e separdvel. Consequentemente do teorema (3.3c),
#E[m] = deg[m] = m*.
Além disso, para todo inteiro d que divide m, temos similarmente que
#E[d] = d°.
Escrevendo o grupo finito E[m] como produto de grupos ciclicos, vemos que a tunica

possibilidade é
7 7

~mz S mZ

(c) Seja ¢ o p-ésimo morfismo de Frobenius. Entao

Efm]

#E[p°] = deg,[p°] do teorema (3.3a),
= (deg, (¢ 0 ¢))° do teorema (3.6a),
= (deg, ¢)° da proposigao (2.8b).
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Do teorema (3.6e) e da proposigao (2.8¢) temos

deg ¢ = deg ¢ = p,

assim existem dois casos: ¢ separavel ou nao. Se ¢ é inseparavel, entao deg, ¢ =1,
assim

#EPp| =1 para todo e.
Caso contrario <;A5 é separavel, assim degsqg =pe
#E[p°] = p° para todo e.

Novamente escrevendo F[p°] como produto de grupos ciclicos, vemos que

Z
Elpf| = .
)=

3.8 0O Moddulo de Tate

Sejam F/K uma curva eliptica e m > 2 um inteiro, relativamente primo com a
char(K) se char(K) > 0. Como vimos,

Z Z

Elm] = o <

um isomorfismo entre grupos. Entretanto, o grupo E[m| vem com uma estrutura de
grupo bem maior. Por exemplo, cada elemento o do grupo de Galois G /i age em

E[m], pois se [m]P = O, entao
[m](P?) = ([m]P)” = 07 = O.
Assim obtemos a representacao
Ggx — Aut(E[m]) = GLy(Z/mZ),

onde o tltimo isomorfismo envolve a escolha de uma base para E[m].
Individualmente, para cada m, essas representacoes nao sao completamente
satisfatorias, pois é geralmente mais facil tratar com representacoes cuja matriz tem
coeficientes num anel de caracteristica 0. Vamos colocar em forma as representagoes

mod m, variando m, a fim de criar uma representacao na caracteristica 0. Para fazer
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isso, imitamos a construgao do limite inverso dos inteiros [-adicos Z, de um grupo

finito Z/("Z.

Definicao 3.13. Sejam E uma curva eliptica e £ € Z um primo. O modulo ¢-adico
de Tate de E é o grupo
Ty(FE) = lim E[M],

o limite inverso tomado com respeito ao mapa

[
E[("] —— E[f"].

Como cada E[¢("] é um Z/{"Z-mdbdulo, vemos que o mdédulo de Tate tem estrutura
natural como Z,-médulo.  Além disso, como a multiplicacdo pelo [-mapa é
sobrejetiva, a topologia do limite inverso em T,(F) é equivalente a topologia (-adica

que possui por ser Z,-modulo.

Proposigao 3.12. Como Z,~-mdédulo, o médulo de Tate tem a seguinte estrutura:
(a) Ty(E) = Zy X Zy se ¢ # char(K).
(b) T,(E) = {0} ou Z se p = char(K) > 0.

Prova. Segue do teorema (3.6b,c). O

A agao de Gk em cada B [("] comuta com a multiplicagao pelo f-mapa, usado
para formar o limite inverso, assim Gz, x também age em T;(FE). Além disso, como
o “quase”-finito grupo Gz, age continuamente em cada grupo finito E[("], a acdo
resultante em Ty(E) também é continua.

Definicao 3.14. A representagao (-adica (de Gy, associada a FE) é o
homomorfismo
pe: Grixg — Aut(Ty(E))

induzido pela agao de G z/x nos pontos de £"-torgao de E.

De agora em diante ¢ se refere a um nimero primo diferente da carateristica de

K.

Observagao 3.5. Se escolhermos uma Z,-base para T;(E), obtemos a representacao

G[{/K — GLQ(Z[),
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e entao usamos a inclusao natural Z, C Q,, dando a representacao
Gf(/K — GLQ(@[)

Desse modo obtemos uma representagao de dimensdo dois para Gy k sobre um
corpo de caracteristica 0. Mais intrinsecamente, podemos evitar a escolha de base

pelo uso do mapa natural
pe: Ggix — Aut(Ti(E)) — Aut(Ti(E)) @z, Q.

Observagao 3.6. A construcao acima é analoga a seguinte: Seja

¢t
[,Lgn«kl —> [,Lgn 5

e entao tomando o limite inverso ficamos com o moédulo de Tate de K.

n

(Mais formalmente, Ty(11) é médulo de Tate do grupo multiplicativo K*.) Como

grupo abstrato temos
Mygn = Z/ﬁnZ e Tg(,u) = Zg.

Além disso, a acdo natural de Gz x em cada pn induz uma acao em Ty(y), assim

obtemos uma representacao 1-dimensional
G[{/K — Allt(Tg(,LL)) = Zz

Para K = Q a representacao ciclotomica é sobrejetiva, pois os polinomios
ciclotomicos de poténcia ¢ sao irredutiveis sobre Q.

O médulo de Tate é uma ferramenta 1til para estudar isogenias. Seja
¢: Ey — Ey
uma isogenia entre curvas elipticas. Entao ¢ induz os mapas
¢ By [0"] — Exll"],
e entao induz um mapa Zy-linear

gbg : Tg(El) — Tg(EQ)
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Obtemos entao o homomorfismo natural
Hom(E, Ey) — Hom(Ty(Ey), Ty(E2)).
Além disso, se F, = Ey = E, entao o mapa
End(FE) — End(Ty(F))

¢ um homomorfismo par entre anéis. O seguinte teorema nos da uma forte

informacao sobre a estrutura de Hom(Fy, Es).

Teorema 3.7. Sejam E; e F5 curvas elipticas e seja ¢ # char(K) um primo. Entao

o mapa natural

Hom(FE}, Bs) ® Zy — Hom(T,(E1), Ty(E»)), ¢ Py,
é injetivo.
Prova. Primeiramente vamos provar a seguinte afirmacao:

Seja M C Hom(E}, Ey) um subgrupo finitamente gerado, e seja
MY = {¢ € Hom(E}, E>) : [m] o ¢ € M para algum inteiro m > 1}.

Entao M4 ¢ finitamente gerado.

Para provar isso, estendemos o mapa grau a um espago vetorial de dimensao
finita M ® R, com a topologia natural de R. Entao o mapa de grau é continuo,
assim o conjunto

U={peMxR:degop < 1}

¢ uma vizinhanga aberta de 0. Além disso, como pela proposicao (3.9b) Hom(E), E»)

é um Z-modulo livre de torcao, existe uma inclusao natural
M%™ c M®R.
Consequentemente, temos que
MY NU = {0},

uma vez que toda isogenia ndo nula tem grau no minimo um. Portanto MV é
um subgrupo discreto do espaco vetorial M ® R, assim é finitamente gerado. Isso

completa a prova da afirmacao acima.
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Voltamos para a prova do teorema (3.7). Seja ¢ € Hom(FEy, Fy) ® Zj, e suponha
que ¢, = 0. Seja
M C Hom(El, EQ)

um subgrupo finitamente gerado com a propriedade de que ¢ € M ®7Z,. Entao, com
a mesma notacao usada acima, o grupo MY é finitamente gerado, assim também é

livre, pois a proposi¢ao (3.9b) nos diz que é livre de torgao. Seja
1, ..., Y € Hom(E, Ey)

uma base para MYV, e escreva

d=a+ -+ oy com  ay,...,qp € Zy.
Agora escolhemos algum n > 1eaq,...,a; € Z com

a; = a; (mod 7).
Entao assumindo que ¢, = 0 temos que a isogenia
Y =lay] oy + -+ [ay] 0 by € Hom(E4, E»)

se anula em E)[¢"]. Segue do corolario (3.5) que v se fatora através de [¢"], assim

existe uma isogenia
A € Hom(E,, Es) satisfazendo W =1[0"o\
Além disso, A € MYV, entdo existem inteiros b; € Z tais que
A=[b1] otpy + -+ [be] 0 ¢y

Entdo, como os v;’s formam uma Z-base para MYV, o fato de que ¢ = [("] o A

implica que

a; = 1"b;,
e portanto
a; =0 (mod ).
Isso vale para todo n, assim concluimos que a; = 0, e entao que ¢ = 0. O

Observacao 3.7. O fato de usarmos M9 ao invés de M, é porque é essencial que

¢, e X sejam escritos em termos de uma Z-base que nao dependa da escolha de £™.
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Corolario 3.12. Sejam FE; e E, curvas elipticas. Entao
HOI’H(Eh EQ)
¢ um Z-modulo livre de posto no maximo 4.

Prova. Sabemos da proposicao (3.9b) que Hom(FE;, Ey) é livre de torgao. Isso

implica que
rankyz, Hom(E,, Fy) ® Zy < rankz, Hom(Ty(E,), T;(E»)).

Por fim, escolhendo uma Z,-base para T,(F1) e T;(F>), vemos da proposi¢ao (3.12a)
que
Hom(T,(Ey), To(Ey)) = Ma(Zy)

¢ um grupo aditivo de matriz 2 x 2 com coeficientes em Z,. O posto de Ms(Z;) com

relagao a Zy, é 4, o que mostra que o posto de Hom(FEj, Ey) é no maximo 4. O]

Observacao 3.8. Por defini¢cao, uma isogenia é definida sobre K se comutar com a
agao G . Similarmente, podemos definir

Hom g (Ty(E1), Ty(E2))

o grupo dos mapas Z-lineares de Ty(Ey) a Ty(E>) que comutam com a acao Gk

dados pela representagao f-adica. Entao temos o homomorfismo
HomK(El, EQ) X Zg — HomK(Tg(El),Tg(EQ)),

e o teorema (3.7) mostra que esse homomorfismo é injetor. O fato importante é que

muitas vezes ele é um isomorfismo.

Teorema 3.8. Seja ¢ # char(K) um nuimero primo. O mapa
HOI’HK<E1, EQ) X Zg — HOmK(Tg(El), Tg(EQ))

¢ um isomorfismo em duas situacoes:
(a) K é um corpo finito (Tate [5])
(b) K é corpo de ntimeros. (Faltings [6,7])

Observacao 3.9. Poderiamos questionar a respeito do tamanho da imagem de
pe(Gg/r) em Aut(Ty(E)). O teorema seguinte fornece uma resposta para corpos

de numeros.
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Teorema 3.9. (Serre) Sejam K corpo de nimeros e £/K uma curva eliptica sem
multiplicacao complexa.

(a) pe(Gg k) é um indice finito em Aut(7y(E)) para todo primo ¢ # char(K).

(b) pe(Gr/x) = Aut(Ty(E)) para quase todo nimero primo .

Prova. Veja [13] e [14].

3.9 O Grupo de Automorfismo

Se uma curva eliptica é dada por uma equacao de Weierstrass, é em geral uma tarefa
nao trivial determinar a estrutura exata do seu anel de endomorfismo. A situacao é

bem mais simples quando se trata do grupo de automorfismo.

Teorema 3.10. Seja F/K uma curva eliptica. Entao seu grupo de automorfismo
Aut(E) é um grupo finito de ordem dividindo 24. Mais precisamente, a ordem de

Aut(FE) é dada pela seguinte tabela:

| #Aut(E) | J(E) | char(K) |
2 J(E) #0,1728
4 J(E) = 1728 char(K ) #2,3
6 (F) = char(K) # 2,3

3
2

j
12 |[j(E)=0= 1728 char(K)
24 | j(E)=0=1728| char(K)

Prova. Considere char(K) # 2,3. Entao E é dado pela seguinte equacao:
E:y* =2+ Az + B,

e todo automorfismo de E tem a forma

Se AB # 0, isto é se j(F) # 0,1728, entao as unicas possibilidades sdo u = +1.
Similarmente, Se B = 0, entdo j(E) = 1728 com u* = 1, e se A =0, entao j(E) =0
com u® = 1. Assim Aut(FE) é ciclico de ordem 2, 4 ou 6, dependendo se AB # 0,
B=0,ou A=0. O

Corolario 3.13. Sejam E/K uma curva sobre um corpo de caracteristica diferente
de2e3, e
2 se j(E)#0,1728,
n=4 4 sej(E)=1728,
6 sej(E)=0.
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Entao existe um isomorfismo natural de G gx-médulos
Aut(E) = .
Prova. Verificamos no teorema anterior que o mapa

[ i — B, [(zy) = (Ca, Cy),

¢ um isomorfismo de grupos abstratos. Este mapa comuta com a agao Gk, €

consequentemente ¢ um isomorfismo de Gz x-modulos. U
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Capitulo 4

Curvas Elipticas Sobre Corpos de

Numeros

O objetivo deste capitulo é provar o teorema de Mordell-Weil que diz que o grupo
E(K) é finitamente gerado. A partir desta informacao e pelo teorema de classificacao

de grupos abelianos finitamente gerados o grupo E(K) tem a forma:
E(K) ~[]Zn x 2",

onde a parte finita é denominada o grupo de torgao da curva eliptica, E(K ), € 0
inteiro nao negativo r como o posto de E(K).
Para demonstrarmos o teorema de Mordell-Weill, precisamos da sua versao fraca,

que nao sera demonstrada aqui. Como referéncia veja [1].

Teorema 4.1. (Versao Fraca do Teorema de Mordell-Weil) Seja E/K curva eliptica

e m > 2 um numero inteiro. Entao
E(K)/mE(K)

é um grupo finito.

4.1 O procedimento de descida

Provaremos nesta se¢ao que o conjunto dos pontos racionais de uma curva eliptica
é finitamente gerado. Ja sabemos que o grupo E(K)/mE(K) é finito. Mas esta
informacao nao é suficiente para nosso propoésito pois, por exemplo, se considerarmos
K = R podemos escrever R/mR = 0, para todo inteiro m > 1, sendo R um grupo

que nao ¢ finitamente gerado.
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Teorema 4.2. (Teorema da Descida) Seja A um grupo abeliano. Suponha que

exista uma funcao

h:A—R,

com as seguintes propriedades:
(i) Seja @ € A. Existe uma constante C, dependendo de A e @, tal que

h(P + Q) < 2h(P) + C1,VP € A.

(ii) Existem um inteiro m > 2 e uma constante Cy dependendo de A, tal que,

h(mP) > m*h(P) — Cy,VP € A.

(iii) Para toda constante C3, o conjunto {P € A|h(P) < Cs} é finito. Suponha
ainda que para todo inteiro m como no item (ii), o grupo quociente A/mA é finito.

Entao A é finitamente gerado.

Prova. Sejam P € A, e (y,...,Q, € A os representantes das classes em A/mA.
Escreva
P=mP, +(@Q;, paraalgum 1 <74 <.

Continuando desta forma,
Pr=mP; + Q;,

Pn,1 :mPn—i—QZn

Agora para qualquer j:

! [h(mP;) + Cs] de (ii)

hE) < —
= (P~ Q) + O
< H%@J+q+@hk®

m2
d ! d aximo d d
onde tomamos C] como sendo o maximo das constantes que aparece em cada vez

que usamos (i), para QQ = —Q;, 1 <7 < r. Note que C] e Cy nao dependem de P.

Usando a desigualdade acima repetidas vezes, comecando por P,, chegamos em
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P da seguinte forma:

hP,) < (

(ﬁ) h(P) + TE_ o
27"W(P) + (C]+ Cy)/2  pois m > 2.

IN

Segue que, para n suficientemente grande,

h(P,) <1+ (C]+ Cy)/2.

Como vimos que vale
n
n j—1
P:mPn+§ m’ Qija
=1

segue que todo P € A é combinagao linear dos pontos no conjunto

{Qu.Qtu{QeA : Q) <1+(C]+Cy)/2}

De (iii), este conjunto é finito, o que prova que A é finitamente gerado. O

Observacao 4.1. Para tornar o teorema da descida pratico precisamos encontrar
os geradores do grupo A. Para isso calculamos as constantes C; = C;(Q;) para
cada representante de A/mA. Em seguida calculamos também as constantes Cs, e

por fim, dada qualquer constante (3, determinamos os elementos do conjunto finito

(PeA: h(P)<Cy.

4.2 O teorema de Mordell-Weil sobre Q

Nesta se¢ao provaremos o seguinte caso especial do teorema de Mordell-Weil:

Teorema 4.3. Seja F/Q uma curva eliptica. Entao o grupo E(Q) é finitamente
gerado.

Sabemos da primeira secao que F(Q)/2FE(Q) é finito. Queremos aplicar o
teorema da descida neste caso, entao precisamos definir o que vem a ser funcao

altura em F(Q) e mostrar que tem as requeridas propriedades.
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Definigao 4.1. Seja t = § € Q uma fracao reduzida. A altura neste caso é definida

como H(t) = max{|p|, |q|}.

Definigao 4.2. A altura (logaritmica) em F(Q), relativa a uma dada equacao de
Weierstrass, é a funcao:
he : B(Q) —» R
log H(z(P)), P#O
0, P=0

ha(P) =

h.(P) é sempre nao negativo.

Lema 4.1. Seja E/Q curva eliptica dada pela equagao de Weierstrass
E:y=24+Ar+B, A, BcZ.
a) Seja Py € E(Q). Existe uma constante C; dependendo de Fy, A e B tal que

ho(P + Py) < 2hy(P) + Cy, VP € E(Q);

b) Existe uma constante Cy dependendo de A e B tal que

h.([2]P) = 4h,(P) — Cy VP € E(Q);

c¢) Para toda constante C3 o conjunto
(PEE@) : h(P)<Cs}

é finito.
Prova. Podemos assumir que C; > max{h,(P), h.([2]P)}, o que garante que o
item a) é verdadeiro se Py = O ou se P € {O, £F,}. Em qualquer outro caso

escrevemos

a b Qo bo
P:<.§U,y): <ﬁ7$) € P0:<5L’07y0): (d_g7d_8)7

onde temos as fracoes totalmente simplificadas. Pela formula de adicao,

2
2(P + Py) = (y ?/0) e

r — 2o
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Expandindo esta expressao e usando o fato de que esses pontos estao na curva F

VEmMos que

(aao + Ad2d3)(ad% + a0d2) + 23d4dé — 2bdb0d0

A= (ad3 — apP)?

Usando a fungao altura de nimero racional e “cancelando” alguns termos nesta

fracao de modo que a altura fique menor, temos a estimativa:
H(z(P+ Fy)) < Cim

onde Cf é uma expressao simple em termos de A, B, ag, by e dy. Como H(z(P)) =
max{|a|, |d|*}, temos quase o que queremos, a menos do termo |bd| que aparece
no m. Para resolver este problema usamos o fato de que o ponto P esta na curva

eliptica, entao ele satisfaz a equacao de Weierstrass, de modo que:
v’ = a® + Aad" + Bd°.

Assim
bl < CY max{laf*2, |dI*},

que combinada com a estimativa para H (z(P + P)) fica:
H(z(P + Py)) < Cymax{|al?, |d|*} = C1H(x(P))%

Aplicando o logaritmo temos o resultado que queriamos.
(b) Escolhendo C5 tal que

Cy > max{h,(T) : T € E(Q)[2]},

podemos assumir que [2]P # O. Entao escrevendo P = (x,y), a férmula da

duplicagao nos diz que:

(12P) xt — 2Ax% — 8Bx + A?
T g
423 + 4Ax + 4B

E conveniente definirmos os polindomios homogéneos:

F(X,Z)=X*—-2AX?7? - 8BX7Z* + A*Z*,
G(X,2) =4X°Z +4AX Z* + ABZ".

Se escrevermos © = x(P) = a/b como fragao reduzida, entao z([2]P) pode ser escrito
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como razao entre inteiros:
z([2]P) = F(a,b)/G(a,b).

Em contraste com o item anterior desta demonstracao, estamos procurando
um limite inferior para H(xz([2]P)), entdo se mostra importante que facamos
simplificacoes de termos tanto no numerador quanto no denominador. A partir
daqui, a ideia é usar o fato que F(X,1) e G(X, 1) sao relativamente primos como
polinémios, entao eles geram todo o ideal de Q[X], o que nos leva a lista de equagoes,

que nao serao demonstradas aqui:
Afirmacao: Sejam A = 443 4 2782,
F(X,Z)=X*—-2AX?7Z* -8BXZ* 4+ A*Z*,
G(X,7)=4X*Z +4AX 7* + 4BZ*,
f1(X,2) =12X°Z + 16AZ3,

91(X,Z) =3X* —5AXZ* - 2TBZ?,
f2(X, Z) = 4(4A° +2TB*) X? —4A’BX? 7 +4A(3A* +22B*) X Z? +12B(A*+8B*) Z*,
92(X,7Z) = A’BX?+ A(5A* +32B*) X?Z+2B(13A* +96 B> X 7> —3A*(A*4+8B*) Z°).
Entao as seguintes igualdades sao validas em Q[X, Z]:

(X, 2)F(X,2) — q1(X, 2)G(X, Z) = 4AZ"
f(X, 2)F(X,Z2) + g2(X, Z2)G(X, Z) = 4AX".

Prova. Como F (X, Z) e G(X, Z) sdo polinomios homogéneos relativamente primos
(pois A # 0), igualdades desse tipo devem existir. Para encontrar os polinémios

f1, 91, f2, g2 podemos usar o algoritmo Euclidiano ou a teoria de resultantes. 0
Retornando para a prova do lema, considere
0 = mdc(F(a,b), G(a,b)),
como sendo o “cancelamento” para a fracao z([2]P). Das equagoes

fi(a,b)F(a,b) — gi(a,b)G(a,b) = 4Ab",
fa(a,b)F(a,b) — ga(a, b)G(a,b) = 4Ad’,
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vemos que 0 divide 4A. Isso nos fornece
0] < [4A],
e consequentemente

max{|F(a,b)l,|G(a,b)[}
H(x([2)P)) > Ty -

Por outro lado, obtemos das equacoes anteriores as seguintes estimativas

44| < 2max{|fi(a,b)], |g1(a, )|} max{|F(a,b)|,|G(a, b)[},
[4Aa"| < 2max{| f2(a,b)], [g2(a, b)[} max{|F (a,0)|, |G (a, b)|}.

Observando as expressoes para f1, fa, g1, g2 em (VII1.4.3), temos

maX{|f1(av b)|> |gl(a’7 b)|v |f2(av b)|> |92(a’7 b)|} < CmaX{|a|3v |b|3}7

onde C' é uma constante que depende de A e B. Combinando estas trés desigualdades

temos
max{|4Aa’], [4Ab"[} < 2C max{|a|?, |b]*} max{|F(a,b)|,|G(a, b)|}.

Cancelando max{|a|?,|b|*} da desigualdade obtemos

maX{|F(av b)|> |G(a” b)|}
1A

> (2C)~" max{|al*, [b|*},
e entao usando o fato que max{|al, |b|} = H(z(P)) obtemos
HE(2IP)) > (20) ' H(x(P))"
(c) Para qualquer constante C', o conjunto
{teQ:H(t)<C}

é finito. De fato, ele tem no maximo (2C + 1)? elementos, visto que o numerador
e o denominador de t sao inteiros entre —C' e C. Além disso, dado qualquer valor

para z, existem no maximo dois valores para y onde (x,y) é ponto de E. Portanto

{PeEQ):h(P) < Cs}

é também um conjunto finito. O
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Provar o teorema (4.3) é agora uma questao de aplicar o que ja provamos.

Prova. de (4.3). Sabemos do teorema (4.1) que F(Q/2E(Q)) é finito. Segue do
lema (4.1) que a fungao altura

he : E(Q) — R

satisfaz as condigoes necessarias para aplicarmos o procedimento de descida, com

m = 2. Concluimos do teorema (4.2) que F(Q) é finitamente gerado. O

4.3 Alturas em Espacos Projetivos

Com o objetivo de demonstrar o caso geral do teorema de Mordell-Weil, precisamos
definir a funcao altura nos pontos K-racionais de uma curva eliptica. Curvas
elipticas sao dadas como subconjuntos de espacos projetivos, assim neste estudo
teremos a funcao altura definida em todo espaco projetivo, e entao na proxima
secao examinaremos suas propriedades quando restrita aos pontos de uma curva

eliptica.
Exemplo 4.1. Seja P € PY(Q) um ponto com coordenadas racionais. Como Z é
um dominio de ideais principais, podemos encontrar coordenadas homogéeneas

P =[xg,...,zN]

satisfazendo

xo,...,xy €Z e mdc(zg,...,rN) = 1.

Entao uma medida natural para a altura de P é
H(P) = max{|zo|, ..., |zn]|}
Com esta definicao, fica claro que para qualquer constante C', o conjunto
{PcPYQ) <}

é um conjunto finito, e possui (2C + 1)V elementos. Esta é o tipo de propriedade
que precisamos para o procedimentos de descida descrito no teorema (4.2).

Se generalizarmos o exemplo (4.1) para corpos numéricos arbitréarios, teremos a
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dificuldade de que o anel de inteiros nao precisa ser dominio de ideais principais.

Definicao 4.3. O conjunto padrao dos valores absolutos em Q, que denotaremos
por My, consiste do seguinte:

(i) Mg contém um valor absoluto arquimediano, definido por
|r| = valor absoluto usual = max{z, —z}.

(ii) Para cada primo p € Z, o conjunto Mg contém um valor absoluto nao

arquimediano p-adico definido por

na

P

n

=p para a,b € Z satisfazendo p fab.
p

O conjunto dos valores absolutos padrao em um corpo de nimeros K, denotado por
My, é o conjunto de todos os valores absolutos em K cuja restricao a Q é um dos

valores absolutos em M.

Definicao 4.4. Seja v € Mg. O grau local em v, denotado por n,, é

Ny = [Kv : Qv]a

onde K, e Q, denotam os completamentos de K e Q com respeito ao valor absoluto
.
Com essa definicao, estabelecemos dois fatos basicos da teoria algébrica dos

numeros, que usaremos daqui em diante mas que nao serda demonstrado aqui.

Férmula de Extensao. Sejam L/K/Q uma torre de corpos numéricos, e v € Mk.

Entao

> ny=[L:K]n,

weMy,
wlv

(com w|v estamos dizendo que w restrito a K é igual a v.)

Formula do Produto. Seja x € K*. Entao

IT Izl =1

vEM K

Para as demonstragoes dessas férmulas veja [15, IT §1 e V §1].
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Definigao 4.5. Seja P € PY(K) um ponto com coordenadas homogéneas
P =xg,...,zn]|, xo,...,zNn € K.
A altura de P (relativa a K) é

Hi(P) = ] max{lzolu, ..., lnls}™

vEM K

Proposigao 4.1. Seja P € PV(K).
(a) A altura Hg(P) nao depende da escolha das coordenadas homogéneas para P.
(b) A altura satisfaz

Hi(P)> 1.

(c) Seja L/K uma extensao finita. Entao
Hp(P) = Hg(P)YE:Q,

Prova. (a) Qualquer outra escolha de coordenadas homogéneas para P tem a forma

Az, ..., A\xy], para algum A € K*. Usando a férmula do produto, temos

H max{|)\x0|v,...,|)\xN|U}"v - H |)\|nv max{|x0|v,...,|:pN|U}"”

vEM K vEM K

= H max{|zo|v, ..., |xN|s}"".

vEM K

(b) Dado qualquer ponto P no espago projetivo, podemos encontrar coordenadas
homogéneas para P de modo que uma de suas coordenadas seja 1. Entao todo fator
no produto que define K (P) é no minimo 1.

(c) Calculando temos

Hp(P) = H max{|z;|,}"™

weM,

— H H max{|z;|,}"* pois z; € K,

vEME weMy,
wlv

= H max{| x|, K™ da férmula de extenséo,
vEM g

= Hy(P)EK],

Observacgao 4.2. Se K = Q, entao Hg faz sentido como ideia intuitiva de funcao
altura. Para ver isso, seja P € PV (Q) e escolha coordenadas homogéneas [z, . . ., ]

para P com z; € Z e mdc(xo, ...,zx) = 1. Entdo, para qualquer valor absoluto nao
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arquimediano v € Mg, temos que |z;|, < 1 para todo i e |z;|, = 1, para pelo menos
um i. Entao da definigdo de Hg(P), o tnico fator que contribui para a defini¢do do

produto é o valor absoluto nao arquimediano, entao
Ho(P) = max{|Zo|oos - - -+ |TN]00 }-
Em particular, segue que para qualquer constante C, o conjunto
{PePY(Q): Ho(P) < C}

¢é finito.

Definigao 4.6. Seja P € PN(Q). A altura absoluta de P, denotada por H(P), é

definida como segue. Escolha um corpo de niimero K tal que P € PV (K). Entao
H(P) = Hg(P)"IY,

onde tomamos a raiz positiva. Vimos da proposigao (4.1c) que H(P) é bem definida,
independente da escolha de K, e (4.1b) implica que H(P) > 1.
A seguir faremos um estudo de como a funcao altura muda sob mapas entre

espacos projetivos. Relembrando definigao:

Definicao 4.7. Um morfismo de grau d entre espacos projetivos é um mapa
F:PY —PY  F(P)=[fo(P),..., fu(P)],

onde fo, ..., fur € Q[Xo,..., Xny] sdo polindmios homogéneos de grau d nao tendo
zero em comum em QV além de xp = --- = 2y = 0. Se F pode ser escrito usando

polinomios f; com coeficientes em K, entao F' é dito ser definido sobre K.

Teorema 4.4. Seja F : PV’ — PM um morfismo de grau d. Entdo existem
constantes positivas C e Cy dependendo de F', tal que

CiH(P)* < H(F(P)) < C,H(P)* para todo P € P¥(Q).
Prova. Escrevendo F = [fy,..., fu] com f; polindmios homogéneos sem zero em
comum, e P = [z, ...,2yx] € PY(Q) um ponto com coordenadas algébricas. Seja K
um corpo de niimeros que contém x, ..., xy e também contém todos os coeficientes
de todos os f;. Para cada valor absoluto v € M, sejam

[Pl = max [z, e [F(P)l, = max [f;(P)],

0<i<N 0<j<M
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e também definimos
|F'|, = max{|al|, : a é coeficiente de algum f;}.
Entao, da definicao de altura, temos

Hg(P)= [] 1Pl e Hx(F(P)= ] IFP),

’UEMK UEMK

o que nos faz definir

Hg(F) = H Fase

vEM K

Em outras palavras, Hx(F') = H([ag, a1, ..]), onde os a;s s@o os coeficientes de f;.

Sejam C7, Cs, ... constantes que dependem apenas de M, N e d, e

e(v) =

1 sewve My,
0 seve My

Para ilustrar a utilidade da fungao €, observamos que a desigualdade triangular pode

ser escrita como
|t1 4+ 4 tn|v < ne(v) maX{|t1|va ceey |tn|v}

para todo v € Mk, arquimediano ou nao.
Com essa notagao, retomamos a demonstracao do teorema (4.4). Comecemos

pelo limite superior. Seja v € M. A desigualdade triangular nos diz
(Pl < CIVIFLLIPL,

pois f; € homogéneo de grau d. Aqui C; poderia ser igual ao niimero de termos em
fi, que é no méximo (M¥?), ou seja, o niimero de mondmios de grau d em N + 1

variaveis. Como a estimativa vale para todo ¢, encontramos
F(P)l. < C{VIFILIPI;.

Elevando a v,-ésima poténcia, multiplicando por todo v € Mp, tomando a [K :

QJ-ésima raiz e usando a féormula de extensao, temos o limite superior desejado

H(F(P)) < C\H(F)H(P)Y,
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onde usamos as formulas

Z e(v)n, = Z n, = [K : Q.

vEMy vEM?

Observamos que nesta parte da demonstragao nao usamos o fato de que os f;s nao
tém zeros em comum. Entretanto, usaremos essa propriedade para demonstrar a
outra parte da desigualdade.

Considere o conjunto

{Qe A" Q) fo(Q) == fu(Q) =0}

consistindo apenas do ponto (0,...,0). Segue do Nullstellensatz [2, .1.3A] e [8,
Teorema 1.6] que o ideal gerado por fo,..., fur € Q[Xo,..., Xx] contém alguma
potéencia de cada um dos Xo,..., Xy, pois cada X; também se anula no ponto

(0,...,0). Assim existem polinémios g;; € Q[Xo, ..., Xy] e um inteiro e > 1 tal que
M
Xi = Zgijfj para cada 0 <7 < N.
=0

Trocando K por uma extensao finita se necessario, podemos assumir que cada um
dos gi; € K[Xo,...,Xy], e descartando todo termo do lado direito exceto aqueles
que sao homogeneos de grau e, podemos considerar que cada g;; ¢ homogéneo de

grau e — d. Além disso podemos estabelecer a seguinte notacao:

|G|, = max{|b|,: b é coeficiente de algum g;;},
He(G) = ] 16l
vEM g

Observamos que e e Hg(G) podem ser limitados em termos de M, N, d e Hx(F).
Mostremos agora que e e Hgx(G) nao dependem do ponto P. Como P =

[zo;...;xN], vemos que a férmula para X¢ implica que

< 5" max |gi;(P)f;(P)]e

.e —
‘xl|v 0<j<M

Z 9i5(P) f3(P)

v

< G5 max |f;;(P)||F(P)]..

0<j<M

Tomando o méximo sobre 7 temos

e €(v)
< i .
[Pl < G5 max |g,y(P)L|F(P)],
0<i<N
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Cada um dos g;; ¢ homogéneo de grau e — d, assim aplicando a desigualdade

triangular obtemos
1935 (P)]o < G5 |GL|PIS™,

onde C3 pode depender de e, mas como observado anteriormente, podemos limitar
e em termos de M, N e d. Substituindo a ultima desigualdade na anterior e

multiplicando por |P|¢~¢ temos
|Pl5 < GGl F(P)]..

Elevando a n,-ésima poténcia, multiplicando por v € Mk e tomando a [K : Q]-ésima

raiz obtemos o resultado desejado. 0

Observagao 4.3. Como indicado na prova do teorema (4.4), a dependéncia de C

em F' na desigualdade
CiH(P)* < H(F(P))

nao é totalmente direta. E possivel expressar C; em termos dos coeficientes de certos
polinomios cuja existéncia é garantida pelo Nullstelensatz, mas esse método nos leva
a uma estimativa bem pobre.

Registraremos a seguir o caso especial do teorema (4.4) para um automorfismo

de PN,

Corolario 4.1. Seja A € GLy41(Q). A multiplicagdo pela matriz A induz um
automorfismo A : PV — PV, Existem constantes positivas C; e Cs, em funcao dos

coeficientes da matriz A, tal que
C1H(P) < H(AP) < C,H(P) para todo P € PY(Q).
Prova. E o teorema (4.4) anterior para o caso de morfismos de grau um. 0J

A seguir investigaremos a relagao entre os coeficientes de um polindémio e a altura

de suas raizes.

Notacgao. Para z € Q, seja
H(z) = H([z,1]),

e similarmente para x € K, seja

Hy(z) = Hy([z,1]).
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Teorema 4.5. Seja

f(T) =agT* +a, T + -+ ag=ao(T —ay) - (T — o) € Q[T]

um polinomio de grau d. Entao

27 T[ H(ay) < H([ao, ..., aq]) < 2 H H (o).

j=1

Prova. Primeiramente note que a desigualdade a ser demonstrada permanece a
mesma quando f(7") é multiplicada por uma constante nao nula. Entdo basta
provarmos o resultado para um polindbmio monico, assim assumimos que ay = 1.

Seja K = Q(av,...,aq), e para v € Mg, considere

2 e My
() = se v IO(,
1 seve M.

Note que essa notacao difere da notacao usada na prova do teorema anterior. Nesse

contexto, a desigualdade triangular fica
|z + yly < €(v) max{|z|,, |yl,} parave Mg ex,ye K.

Sev e MY e|z|, # |y|,, entdo a desigualdade triangular se torna uma igualdade.

Queremos mostrar que

d d
—d ' < 1< d-1 ' _
€(v) HlmaXﬂaﬂm 1} < max{ail,} < e(v) Hlmax{wm 1}
J= J=

Uma vez feito isso, elevando a n,-ésima poténcia, multiplicando por todo v € Mk,
e extraindo a [K : Q]-ésima raiz temos o resultado desejado.

A prova é feita por inducao sobre d = deg(f). Para d = 1 temos que f(T) =
T — oy, assim a desigualdade ¢é clara. Considere agora que o resultado é vélido para

todos os polinémios de grau d — 1, com raizes em K. Escolha um indice k tal que
lagly, > |ajly  para todo 0 < j <d,
e defina o polinomio

gT) = T=o) (T = ap-1)(T = 1) -+ (T — )
= T 0T 2 4 by .
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Assim f(T) = (T — au)g(T), e entdo comparando os coeficientes
a; = bz — Oékbz;l.

Se fizermos b_; = by = 0, entdo o resultado vale para todo 0 < i < d. Comecemos

com a desigualdade superior:

max oo} = maxilb —apbioifo}
< €(v) Omax{|bi|v, lobi—1]0} desigualdade triangular,
< €(v) ggax{lb\ } max{|aly, 1}
< e(v)T! H max{|a;l,, 1} hipétese de indugao aplicado a g.

A seguir, provaremos a desigualdade inferior considerando dois casos. Primeiro, se

|ak]s < €(v), entao escolhendo o indice k temos

d
Hmax{|ozj|v, 1} < max{|ag|,, 1}% < €(v)?,

J=1

assim temos o resultado. Suponha agora que |ag|, > €(v), e lembre que ay = 1.
Entao

—1
() = g {1~ aubioal,} > o) max {1l Hlaeks 1)
A tltima desigualdade serd igualdade para v € MY, enquanto que para v € M

estamos usando o fato

0n<1a<x{\b agbicilo} = (lowfo — )0<m<aj(1{|b‘ ;

> e(v) Hagl v, Dnax {lbil}, pois |agl, > €(v) = 2.
Aplicando a hipétese de inducao a g temos a desigualdade inferior, o que completa

a prova. ]
Nossa primeira aplicacdo do teorema (4.5) é mostrar que existem um numero

finito de pontos de altura limitada num espaco projetivo. Para isso, primeiramente

mostramos que a agao do grupo de Galois nao afeta a altura de um ponto.
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Teorema 4.6. Sejam P € PN(Q) e 0 € Gg/q. Entédo
H(PT) = H(P).

Prova. Seja K/Q um corpo tal que P € PY(K). O corpo K pode nio ser extensao
de Galois sobre Q, mas nesse caso ¢ nos dé um isomorfismo ¢ : K — K%, e o

identificando os conjuntos de valores absolutos de K e K,
o: Mg — MY v — 0.

Se x € K e v € Mg, entdo o valor absoluto associado v” satisfaz |27| = |z|,. E

claro que ¢ também induz um isomorfismo K, — K, assim o grau local satisfaz

V9

Ny = Nyo. Assim podemos calcular:

HK0<PU) = H max{|xf|w}"“’

U)EMKU

= H max{|z] |, }"°
vEM g

= H max{|z;|, }"™
vEM g

= Hg(P).

Como [K : Q] = [K° : Q], obtemos que H(P?) = H(P), como queriamos. O

Teorema 4.7. Sejam C' e d constantes. Sendo Q(P) o corpo minimo de defini¢ao

de P, entao o conjunto
{PePY(Q): H(P)<Ce[Q(P): Q] <d}
é finito. Em particular, para qualquer corpo de ntimeros K,
{PePY(K): Hg(P) < C}
é um conjunto finito.

Prova. Seja P € PN(Q), com Pz, ...,zy] coordenadas homogéneas de P com
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z; =1, para algum 0 < j < N. Entao Q = Q(xy,...,zn), e podemos estimar

HQP) = ][] max{lzl}™

vEMy(p)

) n
> nax, H max{|x;|,, 1}
veMy(p)

= max How)(:)-

Assim, se H(P) < C e [Q(P) : Q] <d, entao

Jax Hopy(z) <C e max[Qzi):Q <d

Assim para demonstrarmos o resultado basta demonstrarmos que
{rcQ:H(x) <CelQ): Q] <d}

é um conjunto finito, reduzindo assim ao caso em que N = 1. Suponha que z € Q
ee=[Q(z): Q], ou seja, e < d. Além disso, sejam 1, ..., 7. € Q os conjugados de

x, onde definimos x; = x. O polinémio minimo de x sobre Q é
D)= (T —a1) - (T =) =T+ T+ +a. € Q[T)].

Podemos calcular

H(l,ay,....a]) < 277 [[H(z)) de (4.5),
j=1

= 2°71H(x)® de (4.6),

< (20)¢ pois H(z) < Cee<d.

Como a; € Q, para todo i, segue que para quaisquer C' e d, existem finitas
possibilidades para o polinémio f,(7'). Como cada polinémio f,(7') tem no maximo
d raizes em K, contribuindo com no maximo d elementos para nosso conjunto, temos

que ele é finito, como queriamos. ([l

4.4 Alturas em Curvas Elipticas

Faremos nesta secdao o uso da teoria geral de alturas como desenvolvida
anteriormente, a fim de construirmos funcoes altura entre curvas elipticas. O

teorema principal nos mostrara claramente a relagao entre a funcao altura e a lei de
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grupo numa curva eliptica. Do seu corolario deduziremos os resultados que restaram
e que nos ajudarao a demonstrar o teorema de Mordell-Weil para o caso de corpos
numeéricos arbitrarios.

Sejam f e g fungoes reais definidas num conjunto S. Escrevemos
f=g9+00)
se existir constantes C7 e Cy tal que
C1 < f(P)—g(P) < (s, para todo P € S.

Se apenas a primeira desigualdade é satisfeita, entdo escrevemos f > g + O(1),
e similarmente se apenas a segunda desigualdade for verdadeira, entao escrevemos
f<g+0().

Seja F'/K uma curva eliptica. Relembremos do exemplo (2.2) que qualquer
funcdo nao constante f € K(E) determina um morfismo sobrejetor, que também
denotaremos por f,

fiE—P, P L0 se P2 é polo de f,
[f(P),1] caso contrario.

Pode ser razodvel usar f para definir a fungao altura em E(K) escrevendo H(P) =
H(f(P)). Entretanto, a fungao algura H tende a ser multiplicativa, como por
exemplo no teorema (4.4), enquanto que para o que queremos é mais conveniente ter
uma funcao altura que tenha propriedade aditiva. Isso nos coloca diante da seguinte

definicao:

Definigao 4.8. A altura absoluta logaritmica num espago projetivo é a fungao
h:PY(Q) — R, h(P) = log H(P).
Note que pela proposi¢ao (4.1b), h(P) > 0 para todo P.

Defini¢ao 4.9. Seja E/K uma curva eliptica, e seja f € K(E) uma funcio. A

altura em F relativa a f é a funcao
hy: B(R) — R, hy(P) = h(f(P)).

Faremos a seguir um dos resultados visto na se¢ao anterior, onde tinhamos como

universo todo o espago projetivo.
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Proposicao 4.2. Sejam F/K uma curva eliptica, f € K(F) uma fun¢ao nao

constante. Entao para qualquer constante C', o conjunto
{P e E(K): hy(P) < C}
¢ um conjunto finito de pontos.

Prova. A fungio f € K(FE) ¢ definida sobre K, assim temos que f(P) € P!(K),
para P € E(K). Consequentemente f nos dd um mapa finito um a um do conjunto

C considerado ao conjunto

{QeP!(K): H(Q) < ).

Finalmente, sabemos do teorema (4.7) que este conjunto ¢é finito. U

O préximo teorema mostrara a relagao fundamental entre funcoes altura e adicao

em uma curva eliptica.

Teorema 4.8. Sejam E/K uma curva eliptica e f € K(F) uma funcdo par. Entao
para todo P,Q € E(K) temos

hy(P+Q) +hy(P = Q) = 2hs(P) + 2h(Q) + O(1).

As constantes intrinsecas a O(1) dependem da curva F e da fungao f, mas independe

dos pontos P e Q.

Prova. Escolha uma equacdo para F/K da forma
E:y*=2>+ Az + B.

Comecamos provando o teorema para uma funcao particular f = x. o caso geral
sera visto a seguir como um corolario.

Como h,(O) =0 e h,(—P) = hy(P), o resultado desejado é claro se P = O ou
se @ = . Assuma que P # O e Q # O, e escreva

:L‘(P) = [xlal]a l‘(Q) = [1‘2, 1],
(P + Q) = [z3,1], (P — Q) = [14,1].

Onde z3 ou x4 podem ser co se P = £(@). Utilizando a formula de adi¢ao da pégina
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65 podemos escrever

2(z1 + 22)(A+ x129) + 4B
(21 + 22)? — dx129

(r129 — A)? — 4B(11 + T2)
(21 + x9)? — dz129 .

T3+ Ty =

xT3Ty =

Definimos o mapa ¢ : P? — P? por
g([t,u,v]) = [u? — 4tv, 2u(At + v) + 4Bt?, (v — At)* — 4Btu).

Entao as formulas para x3 e x4 mostram que o seguinte diagrama comuta

ExE—SY~ExE

l |

o P! x P! Pl x P! |0

| |

]P>24g>]}p2

onde
G(P,Q)=(P+Q,P—0Q),

e onde o mapa vertical o é a composicao dos dois mapas

E x E — P! x P!, (P, Q) — (x(P),z(Q)),

P! x P! — P?, ([on, Bu], [z, Ba]) = [B1P2, a1 Ba + a2 b1, 1o

A ideia principal é ver t,u e v representando 1, x1 + 2, € 129, assim g([t, u, v]) fica
(1,23 + x4, T324].

A seguir mostraremos que g é um morfismo, e assim poderemos aplicar o teorema
(4.4). Pela definicdo, devemos mostrar que os trés polinémios homogéneos que
definem ¢ nao tém zeros em comum, a nao ser t = v = v = 0. Suponha que
g([t,u,v]) =0. Se t =0, entao de

u? — 4tv =0 e (v — At)* — 4Btu =0

vemos que u = v = 0. Assim podemos assumir que t # 0, entao podemos definir o
valor © = u/2t.

A partir desse novo z, a equagao u®> — 4tv = 0 pode ser escrita como z? = v/t.
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Dividindo temos
2u(At +v) +4Bt* = 0 e (v — At)*> —4Btu =0
e assim por t? e reescrevendo em termos de x obtemos as equacoes

Y(r) = 4dx(A+2*)+4B = 42® +4Ar+4B =0,
o) = (2 —A)?—8Br = z*—2A2*> —8Br+ A*=0.

Estes polinomios sao familiares, pois sua razao é a funcao racional que aparece na
férmula de duplicacao vista na pagina (65). Para demonstrar que ¥ (X) e ¢(X) nao

tem raizes em comum, é suficiente verificar a seguinte identidade,
(12X2 + 16 A)p(X) — (3X° — 5AX — 27TB)y(X) = 4(4A® + 27B?) # 0.

Segue entao que g é um morfismo, completando a demonstracao.

Voltamos ao diagrama comutativo e calculamos

Mo(P+Q,P-Q)) = hlooG(P,Q))

h(goa(P,Q))
2h(c(P,Q)) + O(1), do teorema (4.4),

pois g é um morfismo de grau 2. Para completar a demonstracao do teorema (4.8)

quando f = z, mostraremos que
h(o(Ry1, R2)) = he(Ry) + he(Rs) + O(1) para todo Ry, Ry € E(K).
Entao, aplicando essa relacao para cada lado da equagao

ho(P+Q, P —Q)) =2h(c(P,Q)) + O(1)

nos fornece o resultado desejado.
Se Ry = O ou Ry = O, entao h(o(Ry, Ry)) ¢é igual a hy(Ry) + h,(Rs). Caso

contrario escrevemos
o(Ry) =[a, 1] e 2(Re) = o, 1],
e entao
h(o(Ry, Ry)) = h([1,0q0 + ag,aqs]) e hy(Ry) + hy(Rs) = h(ay) + h(az).

Aplicamos o teorema (4.5) ao polinémio (T + oy )(T + az) para obter a estimativa
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que queriamos
h(cr) + h(ag) —log4 < h([1, a1 + ag, ajas]) < h(ay) + h(ag) + log 2.

Por fim, para demonstrar o resultado para uma fungao par f € K(FE), provaremos

no préximo lema que
1
hy = 5(deg f)he + O(1).
Dessa forma, multiplicamos h, escrito dessa forma por % deg f, obtendo assim o que

queriamos. 0

Lema 4.2. Dados f,g € K(F) fungoes pares, entao

(deg g)hy = (deg f)hy + O(1).

Prova. Sejam z,y € K(F) coordenadas de Weierstrass para E/K. Sabemos do
coroldrio (3.1) que o subcorpo de K(FE) consistindo das fungoes pares é K(z), e

assim podemos encontrar uma funcao racional r(X) € K(X) tal que o seguinte

|

Pl —— P!,

diagrama é comutativo.

Consequentemente, usando o teorema (4.4) e a proposicao (2.5), onde r é um

morfismo, deduzimos que

hy =hyor = (degr)h, + O(1).
O diagrama nos diz que

deg f = (degz)(degr) = 2degr,

assim temos que

2hy = (deg f)h, + O(1).

Fazendo da mesma forma para g temos
2hy = (deg g)h, + O(1),
e combinando essas equagoes temos que

(degg)hy = (deg f)hy + O(1),
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como queriamos. O

Corolario 4.2. Sejam E/K uma curva eliptica, e f € K(F) uma funcao par.
(a) Seja Q € F(K). Entao

he(P+ Q) <2hs(P)+ O(1) para todo P € E(K),

onde O(1) depende de E, f e Q.
(b) Seja m € Z. Entao

hs([m]P) = m*h;(P) + O(1) para todo P € E(K),
onde O(1) depende de E, f, e m.

Prova. (a) Como hf(P — @) > 0, aplicando o teorema (4.8) obtemos o resultado.
(b) Como f é par, é suficiente considerarmos apenas quando m > 0. O resultado
¢ imediato para os casos m = 0 e m = 1. Faremos a prova por inducao sobre
m. Suponha que o resultado vale para m — 1 e para m. Mostremos para m + 1.

Substituindo P e @ no teorema (4.8) por [m|P e P, respectivamente, encontramos

que
he(fm+1]P) = —hs([m — 1]P) + 2hs(Im]P) + 2hs(P) + O(1)
= (—=(m —1)*+2m? + 2)h;(P) + O(1), por hipitese de indugao
= (m+1)%hs(P) + O(1).
O que completa a prova. O

Observacao 4.4. O teorema (4.8), o lema (4.2) e o corolario (4.2) também sao
verdadeiros para fungoes fmpares, pos f? é par, e de fato vale que hy2 = 2h;. Mais
geralmente, nosso resultado é verdadeiro para quaisquer f € K(E) “dentro” de um

e. Precisamente, diremos do coroldrio (4.2b) que, para todo € > 0 é vélido que
(1 - m®hy + O(1) < hy o [m] < (1 + m?hy + O(1),
onde O(1) depende de E, f, m, e €.

Podemos agora completar a prova do teorema de Mordell-Weil.

Teorema 4.9. (Mordell-Weil) Sejam K um corpo de nimero, E/K uma curva

eliptica. Entao o grupo E(K) é finitamente gerado.
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Prova. Escolha qualquer funcdo par nao constante f € K(F), por exemplo, f
poderia ser a coordenada z na equagao de Weierstrass. Mostremos que a fungao

altura
hy E(K) —R

tem as seguintes propriedades:
(i) Seja @ € F(K). Existe uma constante C, depende de E, f e @, tal que

hi(P+ Q) <2hs(P)+Cy para todo P € E(K).
(ii) Existe uma contante Cy dependendo de F e f, tal que
h¢([2]P) > 4hs(P) — Cs para todo P € E(K).
(iii) Para todo constante C5, o conjunto
[P € B(K) : hy(P) < Cs)
¢ um conjunto finito.
O item (i) é uma reafirmacao do corolario (4.2a), enquanto que (ii) é imediato

quando m = 2, o caso em (4.2b), e (iii) é feito no teorema (4.1). Isso completa a

prova do teorema de Mordell-Weil. U
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Capitulo 5

Pontos Integrais em Curvas

Elipticas

Muitas curvas elipticas tem infinitos pontos racionais, apesar do teorema de Mordell-
WEeil nos dizer que o grupo dos pontos racionais ¢ finitamente gerado. Outra questao
natural no sentido Diofantino é determinar quantos pontos em uma dada equacao
de Weierstrass (afim) tem coordenadas inteiras. Neste capitulo veremos um pouco

sobre como podemos tratar esse caso.

5.1 Aproximacao Diofantina

O problema fundamental quando se trata de aproximagao Diofantina é a questao de

quao proximo um nimero irracional pode ser aproximado por um ntmero racional.

Exemplo 5.1. Para qualquer niimero racional p/q, sabemos que o valor |p/q—+/2| é
estritamente positivo, e como Q é denso em R, uma escolha aproximada de p/q pode
ser tao pequena como desejarmos. O problema é fazé-lo tao pequeno sem tornar p

e q tao grande. Os proximos resultados ilustram a ideia.

Proposicao 5.1. (Dirichlet) Seja @ € R com o ¢ Q. Entao existem infinitos
numeros racionais p/q € Q tal que

1

?.

’ p
q

Prova. Seja () um numero inteiro grande e olhemos para o conjunto dos nimeros

reais

{qa—[qa]:qz@,l,...,@},

onde [ - ] denota o maior inteiro. Como « é irracional, esse conjunto contém @ + 1

nimeros distintos no intervalo de 0 a 1. Dividindo o intervalo [0, 1] em @ tamanhos
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iguais e aplicando o principio da casa do pombo, encontramos que existem inteiros
0 < q1 < g < (@ satisfazendo

(e — [qr0]) — (g — [g2a])| < %.

Entao

[g20] = [q10] —al < 1 1

@& — ¢ (@2 —q1)Q = (2 — @)?*

Isso fornece uma aproximacao racional a a tendo a propriedade desejada.

Finalmente, obtemos uma lista de aproximacoes, seja p/q um valor para o qual
Ip/q — | é pequeno. Entdao tomando @ > |p/q — a|~! garante que tenhamos uma
nova aproximacao que nao esteja na nossa lista. Consequentemente existe infinitos

nimeros racionais satisfazendo as condigoes da proposicao. O

Observagao 5.1. O resultado de Hurwitz diz que 1/¢? do lado direito da proposigao
de Dirichlet pode ser substituido por 1/(v/5¢?), e este resultado é o melhor possivel.

Proposicao 5.2. (Liouville [12]) Seja a € Q tendo grau d > 2 sobre Q, ou seja,
[Q(a) : Q] = d. Existe uma constante C' > 0, dependendo de «, tal que para todo

nimero racional p/q temos

- -«
q

>

p
=

L

Prova. Seja
f(T) = agT* + a, T + -+ + ag € Z[T)

o polinomio minimo de «, e seja
Cr=sup{f(t):a—1<t<a+1}.
Entao pelo teorema do valor médio temos que
7)1 () -
q q
Por outro lado, sabemos que ¢*f(p/q) € Z, e além disso f(p/q) # 0, pois f nao tem

o)l
q

Escrevendo C' = min{C;*,1} e combinando as tltimas duas desigualdades ficamos

< b
q

raizes racionais. Entao

com

- -«

C
> — para todo p/q € Q.
q

REEr
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Observacao 5.2. Liouville usou este teorema para provar a existéncia de ntimeros
transcendentes. Nota-se que no teorema de Liouville é bem facil encontrar
explicitamente um valor para a constante C' em termos de «. Isto marca um
contraste com o restante dos resultados que estudaremos no restante desta secao.
O teorema de Dirichlet diz que todo nimero real pode ser aproximado por
nimeros racionais com 1/¢?, enquanto que o resultado devido a Liouville nos diz
que ntimeros algébricos de grau d podem ser aproximados nao mais que C'/¢?. Para
irracionalidades quadréticas existe pouco a dizer, mas se d > 3, entao é natural
perguntarmos para o melhor expoente que ocorre em ¢. Nao existe razao particular
para restringir valores aproximados em (Q, assim nos permitimos variar sobre um
corpo numérico fixado K. Finalmente, ao medir a aproximacao podemos usar

qualquer valor absoluto em K.

Definigao 5.1. Seja 7(d) uma funcao do tipo 7 : N — R. Um corpo de nimero K
é dito ter expoente de aproximacao 7 se ele tem a seguinte propriedade:

Dados a € K, d = [K(a) : K], e v € My um valor absoluto em K que possa
extender a K(a) de algum modo. Entao para qualquer constante C' existe um

nimero finito de x € K satisfazendo a desigualdade
|z —a| < CHy(z)™@,

A estimativa elementar de Liouville diz que Q tem expoente de aproximacao
7(d) = d + € para qualquer € > 0. Este resultado foi sucessivamente melhorado por

alguns matematicos:

Liouville 1851 7(d) =d+e

Thue 1909 7(d)=id+1+¢
Siegel 1921 T(d)—2\/_+€
(d) =
(d)

\]

Gelfond, Dyson 1947 7(d

Roth 1955 7(d)=2+¢

Em vista de Liouville, o resultado de Roth é o melhor possivel, além disso é
conjecturado que € possa ser substituido por alguma fungao e(d) — 0 quando d — oo.

Enunciamos, sem demonstragao, o teorema de Roth.

Teorema 5.1. (Roth) Para todo € > 0, todo corpo de numérico K de grau d tem
expoente de aproximacao
7(d) =2 +e.
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Exemplo 5.2. Vejamos como os teoremas de aproximacao diofantina tratam as

equagoes diofantinas. Considere o problema de resolver a equagao
-2y =a

em inteiros z,y € Z, onde a € Z é fixado. Suponha que (z,y) é solugao, com y # 0.

Seja ( uma raiz cibica primitiva da unidade, e fatore a equagao como

G- G- G095

Os segundo e terceiro fatores sao limitados, assim obtemos uma estimativa da forma

E_\S/ﬁ’<g

Y —y¥

onde a constante C' é independente de x e y. Pelo teorema de Roth acima ou

pelo teorema de Thue com 7(d) = %d + 1 + €, vemos que existem apenas finitas

possibilidades para x e y. Entao a equagao
3 — 2y3 =a

tem finitas solugoes inteiras.

Observacao 5.3. O que foi dito no teorema de Roth é que existe um niimero finitos
elementos de K tendo uma certa propriedade. A prova nao nos da um procedimento
efetivo para encontrarmos todos os elementos desse conjunto finito. Notamos que
como consequeéncia, todo resultado de finitude que demonstramos na secao 2 nao sao
efetivos, pois dependem do teorema de Roth. Similarmente, do exemplo (5.2), nao
é produzido vizinhanca explicita para x e y em termos de a. Entretanto, existem
outros métodos, baseados em estimativas para formas lineares em logaritmos, os

quais sao efetivos nesse sentido.

5.2 Funcoes Distancia

Desigualdades diofantinas tais como
|z —al, < CHg(z) 7@

consistem de duas partes. Primeiro, exite a fungao altura Hg(z), que mede o

tamanho aritmético de z. Segundo, existe o valor |z—a/l,, que é medida topolégica ou
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métrica da distancia entre x e «, ou seja, ele mede a distancia na topologia v-adica.
Nessa secao definiremos a nocao de distancia v-adica em curvas, deduziremos
algumas propriedades basicas, reinterpretando alguns resultados de aproximagao

diofantina, em termos dessa funcao distancia.

Definigao 5.2. Seja C/ K uma curva, v € M, e fixe um ponto @ € C(K,). Escolha
uma fungao tg € K,(C) que tenha um zero de ordem e > 1 em () e nenhum outro

zero. Entao para P € C(K,), definimos que a distancia v-ddica de P em @ por

dy(P, Q) = min {|tq(P)|//%, 1} .

(Se tg tem polo em P, definimos formalmente |tg(P)| = oo, assim d,(P,Q) = 1.)

Observagao 5.4. Para ver que tg existe, usamos o teorema de Riemann-Roch. L4
é dito que se C' tem género g e se ¢ > g + 1, entao £(e(Q)) > 2, assim existe uma
fungao nao constante f € L(e(Q)). A funcao f tem polo em ) e nenhum outro,

entdo podemos tomar to = 1/f.

Observacao 5.5. Na pratica, fixamos um ponto () e usamos a funcao distancia
d,(P, Q) para medir a distancia de P a () quando P varia. E claro que a fungao
distancia d, tem propriedade qualitativa direita, isto é, d,(P, Q) é pequeno quando
P esta v-adicalmente préximo a tg. Por outro lado, o valor de d,(P, Q) depende da
escolha da fungao ¢, assim uma notagao diferente poderia ser d, (P, tp). Entretanto,
como usamos d, para medir a razao com que a variacao do ponto ao se aproximar
do ponto fixado, o préximo resultado mostra que a escolha de tg é irrelevante para

o enunciado em nosso teorema.

Proposicao 5.3. Seja Q € C(K,) e F' € K,(C) uma funcao que se anula em Q).

Entao o limite
log [F'(P)],

= ordg(F
PeC(K,) log d,(P, Q) ordg(F)
P—Q

existe e é independente da escolha da funcao ¢y usada para definir d,(P, Q).
Aqui P—( significa que P € C(K,) se aproxima de () na topologia v-ddica, isto é,
dy(P,Q) — 0.

Prova. Seja tp uma funcao que se anula apenas em () que usaremos para definir
dy(-, Q). Seja e = ordg(tg) e f = ordg(F). Entao a funcdo ¢ = Fe/tg nao tem nem

zero nem polo em @), assim |¢(P),| é limitado além do 0 e co quando P tende a Q.
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Entao

loglP(Ply 1y, LogIF (Pl
= 1/e
P}eDcT(f;v) log dy (P, tq) Pg%(gv) log |tq(P)l
1 log|¢(P)]s
— it lim L. losle(Dl
pec(i,) e logltg(P)ls
P—Q

Observagao 5.6. O uso da funcao tg na definicao de distancia ¢ artificial e nao
generaliza variedades de dimensoes maiores. Uma alternativa para a definicao é
usar uma lista finita de fungées t;,...,t. € K(F) com a propriedade de que cada t;
anula em @) tal que tq,...,t, ndao tenham outro zero em comum. Entao, se e; denota

a ordem de t; em (), a funcao distancia d, pode ser definida por
d,(P, Q) = min {max{|t1(P)|11/el, . |tr(P)|11)/er}, 1} )

A seguir examinaremos o efeito de mapas finitos na distancia entre pontos. Temos
que observar que isso depende do indice de ramificagdo do mapa, nao do seu grau.
Compare com o teorema (4.4), do capitulo anterior.

Proposicao 5.4. Sejam C, /K, Cy/K curvas, ¢ : C1 — Cy um mapa finito definido
sobre K, ) € C1(K,) e e,(Q) o indice de ramificacio de ¢ em (). Entao

logd,(¢(P), 9(Q))
PECIHI?KU) log d, (P, Q) = (@),

P—Q
v

Prova. Sejam tg € K,(C)) uma fun¢do que se anula com ordem e; > 1 em @ e
que nao tenha outras raizes, e também tyg) € K,(C2) uma funcao que se anula
com ordem ey > 1 em ¢(Q) sem outras raizes. Segue da definicao de indice de

ramificacao que

ordglyQ) © ¢ = ey(P)ordgg)leq) = eo(P)eo,

assim as funcgoes (ty) © @) e teQd’(P)62 se anulam com mesma ordem em ().
Consequentemente a fungao
(to(@) © 9)
f= o € K,(Ch)
Q
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nao tem zeros nem polos em Q. Segue que |f(P)|, é limitado além de 0 e oo quando

P—Q , .
v . Além disso

log d,($(P), #(Q)) _ 10g |ta@)(¢(P))"*
log d,(P, Q) log [tq(P)[¥/*

_ (@) loglta(P)]/ +log | f(P)].
log |to(P)[,/!

— e4(Q)  quando 7@

Agora reinterpretaremos o teorema de Roth em termos de fungdes distancia.

Corolério 5.1. Sejam v € My um valor absoluto, C'/ K uma curva, f € K(C) uma

funcido nao constante e Q € C(K). Entao

log d, (P
lim inf 0809 o
Pec(k) log Hi (f(P))

(2

(Se @ nao é um ponto de acumulagao v-adico de C'(K), entao definimos lim inf como
sendo 0.)

Prova. Substituindo f por 1/f se necessario, podemos assumir que f(Q) # oo.
(Note que Hig ((1/f)(P)) = Hx(f(P)).) A fungao f — f(Q) é nula em @, digamos

com ordem e, assim da proposigao (5.3) temos

log |f(P) = f(Q)]

lim inf —e.
Peoli) dy(PQ) )

P—Q
v

Consequentemente,

PR Tog Hic(T(PY) — PE(R) clo Hic(7(P)

P—Q
v

1 (log(HK(f(P))Tlf(P)

e PEC(R) log Hy(f(P))

P—Q
v

QW

Basta definirmos 7 = 2 + €. Pelo teorema de Roth

Hg (f(P))]f(P) = F(Q)» =1
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para quase todo P € C(K). Ainda

log d, (P, 2
lminf JCERPQ) o T 2+e€
pec(k) log Hk (f(P)) e e
P—Q
Como € > 0 é arbitrario e e > 1, obtemos o resultado como queriamos. 0

A seguir enunciamos o teorema de Siegel, que é na verdade uma melhoria no

resultado da aproximagao diofantina.

Teorema 5.2. (Siegel) Sejam E/K uma curva eliptica com #FE(K) = oo, f € K(E)

uma funcao nao constante, v € Mg, e Q € E(K). Entao

log d,(P, Q)
im —————= =0.
pPeE(K)  hy(P)
hf(P)—)OO

Prova. A demonstracdo pode ser vista em [1, capitulo IX].
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