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Resumo

Iiste trabalho trata da solucao numérica de uma equacao diferencial parcial
utilizando-se o Método dos Elementos Finitos (MEL') e o Método EFGM. Além de uma
revisao formal sobre o MEF, o objetivo deste trabalho é mostrar alguns pressupostos
necessérios para a aplicacao dos métodos numéricos a equagoes diferenciais parciais e desen-
volver uma implementacao com os softwares Mathematica e Matlab para solugao numérica
da equacao de Schrodinger, caso linear independente do tempo, aplicada a dois casos clds-
sicos: poco de potencial e oscilador harménico simples. Os resultados alcangados sao com-
parados aos apresentados pela utilizagao do Método dos Elementos Finitos - artigos de
Koshiba et al [30], [31] e Goloskie [21]; aproximagao por Sturm-Liouville - descrita e imple-
mentada no ambiente Mathematica por Bhader [7]; ¢ Método EFGM - artigos de Dolbow
and Belytschko [12] ¢ Machado at al [27] implementados no ambiente Matlab.




Abstract

This work treats of the numeric solution of a partial differential equation be-
ing used the Finite Element Method (MEF) and Element Free Galerkin Method ( EFGM).
Besides a formal revision on MEF, the goal of this work is to show some necessary require-
ments for the application of the numeric methods to partial differential equations and to
develop an implementation with the softwares Mathematica and Matlab in the numerical
solution of the equation of Schrédinger, for the time independent linear case, applied to
two classic cases: quantum well and simple harmonic oscillator. The reached results are
tested graphically and compared to the presented by the use of the Method of the Finite
Elements - works of Koshiba et al ([30], [31]) and Goloskie ([21]); problem the eigenvalue
of Sturm-Liouville problem - described and implemented in Mathematica enviroment by
Bhader ([7]); and Método EFGM - works of Dolbow and Belytschko ([12]), and Machado
et al ([27]) implemented in Matlab.
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Introducao

Desde o advento da mecénica quéntica, a solugao de problemas nessa drea é com-
plexa e sujeita a muitas instabilidades. Uma das equagoes bésicas é a de Schrodinger, por
sinal uma equagao diferencial parcial de 2%ordem. A equagao de Schrodinger é tradicional-
mente resolvida através de um sistema de equagoes diferenciais (por exemplo o problema
de autovalores de Sturm Liouville) ou por métodos de aproximagao inicial e respectivas
convergéncias. Alguns casos particulares sao resolvidos analiticamente e o restante so-
mente através de métodos numéricos, destes o Método dos Elementos Finitos (MEF) tem se
destacado nos 1iltimos anos, e mais recentemente o Método EFGM (Element Free Galerkin
Method - ainda sem uma tradugao de consenso).

O uso de métodos numéricos nao quer dizer que a fisica quintica, a matemdtica
aplicada e as andlises tedricas estejam sendo preteridas. Muito pelo contrério, é comum as
trés técnicas se complementarem no estudo de algum fendémeno particular. No primeiro caso
¢ da fisica a base tedrica para a interpretagao do fenémeno. No segundo caso, as equagoes
de novos modelos tedricos sao resolvidos por meio de técnicas numéricas e os resultados sao
comparados com experimentos, confirmando ou nao a validade dos modelos. Finalmente,
simula-se o fendémeno e procede-se a andlise dos resultados com os valores assintéticos
previstos pela mecanica quantica. O objetivo dos métodos numéricos aplicados & mecénica
quéntica é reduzir o mimero de experimentos e explorar fendémenos que nao poderiam ser
estudados em laboratérios de forma pratica, dessa forma pode-se avaliar numericamente os
diversos pardmetros relevantes ao problema. Esses podem ser facilmente alterados até que
o resultado da simulagao atenda as exigéncias de um projeto. Tudo isso de forma bem mais
conveniente e com custos ¢ tempos menores do que apenas utilizando técnicas experimentais

e andlises tedricas.
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O Método dos Elementos finitos (MEF), em vez de considerar equagoes dife-
renciais para um dado sistema a ser estudado, adota funcionais (expressoes variacionais)
sobre os quais aplica-se o principio variacional em uma regiao de interesse dividida em
partes chamadas de elementos. Um modelo equivalente discretizado € construido para cada
elemento e as contribui¢oes de cada elemento sao consideradas no sistema.

EXm outras palavras, o MEF pode ser considerado uma sub classe do método
de Ritz-Rayleigh!, onde pedagos discretizados definidos por fungoes polinomiais sao usadas
para funcoes demonstracao ¢ infinitos graus de liberdade do sistema sao discretizados ou
substituidos por um mimero finito de parmetros desconhecidos.?

Nos procedimentos cldssicos sem subdivisao do processo, o sistema ¢ modelado
usando-se fungoes analiticas sobre toda a regiao de interesse. listes procedimentos, geral-

mente, sao aplicdveis unicamente a materiais e geometrias simples. Das vérias formas de

discretizacao possiveis, uma das mais simples é o Método das Diferencas Finitas (MDF)

e sua versao tradicional usa uma malha regular que nada mais é que uma grade retangu-
lar com nés nas intersecgoes das linhas ortogonais. Entretanto, uma malha regular nao é
adequada para fronteiras curvas ou interfaces, pois estas interceptam as linhas de grade
obliquamente aos nés. Também, uma malha regular nao é adequada para problemas com
campos varidveis.

No MEF, a regiao ¢ subdividida em clementos que, por sua vez, podem ser sub-
regioes. Os elementos podem ter vdrias formas, tal como tridngulos e retdngulos permitindo
seu uso em malhas irregulares. Também, o MEF é adequado para problemas com variagoes
de campo e sua aproximagao pode ser facilmente adaptada para problemas anisotrépicos
e nao homogéneos. Além disso, o elemento finito pode ser modelado nao por um método
variacional mas pelo método de Galerkin, que ¢ um método de residuos, ou seja, o MEF
pode ser aplicado a problemas onde nao exista o principio variacional ou onde nao possa
ser possivel sua identificagao.

J4 o Método EFGM considera a regiao como uma nuvem de pontos € nao mais
elementos como no MEL, daf ser considerado meshless, ou seja nao necessita de elementos

ou malha para sua discretizagao mas apenas pontos. Sua vantagem surge juntamente com

1 Ver BUTKOV, Eugene. FisicaMatemdtica. Rio de Janeiro: Guanabara Koogan, 1988, p. 564.

2 KOSHIBA, Masanori. “Optical Waveguide Theory by Finite Element Methoeds”, 1993.
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um maior desenvolvimento das técnicas computacionals, sem as quais o método poderia
ser muito demorado ou até mesmo nexeqiiivel. Dessa forma, todos aqueles problemas com

condi¢oes de contorno e fronteiras complicados de dificil discretizagao por elementos ou

malhas, agora podem ser tratados e terem solugoes numéricas com precisao muito boas.
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Capitulo 1

A equacao de Schrodinger e sua
importancia

De acordo com a mecAnica cldssica, se for conhecida a posicao e a velocidade de
um ponto material, pode-se prever, pelas leis mecénicas, toda sua trajetéria futura. Essa
heranga dos postulados newtonianos entrou em choque quando das experiéncias de Plank,
Milikan, Compton e muitos outros que se apoiaram na interacao da luz com elétrons onde
estes ora sao ondas ora sao particulas. Uma particula é um objeto pequeno, bem localizado
no espago, enquanto onda ¢ algo que se propaga dispersa pelo espago; particula e onda sao
descrigoes incompativeis, antitéticas para representar objetos com extensao espacial.

A natureza dual da luz as vezes particula, as vezes onda, foi um resultado ex-
perimental inquestiondvel que mostrou a inadequacao da fisica cldssica para representacoes
de imagem ¢ linguagem para descrever a realidade quéntica.

Na fisica cldssica, a energia é transportada por ondas ou particulas. Um exemplo
desse fendmeno é uma onda transportando energia sobre um espelho d’dgua. Esse mesmo
modelo nao pode ser usado quando se trata de radiacao ou quando de particulas elementares
como pésitrons e néutrons. Mais ainda, a dualidade onda-particula da luz mostra que esta
nao ¢ uma onda ou particula, mas, de certa forma, ambas - depende de como sao investigadas
suas propriedades, ou seja, depende de como ¢ realizada a experiéncia. O observador de

fendmenos fisicos quénticos nao tem um comportamento passivo, pois depende dele qual




serd o comportamento da luz [14, pp. 134, 1976).

Louis de Broglie mostrou que a dualidade onda-particula nao era apenas uma
peculiaridade da luz, mas de toda a matéria. O postulado de de Broglie diz que o movimento
de uma particula microscépica é governado pela propagacao de uma onda associada a ela,
sem no entanto especificar de que forma essa onda sc propaga: “..cada vez que, em um
sistema de referéncia, um elemento malerial, no sentido mais geral possui uma energia W,
existe nesse sistema um fendmeno periddico que possui a freqiiéncia v definida pela relacao
do quantum W = hv” 3. Desta forma, matéria e luz nao poderiam mais serem descritas em
termos cldssicos. A mecénica quintica proposta por Heisenberg, através do principio da
incerteza, era capaz de descrever o comportamento de 4tomos e suas transigoes sem associar
imagens cldssicas tais como bolas de bilhar ou sistemas solares em miniatura, apenas como
nimeros através de uma mecdnica matricial. Surgiu uma nova forma de representagao de
fendmenos fisicos.

Através do principio da incerteza & possivel compreender que a radiagao e
matéria tenham uma natureza dual. Vérios paradoxos sao propostos na literatura da
fisica, como exemplo - a experiéncia de Young, modificando-se o anteparo (tela de pro-
jecao por uma superficie fotoelétrica) tem-se uma radiagao constituida por “f6tons” e nao
mais as cldssicas franjas de interferéncia conhecidas da mecénica ondulatéria. “Na ver-
dade o principio da incerleza, ao conlririo da fisica cldssica que descreve uma particula
deterministicamente, mostra que é imposstvel saber, com precisao necessdria, os momentos

instantdneos e as posigoes das particulas” [20], simultaneamente.

I nesse complexo sistema teorizado que surge uma nova mecinica: a mecénica

ondulatdria de Erwin Schrédinger, na verdade uma generalizagao do postulado de de Broglie.
A mecénica ondulatéria de Erwin Schrédinger consiste basicamente de uma fungao de
onda que nao descreve a evolugao de um elétron, mas a probabilidade de um elétron ser

encontrado em uma determinada posi¢ao, ou seja, o que se prevé é a probabilidade de se

* DUQUESNE, Maurice; Matéria e Antimatéria, pg 45, Postulado de Louis de Broglie.
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obter um determinado resultado.

A leoria de Schrodinger da mecdnica qudntica é uma ferramenta para se tratar
de problemas complicados que ocorrem na natureza que envolvam propagacao de ondas,
e destes podem-se citar projetos de eletro-eletronica tais como semicondutores, “chips”
para processadores eletrénicos, ete. Fssa teoria fornece o procedimento geral para tratar o
comportamento de particulas em qualquer sistema microscépico desde que especificadas as
leis do movimento ondulatério que as particulas obedecem. Cada sistema tem especificada
a equagao que descreve o comportamento da fun¢ao de onda, e também a relagao entre esse

comportamento e o comportamento da particula.

1.1 A equacao de Schrodinger

A equagao de Schrodinger ¢ uma equacao diferencial cuja solucao fornece a
fungao de onda ¥(z,t), uma vez conhecida a forga que atua sobre a particula associada
¢ especificado o potencial. A solugao da equagao de Schrodinger ¢ uma relagao entre a
solugao ¥(z,t) e certas derivadas de ¥(z,t) em relacao as varidveis independentes z e t.
Como existe mais de uma varidvel independente, tem-se derivadas parciais do tipo

AV(z,t) e oY (z,t) o OV (zx,t) PY(zx,t)

ox ot 0x? oy ot?
A obtencao da equagao de Schrodinger estd fundamentada em um conjunto de
consideragoes fisicas ¢ matemdticas, apresentadas a seguir:
1 - Deve ser coerente com os postulados de de Broglie- Einstein, ou seja, € razodvel
que esteja relacionada com o comprimento de onda A da fungao de onda com o momento p

da particula associada, ¢ a freqiiéncia v da fungao de onda com energia total I da particula

1D =

E
h

onde h é a constante de Plank.
2 - Deve ser consistente com a equacgao que relaciona a energia total /2 de uma

particula de massa m com sua energia cinética p?/2m + V e sua energia potencial V.

2

nl p
) A S
2m




L

3 - Deve ser linear em ¥(z,t), isto &, se ¥y(z,1) e ¥y(z,t) sao duas solugoes

diferentes da equacao para uma dada energia potencial V, entao qualquer combinacao

linear (envolve primeiras poténcias) arbitraria (as constantes podem ter valores quaisquer)

dessas solugoes, ¥(xz,t) = ;¥ (z,t) + ca¥y(z,t), também & uma solugao. A exigéncia
de linearidade garante que se pode somar fungoes de onda para produzir interferéncias
destrutivas, caracteristicas das ondas®.

4 - A energia potencial V' é em geral uma funcao de z, ¢ possivelmente até de t.
No caso de uma particula livre, V(z,t) = Vj e a forga que atua sobre a particula serd dada

por

_ 0V(x,t)

- Ox

e, se¢ Vp € constante, tem-s¢ I’ = 0 ¢ o momento p da particula serd constante, bem como

F

sua energia total I e os valores de A = h/p e v = F//h. Em vista disso, pode-se supor que a
equacao diferencial desejada admitird solugoes de onda senoidal com comprimento de onda
e freqiiéncia constantes.

Considerando-se as relagoes de de Broglie-Finstein do item 1 para escrever a
equagao de energia do item 2 em termos de A e v, tem-se:

h?
om A2 + V(z,t) = hv
Introduzindo as grandezas nimero de onda angular k = 27/, fregiiéncia angu-
lar w = 27v e constante de Planck dividida por 2r  h = h/27 , obtem-se
2.2
};?i +V(z,t)=hw (1.1)
>ara satisfazer a condigao de linearidade é necessério que cada termo na equagao

diferencial seja linear em ¥(z,t), isto é, seja proporcional & primeira poténcia de ¥(z,t) °.

1 Experiéncias, como as de Davisson e Germer,mostram que as figuras de difracdo também sio encontradas
no movimento dos elétrons e outras particulas atémicas.(Eisberg, 173)

| 4 3 . . .
®  Note-se que qualquer derivada de W(z,t) possui esta propriedade. A derivada cresce pelo mesmo fator
da mudanca do valor de ¥(z,t), por exemplo, a variacao do valor de

O*V(z,t)
ox2
resultante da mudanga do valor de ¥(z,t) por um fator ¢, ou seja
Plev(z,t)]  P¥(z,t)
ox2 = =  Ox2

onde ¢ é uma constante qualquer. Para que seja linear em ¥(z,t), a equagao diferencial nao pode conter
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Para verificagao do item 4, considere uma onda senoidal simples, tal como

U(z,t) = sen 2w (; - 'vt)

ou mesmo uma fungao de onda formada pela soma de vérias ondas senoidais (particula livre).
Substituindo as grandezas k ¢ w tem-se ¥(z,t) = sen(kxz — wt) e derivando parcialmente
em relacao a x ¢ a t tem-se

oY (z,t) dsen(kx — wt) _F edalhu )
Oz Ox
O*U(z,t) k(’)cos(k:n — wt)
Ox? ox

OV (z,t) dsen(kx — wt) i on (ittt}
— = —w cos(kz —

ot ot
O?¥(z,t) d cos(kz — wt)

2
= —w = —w’sen(kxr — wi
oz o et )

= —k?sen(kx — wt)

A primeira derivada temporal (em relagao a t) introduz o fator —w e a segunda
derivada espacial (em relacao a ) introduz o fator —k?. A equagao diferencial em estudo
deve ser consistente com a equacao (1.1), que contém um fator de k? em um termo e um
fator w em outro. Deduz-se que a equagao diferencial deve conter uma segunda derivada
espacial de ¥(z,t) e uma primeira derivada temporal de ¥(z,t), e que também deve haver
um termo contendo um fator de V(z,t), pois ele estd presente em (1.1), e para garantir a

linearidade, esse termo deve conter um fator de ¥(z,t). Juntando essas idéias, tem-se:

*V(z,t) o a0%(z,1) :
Q—W+V(m,t)'l'(.r,£) —ﬁ ot (13)

Os termos « ¢ # sao utilizados para fornecer os ajustes necessarios as vérias
exigéncias que a equacao (1.3) deve satisfazer. Para descobrir os valores destes fatores,
considere um potencial constante V(z,t) = Vp e calcule ¥(z,t) e suas derivadas. A partir

da equacao (1.1) e de (1.2) obtem-se:
—a sen(kx — wt)k? + sen(kx — wt)Vp = — B cos(kx — wit)w

assim, tem-se a ¢ 3 de forma a satisfazer as condigoes dos itens 1 e 2 apenas para combi-

nacoes lineares especiais de « e ¢ para os quais sen(kz —wt) = cos(kz—wt). Para contornar

nenhum termo independente de ¥(z,t), ou seja, que seja proporcional a [¥(z,t)]%, ou a [¥(z,t)]?, ou a
qualquer poténcia superior.
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este problema, ao invés de utilizar uma 1inica funcao de onda, usa-se a combinagao
U(z,t) = cos(kx — wt) + v sen(kx — wt) (1.4)

onde 7y & uma constante para dar flexibilidade adicional a equagao. Calculando as derivadas
para esta equacao, tem-se:

OV (x,
Elp—(,()':_’—) = —k sen(kx —wt) + k 7y cos(kz — wt)

O*W(x,t)
0x?

oY (z,t)
ot

substituindo (1.4) e (1.5) em (1.3), e fazendo V(z,t) = Vp, obtem-se

= —k?cos(kz — wt) — k*y sen(kxz — wt)

= w sen(kr —wt) —w v cos(kx — wt)

—a k? cos(kx — wt) — a k*y sen(kz — wt) + Vo cos(kx — wt) + Vp v sen(kx — wt) =

= fw sen(kr —wt) — fw vy cos(kx — wt)

simplificando

[~ k® + Vo + Bw 1] cos(kz — wt) + [—a k*> v+ Vo v — B w] sen(kz —wt) =0

Para que esta desigualdade seja vilida, para todas as combinagoes das varidveis

independentes x e ¢, &€ necessdrio que os coeficientes do seno e cosseno sejam zero. Entao
2
—akf+Vo+pPwy=0

—ak+Vo=—PBryw (1.6)

—ak’y+Voy—-Bw=0
—ak’+Vy= G i (1.7)
com isto tem-se trés equagoes algébricas para scrcmry satisfeitas, (1.1), (1.6) e (1.7), e trés
constantes, «, 3 e -y, para operacionalizar. Somando (1.7) a (1.6) obtem-se:

0 B




onde i € o nidmero imagindrio. Substituindo este resultado em (1.6), tem-se:
—akl+Vo=1+ifuw

comparando-se com (1.1),

h2k?
- +Vo=hw
2
obtém-se que:
—h?
2m

+i3 h ou

x

h = #if (=i) =>ih=i(+i)8 =>ih=+’f=>ih=+(-1)8 =P==%ih

Seguindo o convencional, escolhe-se o sinal positivo &, logo # = +ih. Pode-se entao deter-
minar todas as constantes na forma suposta para a equacao diferencial:

h? 9*V(x,t) ., 0U(z, 1)
e rad V(z,t)¥(z,t) = th (1.8)

Fista equagao satisfaz todas as hipSteses iniciais relativas & equacao de onda da
mecénica quantica, [15].0 resultado a que se chegou é um caso especial: o caso de uma
particula livre, onde V(z,t) = V,, uma constante. Erwin Schrédinger propds esta equacao
7 e postulou que teria a mesma forma no caso geral em que a energia potencial V(z,t) varia
como funcao de z e t ®. Pode-se afirmar, no entanto, que a equagdo de onda de Schridinger,
dentro de certas aproximagoes e satisfeita por um pacote de ondas, descreve uma particula
deslocando-se livremente. Para uma particula de momento p e energia cinética p?/2m, as

equacgoes de de Broglie fornecem:

f(z,t) = / dk g(k) e*=—®)t (1.9)

dw
dk
hw

6 A escolha do sinal néo ¢ significante, pois sua consequéncia em nada altera o resultado final.

7 Conforme Gleiser, Schrodinger formulou sua teoria em seis manuscritos, 1926, por meio de argumentacao

filoséfica e exotérica.
8 A for¢a ndo ¢ nula. A validade do postulado deve ser julgada pela comparacao de suas implicagdes com
as experiéncias realizadas.
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de modo que
2

=
2mh
Entao pode-se reescrever (1.9) em termos de p

‘IJ(‘Tat) \/— fdp ‘;b p) et(px e

entao o pacote de ondas ¥(z,t) ¢ uma soluqao geral da equacgao diferencial parcial
0¥ (z,t) /
a | \/
oY (z,t)
s d ek i
o ,—27”,1 f p¢(p) 5~

que é a solu¢ao mais geral da equagao (1.8), [18]. Pode-se notar que a equacao é de

ih dp ¢(p) E ' P=—ED/R (1.10)

: 2
Pz =)/

th

primeira ordem na derivada temporal, ou seja, uma vez dado o valor inicial de ¥, ¥(z,0),
todos os seus outros valores podem ser determinados, em qualquer instante. Basta observar

a equagao de outra forma:

_ih P¥(z,t

‘IJ(:I,‘JJ + (9&) = ‘I’(.’B, t) + 2 TROT

ou ainda

U(z,0) = dp ¢(p) eP/"

Vi)

Mais uma vez pode-se reiterar a importéncia da equag¢ao de Schridinger - uma

forma de entender, matematicamente, a complexa estrutura do chamado micro-Universo e
consequentemente desvendar os problemas do macro-Universo. Tenta-se, atualmente, uma
teoria unificada da fisica que explique todos os fendémenos do Universo. Para tanto serd
necessario incluir a mecénica quéntica na base de outra grande corrente, a fisica relati-
vistica, para que se superem as incompatibilidades. Ademais, a equagdo de Schridinger
¢ ferramenta bdsica para a modelagem de novos componentes eletrénicos que trabalhem
com emissao ¢ recepcao de ondas através de microestruturas, condutores e semicondutores;
além de muitas outras aplicagoes na engenharia que tratam as ondas, nao mais na forma

da mecénica cldssica, mas na forma de pacotes de energia.

1.2 A equagao de Schrédinger independente do tempo

O estudo de novos materiais pela quimica e pela fisica trouxe nova dimensao
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Figura 1.2.1: Barreira de potencial arbitréria.

para a interpretacao teérica dos fen6menos. Alguns, nao explicdveis pela fisica cléssica,
tiveram sua interpretagao pela fisica quantica. Um exemplo é o caso dos semicondutores.
Estes dispositivos eletrénicos sao constituidos de materiais e substéncias cuja principal
caracteristica é de permitir a passagem de corrente elétrica em um sentido e opor-se a
passagem da corrente elétrica no sentido contrdrio. Estas estruturas tém atraido muita
atencao por suas propriedades eletr6nicas e opticoeletrénicas. As propriedades quénticas
destas estruturas sao, em principio, obtidas pela solucao da equagao de Schrédinger para
uma funcgao envoltéria sobre uma aproximacao de massa efetiva dos elétrons. Em termos
de modelo para estudo quéntico, pode-se interpretar o fenémeno como uma barreira de

potencial - um “muro” que os elétrons nao podem transpor (figura 1.2.1), ou como um pogo

de potencial - um “buraco” que impede a passagem dos elétrons (figura 1.2.2)

O pogo de potencial é frequentemente utilizado na mecénica quéntica para repre-
sentar uma situacao na qual uma particula se move em uma regiao limitada do espaco sob
a influéncia de forcas que a mantém nessa regiao. Apesar do modelo perder alguns detalhes
do movimento, ele contém a caracteristica bdsica de limitar a particula a uma regiao de
tamanho determinado. Quando o potencial é constante ou linear em uma regiao, a equacao
de Schrodinger pode ser resolvida analiticamente. No entanto, quando se considera um
potencial de contorno arbitrério, a equacao de Schriodinger devera ser resolvida através de




| fm=———————

>

X

Figura 1.2.2: Pogo de potencial arbitrédrio

métodos numéricos. Métodos numéricos baseados em aproximacao por muiltiplos passos,
aproximacgao de potencial por pedagos lineares, por analogia a linhas de transmissao tém
sido desenvolvidos com sucesso para andlise de pogos de potencial com potencial de contorno
arbitrario. Também o Método dos Elementos Finitos tem se mostrado muito eficiente para
esse tipo de problema, principalmente quando o problema aborda um funcional ou quando
também trata de sistemas dissipativos ou nao lineares ([25], [32], etc).

No caso da barreira de potencial, no entanto, na medi¢ao do fenémeno fisico para
alguns valores de potencial, nota-se uma emissao apés a barreira. Um exemplo recente de
penetracao de barreira é encontrado no diodo tinel, que é um componente semicondutor
(transistor) utilizado em circuitos eletrénicos répidos (resposta em alta freqiiéncia é melhor
que dos outros transistores). Ainda pode-se encontrar discrepéncia para o pogo de potencial.

Para a engenharia, este fen6meno deve ser equacionado para minorar custos de producao,

e para a fisica matemédtica deve ser estudado de forma a se chegar em um modelo de
previsao/interpretacao satisfatério. Para estes casos, a equacao de Schrédinger é uma
ferramenta da mecénica quintica que atende ao problema.

Um outro estudo de intresse é o do oscilador harménico simples. O oscilador
harmoénico simples é de muita importéncia para a fisica pois é o protétipo de qualquer
sistema que envolva oscilagoes. De forma geral, o oscilador harménico pode ser utilizado
para descrever quase todos os sistemas nos quais uma particula estd executando pequenas




vibragoes em torno de um ponto de equilibrio estdvel.

1.2.1 Propriedades das ondas de matéria

Ao se discutir o comportamento de um elétron em uma rede periédica sujeito a
um campo elétrico externo, é conveniente introduzir o conceito de massa efetiva do elétron.
Pode-se mostrar (ver [15]) que para um mimero infinito de ondas que se combinam formando
um grupo, a velocidade de fase w e a velocidade de grupo g dependem de v, k e dv/dk, ou

seja, as equagoes

dv
s - Liig. pdy
’ 9= an dk

2
tém validade geral. Das relagoes de Finstein e de Broglie

(&
€

Entao, a velocidade de grupo g do grupo de ondas de matéria associado com uma particula

em movimento ¢ dada por

dv dFE

e (1.11)

fazendo
p=mv

obtem-se

dlY muvdv
= —=YV

dp m dv
ou seja, g = v, a velocidade do grupo de ondas de matéria é exatamente iqual a velocidade

da particula cujo movimento ele governa. Conforme 1.11 a velocidade g de um grupo de
ondas € igual a derivada da freqiiéncia v de suas ondas progressivas senoidais componentes

em relacao ao reciproco do comprimento de onda &, isto é

_dv  dw
ghdh:_dn

Multiplicando-se e dividindo-se dv/dk por 2w, v transforma-se em freqiiéncia
angular w e kK no mimero de onda angular ou vetor de onda k. Aplicando-se ao caso simples

do elétron livre com energia
p? 2.2

© 2m 2m
que vemn da relagao Einstein de Broglie £ = hvy = hw. Calculando-se dw/dk a partir da




ultima expressao, tem-se

d.w_h?n

‘q:Er;* 2m m E

hx =

ou seja, que a velocidade do grupo ¢é igual & do elétron. Quando do deslocamento de
um eclétron em uma rede cristalina sujeito a um campo externo, durante um intervalo de
tempo dt o elétron de carga g percorre uma distancia dz, e o trabalho realizado pelo campo
externo I serd a forca aplicada, qF, multiplicada pelo deslocamento, dz. Mas isso ¢ igual
a amplitude da variagao d€ da energia do elétron

dx

£ =qF dz =qF
d qgb dz = ¢ 5

dt = qF v di

mas, £ = hw, entao

dw
d€ =hdw=h—dk="hgdk
dk

ou seja,
qF v dt h g dk
qly dt

Ll

qld

Tomando a derivada temporal de ¢
dv 1dE€
ol dk  hdk
dg 1 d?*E B 1d*€dk
dt hdk dt — hdxk? dt
dE .
dg iu—qb‘
dt h? dk?

chamando

1 1 d*¢

m*  h?dk?
pode-se reescrever
dv  qb
dt  m*
onde as propriedades da rede cristalina determinam 1/m*, onde m* é a massa efetiva..

1.2.2 Equacoes badsicas

Considere-se um pogo de potencial on uma barreira de potencial com um po-
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tencial arbitrario U(z) em uma regiao z; < z < . Tomando-se a massa efetiva de
aproximacao, a funcao de contorno ¢ de um elétron no sistema ¢ dada pela equacao de

Schrédinger uni-dimensional independente do tempo

Rd [ 1 dé : ;
== (mm @) ~U¢+E¢=0 (1.12)

com h = h/27m, onde m.s; é a massa efetiva, F & a energia do elétron e h ¢ a constante de

Plank. A constante de Plank h vale

h=4,136 x 10 ®eV.s ou h=6,62 x 103 J.s
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Capitulo 2

Formulacao do Método dos Elementos
Finitos (MEF) e sua aplicagao na
solucao da equacao de Schrédinger.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) tem se mostrado uma importante ferra-
menta para andlise numérica e é utilizado pela engenharia j4 h4 algum tempo. A bibliografia
sobre o tema ¢ vasta ¢ abrange vdrios procedimentos de aplicacao de elementos finitos. Do
ponto de vista da matemdtica o método dos elementos finitos é basecado em uma formulacao

integral, diferentemente do método de diferencas finitas que é baseado em diferenciais.

2.1 Fundamentos para aplicagcao do Método dos
Elementos Finitos.

Conforme HINTON [23], atualmente as formulacdes integrais do método dos ele-
mentos finitos sao obtidas de duas formas: formulagdo variacional e formulagdo de restduos
ponderados. As técnicas variacionais sao ainda muito importantes para o desenvolvimento
de elementos [initos e solu¢ao de problemas de engenharia nas dreas de mecénica e andlise
de stress. Modelos variacionais envolvem a descoberta de pardmetros nodais produzindo
valores (maximo e minimo) estaciondrios de uma relacio integral especifica conhecida como

funcional. Muitos problemas da fisica possuem formulagoes variacionais que resultam em
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formas quadrdticas produzindo um sistema de equagoes algébricas simétricas e positivo
definidas. Uma outra importante vantagem prética da formula¢ao variacional é que fre-
quentemente tem-se teoremas dos erros de borda ou fronteira.

Uma solu¢ao que produz um valor estaciondrio da integral funcional e satisfaz
as condigoes de fronteira & equivalente a uma solugao da equagao diferencial associada,
conhecida como equagao de Euler-Lagrange. Se o funcional for conhecido, entao é relativa-
mente facil encontrar a equagao de Euler-Lagrange correspondente, no entanto na maioria
dos problemas da engenharia ou da fisica, estes sao inicialmente definidos em termos de
equagoes diferenciais. Como o método dos elementos finitos requer um formulacao inte-
gral, tem-se que procurar um funcional que tenha uma correspondente equagao de Fuler-
Lagrange para uma dada equacao diferencial e respectivas condigoes de contorno. Nor-
malmente isto ¢ muito dificil, mas pode-se gerar uma formulacao integral para a equacao
diferencial original através de técnicas de residuos ponderados.

A geracao dos modelos de elementos finitos com a utilizacao das técnicas de
residuos ponderados ¢ muito importante para a solu¢ao de equagoes diferenciais e outras
aplicagoes nao estruturais. O método dos residuos ponderados comega com a equagao

diferencial que o governa

L(¢)=Q

e, a partir dela, procura-se uma relagao variacional matematicamente equivalente. Geral-
mente adota-se uma solugao aproximada, chamada ¢*, e substitui-se esta solugao na equagao

diferencial. Como ¢ uma aproximacao, existe um erro residual na equacao diferencial

* —
L(¢*) - Q==
Embora nao se possa forcar o termo residual a desaparecer, é possivel forcar
uma integral ponderada, sobre o dominio da solu¢ao, a anular o residuo; ou seja, a integral

sobre o dominio da solugao, €2, do produto do termo residual € uma fungao de ponderagao,

¢ zero,

I= /HWdQ =0
Q

Substituindo as funcoes de interpolacao da solucao aproximada, ¢*, e a funcao

de ponderacao, W, resulta um conjunto de equagoes algébricas que podem ser resolvidas por
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um coeficiente desconhecido da solugao aproximada. A escolha da fungao de ponderacao
define o tipo de técnica de residuo ponderado a ser utilizada. Para obter-se o critério de

Galerkin, é necessério impor que
W =¢"

enquanto para critério quadratico
__OR
= 2

Para ambas as formulagoes, variacional e residuos ponderados, as seguintes res-
tricoes sao geralmente aceitas de forma a estabilizar a convergéncia do modelo de elementos
finitos:

1. As fungoes de interpolagao do elemento devem ser capazes de modelar algum
valor constante da varidvel dependente ou de suas derivadas, no limite quando o tamanho
do elemento decresce.

2. As funcoes de forma do clemento deverao ser escolhidas tal que, nas interfaces

dos elementos, a varidvel dependente e suas derivadas sejam continuas.

2.1.1 Preliminares matemadticas

Considere-se um problema de valor de contorno de dois pontos [9]:

2
ga% S em (0,1)

da?
u(0) 0, uW'(1)=0

Se u & solugao e v &€ uma fungao (suficientemente regular) tal que v(0) = 0, entao a integracao

por partes produz:

(f,v) /0 f(z) v(z) dz = /0 —u(z) v(z) dz (2.2)

1
f v (z) V' (z) d(z) = a(u,v)
0
e defina-se

v={v € L*0,1): a(v,u) <o e v(0)=0}
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entao a solugao u para (2.1) & caracterizada por u € V /a(u,u) = f(v) Vv e V, que
é chamada de formulagao variacional de (2.1). A relacao é chamada variacional porque
a funcao v pode sofrer variagoes arbitrarias, o que é aparentemente nao usual, mas tem
uma interpretagao natural através dos espacos de Hilbert’. Um exemplo de um espaco
de Hilbert ¢ L?(0,1) com produto interno (-,-), embora isso nio seja Gbvio, o espago V
pode ser visto como um espago de Hilbert com produto interno af(:,-) definido em (2.2)'°.
O resultado central é que a solugao (2.3) ainda incorpora o problema original, verificado

através do seguinte teorema, com algumas restricoes:

Teorema 2.1.1  Suponha f € C°([0,1]) e u € C*([0,1]) satisfazendo (2.3). Entdo u é
solugao de (2.1).
Prova: Seja v € V N C'([0,1]). Integrando por partes,

(f,v) =alyv) = [} (—u") v dz+u'(1) v(1) (2.4)

entao (f — (—u"),v) = 0 para todo v € V N C'([0,1]) tal que v(1) = 0. Sejaw = f +v"
e C°([0,1]). Se w 2 0, entao w(z) é um dos "sinais ” de algum intervalo [z, ;] C [0, 1],

2 em [7g,7;]) e v = 0 externo a [z, ;).

com zy < z;(continuo). Escolha-se v(z) = (z — xp)
Mas, entao (w,v) # 0, o que é uma contradicio e ainda, —u" = f. Aplicando v(z) = = em
(2.4), encontra-se u'(1) = 0, logo u € V, o que implica u(0) = 0, portanto u resolve (2.1) B

A condigao de contorno u(0) = 0 é chamada condicao essencial na formulagao
variacional explicita, isto €, na definicao de V. Este tipo de condicao de fronteira leva
o nome de condi¢ao de DIRICHLET e a condigao v'(1) = 0 é chamada NATURAL ou
NEUMANN, porque est4 incorporada implicitamente. Resumidamente,

As suposigoes [ € C°([0,1]) e uw € C?([0, 1]) no teorema 2.1.1 podem ser interpre-
tadas como senso comum. No entanto, pode-se escolher outros caminhos para interpretacao

e o teorema 2.1.1 mostra que a formulagao (2.3) é um caminho de interpretagao vélido com

Um espago de Hilbert ¢ um espago vetorial que, topologicamente, ¢ definido utilizando-se um produto
interno.

Uma questao que aparece entao é: a derivada a ser usada na definigdo da forma bilinear a(-,-) poderia ser
a cldssica derivada
u(z + h) — u(x)

h ’
ou deveria ser alguma outra defini¢dao védlida para fun¢oes ou variacio de contornos? Ista questao é
respondida através dos espacgos de Sobolev.

! =Ia
B




Condigao de contorno | Nome variacional | Nome préprio
u(z) =0 essencial Dirichlet
#(Z)'=0 natural Neumann

Tabela 2.1.1: Condi¢oes e nomes

poucas suposigoes restritivas em f. Por esta razao ¢ também chamada de suposigao fraca.

Para problemas gerais em R3em regime estaciondrio, considerando-se meio iso-
tropico (igual em todas as direcoes) e homogéneo (mesmo material), o regime é caracteri-
zado, normalmente, por uma fungao u(z,y, z) que é solu¢ao da equagao de Poisson

Pu u Pu
i T B iyaas —
Bu=Viu=zs + 55 + 33 = f(z,y,2)

em um dominio G. Em uma parte I'y da superficie de contorno T, u(z,y, z) satisfaz a

condicao de contorno de Dirichlet:
u(z,y,2) = ¢(z,y,2) em I

onde ¢(z,y, 2) ¢ dada em I';. Na parte restante do contorno, I'p, u(z, y, z) satisfaz a condigao
geral de contorno de Cauchy:

0
% s O.’(.T.,?,Z) U(I,T,Z) e ’}’(:’E,y,Z) e I_‘Q

Notese que I'y N I'y, =0, eI’y UTy, = T. Este é o tipico problema de valor eliptico com
condig¢oes de contorno mistas do tipo Dirichlet ¢ Neumann, ou seja de Cauchy.

Nesse caso, conhece-se a condigao de contorno em uma regiao de fronteira
(condigao de Dirichlet), conhece-se a derivada normal em uma parte da fronteira (condigao
de Neumann). Resumindo, um problema tipico em regime estaciondrio tem como solugao
uma fung¢ao a duas ou trés varidveis que satisfaz uma equagao diferencial parcial do tipo
eliptico, juntamente com certas condigoes de contorno, tais como: distribuicao de tempe-
ratura em problemas de condugao de calor; cdlculo de intensidade de campo em problemas
de eletrostdtica; cdlculo de velocidades e linhas de corrente em problemas de escoamento de

fluidos (sem vértex); calculo de esfor¢os em problemas que envolvem tragoes (elasticidade);

célculo de infiltracoes em regime estaciondrio através de um meio poroso; etc!!.

11 Notas de aula do curso Método dos Elementos Finilos - uma abordagem matemdlica e computacional
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Para os casos de problemas com dependéncia temporal (regime nao estaciondrio),

a equacao de Poisson, ou uma equacao de segunda ordem generalizada, é combinada com
b k)

derivadas temporais da func¢ao requerida, que agora é da forma u = u(z,t). Se houver

a limitagao a duas dimensoes por simplicidade, obtem-se uma equacao diferencial parcial

2
B(k(')u>+ a(k(')u =f(:r:,1,£)+k@+ di

geral da forma

dz \ 'z dy \ 'y a oz
onde os coeficientes k e u sao fungoes do tempo e espago, nao negativas. Além das condicoes
de contorno, tem-se também condigoes iniciais para um dado instante ty. Fssas equacoes
podem ser classificadas em trés categorias, dependendo dos valores de k e u:

1-k#0, u=0 = equagao do tipo parabdlico que descrevem fendmenos
como fluxo de calor nao estaciondrio; processos de difusao (corantes em vidro em fusao,
por exemplo) nao estaciondrios; etc. Fquagoes desse tipo sao conhecidas como equagdes de
difusdo com condicao inicial u(z,y, o) = ¥(z,y)

2-k=0,u#0e f(z,y,t) = 0 = sao equacoes do tipo hiperbdlico, descrevem
problemas de vibragoes (oscilagoes) para os quais, quase sempre, as solucoes de interesse sao
periédicas. Fendmenos associados a esse tipo de modelo sao: vibragoes acisticas em espacos

fechados; propagacao de ondas eletromagnéticas em dielétricos; ondas oscilando livremente

em meio aquoso; etc. Impondo-se uma solugao periédica do tipo u(z,y,t) = u(z,y) ¢ “*

(separagao de varidveis) e substituindo-a na equacao geral para o caso k = 0, u # 0 ,

0 ou 0 ou 9
p (k1%) *+ 3y (kza) +wpu=0

que é chamada equag¢ao de Helmhollz. Originariamente, a equacao de Helmholtz estd asso-

obtem-se:

clada com a propagacao do som no ar ¢ relaciona oscilagoes rdpidas da densidade do ar e da
pressao em torno de certos valores médios pg e po.[issas mudangas sao causadas pelo movi-
mento oscilatdrio coletivo das moléculas de ar, descrito por suas velocidades macroscopi-
12
cas .
Nao ha condigoes iniciais devido & eliminacao da dependéncia temporal, mas

restam as condi¢oes de contorno. Este é um problema de autovalores (autovetores) e au-

Prof Dr. José Méarcio Machado - IBILCE - UNESP

Velocidade estatistica resultante de um pequeno grupo de moléculas, mas ainda assim contendo milhoes
de moléculas. Ver BUTKOV, 323,
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tofungoes: as solugoes para w sao as autofreqiiéncias, e u(z,y) sao as autofungoes corres-
pondentes. A equagao de Helmholtz ¢ muito utilizada em problemas de estados quénticos,
guias de transmissao de ondas eletromagnéticas e cavidades ressonantes para microondas.

3-k #0,u# 0 = neste caso uma equagao de onda amortecida aparece devido

a presenga de derivadas de segunda ordem no tempo, e as condi¢oes iniciais serao duas:

u(z,y,t0) = ¥(z,y) e ¥(z,y,to) = X(z,y). Essas equagdes descrevem fenémenos como

comportamento de estruturas eldsticas, escoamento de fluidos, ete.

Para problemas em regime estaciondrio ou problemas em regime nao estaciondrio
mas sem dependéncia temporal explicita, como no caso da equac¢ao de Hemholtz, a solucao
da equacao diferencial parcial correspondente ¢ calculada por meio de uma integral ade-
quadamente construida que assume um valor minimo estaciondrio para a solucao da equacao
diferencial parcial, ou seja, o problema se transforma em encontrar uma funcao u(z,y) que

minimiza uma dada expressao integral (funcional).

Teorema 2.1.2 Admita-se uma regiao G limitada no plano (z,y) com contorno fron-
teirico C, que pode ser composto por muilas curvas conlinuas se G ndo for simplesmente
conexa. Sejam ki(x,y), ko(z,y), p(z,y) ¢ F(z,y) fungies dadas no regido G, e a(S) e

v(s) fungoes dos segmentos da fronteira C. A fungio u(z,y) que torna a expressio integral

f / [ ([au] ki(z,y) + [%]2k2(m,y)) —%p(m,y) u? + f(z,y) u| dz dy +

# 5o =) u s (25)

estaciondria sob a condi¢do associada u = ®(S) em Cy, onde C; é um segmento de fronteira

G, € necessariamente uma solug¢do do problema de valores de contorno

s 1@ 5] + g [y | + @) u= sto) emc

sob a condigdo de Dirichlet w = ®(S) em C,, e a condig¢io geral de Cauchy

B Bu
ki(z, y)(,):rn, + ka(@, y) o

ayny+a(3)u='y(5) em Cy, Cr UC,=C e C; N Cy=0.

Prova: Do cédlculo variacional vem que a primeira variacao de uma expressao

funcional vale zero quando ela assume um valor estaciondrio para u(z,y). A primeira
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variagao de [ (2.1.2)

= [ ] k5 8 |52] + e 5t 6| 5] - o) w ] +

fé‘ [a(s) u bu — ~y(s) bu]ds

Aplicando a férmula integral de Gauss na expressao (2.6) tem-se

]/(- v(z,y) T?)d.:,d'y—jgu(ﬂ"y) (:cy)nrds—//—ud:ndy

Integrando (2.6) por partes tem-se

0 = af=/f [_ﬁ [k.(m,.)am] ,}y[kger) ] plz, y)u+f(a:?)]6ud:cdy+
+£[ (z, y) nz+k,,(a~ y)a 35, 6(S), 4 (S)] e

portanto, a variagao somente se anula quando

0 0
D 2 |k + 5 ko
ou

orx

ﬁ;‘} P

2) ki=—nzs+ke—n,+a(S) u v(S) em C, se C; for nao vazia.

dy
isto prova a equivaléncia procurada.ll

A condicao 2 estd implicita na formulagao variacional. A solucao u(z,y) satisfaz
as condicoes de contorno gerais de Cauchy e apenas as condigoes de Dirichlet devem ser
consideradas na formulacao variacional. Por isso sao conhecidas como essenciais. Ainda,
para problemas mais complexos, pode ser conveniente escrever a integral I baseada em
critérios fisicos, como a formulagao lagrangeana da mecénica cldssica (aplicagao do célculo
variacional) ou somente considerar que a energia potencial total de um sistema possui um
minimo.

Em muitos casos, nao ¢ possivel encontrar uma expressao funcional adequada
para um problema. Para esses casos resta o recurso de outros métodos, por exemplo, os
métodos de Galerkin e Ritz-Galerkin.

Aparentemente nao é vantagem trocar um problema proposto na forma difer-
encial por outro, o de encontrar o valor que minimiza uma expressao funcional (integral)
maior ¢ mais complexa que a equagao diferencial parcial inicial. Ocorre que, na prética,

existern métodos construtivos muito cdmodos para implementagao em computador capazes
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de determinar uma solu¢ao apropriada e aproximada para o problema na forma integral.

2.1.2 O método de RITZ classico
O método de Ritz encontra uma solucao aproximada para a integral. Supoe-se
de inicio que a fung¢ao procurada u(z,y) pode ser escrita como

u(z,y) = Po(x,y)+ Y Cedx(z,y)

m
k=1

onde o conjunto de fungoes linearmente independentes ®o(z,y), P1(z,y), P3(z,y), ... ,

®,,(z,y) & escolhido de modo a satisfazer as condigoes de contorno impostas para u(z,y).

Os coeficientes Oy desta expansao sao incégnitas a determinar. Para encontrd-las hd que

substituir a expansao acima na expressao funcional, que integrada nas regioes G ¢ C passa

a ser fungao dos C, apenas. Uma condigao necessdria para que o funcional tenha um valor
al

estaciondrio é que as derivadas acy k=1, 2, 3, ...,m sejam todas zero. Dessa condicao

saem entao as equagoes para determinar os Ck. Dessa forma tem-se um sistema de equagoes
lineares, homogéneo ¢ que apresenta pelo menos uma solugao nao trivial para Cj de modo
que o problema se transforma em um problema de autovalores, nos casos em que a funcional
relacionar com uma equagao do tipo Helmholtz, onda amortecida, etc.O sistema pode ser

escrito como

b“ blg bln C]

az _— by by ... Cs

v
An an b‘nl bﬂg s bnn ("n

Dentre as limitacoes do método de Ritz a mais importante é que o método sé6 é
aplicdvel a regioes limitadas por formas geométricas simples. Para regioes com um contorno
complicado é impossivel escolher fungoes ¢;(z,y) que satisfagam as condigoes iniciais de
contorno. Pode-sc afirmar que a idéia bésica do método de Ritz foi modificada para se

tornar o método dos elementos finitos.

2.1.3 O método de GALERKIN

O método de Galerkin é um desdobramento do método dos residuos ponderados.

De modo andlogo ao método de Ritz, no método dos residuos ponderados, a solugao u(z,y)
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procurada para uma dada equacgao diferencial parcial

ki

u($1 ?}) == ‘I’O(.’L', y)+ Z C‘k@k(ma ?})
k=1

onde @y satisfaz as eventuais condi¢oes de contorno nao homogéneas, ¢ as ®; restantes
satisfazem as condigoes de contorno homogéneas.

O primeiro passo € substituir u(z,y) diretamente na equagao diferencial parcial
que serd satisfeita apenas aproximadamente, havendo um residuo R(z,y).

O segundo passo é ponderar a integral desse residuo por um conjunto de funcoes
w;, € 1Impor a integral como sendo nula sobre a regiao de interesse. Essa ¢ a condigao para
se obter os sistemas de equagoes que resolvem os Cirg no método dos residuos ponderados.

No método de Galerkin, faz-se w; = ®;, ou s¢ja, as fungoes peso sao as mesmas
usadas para expandir a solu¢ao. Dessa forma, no método de Galerkin, partindo-se direta-
mente da equagao diferencial parcial, a condi¢ao para obter os coeficientes de expansao ¢é
obtida 1mpondo-se que a integral dos residuos é nula na regiao de interesse; enquanto no
método de Ritz, partindo-se da integral da expressao funcional, nao hd integracao de resi-
duos e a condigao para obtencao dos coeficientes da expressao é a condi¢ao de existéncia
de valor estaciondrio para a integral do funcional. Assim, o método de Galerkin permite
tratar problemas para os quais nao ¢ possivel uma formulagao variacional.

No método dos elementos finitos, toma-se a hipétese de que as fungoes @y, @4, ...,
satisfazem as condigoes dadas, mas nao sao exibidas explicitamente, ¢ usando o método de
Galerkin decompoe-se a regiao G de interesse em um problema de tal forma que seja possivel

exibir um mesmo tipo de fungoes de aproximagao, automatizando o processo.

2.1.4 Aproximacao RITZ-GALERKIN

Seja S C V um subespago finito. Considere a formulacio (2.3) e substituindo
V por S,
u, € S /a(u,v)=(f,v)Vv € S (2.7)
Um dos aspectos poderosos do método de RITZ-GALERKIN ¢ a facilidade com
que um esquema discreto de aproximagao para (2.1) pode ser definido. No entanto, deve-se

observar que (2.7) define um objeto. O processo indicado na formulagao (2.7) representa
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um sistema (quadrado, finito) de equagoes para u,, conforme o seguinte teorema:

Teorema 2.1.3  Dado [ € L*(0,1), (2.7) tem uma tnica solugdo.
Prova: Fscreva-se (2.7) em termos das bases {¢; : 1 < i < n} de S. Seja
u, =y U;d;; scja Ki; = a(;,¢;) e Fy = (f,¢;) parai,j=1,23,..,n Fixese U= (U;),
j=1

K = (K;;) e F = (F}). Entao (2.7) é equivalente a resolucao de uma matriz quadrada
KU=F ' (2.8)

Para um sistema quadrado como (2.8) sabe-se que para existéncia de solucao
é necessario que seja um sistema de dimensao finita. Uma solu¢ao nao tnica implicaria
emV #0 / KV = 0. Escrevendo v = ) Vj¢,, lembrando que a equivaléncia de (2.7)
e (2.8) implica em a(v, ¢;) para todo j, multiplicando por V; e somando com o produto
0 =alv,v) = fnl (v')*(z) dz, conclui-se que v/ = 0. Ainda, se v & constantee v € S C V
implica que v = 0'. Ainda, {¢; : 1 <i < n} é uma base de S, o que significa que V = 0.
Entao a solugao para (2.8) deve existir e ser inica. B

A matriz K é conhecida como malriz de rigidez. Esse nome vern das matrizes
semelhantes utilizadas no contexto de problemas de cédlculo de estruturas. Sao simétricas;

o produto interno da energia a(-,-) é simétrico; e também sao positivas definidas:

2 n
Z kij vi v; = a(v,v), onde v =§ vj ¢,
ij=1 L

com a(v,v) > 0 para todo (v;) e a(v,v) = 0, e como j& mostrado, isto implica v = 0

conforme teorema 2.1.3.

2.1.5 Espacos Polinomiais Discretos - O Método dos Elementos
Finitos
Seja 0 = zp < 2 < ... < T, = 1 uma particao de [0, 1] e seja S um espaco linear
de fungoes v tal que
i) v e C°([0,1)])

1) v|(z;_,,z,) € um polindmio linear, i = 1,...,n, e

Estas duas afirmagdes partem do principio que V é um espago de Sobolev ¢ problemas como a func¢io v
ser de Cantor e ser candidata a solucao de equagoes diferenciais podem ser excluidos.




iii) »(0) = 0.
Para cadai = 1,...,n define-se ¢; de modo que ¢;(z;) = 6;; = delta de Kronecker,
como mostrado na figura(2.1.1)

Figura 2.1.1: Funcao base - delta de Kronecker

Lema 2.1.1 {¢;:1 < i < n} é uma base de S. Nota: os pontos {z;} sao chamados
nds, {¢;} é chamado de base nodal de S, e {v(z;)} sao os valores nodais da funcao v.

Prova: O conjunto {¢,} é linearmente independente desde que Xn: cid;(x;) =
0 implica ¢; = 0. O conjunto {¢;} é uma dimensdo de S pois, dado v eizb"([o, 1)), o
interpolante v € S se v é determinado por v; =_§; v(z;)¢p;. W

Lema 2.1.2 vES=v=1
Prova: v — vy é linear para cada [z;_1, Z;| e zero nos pontos extremos, portanto

deve ser identicamente zero.[]

Teorema 2.1.4 Seja h = max;< ; < n(Ti — Zi—1). Entdo |lu—u;|p < Ch”””” para
todo u € V, onde C ¢ independente de h e u.
Prova: Relembrando a definicao das duas normas e fazendo a soma sobre 7,

f, R TR / =

5 -1 zj -1

em funcao de C = y/c. Seja e = u — u; definido como o erro, onde u; é um polinémio linear




no intervalo [z;_1,z;]. Aplicando na equagao anterior,
ey g [ _wp
e'(z)%dx < e(zj — xj-1) e (z)°dz
Tj 1 I -1
Fazendo uma mudanga de varidveis com uma relagao afim entre os intervalos

[;-1,2;] € [0,1], onde z = z;_ + Z(xz; — z;—1) e € (T)=e(zj1+Z(x; — zj-1)), tem-se:

1 1
/ S / e B,
0 0

Verificagao: ¢ tende a zero em ambos os extremos do intervalo, pois o erro de

interpolagao € zero em todos os nés. Pelo teorema de Rolle, €(€) = 0, para qualquer £ que

satisfaca 0 < £ < 1. Ainda,
%
o) = / & (B)d5.
£
Pela desigualdade de Schwarz,
v
Ewl = |[ 2@
£
v
/ 1. € (z2)dz
13

Yy 1/2 y
/ T / & (3)2d5
£ £
= 1/2
ly— €2 ( I a"('f:)?d%)
£
1 1/2
< - ([ varas)
[1]

integrando com respeito a y e tomando

1/2

1

1

¢ = sup f ly—€ldy =3
0

0<£<1
temos a verificacao completa. B
Observe-se que ||u — u,|| + Ch |lu — u,||p < 2(Ch)? ||u"|| . Ainda, o interpolante
define um operador linear I : C°([0,1]) — S, onde v = v;. O lema 2.1.2 diz que / é uma
projecdo, I?= 1. A estimativa para € ' ¢ um exemplo da desigualdade de Sobolev, nas quais

os valores da fungao nos pontos podem ser estimados em termos das quantidades integradas




envolvendo suas derivadas.

2.1.6 Relacao com o Método das Diferencas

A matriz de rigidez K, como definida em (2.8), pode ser interpretada sob a
6tica dos métodos de diferengas, como um operador diferenga através das bases {¢,;}. Seja

hi = z; — x; ;. Entao a matriz inicial K;; = a(¢;, ¢;) pode ser calculada como sendo:
Ky W Eh, (2.9)
Kiiti = Kip,i= —h,?'lll (£=1,2,...,n—1)

e Kun = h,,' com o resto entre a matriz K;; ¢ K igual a zero. Da mesma forma, a matriz

inicial de F pode ser aproximada se f for suficientemente ”suave ”

(1,8 = 5(h + hesr) (S (@) + O(h)

onde h = max h;. Do teorema de Taylor, a integral de ¢; & (h;+ hi;1)/2. O erro serd O(h?)

quando 1 — (h;/hiy1) = O(h), entao a i-ésima equacao de KU =F (para 1 < i < n — 1)
pode ser escrita como

=2 =T Bl 2

hi + hiy iy h; h; + hiyy

daf, o operador diferenga (lado esquerdo da equagao) O(h) ser a precisao de aproximacao

do operador diferencial —d?/dz%e nao O(h?), desde que 1 — (h;/hiy1) = O(h). Para uma

= f(z:) + O(h) (2.10)

malha uniforme, as equagoes reduzem-se a conhecida equacao de diferencas
U1 — 2U; + U;
h?

conhecida como precisao de segunda ordem.

L = f(x;) + O(h?) (2.11)

Pode-se notar a for¢a que tem o formalismo de elementos finitos, para geracao
de esquemas discretos de aproximagao de solugao de equagoes diferenciais, baseado na
formulagao de problemas de valores de contorno, manipulando diferentes condicoes com
facilidade, simplesmente trocando espagos de dimensoes infinitas por subespacos finitos.

5 : e = =
Comparado com métodos de diferencas finitas, pode-se notar que sao as mesmas equacoes de
diferencas finitas e usualmente apresentam mais similaridades que distin¢oes, no entanto o
método dos elementos finitos apresenta propriedades de convergéncia muito mais rdpidas; a

notagao da formulacao do método dos elementos finitos & mais compacta, ou seja, apresenta
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uma maior facilidade na codifica¢ao de algoritmos computacionais para as vdrias linguagens
de programacao. Esta iltima caracteristica tem tornado o método dos elementos finitos
muito utilizado para as mais variadas aplicagoes que necessitem de solugoes (quase sempre

aproximadas com 6tima precisao) para equagoes diferenciais.

2.2 Os Elementos Finitos.

2.2.1 A construcao de um espago de Elementos Finitos.

Para uma solugao aproximada de um problema variacional a(u,v) = F(v) Yv €
V' + ¢ necessdrio construir subespagos dimensionais finitos S C V. Um elemento finito é
definido, conforme Brenner [9):

Seja i) K C R™ ¢ um dominio com pedago de fronteira “suave ”(elemento),

it) P ¢ um espago dimensional finito de fungoes em K (as fungoes de

i11) N = {N,, Ny, ..., N} € a base para P ' (varidveis nodais).
Entao (K, P,N) é chamado um elemento finito.
Assume-se implicitamente que as varidveis nodais, N;, formam um espago dual
de fun¢oes de mesmo tamanho, isto ¢, um Espaco de Sobolev.
Seja (K, P, N) um elemento finito, e seja {¢,, ¢y, ..., ¢} a base de P dual
para N(Ni(¢;) = 6i;).Isto é chamada base nodal para P.

Lema 2.2.1 Seja P um espago vetorial d-dimensional e seja {N;, Na, ..., Ng} um
subconjunto de um espago dual P '. Entao as seguint.les afirmagoes sao equivalentes: %)
{Ny, N, ..., N4} € uma base de P'.

it) Dado v € P com Nv=0parai=1, 2, ..., d, enldo v =0.

Prova: Seja {¢,, ¢, .., ¢4} uma base de P. {N;, Ny, ..., Ny} é uma base de
P’ se paratodo Lem P L =a;Ny+ asNa+ ... +agNg, poisd =dim P = dim P'. Esta
equacao é equivalente a y; = L(¢;) = a1 Ni(¢;) +aeNa(p;)+ ... +aalNa(e;), i =1, 2, ..., d.
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Seja B = (N;(¢,)), i,7 =1, 2, ..., d.Entao i) é equivalente a Ba = y e é sempre

soluciondvel, da mesma forma se B estiver invertido. Dado algum v € P, pode-se escrever
v =1 + Bapy + ... + Pydy. Se N;yv = 0 significa que B, N;(¢;) + BoNi(dy) + ... +
B4Ni(dyg) = 0. No entanto, ii) é equivalente a 3, N;(¢,) + BoNi(dp) + ... + BaNi(¢y) =0
parai—= 1,/ 2 L) di=sify =iy =vs = fy=(0).

Seja C = (Ni(¢;)), i, =1, 2, ..., d. Entéo ii) & equivalente a Cz = 0 e tem

somente solugoes triviais, memo para C invertido. Mas C = B”. Logo i) é equivalente a
ii). final da prova.

Em geral tem-se K = [a,b] ¢ P, = conjunto de todos os polindmios de grau
menor ou igual a k. Se Ny = {No, Ny, ..., Ni},onde Nyu=v(a+(b—a)i /k)VveE P e
i40, 1, ..., k, entao (K, P, Ni) éum elemento finito. Aplicando-se (2.2.1), por exemplo,
v € P e significa que v = a + bz; Ny(v) = Na(v) = 0 significa a =0 e a+ b = 0. Ainda,
a=1>b=0, isto é v = 0. Genericamente, se v € P, ¢ 0 = N;(v) =v(a+ (b—a)i / k) Vi =
0, 1, ..., k entao v é identidade de acordo com o teorema fundamental da dlgebra. Entao,

mais uma vez, (K, P, Ni) é um elemento finito.l

2.2.2 O cédlculo dos elementos finitos.

Um dos fatores do sucesso do Método dos Elementos Finitos foi a implemen-
tagao computacional desenvolvida pela pratica da engenharia. Um importante passo nesse
processo ¢ a montagem do produto interno a(u,v) pela soma das contribui¢oes de cada
subintervalo, ou elemento, que sao computados separadamente. Isto é facilitado através do
uso de um esquema numérico chamado indezagao local-global. Este indice, i(e, ), relaciona
o mimero de um né local, 7, em um particular elemento, e, para sua posigao na estru-
tura global de dados. No caso de um exemplo em uma dimensao sujeito a uma fungao de
comportamento linear em cada ”pedago ”, os indices seriam particularmente simples: os el-
ementos sao baseados nos intervalos I, = [z._1,z.] onde e é um inteiro variando de 1,...,n
ei(e,j) :=e+j—1parae=1,..,nej=0,1. Para cada elemento (pedaco) tem-se dois
pardmetros nodais: um corresponde a extremidade esquerda do intervalo (5 = 0) n6 0, e
o outro a extremidade direita do intervalo (7 = 1) né 1.Estes pardmetros sao relacionados

através de i(e, 7).
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Pode-se escrever a interpolagao da fungao continua para o conjunto de todos os

pedagos de funcao linear (sem imposigao de condigdes de contorno) como

11 =323 faiea)ds (212)

onde {¢] : 7 = 0,1} denota o conjunto de fungoes bases para as funcoes lineares no intervalo
L= [psi,2)

¢5(z) = ¢;((z — Te-1)/(Te — Te-1))
onde

11—z, ze€]0,1 T, x e |01
o) = { 0 -fg[[o,l] ¢ bilz) = { 0 mz[[(],l]]

note-se que todo conjunto de bases das funcoes "locais” estd relacionado com as bases das
fun¢oes no elemento referéncia [0, 1] através da relacao afim [0,1] para [z, 1,z e, por
definicao, as bases locais da funcao (qﬁ;) sao estendidas por zero fora do intervalo I,.

A expressao (2.12), para o interpolante (conforme lema 2.1.2) mostra que qual-
quer funcao linear [, discretizada por pedacos, pode ser escrita na forma:

1
F=) ) fuends (2.13)
e j=0

onde f; = f(z;)para todo i. Note-se que a cardinalidade da imagem do conjunto indexado
i(e, j) ¢ a dimensao do espago da fungao linear discretizada.

A forma definida em (2.2) pode ser calculada usando-se a representagao (2.13)
acima, por exemplo:

a(v,w) =) a.(v,w)

.
onde a forma bilinear local ¢é definida e calculada por

ae(v,w) : -——/ VW'dz
Ie
1 I r
(®e — Te—1) ™ [] (Zﬂf‘i(mj)%) (ijf(v,j)%) dx

t
Vi(e Wite
(.’L‘r. — T l)"l ( ( ,G)) K( (E,O))
Vi(e,1) Wi(e,1)

e a matriz de rigidez local, K, & dada por
1
) ! = s ¢
Ki;= / ¢; 1$; dxr  para i,j=1,2.
0

onde o espaco da funcao lincar aos pedagos v estd relacionado com o vetor espaco dos
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valores v; dos nés. O subespaco S da fungao linear aos pedagos que tendem a x = 0 pode
ser identificado como o subespago {(v;) : vo = 0}. Incluindo-se vy na estrutura de dados
(valores de zeros) pode-se montar a forma bilinear com as condigoes de contorno.

Considere um problema especifico governado pela equacao de Helmholtz, escrita
para um dominio {2 com fronteiras I'y e ', (fig. 2.2.2).

n

Figura 2.2.2: Regiao tridimensional ) e as fronteiras I'; e T',,.

Considere ainda, que o vetor fluxo de energia, S, de Poynting, obtido das
equagoes de Maxwell, dependentes do tempo, para um meio isotrépico, com permissivi-
dade, permeabilidade e indice de refragao constantes, seja dado pela equacao [25]

S = %L x H* (2.14)

Sendo ¢ a componente do campo (elétrico ou magnético), e o mimero k? a

constante associada a freqiiéncia, pode-se escrever
Vi +k*p=0 em Q (2.15)

o operador Laplaciano ¢ dado em coordenadas cartesianas por

12
r29g? = 922

=




Assumindo que a fronteira I' da regiao 2 consiste de parte de I'y na qual o valor

~—

de ¢ é dado como ¢ e parte de I'y, na qual o valor de 9¢/dn = 1) ¢ dado como ¥, a saber,

(bz?{; em Iy (2.16)

I
on
onde n ¢ o vetor normal unitdrio externo. O gradiente ¢ descrito pelo operador matriz

n-V¢ =;{; em T, (2.17)

diferencial em coordenadas cartesianas
0/0x
V=|09d/dy
a/0z

Este operador tem, em coordenadas cilindricas, a matriz

Considerando as condic¢oes de contorno de Dirichlet, 2.16, de Neumann, 2.17, e

a equacao de fluxo dada pela eq. 2.14, o funcional para a equagao 2.15 é dado por

F= %//L[(Vgﬁr)z—k?qb?] dQ—./. l‘n(p@dr (2.18)

O primeiro termo do lado direito da equacao 2.18 denota a integral sobre a
|

regiao ) e o segundo termo denota o trabalho que o campo ¢ realiza ao longo de I'y,. Para
o regime estaciondrio, a diferencial da equagao de Euler ¢ 6F = 0, o que coincide com a
equacao 2.15. A condicao de contorno dada pela 2.16 é chamada de condigao natural pois
¢ automaticamente satisfeita pelo procedimento variacional; a condi¢ao de contorno 2.17 ¢
chamada de condi¢ao for¢ada pois ¢ experimental.

Dividindo a regiao  em um mimero de elementos e e considerando o funcional

I, para cada elemento

F,= % f / / [(V¢)? — k?¢*] dQ — / /1 drpdl (2.19)

o funcional para a regiao toda ¢ dado por

F=Y F.

O primeiro termo do lado direito da equagao 2.19 denota a integral sobre cada

elemento e, o segundo termo o trabalho que o campo ¢ realiza ao longo do contorno I, e
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o somatdrio ) estende-se sobre todos os elementos.
5
Para n nés ¢ pode ser aproximado, em cada elemento, como

=Y N, (220
=1

onde ¢; ¢ o i-ésimo pardmetro nodal do elemento ¢ e N; é o interpolador ou funcao de
forma.

A fungao de forma N;, quando o valor do funcional contém derivadas de primeira
ordem, deve satisfazer as condigoes de complemento ¢ compatibilidade:

(1) A varidvel ¢ e suas derivadas devem incluir os termos constantes.
(2) A varidvel ¢ deve ser continua na interface entre dois elementos
adjacentes.

A condigao de complemento ¢é satisfeita desde que se utilize expressoes poli-
nomiais completas em cada elemento, ou seja, elementos lincares ou de 1%rdem devem
utilizar polinémios de 1%ordem, elementos de ordem superior devem usar polindmios de or-
dem superior. Ainda, o mimero de nés, n, em cada elemento coincide com o nimero de
termos da expansao polinomial completa, ¢ sao dispostos de forma a satisfazer a condicao
de compatibilidade.

Na forma matricial, a equagao 2.20 pode ser escrita como
¢ ={N}{¢}. (2.21)

onde {¢}. representa o vetor ¢;, {/N} representa o vetor N;, T representa a transposta, {-}
representa vetor coluna e {-}7 representa o vetor linha.

Substituindo a eq. 2.20 na eq. 2.19, obtem-se

2 2
!;;:Z%//[ V;N‘-gﬁ;i — k2 ZM@ de/LIZN@,,wdr

chamando
K; ; //[(VN;).(VNj)dQ

J’Vf,‘j - /./-/N,deﬂ
), f/N,: pdT




resulta
Fo=s Y b (Key=M) 8) = 3 o (2:22)

denotando por K], a matriz K; j e por [M]. a matriz M; ; e substituindo os outros termos

da eq. 2.22 pelas suas respectivas representagoes matriciais, a expressao para F, fica
= l T = 1 T 0y O
F. = 5{s}c [Kle{o}e — Sh*{g}: [Ml{g}e — {8} {¥)e (2.23)

Na interface entre dois elementos adjacentes as condigoes de contorno sao as

mesmas € entao ¢, = ¢, ¢ Y, = —1,, ¢ o [uncional sobre toda a regiao serd
1 1 1 o £ - 1 v v s
F =Y F. = {8} IK]{g} - Sk {9} IM){g} — {9} {¥} (2.24)

onde os componentes do vetor {¢} sao os valores de ¢ em todos os nés, as matrizes [K]|
e [M] sao matrizes globais resultantes da contribuicao de todos os elementos das matrizes
[K]e e [M], respectivamente, e os componentes do vetor {1} sao os valores desconhecidos

—~

de ¥ nos contornos I, ¢ I'y. Fazendo [A] = [K] — k*[M], a equagao 2.24 reduz-se a

T, el . — {6}y
P =3 b= A1) - (0 (0)

A primeira variacao 6 F serd
5 = L610YT (A6} + 5 16) [A6(9) — 5(6)7(¥) (2.26)
onde 8{¢} ¢ a menor variagao admissivel de {¢}. Como a matriz [A] é simétrica, pode-se

afirmar que §{¢}"[A{p} = {¢}T[A)6{¢4} e a eq. 2.26 pode ser simplificada para

8F = 6{¢}" [Al{} — 6{s}" {¥}

Aplicando o principio variacional §F' = 0, tem-se que ou §{¢}” = 0, que nao pode ocorrer
pois 8{¢} # 0; ou [A]{¢} — {¥»} = 0. Para problemas sem vibracoes e sem o termo de

excitagao {1} = 0 e [A]{¢} = 0. Entao obtem-se
[K){¢} — k*[M]{¢} = {0} (2.27)

onde {0} ¢ o vetor nulo. Iste tipo de problema & conhecido por problema de autovalor de
onde se obtem autovalores para o sistema, também chamados de autofreqiiéncias.
A equagao [A]{¢} = {¥} foi obtida a partir da aplicagao do principio variacional

ao funcional 2.19. O método de Galerkin produziria a mesma equacao ([A[{¢} = {}) para
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o principio variacional, j4 que nao ¢ uma aplicacao em um sistema dissipativo.

2.2.3 Elementos e coordenadas

Virios elementos podem ser utilizados no Método dos Elementos Finitos. Cada
problema exigirda um tipo de elemento para melhor estudo do fenémeno modelado. Os mais
comuns sao: elemento linear, elemento de superficie (triangular, retangular, trapezoidal,
anéis planos, etc) e o elemento de volume (cubos, tetraedros, anéis triangulares, etc).

Para o cdlculo dos elementos das matrizes ¢ necessdrio, em primeiro lugar, definir
a funcao de forma N; em termos de coordenadas locals para expressar as derivadas globais
(do tipo que ocorre em Kjj) em termos de derivadas locais; em segundo lugar, o elemento
de volume sobre o qual a integracao tem sido realizada seja expresso em coordenadas locais
com uma mudanc¢a apropriada dos limites de integracao.

Considere um conjunto de coordenadas locais €, 17, ¢ € o correspondente conjunto

de coordenadas globais x, v, 2

z(§,1,¢)
y(&,1,¢) (2.28)

= z(¢,n,¢)

Pela regra usual de diferenciacao parcial, pode-se transformar a relagao em uma de dife-

renciacao
A/ 0/0x
ofon | =[J] | 9/dy
0/9¢ 0/0z

onde a matriz [.J] é a matriz jacobiana dada por
Ox|OE Oy/OE Oz

[J] = | dz/on Oy/on Oz/0n
dx/0¢ dy/o¢ 0z]0¢

Para encontrar as derivadas globais basta transpor a matriz jacobiana

8/0x d/0¢
ooy | =101 | a/n
9/0z 8/aC

onde [J] ! ¢ a matriz jacobiana inversa. lintao a relagao de transformacao para a integracao
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]/ff("” 4 z)dxdydz=//ff(& m, Q) | JE, n, O d€ dn d¢

onde |J| é o determinante da matriz jacobiana conhecido como jacobiano. Esta é a formu-

lacao mais completa, pois abrange os casos em 3D. Para os casos em uma dimensao, apenas
a transformacao £ ¢ utilizada e o formalismo torna-se bastante simples.

No presente trabalho, a proposta é mostrar, com a utilizacao do software Ma-
thematica, algumas aproximacoes (linear, quadrética e cibica) para o problema do poco de
potencial em uma dimensao.

Elementos e aproximagoes.

De forma cldssica [36] o cdlculo deve ser feito em termos de varidveis normali-
zadas independentes do elemento. Para isso introduz-se uma coordenada local £ em um
elemento tipico. Se

Ly = (k) — T(k)N

representa o comprimento do k — ésimo elemento, a coordenada normalisada £ deve ser
definmida por

r—I

£="

Figura 2.2.3: Elemento linear

De outra forma, chamando de I, ao comprimento do elemento e z; & coordenada

da aresta k (k = 1,2) da linha, pode-se escrever [, = x5 — x, (figura 2.2.3). Definindo L; e




Ly em coordenadas locais £ como

=i &

= l—tr.a[:l—f

a diferenciacao fica
d
d§
d
dx
A relacao entre as coordenadas de linha e

I — I I9g — I

lrJ[ —_ r;2:

.’1:2 — :l“:[ 11[:2 - Irl

entao
Ly(xy — x)
f.q.’l?g e f;].’ff

L|."L’2 +- Lg.’f.'|

e

(2.29)

‘A
dx
1d

= (2.30)

as coordenadas cartesianas é dada por

r— I Iry9 — I
ou (g — x1) = =
Ly Lo

Lg(:l‘: r— .’131)
!)2.’]’,‘ = f:g.’f?l

Ihx+ Lhx

Lixe + Loz x(Ly + L)

como Ly + Ly = 1, pode-se escrever, na forma matricial, que

BRI

Esta relacao pode ser reescrita como
Li i 1
Lg - xr
I..r] _ l Iy -1 1
Ly | Ll == 1 T

A relacao de transformacao para integracao serd dada por

Ty 1
T2 - T) ro—I]
et [0

Ire—I Iro—I

/ Sy de=1t. [ 1(6)
As equacoes 2.29 e 2.30 fornecem para diferenciagao

ﬁ = (r)f (‘)LI (‘)f (‘)LQ
dx = e (‘)Ll 85 8!12 8&-

dr

df 1/ of of
)

HL' 6L2
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1
fL’f Lidr = zeA 81 —¢) de

] k!
T (k+14 1)

Considerando-se os trés tipos cldssicos de aproximacaio, tem-se:

Aproximagao linear

-1<€<1

Aproximagdo quadratica

As aproximagoes podem ser resumidas, matricialmente, através do tipo de e-
lemento escolhido, do mimero de nés discretizados e dos vetores {N} e {N,} confrome a
tabela (2.2.2):




Elemento | N°de nés

~
~
b

{N}

1 Ly

1r12

Linear

Ll — 1) 1— 4L,
[J2(2IJ2 T 1) 4{;2 = 1
4[11 L‘g 4([41 - !r-")_’)

Quadritica

-1-61-9&) 1+18¢—27¢&7
(1+£)(1—952) —1418¢ 427 €2
9(1 —¢ )(1—35 —27—-18¢+81 ¢

Chibica

T i et L A e L
Wi l—= O == O = O
W= = O pol— = O
P o NP A ) L

)
9(1 - £%)(14+3¢) 27 — 18 ¢ — 81 &2

Tabela 2.2.2: Pardmetros para proximacoes

lissas relagoes podem ser encontradas da seguinte forma: da relagao 2.31 tira-se

L,
L,
or L,
Ly
Ly
Ox Lo

e considerando-se que Ly = &€ e que Ly = 1 — &, e as definigoes de {N} e {N,} chega-se aos
valores da tabela, além das transpostas de {N} e de {N,}, respectivamente {N}7 e {N,}”.

As integrais necessdrias a constru¢ao dos elementos das matrizes sao dadas por
[y aa
e
[ {Na}{Ne}" da
JRATYRE
e

que calculadas produzem:
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(1) Aproximagio linear
[Ny as
[{Nm}{Nx}"" dz
[N o

(2) Aproximacao quadratica
/{N}{N}'f' dx

J(H Ny da

Jvyr da

(3) Aproximacao ciibica

65536 9728 50688 —18432

- - 1051, | 9728 65536 —18432 50688
T 7 Lh =

l/(,{N i e 16 | 50688 —18432 331776 —41472

—18432 50688 —41472 331776

37888  —3328 —48384 13824
& 5 | —3328 37888 13824 —48384
T el
/ (NN} de = o2 1, | —48384 13824 110592 —76032
13824 —48384 —76032 110592

10240 —1792 —14952 6144
' . 5| 1792 10240 —6144 14952
T
]p{Nﬂ*}{N} dz = 75| 14952 6144 0 —20736
—6144 —14952 20736 0

(2.35)

O Método dos Elementos Finitos compreende ainda muitos outros tipos de dis-
cretizagoes, tais como: elementos triangulares (aproximagao linear, quadrética, cibica, etc),
elementos tetraédricos (aproximagao linear, quadrética e cibica), elementos anéis (aproxi-
macao linear, quadrética, cibica, etc), elementos anéis triangulares (aproximacao linear,
quadrética, cibica, etc), e alguns elementos especiais - elementos isoparamétricos ou in-

finitos. A cada aplicagio do método pode-se escolher o elemento que melhor se ajuste as
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condicoes do problema.

2.3 Uma aplicagao da equagao de Schrédinger por
elementos finitos.

Como aplicagao da equagao de Shchrodinger, considere o problema do pocgo
de potencial em um sistema composto por Galio - Arsénio ¢ Aluminio - Gélio - Arsénio

(GaAs/ALGaAs), cuja massa efetiva é dada por
mers = (0,067 + 0,083x) mg
onde myg ¢ a massa do elétron livre e que vale
mo=09,110 x 10 *'kg

No sistema GaAs/AlGaAs as condigoes de contorno sao bem conhecidas de forma
a garantir a continuidade, ao longo de toda regiao de heterointerface, da fungao de contorno
e de suas derivadas divididas pela massa efetiva. Se fosse um outro sistema “nao bem
comportado”; por exemplo Indio, Arsénio e Galio, Antiménio (InAs/GaSb), as condi¢oes
de contorno nao seriam apropriadas. Mas, nesses casos, pode-se encontrar uma relagao
linear entre a fun¢ao de contorno e suas derivadas, na regiao de heterointerface, e através
de uma matriz de transferéncia (ver [30]) reduzir o problema ao caso “bem comportado”.
Dividindo-se a regiao em um mimero finito de k elementos tem-se o funcional
k
como I' =) F,. Em cada elemento, o funcional para a equacao 1.12 serd dado por
e=1
T2 2 *do } 2 1‘2
= / ——21:; (ff;_ (—;% +U ¢*dp— Edp*¢p ) dx + 72?':':. 1Y, — o— f} ooy (2.36)
£l eff effl eff2
onde os subscritos 1 designa o valor para x = , e 2 designa o valor para z = x5, ¢* designa
a funcao de contorno ¢ dividida pela massa efetiva e ¥ = d¢/dx.

Tomando-se n nés em cada elemento, ¢ pode ser aproximado, em cada elemento,

$=Y" N, (2:37)
=1

onde ¢; & o i-éstmo pardmetro nodal do elemento
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N; é a interpolagao ou funcao de forma.

Substituindo 2.37 em 2.36, tem-se

[ (e [Some] & [5ho] v 5ot 5o
—E Z Nid; Z Nj<f)j)
/r. (2 g ZZ o d{vj ) dx + [ TQ Z; Nip:N;,U(z)dx —
~E f SN NipiNgdx

o o4 d
S ([ ) s 53 ([ o) -

1

= ZZ (/ﬂn N‘-dem) ¢; b,

Chamando

h',; J

/""2 h* dN;dN;
T3 2”?(!_'( dr dz

T2
1'”. g = N,de’f'

Ty

entao

F, :ZZ Kij ¢id; = 12 ZZ M; ; 6i¢, (2:38)

em notacao matricial, k; j; = [)r]r eM; j=[M].eo fun( ional pode ser representado por

Fo={¢} [kl {9} — E {9}7 [M]. {}e

onde os componentes do vetor {¢} sao os valores de ¢ em todos os nés.
Na fronteira entre dois elementos adjacentes (elemento anterior e elemento pos-
terior), as condigoes de contorno sao ¢, = ¢, e 1, = 1,. O funcional para toda a regiao

serd dado por
h‘z }2
Z Fo={g}" k] {¢} — B {6}" [M] {8} + 5—— vy — 5—— 3,

Nefr 21 Megro

{dJ}T k] {¢} — &2 {¢}" [M] {9} - {#f'}{sb}"' (2.39)

onde o vetor {1} representa os valores do campo nos nés extremos (fronteira) e nos nés
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internos (que sao zero).
Se pogo de potencial pode ser descrito como

I se < — x
Uz) = { Up se r<—a ou x> +a
0 se —a<zx<+a

o problema se decompde em tres regioes: & esquerda do pogo (x < —a), dentro do poco
(—a < z < 4a) e a direita do pogo (z > +a).

Considere-se um pogo de potencial arbitrario U(z) na regiao z; < = < z3 ¢
potenciais constantes U, e Uy nas regioes x < x; € £ > Iy, respectivamente. Dividindo-se a
regiao £, < r < x9 em um nimero {inito de elementos de linha, pode-se expandir a funcao

de contorno ¢ em cada elemento como

¢ = (N}" {9}, (2.40)

Substituindo 2.40 em 2.36, obtem-se a equacao da matriz global pelo principio

variacional
[K]{¢} — E [M]{¢} = {v}

J& explicitada em 2.27 e 2.38; onde

CIEDY / [L{NI}{NE}'*‘+z_r{N}{N}"] s

2msy

M = Y [(NHNY s

h 1
2mepy Y 1

0
] =

h?
2meyy ?I’Q

tendo o primeiro e o tltimo componentes do vetor {¢} os valores de ¢ nos nés extremos
r = I € & = &y respectivamente. O campo ¢ na regiao uniforme x < zy ou z > xy ¢ dado

por

exp (o) para x < T .
P { exp(—apx) para x > xy (2.41)

onde

2 e R
t,_M:\/ Mesy (U = E)

h?

em que os subcritos 1 e 2 designam as solugoes nas regioes ¢ < xy € T 2> Ty.




Para 2.41 os valores de ¥ em x < x; ¢ £ > 29 sao dados por

Y, = o ¢

Ur-‘-z = (¥9 (,-"')2

logo, a matriz [K|] recebe esta contribuicao nos nés extremos do poco de potencial. Entao,

[ 82 g . 0
‘2"&,:!!'
0 s 0

K] = [K]+

g h?
2 meppy |

K] {¢} - BIM){g} = 0
cuja condigao tem uma solugao nao trivial dada por
[K] —E[M]=0

que é a prépria equagao para auloestados (A + AB = 0) em uma estrutura de pogo de
potencial. Fixando as fronteiras artificiais préximas dos limites do poco de potencial e

impondo a condigao de d¢/dx = 0 para z < x; e £ > Ty, obtem-se

[K]{¢} — E[M]{¢} =0

que ¢é a equacao de um tipico problema de autovalores com autovalor E e autovetor {¢}.

Conforme [33] o problema resume-se na solugao de um sistema na seguinte forma:
[K|{z} = AIM]{z} (242)

onde [K] é a matriz de rigidez ¢ [M] é a matriz de massa. Inicialmente divide-se ambos os

termos por A e renomeia-se 1/A = \*.

{161z} = [M){z} = X' [K]{e) (2.43)

A matriz [K] pode ser escrita como o produto da matriz triangular inferior e
sua transposta
(K] = [L)[L])"
Definindo {y} = [L]T{z}, ou se¢ja, {r} = [L '[{y}, e substituindo em 2.43

(ML {y} = M [K][L T {w}




que multiplicada por [L '] fornece:

(LML {y} = A {y},

que ¢ a forma geral esperada.

234567unesp
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Capitulo 3

Implementacao no ambiente Ma-
thematica de uma rotina baseada
no MEF capaz de resolver a equacao
de Schrodinger para alguns tipos de
potenciais unidimensionais

O computador, atualmente, ¢ uma ferramenta poderosa para elaboracao de cél-
culos e aproximagoes numéricas. A limitagao ao seu uso para operagoes algébricas estd cada
vez menor e a cada dia aumentam as implementagoes nessa drea.

O software Mathematica é uma das ferramentas mais poderosas para aplicacoes
em um grande mimero de cdlculos iterativos, nao necessitando de compilagao dos programas
tal como nas linguagens mais tradicionais como o Fortran e o C. Os célculos sao executados
linha a linha e os resultados intermedidrios podem ser visualizados. Dessa forma, aproxi-
macgoes numéricas podem ser implementadas por quem nao ¢ versado em computacao, basta
apenas um conhecimento especifico dos comandos do sistema.

O Mathematica ¢ dotado de vérios recursos para cédlculos algébricos, numéricos
e visualizacao grafica. Pode-se considerd-lo como um ambiente de programacao completo,
onde tanto o estilo de programa funcional quanto o interpretativo podem ser usados para
escrever longas fungoes e bibliotecas. Quando algumas aplicagoes requerem grande tempo
de processamento, as partes criticas de um cédigo podem ser escritas como uma rotina em

FORTRAN ou C que trocam informacoes com o ambiente Mathematica através de rotinas




do Mathlink.

O Mathematica produz gréaficos em duas ¢ trés dimensoes, bem como contornos
e equipotenciais. Pode-se plotar tanto fungoes quanto listas de dados. Ele é dotado de
muitas opgoes para controlar a saida de graficos. Algumas versoes do Mathemaltica também
suportam animacoes graficas [40].

Todos os graficos produzidos no Mathematica estao no padrao PostScript, e
podem ser transportados para uma ampla variedade de programas [39]. Por fim, o Ma-
thematica pode ler dados em vdrios formatos, e pode gerar saidas para compiladores como
C, FORTRAN ¢ TEX. Maiores detalhes sobre os recursos de programacao nesse ambiente
podem ser encontrados em [7],[8],[19)].

Neste trabalho, o software serda aplicado para a solugao de um problema de
alores de contorno que nada mais ¢ que uma equacao diferencial cujas condicoes dos
valores de solucao da fungao estao separados no espago. O problema a ser abordado ¢ do
tipo solugao da equacao diferencial parcial de Schrédinger para obtencao dos autovalores,

pela aplicacao do Método dos Elementos Finitos.

3.1 As partes do programa

Como visto anteriormente, é possivel discretizar um dominio 2 em elementos
finitos ¢ escrever para um problema estaciondrio uma expressao matricial para o funcional
que assume, em cada elemento, um valor parcial (contribuigao). Para aplicar a condigao de

extremo ao funcional tem-se que somar todas as contribuigoes sobre o dominio 2, ou seja,

k
F ZE , E,
e=1

e, em seguida, aplicar a condicao 6F = 0, de onde obtem-se um sistema de equagoes

lincares. Para fazer essa soma de contribuigoes deve-se mudar a numeragao nos nés. A

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18
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numeragao deixa de ser local e passa a ser global (dominio ). As matrizes dos sistemas
de equagoes para problemas de autovalores contém um mimero relativamente pequeno de
elementos diferentes de zero. A i-ésima linha de uma matriz associada com as varidveis
nodais de ordem [, contém , além do clemento diagonal, um elemento nao nulo na coluna J
(J diferente de 1) apenas se as varidveis nodais I e J pertencerem a um mesmo elemento.
Logo a matriz global passa a ser uma matriz de blocos, pois cada vetor que a compoe
somente possul valores diferentes de zero no entorno da diagonal.

A jungao dos elementos serd efetuada segundo um esquema de elementos desco-
nectados, quando se considera apenas os elementos finitos, ¢ elementos conectados quando

se considera todos os elementos finitos, conforme a figura 7?7 (ver [36])

(1) (2) 3

:
2

Iigura 3.1.1: Numeracao para elementos desconectados e conectados

entao,

coo~=ocoooOo

cCcoCcCoco o
coc=CcCoco—o
cRroCococHCoo
oo oOo0O

de outra forma,

qbd:'s = Cd)f‘m; (3 1)

onde ¢ ;, ¢ a matriz transformacao de conexao e C¢,,, ¢ chamada de matriz conexao.

comn

Cabe notar que esta téenica tem alto custo computacional jJ4 que a matriz a ser trabalhada
apresenta uma grande quantidade de zeros que poderiam ser excluidos de forma a minimizar

espaco de memdria. lintao, da equagao 2.24 tem-se

AVA
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D DU 1, . N
F= -é{d’}(iis[h]df-‘f{(r)}diﬁ i §k2{(’f’}(ii_-,[ﬂ'f]dix{d)}dis = {(}T‘)}(iis{’!’{’}di‘q (32)
mas CoIno

(f)dt's = C (rbmm

substituindo em 3.2, obtem-se

5(C e} [KLuis{C b} = 55 G} IMLuis{C b} = {C G} (it

1 . .. 1 al
§¢'({{mcl Kdi"‘cq‘}t'ma - ‘_k2¢)f

2 CoT

C" M4isCoheon — DromC Vs, (3.3)

com uma transformacao algébrica

C A,
e 4
arAe ey
G5 4; 0

entao pode-se chamar

. el 0 «
que aplicado na equacao 3.3

1
P _
2

(f):mxht‘m(f"roﬂ o :ij(ﬁ({m Ar!f'mld)rmx - qbcfmaclwdés (";4)

De forma resumida (figura 3.1.2), o problema da construcao do sistema de

equacoes envolve os seguintes aspectos:




2 3 4 5

inicio )
.---‘/

Entrada dos dados do problema tais como numero de variaveis nodais,
numero de elementos, numero de pontos externos, largura de banda das
matrizes, valores gerais de constantes fisicas, etc

. | —
][ Emrada de coordenadas dos pontos extemos
| Zerar a matriz global e vetor global

[ Moﬁtagem daé_ fun(;oes de forma e matriz de ngldez—}

l lmposmao das condu;oes de contomo1

‘ Montag,em da matriz de conexao }

[ Calculo d“a. mamz de massa}

’ Solugdo das equagdes algébricas ]

Saida da solut;ao e posswel processamento dos resultados

Comparativos graficos, comparagdo com resultados experimentais,

compara@ao com resultados de outros métodos.

D
|
1

Figura 3.1.2: Diagrama de blocos - partes do programa
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3.2 Caso 1 - O pogo de potencial.

Entrada dos dados iniciais

Nesta etapa sao informados os valores constantes e dimensoes fisicas do proble-
ma: massa efetiva e seu acréscimo, massa do elétron livre, constantes de Plank e da luz,

largura do pogo de potencial, potencial nas bordas do pogo e mimero de elementos para a

simulacao.

Figura 3.2.3: Pogo de potencial retangular finito

mery = (0.067 + 0.083z)mgy que é a massa efetiva em um sistema, gélio-
arsénio/aluninio-gdlio-arsénio (GaAs/Al;Ga;_,As), onde my é a massa do elétron livre e
vale mg = 9.110 . 107%! kg, e z é a posicao ao longo do pogo (ver [4]), no caso de pogo
quadrado ou retangular, o valor para z dentro do poco é zero, pois a massa efetiva é nula
dentro do pogo, € z = 0,3 constante antes e apGs o pogo, j4 que é uma propriedade do
semicondutor e nao tem variagao na segao.

=2.998 .10 m/s que é a velocidade da luz no vdcuo em metros por segundo,

0.511 10°
I'I’10=_"'_'_§_‘_’c

h=4.136 10~ > €V's, constante de Plank em elétron Volt segundo,

eV, massa do elétron livre em elétron Volt,




h =hhar=.;—'ﬁ, constante reduzida de Plank,

U = (o]
larg=100 . 10 ' m, largura do pogo em metros (100 A)
Up=0.225 ¢V, potencial na borda do po¢o em elétron Volt.

nelem=101, mimero de elementos discretizados.

Visualizagao do pocgo

pogo = Compile[{x, larg/2}, If[Abs[x] < larg/2, 0.0, Ug]]

Plot[pocol[x, larg/2], {x, -2 larg/2, 2 larg/2 }]

Funcoes de forma e cdlculo da matriz de rigidez

Fntrada das funcoes de forma (matrizes) {N}, {N;}, e cdlculode {NT}, {NI}, e

de suas integracoes. Para cada aproximagao os valores das fungoes de forma serao tomados

em 2.33, aproximacao linear; 2.34, aproximacao quadradica; ¢ 2.35, aproximacao cibica.

locais.

Nocaso de aproximagao linear, a matriz de rigidez serd montada por:
¢ > JLN2HNY T+ U AN} {NYT) e )
(* fnl ( L_J, {(Nz}{Nz}T 4 U If_.{N}{N}T) d€ *) em coordenadas

w m,:‘f!

_ _larg

€7 nelem

(* nas bordas do pogo

U=Ug

b= Jy (osle NHNGT + ULNHNT) a6
(* no interior do poc¢o

U=0

k= Jo (7ryle (NaHNYT + ULONHNYT) a6
K = Table[ 0, {i, 2 nelem}, {j, 2 nelem}]

listk, = Table[ k; [ [ 1, 1] ], {i, 2 nelem - 4}]

Do (K[ [i, 3] ] = ksl [i, i, {i, 1. 2}

Do [K[ [2 (nelem - 1) + i, 2 nelem - 2 + j] ] = ko[ [1, 3] ], {i, 1, 2143, 1, 2} ]
Do[K[ fi, i] [= ke[ [ 1, 1] ], {i, 3, 2 nelem - 2}]

DolK[ 23,21 - 1] = ke [2, 1]),-, 2, nelem - 1} ]

Do[K[ [2i-1,2i]] =k [1,2]], {i, 2, nelem -1} ]




matriz conexao serd montada como
matriz conexao
= Table[0, {2 nelem}, {nclem + 1} ]
= mc
Do[me[ [i,i] ] = 1, {i, 1, nelem + 1}]
Do[mcli, i - nele]] | = 1, {i, nelem + 2, 2 nelem}]
Keon = Transpose[mc] - (K + mc)
(Cdlculo da matriz de massa
(- matriz de massa
mlocal = jol le {N} {N}T" a¢
listM = Table[mlocal[ [1, 1] ], {i, 2 nelem}]
M = DiagonalMatrixlistM]
Do[M[ [2i, 2i - 1] ] = mlocal[ [1, 2], {i, 1, nelem} ]
Do[M[ [2i -1, 2i] ] = mlocal [2, 1] ], {i, 1, nelem}]
M.,n = Transpose[mc] - (M * mc)
Célculo da energia e dos autovalores
€ = Keon * Inverse[Meon]
autovalores = Ligenvalues[c]
A partir desses resultados sao separados aqueles que estao dentro dos limites do

poco de potencial e verificados por modo grafico conforme [19)].

3.2.1 Resultados para uma particula em um poco de potencial

Para validar a rotina implementada no software Mathematica, tomou-se por
referéncia os resultados apresentados em: [7], problema 10.1.2 - Sturm-Liouville Eigenvalue
Problem: Schriodinger Fquation of a Particle in a Boz, pg 607. Os resultados mostrados
pelo autor [7], utilizando o problema de autovalor de Sturm-Liouville sao:

para o seguinte problema:

largura do poco = 100 ;1

altura de barreira = 0,300 eV

Fste mesmo problema foi simulado com a rotina implementada no Mathemalica




i

n Autoestados
pontos 11 2° 3° 4° 9?7
300 0.253323 | 0.165997 0.0943271 0.0421404 | 0.0105617
500 | 0.2510465 | 0.1639334 | 0.09288456 | 0.04140061 | 0.01036078

Tabela 3.2.1: Resultados Bhader [7]

que pode ser acompanhada no apéndice A. Nessa rotina considerou-se:

a) f: — S VAR AR h?
a) fator de escala Tg => 1 eV = T 50 — Grllnoaa)

o]
=> xg= 2.76042 A, para
garantia da homogeneidade dimensional. Dessa forma, a equacao de Schrodinger pode ser

reescrita como

27”,{?}'! .
> E¥ =0
T

2 s
d 2myeyys
— U - —y(z)¥ +
dx z§
b) Massa efetiva adimensional para o semicondutor GaAs = 0.067.
Foram simulados os autoestados para o mimero de elementos, nelem, variando

de 101 a 1751 com subintervalos de 30 e 50 clementos, obtendo-se os seguintes valores,

conforme as tabelas 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5 ¢ 3.2.6:

101

131

151

201

231

251

301

0,231859
0,066340
0,005481

0,1398490
0,0413009
0,0041220

0,2294740
0,1062650
0,0319966
0,0035180

0,2282650
0,1309480
0,0613770
0,0192975
0,0025389

0,2682070
0,1734790
0,0997951
0,0470976
0,0151505
0,0021577

0,2275340
0,1473040
0,0848913
0,0402414
0,0131292
0,0019553

0,2270440
0,1588610
0,1030730
0,0596624
0,0285818
0,0096273

Tabela 3.2.2: Autovalores de 101 clementos a 301 elementos

AVA
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17

18



331

351

401

431

451

501

531

0,2547080
0,1880700
0,1316880
0,0855532
0,0496480
0,0239271
0,0081982

0,2950770
0,2266940
0,1674360
0,1172980
0,0762689
0,0443341
0,0214488
0,0074274

0,2858080
0,2264300
0,1740440
0,1286470
0,0902317
0,0587925
0,0343143
0,0167545
0,0059437

0,2475860
0,1961900
0,1508460
0,1115490
0,0782949
0,0510773
0,0298817
0,0146665
0,0052712

0,2786890
0,2262250
0,1792890
0,1378780
0,1019890
0,0716185
0,0467594
0,0273977
0,0134926
0,0048890

0,2730500
0,2260600
0,1835500
0,1455190
0,1119620
0,0828795
0,0582664
0,0381170
0,0224176
0,0111287
0,0041084

0,2890010
0,2431860
0,2013580
0,1635180
0,1296640
0,0997925
0,0739026
0,0519907
0,0340509
0,0200697
0,0100085
0,0037325

Tabela 3.2.3: Autovalores de 331 elementos a 531 elementos

601

631

651

701

731

751

0,2684730
0,2259250
0,1870810
0,1519390
0,1204980
0,0927562
0,0687113
0,0483602
0,0316973
0,0187090
0,0003573

0,2646850
0,2258130
0,1900540
0,1574060
0,1278700
0,1014440
0,0781254
0,0579138
0,0408058
0,0267958
0,0158704
0,0079930

0,2782840
0,2401980
0,2049360
0,1724970
0,1428820
0,1160880
0,0921145
0,0709607
0,0526246
0,0371032
0,0243910
0,0144749
0,0073191

0,2999340
0,2614990
0,2257180
0,1925900
0,1621150
0,1342920
0,1091190
0,0865964
0,0667222
0,0494949
0,0349116
0,0229668
0,0136475
0,0069182

0,29421400
0,25878000
0,22563600
0,19478000
0,16621200
0,13993000
0,11593600
0,09422630
0,07480190
0,05766110
0,04280240
0,03022300
0,01991740
0,01187280
0,00605523

0,27061900
0,23803600
0,20755800
0,17918400
0,15291300
0,12874500
0,10668000
0,08671630
0,06885330
0,05309010
0,03942520
0,02785570
0,01837630
0,01097410
0,00561619

0,28929900
0,25643500
0,22556500
0,19669000
0,16980700
0,14491800
0,12202000
0,10111500
0,08220030
0,06527590
0,05034090
0,03739350
0,02643110
0,01744830
0,01043230
0,00535077

Tabela 3.2.4: Autovalores de 551 elementos a 751 elementos

AVA
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801

831

851

901

931

951

1001

0,28502900
0,25439000
0,22550300
0,19836900
0,17298800
0,14935800
0,12748000
0,10735300
0,08897580
0,07234830
0,05747110
0,04434160
0,03295890
0,02332020
0,01542010
0,00924633
0,00476756

0,29496100
0,26486600
0,23640000
0,20956300
0,18435400
0,16077200
0,13881900
0,11849200
0,09979180
0,08271790
0,06726970
0,05344660
0,04124750
0,03067100
0,02171430
0,01437220
0,00863235

0,28128700
0,25259100
0,22544800
0,19985800
0,17582100
0,15333600
0,13240200
0,11302000
0,09518840
0,07890760
0,06417700
0,05099570
0,03936300
0,02927720
0,02073570
0,01373320
0,00825753

0,27798000
0,25099700
0,22540000
0,20118800
0,17836000
0,15691800
0,13686000
0,11818600
0,10089500
0,08498820
0,07046430
0,05732300
0,04556360
0,03518530
0,02618660
0,01856480
0,01231450
0,00742402

0,28695800
0,26038900
0,23511800
0,21114500
0,18846900
0,16709000
0,14700700
0,12822100
0,11073200
0,09453770
0,07963940
0,06603640
0,05372820
0,04271410
0,03299340
0,02456450
0,01742470
0,01156880
0,00698509

0,27503700
0,24957500
0,22535600
0,20238100
0,18064900
0,16016000
0,14091400
0,12291000
0,10614900
0,09062880
0,07635060
0,06331370
0,05151760
0,04096170
0,03164520
0,02356660
0,01672310
0,01110960
0,00671449

0,29762600
0,27240000
0,24829700
0,22531700
0,20345900
0,18272300
0,16310900
0,14461600
0,12724500
0,11099600
0,09586680
0,08185890
0,06897150
0,05720430
0,04655690
0,03702870
0,02861880
0,02132590
0,01514710
0,01007730
0,00610521

Tabela 3.2.5:

Autovalores de 801 elementos a 1001 elementos
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1031

1051

1101

1251

1501

1701

1751

0,2805850
0,2568070
0,2340870
0,2124250
0,1918210
0,1722750
0,1537860
0,1363550
0,1199800
0,1046630
0,0904016
0,0771971
0,0650488
0,0539563
0,0439193
0,0349372
0,0270091
0,0201336
0,0143081
0,0095272

0,2939250
0,2700250
0,2471440
0,2252810
0,2044370
0,1846100
0,1658010
0,1480090
0,1312350
0,1154780
0,1007380
0,0870147
0,0743080
0,0626176
0,0519432
0,0422844
0,0336407
0,0260112
0,0193944
0,0137876
0,0091858

0,2905790
0,2678750
0,2460980
0,2252490
0,2053280
0,1863350
0,1682690
0,1511300
0,1349180
0,1196330
0,1052750
0,0918438
0,0793387
0,0677599
0,0571071
0,0473800
0,0385782
0,0307012
0,0237481
0,0177174
0,0126066
0,0084104

0,28223000
0,26249000
0,24347000
0,22516800
0,20758500
0,19072000
0,17457300
0,15914500
0,14443500
0,13044300
0,11716900
0,10461300
0,09277440
0,08165360
0,07125030
0,06156430
0,05259550
0,04434380
0,03680880
0,02999020
0,02388740
0,01849960
0,01382530
0,00986190

0,28888700
0,27218300
0,25597900
0,24027400
0,22506800
0,21036200
0,19615400
0,18244600
0,16923600
0,15652600
0,14431400
0,13260100
0,12138700
0,11067100
0,10045500
0,09073630
0,08151650
0,07279510
0,06457200
0,05684730
0,04962070
0,04289230
0,03666180
0,03092900
0,02569380
0,02095570
0,01671430
0,01296860
0,00971723

0,29586300
0,28091500
0,26635500
0,25218500
0,23840300
0,22501000
0,21200500
0,19939000
0,18716300
0,17532400
0,16387400
0,15281200
0,14213900
0,13185500
0,12195800

0,112450000
0,10333000
0,09459880
0,08625540
0,07830020
0,07073310
0,06355410
0,05676300
0,05036000
0,04434480
0,03871750
0,03347780
0,02862580
0,02416110

0,0200836
0,01639290
0,01308850
0,01016940
0,00763434
0,00548092
0,00370503
0,00229934
0,00125088

0,30853300
0,29369300
0,27922000
0,26511400
0,25137500
0,23800300
0,22499700
0,21235900
0,20008700
0,18818200
0,17664300
0,16547100
0,15466600
0,14422800
0,13415600
,12445000

0,11511100
0,10613800
0,09753190
0,08929200
0,08141840
0,07391110
0,06677000
0,05999510
0,05358640
0,04754380
0,04186720
0,03655650
0,03161170
0,02703260
0,02281910
0,01897090
0,01548760
0,01236870
0,00961336
0,00722016
0,00518679
0,00350923
0,00218042
0,00118803

Tabela 3.2.6:
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Autovalores de 1031 elementos a 1751 elementos
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001

751

1001

1251

1501

1751

Valor

Isperado

0,26847300
0,22592500

0,25878000
0,22563600

0,24829700
0,22531700

0,24347000
0,22516800

0,24027400
0,22506800

0,238003000
0,224997000

0,25104652

0,18355000
0,14551900

0,16980700
0,14491800

0,16310900
0,14461600

0,15914500
0,14443500

0,15652600
0,14431400

0,154666000
0,144228000

0,16393341

0,11196200
0,08287950

0,10111500
0,08220030

0,11099600
0,09586680

0,10461300
0,09277440

0,10045500
0,09073630

0,106138000
0,097531900

0,09288457

0,05826640
0,03811700

0,05034090
0,03739350

0,04655690
0,03702870

0,04434380
0,03680880

0,04289230
0,03666180

0,041867200
0,036556500

0,04140061

0,02241760
0,01112870

0,01744830
0,01043230

0,01514710
0,01007730

0,01382530
0,00986190

0,01296860
0,00971723

0,012368700
0,009613360

0,01036079

Tabela 3.2.7: Autovalores para construcao do grafico de convergéncia
1 < 2 :
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72

Foram escolhidos 5 pares de valores de cada simulagao para indicar a convergéncia de aprox-

imacao para cada autoestado.

Aproximacio dos valores das energias dos autoestados

0,300
0,250

0,200 |
0,150

1000 1250

numero de elementos

1° autoestado = 2° autoestado — 3° autoestado 4° autoestado — 5° autoestado

Figura 3.2.4: Convergéncia dos autovalores para o poco de potencial

3.2.2 Verificacao grifica

Uma outra forma para verificacao dos resultados & através de solugao gréfica,
ou seja, gerar a funcao de onda antes do poc¢o, dentro do pogo € apds o pogo e juntd-las
de forma a se perceber a continuidade. Devido ao tamanho das matrizes dos dados das
autofungoes nao é possivel produzir os grificos apartir delas. Uma alternativa foi gerar os
graficos a partir da aplicacao direta da fungao de onda com cada um dos autoestados, mas
nesse caso tem que se considerar as constantes de integragao A e B, conforme mostrado por
Fisberg e Resnick (ver [15], pg 180 e 879). A e B sao os ajustes para que a probabilidade

total de se encontrar a particula em algum lugar seja igual a 1. Mostra-se que (ver [15],
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pg 270) a equagao de Schrédinger independente do tempo na regiao —L/2 < ¢ < L/2

(L = larg = largura do po¢o), onde U(z) = 0, tem como autofun¢ao da onda estaciondria

para a particula livre

h

2emess B \2meps B2
U(x) = A sen (Tﬂ) z+ B cos (—N ) x

Para a geracao dos graficos hd que se levar em conta as autofuncoes impares, pares e
simétricas. A rotina de programacao deverd levar em conta o sinal do expoente das funcoes
de onda ¥ (¥,, ¥,, ¥3) correspondentes as posigoes anles do pogo ¥y, dentro do po¢o Vs,

e depois do pogo Us.

Curvas da fungido de onda ¢ antes do pogo,
dentro do pogo edepois dopogo - par

If1]:= k1=(2mef Abs[e])” (1/2) /hbar;
k3=(2mef Abs[e])”(1/2) /rbar;
psil[x ,e ]=A Exp[kl x];
psi3[x_,e ]=B Exp[-k3 x];

InS:= Clear [egn,hbar, D ,mef]
egnle ]=D[psi2[x],{x,2}]+(2m0/hbar"2) (e-U[x]) psi2[x]

_ 2m0psi2(x] (e-U[x])

> + psiZ’ [x]

Oulg
I7:= c=2.998 10"8; (* velocidade da 1luz *)
m0=(0.5110) (1 1076) /c*2; (* massa do elétron livre em &V *)
mef=0.067 mD; (* massa efetiva para o sistam GaAs/AlGaAs ¥*)
hbar=6.582 10" (-16) ; (* hbar =h/(2 ») *)

If11:=0[x ]=00;
U0=0.3; (* altura do pogo de potencial em eV  *)
I= 10"-8; (* largura do pogo em metros (Angstron) *)
A=l/sqrt[L]; (* ajuste de ncrmalizacio  *)
B=A; (* ocodigdo de simetria *)

I1§:= V= Carpile[{x, L/ 2}, If[Abs[x] < L/ 2, -0.3, 0.071]

ou[16= Carpiledﬂmtion[{x, ;’}, If[Pbs[x} < ;‘ -0.3, 0.], _Carpi ledCode-
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I19:= resul t=NDSolve [ { (egn[e]=0) ,
psi2[-L/2]=psil[-1L/2,€],
psi2' [-L/2]=D[psil[x,e],x]/.x->-1/2},
psi2([x], {x,-L/2,1/2}];
s[x ]=psi2[x]/.result;
plot2=Plot[s[x], {x,-L/2,L/2} ,PlotStyle->RaRColor([1,0,0]]

2x10°°

Figura 3.2.5: 'un¢ao de onda dentro do poco

In[23]:= plotl = Plot[psil[x, e], {x, -L, -L/ 2},
PlotStyle -> RGBColor[0, 1, 0]]

0.002

0.0015

0.0005

i L . & i . L i A 4 i b * A & i -
-9x10° "7 -8x10°° -7x107? -6x10"7 -5%10°

9

I'un¢ao de onda antes do pogo




In[24]:= plot3 = Plot[psi3[x, e], {x, L/ 2, L},
PlotStyle -> RGBColor[0, 0, 1]]

0.0015

0.0005

B s D S S

6x10°° 7x10°°? 8x10~° 9x10°° 1x107"®

I'ungao de onda depois do po¢o

Inf25]:= Show[plot2, plotl, plot3, DisplayFunction -»> $DisplayFunction,
AxesLabel -> {"x", "¥"}];

\\.\.

5x10°

Funcao de onda completa (1°autovalor)

Ainda no caso par tem-se mais um autovalor, 0.0975319, cujo grafico é com

9 1 .
ﬁ'




-0.04

Funcao de onda completa para o caso par (3°autovalor)

Para o caso impar, basta alterar a condicao das constantes A ¢ B, A = —B,

a simular para os autovalores 0.0365565 ¢ 0.144228, obtendo-se os seguintes gréaficos para

A=1,23 % e para A =1,26 % respectivamente:

v

Funcao de onda completa para o caso impar (2°autovalor)




0.02

T — -

1x10°

Iun¢ao de onda completa para o caso impar (4°autovalor)

Para o caso simétrico, H%autovalor, o grafico seré:

Func¢ao de onda completa para o caso simétrico (5%autovalor)
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3.3 Caso 2 - O Oscilador Harmonico.

Em uma posi¢ao de equilibrio estdvel, a fun¢ao potencial U(z) deve ter um
minimo e pode ser aproximada, nesta regiao bem préxima do seu minimo, por uma curva
parabdlica. Para pequenas vibragoes, o que interessa, freqiientemente, ¢ o comportamento
de U(z) nas proximidades de seu minimo. Escolhendo-se as origens do eixo = e do eixo
da energia como estando sobre o minimo, a equagao da fun¢ao parabdlica pode ser escrita

COIMNo

Y

U(z) = 7a* (3.5)

onde C' ¢ uma constante. Uma particula movendo-se sob a influéncia de um potencial deste

tipo sofre uma forca restauradora linear (lei de Hooke)

F(z) = —dlliz) = ~Cz.

dx

A mecénica cldssica prevé que uma particula sob a influéncia de uma forca
restauradora linear exercida pelo potencial dado por 3.5, deslocada de uma distancia xg
da sua posi¢ao de equilibrio e af liberada, vai oscilar em movimento harménico simples em
torno de sua posicao de equilibrio com freqiiéncia
1 /C

“2rVm
onde mn é a massa da particula. Assim, a energia total I da particula é proporcional a x, 2,
e pode ter qualquer valor, j& que z¢ ¢ arbitrédrio.

A mecénica quantica prevé que a energia total £/ pode tomar apenas um conjunto
de valores discreto, porque a particula estd limitada pelo potencial a uma regiao de extensao
finita. O postulado de Plank prevé que uma particula executando oscilacoes harménicas
simples pode tomar apenas um dos valores de I, =n h v parta n=20, 1, ...

Desta forma, a equagao de Schrédinger independente do tempo para o oscilador
harménico simples é dada por

h?  d*¥ C
-~ s—c i L —2?¥ = 0. (3.6)
2 mesy dx 2
A solugao dessa equagao fornece os autovalores e as autofuncoes para o oscilador
harménico simples. Para todos os valores de z, a autofuncao ¥,, é dada pelo produto de uma

exponencial, cujo expoente é proporcional a —z2, por um polinémio simples de ordem z™.
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O polindmio é responsdvel pelo comportamento oscilatério de ¥, na regiao classicamente

T 1 ’ . ~ ) ’
permitida, na qual 2, < U(z). O mimero de oscila¢oes cresce quando n cresce, porque hé
n valores de x para os quais um polindmio de ordem z™ tem valor zero. Estes valores de z
sao as posigoes dos nés de ¥,,. Para valores de n pequenos, as autofuncoes de um oscilador

harmoénico simples sao muito préximas das do pogo de potencial analisado anteriormente.

3.3.1 Resultados para o oscilador harménico simples.

Tomando-se as condigoes de particula livre e potencial descritos no problema do
poco de potencial (se¢ao 3.2), simulou-se a rotina executada pelo software Mathemalica,
para comparagao dos resultados, jd que os autoestados produzidos pelo oscilador harménico
simples devemn coincidir com os encontrados no pogo de potencial (referéncia [15] - paginas
284 a 288 e apéndice I, e [29]) para mimeros quanticos n pequenos:

comprimento = 400 ;1 constante = 0,300 eV

A rotina implementada no Mathematica que pode ser acompanhada no apéndice
B. Nessa rotina considerou-se:

oY f s dial B L LaBt h? . _ y
a) fator de escala zg => 1 eV = o5l = Blte sy => o= 2.76042 A

b) massa efetiva adimensional para o material GaAs = 0.067.

Conforme Eisberg e Resnick ([15]), os resultados da simulagao do oscilador har-
monico simples reproduzem os mesmos valores encontrados para o pogo de potencial retan-
gular.

Pode-se notar que, da mesma forma na simulacao do pogo de potencial, os
valores esperados ([7], problema 10.1.2 - Sturm-Liowville Figenvalue Problem: Schridinger

Fquation of a Particle in a Boz, pg 607) serao alcan¢ados para um mimero maior de

L)
elementos, j& que no pogo de potencial o comprimento era de 200 A e no oscilador é de 400

[

A.

A tabela 3.3.8 mostra os valores esperados para o caso do oscilador harménico
simples e os valores intermedidrios obtidos por simulacao, ou seja, da mesma forma que
no caso do pogo de potencial os valores finais de cada autoestado serd conseguido com
stmulagoes com maior mimero de intervalos, daf a apresentagao de dois valores para indicar

uma convergéncia para os valores esperados.
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Valores
Kisperados

1751
elementos

0,25104652

0,2623620

0,2493570

0,16393341

0,1685920

0,1585210

0,09288457

0,0982816

0,0911416

0,04140061

0,0433617

0,0398838

0,01036079

0,0125236

0,0085632

Tabela 3.3.8: Autovalores esperados e autovalores obtidos por simulagao.




Capitulo 4

O Método EFGM - “Element Free
Galerkin Method ”.

Para muitos pesquisadores, a utilizagao tradicional do MEF (Método dos Ele-
mentos Finitos) ¢ ferramenta usual para muitas aplicagoes e j4 nao atende as necessidades
de modelagem para problemas mais complexos, quer seja por apresentar dificuldades de
discretizacao, quer por nao apresentar excelente aproximacgao numérica nos casos em que a
“malha” se torna complicada, por exemplo - modelagens de grandes deformacoes, malhas
muito comprimidas ou em contornos muito irregulares. Ainda, o uso de malhas para mode-
lagem em simulagoes de transformagoes de fase ou caminhos complexos, criam dificuldades
no tratamento de descontinuidades quando nao coincidem com as linhas da malha original.
Claro estd que estas dificuldades aumentam significativamente no caso 3D.

Para amenizar estas dificuldades, uma nova classe de métodos, que nao requerem
malhas para discretizacao do problema, tém sido desenvolvidos. Nestes métodos a cons-
trucao das equagoes discretas ¢ a descri¢ao das superficies interna e externa do modelo sao
desenvolvidas por meio dos conjuntos dos nés ¢ nao pelos elementos ou pela caracteriza-
cao de interelacionamento entre os nés. A grande atragao dos métodos sem “malha” ¢ a
possibilidade de simplificagao das adaptagoes em problemas com descontinuidades e con-
tornos “quebrados”. I neste contexto que surge o Método EFGM - Element Free Galerkin

Method.




4.1 O EFGM em uma dimensao

O EFGM ¢ um método que nao utiliza malhas de discretizacao, pois considera
somente o conjunto dos nés € uma descri¢ao dos modelos de contorno para gerar as equacoes
discretas. A conectividade entre os nés e as fun¢oes de aproximagao ¢ construida pelo
método. O KFGM utiliza uma aproximacao de ajuste minimo de mudanca'* para aproximar
a fungao u(x) com u"(z). Estes aproximadores sao construidos por trés componentes: uma
Jungao peso de suporte associada a cada néd; uma base, usualmente uma base polinomial;
e um conjunio de coeficientes dependentes da posigao dos nés. A fun¢ao peso é nao zero
sobre um pequeno subdominio no entorno de um né ¢ é chamada suporte, a qual define
a contribui¢ao de aproximagao para o né. A envoltéria dos dominios nodais de influéncia
definem a conectividade nodal. Uma das propriedades dos aproximadores de ajuste minimo
de mudanca ¢ que sua continuidade estd relacionada com a continuidade da funcao peso. No
entanto, bases polinomiais de baixa ordem, por exemplo bases lineares, podem ser usadas

para gerar aproximacoes altamente continuas através da escolha apropriada da funcao peso.

4.1.1 Os aproximadores de ajuste minimo de mudanca

Considere-se uma discretizagao de um dominio 0 < z < 1 dado por um conjunto
de nés uniformemente distribuidos [12]. Cada né tem um “pardmetro nodal ” correspon-
dente, ou u; associado ao né, e um pardmetro que governa a fungao no ponto, em geral
u; # u(z;). A aproximagao u"(z) para a funcao u(z) é vista como um polinémio de ordem
m com cocficientes nao constantes. A ordem do polinémio é definida como a ordem das
bases. [Sm uma dimensao, e com bases lineares ou quadréticas, u"(z) podem ser escritas

como:

u"(z) = ao(z) + ai(z)x (base linear)

ut(x) ao(z) + a1 ()T + as(z)z? (base quadratica)

onde os parAmetros desconhecidos aj(z) variam de acordo com z. Estas aproximacoes sao

conhecidas como interpoladores de ajuste minimo de mudanga na curva e na superficie

4 No original, “Moving Least Square - MLS "
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fixada. A aproximacao local é dada por

u(2,7) =) py(@)ay(2) = P (@)a(@)

onde p(z) ¢ um polinémio completo de ordem m
pPri@)= # 2 . o7 (4.2)

e a(z) ¢ dado por

a’(z) = [ao(z) ai(z) as(z) ... am(z)] (4.3)
Os parametros desconhecidos a;j(z) para um ponto qualquer sao determinados pela mini-
mizagao da diferenca entre a aproximacao local no ponto e os pardmetros nodais u;. Uma
caracteristica & que o ponto X recebe a sobreposicao dos dominios de influéncia dos nés de

lan

Figura 4.1.1: Sobreposicao de dominios de influéncia no ponto X - uma
dimensao

Para determinar a(z), minimizando os pesos em rela¢ao a a(z), a norma discreta

Ly & dada por

T

Z w(z — zp)[u) (7, ) — uy)?

n

Z w(z — z;)[p” (z;)a(z) — uy)? (4.4)

-1
onde n é o nimero de nés na vizinhanga de  para os quais a fungao peso w(z — z;) # 0, e
uy refere-se aos pardmetros nodais de u ¢ x = z;.

O minimo J por 4.4 com respeito a a(z) leva ao seguinte conjunto de equagoes
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lineares:
ou de outra forma,

onde, no caso de base linear em uma dimensao,

A Zw(m — z1)p(x)p” (z))
T—T . w(z —x L
w(z |)[ :r:f]+ (z 2)[ 2]+

I Iy 3’32

B(z) [w(z — z)p(zy1), w(r — 22)p(22), ... ,w(z— z,)p(z,)]

[w(:n—:n,)[il] w(m—ﬂ:?)l;?} w(m—mn)[;nH (4.8)

u? = [ug, up, ... uy) (4.9)

Substituindo 4.6 em 4.1, o aproximador de ajuste minimo de mudanca fica

u"(z) =Z Q)(z) u; = P(x)u (4.10)
1-1

onde a fun¢ao de forma ®;(x) ¢ definida por

m

() =Y pi(=)(A '(z)B(z)),, =p" A 'B; (4.11)

-1

onde m ¢ a ordem do polinémio p(z). Para determinar as derivadas de 4.10, é necessdrio
obter-se as derivadas da funcao de forma. As derivadas no espago da funcao de forma sao

obtidas por

P, = (PT A le)m- (4-12)
e p’j"m A . IBJ' + pT (A l)sx BI + pT A IBI:.T.

onde
dw
B (z) = o (x —z)p(z;)

e A ', é computado por

A=A A AT




onde

n

Z w(z — :r:;)p(:r;)PT(-'f-'l)

dw 1 = dw 1 x
E(T—Tl) T 3:% +E(T—:}"2) T 3"3 +

Pode-se notar que as fun¢oes de forma do EFGM nao satisfazem o critério do
delta de Kronecker: ®;(z;) # 6,4, dai a denominagao de aprozimadores em substitui¢ao
a interpoladores. Entao, u"(x;) # wuy, isto é, os pardmetros nodais u; nao sao os valores
nodais u"(z;). A aproximacao do deslocamento do Izgm, né depende do pardmetro nodal u;
de forma que todos os nés, u; até u,, correspondem a todos os outros nés sob o dominio de
influéncia do né I. O somatério de 4.10 mostra isso. Dessa forma, fica mais complicado, se
comparado ao MEF, a imposi¢ao das condi¢oes de contorno. Algumas técnicas vém facilitar
a validacao das condigoes de contorno: multiplicadores de Lagrange, principio variacional
modificado e conexao com elementos finitos.

Um dos fatores importantes no KFGM ¢ a fung¢ao peso utilizada. Esta deverd
ser nao zero em uma pequena vizinhanca de x;, chamada de dominio de influéncia do

né I, de modo a gerar um conjunto esparso de equagoes discretas; ou seja, como se cla

se comportasse como um suporte compacto. 14 obrigatério que w(z — x;) seja positiva e

-

monotdnica crescente se ||z — x;|| for decrescente; além disso, é desejdvel que w(x — zp)
seja uniforme: se w(z — x;) é continua na 1%derivada (C') para a base polinomial, entao a
funcao de forma ®;(z) também serd continua (para C').

Dependendo da escolha da fungao peso w(zx — z;) pode-se afetar o resultado da
aproximagao de u"(z). Como ilustracao, tome-se 9 nés uniformemente espacados, entao
pode-se construir uma aproximacao de ajuste minimo de mudanca u"(z) usando uma base
polinomial linear p” = [1, z]. A representacao da funcao peso foi considerada para o né 5
ao longo de todo o dominio (ver também [12]). Assim, tem-se:

i) se a fungao peso for escolhida constante sobre todo o dominio, o processo
de minimizagao para cada ponto x envolve todos os pontos do dominio ¢ J(z) em 4.4 se
transforma em um ajuste minimo padrao, resultando um polinémio linear uma reta) entre
os pontos dados:

ii) se os pesos forem constantes mas cada fungao peso nodal possuir um suporte
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Fungio peso DADOS x APROXIMACAO

Aproximagdo

Posicdo (x) Posicdo (x)

Figura 4.1.2: Funcao peso constante e aproximagao u"(z)

compacto nao zero centrado no né, ¢ o tamanho do subdominio for escolhido de forma que
somente dois nés contribuam para cada ponto z, (n = m = 2), entao as fungoes peso geram
uma interpolacao linear por pedacos tal como no método dos elementos finitos. Desta
forma a minimizagao fica sendo local e inclui apenas os vizinhos, tornando a aproximagao
um poligono que contém os pontos dados.

iii) se as fungoes sao uniformes mas cobrem um subdominio maior (n > m), a
minimizacao J(z) em 4.4 resulta em um tipo de aproximagao de ajuste minimo de mu-
danga que ¢ o utilizado pelo EFGM. A aproximagao é continua e uniforme através da base

polinomial.

Definindo-se d; = ||z — z4|| e r = a‘-li;, onde dp; é o tamanho do dominio de
™

influéncia do Is4m, n6, a funcao peso pode ser formulada como uma func¢ao normalizada do
raio r. Conforme [12], uma aplica¢ao de boa aproximagao ¢ a funcao peso cubicspline,

2 42 3 1
8 —dr= 44y para T < 3

wz—z))=w(r)=4 3—4r+4r> - 318 para 3 <r <1 (4.16)

0 para r > 1
dada graficamente pela [igura 4.1.5.
O tamanho do dominio de influéncia para um né, d,,;, ¢ computado por d,,; =

dmax €1, onde dya ¢ um pardmetro de escala, tipicamente de 2,0 a 4,0. A distdncia ¢; é
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Funcio peso DADOS x APROXIMACAO

Aproximagao

TRV PR T S

04 0.6 0.8 I

0.4 0.6

Posigio (x) Posicio (x)

igura 4.1.3: Funcao peso constante com suporte compacto e aproximagao
u'(z)

determinada observando-se os nés vizinhos de A. [Em uma dimensao, ¢ com bases lineares,
a distAncia ¢; ao né ¢ a maxima distancia ao vizinho mais préximo, assegurado que cada
n6 tenha pelo menos dois vizinhos no dominio de influéncia.

Com referéncia as equagoes 4.13 e 4.14, nota-se que a derivada espacial da fungao
peso & necessédria para computar a derivada espacial das matrizes A ¢ B. Usando as regras
de derivacao, tem-se
[sinal de (z — ;)] (—8r + 12r?) para r < 3

T [sinal de (z — z;)] (—4 + 8r — 4r?) para 3 <r<1
' 0 para r > 1

(4.17)

dw; dw;dr

cujas derivadas sao continuas sobre todo o dominio.

4.1.2 Formulacao no EFGM para a equacao de Schriédinger em
uma dimensao.

A equacao de Schrodinger 1.12, suas propriedades e especificidades, ja foi apre-

sentada nos capitulos 1 ¢ 2. A aplicacao do EFGM a um sistema quéntico depende de
. ~ , . - .

algumas consideragoes. Genericamente, as coordenadas de posigao dependem dos coefi-

cientes {a;(z)} que sao determinadas minimizando uma norma discreta Ly definida por um
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Fungido peso DADOS x APROXIMACAO

Aproximagio

0.5

Posigdo (x) Posicdo (x)

Figura 4.1.4: Fungao peso continua e aproximagao u"(x)

conjunto de pontos {z;} ({ =1, 2, ... , n) e estd associada aos valores nodais u;, como
mostrado em 4.4. A condicao estaciondria de J(z) em rela¢ao a a(z), dJ/0a = 0 leva a
equacao 4.5 e conseguintes 4.7 ¢ 4.8.

A condigao estaciondria (equagao 4.5) é avaliada para todo ponto x o qual nao
necessariamente coincide com um dos nés do EEFGM. Diferenciando a equacao 4.11, primeira

ordem, temos

m

d@; _Z dp; (A '(z) - B(x));, +pi(z) (M.B(m) +A ). dB(z)

dzx dzx

(4.18)
onde
dA '(z) dA(x)
dx dx
No caso da equacao de Schrédinger, equagao 1.12, para um pogo de potencial

‘A (). (4.19)

:A--(m).(

ou barreira de potencial (j& apresentados no capitulo 2), a andlise dos autoestados ¢ feita
utilizando-se a equacao 4.11 com o respectivo funcional modificado, conforme [27], para
forcar as condicoes de Dirichlet através dos multiplicadores de Lagrange A em um dominio

finito unidimensional, obtendo-se:

b
h?  dd;dd; ;
F _ZZ Uil / Smy, do dz dz+ Z; U j U(z)®;P;dz—

A
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IFigura 4.1.5: IF'uncao peso cubic spline sobre o raio normalizado

b

—EYY w / O0idz + Ao [ 3 wibi(a) — U, ) + 2 [ 3 wdi() - 0, ) . (4.20)
i j ; i ¢

a

As solugoes em termos do EFGM sao expressas por

" (z) =i u; ®;(z) = u ®(z), (4.21)

que no caso de um pogo de potencial deve satisfazer a condi¢ao de contorno de Dirichlet
homogénea, ou seja, as fungoes de onda decaem para zero nas bordas.

As equacgoes finais discretas da solugao aproximada de u da equagao 4.21 sao
obtidas, para o correspondente problema de autovetores, os aproximadores nodais e os

multiplicadores de Lagrange A;, através do seguinte sistema linear apresentado na forma

[E R E

R d; do;
= .. = . ; Dd, 4-2‘
S / 2 mesy dx dx Lo / U(z)®:®;dx (4.23)

matricial;

onde

(4.24)




®y(a) Py(a) ... ... Pu(a "
<I>1(b)) @Eb)) @,,Eb)) (4.25)

Para o cdlculo dos verdadeiros valores fisicos para esta aplicacao da equacao de

G” =

Schrédinger, a expansao da equagao 4.21 € utilizada novamente para produzir os verdadeiros
autovalores para a equacao 1.12:
| 7o V" VU dzt [ U(z) O O da
j Q
e B2 O (4.26)

Q

4.2 Aplicagao do EFGM em programa MATLAB para

simulacao de resultados do poco de potencial e

oscilador harménico

Para simulagao dos autoestados através do KFGM, em um poco de potencial
¢ oscilador harmoénico, serd utilizado o software MATLAB, uma linguagem semelhante ao
FORTRAN que apresenta muita facilidade no tratamento de matrizes. De forma resumida,
os passos a serem considerados sao (figura 4.2.6):

1°Passo: A configuracao das coordenadas ¢ o mimero de células de integracao
sao delinidas espagando-se os nés uniformemente ao longo da largura do poco de potencial.

2’ Passo: Fixa-sc os parAmetros para a fun¢ao peso, incluindo a varidvel d .y
com 2,0 para uso na determinacao de d,,; para cada né. Por serem os nés uniformemente
espacgados, a distdncia ¢; serd a mesma que a entre os nés; d,,; tem o mesmo valor para
cada né e ¢ igual a d .y .

3’ Passo: As ctlulas de integracao sao escolhidas de forma a coincidir com os
intervalos entre os nés e a quadratura a ponto (equivalente & regra do trapézio) ¢ utilizada
para integrar a forma simplificada de Galerkin. Por ser uniformemente espagados os nés, o
Jacobiano tem o mesmo valor para cada célula e ¢ ignal & metade da distancia entre os nos.
As posigoes dos pontos de integracao, seus respectivos pesos e o jacobiano sao armazenados
em um vetor chamado gg com primeiro valor valendo 0,0. Este é o ponto onde a condi¢ao

de contorno essencial é imposta ¢ na iteracao dos pontos de integracao serd usado para
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[
E Configuragdo das coordenadas nodais e células de integragdo

}

Entrada do conjunto de parametros para a fungdo peso
e propriedades do material

¥
{ Configuragdo dos pontos de integragdo, pesos,

e Jacobiano para cada célula.

- |

Imposi¢do das condigdes de contorno
utilizando os multiplicadores de Lagrange

l

Iteragdo sobre os pontos de integragdo

Y
| Calculo dos pesos em cada n6 para um
| dado ponto de integragdo x,
v
Calculo das fungdes de forma e
derivadas no ponto X,
v
Montagem do sistema de equagdes
) discretas - matrizes K e G'

Calculo dos autovetores e autovalores
L 2
Solug¢do dos parametros nodais

comparagao com resultados de outros métodos.
Graficos

v

Fim

Figura 4.2.6: Diagrama de blocos - programa EFGM
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montagem da matriz G.

4°Passo: A distancia entre o ponto de integragao z¢ ¢ cada né ¢ caleulada; o peso
w e sua derivada %" sao calculados para cada né usando a distdncia normalizada U—i:f-u
Os pesos sao calculados conforme a relagao 4.16 e as derivadas espacials sao calculadas
utilizando 4.17, lembrando que para todos os nés cujos dominios nao contém o ponto g,
os pesos e suas derivadas sao zero; ou seja, as contribuigoes para esses nés na forma de
Galerkin 4.20 serao zero. Usando uma base linear, o vetor p é o conjunto [I x;]7 para
cada né; a matriz B ¢é calculada de acordo com a equagao 4.8 ¢ a matriz A e sua derivada
espacial A |, sao montadas, através da iteracao sobre todos os nés no dominio para cada
ponto de integragao, de acordo com as equagoes 4.7 ¢ 77, As fungoes de forma sao calculadas
utilizando-se a equagao 4.12; p” = [1 z], p,l = [0 1] e os valores das fungoes de forma e
suas derivadas sao armazenadas nos vetores phi ¢ dphi respectivamente. Mais uma vez, as
fungoes de forma e suas respectivas derivadas correspondentes, em cada né, sao calculadas
no ponto de integracao e as contribui¢oes & matriz de rigidez K 4.23 sao determinadas.

5 Passo: Com a matriz K ¢ a matriz G montam-se¢ as equagoes discretas;
impoe-se as condigoes de contorno e os multiplicadores de Lagrange (no caso do oscilador
harménico nao sao usados os multiplicadores de Lagrange); e finalmente calcula-se os au-
tovalores.

6° Passo: Conclui-se a simulac¢ao produzindo-se os grificos dos autoestados en-

contrados pelo programa.

4.2.1 Caso 1 - O poco de potencial

Com base no trabalho de [27], foram adaptadas as rotinas do programa para
o MATLAB, versao 5.3 para o problema descrito por Nakamura et al ([30], pg 892). Ver

apéndice C.

Resultados

A tabela 77 mostra, para cada autoestado, as solugoes exata, a calculada por
Nakamura et al utilizando elementos finitos através de uma aproximagao Iermitiana, a

calculada no capitulo anterior utilizando elementos finitos através de uma aproximagao
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lincar ¢ a calculada por EFGM com aproximacao cubicspline.

Auto

estado

Solugao
Iixata

MELE (Hermite)
92 elementos

MEF (linear)

1751 elementos

EFGM
61 nés (meV)

EFGM
601 nés (meV)

1

9.9671761

8.29468

9.62988

9.8847

9.9646

39.7718097

38.0545

39.5654

39.4734

39.7620

88.9335308

82.9468

89.3115

88.4018

88.9131

155.6079531

155.587

154.6865

155.1030

155.586208

Tabela 4.2.1:  Comparativo entre o MEF e o EFGM

liste comparativo destaca bem a quantidade de elementos necessdrios para se

conseguir aproximagoes para os mesmos autoestados. As melhores aproximagoes sao quando

utilizam-se fun¢oes de aproximagao cibicas (cubespline e hermitiana), e as piores quando

utiliza-se uma funcao de aproximacgao linear.

Grificos

As fun¢oes de onda para cada autoestado estao mostradas na figura 4.2.7.




< I ——

200 400 600
X (Angstroms)

200 400 600
X (Angstroms) X (Angstroms)

Figura 4.2.7: Representa¢ao dos autoestados para o poco de potencial -

EFGM




4.2.2 Caso 2 - O oscilador harménico clédssico.

De forma andloga, o problema do oscilador harmonico simples foi simulado
utilizando-se o mesmo valor de potencial que o utilizado para o pogo de potencial. O

programa estd descrito no apéndice D.

Resultados

Os resultados esperados, da mesma forma que o comentado na simulagao uti-
lizando o MEF, sao os mesmos que os do pogo de potencial. A tabela 4.2.2 mostra o

comparativo.

Solucao EFGM
autoestado exata 81 nds
1 9,9671761 9,7253
39,7718097 | 39,2412
88,9335308 | 88,1135
155,6079531 | 154,5126

Tabela 4.2.2: Comparativo entre os valores esperados e simulados pelo

EFGM.

Da mesma forma que na simulagao utlizando o MEF, também para o EFGM a

quantidade de nés deve aumentar para se conseguir uma boa aproximacao.

Graficos

O resultado das simulacao pode ser vista através dos graficos das fungoes para

cada autoestado. Constata-se a semelhanca entre o resultado gréfico para o pogo de po-

tencial e o resultado grafico para o oscilador harménico simples, como comentado por [15]

e [29].




X (Angstrars)

Iigura 4.2.8: Representagao dos autoestados para o oscilador simples -

EIFGM




Conclusao

O estudo da equacgao de Schrodinger para o caso unidimensional independente
do tempo &, para os fisicos, matéria elementar com solucao analitica ¢ comprovacao ex-
perimental. No entanto, quando o problema deixa de ser “trivial ”, por exemplo equagao
de Schrédinger nao linear com situagoes de contorno complicadas, a solu¢ao analitica é
muito dificil, ou quase impossivel. Nestes casos os métodos numéricos sao muito eficientes
e torna-se necessdria uma ferramenta computacional de caracterfsticas amigdveis e de pre-
cisao aceitavel. Além disso, a versatilidade na representacao dos resultados através de
planilhas e graficos ¢ outra caracteristica importante.

Neste trabalho foi mostrado que o Método dos Elementos Finitos é um método
que considera um meio continuo discretizado por elementos com propriedades de rigidez
e aspectos conceituais bem definidos. Nao consiste apenas em transformar o continuo em
uma associacao de elementos discretos e escrever as equacoes de compatibilidade entre
eles, mas admitir fun¢oes continuas que representam, por exemplo, a propagacao de uma
“onda de matéria ” por um meio sélido e, a partir dai, obter o estado da funcao de onda
correpondente que associada as relagoes de campo eletromagnético, permitem definir seu
comportamento ao longo de todo o sistema.

De outra forma, um novo método, o EFGM, se propoe a facilitar as restrigocs
de aplicagao do método dos elementos finitos ao utilizar pontos em lugar de elementos. O
método EFGM ¢ um método que nao utiliza malhas (estruturadas ou nao estruturadas) e
por isso tem a vantagem de nao se limitar aos casos onde ¢ possivel discretizacao por meio
de malhas, como ¢ o caso do MEF.

Neste trabalho também foi feita uma revisao de alguns conceitos do célculo varia-
cional, o qual estuda os métodos que permitem achar os valores extremos dos funcionais. As
leis da mecénica que aplicam esses métodos sao chamadas de principios variacionais. Apli-
cando esses principios aos problemas discretizados pelos elementos finitos, pode-se resolver
muitas aplicacoes na drea de eletronica e engenharia em geral.

Por se tratar de um método aproximado de solugao para comportamento de
modelos matemdticos complexos por meio de cdlculo variacional, fez-se necessdrio uma

abordagem dos métodos de Rayleigh-Ritz e especificamente o de Galerkin. Dessa forma,
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procurou-se conceitua-los através de preliminares matematicas, tais como os espagos de
Sobolev [9] ¢ o préprio desenvolvimento de equagoes diferenciais aplicado ao problema de
mecénica quintica - o po¢o de potencial [2] e o oscilador harménico simples.

A partir de solugoes ja produzidas por autores como [15] e [18], ¢ implemen-

tadas em computadores de grande porte através de linguagens para a engenharia como o

FORTRAN [3] e [23], procurou-se adequar o problema a uma aplica¢ao em microcomputa-

dor pessoal utilizando uma ferramenta computacional de f4cil manuseio e bastante voltada
para a drea de matematica aplicada - os softwares Mathematica ¢ Matlab.

Os resultados apresentados sao uma primeira integracao de rotinas adaptadas
para utilizagao no Método dos Elementos Finitos e EFGM, desenvolvidas por autores como
(7], [19] e [39], dentre outros, utilizando métodos consagrados pela fisica de particulas .

Para o estudo dos métodos, optou-se pelo estudo de casos relativamente simples
e procurou-se¢ desenvolver, de forma bastante elementar, o que é encontrado em vérios
trabalhos de renomados autores onde a preocupacao maior ¢é a andlise dos resultados € nao
o estudo de como se obter os resultados. As rotinas de programacao aqui mostradas atém-se
a algoritmos bastante singelos cujo objetivo é proporcionar uma relagao imediata entre o
modelo matematico proposto e as ferramentas menos elaboradas dos softwares utilizados.

Muitas outras propostas se apresentam para a continuidade do trabalho, algumas
ja em estudos, tais como uma mailor rapidez de convergéncia por meio de aproximagoes
quadritica, cibica e hermitiana para o caso unidimensional, € a seguir para os casos em
que a discretizacao dos elementos é por meio de superficies (tridngulos, por exemplo) on
meio de volumes (tetraedros, por exemplo).

Tanto para o método dos Elementos Finitos quanto para o EFGM muito ainda
pode ser pesquisado, quer no tocante as malhas apropriadas aos varios problemas, para o

MEF, quer no que se refere as fungoes passo ¢ peso no EFGM.
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Apéndice A

Rotina no Mathematica para a deter-
minacao dos autoestados em um poco
de potencial utilizando MEF.
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(+ Problema de autovalores - determinag¢dao dos
autoestados em um pogo potencial com
aproximagao linear «)

Mere = (0.067 + 0.083y) mp (+ massa em um elemento de GaAs/Al,Gaj_x *)

c= 2.99810° (+ velocidade da 1luz em m/s )

mo = 0.511 10%/ & (+ massa de um elétron livre em eVx)

y=0 (+ fator para aproximagdo da massa especifica )
Mpar = Mefr / Mo (» massa parametrizada )

h= 4.136 (107" (+ constante de Planck em eV )

fo= 2.76042899 (* fator de normalizagdo em metros (i) *)
(0.067+ 0.083 y) mg
.998 x 10°

.68536x 10 14

.067
.136x 10715
.76043
nelem = 201 (+* nimerc de elementos lineares «)
201
larg - 100 10°1° (+largura do pogco em metros (3 angstrons)+)
__
100000000
Up= 0.3 (» potencial na borda do pogo em &V &)
0.3

u= Campile[{x, larg/ 2}, If[Abs[x] < larg/2, 0.0, 0.3]]
larg

J.arg }

CompiledE‘lmctioon, . If[AbS[x} < , 0., 0.3|, -CompiledCode-




In[23]:= nnt = n.nt

(-

nxt - Transpose[nx]

X1+ x2)7
x1+x2)“4 ’

(x - x1)
Out[23]= ‘_- =1 x_2' =
( - ‘ )i

In[24]:=

_ 1 1 1
outi24}= { | x1+x2 " -x1. x2 g

In[25]:= nxnxt = nx.nxt

- 1
Out[25)= |{ AT i

In[26]:= nxnt = nx.nt

General::spell :

name "nxnt"

is
X + X2 ® - x1
( xl»x2]-" (

(-x1+ x2)°2
jnnt dax

{{ (X-XZJ‘
- 3(-x1+x2)2"’

3

Out[26]= | [

1,

In[27]:=

X x1x2+
Out[27]=

x x1 %2+ IJ x*

(x1+ x2)

(-x1+ x2)2

In[28]:= Jof (%) dx = 1o [J'f (&) dg

In[29]:=

Out[29])=
In[30]:=
Out[30]=

In[31]:= %/ (1la/ 6)

Out(3t1l= ({2, 1}, {1, 2}]

1
In[32):= lg+ j nxnxt dé¢
0

Out[32]= {{le, ~le}, (-le, lel

In[33:= %/ (le)

Outf3sl= {(1, -1}, {-1,

X + X2)

Possible spelling error:

similar to existing symbols

(x-x1) (-x+ x2)
e (225

x1+ x2)2

N -

a
(-x1+ x2)-

new symbol

| X+ X2 X

x1l
L ¢ x1+x2]-'" (

x1+ x2)2

g

1

x° (xl+ x2)

(-x1+ x2)°2

(x - x1)°3

3 (==l & x2)?]

*+)

{nnt; RXNXL;

nxtj.




1
In[34]:= J nxntae
0

om[34]={{-;r ;} L5+ 5H

In[35):= %/ (1/ 2)

ou3s}= {{-1, -1}, {1, 1}}

In[36]:= (« Calculo da matriz de rigidez

IN[37):= (« z [L({Nx} {N}".U (N} {(N}¥) ax
In[38]:= (= Em coordenadas locais

I[39]:= (= '|'01(1e (nxnxt) + 2";‘;3’ bl (nnt)) ag

In[40]:= (= le => camprimento do elemento

h

w

In[41]:= hbar =

out{41]= 6.58265x 10 1°

mpa_r

a2

Ule (nnt))ch:
0

1 2
In[42):= j Ela (nxnxt) +
0

Outf42]= {{1. le+ 0.00586179U1le, -1. 1le+ 0.0022309U 1¢},
{-1.1e+0.0029309U 1e, 1. le+ 0.00586179U le}}

larg
nelem

Out[43])= =
20100000000

In[43]:= lg =

In[44].=
(* nas extremidades do pog¢o

In[45]:= U= U
Out[45]= 0.3

2 Mpar

fn2

Ule (nnt))clg
0

1
In[46):= kp = J [le (nxnxt) «+
0

out46]= {{4.98387x10 ™, -4.97075x 10 '}, (-4.97075x10 ', 4.98387x 10 '}




In[47):=
dentro do pogo *)

In[48):= U= 0
Out[48)= 0

mMpar

ez Ule (nnt}}dé‘
0

2
In[49]:= J éle (nxnxt) +

out(49)= | | . / ¢ b { ¢ JEEI | _ ‘;}
20100000000 20100000000 20100000000 ' 20100000000 '

Zmpa:

1
In[50]:= k¢ = j El (nxnxt) +
t x e fl)z

Ule (nnt)}dt‘

Out[50)= : X . } }

1
i 20100000000 ° 20100000000 pod 20100000000 ° 20100000000

In[51]:= K= Table[0, (i, 2 nelem}, {j, 2 nelem}];
listkt = Table[kt[[1, 111, {i, 2 nelem - 4}];
Do[K[[i, J]] = knl([4i, j1), {i, 1, 2}, {3F, 1, 2}]1;
Do[K[[2 (nelem- 1) +i, 2nelem- 2+ j]] =kp[[i, J11, {i, 1, 2}, {3, 1, 2}1;
Do[K[[i, i]] = kel[1, 1]1], {i, 3, 2 nelem - 2}];
Do[K[[21i, 2i-1]] =kt([[2, 1]], (i, 2, nelem- 1}];
Do[K[[2i-1, 21i]] kelll, 211, (i, 2, nelem- 1}]

In[58]:= (+ Matrix conexéao *)

mec = Table[0, {2 nelem)}, {nelem+ 1}];
mc = mc;
Do[mc[([i, i]] =1, {i, 1, nelem+ 1}];
Do[mc[[i, i-nelem]] =1, {i, nelem + 2, 2 nelem}];

Keon = Transpose[me] . (K. mc)
(« Calculo da matriz de massa *)

2
In[64]:= (s« M= ”;ﬁ;: Jole (n.nt) ax )

In[65]:= (« Em coordenadas locais *)
In[66]:= (=« matriz de transformagao *)

zmpar

1
In[67]:= mlocal = j le (nnt) 4 §
0 fo2

out[67)= { {2.91631x10° '3, 1.45816x10°1%), (1.45816x10"13, 2.91631x 10°13}}

In[68]:= 1istM = Table[mlocal[[1l, 1]], {i, 2 nelem}];
M= DiagonalMatrix[listM];
Do[M[[2i, 2i-1)] = mlocal([l, 2]], {i, 1, nelem}];
Do[M[[2i-1, 2i]] = mloecal([2, 1]], {i, 1, nelem}]




IN72):= Mxn, = Transpose[mc] . (M.mc) ;
Energia = Ken. Inverse[Myn] ;
autovalores - Eigenvalues[Energia)

ou[74)= {682.388, 682.266, 681.891, 681.267, 680.395, 679.277, 677.913, 676.307, 674.462,
672.379, 670.064, 667.519, 664.749, 661.758, 658.552, 655.134, 651.511, 647.688,
643.671, 639.466, 635.079, 630.516, 625.785, 620.892, 615.843, 610.646, 605.307,
599.833, 594.232, 588.511, 582.675, 576.733, 570.692, 564.557, 558.337, 552.037,
545.664, 539.226, 532.727, 526.175, 519.575, 512.934, 506.257, 499.55, 492.819,
486.068, 479.303, 472.529, 465.75, 458.972, 452.198, 445.433, 438.681, 431.946,
425.232, 418.541, 411.878, 405.246, 398.647, 392.085, 385.562, 379.081,
372.644, 366.254, 359.912, 353.62, 347.381, 341.196, 335.066, 328.993, 322.979,
317.024, 311.13, 305.297, 299.527, 293.821, 288.178, 282.6, 277.087, 271.64,
266.26, 260.945, 255.697, 250.516, 245.402, 240.356, 235.376, 230.463, 225.617,
220.838, 216.126, 211.48, 206.9, 202.386, 197.938, 193.556, 189.238, 184.984,
180.795, 176.669, 172.607, 168.607, 164.67, 160.794, 156.98, 153.226, 149.533,
145.899, 142.324, 138.808, 135.35, 131.949, 128.605, 125.317, 122.085, 118.908,
115.785, 112.716, 109.701, 106.738, 103.827, 100.968, 98.1604, 95.4028, 92.6952,
90.0368, 87.4272, 84.8658, 82.3521, 79.8855, 77.4655, 75.0916, 72.7632, 70.4798,
68.2409, 66.0461, 63.8947, 61.7864, 59.7206, 57.697, 55.7149, 53.774, 51.8738,
50.0138, 48.1937, 46.413, 44.6713, 42.9681, 41.3031, 39.6759, 38.0861, 36.5333,
35.0171, 33.5373, 32.0933, 30.6849, 29.3118, 27.9736, 26.6699, 25.4006, 24.1652,
22.9635, 21.7951, 20.6599, 19.5574, 18.4875, 17.4499, 16.4444, 15.4706,
14.5284, 13.6175, 12.7378, 11.8889, 11.0707, 10.283, 9.52558, 8.79827, 8.10088,
7.43326, 6.79524, 6.18665, 5.60736, 5.05722, 4.53609, 4.04385, 3.58038,
3.14556, 2.73929, 2.36147, 2.01201, 1.69081, 1.39781, 1.13293, 0.8961, 0.68727,
0.506383, 0.353396, 0.228265, 0.130948, 0.061377, 0.0192975, 0.00253887)

AVA
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Apéndice B

Rotina no Mathematica para solucao

do Oscilador Harmonico Simples uti-
lizando MEF.

I AV
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



109

(» Oscilador Harmdnico com solugdo em uma dimensdo
com Elementos lineares *)

In[1]:= mege = (0.067+ 0.083y) my (+ massa em um elemento de GaAs/Al, Ga; x )
c- 2.99810° (+ velocidade da luz em m/s  «)
mo - 0.51110%/ & (+ massa de um elétron livre em eVi)
y=0 (+ fator para aproximagio da massa especifica )
mefet = meee/ mp
h=4.136 (10°") (+ constante de Planck em eV )

£, - 2.76042899 (+ fator de normalizagio em metros (K) ‘)
out[1]= (0.067+ 0.083y) mo
outf2]= 2.998x 10°
out[3]= 5.68536x 10 14
outf4]= 0
out[5l= 0.067
outigl= 4.136x 10 1°
out[7)= 2.76043
In[8]:= nelem = 1501 (» nimero de elementos lineares )

out[8]= 1501

In[9):= camp = 300 10-10 + camprimento em metros (fl éngstrons) *)

Out[9)= 2
100000000

const

In[10):= Ux[x ] = X >

t x?
Out[10])= Conz

In[11]:= const = 225 (» em &V &)

Out[11]= 225




In21]:= MatrixForm[ %]

Out[21)//Matrix Form=
f

x1ex2 |

%1.x2 x1.x2

I22):= el = (x2- x1)

ou[2]= -x1+ %2

x2- X
el

X+ X2
x1 + %2

INf23):= 1Iq =
ou[23)=

In[24]:=

Out[24]=
In(25]:=
Out[25)=

In[26]:= 9x Lo

Out[26]=
X1+ x2

In27)= n= {{Ia1}, {L2}}

v X2 1
mane {{ :J.'XZ}'{ ::«:1 IXXZ}}

In(28):= nx = {{8x In}, {9x L2}}

ourmr {2} ()

In[29]:= MatrixForm[n]

Out[29)//Matrix Form=
( e :':.‘ \

| -x1.x2
x-%1 J

| xL.x2
In{30);= MatrixForm[nx]
Out[30)//Matrix Form=

|

f‘ X122 ‘IL

1

i %122 J




In31]:= nt = Transpose [n]
-X + X2 ®x-x1 }}
~x1+x2 " -x1+x2

o

If32]:= MatrixForm[nt]
Out[32)//MatrixForm=

( \1"{_‘

I33]:= nnt = n.nt

Ou[33]= 7 - -
3 H (-x1+x2)2 (-x1+x2)2

I34]:= MatrixForm[nnt]
Out[34)//MetrixForm=

w2
(-Xe ) <

(-x1ex2) <
|l {x-x1

) &

1 -.
IN36]:= nxt = Transpose [nx]

oum {{-— =

-x1+x2" -x1+x2

I36]:= nxnxt = nx.nxt

(-x+%2)% (x-%1) (-X+X2) } { (x-%1) (-x+X2)
(-x1+x2)2

1

. 1 1 1
e {{ (=xlsxn2” (-x1+>{2)5?}' {_ (-x1+%2)2" (-x1+x2)2

IN37]:= MatrixForm[nxnxt]
Out[37)/IMatrixForm=

I38):= nxnt = nx.nt

-X+ X2 x-x1 }'{ -X+ X2

Out[38)= - -
L {{ (-x1+x2)2"  (_xl+x2)2

I30]:= MatrixForm [nxnt]
Out[38)//MetrixForm=

(—X1+X2):-) !

x-x1
(-x1+x2)2

AVA
Munesp @,

(2-x1)?
" (-x1+x2)2

J}

)

13

14

})

15

16

17
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In[40]:= Jnntdx

xx1x2+ 1 x% (x14%2)

ou40)= H (-X+ X2)°

3(-x1+x2)2" (-X1 4+ X2)2

xx1 %24 _l. =l X2y (% - x1)°
(=l a2 ! 3(X1'X2)3’}}

Ifa1)= (»  [£(x) dx = le ['£ (§) d¢ *)
Inf42):= x1= 0

ou[42)= 0

Inf43]= x2=1

Out[43]=

In[44]:=

Out{4d)= ¢

In{45]:=

Out[45]=

Inf46]:= %/ (le/ 6)
Out[46]= {{2, l}! {lr 2}}

Inf47):=
Oout[47)=
In{48]:=

ouf4g= ({1, 1}, { 1, 1}}

1
In{49]:= J nxntd§
0

1 1 L 1
anor ({5} 150 5]
In[S0]:= MatrixForm|[%]
Out[S0}//MatrixForm=

("2 2]
\ 2 2 |




Inf48]:= %/ (le)

ouf48]= {{1, -1}, {-1, 1}}
1

In[49]:= I nxntde¢
o

ouag)= {{ ;

In{50]:= MatrixForm[%]

Out[S0)//MatrixForm=

1
Inf51]:= %/ (1/2)
ouis1= {{-1, -1}, {1, 1}}
In[52):= (»+ Calculo da matriz de rigidez
IN(S3):= (= 2 [o({Nx} {(N}T4Ux[x] (N} {N}T) ax
In[54]:= (= Em coordenadas locais
In{S5):= (= Jo (e (nxmxt) . 2755E Ux[g] le (nnt)) ag
In{S6]:= (= le => comprimento do elemento

In{57]:= hbar =
n{57] 2.

ou[57= 6.58265x 10" '°

1 2 mefet
In[58]:= J [le (nxnxt) + -
0 £p2

Ux[£] le (n-“t)} ag

out[s8]= { {1.065951., - 0.901082 1.}, { 0.901082 1., 1.39567 1.}}

In[59]:= le = ¥

nelem

3

Out[S9)=
= 10100000000

1 2 t
In{60]:= k¢ = J:) {le (nxnxt) «+ Ux[¢] le (n.nt)) d§

mefe
£0?

ouieo)= {{3.16617x10 %, ~2.67648x10 "}, (- 2.67648x10 ", 4.14556x 10 ')}




In[61):= K= Table[0, {i, 2 nelem}, {j, 2 nelem}];
listkt = Table[ke[[1, 111, {1, 2 nelem - 4}];
Do[K[[i, J1] = kel[i, 311, (1,1, 2}, {3,121, 2}];
Do[K[[2 (nelem- 1) +i, 2nelem- 2+ j1] =ke[[di, 311, (i, 1, 2}, {3, 1, 2}]
Do[K[[i, i]] = kel[1, 11], {i, 3, 2nelem - 2}];
Do[K[[21, 21-1]] =ke[[2, 1]], {1, 2, nelem- 1}];
Do[K[[2i-1, 21i]] =kel[1, 2]], {1, 2, nelem- 1}]

In[68]:= (= Matrix conexdo *)

In[69]:= Table[0, {2 nelem}, {nelem + 1}];
= mc;
Do[mec[[i, 111 =1, {i, 1, nelem+ 1}1];
Do[me[[i, 1 -nelem]] =1, {i, nelem+ 2, 2 nelem}]

In[73]):= = Transpose[mc] . (K.mc) ;
Calculo da matriz de massa

In[74]:= M- 2T0f;‘= J.le (n.nt) ax

In[75]:= Em coordenadas locais

In[76]:= matriz de transformacgao

1 2 mefet

In[77]:= mlocal = J le (nnt) a¢
0 fo?

Out[77)= {{1.74113x10 1%, 8.70563 x10 13}, {8.70563 x 10713, 1.74113x 107%?}}

In[78]:= 1listM = Table[mlocal[[1l, 1]1]1, {i, 2 nelem}];
M= DiagonalMatrix[listM] ;
Do[M[[2i, 21-1]] mlocal[[1l, 2]], (i, 1, nelem}];
Do[M[[2i-1, 21]] mlocal([[2, 1]1]1, {i, 1, nelem}]

In[82]:= Mecon = Transpose[mec] . (M.mc) ;
Energia = Kcon.Inverse[Mconl] ;

autovalores = Eigenvalues|[Energia]




Apéndice C

Rotina em MATLAB para a de-

terminacao dos autoestados em um
poco de potencial utilizando EFGM.

% PROGRAMA PARA SIMULACAO DO EFGM EM

% UMA DIMENSAO

% RESOLUCAO DA Q. DI SCIIRODINGER EM POCO DIE POTENCIAL
%

%1°PASSO

% CONFIGURACAO DAS COORDENADAS NODAIS AO LONGO DA LARGURA
% DO POCO E DETERMINACAO DO NUMERO DIE CELULAS.

% larg ¢ a largura total do dominio

% dbar ¢ a largura do poco de potencial

dbar=200.0;

larg=400.0 + dbar;

% delx ¢ a largura de cada divisao entre dois nés

% nnodes ¢ o mimero de nés para a simulagao

% ncells ¢ o mimero de células

delx=10.0;

x = [0.0:delx:larg];

nnodes = length(x);

ncells = nnodes-1;

% 2°PASSO




% CONFIGURACAO DOS PARAMETROS PARA FUNCAO PESO,

% I PROPRIEDADES DO MATERIAL
% Valor de DMI para CI
dmax = 2.0;
% E=1.0;area=1.0;
% constantes para o problema da barreira de potencial
meff1=0.0919;
mell2=0.067;
x0l=2.76042899;
plankl=(xo0l"2)/(2*mell1);
plank2=(xol"2)/(2*mefl2);
% Determinacao do valor DM para cada né
dm = dmax*(x(2)-x(1))*ones(1,nnodes);
% Configuracao dos pontos de Gauss, pesos e jacobianopara cada célula
gg = zeros(1,ncells);
jac = (x(2)x(1))/2
weight = 2;
gg = -delx/2:delx:larg-delx /2; gg(1) = 0.0;
% 3°PASSO
% Montagem das Matrizes
k = zeros(nnodes);
t = zeros(nnodes);
f = zeros(nnodes, 1);
GG = zeros(nnodes,2);
phic = zeros(nnodes,nnodes);
dphic = zeros(nnodesnnodes);
conta = 0);
numstd=zeros(1,11);
% Iteragao sobre os pontos de Gauss
for j = l:length(gg)
xg = gg(j);




% Determinagao da distancia entre os pontos de Gauss
dif = xg*ones(1,nnodes)-x;;
% 4°PASSO
% Configuragao das funcoes peso W ¢ DW para cada né
clear w dw
for i=I1:nnodes
drdx = sign(dif(i))/dm(i);
r = abs(dif(i))/dm(i);
if =05
w(i) = (2/3) - 4*r*r + 4*r"3;
dw(i) = (-8*r + 12*r"2)*drdx;
clseif r<=1.0
w(i) = (4/3)-4*r+4*r*r -(4/3)*r"3;
dw(i) = (-4 + 8*r-4*r~2)*drdx;
elseif r>1.0
w(i) = 0.0;
dw(i) = 0.0;
end
end
% Conliguracao das fun¢oes de forma e suas derivadas
won = ones(1,nnodes);

p = [wonx];

B = p.*[w;w];

pp = zeros(2);

A = zeros(2);

dA = zeros(2);

for i=1:nnodes
pp = p(1:2,i)*p(1:2,i)’;
A = A+w(1,i)*pp;
dA = dA+dw(L,i)*pp;

end




Ainv = inv(A);

pg = [1 xg];

phi = pg*Ainv*B;
0 ey am nhicas finooes vl ded em eada xe
0 armmazciia CIn 1) 11C¢ as hancoes I) 11 d¢ 1 eI cada X.g,,

% caleular os autoestados

phic(j, l:nnodes)=phi(1,1:nnodes);

db = p.*[dw;dw];

da = -Ainv¥*(dA*Ainv);
dphi = [0 1[*Ainv*B+pg*(da*B+Ainv¥*db);
dphic(j,l:nnodes)=dphi(1,1:nnodes);
% 5°PASSO
% Montagem das liquagoes Discretas
ifj==1
% Introducao das condicoes de contorno
GG(1:3,1) = phi(1:3)’;
clse 1l j == nnodes
GG (nnodes-2:nnodes,2)=phi(nnodes-2:nnodes)’;
else if (j>1) & (j<=nnodes-1)
xgl=xg;
if xgl <= 200
VO=0.225;
plank = plankl;
elseif (xgl > 200) & (xgl < 200+dbar)
VO=0.0;
plank = plank?2;
elseif xgl >= 200+dbar
VO=0.225;
plank = plankl;
end
% conlere os potenciais no poco

% VO




% maltriz para o laplaciano ¢ o potencial

k = k + (weight*plank*jac)*(dphi”*dphi) + VO*(weight*jac)*(phi’*phi);
% matriz metrica

t =t + (weight*jac)*(phi’*phi);

end
end
end

end
% Imposicao das condi¢oes de contorno usando os multiplicadores de Lagrange
% q=[0];
% cédlculo dos autovalores e antovetores

= [k GG;GG’ zeros(2,2)];

- = [t zeros(nnodes,2); zeros(nnodes,?2)’ zeros(2,2)];

/o resultado com os multiplicadores de Lagrange
[ul,vl]=eig(m,tt);
% resultado sem os multiplicadores de Lagrange
[u2,v2]=eig(k,t);
% exemplo: calcula o auto estado que corresponde aos cocficientes da coluna
% da matriz ul acima. As variaveis dpar retém as derivadas dos autoestados,
% ¢ sao usadas no cdlculo dos autovalores.
% imprime todos os autovalores
for kd = L:nnodes
estd=phic*ul(1l:nnodes,kd);
dpar=dphic*ul(l:nnodes kd);
% 6°PASSO
%COMECO DO CALCULO DOS AUTOVALORES
Yeprimeiramente a integral de gradiente escalar gradiente
smtd=0; smtd2=0;smtd3=0;smtd4=0;
for j = l:length(gg)
xgl = gg(j);
if xgl <= 200




plank = plankl;

elseif (xgl > 200) & (xgl < 200+dbar)
plank = plank2;

elscif xgl >= 200+dbar

plank = plankl;

end

smtd= smtd + (weight*plank*jac)*(dpar(j)*dpar(j));

end
% agora, a integral do termo com o potencial
spot=(); spot2=0; spot3=0; spotd=();
for j = l:length(gg)
xgl=gg(j);
il xgl <= 200
VO=0.225;
elseif (xgl > 200) & (xgl < 200+dbar)
VO=0.0;
elseif xgl >= 200+dbar
VO=0.225;
end
spot = spot. + VO*(weight*jac)* (estd(j)*estd(j));
end
% e, por fim, a integral que multiplica o autovalor descjado
metr=0; metr2=0; metr3=0;metrd=0;
for j = l:length(gg)
metr = metr + (weight*jac)*(estd(j)*estd(j));
. end
% O CALCULO DOS AUTOVALORES
eigv = (smtd + spot)/metr;
if eigv <= 0.225
conta = conta + 1;

numstd(conta) = kd;




kd, 1000*eigv

end
end
nnodes
% RESULTADO GRAFICO PARA estd
subplot (2,2,1)
plot(gg,phic*ul(1l:nnodes,numstd(1)))
xlabel ( ’x (Angstroms)’)
ylabel ( 'phi (eV)’)
subplot(2,2,2)

plot(gg,phic*ul(l:nnodes,numstd(2)))

xlabel ( ’x (Angstroms)’)

ylabel ( ’phi (eV)")

subplot(2,2,3)

plot(gg,phic*ul (1:nnodes,numstd(3)),)
xlabel ( x (Angstroms)’)

ylabel ( ’phi (eV)’)

subplot(2,2,4)
plot(gg,phic*ul(l:nnodes,numstd(4)))

xlabel ( x (Angstroms)’)

ylabel ( ’phi (eV)’)




Apéndice D

Rotina em MATLAB para solucao
do Oscilador Harmoénico Simples uti-
lizando EFGM.

% PROGRAMA PARA SIMULACAO DO EFGM EM UMA DIMENSAO

%

% RESOLUCAO DA EQ. DE SCHRODINGER - OSCILADOR HARMONICO

T

%1°PASSO

% CONFIGURACAO DAS COORDENADAS NODAIS AO LONGO DO COMPRIMENTO
% 1 DETERMINACAO DO NUMERO DE CELULAS.

% comp ¢ o comprimento total do dominio

comp=400.0;

% delx ¢ a largura de cada divisao entre dois nés

% nnos ¢ o mimero de nés para a simulagao

% ncelulas ¢ o mimero de células

delx=(0.5;

x = [-comp/2:delx:comp/2];

nnos = length(x);

ncelulas = nnos-1;

% 2°PASSO

% CONFIGURACAO DOS PARAMETROS PARA FUNCAO PESO,
% E PROPRIEDADES DO MATERIAL

% Valor de DMI para CI




dmax = 2.0;

% constantes para o problema do oscilador harmdénico
mell=0.0665;

xol=2.76042899;

plank=(xol"2)/(2*¥mefl);

% Determinacao do valor DM para cada né

dm = dmax*(x(2)-x(1))*ones(1,nnos);

% Configuracao dos pontos de Gauss, jacobiano e peso para cada célula
gg = zeros(1,ncelulas);

jac = (x(2)-x(1))/2;

peso = 2

g = (delx/2)-(comp/2):delx:(comp/2)-delx/;

% 3°PASSO

% MONTAGEM DAS MATRIZIEES

k = zeros(nnos);

t = zeros(nnos);

f = zeros(nnos,1);

GG = zeros(nnos,2);

phic = zeros(nnos,nnos);

dphic = zeros(nnos,nnos);

conta = ();

numstd=zeros(1,11);

% Iteragao sobre os pontos de Gauss

for j = l:length(gg)
xg = gg());

% Determinagao da distancia entre os pontos de Gauss
dif = xg*ones(1,nnos)-x;

% Configuracao das fun¢oes peso W ¢ DW para cada né
clear w dw
for i=I1:nnos

drdx = sign(dif(i))/dm(i);




r = abs(dif(1))/dm(i);
if r<=0.5
w(i) = (2/3) - 4*r*r + 4%*r"3;
dw(i) = (-8* + 12*%r~2)*drdx;
elseif r<=1.0
w(i) = (4/3)-4*r+4*r*r -(4/3)*r"3;
dw(i) = (-4 + 8*r-4*r~2)*drdx;
elseif r>1.0
w(i) = 0.0;
dw(i) = 0.0;
end
end
% Configuracao das fun¢oes de forma e suas derivadas
won = ones(1,nnos);
= [wonpd
B = p.*[w;w];
pp = zeros(2);
A = zeros(2);
dA = zeros(2);
for i=1:nnos
pp = p(1:2,i)*p(1:2,i)’;
A = A+w(1,1)*pp;
dA = dA+dw(1,i)*pp;
end

Ainv = inv(A);

pg = [1 xg;

phi = pg*Ainv*B;
% armazena em phic as funcoes phi de 1 em cada xg,
% calcular os antoestados
phic(j,Ll:nnos)=phi(1,1:nnos);

db = p.*[dw;dw];




da = -Ainv*(dA*Ainv);
dphi = [0 1]*Ainv*B+pg*(da*B+Ainv*db);

dphic(j,1:nnos)=dphi(1l,1:nnos);
% MONTAGEM DAS EQUACOES DISCRETAS
ifj ==1
% Introducao das condigoes de contorno
GG(1:3,1) = phi(1:3)’;
clse if j == nnos
GG(nnos-2:nnos,2)=phi(nnos-2:nnos)’;
else if (j>=1) & (j<=nnos)
xgl=xg;
% valor da constante
clte=0.225;
% valor do potencial
V=(xgl~2)*cte/2;
% matriz para o laplaciano ¢ o potencial
k = k + (peso*plank*jac)*(dphi*dphi) + V*(peso*jac)*(phi™*phi);
% matriz metrica
t =t + (peso*jac)*(phi™*phi);
end
end
end
end
% célculo dos autovalores ¢ autovetores
% resultado sem os multiplicadores de Lagrange
[u2,v2]=eig(k,t);
Y%as variaveis dpar retém as derivadas dos autoestados,
%e sao usadas no calculo dos autovalores.
Yoimprime todos os autovalores
for kd = l:nnos

estd=phic*u2(1l:nnos,kd);




dpar=dphic*u2(1:nnos,kd);
%COMECO DO CALCULO DOS AUTOVALORES
Yoprimeiramente a integral de gradiente escalar gradiente
smtd=0;
for j = l:length(gg)
xgl = gg());
plank=plank;
smtd= smtd + (peso*plank*jac)*(dpar(j)*dpar(}));
end
% agora, a integral do termo com o potencial
spot.=();
for j = l:length(gg)
xgl=gg(j);
V=(xgl~2)*cte/2;
pot = spot -+ V(peso¥jac)*(estd(j)*estd(]);

end

% e, por fim, a integral que multiplica o autovalor desejado

metr=();
for j = l:length(gg)
metr = metr + (peso*jac)*(estd(j)*estd(j));
end
% O CALCULO DOS AUTOVALORES
eigv = (smtd + spot)/metr;
if eigv <= 50
conta = conta + 1;
numstd(conta) = kd;
kd, 1000*eigv
end
end

nnos

% RESULTADO GRAFICO PARA estd




subplot (2,2,1)

plot(gg,phic*u2(1:nnos;numstd(1)),’k’)

xlabel ( ’x (Angstroms)’)

ylabel ( ’phi (eV)’)

subplot (2,2,2)

plot (gg,phic*u2(l:nnos,numstd(2)),’k’)
xlabel ( ’x (Angstroms)’)

ylabel ( ’phi (eV)’)

subplot (2,2,3)
plot(gg,phic*u2(1:nnos,numstd(3)),’k’)
xlabel ( ’x (Angstroms)’)

ylabel ( ’phi (eV)’)

subplot (2,2,4)
plot(gg,phic*u2(1:nnos,numstd(4)),’k’)
xlabel ( x (Angstroms)’)

ylabel ( 'phi (eV)’)

subplot (2,2,5)

plot (gg,phic*u2(1:nnos,numstd(5)),’k’)

xlabel ( ’x (Angstroms)’)
ylabel ( 'phi (eV)’)




AVA




