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RESUMO

Modelos matemáticos são estratégias cada vez mais comuns no estudo

de processos biológicos, e aqueles envolvendo equações diferenciais, sejam do tipo

ordinárias, parciais ou fracionárias, estão entre os mais usados. O câncer é um

nome usado para designar um conjunto com mais de 200 doenças, tendo em comum

o crescimento desordenado de células, com a capacidade de invadir e proliferar

em diferentes tecidos e órgãos. À medida que tais células se aglomeram e se

multiplicam há a formação de tumores malignos. Tais agrupamentos, devido a

diversos fatores, também podem permanecer indetectáveis, e apresentarem um lento

crescimento durante certos períodos de tempo, a dormência tumoral. O câncer de

tireoide é a malignidade mais prevalente do sistema endócrino, sendo que o tipo

diferenciado, em que as células malignas preservam algumas características das
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células normais, é o observado em 9 a cada 10 pessoas com esse tipo de câncer.

Neste trabalho, desenvolvemos diversos estudos com o uso de modelos matemáticos

aplicados ao câncer, sendo: um estudo com dois modelos matemáticos voltados à

dormência tumoral, com o uso de derivadas fracionárias de Caputo; uma revisão

sistemática de modelos matemáticos aplicados ao câncer de tireoide; e dois estudos

com o desenvolvimento de três modelos matemáticos usando equações diferenciais

ordinárias, o primeiro para estudo do carcinoma papilífero da tireoide, submetido a

tratamento com tireoidectomia e radiofármaco 131I, e os demais sobre tratamentos

ao carcinoma diferenciado da tireoide refratário a iodo, usando terapia-alvo, apenas,

e considerando a combinação com imunoterápico. Os estudos realizados permitem:

observar que o uso de derivada de ordem não inteira pode alterar a estabilidade

de pontos de equilíbrio, e no caso da dormência tumoral, representar uma maior

eficácia do sistema imune em controlar o tumor; notar a ausência de estudos que

consideram o sistema imune como variável em modelos sobre o câncer de tireoide,

até 2018; compreender a eficácia do RAI em eliminar células tumorais da tireoide

sob influência positiva da interleucina-6, com dinâmica populacional segundo o efeito

Allee; e analisar resultados via modelos matemáticos que sugerem a combinação de

terapia-alvo com imunoterápico como melhor opção de tratamento a pacientes com

câncer diferenciado da tireoide refratário a RAI, quando comparado apenas ao uso

de terapia-alvo.

Palavras-chave: Câncer de Tireoide, Dormência Tumoral, Crescimento Tumoral,

Efeito Allee, Estabilidade, Radiofármaco 131I.
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SUMMARY

Mathematical models are increasingly common strategies in the study

of biological processes, and those that involve differential equations, whether the

ordinary, partial or fractional type, are among the most used. Cancer is a common

name for a group with more than 200 diseases, having in common the disorderly

growth of cells, with the ability to invade and proliferate in different tissues and

organs. As these cells clump and multiply, the formation of malignant tumors

is observed. Some colonies of tumor cells, due to multiple factors, can remain

undetectable and show a slow growth during certain periods of time, this phase

is known as tumor dormancy. Thyroid cancer is the most prevalent malignancy

in the endocrine system, and differentiated carcinoma is seen in nine out of ten

people with this type of cancer. In this work we present some studies with the
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use of mathematical models applied to cancer: two investigations related to tumor

dormancy, in which we consider fractional derivatives of Caputo; a systematic review

of mathematical models applied to thyroid cancer; and the development of three

models of ordinary differential equations on different treatments for thyroid cancer.

In the latter case, with the first model we addressed the treatment of papillary

thyroid cancer performed with radioiodine 131I, while in the others we evaluated two

types of treatments for differentiated carcinoma of the thyroid refractory to iodine,

which are considered target therapy and its combination with immunotherapy. The

studies carried out allow us to observe that the use of the non-integer derivative

can change the stability of the equilibrium points, and in the case of tumor

dormancy, represent a greater effectiveness of the immune system in controlling

the tumor; observe the absence of studies that consider the immune system as a

variable in models on thyroid cancer, until 2018; understand the effectiveness of

RAI in eliminating thyroid tumor cells under the positive influence of interleukin

6 and population dynamics according to the Allee effect; and to analyze results

through mathematical models that suggest the combination of target therapies with

immunotherapy as the best treatment option for patients with differentiated thyroid

cancer refractory to RAI, when compared only to the use of target therapy.

Keywords: Thyroid Cancer, Tumor Dormancy, Tumor Growth, Allee Effect, Stabi-

lity, Radioiodine 131I.
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1 INTRODUÇÃO

O que é um modelo matemático? Segundo Altrock et al. (2015), são

objetos com a capacidade de descrever um sistema a partir da abstração e do forma-

lismo matemático. Tais objetos permitem análises de modo a extrapolar situações

originalmente analisadas, predições quantitativas, atuação de mecanismos, manipu-

lação de hipóteses subjacentes, além da descrição quantitativa de associações entre

diferentes componentes de um sistema.

Por meio de modelos matemáticos, a complexidade do câncer tem sido

cada vez mais compreendida. Estudos com modelos matemáticos têm aumentado

nosso entendimento sobre mecanismos como a iniciação tumoral, progressão e metás-

tase, heterogeneidade intra-tumoral e resposta e resistência a tratamentos (Altrock

et al., 2015; Barbolosi et al., 2016). Além disso, à medida que modelos matemáti-

cos são usados como complemento de estudos clínicos e experimentais, paradigmas

podem ser revistos, gerando a possibilidade de novas estratégias para o estudo de

tumores malignos (Eftimie et al., 2011; Beerenwinkel et al., 2015).

Frente à diversidade de elementos que compõem o câncer, seja pela

compreensão da doença como cromossômica1, ou genética; seja pelos tipos conhe-

cidos, em geral definidos de acordo com a localização primária do tumor, ou pelas

escalas biológicas envolvidas; o uso de modelos matemáticos no estudo da proliferação

tumoral tem gerado importantes resultados. Muitos desses modelos envolvem equa-

ções diferenciais ordinárias (EDO) ou parciais (EDP), compreendendo desse modo o

1O termo cromossômico diz respeito à origem do câncer devido à instabilidade nos cromossomos
das células, enquanto que doença genética significa o câncer como resultado de mutações em certos
genes do genoma celular, especialmente naqueles envolvidos no reparo do DNA. Ver Duesberg (2007)
e Hanahan & Weinberg (2000).
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estudo de variáveis dependentes do tempo e do espaço de forma contínua. Modelos

matemáticos discretos cujas variáveis dependem do tempo, o consideram de forma

espaçada, ou seja, não contínua. A modelagem discreta também é usada em modelos

multiescala, no qual duas ou mais dinâmicas são assumidas na proliferação celular,

como a sinalização inter e intracelular, por exemplo. Com o objetivo de usar modelos

discretos dotados de uma estrutura espacial, os autômatos celulares e modelos base-

ados em agentes são metodologias bastante indicadas (Cristini et al., 2017; Jarrett

et al., 2018).

Não obstante a grande quantidade de artigos publicados com mode-

los matemáticos aplicados ao câncer/crescimento tumoral, optamos por apresentar

alguns livros que, além de detalharem diversas técnicas de modelagem, trazem im-

portantes referências. Preziosi (2003) apresenta algumas formas de modelagem e

métodos matemáticos usados no estudo do desenvolvimento e crescimento tumoral.

O livro aborda processos biológicos inerentes a tumores, como a angiogênese, meca-

nismos que dirigem o comportamento neoplásico e aqueles de difusão em um tumor

avascular ou vascular. Em Murray (2003), Capítulo 11, modelos matemáticos de con-

trole e crescimento de tumores cerebrais, particularmente, gliomas e glioblastomas,

são apresentados. Equações diferenciais parciais são usadas no estudo de invasão

tumoral, além disso, se estuda aspectos como ressecção e recorrência de tumores, e

efeito da quimioterapia no crescimento tumoral. Wodarz & Komarova (2005), após

discutir alguns eventos relacionados ao câncer e evolução somática, define e exem-

plifica os principais métodos matemáticos aplicados na modelagem da tumorigênese,

como EDOs, EDPs, modelos discretos de autômato celular, modelagem estocástica

e estimação de parâmetros.

O livro de Percus (2010) é uma resposta sobre como a matemática pode

contribuir para o estudo do sistema imune adaptativo, como o papel dos linfócitos

B e T. Equações diferenciais e probabilidade são as abordagens usadas nos modelos.

Deisboeck & Stamatakos (2011) discorre sobre modelos multiescala em câncer. Ini-

cialmente, o livro apresenta conceitos biológicos envolvidos na carcinogênese, como
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a sinalização oncogênica e estrutura molecular. Modelos multiescala estocásticos,

modelagem multiescala de movimento celular e simulação de crescimento tumoral

com modelos baseados em agentes são alguns dos assuntos abordados. Enderling

et al. (2013) é uma obra voltada ao fenômeno da dormência tumoral com o uso de

modelos matemáticos. Nos Capítulos 10 e 11, modelos com EDOs e EDPs são con-

siderados no estudo da interação câncer-sistema imune, e regulação da dormência e

microambiente tumoral, respectivamente.

Considerando o papel do sistema imune na dinâmica tumoral, Elad-

dadi et al. (2014) apresenta modelos de EDP e autômatos celulares acerca desse

tema e sobre quimiotaxia2. Além disso, uma abordagem de controle ótimo é usada

para investigar a quimioterapia com interações tumor-sistema imune. Kuang et al.

(2016) apresenta modelos com EDOs no estudo de crescimento tumoral avascular

e tratamento. Ao incorporar a estrutura espacial e características fisiológicas como

o tamanho celular, o uso de EDPs é considerado. Modelos multiescala também

são abordados, sendo aplicados ao crescimento tumoral na próstata e dinâmica de

tratamento. Cristini et al. (2017) discute a importância de resultados obtidos via

modelagem matemática como forma de melhorar resultados terapêuticos em câncer.

Várias abordagens são apresentadas, como, EDOs, EDPs, modelos multiescala e mo-

delos baseados em agentes. As aplicações vão desde o estudo de neoplasias e estágios

da doença, a tratamentos, como imunoterapias.

Os modelos matemáticos apresentados ou propostos nesta tese contem-

plam diversas metodologias, como o uso de EDOs de ordem inteira e fracionária; e

tipos de neoplasias, sendo investigados tumores de leucemia mieloide aguda e tumores

da tireoide. Além disso, distintas dinâmicas tumorais são consideradas, como tumo-

res em estágio de dormência e crescimento tumoral segundo o efeito Allee. No estudo

de tumores da tireoide, dois tipos de células são usadas, sendo: células remanescentes

pós tireoidectomia, que captam iodo e crescem segundo o efeito Allee tipo forte, e

células tumorais refratárias a iodo. Por isso, com o objetivo de contextualizar os

2Movimento celular em resposta a um estímulo químico.
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estudos abrangidos, apresentamos no próximo capítulo, algumas informações acerca

dos principais aspectos biológicos e matemáticos utilizados em cada investigação.

Finalmente, na conclusão dessa Introdução, resumimos a seguir os qua-

tro estudos desenvolvidos, em que além de cada assunto proposto, destacamos os

objetivos e métodos considerados.

• No Capítulo 3 realizamos um estudo da dormência tumoral via modelos de

EDOs com derivadas do tipo fracionárias. A modelagem da dormência con-

sidera interações entre linfócitos e células malignas. O estudo visa comparar

modelos e soluções obtidas com o uso do cálculo usual e do cálculo fracionário;

• No Capítulo 4 propomos uma revisão sistemática desenvolvida sob a metodolo-

gia PRISMA. Essa revisão visa avaliar o uso de modelos matemáticos no estudo

do desenvolvimento, progressão, detecção e tratamento ao câncer de tireoide.

E com isso, identificar elementos estreitamente ligados ao câncer sob análise

ainda não investigados via modelos;

• No Capítulo 5 desenvolvemos um modelo de EDO com efeito Allee para estudo

do tratamento com radioiodo a pacientes com o câncer papilífero da tireoide.

Além do iodo, o número de células tumorais e as concentrações séricas de IL-6

e Tg são tidas como variáveis. O estudo visa avaliar a eficácia do radioiodo

no tratamento e a influência da IL-6 sobre o tumor, considerado com dinâmica

populacional segundo o efeito Allee;

• No Capítulo 6 propomos dois modelos de EDOs para investigar a eficácia dos

fármacos Lenvatinib e Pembrolizumab no tratamento de pacientes com cân-

cer de tireoide refratário ao RAI. Além disso, a ação anti-tumoral de células

imunes é considerada em ambos os casos de tratamento. O estudo visa avaliar

e comparar a eficácia de terapia-alvo, e terapia-alvo com imunoterápico, no

tratamento do câncer proposto.
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Os modelos desenvolvidos nesta tese vislumbram, ao menos, considerar

orientações em torno da arte da boa modelagem, como propostas em Murray (2002):

The mathematics is dictated by the biology and not vice versa. Sometimes the mathe-

matics can be very simple. Useful mathematical biology research is not judged by

mathematical standards but by different and no less demanding ones.



7 CONCLUSÃO GERAL

Alguns modelos matemáticos foram considerados nesta tese para o es-

tudo da dinâmica tumoral. A primeira abordagem considerou a dormência do câncer,

mais especificamente, dormência da massa tumoral do tipo imunológica. A teoria

do cálculo fracionário foi a estrutura usada nessa investigação, sendo consideradas

as derivadas fracionárias segundo a definição de Caputo e de Grünwald-Letnikov.

Dois modelos matemáticos foram propostos, sendo versões adaptadas de modelos

de ordem inteira. O estudo consistiu na abordagem de duas questões: estabilidade

dos modelos considerados fracionários, e comparação dos resultados obtidos com as

diferentes metodologias. O uso de valores para a ordem da derivada menores que

1 implicou no desafio de se encontrar interpretações biológicas compatíveis às solu-

ções obtidas. A associação de menores valores à ordem da derivada com a eficácia

do sistema imune foi a principal relação observada, em que crescimento tumoral e

leucemia mieloide aguda foram os temas de estudo.

A continuidade desse estudo, no sentido de ampliar ou esclarecer os

resultados encontrados, pode ser realizada de diversos modos. Como o uso de deri-

vadas fracionárias de diferentes ordens para cada equação do modelo e a inclusão de

processos terapêuticos, tais como terapia-alvo ou imunoterapia, dentre outros.

Uma revisão sistemática foi o segundo assunto abordado, a qual reuniu

estudos com modelos matemáticos sobre tumores e câncer de tireoide. Sete artigos fo-

ram avaliados criticamente nos seguintes aspectos: metodologia empregada, assunto

tratado, variáveis usadas e contribuição à área da saúde. Os modelos encontrados

abordaram temas como o desenvolvimento e detecção de tumores, tratamentos e

recorrência do câncer de tireoide. Ao discutir as principais metodologias usadas e
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resultados obtidos, essa revisão contribui para o desenvolvimento de modelos mate-

máticos, como os apresentados a seguir.

Para estudo do tratamento com RAI a pacientes com PTC, um modelo

de EDO com efeito Allee foi proposto. Além do RAI, o número de células tumorais

e as concentrações séricas de IL-6 e Tg foram consideradas. A dinâmica populacio-

nal com efeito Allee foi usada com o objetivo de representar uma eficácia suficiente

do RAI que aliada ao sistema imune fosse capaz de promover a eliminação tumoral.

Também se verificou a capacidade do modelo em simular casos de pacientes tireoidec-

tomizados e agrupados como de baixo risco de recidiva, em que a eliminação tumoral

ocorreu sem o uso de algum tratamento complementar. O parâmetro da atividade

de RAI usada no tratamento recebeu valores com base em diferentes condições clí-

nicas, e cenários com doses mínimas de radioiodo porém resultantes em sucesso no

tratamento foram obtidos. A citocina IL-6 foi avaliada enquanto promotora do cres-

cimento tumoral, sendo verificada a associação de menores níveis desta interleucina

a melhores prognósgticos de pacientes. Mutações genéticas também foram incluídas

como elementos para a compreensão dos resultados obtidos, como a associação do

gene NIS à captação do iodo pelas células tumorais foliculares da tireoide durante o

tratamento.

A continuidade deste trabalho poderia ocorrer a partir de parcerias

com centros médicos, a fim de se obter um banco de dados de pacientes sob condi-

ções similares às consideradas no estudo. Com isso, os parâmetros aos quais foram

atribuídos valores supostos poderiam ser calibrados por meio de informações espe-

cíficas de grupos populacionais e atividades de RAI aplicadas. Essa ação tornaria

o modelo sempre vez mais aplicável a situações reais, permitindo-o compor estudos

clínicos acerca de novas formas e métodos de tratamento.

Dois modelos de EDOs sobre DTCs refratários a RAI são apresentados

no último estudo. O primeiro modelo considera uma terapia-alvo com Lenvatinib,

enquanto no segundo há a ampliação do tratamento via combinação do Lenvatinib

com o imunoterápico Pembrolizumab. Além dos tratamentos, o número de células
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tumorais e o de células imunes, como os linfócitos T e células NK, são as principais

variáveis consideradas. As soluções em ambos os casos apresentam cenários do tipo

doença estável ou resposta parcial, em que maiores períodos de não progressão tu-

moral foram observados nos casos de terapia combinada. Nas simulações, diferentes

valores foram considerados aos parâmetros relacionados à eficácia dos medicamentos

e eficiência do sistema imune em eliminar células tumorais. Com isso, diversos cená-

rios de respostas aos tratamentos foram obtidos, possibilitando-nos inferir condições

para maiores períodos de sobrevida livre de progressão tumoral. Contudo, devido o

escopo restrito adotado à modelagem, aspectos relacionados a efeitos colaterais não

foram considerados.

Um meio de continuar esse estudo é realizar uma análise de sensibili-

dade dos parâmetros em relação à uma quantidade de interesse, como carga tumoral e

outras. Pois deste modo, a calibração e a validação do modelo tornaria os resultados

ainda mais precisos e relacionáveis a dados clínicos sobre o tema de estudo.

Assim, os modelos matemáticos elencados abordaram fenômenos de

grande interesse pela medicina, com a apresentação de resultados sobre a influência

do sistema imune e distintos tratamentos ao câncer.
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